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Resumo

Batista, Elismar. Sobre Estruturas Gradiente Einstein-Type Produto Tor-
cido. Goiania, 2022. 95p. Tese de Doutorado Programa de Poés-Graduagao
em Matemadtica, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Fed-
eral de Goias.

Neste trabalho, estudamos estruturas gradiente Einstein-type imersas em um espaco
produto torcido de um intervalo I e uma variedade Riemanniana M, com funcao po-
tencial h dada pela funcao altura. Primeiramente, obtivemos condigoes para que uma
estrutura gradiente Einstein-type imersa no referido produto torcido seja minima,
totalmente umbilica ou totalmente geodésica. Além disso, fornecemos resultados de
trivialidade para a funcao potencial h e obtemos condigoes para que uma estrutura
gradiente Einstein-type seja quasi-Einstein. Em seguida, caracterizamos as hiper-
superficies rotacionais possuindo uma estrutura gradiente Einstein-type em espagos
produto com base real e fibra dada por um espago forma. Estudamos também ca-
sos particulares de estruturas gradiente Einstein-type em espagos produto torcido, a
saber, gradiente Ricci-harménico solitons (GRHS). Neste caso, provamos resultados
de trivialidade para as fungoes potencial e torcao quando estas atingem um méx-
imo ou minimo. Finalmente, fornecemos uma familia nao-enumeravel de exemplos
geodesicamente completos nao triviais de GRHS considerando a base e a fibra de
um produto torcido conforme a um espago semi-Euclidiano invariante sob a acao de

um grupo de translacao de codimensao um.

Palavras—chave
Estruturas gradiente Einstein-type; Produto torcido; Trivialidade; Rigidez;

Gradiente Ricci-harmonico soliton.



Abstract

Batista, Elismar. On structures Gradient Einstein-type Warped Prod-
uct. Goiania, 2022. 95p. PhD. Thesis Programa de Poés-Graduagao em
Matemadtica, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal
de Goiés.

In this work, we study gradient Einstein-type structures immersed in a warped
product space of an interval I and a Riemannian manifold M, with a potential
function h given by the height function. First, we obtained the necessary conditions
for an Einstein-type gradient structure immersed in a warped product to be minimal,
totally umbilic or totally geodesic. In addition, we provide triviality results for the
potential function h. Next, we characterize the rotational hypersurfaces having a
gradient Einstein-type structure in warped product, where the fiber is a space form.
We also study particular cases of gradient Einstein-type structures in warped product
spaces, namely, gradient Ricci-harmonic solitons (GRHS). In this case, we prove
triviality results for the potential and warped functions when they reach a maximum
or minimum. Finally, we provide a family non-enumerable of non-trivial geodesically
complete examples of GRHS considering the base and fiber of a warped product
conformal to a semi-Euclidean space invariant under the action of a translation

group of codimension one.

Keywords
Gradient Einstein-type; Warped Product; Triviality; Rigidity; Gradient

Ricci-harmonic soliton.
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Introducao

A investigacao de fenomenos rigidos e topoldgicos tem sido um tépico central
e amplo no estudo da geometria Riemanniana. Neste sentido, a busca por uma
métrica com caracteristicas especiais em uma variedade qualquer, tornou-se um
problema classico de geometria no ltimo século, em especial métricas com curvatura
seccional constante. Neste contexto, um problema cldssico bastante estudado nos
ultimos anos foi a geometrizacao de Thurston, sendo esta, conjecturada por William
Thurston em meados dos anos 80.

A conjectura de Thurston propos uma caracterizagao completa das estru-
turas geométricas em variedades tridimensionais, ela pode ser considerada como um
analogo do teorema de uniformizagao para superficies. Tal caracterizagao indica que
todas as variedades tridimensionais admitem um certo tipo de decomposicao ge-
ométrica envolvendo oito geometrias especiais, agora chamadas de Thurston model
geometries. A conjectura da geometrizacao de Thurston implica outras conjecturas
bem conhecidas, em especial a conjectura de Poincaré, formulada por Henri Poincaré
em 1904.

Quase um século se passou entre a formulacao destas conjecturas e sua
solucao dada pelo matematico russo Grigori Perelman, anunciada em preprints
postados no ArXiv.org em 2002 e 2003. Perelman em sua solugao fez uso da teoria
do fluxo de Ricci bastante estudada por Richard Hamilton em 1982 [43].

O fluxo de Ricci é a equacao de evolugao geométrica o qual se inicia com
uma métrica Riemanniana gy sob uma variedade suave M" cuja a métrica evolui
segundo a equagao

% g = —2Ricy;

9(0) = go,
onde Ricy ¢ o tensor de Ricci na métrica g. A fim de compreender o comportamento
do fluxo de Ricci é interessante estudar algumas solugoes especiais, a saber, os Ricci
solitons, os quais sao solucoes auto-similares do fluxo de Ricci. Os Ricci solitons
desempenharam um papel extremamente importante no estudo do fluxo de Ricci e

na conjectura de Poincaré, ver [40]. Para obter mais detalhes sobre os Ricci solitons,
consulte [18, 23, 45].



16

A principal dificuldade para entender o comportamento do fluxo de Ricci em
uma variedade Riemanniana sao as singularidades causadas pela evolugao do fluxo.
Nesta diregao, R. Miiller em [55] introduziu o fluxo de Ricci-harménico com intuito
de diminuir tais dificuldades. Ainda que o fluxo de Ricci-harmonico aparente ser um
sistema mais “complexo” do que o fluxo de Ricci, ele realmente se comporta melhor
no sentido de que é menos singular. Além disso, muitos conceitos e resultados que
valem para o fluxo de Ricci também valem para o fluxo de Ricci-harmonico podendo
ser consultados em [22, 42, 52, 63, 65] e suas referéncias.

Sejam (M", g(t)) uma variedade n-dimensional equipada com uma familia
de métricas semi-Riemanniana g(t), e (N*, gy) uma variedade k-dimensional com
uma métrica semi-Riemanniana fixa e u : M — N uma aplicacao suave. O fluxo de
Ricci-harmonico é a combinagao do fluxo de calor do mapa harmonico definido por
Eells e Sampson [33] e o fluxo de Ricci estudado por Hamilton. Desta forma, Miiller

introduziu o fluxo de Ricci-harmonico como:

% = —2Ricyu + 2a(t)Vu(t) @ Vu(t);
9 (0-1)
e = Tg(t)u(t),

onde a(t) > 0 sé depende do tempo, Vu(t) @ Vu(t) = u(t)*gn é o pull-back da
métrica gy via u(t) e Tpu(t) é o campo de tensao de u(t) com respeito a métrica
g(t).

De forma analoga ao fluxo de Ricci, as solugoes auto-similares do fluxo de
Ricci-harmonico sao importantes para compreender o comportamento do fluxo. Uma
solucdo especial s@o os gradiente Ricci-harmonico solitons (GRHS).

Em resumo, uma variedade semi-Riemanniana (M™, g) ¢ um gradiente Ricci-

harmonico soliton, se esta satisfizer o sistema abaixo

{ Ricy, + Hessh —aVu® Vu = Ag; (0-2)

T,u —g(Vu,Vh) = 0,

para alguma funcao diferencidvel h e constantes \, a, onde 7,u = tr(Vdu) denota o
campo de tensao de u, sendo que u neste caso é uma aplicagao de (M™, g) em uma
variedade arbitrdria (N*, gy).

O estudo das propriedades geométricas e analiticas desses solitons e suas
generalizagoes sao importantes para a compreensao do comportamento do fluxo de
Ricci e do fluxo de Ricci-harmonico.

Em [60] Homare Tadano obteve resultados de trivialidade para a funcao

potencial no caso compacto, isto é, provou condicoes necessarias e suficientes para
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que um GRHS compacto seja Einstein harmonico. Neste sentido, consideramos
GRHS produto torcido com a base compacta e encontramos condigoes necessarias
para que este seja trivial, isto é, com fungao potencial constante. Vale observar que
produto torcido com a base compacta nao necessariamente é compacto. Ainda no
contexto de trivializacao, surge um questionamento interessante, em que condicoes a
aplicacao u é constante? Observando (0-2) teriamos que uma resposta imediata a esta
pergunta seria considerar M compacta e u uma fungao real. Neste caso, a segunda
equagao de (0-2) define o drift laplaciano de u, logo, o principio do méximo garante
que u é constante. Quando M nao for necessariamente compacta, Meng Zhu em [66]
provou que GRHS shrinking ou steady sao gradiente Ricci solitons sempre que a
variedade (N*, gn) possuir curvatura seccional limitada superiormente por o /n. Por
outro lado, consideramos GRHS produto torcido com base compacta e obtivemos
um resultado de trivialidade para a aplicacao u. Além disso, encontramos condi¢oes
necessarias para que um GRHS produto torcido seja um produto Riemanniano
padrao, isto é, com funcao tor¢ao constante.

Uma das principais dificuldades no estudo de solugoes solitons de fluxos
geométricos é encontrar exemplos explicitos de tais estruturas. Reto Miiller em [54]
além de definir os GRHS também forneceu dois exemplos de GRHS considerando
a esfera Euclidiana bidimensional, e uma superficie de género > 2 com curvatura
de Gauss K = —1. Em ambos exemplos u é dada pela identidade. Assim sendo,
neste trabalho conseguimos construir uma familia nao-enumeravel de exemplos
geodesicamente completos de GRHS nao triviais com u diferente da identidade,
nao presentes na literatura até entao. Para tal, utilizamos espacos produto torcido
e métricas conformes invariantes sob a agao de um grupo de translagao.

Alguns solitons perdem propriedades triviais quando estendemos o espaco de
solugoes, por exemplo, todo Ricci solitons compacto é gradiente veja [40]. Enquanto
que para que um almost Ricci soliton seja gradiente, alguma condicao adicional deve
ser considerada, como mostra Barros et al. em [9, 10]. O mesmo acontece quando
comparamos gradiente Ricci solitons compactos com gradiente almost Ricci solitons
compactos. Enquanto que o primeiro possui curvatura escalar constante quando
A <0, o segundo nao possui a mesma consequéncia de forma imediata veja [34] e [8].
De forma andloga aos Ricci solitons, uma extensao no espaco de solucoes dos GRHS
pode proporcionar uma geometria mais “rica”, isto é, considerar A como uma funcgao
nao necessariamente constante, bem como outras generalizacoes de GRHS podem
fornecer uma visao ampla e completa de tais estruturas. Nesta direcao, estudar
estruturas que generalizam ambos os solitons apresentados acima pode contribuir
para o entendimento da maioria dos fluxos geométricos estudados recentemente. Com

este intuito, Anselli et al. em [5] definiram as estruturas gradiente Einstein-type.
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Sua importancia se da pelo fato de generalizar muitas outras estruturas bastante
conhecidas, além de poderem ser obtidas através de uma deformacao conforme de
uma variedade Einstein harmonica, a qual sera definida no decorrer do trabalho.
Dizemos que uma métrica ¢ em uma variedade Riemanniana X possui
uma estrutura gradiente Einstein-type se existem funcgoes diferenciaveis h, u, A e

w: X" — N* satisfazendo o sistema

Ricy + Hessh — pdh @ dh = Ag
T,u = du(Vh),

onde

Ricy := Ricy — au™(,)n.

No que diz respeito a geometria de uma estrutura gradiente Einstein-type, é
possivel estudé-la de dois pontos de vista diferentes, a saber, a geometria intrinseca
e a geometria das subvariedades. Do ponto de vista intrinseco, Anselli et al. em [5]
obtiveram varios resultados para as estruturas gradiente Einstein-type introduzindo
o conceito de u—curvaturas. Nesse sentido, realizando uma deformacao conforme
de uma métrica Einstein harmonica, os autores obtiveram uma solu¢ao de (0-3),
paran > 3 e p = —1/(n — 2). Além disso, eles forneceram férmulas basicas para
estruturas gradiente Einstein-type compactas, a fim de derivar resultados de “gap”
e rigidez.

Do ponto de vista da geometria das subvariedades, existem alguns trabalhos
interessantes e importantes desenvolvidos nas tltimas décadas sobre os Ricci solitons
e almost Ricci solitons. Por exemplo, Chen, Bang-Yen e Deshmukh obtiveram uma
classificacao de Ricci solitons com campo vetorial potencial concorrente. Em seguida,
eles forneceram uma condicao necessaria e suficiente para uma imersao isométrica
ser um Ricci soliton em uma variedade equipada com um campo vetorial concorrente
[21]. Barros et al. em [11] estudaram as condigoes e obstrugdes para uma imersao
isométrica de um almost Ricci soliton em uma forma espacial ser minima, totalmente
umbilica ou totalmente geodésica. Além disso, eles obtiveram alguns resultados de
rigidez quando a imersao é compacta. Abdénago Barros et al. provaram em [10]
que um almost Ricci soliton compacto com tensor de Ricci Codazzi, é isométrico a
esfera Euclidiana, tendo a fungao altura como fungao potencial. Aquino et al. em [6]
estudaram gradiente almost Ricci solitons imersos em espacos de curvatura constante
Mn™tt c R™2 onde a funcao potencial é dada pela funcao altura do soliton associada
a uma direcao fixa em R""2. Portanto, um questionamento interessante e natural
seria o que aconteceria caso imergissemos uma estrutura mais geral que almost Ricci

solitons em espagcos forma? E se ao invés de espacos formas, utilizassemos uma classe
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mais ampla de espacos? Os trabalhos acima citados nos fornecem uma excelente
motivacao para estudarmos estruturas Einstein-type onde a funcao potencial é
dada pela funcao altura. Além disso, para estender os trabalhos anteriores a uma
classe maior de espacos ambientes, seria conveniente considerar as imersoes em
uma familia de variedades suficientemente grande, incluindo espacos de curvatura
seccional constante. Uma métrica natural, que inclui tais espacos sao as chamadas
métricas produto torcido definidas pelo O’Nell [15]. As métricas produto torcido ja
provaram ser um ambiente excelente para obter uma ampla gama de propriedades
geométricas distintas para imersoes (veja [3, 17, 24, 25, 28]).

A tese estd organizada como segue: no capitulo 1 apresentamos as definigoes,
notagoes e ferramentas necessarias para o restante do trabalho. No capitulo 2,
estudamos estruturas gradiente Einstein-type imersas em um espaco produto torcido
do tipo M= 1 x § M"™, com funcao potencial dada pela funcao altura h =
mr o ¢, sendo que ¢ é uma imersao isométrica ¢ : X" —> W”H, I C R, M"
uma variedade Riemanniana e f : I — (0,00) uma funcdo suave estritamente
positiva. Primeiramente, investigamos as condig¢oes para que uma estrutura gradiente
Einstein-type imersa em um produto torcido seja minima, totalmente umbilica ou
totalmente geodésica. Em seguida, fornecemos resultados de trivialidade para a
funcao potencial h e a aplicacao u. Finalmente, caracterizamos as hipersuperficies
rotacionais possuindo uma estrutura gradiente Einstein-type em R x; Q(c)", onde
Q(c) é um espago forma de curvatura seccional ¢ € {—1,0, 1}.

Finalmente, no capitulo 3, estudamos gradiente Ricci-harmonico solitons
em espacos produto torcido. Primeiramente, provamos resultados de trivialidade
para as funcgoes potencial e torcao quando estas atingem um méaximo ou minimo.
Além disso, fornecemos exemplos nao triviais de GRHS considerando a base e a
fibra de um produto torcido conforme a um espaco semi-Euclidiano invariante sob
a acao de um grupo de translagao de codimensao um. Essa abordagem nos permite
produzir infinitos exemplos de gradiente Ricci-harmonico solitons semi-Riemanniano

geodesicamente completo nao presentes na literatura.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, faremos uma breve abordagem de algumas nocoes basicas
de geometria semi-Riemanniana, além de elencar resultados fundamentais para o
bom entendimento do trabalho. Por motivo de comodidade, alguns resultados terao
sua prova omitida, no entanto, serao referenciados no decorrer do trabalho. Mais
detalhes podem ser conferidos em [14, 30, 37, 57|

1.1 Meétricas Semi-Riemannianas

Seja b uma forma bilinear simétrica em um espago vetorial V e W um

subespaco de V', entao

Definicao 1.1. O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V € o maior inteiro

que € a dimensao de um subespaco W C V no qual blw € negativa definida.

Defini¢ao 1.2. Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M é um (0,2)-

tensor simétrico nao degenerado em M de indice constante.

Em outras palavras, um tensor métrico g sobre M é uma aplicacao que
associa a cada ponto p € M uma forma bilinear simétrica nao degenerada em 7T, M

com indice constante ¢, V p € M.

Definigao 1.3. Uma variedade semi-Riemanniana € um par (M, g), em que M é uma

variedade diferencidvel e g € uma métrica sobre M.

Note que se ¢+ = 0, entao M ¢é uma variedade Riemanniana, ou seja, cada
g ¢ um produto interno (definido positivo) em 7, M para cada p em M. Set=1¢
n > 2, entao M é uma variedade Lorentziana.

Em um sistema de coordenadas locais (U,z) em torno de p € M, as

componentes do tensor métrico g sao

gij = 9(@»@)-
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Como ¢ é nao degenerada, segue que a matriz (g;;(p)) ¢ invertivel em todo
p € M e sua inversa serd denotada por (¢”(p)). Em um sistema de coordenadas

locais, temos que

g= Z gijdr; @ dw;

]
Em um sistema de coordenadas, a conexao de Levi-Civita V é definnida por
Vo dj =Y Thok,
k
onde as fungoes Ffj sao os simbolos de Christoffel da conexao, dados por

1
Ty = 3 > glk{az‘gjl + 0;9u — 3191‘]}-
!
Definicao 1.4. Uma variedade semi-Riemanniana na qual cada geodésica é definida
em toda a reta real é considerada geodesicamente completa, ou apenas completa.
Definicao 1.5. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com conexao Levi-Civita
V. A aplicagio R : X(M)?> — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ V[Xy]Z,

¢ um (1,3)-tensor em M chamado de tensor curvatura de Riemann de M.

A partir do tensor de Riemann podemos definir o tensor de Ricci e a

curvatura escalar

Definic¢ao 1.6. Seja R o operador curvatura de Riemann de (M, g). O tensor de Ricci
¢ definido como
Ric(X,Y) = tmgo{Z — R(X, Z)Y},

onde X,Y € X(M).

Definigao 1.7. A curvatura escalar de uma variedade semi-Riemanniana (M, g),

denotada por scaly € definida como a contracdo do Tensor de Ricci, ou seja,

scaly = nglRicg<Ek7 ),
k,l

onde {E;}7?_, € uma base ortonormal de T,M.
Em uma variedade semi-Riemanniana M, existem generalizagoes naturais

dos conhecidos operadores diferenciais do célculo vetorial em R3: gradiente, diver-

gente e Laplaciano.
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O campo gradiente de uma fungao f € C>°(M) é dado pela identidade

(VI,X)=df(X), VX €X(M).

Em termos de um sistema de coordenadas locais, o campo gradiente toma a forma
Of
Vf= v—0
d %: I 0w

Considere um sistema de coordenadas locais (U, z) em torno de p € M, e
{E;}?_, uma base ortonormal de T,M, entao os operadores divergente e laplaciano

podem ser definidos por

Div(X) = Zg(VEiX, E;)

Af = Div(Vf).

Em um sistema de coordenas locais se X € T,M, entao existe a; tal que
X =), a;0; para todo X € X(M), entao

3 i
Div(X) = & —1—2% i

i of
Af= Z J(&Uﬁx] ;Ffjﬁ_xl)

A aplicacao linear hy : X(M) — X(M), definida por hy(X) = VxV f, é chamada o
tensor Hessiano de f em M, e sua forma bilinear simétrica associada é o (0,2)-tensor
Hessf , dado por Hessf(X,Y) = g(hs(X),Y). Note que

Hessf(X,Y) = X(Y(f)) ~ (VxY)()-

Em coordenadas locais,

&f — rk ﬁ
8xi8xj . g 8xk

Hessf(0;,0;) =

Quando (M, g) é o espago semi-Euclidiano, g;; = ¢;0;;, com ¢ € {—1,1},
temos que as expressoes em coordenadas locais do gradiente, da Hessiana e do

Laplaciano tornam-se
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(

Vf= Z@ 5ia_fai

74 82

Hessf(0;,0;) = T é];
0T

2 we(20).

i

(1-1)

1.2 Meétricas Conformes

Definicao 1.8. Duas métricas semi-Riemannianas g e g em uma variedade M sao

ditas conformes se existe uma fungio ¢ € C®(M) tal que
gp = 90_291)7

para cada ponto p em M.

Logo
Proposicao 1.9. Sejam (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e p € C*®°(M) uma
funcdo positiva. Com respeito a métrica § = @~ 2g, temos que:

(i) (Vf)g=*(Vf)g;

X(») Y(p)

Y(f) + ——X()

(i) (Hessf)z(X,Y) = (Hessf),(X,Y) + ”

(V) .
-9 ((vf)m T) g(X, Y),
(iii) (Af)g = @*[(DF)g = (0 =2)g((V s (VIog 2),)];
(iv) Ric; = %{(n — 2)pHess, (o) + [oAgp — (n = 1)IVyellg

(v) (Vg @ (Vg(X,Y) = (Vf)g @ (Vf)(X,Y).

Prova. Os itens (i), (ii) e (iii) podem ser conferidos em [7], enquanto que o item

(iv) esté provado em [14], restando somente o item (v). Considere § = ¢ 2g, entao

(V)@ (VH)a(X,Y) =39((V g, X)g((Vf)gY)
=9 29((V)g: X)¢?9((Vf)
=0 29(*(V )y X 2g(
= 9((V)g X)g((V )y, Y).

5 Y)
P*(Vf)g:Y)
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1.3 Acao de Grupos

Definicao 1.10. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. Um mapa
diferencidvel p: G X M — M € uma acao a esquerda de G em M, ou uma G-agao,

Se

(i) u(lg,z) = x, para todo x € M;
(i) p(g1, (g2, ) = p1(g192, ) para todo g1, g € G e v € M.

De maneira similar, podemos definir uma agao a direita como o mapa
i M x G — M satisfazendo a propriedades andlogas a (i) e (i7) definidas acima.
Um exemplo classico de acao de grupos de Lie é dado pela aplicacao de matrizes nao
singulares G = GL(n,R) em vetores do R™ dado por u(A,x) = Az, onde A € G.

Definicao 1.11. Seja pp : G x M — M wuma ag¢do a esquerda de M e x € M. O
subgrupo

Gy ={9€G:plg,z)=2}CG

¢ chamado grupo de isotropia ou estabilizador de x em M, e
G(z) ={ulg,z): g€ G} C M

é chamado érbita de x € M. Quando G(x) = x dizemos que x € um ponto fizo da

acao.

Definicao 1.12. Dizemos que uma acao € propria sempre que 0 mapa
GxM> (g,l') — (u(g,x),x) CMxM

for proprio, isto €, se a pré-imagem de qualquer compacto também € compacta.

Definigao 1.13. Seja p: G x M — M wma agdo propria. Entao G(x) é um orbita
principal se existe uma vizinhanca V' de x em M tal que para cada y € V,G, C

G g,y para algum g € G.

O subgrupo (,c,; G é chamado o kernel da acao, se o kernel for trivial,
isto ¢ (,enr Go = {1g} entdo dizemos que a acao é efetiva. Se ademas G, = {lg}
para todo x € M dizemos que a acao é livre.

A ideia fundamental de uma acao de grupos é que cada g € G determina
uma transformacao de M, a saber p9 : M — M. Sempre que assumirmos que a agao
é diferenciavel, as aplicagoes p¢ sao difeomorfismos, e portanto u® := {u9 : g € G}
pode ser identificado com um subgrupo do grupo de difeomorfismo de M. Quando

M é uma variedade equipada com uma métrica Riemanniana h, uma agao em (M, h)
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é dita isométrica se p? é uma isometria de (M, h) para todo g € G. Neste caso, a
métrica h é dita ser G—invariante e u“ pode ser identificada com um subgrupo de
Iso(M,h). Se duas 6rbitas G(x) e G(y) possuem interse¢oes nao triviais entao elas
sao iguais. Isto nos garante que érbitas de uma G-acao em M formam uma particao

de M. Desta forma, podemos considerar o quociente
M/G ={G(z):xz € M},

chamado de espago quociente da acao de G em M.
A depender das caracteristicas da acao as orbitas podem definir subva-

riedades em M.

Defini¢ao 1.14. Seja M wma variedade de dimensao (n + k). Uma folheagdo n-
dimensional de M é wma particao F de M em subvariedades imersas conexas de
dimensao n, chamadas folhas, tal que, para todo p € M ev € T,L,, onde L, € F
¢ a folha que contém p, existe um campo vetorial suave X em M com X(p) =v e
X(q) € T,L,, para todo q € M.

A proposicao a seguir relaciona orbitas da G—agcao isométrica e folheagoes.

Proposicao 1.15. ([2]) Seja p: G x M — M wuma agao propria isoméltrica sobre
uma variedade Riemanniana M. Entdo, as drbitas G(x) da G-a¢ao induzem uma
folheacao de M. Além disso, € possivel reconstruir esta folheacao tomando todas as

subvariedades paralelas a uma orbita principal.

No capitulo 3 deste trabalho, consideramos um produto torcido com base
conforme a um espago semi-Euclidiano (R", ¢;0;;) invariante sob uma agao de grupos
isométrica, a qual induz uma folheacao de (R, €;6;;) em subvariedades de dimensao
n — 1, todas elas ortogonais a uma direcao dada.

Seja (M", g) uma variedade semi-Riemanniana. Considere fungdes suaves
E:M —Re¢:R — (0,00) de tal forma que a fungdo composta ¢ o £ esteja

bem definida. Seja a métrica

9, = 0(&(2) 0o

conforme a métrica g para todo x em M, em seguida, defina o seguinte conjunto

G={f€lso(M,g):&of=¢}.

Note que G' é um subgrupo de Iso(M, g), além disso, G age de forma isométrica em
M, induzida pela agao de Iso(M, g), veja [7]. Consequentemente, esta a¢ao induz

uma folheagao de (M™, 7).
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1.4 Imersao Isométrica

e

Definicao 1.16. Sejam M™ e N* variedades suaves. Uma imersdo f : M™ —s N¥ ¢

um mapeamento suave tal que df, ¢ injetiva para todo p em M".

Se f : M"™ —s N* for uma imersdo, entdo k > n e a diferenca k — n ¢é

chamada a codimensao da imersao f.

Definigao 1.17. Sejam (M™, g) e (N*, gn) variedades Riemannianas. Uma imersao

f:M" — NF ¢ isométrica se f*gy = g.

Seja f : M™ —s N* uma imersdo isométrica, com o intuito de simplificar a
notagao, podemos identificar cada ponto p € M™ com sua imagem f(p) € N*, assim
como cada vetor v € T,M com sua imagem dfy,(v) € Ty N. Desta forma, considere
M7 NV as conexoes de M™ e N* respectivamente, entao, para X,Y campos vetoriais

locais em M™, e X, Y suas respectivas extensoes a N¥
B(X,Y)=NVxYy -MVyY

é um campo vetorial local em N* normal a M* (também conhecida como férmula de
Gauss). E possivel provar que B é bilinear e simétrica, veja [30]. Agora estamos em
posicao de definir a segunda forma fundamental, bem como as equagoes de Gauss
e Weingarten. Seja p € M e n € (T,M)*. O mapeamento 11 : T,M x T,M — R
dado por

I(z,y) = (B(z,y),n)  =yeT,M,

é chamado segunda forma fundamental de f.

Proposicao 1.18. Sejam M™, N* variedades Riemannianas e f : M" — N* uma
imersao isométrica. Para cada p € M", sejam X,Y,Z,W € T,M en € (T,M)*.

Entao as sequintes equagoes sao validas

(i) (AgX,Y)ar = (, B(X,Y))w = (="Vxn, V) = (=("Vxn) ", Y)u
( Equagdo de Weingarten,),

(i) (R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z2)",W) + (AX, Z)(AY, W) — (AY, Z)(AX, W)
(Equagao de Gauss),

onde A : TM™ — TM™ denota o operador de forma de M™ com respeito a aplicacdo

de Gauss, e R, R sao os tensores curvatura de Riemann de M e N respectivamente.

Prova. Veja [50]. O
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1.5 Fluxo do Calor de Mapas Harmonicos

Sejam (M",g) e (N¥, gy) duas variedades Riemannianas suaves. Mapas
harmonicos u : M — N sdo mapas extremos (ou seja, pontos criticos no sentido

de célculo de variagoes) para o funcional de energia
Eu) = / Vuldv.
M

Aqui, |[Vu|* = ¢¥Vu'V;u' denota a densidade de energia local. Os mapas har-
monicos generalizam o conceito de fungoes harmonicas e, em particular, incluem
geodésicas e superficies minimas.

Um problema basico de existéncia para mapas harmonicos é o problema da
homotopia: existe uma aplicagao harmonica u homotdpica a uma dada aplicacao
up : M — N7 Infelizmente, a resposta pode ser negativa, como ilustram os
seguintes contra-exemplos. Lemaire em [51] provou que se u : B;(0) C R?2 — S?
é harmonica e u|sB1(0) = const., entdo u tem que ser constante. Eells e Wood [32]
mostraram que se u : T? — S? é harmonica, entdo nao pode ter grau £1. Esses
exemplos indicam que os métodos variacionais diretos podem falhar, desta forma
Eells e Sampson [33] propuseram uma maneira diferente de atacar o problema da
homotopia em 1964. Eles introduziram o fluxo de calor do mapa harmonico, ou seja,
o fluxo L?- gradiente do funcional de energia acima. Sob este fluxo, um dado mapa

ug : M — N é deformado de acordo com a equagao de evolugao

gtu = 74(u)
u(0) = uo,

onde 7,4(u) é o campo de tensao de u. Usando sua abordagem de fluxo, eles obtiveram
uma resposta afirmativa para o problema da homotopia se a variedade N tiver
curvatura seccional nao positiva. Os estudos de Eells e Sampson motivaram Hamilton

a estudar o fluxo de Ricci.

1.5.1 Interpretacao Geométrica do Campo de Tensao

Considere o mapa suave u € C*((M,g),(N,gy)). Un mapa suave F

F: M x I — N échamado uma variacao suave de u se

F(Z‘,O) = U(ZE),
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para todo x € M. Consequentemente,
w(z) = F(x,t), VeeM, tel,

onde uy = u. Quando consideramos a variacao F' de u em cada x € M fixado, entao
u(x) = F(x,t) : I — N define um curva suave em N, passando por u(zr) em
t = 0. Consequentemente, o conjunto de vetores tangentes a essas curvas em t = 0,
denotado por

d oF
= — Uy = — J}, 0 .
dtli=o '~ Ot (z,0)

Em outras palavras, V(z) define um campo de vetores suave ao longo de u. Desta

Vi(x)

forma, se considerarmos o funcional de energia de uma variagdao suave, obtemos a

formula da primeira variacao para o funcional de energia, dada por

AB(u)(V) = - E(u)

:—/ gn(V, Tyu)dv,.
t=0 M

Note que C*((M,g),(N,gn)) ¢ um espago de Hilbert com a métrica Lo, entao
Tou = —VE.
Em um sistema de coordenadas locais o campo de tensao pode ser visto

como:
. Ou® ouP

_ ij N
(Tgw)k = (Auy) + Z 97" Tag o, 0z,

i,J,a,8
Desta forma, cada ponto critico do funcional de energia é chamado de mapa
harménico, isto é, sao mapas u, tais que T,u = 0. Se (M, g) = R, segue que os pontos
criticos de E serdo as geodésicas. Quando (N, gy) = R™, entao (1yu), = (Aug), logo,
cada ponto critico do funcional F é um mapa u tal que (Auy) = 0. Se u for uma
imersao de M em N, entdo 7,u = tr(/l), onde II é a segunda forma associada
a u. Sendo assim, pontos criticos de E equivalem a imersoes minimas. Finalmente,
poderfamos interpretar fisicamente 7,4 como o campo que mede a variacao da energia

desprendida pelo mapa u ao deformar os pontos de M em N.

1.6 Principio do Maximo

O principio do maximo é uma ferramenta poderosa no estudo de funcoes
superharmonicas (subharmonicas) e consiste em tentar entender o comportamento

geométrico destas funcoes baseado na seguinte situagao: se uma funcao
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u: [a,b] C R — R for duas vezes diferencidvel e satisfizer
Lu =u"(z) + d(z)u'(z) > 0,

no aberto (a,b), onde d é uma fungao limitada, entdo w ird atingir seu maximo no
bordo de (a,b), a menos que u seja constante. Essas ideias acima podem ser levadas

a dimensoes mais altas, bem como operadores mais complexos que o anterior.

Teorema 1.19. ([19, 35, 39, 58]) Seja L um operador uniformemente eliptico definido
em 0 C R"™ da forma

0*u u
Lu = Z a(x)”m + Z bZ(J])a—xZ + c(x)u, Qi = Aj;,

i7j

c

com A1 sendo o menor autovalor de a;j, e v : 8 — R. Se ¢ <0, x for limitado e
1

Lu>0 (Lu<0) em Q CR" Entdo u ndao pode atingir uma mdzimo (minimo) no

interior de §), caso isso aconteca, u serd constante.

1.7 Produto torcido semi-Riemanniano

Em trabalhos recentes sobre solitons, a no¢ao de produto torcido introduzida
em ([15]) tornou-se uma importante ferramenta na constru¢ao de variedades com
certas propriedades geométricas, veja [20, 31, 47].

Definigao 1.20. Seja (B", gg), (F™, gr) duas variedades semi-Riemannianas e f > 0
uma funcao suave em B. A wvariedade produto M = B X F equipada com o tensor
métrico

g=m"gp + (fom)crgr, (1-2)
¢ chamada produto torcido. Nos denotamos como B"™ x; F'™, onde * é o pull-back
das projecoes canonicas m: B" X F™ — B, 0 : B" X F™ — F as quais sao projecoes
na primeira e sequnda variedade, respectivamente. A funcdo f € chamada funcao

torcao, B € chamada base e F' fibra.

Explicitamente, se v é tangente a Bx¢F em (p,q) =z, com v = v;+0y,
vy € T,B, vy € T F, entao

9(v,v) = (v,0), = (dTpg(v), drg (U)>p + [2(p) (dop.q) (v), do g (U>>q
= <711,711>5 +(fom)*(p. q) (va, U2>qF-

Proposigao 1.21. ([57]) Para cada (p,q) € M = B" x; F™, temos que as fibras
{p} x F = 7= Y(p) (também chamadas de slices) e as folhas B x {q} = 07(q),
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com a métrica induzida de gy, sao subvariedades semi-Riemannianas de M, e a

métrica torcida em M implica nas sequintes condicoes geométricas:

(i) Para cada q € F, a aplicagdo ;7 := T|px, € uma isometria sobre B;

(i) Para cada p € B, a aplicacao ,0 := 0|,xr € uma homotetia positiva sobre F,

com fator escalar 1/ f(p);
(iii) Para cada (p,q) € M, a folha 071 (q) e a fibra 7=1(p) sdo ortogonais em (p, q);

(iv) Se V€ T (B x F), entao V pode ser decomposto nas componentes normal
nor(V) € Tipq(p x F) e tangente tan(V) € T(pq (B x q), pois Tipq (B x F)
pode ser decomposto na soma direta Ty, 4 (B % q) ® Tip,q(p x F).

Seja L(B), L(F) o espago dos levantamentos de campos de vetores em B e
F para B x F, respectivamente. Considere h = hgom e ¢r oo tal que hg € C°(B)

e ¢p € C®°(F), entao, obtemos as expressoes a seguir
Proposicao 1.22. Seja M = B" x; F™ um produto torcido, entao

(Z) d?T(Vth) = vgBh’B;

ng(bF .
A
(i1i) Hessg,,h = Hessy,hom;

(i1) do(Vg,,¢) =

(i) Agyh = Agf;h“"wm oy

(U) AQM¢ = A9F¢F ©o0.

Prova. Para o primeiro item, tome V' € L(F'), como dn (V) = 0, temos que
931 (Vg b, V) = V(h) = dr(V)h = 0.
Assim, V,,, h tangencia B. Logo, se X € L£(B), obtemos
98(dm(Vgyh), dw(X)) = g1 (Vgy h, X) = X(h) = dn(X)h = g5(Vggh, dn(X)).

Desta forma, V,,h = drn(V,,,h). Em relacao ao item (i),
Primeiramente mostraremos que V,,,¢ € L(F). De fato, em cada (p,q) €

M, considere um vetor u € T(, B , entao

9u(Vgy ¢,u) = u(¢) = u(¢p o) = (do(u))(dr) = 0.
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Da métrica produto torcido segue

0= gM(v9M¢7 u)(P#J) = gB<d7T(ng¢>’ dﬂ-(u))}? + (f © 7T)2gF<do-<ng¢)7 da(u))q
= gB<d7T(ng¢)7 dﬂ-(u))pa

pois do(u) = 0. Como vale para todo 0 # u € T(, B, segue que, dr(V,,, ¢) = 0.
Portanto Vg, ¢ € L(F). Agora, dado um vetor v € T, o F', entao

9(Voud, V) gy = g8(dr(Vy, 0),dr(v)), + (f o ) gr(do(Vy,,8), do(v)),
= (fom)gr(do(Vy,0),do(v))
= v(¢) =v(droo) = (do(v)(¢r)) oo
= 9r(Vgpor, do(v))q oo,

pois dr(v) = 0. Como d(,7)q : T(pgF — ToF é isomorfismo V (p,q) € M, entao

AV
do(Vg,¢) = (fczw)2 para todo (p,q) € M.
Para o item (iii), considere X,Y € L(B). Entao,

Hessy, WM X,Y) = gu(VxVy,hY)
= XgM(Vth7 Y) - gM(Vtha VXY)7
= dn(X)gp(dn(Vyzh),dn(Y)) om — gp(dn(Vy,h),dn(VxY)) o,
= (Hessg,h)(dn(X),dn(Y)) om.

Para o item (iv), considere os referenciais ortonormais {Xz-}gfldim(B) e {Vi}?fldim(F)

em L(B) e L(F), respectivamente. Dessa forma,

n n+m
Ath = Z gM(VXngMh‘7 Xl) + Z gM(vVinghv ‘/Z)’
i=1 j=n+1
n n—+m
= Z gB(Vdﬂ'(Xz‘)vgBhB7 dW(XZ)) om + Z Vth(lOg(f © W))gl\/l(v}’ V;)?
i=1 j=n+1

= (Agzhp)om+ m—VQB}}B(f)

sendo que na passagem da primeira para segunda linha utilizamos a expressao da

@) 7T,
conexao descrita na proposicdo seguinte. Finalmente, o item (v) segue de forma
analoga ao item anterior. O

Daqui em diante, sempre que nao houver duvidas iremos identificar campos

e funcoes na base B ou na fibra F' com os seus respectivos levantamento em B™ x F'™,
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isto é, se h = hg o ou X = dmr(X), entdo iremos identificar h com hp e X com
dm(X).

Agora estudaremos a conexao no produto torcido. Considere V, PV e 'V as
conexoes de M, B e F respectivamente. A proposicao a seguir relaciona a conexao

de M com as conexoes de B e F.

Proposicao 1.23. ([57]) Seja M = B™ xy F™ wuma variedade produto torcido, se
X, Y e L(B) e VW € L(F), entdo

(i) VxY € o levantamento de BV xY,

(ii) VxV = VX = (50) v,

(111) nor(VyW) = —gyu(V,W)V,,, (log(f o)),

(iv) tan(Vy W) € L(F) € o levantamento de ¥V yW.

Onde nor e tan sao a parte normal a I’ e a parte tangente a F' do campo
Vi W respectivamente.
Segue abaixo uma férmula bem conhecida para o tensor de Ricci em

produtos torcidos

Proposigao 1.24. ([57]) Seja (B" x; F™, g) wma variedade produto torcido. Se
X, Y € L(B) e VW € L(F), entao
m
f
Ric(X,V) =0 (1-3)
Ric(V,W) = Ricg,(V,W) = (fApf + (m = 1)gs(V [, V) gr (V. W),

Ric(X,Y) = Ricy,(X,Y) — —Hessy, f(X,Y)

para todo X,Y € L(B) e V,W € L(F).

Ainda no contexto dos produtos torcidos, considere v uma curva em B X F,
entdo podemos escrever y(s) = (yg(s),vr(s)), onde yp = Tovy ey = 0co7y. A

proposicao a seguir garante uma condi¢ao para que 7y seja uma geodésica.

Proposigao 1.25. (/57]) Uma curvay = (vp,vr) em BX s F € geodésica se, e somente

se,
(Z) VB = gF(’Y%a’V}r)f oygVf em B,

—2 d(fO,YB) /
Form  ds Y em F.

(i) Vg =
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1.8 Imersao isométrica em uma classe Produto Torcidos

Seja M =1 x M" um produto Riemanniano onde I C R e M™ é uma

. . . . . —n+1 L.
variedade n-dimensional conexa e orientada. Considere em M a métrica

() =mp(dt?) + (f omr)*mys(gnr)-

Seja V and V a conexao de Levi-Civita em I x § M™ e X", respectivamente. Entao, a

/ . . ~ . s, . —n+1
férmula de Gauss-Weingarten para a imersao isométrica ¢ : ¥ — M~ = I x;M"

¢ dada por
VxY =VxY + (AX,Y)N,  AX = -VxN, (1-4)

para todo X,Y € X(3). Onde N é campo normal a ¥".
Se considerarmos a fungao altura h := m; 0 ¢ e a funcao angulo 8 = (N, 9;)
onde 0; é o campo de vetores unitario padrao tangente a I, entao, por um célculo

simples, obtemos que

vﬂ'[ = <v7rlaat>at = 0,

logo, o gradiente de h em " é
Vh= (V)" =9 =0, — 0N, (1-5)

onde (- )T denota a componente tangencial de um campo vetorial em X(M) ao longo
de ¥". A partir de (1-5), obtemos

Vh]?=1-6 (1-6)

onde | - | denota a norma de um campo em %",

Proposigao 1.26. ([4]) Seja ¢ : X" — M= X ¢ M™ uma imersao isométrica.

Considere h = m o ¢, entao

(Hessh)(X,Y) = % lg=(X,Y) —dh @ dh(X,Y)] + 0gs(AX,Y),

para todo X,Y € X(X).

1.9 Estruturas gradiente Einstein-type

As estruturas gradiente Einstein-type introduzidas por Anseli et al. em [5]

serao o objeto principal desta tese. Desta forma, apresentamos uma defini¢cao formal
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para tal estrutura, bem como os resultados fundamentais para o bom entendimento
do trabalho.

Definigao 1.27. Seja (N*, gn) uma variedade Riemanniana de dimensao k, e (X", g)
uma variedade Riemanniana conexa, completa, possivelmente compacta. Dizemos
que a variedade (X", g) possui uma estrutura gradiente Finstein-type se existe um
nimero real o > 0, um mapa suave u : (X", g) — (N¥, gn) com campo de tensdo

Ty(u) = traceV(du) e fungoes suaves h, i, A\ € C(X), que satisfazem

Ricy + Hessh — pudh @ dh = Ag

(1-7)
T,u = du(Vh),

onde

Ricy := Ricg — au™(,)gy.

Na definicao anterior nés chamamos h de funcao potencial e A de funcao
soliton. Além disso, para simplificar, utilizaremos a notacao (X", g, h, u, i, \) para a
estrutura definida acima. Tal estrutura é classificada em trés tipos, a depender do
sinal de \: expanding se A < 0, steady se A = 0 e shrinking se A > 0.

A variedade definida em (1-7) generaliza muitas outras variedades bastante
estudadas nos ultimos anos. A saber, se h ¢ uma fungao constante, (1-7) caracteriza
uma variedade Einstein harmonica, neste caso, também dizemos que a variedade é
trivial. Note que, no caso particular em que h, u sdo fungoes constantes (1-7) torna-se
uma variedade de Einstein. No caso em que = 0, A € R e u é uma funcao constante,
obtemos um gradiente Ricci soliton. Se u for um mapa constante, A € Re = 1/m,
entao (1-7) descreve uma variedade quasi-Einstein para qualquer m > 0. No mesmo
contexto anterior, tomando p e A nao constantes, obtemos uma variedade p—quasi-
Einstein generalizada. Finalmente, para 1 = 0 e A € R a métrica (1-7) define um
gradiente Ricci-harmonico soliton (GRHS).

Como mencionado acima, GRHS sao exemplos de estrutura gradiente

Eintein-type e serd um dos objetos de estudo deste trabalho.

Definicao 1.28. Sejam X", N* variedades semi-Riemannianas. Uma métrica g em
" € um gradiente Ricci-harmonico soliton, se para algum mapa diferencidvel
u (X" g) = (N* gn), alguma funcdo suave h : ¥ — R e alguma constante \,

g satisfaz o sequinte sistema acoplado

{ Ric, + Hessh —aVu® Vu = Ag; (1-8)

T,u—g(Vu,Vh) = 0,
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onde Tyu = traceVdu denota o campo de tensao de u, e o s6 depende do tempo.
Nés classificamos um gradiente Ricci-harmonico soliton como shrinking, steady ou

expanding, se A > 0, A =0 or X\ < 0, respectivamente.

Seja um mapa suave u : " — N* e um referencial ortonormal {F;}7"; de
X(X). Entao, a proposigao abaixo fornece-nos uma equacao de Gauss acoplada ao

mapa suave u.

Proposicao 1.29. Dada uma a imersao ¢ : X" — M =1 X ¢ M™. Para quaisquer

XY, Z,W € T,% e mapa suave u : X" — N*, as sequintes equagoes acontecem:

(1) Ric'(X,Y) =31 (R(X, E))Y, E;) + nH(AX,Y) — (AX, AY) — au*(, )4 (X, Y),
(ii) scal* =37 (R(E:, E;)E;, E;) + n*H? — |A]? — o|Vul?,

onde Ric" = Ric — au*(,)

escalar de ™.

gn € scal® = scal — a|Vul* chamamos de u—curvarura

Prova. Segue diretamente da Proposicao 1.18. O

—n+1 , .
Note que quando M~ é um espago forma de curvatura seccional constante

¢, temos a identidade
scal = n(n — 1)c+n*H? — |A]* — a|Vul?. (1-9)

Com o intuito de obter uma expressao da u—curvatura escalar de ¥ imersa
em M em fungdo de f e h, segue da Proposigao 7.42 em [57] que o operador

. ——n+1 .
curvatura de Riemann de M~ tem a seguinte forma

R(X,Y)Z = R"(X",Y")Z" — [(log f) (W) (X, 2)Y — (Y, Z)X]
+ (log £)"(h){Z,01) [[Y, 0) X — (X, 0)Y]
— (log f)" () [(Y, 0)(X, Z) — (X, 00)(Y, Z)] O,

onde RM é o tensor curvatura de Riemann da fibra M"™ e X* = X — (X,0,)0;,

Ef = E; — (E;, 0,)0; sao, respectivamente, as projecoes dos campos X e E; em M™.
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Portanto, temos que

SR )X E) = f()2 D7 KX, B [IXP = (X, VR = |X(Vh, E)?

i=1 i=1

(X, B+ 20X, VAY(X, E)(Vh, Ei>]
+ [(og £ (WP (VA = (n = 1)) IX
~ (n—2)(log ) (W){X, Vh)? — %\VhP\XIQ,
(1-10)

onde K™ ¢ a curvatura seccional de M™. Sendo assim, a partir da Proposicao 1.29,

a u—curvatura escalar de X" em I x; M" toma a seguinte forma

scal* = f(h)™? i: K"(E;, Ey) [1 — (E;,Vh)? — (Vh, E;)* — (E;, E;)*
+2(E;, Vh)(E;, E)(Vh, Eﬂ +n[(log ) (W) (VA = (n— 1))

— (n—2)(log £)"(R)|Vh|* — n7|Vh\2 +n*H? — |A]? — o|Vul®.
(1-11)

5+l . .

De [57], sabemos que M possui curvatura seccional constante c se, e
somente se, M" tiver curvatura seccional constante k e a fungao torgao f satisfizer
a seguinte EDO:

( f/)2 —k f//

f? f

Observamos que uma variedade Riemanniana de curvatura seccional con-

(1-12)

stante ¢ € {—1,0, 1} pode ser expressa como uma variedade produto torcido I x ; M™,

a saber
(R {0} = (0, +00) x; 5", com  f(t) =1,
R" =R x; R", com f(t) =1,
§M41\ {£p} = (0,7) x/ ", com  f(t) = sinz),
H" =R x;R", com f(t) =€,
H™ 1\ {p} = (0, +o0) xS, com f(t) = sinh(¢).

Apés um calculo direto, é possivel verificar que os modelos de produto torcido
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anteriores verificam (1-12).
A proposigao a seguir pode ser encontrada em [46] ou [16], ela é uma
generalizagao do Teorema de Hopf em uma variedade Riemanniana nao compacta

orientada, e sera usada para provar um de nossos principais resultados.

Proposicao 1.30. Seja X wum campo de vetores suave em uma wvariedade n-
dimensional, completa, nao compacta e orientada X", tal que o divergente de X
(divX ) nio muda de sinal em 3". Se | X| € L'(X), entdo divX =0 em X"

A seguir, apresentamos a férmula descrita em [5], que é uma adaptagao da
formula de Bochner para as estruturas gradiente Einstein-type, que sera ttil em

nossos resultados.

Proposicao 1.31. ([5]) Seja ¥ wma wvariedade Riemanniana n-dimensional pos-

suindo uma estrutura gradiente Finstein-type com p € R. Entao

1
S AW VA* = [Hesshl® + alryul” + (2uhn — X — 2uR")|Vh|? (1-13)

+ u(2p — DVA* — (n — 2)(VA, V),

onde Ay|Vh|> = Ah — (Vh, V|Vh|?).



CAPITULO 2

Estruturas Gradiente Einsten-Type Imersas

em Produto Torcido

Neste capitulo, estudaremos estruturas gradiente Einstein-type imersa em
I'x< ¢ M"™ com fun¢ao potencial dada pela funcao altura. Investigaremos condigoes para
que uma hipersuperficie X" imersa em I Xy M™ possuindo uma estrutura gradiente
Einstein-type seja totalmente umbilica, minima ou totalmente geodésica. Obtemos
também resultados de trivialidade para as fungoes potencial e aplicacao u, fazendo
uso do principio do maximo. Quando a imersao for compacta, obteremos resultados
de rigidez com a esfera Euclidiana. Por fim, estudaremos hipersuperficie rotacionais
em I x ;Q(c)™ possuindo estrutura gradiente Einstein-type, com o qual produziremos

alguns exemplos. Este capitulo foi construido com base em [12].

2.1 Resultado Auxiliar

Aqui, apresentamos uma equagao de estrutura que sera base para a maioria
dos resultados obtidos neste capitulo. A Proposicao abaixo apresenta uma condicao
necessaria e suficiente para a existéncia de estruturas gradiente Einstein-type imersas

em I x; M"™ com funcao potencial dada pela funcao altura.

Proposigao 2.1. Seja ¢ : X" — M =T X ¢ M™ uma imersao isométrica. Entao

(3", g) possui uma estrutura gradiente Finstein-type com fung¢ao potencial h = wro¢

se, e somente se,

f'(h)
f(h)
T,u = du(Vh),

f'(h)
f(h)

Ric*(X,Y) = ()\ - ) g(X,Y) + (M +

> dh @ dh(X,Y) — 0g(A(X),Y),
para todo X,Y € X(X).

Prova. Note que a funcao potencial h = 77 o ¢ é dada pela funcao altura, desta

forma, da Proposigao 1.26 juntamente com (1-7) nds concluimos a prova. 0
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2.2 Principais Resultados

No caso particular de Yamabe solitons, os autores em [62] obtiveram
resultados de trivialidade para a curvatura escalar e consequentemente para a
funcao potencial. Em [5] os autores provaram alguns resultados de trivialidade
para as estruturas gradiente Einstein-type, isto é, provaram que qualquer variedade
compacta possuindo uma estrutura gradiente Einstein-type com tensor de Ricci
limitado sa-tisfazendo algumas desigualdades envolvendo as funcgoes p e A, é Einstein
harmonica. Nesta direcao, iniciamos esta secao fornecendo uma condigao para que a
imersao de uma estrutura gradiente Einstein-type compacta em um produto torcido

seja trivial, isto é, Einstein harmonica.

Teorema 2.2. Seja (X", g, h,u, u, \) uma estrutura gradiente Einstein-type compacta
imersa em I xy M™ com h = m o ¢. Se a curvatura média de X" satisfaz
0 < H < (log f)'(h), entao X" é Einstein harmonica.

Prova. A partir da Proposicao 1.26, deduzimos que

_ S oney
Ah = f(h>( [Vh|?) +noH.

Sendo assim,

PO g (L) _
) O = <f(h) +0H> > 0. (2-1)

Portanto, segue do Teorema 1.19, que h é constante, logo ¥ é um slice. Finalmente,

Ah+ (V(log f(h)), Vh) =n

levando em consideragao a equagao (1-7), obtemos que a aplica¢do u é harmonico,

consequentemente, X" é uma variedade Einstein harmonica. [

Observagao 2.3. Note que uma consequéncia direta do Teorema 2.2 € que quando

Y™ € compacta, entao M™ também serd compacta.

No caso particular em que o espaco ambiente é um espaco forma, obtemos

a seguinte classificacao

Corolario 2.4. Seja (X", g, h,u, u, \) uma estrutura gradiente Finstein-type compacta
imersa no espago Fuclidiano (0,+00) x; S™ com h = 7y o ¢. Se a curvatura média

de X" satisfaz 0 < H < h™!, entdo X" € isométrico a uma esfera padrdio.
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Prova. Segue do Teorema 2.2, que ¥" = {to} x S", com h(z) =ty € (0,400).
Considerando a métrica induzida pela imersao de X" segue que g = t2gsn, isto é,

(X", g) é isométrico a uma esfera Euclidiana (S, t3gsn). O

Corolario 2.5. Seja (X", g, h,u, u, \) uma estrutura gradiente Finstein-type compacta
imersa na esfera Euclidiana (0,7) x; S", com h = 7y o ¢. Se a curvatura média de

3" satisfaz 0 < H < cot h, entao X" € isométrica a uma esfera padrao.

Corolario 2.6. Seja (X", g, h,u, u, \) uma estrutura gradiente Finstein-type compacta
imersa no Espaco hiperbdlico (0, 400) Xgnn¢S™, com h = mro¢. Se a curvatura média

de X" satisfaz 0 < H < coth h, entdo X" € isométrica a uma esfera padrao.

Em [11] os autores consideraram a imersao isométrica de um almost Ricci
soliton (M™, g, X,)\) em espacos forma M(c)"™ de curvatura seccional c. Eles
provaram que se | X| € L'(M) e A > (n—1)(c+ H?), entao M" é uma subvariedade
totalmente umbilica em M (c)"*P. Nosso préximo resultado fornece condicdes para
que uma hipersuperficie com uma estrutura gradiente Einstein-type imersa em
I x¢ M™ seja totalmente geodésica ou totalmente umbilica. Além disso, derivamos
condicoes para a nao existéncia de imersao minima de uma estrutura gradiente

Einstein-type em um produto torcido.

Teorema 2.7. Seja ¢ : X" — I x5 M™ uma imersao isométrica de uma estrutura
gradiente Finstein-type nao compacta (X", g, h,u,pu, \) onde a fibra M™ possui
curvatura seccional kyy < infr(f? — ff") com u € Ryjp > 1/2 e 3" nao sendo

um slice, entdo as sequintes afirmacoes acontecem

(a) Se e "V|Vh|?| € LY(X),(V\,Vh) <0 e a funcdio soliton satisfazendo

— (n(n — 1)];/((2)) — n2H2) :

entdo, X" € uma hipersuperficie totalmente geodésica de I X ¢ M™.

(b) Se |e="V|Vh|?| € LY(X),(VA,Vh) <0 e a fungdo soliton satisfazendo

entdao, X" € uma hipersuperficie totalmente umbilica de I Xy M™.
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Prova. Pela Proposicao 1.31 temos que

e"Div(e™"V|Vh?) = —Ah|Vh|2 (2uAn — X — p2scal™)|Vh|* + p(2u — 1)|Vh|*
—(n —2)(VA, Vh).
(2-2)

Utilizando as hipGteses para estimar a u—curvatura escalar de > em (1-11), obtemos

que

inf; (f* — ff")
f2

— (n=2)(log f)"(A)|VA|* = n"—

< —(n—1)(log f)"(h)(n — 2|Vh| ) +n[(log f) (h)]2 (IVA[* = (n—1))

~ (n—2)(l0g £)'(h >|Vh|2—nf"

<t~

scal <

(n—1) (n — 2]Vh|2) + n[(log f)'(h)]* (VR = (n — 1))

/ VB 4 2~ AP ~ oVl

VA" +n*H? — |A]? — a|Vu/*

+n?H? — |A]? — a|Vul

Substituindo (2-3) em (2-2) chegamos em

e"Div(e™"V|Vh?) > (2uAn — X — u2scal)|Vh|? + u(2p — 1)|VhA|*
— (n —2)(VA, Vh)

f"(h)

f(h)

+ 2uc| Vul*[Vh|* 4 2u| AP VR 4+ (2 — 1)|Vh|*

—(n—2)(VA,Vh) >0

> (Q,u)\n — A+ 2un(n —1) - 2/m2H2> IVh]?  (2-4)

A partir das hipdteses segue que
Div(e™"V|Vh|?) > 0. (2-5)

Utilizando a Proposigao 1.30 concluimos que |A[* é identicamente nulo, e isto prova
o item a). Agora, considere ® a parte sem trago da segunda forma fundamental de

3" asaber, ® = A — HI, a qual satisfaz a seguinte identidade
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|®|? = tr(®?) = |A|*> — nH? > 0. Sendo assim, (2-4) torna-se

f"(h)
f(h)
+ 20| Vu* [Vh|* 4 2u|®|*|VR|? + pn(2 — 1)|VR|!
—(n—2){V\,Vh) > 0.

e"Div(e™"V|Vh|?) > (2,u/\n — A+ 2un(n —1) —2un(n — 1)H2) |Vh|?

Utilizando novamente a Proposicao 1.30 nds concluimos a prova. 0

Teorema 2.8. Seja ¢ : (X", g) — I x s M"™ uma imersao isométrica de uma estrutura
gradiente Einstein-type com func¢ao potencial h = tro¢p, 0 < u € R e f uma funcao

conveza. Se kyr < infr(f?), entao ¢ ndio pode ser minima.

Prova. As seguintes desigualdades acontecem no sentido de formas quadréticas
0 < u*gy < |dul’g.
Logo, da equagao (1-7) temos que
Ric, + Hessh — pdh @ dh > Ag.

Como sup |Vh| < oo (ver (1-6)), entao a partir do Teorema 1.1 de [64] concluimos que
(3", g) é uma estrutura gradiente Einstein-type compacta com grupo fundamental
finito. Por outro lado, assuma que X" é minima, logo, usando as propriedades da
métrica produto torcido nés obtemos que a curvatura seccional de M =TI FM"
¢é dada por o

K — 12
Koy == <0 Ky = 22— 17

f? ’
onde VW € X(M). Portanto, de [36] concluimos que (X", ¢) é uma estrutura
gradiente Einstein-type compacta com grupo fundamental infinito, o que é um

absurdo. E isto completa a prova do teorema. O]

Na sequéncia, fornecemos uma condicao para que uma estrutura gradiente
Einstein-type compacta imersa em um produto torcido Riemanniano seja uma

hipersuperficie totalmente umbilica.

Teorema 2.9. Seja (X", g, h,u, u, \) uma estrutura gradiente Einstein-type compacta
imersa em um produto torcido Riemanniano I x; M"™. Se scal" for constante,

w=—f"(h)/f(h) e nao mudar de sinal, entao X" € uma hipersuperficie totalmente
umbilica de I <y M.
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Observacgao 2.10. Note que no Teorema 2.9 diferentemente do Teorema 2.7 nao

estamos considerando hipoteses sobre a funcgao soliton X e curvatura seccional de

M™.

Prova do Teorema 2.9: A partir da equagao fundamental (2.1) e do Teorema 5.21

em [5] chegamos em

f'(h)
f(h)

para alguma fungao v € C®(X). Seja p € ¥ e {E;}", uma base de T,X" de

) = (A= FE ) g, v) = —gg(x. ),

autovetores para o operador de Weingarten, isto é, A(E;) = \E;, onde {\},

sao as curvaturas principais de X" em p, entao

(l/ ()\ f(h) 51] — 9)\151]7
o que implica em

ve 2o (2O, rcicn epes

Sendo assim, X" é uma hipersuperficie totalmente umbilica de I X M e curvatura

média dada por H = — (y— ()\_%>> B

Observamos que uma questao interessante é saber em quais condi¢oes

uma estrutura gradiente Einstein-type possui u constante. Nesse caso, a estrutura
gradiente Einstein-type resulta em um quasi-Einstein generalizado. Para saber mais
sobre esta estrutura consulte, por exemplo, [1, 44, 59]. A seguir, por meio de uma
desigualdade envolvendo a funcao soliton, fornecemos uma condi¢ao para que uma

estrutura gradiente Einstein-type tenha u constante.

Teorema 2.11. Seja (X7, g, h,u, 1, \) uma estrutura gradiente Einstein-type imersa

em I xy M", onde a fibra M™ possui curvatura seccional satisfazendo a seguinte

desigualdade kyy < inf;(f? — ff"). Se

f'(h)
f(h)

entao u € constante.

f"(h)
f(h)

f'(h)
f(h)

A=

—(n—1)

+’u+ ’+H(nH+9),

Prova. Tomando o traco na equacao fundamental da Proposicao 2.1 temos que

scal® = n (A - ‘;,g;)) ) + (u + ];‘/((/?)) ) |Vh|> —nfH. (2-6)
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Comparando (2-3) e (2-6) nés obtemos

) PO joni g B
o (0 g ) e iy ) 19 < AP

Portanto, como |Vh|? < 1, segue que

a|Vul* < —n(n — 1)J;/( ) +n*H? —nH?* — |¢]*> —n ()\ - J;:((;Z)))

h
) |Vh|2 +n0H

f'(h f'(h) f'(h)
Sn(—(n 1) ) —)\—i-f(h) —l—'/L—i-f(h)'—i-H(nH—i-@))

Logo, u é constante. 0

Em seguida, obtemos uma caracterizagao para as imersoes minimas de
estruturas gradiente Einstein-type em espacos forma. A prova é uma consequéncia

imediata do Teorema 2.11.

Coroldrio 2.12. Qualquer estrutura gradiente Einstein-type minima (X", g, h, u, pi, \)
imersa no espaco Euclidiano R™™ =R x R™ com \ > |u|, é uma variedade p-quasi

Einstein, isto €, u € constante.

Coroldrio 2.13. Qualquer estrutura gradiente Einstein-type minima (3", g, h, u, p, \)
imersa no espago hiperbolico R X .« R™ com A > |u+ 1| — (n — 2), € uma variedade

u-quasi Einstein, isto €, u é constante.

Coroldrio 2.14. Qualquer estrutura gradiente Einstein-type minima (X", g, h, u, pi, \)

imersa na esfera Euclidiana (0,7) Xgn¢ S™ com
A > cot(h) + (n— 1)|p + cot(h)|,

¢ uma variedade p-quast Einstein, isto €, u é constante.

Da mesma forma que o teorema anterior, seria de grande interesse saber
quais as condicoes para que uma estrutura gradiente Finstein-type seja uma var-

iedade de Einstein.

Teorema 2.15. Seja (X", g, h,u, \) uma estrutura gradiente Einstein-type completa

comn >3 epu= —ﬁ imersa em I Xy M"™ onde a fibra M"™ possui curvatura
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seccional satisfazendo ky < inf (f* — ff"). Se

n () 1)  Auh
sy (- 05 - ) <a< -2

onde Aph € o drift-laplaciano de h. Entdo u € constante. Além disso, se a funcdo

potencial h atingir um minimo e f” <0, entao X" é uma variedade de Einstein.

Prova. Derivamos da Observagao 7.49 em [5], que

- Ae#h
scal® =

(u—1)|VAP - (% —n) \

para alguma constante A, tal que A = (A — (Aph)u)e 2", Agora, da hipétese na

curvatura seccional de M juntamente com a equagao (1-11) segue que

Aezuh 1 f”(h)
+(u—1 Vh2—<——n))\§—nn—1 +n2H? — |A]? — a|Vul|?.
(b —1)[Vh . (n—1) ) A" = |Vl
Logo,
" 2uh
a|Vul* < —n(n—l)f—(h) +n H? —nH?—|®|* — Ae —(u—1)|Vh]*+ <1 — n) A
f(h) p
Sendo assim, como y = —ﬁ en > 3, segue que
alVul*> <n (—(n - 1)J;((hh)) + (n — 1)H2> + (n — 2)Ae?"
L =D Ghe a1 —

(n—2)

Note que A < (Aph)p e isto implica que A < 0. Portanto, deduzimos que

fl/(h)
f(h)

a|Vul? Sn(—(n—l) +(n—1)H2+@|Vh|2—W)\> <0,

n(n — 2)
o que implica que u é constante. Além disso,

(n—1)
n(n —2)

n (—(n RO

2(n—1) f(h) |Vh| ) < (Aph)p,

ou equivalentemente,

—(n— 1)L<h) +(n—1)H?+ @Whﬁ)

—n(n —2)
Bnh < F(h) n(n —2)

~ 2(n-1)
n(n —2) f"(h)
=72 g =Y
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A conclusao segue diretamente do principio do maximo. Il

Teorema 2.16. Seja (X", g, h,u, i, \) uma estrutura gradiente Finstein-type imersa
em I x ¢ M"™, com funcao potencial dada pela altura, onde a fibra M™ possui curvatura
seccional kyr < infi(f? — ff"). Se Vh for um autovetor do operador de forma A,

e a funcao soliton satisfizer

Az—u2+(nH+9)u—(n—1)f7”—M+92 <M+];((}}LL)>),

onde, v € autovalor de A associado a Vh. Entao, u € uma funcdo harmonica, isto

¢, Tou = 0.

Prova. Assuma que ky; < inf;(f?— ff"), da Proposigao 1.29 e equagao (1-10) segue

que

n

Ric(Vh,Vh) =Y (R(Vh,E;)Vh, E;) + nH(A(Vh), Vh) — (A(Vh), A(Vh))

< —log /()Y |IVA[* = [Vh|' = [V (Vh E)? — (Vh, E})?

+2|VA(Vh, B2 + [(og £Y (W (IVAE = (0 = 1)) VA
f'/l(h)
7(h)
+nH(A(Vh), Vh) — (A(Vh), A(Vh))
)
=T

A partir da Proposicao 2.1, nés chegamos em

= (n —2)(log f)"(R)|VA|" — Vh*

(n — 1)|VA + nH(A(VR), Vh) — (A(Vh), A(VR)).

Ric*(Vh,Vh) = ()\ - %) |Vh|* + (u + J}((}’Z))) |Vh|* — 0(A(VL), Vh).

Sabemos que Ric(Vh,Vh) = Ric*(Vh,Vh) + |r,ul?. Portanto,
_f"(h)
f(h)

f'(h) 2 f'(h) 4
—(A— f(h))why (u+ f(h))wm + 0(A(Vh), Vh),

como Vh é um autovetor de A, existe v autovalor associado a Vh tal que

IT,ul® < (n — 1)|Vh|* + nH(A(Vh),Vh) — (A(Vh), A(Vh))
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A(Vh) =vVhe |[Vh]? =1— 6% entao

f//

|7'gu|2 < (—T(n— ) —A—pu+6? (u-i— /)

f(h)

Portanto, T,u = 0. O

> + (nH +0)v — 1/2) |Vh|]* <0.

O proximo corolario segue diretamente do teorema acima pois se 6 é

constante, entao Vh é autovetor de A.

Corolario 2.17. Seja (X", g, h,u, i, A) uma estrutura gradiente Einstein-type imersa
em I x;Q(c)" onde Q(c)" € um espago forma de curvatura seccional c. Se X" possuir

funcao angulo constante e a curvatura média de X" satisfaz

entao u € harmonica.

Note que no Teorema 2.2 assumimos a compacidade de X" e obtemos
uma trivializacao da funcao potencial h. Agora, assumindo ¥" nao compacta, nos

deduzimos um resultado similar.

Teorema 2.18. Seja (X", g, h,u, u, \) uma estrutura gradiente Einstein-type ndo

compacta com fr > —<% imersa em I Xy M™ e potencial dada pela altura, onde
a fibra M™ possui curvatura seccional satisfazendo ky(q) < infr(f? — ff"), para

todo ¢ € M. Se A(Vh) = vVh para alguma funcao suave v, entio as sequintes

afirmacgoes sao validas

(a) Se A := (nH + 0)>+ 4 f? —(n— l)fT - ] < 0, entao (X", g) € Einstein
harmonica.
(b) Se A := (nH +0)* + 4 %—(n—l)?—)\] >0e
nH +6 — VA nH 460 +VA
v < 5 , ou 5 <v,

entdo (X", g) € Einstein harmonica.

Prova. Assumindo ky; < inf;(f?— f f”) juntamente com a Proposigao 1.29 e equagao
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(1-10) chegamos em

n

Ric(Vh,Vh) = > (R(Vh, E)Vh, E;) + nH(A(Vh),Vh) — (A(Vh), A(Vh))

< —log ["(h) Y [V ~ [VA[' = |V (Vh, B)? — (Vh, E;)?

+ 2IVAE(Vh, B)?| + [(log fY () (VA = (n = 1)) VAP

f"(h)

0 )|Vh| + nH{A(Vh), Vh)

— (n —2)(log f)"(h)|Vh[" -

— (A(Vh), A(Vh))
£(h)
=)

Da Proposicao 2.1, obtemos que

(n — 1)|Vh|? + nH(A(VR), V) — (A(V]), A(Vh)).

: f’(h)) 2 < f'(h)) 4
Ric“(Vh,Vh) = [ A — VAP + ( VAt — 0(A(VR), V),
(h.vh) = (A= ZE ) 1wn 4 (s 0 19nit - scacom, o
e levando em consideragao que Ric(Vh, Vh) = Ric%(Vh, Vh) + a|ryul* deduzimos
que

f/ f//

0 < alrul* + ( fl) IVh|* < (7 - 7(n —1) = A+ (nH +0)v — y2> IVh|.

O resultado segue da andlise das raizes de

f/ f//
P+ mH+0v+ = —n—-1)~——-X=0.
f f
OJ
Na mesma configuracao do teorema acima, se a fungao angulo 6 for constante, entao
Vh é um autovetor de A com A(Vh) = —GfT/Vh, veja [38]. Assim, segue do Teorema

2.18 a seguinte caracterizacao.

Corolario 2.19. Seja (X", g, h,u, pu, \) uma estrutura gradiente Einstein-type com

o> —f7/ imersa em I Xy M™ com ky < inf;(f* — ff”). Se X" possuir fungdo
angulo constante e vale algum dos itens a) ou b) do Teorema 2.18, entio, X" ¢

FEinstein harmonica.

Corolario 2.20. Seja (X", g, h,u, pu, \) uma estrutura gradiente Einstein-type com

> —cot(t) imersa na esfera Euclidiana (0,7) X0 S™. Se X" possuir fun¢ao angulo



2.2 Principais Resultados 49

constante e a funcao soliton satisfizer
A > cot(t) +n—1,

entao X" € Einstein harmonica.

Corolario 2.21. Seja (X", g, h,u, pu, \) uma estrutura gradiente Einstein-type com
1> —1 imersa no espaco hiperbolico Rx «R™. Se X" possuir funcdo angulo constante
e a fungao soliton satisfizer

A4n—22>0,

entao X" é Einstein harmonica.

Coroldrio 2.22. Seja (X", g, h,u, i, A) uma estrutura gradiente Einstein-type com
1> 0 tmersa no espaco Fuclidiano R x R™. Se X" possuir funcdo angulo constante

e a funcao soliton satisfizer A > 0 entao X" € Einstein harmonica.

Nos resultados anteriores, consideramos imersoes isométricas de estruturas
gradiente Einstein-type onde a aplicacdo v : X" — N* ndo estava fixado.

Considerando u = ¢, obtemos os seguintes resultados.

Teorema 2.23. Seja ¢ : X" — I Xy M"™ uma imersao isométrica de uma estrutura
gradiente Einstein-type (X", g, h,u, p, \) onde a fibra M™ possui curvatura seccional
ka(q) <infp(f? — ff"), para todo q € M, e u = ¢, entdo, sdo vdlidas as sequintes

afirmacgoes

(a) Nao eziste imersao isométrica de estruturas gradiente Einstein-type em

I x¢ M™ tal que A > —(n — 1)%

(b) SeA> —(n— 1)% — &|Vul?, entao X" ¢é wuma variedade Einstein harmonica

totalmente geodésica em I xy M™. Além disso, a aplica¢ao u pode ser obtido

n " h
por [Vul|* =2 (—(n — 1)ff((h)) — /\> .

Prova. Primeiramente, se u é uma imersao isométrica, entdo 7,u = nH (veja [4]).
Note que du(Vh) é tangente a X, enquanto que nH é normal a ¥, portanto, da
equacao (1-7) segue que X" é Einstein harmonica minimamente imersa em [ X ; M™.
Além disso, a partir de [5] obtemos que A é constante. Substituindo scal* = nA na

Proposicao 1.29, chegamos em

a|Vul> < —n(n — 1)?:/((:)) —n\—|A]* <0,
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logo, u é uma aplicacao constante, o que é um absurdo, pois v é uma imersao

isométrica. Agora, da hipdteses na curvatura seccional de M™, temos que

" h) o
A2§n(—n—1f( —/\——VUZ)SO,
A (=12 A= 2w
desta forma, ¥." é totalmente geodésica com |Vu|? = Z <—(n - 1)’;:/((}3) - A) . O
a

Corolario 2.24. Nao existe imersao isométrica ¢ de estruturas gradiente Einstein-

type shrinking em S™™ com u = ¢.

Corolario 2.25. Seja (X", g, h,u, i, \) uma estrutura gradiente Einstein-type com-
pacta imersa por ¢ num espaco forma M (c)"*t' de curvatura seccional c. Se consi-

derarmos A > (n — 1)c — 2|Vul* e u = ¢ , entdo X" € isométrica a S™.

Prova. Do Teorema 2.23 segue que X" é totalmente geodésica, como X" também é
compacta, logo M (c)"*! tem que ser S(¢)"*!. Consequentemente, X" serd isométrica

a uma esfera S" de S(c)"". O

2.3 Hipersuperficies rotacionais com estrutura gradi-

ente Einstein-type

Com o objetivo de estudar hipersuperficies rotacionais possuindo estruturas
gradiente Einstein-type imersas em R x ¢ Q"(c), onde Q(c) é um espaco forma de
curvatura ¢ € {—1,0,1}, denotaremos por E"™ o espaco Euclidiano de dimensao
n + 2 e por "2 o espaco Lorentziano de dimensao n + 2, equipado com a métrica
ds®* = —dai + daj + ... + da? ,. Além disso, assuma que R x; Q"(c) C E"*? ou
R x;Q"(c) C L™, a depender do valor de c.

2.3.1 Estruturas gradiente Einstein-type rotacionais imersas em
R x f R™

Nesta secao, apresentaremos uma caracterizacao de hipersuperficies rota-
cionais possuindo estrutura gradiente Einstein-type imersas em R x ; R" com funcao
potencial h := 717 o ¢ e fun¢do angulo |f| < 1. Seguindo os passos de Dajczer e do
Carmo [29], usaremos como defini¢do de hipersuperficies rotacionais em R x s R"
uma hipersuperficie invariante pelo grupo ortogonal O(n), no qual é visto como um

subgrupo do grupo de isometrias de R x ; R™.
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Inicialmente, considere as coordenadas (¢,z1,...,2,), bem como a base
ortonormal padrao {ny, ..., n,+1} de Rx¢R". Entao, a menos de isometria, podemos
assumir que o eixo de rotagao é n;. Considere uma curva parametrizada por

comprimento de arco no plano tx, dada por

v (to,tl) — R XfRn
s+ (a(s),0,...,0,8(s)).

Rotacionando esta curva em torno do eixo t obtemos uma hipersuperficie de
rotagao em R x; R". Agora, com o intuito de obter uma parametrizacao para
tal hipersuperficie, considere a esfera unitéria padrao dada por S*! C R" =

span{na, ..., M,41} com parametrizacao ortogonal

X1 =cosvy, Xo=sinwvjcosvy, X3 = sinw;sinuvycosuvs,

X,_1 =sinwv;sinvs....sinwv,_ocosv,_1, X, = sinv;sinvs...sinwv,_ssinv,_.

Portanto, uma parametrizacao de uma hipersuperficie rotacional >" com eixo radial

n em R x;R" é dada por
gb: (to,tl) X (O,27T)n_1 — R X R"
(37/017 s avn—l) — C(S)nl + 5(5)){(’017 s 7Un—l)7

onde

X(Ul, e ;Un—l) = (0,X1<U1, Ce ,Un_1>, e ,Xn<U1, ce ,Un_1>).
Nesta cenario, nés providenciamos o seguinte.

Teorema 2.26. Seja ¢ : X" — R x;y R" = M uma hipersuperficie de rotagao
com fungao angulo 0| < 1. Entao, (X", g, h,u, u, \) possui uma estrutura gradiente
FEinstein-type, se, e somente se, o sistema de equacoes abaizo for satisfeito
"(h) V1—6?
A= —(n—1)(1 -6 L— n—1)0————og ) (h
(= (1 =) 7 = (n = 10— (lox 1Y (1)

V1-—62 o |7 ul?
—1) (0] "(h)] — ——— | -0 — g
+ |- 1) (ot ) - L5 ) o L - ol

]

- M(l o 02)7

(2-8)
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A (m . f’(h)e) a3 (m 3 f’(h)9)2

f(h) o f(h) o f(h)
~(1 = ) (log '+ (¢ = (0~ ) (o ) - EeZE T 29
v fh, o,
_’_\/1—7(92 f(h) 0 — ;u <7 >9N(¢viv¢vi)a
U*<7 >9N (qbs, ¢’Uz) =0, (2'10)
u*<> >gN(¢U7;7 (bvj) =0, Vi # J, (2‘11)
T,u = V1 — 60%2du(ps). (2-12)

Prova. Temos que ¢ : ¥ — R x; R" é uma hipersuperficie rotacional, deduzimos

da equagao (2-7) que

¢s = (¢ (s)m + B'(s) X,

(2-13)
o, = B(8)X,,, 1<i<n-—1,
e entao, a primeira forma fundamental de ¥" assume a forma
[ 1 0 . 0 |
0 FEE)BEE .0
I = : (2-14)
| 0 0 F(C(s))?B(s)?

A partir da equagao (2-14) notamos que a métrica induzida em X" pode ser expressa
pela métrica produto torcido g = ds® + o(s)?dv? onde o(s) = f(((s))B(s). Neste
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caso, segue-se da conexao de Levi-Civita na métrica produto torcido que:
V¢s ¢8 = 07
Os
Vd)s(bvi = th,i (bs = ;(bvi, (2—15)

v¢1}i ¢'Uj - ¢U1’Uj - 0-0-361']'9258‘

Da componente tangente de (2-13), derivamos o seguinte vetor normal

unitario para X"

N = FCENF3)m — X (o, va)

F(C(s))
Logo,
0(s) = (0, N) = f(C(s))B'(s)- (2-16)
Como 7(s) = (¢(s),0,...,0,8(s)) é uma curva parametrizada por comprimento de

arco, isto é,
¢'(s)* + f(C()* B (s)* = 1.
Segue da equagao (2-16), que ('(s) = /1 — 0(s)?, onde as solugdes gerais sao dadas

por

C(s) = /\/1 — 602ds. (2-17)

Entao, substituindo a equagao (2-17) em (2-16) e resolvendo em s, derivamos a

pew _
MQ_/fKWWj' (2-18)

Portanto, a hipersuperficie rotacional toma a forma

¢:</iﬁt@“)m+</:«iw“9X@““””” 19

Agora, afim de computar o operador de Weingarten Ay, consideramos a

seguinte expressao

seguinte decomposicao

8, = V1 — 02¢, + ON. (2-20)

Tomando a derivada covariante de (2-20) com respeito a ¢,,, e usando a Proposi¢ao

1.23, chegamos em

1 f'(¢(s))
V1—62 f(C(s))

Vg, ¢s = ANdw, + Do, Vie{l,...,n—1}, (2-21)

0
V1—-62
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aqui estamos usando o fato de que Vxd, = f7/ (X — (X, 0,)0;) para todo X € X(X),
o qual é uma consequéncia direta da Proposicao 1.23 item (ii). Combinando as

equagoes (2-15), (2-21), temos que

T F(¢(s) _

Segue da expressao de o que ¢,, ¢ um autovetor de Ay e satisfaz

v1-— 0> - f/(C(S>>0> (bvi- (2_23)

Ao = ( s )

Por outro lado, tomando a derivada covariante de (2-20) com respeito a X € X(X)

e usando a formula de Gauss-Weingarten (1-4), deduzimos o seguinte

Vx0 = X(V1—02)ps + V1 — 0>V, + X(O)N +0VxN
= X(V1=0%)ps + V1 —02Vxo, + V1 —029(Angs, X)N
+ X ()N — AN X.

Usando novamente a Proposicao 1.23, segue que

4 5 )T B

+ V 1-— 92g(AN¢S,X)N + X(Q)N - QANX
(2-24)

Comparando a parte tangente e a parte normal de (2-24), obtemos que ¢, é uma

autovetor de Ay satisfazendo

P, # _
AN¢S‘< GOIK ﬂ)¢ (225)

Logo, das equagdes (2-25), (2-23) concluimos que {¢s, ¢y, ..., ¢y, ,} forma uma

base ortogonal de Ay e esta por sua vez, tem a forma

), . ; :
) vice -
; VITP _fs), ;
Ay — TN GE) |
VIZF ()
_ 0 0 o)
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Agora, suponha que (X", g, h, u, , \) possui uma estrutura gradiente Einstein-type.

Obtemos da Proposicao 2.1 que

Ric*(X,Y) = ()\ - fJ;((;)) ) g(X,Y) + (u + é((f’z; ) dh ® dh(X,Y) — 0g(A(X),Y).
(2-27)

Note que, no caso particular em que X = ¢, Y = ¢,, € X = ¢y, Y = ¢,

1 # j, a ortogonalidade de X, Y e a expressao da fungao potencial
h(s,v1,...,0,) = (TR © P)(S,v1,...,0,) = / V1 —602%ds, (2-28)

implica que a equacao (2-27) torna-se

Ricu(¢5, ¢Uz) = 07 (2_29)

Ric" (v, bu;) = 0, (2-30)

para todo i # j. Logo, é necessario verificar a equacdo (2-27) para os pares
X=Y=¢;e X =Y =0,,.
Para X =Y = ¢, obtemos que

Ric™ (s, s) = ()\ — fl(h)) 9(@s, 0s) + <u + fl(h)) dh @ dh(ps, Ps)

f(h) f(h)
f’(h) () .
=A- oM ( F(h) (1-6°) (2-31)
B f'(C(s)) o'
99( O ﬁ%’%)
a1+ 199

Enquanto que para X =Y = ¢,,, com 1 <7 <n — 1, segue que

Ric*(0,00) = (A= ) g0, 00) + (w+ LD v angon on)

7(h) 7(h)

- eg(A(¢vz)7 ¢'Uz) (2_32)
L f) (VIZEf()
= (A 7(h) 0( - f<h>9)>‘

Por outro lado, da Proposicao 1.29 e equagao (1-10) chegamos em



2.3 Hipersuperficies rotacionais com estrutura gradiente Einstein-type 56

Ric" (2. 60,) = [(log fY (W (IVAI = (n = 1)) {ds: 60,)

— (n—2)(log f)"(h){s, VR){v,, Vh) — 7|Vh!2<¢s, Du.)

(2-33)
+ nH<AN(¢S)7 ¢Uz> - <AN<¢S)7 AN(bUi) - au*(, >9N (‘bs, ¢vz)
:_au*<7>9N(¢87¢Ui>7 V I1<i<n-1
Similarmente, temos que
Ricu(¢ﬂi’ ¢Uj) = —au*(, >gN (d)l}j’ gbw)v (2_34)

para todo ¢ # j. Usando a Proposicao 1.29 e equagao (1-10) novamente, segue que

Ric"(9..6,) = [(log f) (W)]*(|VAL = (n = 1)) (6, 6,)
f//

(1= 2)(log £ (1){6., V1) 6., V1) — LW VBP 0,0
+nH(AN(ds), ¢s) — (An(s), ANgs) — adu @ du(es, ¢s)

= —(n— 1)L~ ) (log f)'() — (n — 1)1~ ¢ [log Y (h)]* *)
— (= 100X 105 py(a)
(0= 1) (o0 0] - =T L - ol

V1_92 f,(h)e) _(1_02)(10gf)//

U_2Ric“(gbvi,¢vi) =(n—2) (

o 0
# 6 = (n = D)(og ) - L= T
v, .
+ m,f(h>0_ ;U <7>9N(¢via¢vi)-

Combinando as equagoes (2-29) e (2-33), chegamos em (2-10).

A partir das equagoes (2-30), (2-34) obtemos (2-11). Da equagoes (2-31)
e (2-35) derivamos a equagao (2-8). Finalmente, combinando as equagbes (2-32),
(2-36) obtemos a equacao (2-9). Note que a equagao (2-12) pode ser obtida sub-
stituindo Vh na segunda equacao da Proposicao (2.1), e isto conclui a prova do

teorema. O
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Os autores em [13] provaram que a aplicagdo u de um gradiente Ricci-
harmonico soliton em um produto torcido B™ Xy F™ pode ser expressa como
u = ugomg ou u = up o wp quando h = hg o mg e u é uma funcao real, onde
up € C®(B),up € C®(F) e hg € C*(B). Neste sentido, caracterizamos estruturas
gradiente Einstein-type simétrico rotacional imerso em I x s R" com funcao angulo

|0] < 1 e func@o potencial h = 7y o ¢.

Teorema 2.27. Seja ¢ : X" — R x ¢ R" uma hipersuperficie rotacional com fungdao
angulo |0] < 1. Entao, (X", g, h,u, u, \) possui uma estrutura gradiente Einstein-type

se, e somente se, as funcoes f,h, \, u,u verificam:

(i) Se uw = ujomy, entdo

A= —(1=0")(log f)"(h) — (1 = *)(n — 1)(log(f)'(h))*

, Vi—e oo , OVT—02 — ¢
+ (1—0 — (204 3)0——+ m) log(f)'(h) + ——————
+(n—2)(1;29 ),
(2-37)
0 / 2\3/2 /
= (1= 0 0 = (- 2001 = )2 ) ()Y )
OVI—02—(n=2)0") 0 aap (W) ]
- =07 +99(1—0)/—am (2-38)
S ) los() (),
h:/S\/1—62dw—|—cl,
u= /S cped VIR gy 4 gy (2-39)

(i) Se u = ugn o TR, entdo

A= —(1—6)(log f)"(h) — (1 — %) (n — 1)(log(f)'(h))?
9 V1 — 62 00’ ,
+ (1 — 0 — (2n + 3)9 - + m) log(f) (h) (2-40)
IO el (102 o)

+ (TL - 2) 72 - o2 '




2.3 Hipersuperficies rotacionais com estrutura gradiente Einstein-type 58

(OVT =62 — (n—2)0')
o(1— 62)

~(n—2)00(1 - 02>3/2) (log(f)Y(h)  (241)

p=—(n—2)(log(f))"(h) - +00'(1—6°)%?

- (1 - (n+4)0— %

- n—2 ta (u')?
o2 (1—62)0?’

h:/ \/1—92dw—|—01,
u(vg) = cqvy + cs, (2-42)

onde c1,co,c3,¢4 € 5 € R.

Prova. Inicialmente, considere u = uy o ;. Logo, a equagao (2-12) do Teorema 2.26

torna-se

Z—l,, =V1-062 (2-43)
Integrando (2-43) em relacao a s, chegamos em (2-39). Sabemos que du(¢,,) = 0,
desta forma, o item (i) pode ser obtido substituindo (2-39) na equagao (2-8). Agora,
considere u = ugn o mgn, da equagao (2-11) deduzimos que u depende de um tinico
v para algum k = {1,...,n — 1}, em outras palavras v é uma fun¢do de R em
R. Portanto, da equagao (2-12) segue que u(vg) = c3v; + ¢4, onde c3,¢4 € R, A

conclusao segue diretamente do Teorema 2.26. 0J

2.3.2 Estruturas gradiente Einstein-type rotacionais imersas em
R x f S

Nesta secao, apresentamos um resultado de classificacao de hipersuperficies
rotacionais imersas em R x; S", quando estas possuem uma estrutura gradiente
Einstein-type. Para isto, consideramos uma curva v € R x S" parametrizada por

comprimento de arco, e R x;S" C E"*2.

Teorema 2.28. Seja ¢ : X" — R x;S" = M uma hipersuperficie rotacional com

fungao angulo |0 < 1. Entao, (X", g, h,u, u, \) possui estrutura gradiente Einstein-
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type, se, e somente se, o sistema de equacoes abaizo for satisfeito

A= —(n=1)(1 = 6%)(log f)"(h) = (n = 1)(1 = 6°) [(log f)' (h))"

2

+ (=10 sin (9) (o 1/ (1)
V=P 9' (2-44)
0= 1) (0108 1000 + 2= sin 1) 6| L
|7'g“|2 2
AT (1—-6%),
P g (YIZB o )N o (VI )N
A=y 0 (T @+ o) = -2 (SR - Jo)
= [+ (Gog 1)") (1= ) + (6% = (n — ) (g 1+ s
PR v pm, o
+ () 0 o sin (8) + o (8) + NG f(h)e o2 (on (v, Do),
(2-45)
u*<7>91\1 (¢S7¢’Ui) =0, (2'46)
’LL*<, >9N(¢Ui’ gb?)j) = Oa Vi 7é j: (2'47)
Tou = V1 — 02du(gps). (2-48)

Onde o = f(a(s)) cos(5(s)).

Prova. A parametrizagao de um hipersuperficie de rotacao X" imersa em R x; S"

associada a curva geratriz

é dado por ([27], ver também [53])

A8, 01,5 ... V1) = a(s)m + cos(B(5)) X (v1, . .., vp—1) + sin(B(8)) N2,

onde
X(Uh e ,/Unfl) = (0,X1</U1, Ce 7Un71>7 e ,Xn(Ul, P ,Unfl),()).

é a parametrizacao ortogonal da esfera descrita na secao anterior. Como vy estd
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parametrizada por comprimento de arco, isto é,
o (W) + fla(u)?BW)?* =1,  uée (to,t). (2-49)
Tomando a derivada covariante de ¢, obtemos que
¢s = o (s)m — sin(B(s))5'(s) X (v1, . .., vn—1) + cos(B(s)) 5 () hn+2,

(bvi = COS(B<S))XU1'

entao, a primeira forma fundamental é dada por
I =ds*+ f(a(s))? cos(B(s))*dS?,

onde dS? é a métrica padrao de S"~!. O vetor unitdrio normal a X" a fungao angulo

0= (N,0) = f(a(s))B'(s). (2-50)

De forma similar ao que foi feito em R x ;R™ nés computamos os autovetores

do operador de forma Ay de £" em R x ¢ S™. Logo,

Ly 0
f V1 — 62

(axou o = ( ) a0 60

(ANGuys Pu) = — ( : 10_ i sin(B(s)) + f'(o(s))

o = f(als))cos(5(s)).

)ows) o

Note que, no caso particular em que X = ¢, Y = ¢,, ¢ X = ¢, Y = ¢,
1 # j, a ortogonalidade de X, Y, a expressao da funcao altura e a equacao de Gauss,
implicam que u*(, )¢y (Pu,, Pv;) = 0 € u*(, ) gy (du;, Gv;) = 0. Portanto, basta aplicar a
Proposigao (2.1) para o par de campos X =Y =¢, e X =Y = ¢,,.
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Para X =Y = ¢,, obtemos que
Rict (6,00 = (A= Z00) gt 00+ (et T ) o dnton
- 09(A(¢5),¢5)
[ J'(h) 2
A U ) U (2:52)
J'(<(s)) 0
~00 (e~ )
Agora, para X =Y = ¢,,, com 1 <i <n — 1, segue que
Rict (0, 00) = (A= 00 ) 000 + (o ) ) s (o, 00)
- 99(A(gbvl), gbvz) (2_53)

_ (A — J;((;;)) 10 (\/10__792 sin () + J;((}?))G)) 9(Du,, Du,)-

Por outro lado, para um referencial ortornormal local {E;}! ; de X(X) segue da
equacao de Gauss que

n

Ric“(Qbsa ¢s) = Z(ﬁ(gbs; Ei)¢5a Ez) + 7’LH<A¢S, ¢5> - <A¢S7 A¢s> — adu & du(gbs» ¢5)
= —(n—1)(1 = 6°)(log f)"(h) — (n = 1)(1 — 6*) [(log f)'(h)]*

2

+(n—1)0 sin (3)(log f)'(h)
[0 1) (ol00s £y + =i ())| L a2
(2-54)
o (VI=F [N
Ric*(¢u,;, pv;) = (n — 2) ( ) 9)
f(h)™* + (log £)"] (1 = 6%) + (6% — (n — 1))((log f)')* 2:55)
(( ;9 10_92 sm(ﬁ)—i—%sm(ﬂ)
L ), a

m f(h) ;u*<7>gN<¢Ui?¢Ui)'
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Combinando as equagoes (2-52), (2-54) e (2-53), (2-55) nds concluimos o teorema.
U

2.3.3 Estruturas gradiente Einstein-type rotacionais imersas em
R x f H"

Com o objetivo de classificar estruturas gradiente Einstein-type rotacionais
imersas em R X ; H" definimos P? como o plano contendo a curva geratriz. Logo, de

forma analoga aos casos anteriores, chegamos no seguinte resultado de classificagao.

Teorema 2.29. Seja ¢ : X" — R x ¢ H" uma hipersuperficie rotacional com fungdao
angulo 0| < 1. Entao, (X", g,h,u, pu, \) possui uma estrutura gradiente Einstein-

type, se, e somente se, o sistema de equagoes abairo for satisfeito.

A= —(n—1)(1—06%)(log f)'(h) = (n = 1)(1 = %) [(log f)'(h))"

(0= 100 e(5) tog Y1)
— : (2-56)
0= 1) (01008 £y - P ="e09)) - o L
|Tyul? 2
- Oém — (1 —6%),
(- 20) o (S0
=) [ = Qog )]+ 0 @ = - )(Cog Y 257)
PN, v, o
f(h)g o 5(6) U&(B)—i_ \/1—76‘2]0(]1)0 o2 <7>9N(¢”Ui7¢vi)7
U*<7 >gN (¢s> ¢Uz) =0, (2_58)
U*<v >9N(¢vw ¢Uj) =0, Vi 7£ Js (2'59)
T,u = V1 — 02du(gps). (2-60)

Onde £(B) = sinh(B(s)), 0 = f(a(s))cosh(B(s)) se P? é Riemanniano,
£(B) = cosh(B(s)), o = f(a(s))sinh (B(s)) se P? é Lorentziano e £(B) = —B(s),
o= f(a(s))B(s) se P é degenerado.
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Prova. Primeiramente, considere o caso em que P? é Riemanniano. Desta forma a
parametrizacao de uma hipersuperficie de rotacao X" imersa em R x ; H" associada

a curva

v(s) = (a(s), cosh(5(s)),0...,0,sinh(B(s))),
é dada por ([27], veja [53])

d(s,v1,...,0-1) = a(s)n + cosh(5(s))C (v, ..., vp_1) + sinh(5(s)) 72,

onde

C(Uh e 7Un—1) = (O, <1(1)1, e 7’Un_1), ey Cn<1}1, e ,Un_1>,0),

¢ uma parametrizaciao ortogonal do espaco hiperbélico H" !. Assuma que 7 ¢é

parametrizada por comprimento de arco, isto é,
o (s)P + fla(s)?B(s)? =1, s€(totr). (2-61)

Tomando a derivada covariante de ¢, obtemos

¢s = o (s)m +sinh(B(s))5'(s)C(vr, - - -, vn-1) + cosh(B(s)) 8(5)n+2,

¢, = cosh(B(s))Cu,,

logo, a partir de um calculo simples obtemos a expressao da primeira forma

fundamenta de X",

I =ds* + f(a(s))? cosh(B(s))*dH?,

onde dH? é a métrica padrao de H"~!. O vetor unitdrio normal a ¥ e a funcio angulo

sao dados por

= (N,0) = f(a(s))B'(s). (2-62)

Analogamente aos casos anteriores, é possivel calcular os autovetores de Ay em
¢ : X" — R x; H", dados por
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(A 1) = -V N6} = (T N) = =20 - L
(VB ) _
(xds o) = (L (o) - H2 o). (263)

Agora, suponha que X" é uma estrutura gradiente Einstein-Type. Segue da
Proposigao 2.1 para 6 € (0,1) e X =Y = ¢, que

Ric" <¢>s,¢s—( f/“l)gcbs,qss ( /(m)dh@dh(%@)

) 0
- 99(A(¢5 7¢ )

Crm Y

—A- fw>+’“*ﬂ>)“‘9> (2-64)

L e
+ pu( )

= 1-60%)+ ——

Para X =Y = ¢,,, com 1 <i <n — 1, temos que

Ric*(du,, ;) = (A ! W) G(Bunr bu) + <u S W) A @ Ay, bv,)

f(n) f(n)
- eg(A((bm)’ (bvz) (2_65)
P (VIR )
=g -0 (s - ).

Por outro lado, da equacao de Gauss temos que

n

Ricu<¢sa ¢s) = Z(ﬁ(gbsv Ei)gbsa EZ> + nH<A¢Sa ¢5> - <A¢sa A¢S> — adu ® du(gb& ¢5)

(0= 1)(1 = 6%)(log /)" (h) — (n — 1)(1 — 62) [(log £ ()]

— (- 102 () tos £y (1)

[0 1) (01008 £y - L= ) | L
|7—gu|2

T e

(2-66)
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2

Ric"(pu,, bv;) = (0 —2) ( o §8) - f(h)

+%1—¥MﬂmQ—O%fw+w%—mw4»m%fw2(zm)
() V16 i v . -
g stu(8) — 7 sinh(3)

0 _fh, a .
m f(h) 0 o2 <7>9N(¢Ui7¢vi)-

O caso Riemanniano segue da combinagao das equagdes (2-64), (2-66), e (2-65),
(2-67).

ATy £00,)

+

Em seguida, assuma que P? is Lorentziano, sendo assim, a parametrizacao
de uma hipersuperficie de rotacao X" imersa em R x; H" com curva geratriz

parametrizada por comprimento de arco
7(s) = (als), cosh(5(s)), 0., 0,sinh(5(s))),
¢é dada por
O(8,01, ..y p—1) = as)n + sinh(5(u))((v1, ..., Vp—1) + cosh(B(S)) M2
A métrica induzida em X" tem a forma
I = ds® + f(a(s))?sinh(B(s))*dS?,

onde dS? é a métrica padrao de S 1.

O vetor unitario normal a X" e a funcao angulo sao dados por

cosh((u))o (u)
fla(u))

sinh(S(u)a/(u)

N = f(a(u»B/(u)nl + f(a(u)) T2,

¢+

6= (N,0,) = f(a(u))B (). (2-68)

Calculando os autovetores de Ay em X" chegamos em

(Ands, bs) = (—V 5. N, ¢s) = (V5. 05, N) = _f7

Vi— Haty) 5,

0,

cosh(5(s)) —

- Flals) (2-69)

ANgbvi - <
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Agora, suponha que X" possua uma estrutura gradiente Einstein-type. Entao, da

Proposicao 2.1 e da equagao de Gauss obtemos que

A=—(n—1)(1-6*(og f)"(h) — (n—1)(1 - 62)[(log f)'(h)]”
" cosh(8)(log £)'(h)

—(n—1)0

N [m _ (9[(1og FY(h)] - @mh(ﬁ)) - 9] 4

2
TqU
_a% _:u(l _02)7

Vi@ PN oy (VI o L0\
A—0 < - cosh(f) — ) 9> =(n—2) < - h(5) ) 9>
=) [ — og 1Y) + L (02— (n - 1))((log £)?

( i)
f'(h) ) VT= 5 o 1k, o,
0 0 - cosh() — - cosh(B) + N0 7 - (D an (Do;s Du;)-

Finalmente, considere que P? é degenerado, logo, a parametrizacao de X"

imersa em R x s H" com curva geratriz parametrizada por comprimento de arco

v(s) = (a(s), 5(s),0...,0, ———

com (3(s) >0e

¢ dada por

(5,05 msn) = als)m + B(s)n + B(s)v — ( . 51(5) - @ > vf) _—

onde v = (v3, ..., Vp11). A métrica induzida em X" tem a forma
I =ds* + f(a(s))*B(s)*dR?,

aqui dR? é a métrica padrao de R"!,
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O vetor unitario normal a >" é dado por

= BE)fals) | Bls)d(s) - Bls)al(s)

Bs) T Fae) T Fal)
L (als) _ Bls)a’(s) S~
" Flals) (25 5 2 & ) |
e funcao angulo (5)(fals))
B B —B'(s)(fa(s _
0 =(N,0,) = 30 (2-70)

Neste caso, o operador de forma Ay de X" pode ser calculado de maneira

similar aos casos anteriores, chegando em

(T, ¥ _
o= (= et~ =) .

AN¢vi = - (1T_H25<8) + %9) ¢Ui7 g

Assumindo que ¥" possui uma estrutura gradiente Einstein-type juntamente com a

= f(a(s))5(s)- (2-72)

Proposicao 2.1 e a equagao de Gauss concluimos a prova do teorema. Il

2.4 Exemplos de estruturas gradiente Einstein-type

Prosseguindo, apresentamos exemplos de hipersuperficie com estrutura
gradiente Einstein-type imersa em I x ; M". Alguns dos exemplos apresentados nesta

secao foram construidos como aplicacao direta do Teorema 2.27.

Exemplo 2.30. Seja (S™, g) uma esfera usual imersa no espago Fuclidiano ((0,400) x
S™ go), onde gy = dt* +t2g1, g1 é a métrica usual da n—esfera. Considere u = Id :
S — S™. Se tomarmos a funcao altura da esfera como sendo a funcdo potencial,
entao (S", g) possui uma estrutura gradiente Einstein-type com fung¢ao soliton dada

porA=n+1-—qa.

Exemplo 2.31. Considere X" = (0, +00) x S*! imerso em R x R™ equipado com o

tensor métrico )
g =ds®+ (2 arctan (tanh (g))) dv?,

e fungao angulo 0(s) = /1 — tanh(s)2. Portanto, se tomarmos um nimero real
a > 0 e fungoes h,u, u, X dadas por
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h(s,v1,...,vn_1) = log(cosh(s)), u(s,v1, ..., Up_1) = sinh(s),

(S, 1, ey Upq) = [2 arctan (tanh (g)) csch(s) — 1] X
[n — 2+ 2arctan <tanh (g)) csch(s)}

4 arctan [tanh (g)]

X

— acosh(s)? coth(s)?

sech(s) [4 arctan <tanh(§)) + (n—2) sinh(s)} tanh(s)

A(s, y ey Un—1) = 7
(5,01 Un-1) 4 arctan(tanh (%))2

deduzimos que X™ possui uma estrutura gradiente Einstein-type com a funcgdo altura

como fungdo poténcial (veja a Figura 2.1 ).

t

Figura: 2.1: Estrutura gradiente Einstein-type rotacional imersa no espaco Euclidi-
ano.

Exemplo 2.32. Considere X" uma hipersuperficie rotacionalmente simétrica em

R x R™ com fun¢ao angulo constante. A partir de [29], ¥" pode ser expressa
pelo produto Riemanniano (0,+00) x S*™ ' equipado com o tensor métrico g =
ds? + o(s)?dv?, onde o(s) = 0s + c¢;. Portanto, se escolhermos fungoes h,u, j e

A da sequinte forma

\/7 Clems
h(s,vl,...,vn_l) = 1—925—1—63, U(S7U1>---avn—1) = ——— + ¢y,
Vi-02

(0s + c4)0V/1 — 0% + (n — 2)(1 — 6?)

A(S, V1, ey Upq) =

(05 + c4)? ’
—(n—2) 0v/1 — 62 22V

IS0t = S T A s e ¢ 1
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onde > 0 ecy,co,c3,c4 € R. NOs deduzimos que X" possut uma estrutura gradiente
Y Y ?

FEinstein-type com func¢ao potencial dada pela fungao altura.

Exemplo 2.33. Considere ¥ = (0, 7) x S"~! imersa em R x R" equipada com tensor
métrico g = ds* + (s/2 + sin(2s) /4)?dv?, e fungdo angulo 6(s) = cos(s)?. Portanto,

escolhendo um niumero real o > 0 e funcoes h,u, u, X dadas por

1 — cos*(s) (( cos(2s) + 3) cot(s))
24/cos(2s) + 3

mx/ﬁcsc )log (x/ﬁcos(s) + y/cos(2s) + 3)

24/cos(2s) + 3

h(s,v1,.c.;Up_1) = —

Y

2 cos(s)?y/1 — cos(s)*
P(S, V1, ey Up1) = T (1 — cos(s)h) ( s+ cos( ) sin(s)

cos(s 2(n—1)
-2 cos sm + :
V/1—cos(s)* s+ cos(s)sin(s)

6(n—2—act —(n—2) cos( )*) + 8(s + cos(s) sin(s)) sin(ZS)) |

(2s + sin(2s))?

16(n — 2 — aci — (n — 2) cos(s)*) + 8(s + cos(s) sin(s)) sin(2s)
(2s + sin(2s))?
2 cos(s)?y/1 — cos(s)?)
(s + cos(s)sin(s))

A(S, V1, ey Upq) =

u(S, V1, ..oy Un—1) = C1Uk + Ca,

para algum k € {1,2,...,n—1} e cy,co € R. Deduzimos que ¥" possui uma estrutura

gradiente Einstein-type com fun¢ao potencial dada pela fun¢ao altura (Veja Figura

2.2).
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Figura: 2.2: Estrutura gradiente Einstein-type rotacional imersa no espaco Euclidi-
ano.



CAPITULO 3

Gradiente Ricci-Harmonico Soliton

Neste capitulo, focaremos nos gradiente Ricci-harmonico solitons, os quais
correspondem a solugoes autosimilares para o sistema (0-1). Apds a introducao de
GRHS, muitos esforgos foram dedicados ao entendimento de sua geometria. Por
exemplo, em [66], os autores provaram que qualquer GRHS shrinking ou steady é
um gradiente Ricci soliton se a curvatura seccional de N (variedade de chegada da
aplicacao u) for limitada superiormente por uma constante. Por outro lado, em [41],
os autores forneceram resultados de trivialidade para a funcao potencial e a aplicacao
harmonica u usando a compacidade de M. Os resultados deste capitulo poderao ser

conferidos em [13].

3.1 GRHS Produto Torcido

Os autores em [26] estudaram gradiente Ricci soliton produto torcido e

provaram que a funcao torcao ou é constante ou a funcao potencial satisfaz

h=hgon, hgeC®(B). (3-1)

Daqui em diante, iremos considerar a aplicagao u como sendo uma fungao
suave u : M — R e mostraremos que a decomposi¢ao (3-1) aplicada a um GRHS
produto torcido é equivalente a uma decomposicao de u. Mais precisamente, obtemos

0 seguinte

Proposicao 3.1. Seja (B"xF™, g, h,u,\) um GRHS com u ndo constante, entio em
uma vizinhanga V de um ponto (p,q) € B" X F™ a aplica¢ao u pode ser representado

COMo U =Ug oM OU U = U O T Se, e somente se, h = hg o .

Motivados pela proposic¢ao acima, consideramos o estudo da aplicagao u em
dois casos, a saber u = ug o™ ou u = up o 0. Nesse sentido, obtemos uma condicao

necessaria e suficiente para a existéncia de GRHS no produto torcido.
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Teorema 3.2. Seja (B" X F'™,g) uma variedade produto torcido. Entdo, temos as

sequintes condigoes:

(a) Seu=wugom, entao (B™ x; F™, g,h,u,\) é um GRHS se, e somente se,

Ricy, — FHessg, [ + Hessgshp — aVg up ® Vg,up = Aga,

(3-2)
A, ug =0 1in B,
F € Einstein com Ricg, = ogr,
A+ (m =)V P+ A2 = [V, f(hB) = 0. (3-3)

(b) Seu=wupoo, entio (B" xy F™, g,h,u,\) € um GRHS se, e somente se,

m

f

Ricg, — —Hessy, f + Hessg,hp = A\gp, (3-4)

F ¢ Einstein harmonico com

AgFUF = 0,

FAGf + (m =)V [P+ Af* = [V, f(hp) = o, (3-5)

onde Ricgy, € o tensor de Ricci de B, Ricg, € o tensor de Ricci de F' e
A, =A— < V,Vw > comw =h—mV log(f).

Observagao 3.3. O Teorema 3.2 é uma generalizag¢io do Coroldrio 3 obtido em [48].

Prosseguindo, obtemos alguns resultados de trivialidade para a funcao

torcao, funcao potencial e aplicacao v por meio do principio do maximo.
Teorema 3.4. Seja (B" x¢ F'™, g, h,u, \) um GRHS com base Riemanniana.

(a) Se ugp € C*®(B) atinge um mdzximo em B", entdo u = ug o € uma fung¢do

constante, i.e., (B™ x; F™, g, h,u,\) é um gradiente Ricci soliton.

mAgp f

(b) Se A > 0, hp atinge um mdximo em B™ e > scal,., entao h = hgom

gB’
¢ uma fungdo constante, i.e., (B™ X F™, g, h,u,\) € uma variedade Finstein

harmonica.
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(c) Se fp atinge um mdzimo em B™ e A < f—%, entio f = fgom € uma funcdo

constante, i.e., (B™ xy F™, g, h,u, \) é uma variedade produto Riemanniano.

(O mesmo ocorre se fp atinge um minimo e \ > f%),
onde scaly, € a curvatura escalar de B.

Coroldrio 3.5. Seja (B"x ¢ F™, g, h,u, \) um GRHS com base Riemannian compacta.

(a) Seup € C®(B), entdo (B" x¢ F™, g,h,u,\) € um gradiente Ricci soliton.

(b) Se A >0, e mA]fo > scal

FEinstein harmonica.

gps €ntao (B™ Xy F™ g, h,u,\) € uma variedade

(c) Se A< % em B, entao (B" x; F™, g, h,u, \) € uma variedade produto.

O produto torcido provou sua eficiéncia na construcao de novos exemplos
de variedades com certas caracteristicas geométricas. Por exemplo, no escopo de
solugoes invariantes, Tokura et al. [61] forneceu exemplos explicitos de gradiente
Yamabe sélitons geodesicamente completos. Por outro lado, no mesmo contexto de
solugao invariante, Sousa et al. [26] apresentou exemplos de gradiente Ricci solitons
steady nao conformemente planos.

A seguir, focamos nossa atengao no produto torcido (B X ¢ F, g) onde a base
ou a fibra é conformemente plana. No caso em que u = upgom, consideramos o produto
torcido GRHS com a base conforme a um espago semi-Euclidiano n—dimensional. E
uma métricas invariantes sob a a¢ado de um grupo de translagao (n—1)—dimensional.
Mais precisamente, considere a métrica semi-Euclidiana (go);; = €;0;; em coorde-
nadas locais, xp = (21, ...,x,) de R", onde ¢; = £1. Para uma escolha arbitréaria de

um vetor nao nulo v = (vy, ..., v,) € R™ definimos a funcdo ¢ : R” — R dada por

n
g(xh "'71‘71) - Zvixiv
i=1

e procuraremos por fungoes suaves h, f, ¢ : (a,b) C R — R, f, o > 0 tais que as
fungoes compostas h = ho&, f = fo&,p=po&: &Y a,b) — R, satisfazem (1-8)

com M = £7(a,b) x F™ e tensor métrico

1
g= EQO + fgr. (3-6)

O proximo resultado nos dd uma condigao necessaria e suficiente para a
existéncia de produto torcido GRHS com base conforme a um espaco semi-Euclidiano
invariante pela acdo de um (n — 1)— dimensional grupo de translacdo quando

U= U OT.
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Teorema 3.6. (R" x; F™ g, h,u = up o7, \) equipado com o tensor métrico (3-6)
¢ um GRHS com aplicagao u nao constante, e constante de Einstein da fibra o se,
e somente se, as funcoes f = fo& h=ho& p=po& u=uo verificam o

sistema abaizo:

. ﬂn o f_// ﬂlil " 90/ r N2 _ _
( 2><p 7 2 g0f+h —1—290]1 a(u')* =0, (3-7)
QOH 90, 2 QOI f/ <‘0/
[; ~-p(Z) +mEL - —h’] o = 2, (35)
f// /f/ f/ 2 f/ ) A
Goog e (f) e o
lu” —(n— 2)%1/ + mu’f?/ - u’h’} ||v]|* = 0. (3-10)

Corolério 3.7. Sob as hipdteses do Teorema 3.6, se ||v||* = 0, entdo, a quintupla
(R™ x ¢ F™ g, h,u,\) € um GRHS steady e F™ € Ricci plana, isto é, A\ =0 e p = 0.

Quando u é uma funcao constante, o sistema de EDOs do Teorema 3.6 reduz
ao sistema estudado em [49].

No caso em que u = up o o, consideramos o GRHS produto torcido
(R™, ¢ %g0) x; (R™,77%gy) com a base e a fibra conformes aos espagos semi-
Euclidiano n—dimensional e m—dimensional respectivamente, e métricas invariantes
sob a a¢do de um grupo de translacao (n — 1)-dimensional e (m — 1)-dimensional
respectivamente. Desta maneira, de forma similar ao que fizemos com a funcao &,

definimos ¢ : R™ — R como

n+m

C(xn—i-la --')xn—&-m) = Z B’ixi7

i=n-+1

onde 8 = (Bnt1, - Butm) € um vetor nao nulo € xp = (Typi1, .oy Tpim) € R™.
Em seguida, obtemos condigoes para que as fungoes ho&, foé&, uo(, po
&, 7o ( satisfaga (1-8) com M = £~ !(a,b) x ("'(c,d) e tensor métrico

1 5 1
g = Ego + f ;go- (3-11)

Teorema 3.8. (R" x;R™, g, h,u = ur o0, \) equipado com o tensor métrico (3-11)
¢ um GRHS com u nao constante e constante de Einstein harmonica da fibra o se,

e somente se, as fungoes f = fo& h=ho& wo& u=wuo(,7o( verificam o
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sistema abaizo:

(n— 2)%/ — meN - Qm%f?/ +h" + Q%h’ =0, (3-12)
2
" ¢’ e f v, 2 A
Y _(n— r rl_ryp - - ;
[90 n 1>(<P) +m90f @ ]HUH ©?’ (3-13)
"0 f = (n = 2)¢'pf '+ (m = 1)(f')*0" = [ f* W] [[v]* + A f? a1
= |7 = (m=1) ()] 118112 = '
(m — 2)7?” —a(u)? =0, (3-15)
[T2u// — (m — 2)7’7”1@'] 18]]* = 0. (3-16)

Coroldrio 3.9. Sob as hipdteses do Teorema 3.8, se considerarmos ||v||* = 0, entdo
(R™ x;R™, g,h,u=uproo,\) éum GRHS steady, isto €, A =0, =0.

No que segue, descrevemos todas as solugoes do sistema dado pelo Teorema
3.8 quando A =0¢e o= 0.

Teorema 3.10. Considere A =0, o =0 em > 0 no Teorema 3.8, entdo (R™ x fR™, g)
¢ um GRHS steady se, e somente se, as fungoes (), (&), h(§), 7((),u(C) verificam

(a) Para|[v][>=0,8]]* =0

h(€) = / <90‘2 U (mf7”902 + stosO’f?/ — (n —2)pp")dE + 61Dd€ + ¢y,
(3-17)

ue) = /P2 ic +eo (318)

onde cy,co > 0,c3 € R.
(b) Para ||v||*> =0,]|8]1? = 1, a fungdo potencial () é definida por (3-17), e

7(¢) = ealer + (m — 2)Q) 7, (3-19)

V2 =3m+m2((—2+m)( +c1)log (=2 +m) + 1)
(=2+m)Va((=2+m)¢ +c1)? ‘

u(() =co = (3-20)

Estas solugoes estao definidas no semi-espago ¢ > _(7nci2)'
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(c) Para |[v]]* = L||B|]* =0, ou

( Ca

() = ——,
(Nigc—i_ b) Ny
(&) = %,
(Ni& + )M+ (3-21)

m— n—2)k—|—Ni

In(N+& +b),

/,/ ‘2 L(Q)dC + e,

onde cq,c5 > 0,k > 0,b e Ny sdo constantes com Ny = —k £ \/m + k2(n—1), ou

'%@) kf7'<§>,
f7<f>=¢<5>,
< (3-22)
(€)= [2(6) + m — k(n — 2
/ \/ (m=2)7" )dC + 3,

onde (&) e z(&) sao solugoes de

(L+1

T2+ k4 /m A+ K2 (n— 1))
(z(€)+k+\/m+k2n—1))

1

(&) =ce(2(§) + k— \/m—l—k2 (n—1))7
Z(€) = —c(2(8) + k —/m+ k2 (n — 1))

L12 ,
(3-23)
k

com fungdo z(€) ndao constante e constantes reais k,cs > 0 e a = T
m-+k<(n—

(d) Para||v||* = 1,||8]|* = 1, as fungoes (&), f(£), h(§) sao definidas pelo sistema
(3-21) ou (3-22), enquanto que as fungoes u(C) e 7(¢) sao determinadas pelas
equagoes (3-19) e (3-20).

3.2 Demonstracao dos principais resultados

Prova da Proposicao 3.1: Suponha que u pode ser representada como u = ugpom

ou u = up o g, entdo a partir da Proposicao 1.24 a equagao (1-8) torna-se
Hessh(X,V) = X(V(h)) = VxV(h) = aVu(X)Vu(V) =0,

para todo X € L(B) e V € L(F).

Segue entao do Teorema 1.1 em [26] que h = hg o 7.
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Agora, assuma a validade da equagao (3-1), entdo a equagao (1-8) aplicada

em X,V é equivalente a
0=Xg(X,V)=aVu(X)Vu(V). (3-24)

Note que o tensor métrico (1-2) aplicado a X,V é nulo.

Como u é nao constante, existe um campo L = X +V € L(B" x F'™),
(p,q) € B™ x F™ e uma vizinhanca V tal que Vu(X + V)Vu(X + V) # 0 em V,
entao

Vu(X)? + 2Vu(X)Vu(V) + Vu(V)* # 0, (3-25)
e a partir de (3-24) derivamos
Vu(X)? + Vu(V)? # 0. (3-26)

Portanto, ou Vu(X) # 0 ou Vu(V) # 0 em V. O

Prova do Teorema 3.2: Primeiramente, considere ©u = up o m. Combinando a

primeira equacao em (1-8) com (1-3), chegamos em

f

para todo X,Y € L(B). Agora, combinando a Proposi¢ao 35 de [57] e a segunda

Ricy, — —Hessg, f(X,Y) 4+ Hessg, (X, Y) —aV,u® V,,u(X,Y) = Agp(X,Y),
equagao de (1-8), temos que

Au= Ay up+ ?gB(VgBuB, Vo f)| o7 = gs(Vug, Vhg) o (3-27)

Denotando A, := A — g(Vw, V-) a equagao (3-27) torna-se
AWUB = 0,

o qual prova (3-2).
Seja V,W € L(F), entao a partir de (1-8) e (1-3) temos que

M2gr(V,W) = Ric,.(V,W)+ Hessh(V,W)
= (fApf+(m—=1)gs(Vf,V[))gr(V,W), (3-28)
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segue da expressao da conexao de métricas produto torcido que

Hessh(V.W) = V(W(h)) — (VyW)(h)
= —("VvW = fgr(V, W)V, f)(h)
= ng(V7 W)vng(h) (3‘29)

Substituindo (3-29) em (3-28) obtemos que Ric,, = ogr onde

0= fAgpf+ (m=1)|Vop [P+ Af* = [V, f(R). (3-30)

Portanto, F' é uma variedade de Einstein.
No caso em que u = up o ¢ basta combinar (1-8) e a Proposigao 1.24 que

obtemos

Ricy(X,Y) = Ricy, — %H@ssng(X, Y)
= M(X,Y)— Hessh(X,Y) 4+ aVu® Vu(X,Y)

para todo X,Y € L(B). Usando a métrica produto torcido a equagao anterior é

equivalente a
Ricy, (X,Y) — ?Hess% FX,Y) + Hessgyh(X,Y) = Ags(X,Y).
Por outro lado,

Ric,(V.W) = Xg(V,W) — Hessh(V,W) + aVu & Vu(V,W)
= Ricy, (VW) = (fApf + (m—=1)gs(Vf, Vf)) gr(V. W),

para todo V,W € L(F'). A partir da métrica produto torcido segue que

Ricy, (V,W) = aVy,u @ Vo u(V,W) = Af2gr(V,W) = fgr(V, W)V, f(h)
+ (fApf+(m—1)gs(Vf,Vf)) gr(V,W)
= (fAgef +(m = 1)V, fI* + Af?
Vs f(R))gr-

Considere a segunda equacgao de (1-8) com u = ugoo. A partir da Proposigao
35 de [57] derivamos

Au= Ay upoo=g(Vu,Vh)=0.
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Note que 9 = fA,, f+ (m—1)|V . fI?+ Af?— fV,, f(h) é constante em relagao a

fibra, logo (F™, gr) é uma variedade Einstein harmoénica e isto completa a prova. O

Prova do Teorema 3.4: (a) Suponha que u = up o m. Procedendo de maneira

andloga a prova do Teorema 3.2 chegamos em

m

Au= |Ajup + 7

98(Vysup, Vs f))| om = gs(Vug, Vhg) o, (3-31)

AWUB = O,

onde w = hg — mlog(f). Portanto, segue do Teorema 1.19 que up é constante, o
que implica que v = up o7 é constante. Sendo assim, (B™ x; F™, g, h,u,\) é um
gradiente Ricci soliton.
(b) Combinando (1-3) e (1-8), temos que
Agp(X,Y) — Hessy ,h(X,Y) + oV, u(X)V,,u(Y) = Ricy, (X,Y)

_ ?HessgB FIX,Y), (3-32)

9B

para todo X,Y € L(B). Agora, tomando o trago de ambos os lados da equagao
(3-32), obtemos que

mAg, f
.

A partir da hipétese, deduzimos que A, hp > 0. Logo, aplicando novamente o

Ay hp = n\ + a|ldr(Vu)||? — scal,, +

Teorema 1.19, segue que hp é constante, i.e., a funcao potencial h = hg om é
constante.

(c) Considere o operador eliptico de segunda ordem dado por

=() = A() = VA() +

Segue de (3-3) que

(f)=Q_TAfQ20.

Entao, como consequéncia direta de o principio do méximo (Teorema 1.19), tem-se

(1]

que f é uma funcao constante e isso conclui a prova. O

Prova do Teorema 3.6: Como o Teorema 3.2 fornece uma condigao necessaria e

suficiente para que o produto torcido (B™ x; F'™, g) seja um GRHS, vamos utilizar
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sua condicao de equivaléncia em conjunto com a abordagem de solucoes invariantes
para produzir as equagoes (3-7), (3-8), (3-9) e (3-10).

Primeiramente, para uma escolha arbitraria de um vetor diferente de zero
v=(vy,...,0,) € R" definimos £ : R" — R como &(x1,...,2,) = 0121+ -+ Upy.
Note que estamos assumindo ¢ = p(&), h = h(§), u = u(&) e f = f(&), sendo assim,

temos que
. / o ! h o h/ !
gpﬂ%’ - QO Vi, f,(Ei - f Ui, Ty Uy, uﬂ%‘ = U v;
R/ _en RN/ o
Paw; =P VU5, faw; = [ 005, Rae, =005 Uge, =u v

Agora, seja (B, gg) o espaco semi-Euclidiano dotado com a métrica conforme

g = © 2gy. Logo, a partir da Proposicao 1.9 segue que
. 1 2
Ricg, = E{(n = 2)pHessg, (@) + [PAg o = (n = 1| V| ]go}-

Usando a notagao tensorial Hessg,()(0;,0;) = (Hessg,(¥))i;, onde {0;}7, é uma

base ortonormal semi-Euclidiana, produzimos

(Hessgy ()i = ¢ vivy,

Ny = Y en(Hessg, (0 = ¢|l0lI,
k

Vool =Y eg?, = &lloll.
k

Portanto, o tensor de Ricci toma a seguinte forma

(Ricyy )i = %{m — )}, i) (3-33)

, 1
(Ricgp )ii = 7 {(n=2)p¢" (i) + [ |[V]]* = (n = 1)(¢ V[0l Plei},  (3-34)
para i = 1,2, ...,n. Fazendo uso da Proposigao 1.9 para calcular a Hess(h) em

relagao a métrica gg, temos
n
_ } : k
(HeSSQB(h))ij - hazil’j - Pijhﬂzk’
k=1

aqui os simbolos de Christoffel Ffj para distintos ¢, j, k sao dados por

Py Py, P

k __ i

T
e I, =—

k




3.2 Demonstracao dos principais resultados 81

Portanto,

(Hessgs ()i = haw, + ¢ (b, + Payhin) — 0561 > e Payha,
k

Uz‘Ujh” + (21)in — 5ij€i||1)||2)§0_1<p/h, (3—35)

Dy f =) @er(Hessgy () = [0 (f" = (n = 2)¢7 "¢ f). (3-36)
k

Por outro lado, conseguimos obter a expressao de V f(h), [V f|* e

(Vu ® Vu);; na métrica conforme gp através da Proposicao 1.9
Vs f(h) = (Vgp [, Vgsh) :902 ngf7$khvxk = ||U||2902f,h/7
k
Vo /I =0 D enfz, = l0IPe* (), (3-37)
2
(Vgptt @ V)i = Ugt e, = viv;(u')?.

Substituindo (3-34), (3-35) e (3-37), para ¢ = j, em (3-2) obtemos (3-8).
Agora, a partir de (3-33) e (3-35), para i # j, chegamos em
S0// 1z S0/ f/

¢’ 2
viv; | (n—2)— —m~— —2m—= + 1" + 21 — a( >:0.
]<( o Ty v f L )

Se existir 4, j, ¢ # j tal que v;v; # 0, entao obtemos

(n — Q)ﬂ - mf—,/ - 2m£/£ +h"+ 2£/h' —a(W)?=0
@ f ¢ f ¥

o qual é a equagao (3-7).

Agora, necessitamos considerar o caso v;v; = 0, Vi # j. Para isto, considere
ko fixado e vy, = 1, vy, = 0 para k # ky. Neste caso, substituindo (3-34), (3-35) e
(3-37) em (3-2) obtemos a equagao (3-8) para i # ko, isto é, v; = 0, e quando i = ky,
obtemos (3-7), isto é, vy, = 1.

Substituindo (3-36), (3-37) em (3-3) obtemos a equacao (3-9). Finalmente,
inserindo (3-36), (3-37) em (3-31) derivamos a equacao (3-10) e isto completa a

prova. 0

Prova do Teorema 3.8: De forma semelhante a prova do Teorema 3.6, basta
substituir as equagoes (3-33), (3-37) em (3-4) com i # j, que derivamos a equagao
(3-12), no entanto para produzir a equagao (3-13) é suficiente usar (3-34), (3-37) em
(3-4) com i = j.
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A partir do Teorema 3.2 sabemos que F' é uma variedade Einstein har-

monica, isto é

Ricg, — aV g, ug, @ Vg, U, = 09r, (3-38)

onde >0 e
DNgpf+(m =DV [P+ X2 = [V, f(h) = 0. (3-39)
Para uma escolha arbitrdria de um vetor nao nulo § = (f,...,3m), considere

7 :R™ — (0,00) e ¢ : R™ — R o fator conforme da fibra e a fun¢do invariante

por translagao, respectivamente. Como estamos assumindo u = u((), segue que
(Vorttgr @ Voplgy)ij = Uy g, = (W68 4,5 =1,..,m. (3-40)
Substituindo (3-37) em (3-39), temos que
L' f = (n=2)gof f' + (m = 1)(f)*0* = [ fPR] |I* + AfP = 0. (3-41)

Inserindo as equagoes (3-33), (3-34), (3-40) e (3-41) em (3-38) chegamos em

L[ f — (n=2) ' of f'+ (m — 1)(f")*@* — [ f*h] |[v]]> + Af?

3-42
@i -e

para i =7, e
7_//

(m — 2)7 —a(u)? =0, (3-43)

para ¢ # j. Note que (3-42) e (3-43) sao precisamente (3-14) e (3-15), respectiva-

mente. Finalmente, a partir do Teorema 3.2 (b) u é uma fungao harmonica, entao
Ay up = ZTng(Hesng(u))kk = |18 (" — (m — 2)7 ') = 0,
k
o qual corresponde a equagao (3-16) e isso conclui a prova. [

Prova do Teorema 3.10: (a) Tomando os parametros A = 0 e [|v||? = [|8]]> = 0

no Teorema 3.8 temos que

S0// " (’0/ f/ " g0/ ,
n—2)—-—m-—7—2m—=—+h" +2—h" =0, 3-44
( ) @ f o f @ (3-44)

!
(m—2)— — a(u)*=0. (3-45)
T

As equagdes (3-17) e (3-18) diretamente da integragao de (3-44) e (3-45).
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(b) Combinando os parametros ||3||* = 1, ||v||* = 0, A = 0 com o Teorema

3.8, temos que

™ _ (m—1) (7_/)2 =0, (3-46)

(m—2) — a(u)? =0, (3-47)

T

7u" — (m — 2)r7'u’ = 0. (3-48)

Integrando (3-46) e substituindo em (3-47) derivamos (3-19), ao passo que integrando
(3-46) e substituindo em (3-48) obtemos (3-20).
(c) Considere ||v||* =1, [|B8]||* = 0 e A = 0. Entao a partir das equagoes

(3-12), (3-13), (3-14) e (3-15) do Teorema 3.8, deduzimos

¢ /! 1 / / /
-2 —ml P 0
v

" f/ 2 f /ff/ / 14
(2 L

@ (n D(s@) +m90f @ " (3-49)
f'o*f = (n=2)'of f' + (m = 1)(f')*¢* — f'fo*h =0,

7_l/

(m — 2)7 —a(u)? =0.

\

As trés primeiras equagoes do sistema acima envolvendo ¢, f e h foram resolvidas
em [26]. Por outro lado, integrando a tltima equagao do sistema (3-49) obtemos a
equagao (3-21).

(d) Decorre imediatamente dos casos anteriores. 0J

3.3 Exemplos de GRHS produto torcido

Os proximos exemplos providenciam solugoes explicitas para os Teoremas
3.6 e 3.8.

Exemplo 3.11. No Teorema 3.6, considere ||v||* = 0, o espago Lorentziano (R™,g)
com coordenadas (x1,...,%y,), assinatura ey = —1, &, =1,V i > 2, e fibra (R™,0),

onde § é a métrica Euclidiana. Seja & = x1 + x9 e escolha k € R\ {0}. Entdo

f(g) = 6'%’ @(g) = ekfa U(E) = k¢,

e—QkEkl
2k

h(&)zg(Q—n—i—Bm—{—a)f— + ko
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define uma familia de GRHS steady geodesicamente completos em (R™, p=2g) X

(R™,6) com fungao potencial h, aplicagdo u e funcgdo tor¢ao f(veja se¢ao 3.2).
Exemplo 3.12. No Teorema 3.6, considere ||[v|[* =1, m,n =1 e escolha k € R com
k? > 1, entdo as funcoes

() = (m—k(n —2))In(f(€)), »(&) = f(©)*, u(§) =k,

f(g) = eV TS

Y

onde

E(z) = Z VX, com  vv; # 0,
i=1

definem um GRHS steady em (R",p~20) x; (R™,d) para todo &€ € R, onde 6 € a

métrica Fuclidiana padrao.

Exemplo 3.13. No Teorema 3.10 item (a) considere o espago Lorentziano (R", gy)

e (R™, g2), com coordenadas (xy,...,7,) € (Tpy1,--+, Tpnim) onde g = —dz? +
S, da? and go = —da? , + ZyiﬁQ da?. Let § = 11+ oy € ( = Tpy1 + Tnio. Entdo

FE) = ke, p(&) =ke™, 7(()=C*+1, A#£0, k>0

A e 248,
h(&)=(2—-n+3m+ a)§§ EYTEN +cs, cr,c8 €R,
- _\/5\/72+m\/1+g2 sinh=1(¢)
u(¢) = S +0cg, 9 ER,

define uma familia de GRHS steady geodesicamente completos em (R™, ¢ ™2g;) X

(R™, 772g5) com funcao potencial h, aplicagio u e funcio tor¢ao f(veja secao 3.2).

Exemplo 3.14. No Teorema 3.10 item (c) considere k = 1, uma constante nao zero
2(€), a base sendo (R?, go) e (R3, g) a fibra Lorentziana com coordenadas (yi,ya,y3)

e ( =1y + yo. Entao, obtemos que

©(&) = s
S 7(¢) = e,
1= u(¢) = ‘i,

h(E) = —4In(§ + ),

descreve uma familia de GRHS steady definido no semi-espago & > —b.
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A fim de provar a completude dos Exemplos 3.11 e 3.13 utilizaremos como

conceito de completude o dado na Defini¢ao 1.4.

Prova da Completude do Exemplo 3.11: Dada uma curva v in M X ¢ F', podemos
escrever ¥(s) = (vg(s),vr(s)), onde vg = mo vy e yp = o0 o ~. Fazendo uso da
Proposicao 1.25, obtemos uma condicao necessaria e suficiente para que a curva 7y
seja geodésica. Desta forma, procedendo de maneira similiar ao que foi feito em
[61] e [56], vamos agora provar que o GRHS definido no Exemplo 3.11 é completo
mostrando que qualquer geodésica v(s) = (yg(s),vr(s)) estd definida para todo
t eR.

Considere (R", g) sendo o espago Lorentziano com coordenadas (z1, ..., z,)

e assinatura e; = —1, ¢, =1,V i > 2. Seja k € R\ {0} e fungoes dadas por

F =€ (&) =€, u§) =k
G_Qkfkl
2k

Defina gp := ¢ 2 = e ?**g, entdo o gradiente V,, f torna-se

h(f):§(2—n—l—3m—l—a)§— + k.

Vo f = ( — kePr ke 0, ,O).

Seja 7(s) = (va(s),7r(s) uma geodésica tal que 5(s) = (i (5),....un(s)) e
YE(S) = (Yns1(S), -+ -, Yntm(s)). Segue da Proposigdo 1.25 que a curva 7y(s) é uma
curva geodésica de (R™, gg) X s (R™, 0) se, e somente se, o sistema de equagbes abaixo

for satisfeito

([ y(5) = —kO(vfe, o) etk ()00, (D)
Y3 (s) = ko (e, ) eIt (1)
y'(s) =0, para re{3,...,n}, (I11)

| 00(5) = —2kW(9) + h(o)luin(s), para D€ {L...mb (V)

Integrando a soma das equagoes diferenciais (I) e (II) e substituindo em

(IV), obtemos a equagao diferencial ordinéria linear de segunda ordem abaixo
Ynii(s) 4+ 2keryl . (s) =0 paracada [e€{l,...,m}, c €R, (3-50)

cujas solugoes gerais y,1(s) estao definidas em toda a reta real R. Integrando (III)

chegamos em y,(s) = c5, + ¢S, para cs,, cs, € R, cujo dominio também ¢é toda
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a linha real, entdo sé é necessario provar que as solugoes de (I) e (II) também sao
definidas em todo R.

Resolvendo a equagao diferencial (3-50) e substituindo em (I) obtemos que
y/(s) é constante, portanto, y;(s) estd definido em todo R. Exceto por questoes de
sinal, o mesmo acontece com ys(s). Portanto, todas as geodésicas 7(s) estao definidas

em toda reta real. O

Prova do Completude do Exemplo 3.13: Seja (R", g1) e (R™, g) sendo o espagos

semi-euclidianos padrao como no Exemplo 3.13. Tome A € R\ {0}, k£ > 0 e considere

as fungoes
A6 =K', F(E) = ke, hO) = -ntdmta)he-C T e, ek,
(§]

r(Q) =41, u) = YRCEIYUCETO L e R

V(142

onde f,p, h estdo definidas em (R", g1) e 7,u sdo definidas em (R™, gs).

Na métrica conforme gp := p~2g; = k~2e 24¢g,, o gradiente V,, f é dado

por
n n n
Vo f = Z 95 f2.0r = Z 02, 0rs [0 = Z k3 Aev,e34€0,.
r,s=1 r,s=1 s=1
Como vy =ve=1,v;, =0, parai >3, ee; = —1, g, =1, para i > 2, obtemos

Vo f = ( — B3 A48 k3 A48 0, . .. ,O).

Entéo, considerando 75(s) = (51(5), . .-, 4 (5)) © 16(5) = (Wns1(5), - Ynom(s)) na
Proposicao 1.25, temos que

[ Yi(s) = =k Agr(vp, Y, Jet A0, (1)
Y5 (s) = k*Agr (v, v, et AW 1T, (II)
y'(s) =0, para re€{3,...,n}, (IIT)

( Ynsa(8) = —2A[1(s) + 45(9)]yna(s), para le{l,....m}.  (IV)

Somando as equagoes diferenciais (I) e (IT) chegamos em y{(s) + y5(s) = 0, entao

por integracao chegamos em

vi(s) +ua(s) =c1, yi(s) +yp(s) =cs+c, e €R. (3-51)
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Substituindo (3-51) em (IV), obtemos a equacdo diferencial ordindria linear de

segunda ordem
Ynoi(s) + 241y, (s) =0 paracada [e{l,...,m},
cujas solugoes gerais sao

€3, + €448, se cp =0,
Ynti(s) = (3-52)
31+ cage 295 sec; # 0.

onde c3y,¢q; € R. Portanto, para cada | € {1,...,m}, as fungoes y,(s) sao
definidas em toda a reta real R. Observe que as solugdes de (III) sdo dadas por
Yr(8) = ¢5+Cor8, onde ¢, ¢ € R, cujo dominio também ¢ a reta real. Finalmente,
para concluir basta provar que as solugoes de (I) e (IT) estao definidas em todo R, e
para isso vamos expressar gr(vp, 7r) em funcio dos parametros s. Como gp = 7 2¢s,

Brt1 = B2 =1, Bpy;j =0, para j > 3, e epq1 = —1, €4, = 1, para j > 2, obtemos

gr(Ve, ) = T(Covr) e(vE, V)

= 7(Co VF)_2 [_y;+1(3>2 + y:@+2(3)2 + - '?J;I+m(3)2]
1

- ((Yn41(S) + Ynt2(s))? +1)2 [~ Yns1(8)" + Ynia(8)* + - U (5)7]

substituindo (3-52) em (I), temos que

yi/<8) = —]C4A [(67,1 + C7,26_2Acls)2 + 1} - X

[—Cg,l -+ 0512 4+ 4 Cér] 6—4Ac1s€4A(y1(8)+y2(5))’

onde ¢71,C72,C81,C82,...,C8, € R.
Agora, a partir de (3-51) chegamos em
" o —2Ac15\2 —2 _4Acis 4A(cis+e
yi(s) = con [(07,1 + cr2€ 19)° + 1} e 15gdA(crster)
—2Ac15\2 -2 44c
= (91 [(07,1 + cr0e” T0) £ 1] et

_ -2
= (10,1 [(07,1 + c7.2€ 2Acls)2 + 1} o1, 10,1 € R.

Note que ¥} (s) é suave em todos os pontos e tem uma derivada limitada. De fato,

-2

()] = [t [(ens + erae™49%)2 4 1] %) < Jeroal.
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Portanto, o sistema definido por

yils) = z1(s),

<
Zi(s) = [<C771 + 67726—214618)2 + 1] 7

possui solugdes cujo dominio é R. Exceto para o sinal, o0 mesmo ocorre para ys(s).
Assim, todas as geodésicas v = (yp,7r) estao definidas em toda a reta real, o que
significa que

(Rna ()07291) Xf (Rmv 7-7292)

¢é geodesicamente completo. U



Consideracgoes Finais

Neste trabalho estudamos estruturas gradiente Einstein-type do ponto de
vista de subvariedades em produto torcido, onde conseguimos condi¢oes necessarias
para existéncia (ou nao existéncia) de imersdes minimas, umbilicas ou totalmente
geodésicas, além de resultados de rigidez com a esfera Euclidiana. Quando escolhe-
mos a funcao potencial como sendo a funcao altura da imersao, obtemos resultados
de trivialidade para a fungao potencial e o mapa u, reduzindo assim a estrutura gra-
diente Eintein-type em estruturas mais simples extensamente estudadas. Além disso,
classificamos estruturas gradiente Einstein-type rotacionais em produto torcido com
a fibra sendo um espaco forma e funcao potencial dada pela altura. Tal classificagao
nos permitiu construir exemplos de estruturas gradiente Einstein-type rotacional-
mente simétricas em R3. Finalmente, consideramos um caso particular de estruturas
gradiente Einstein-type que sao os GRHS e construimos infinitos exemplos steady
geodesicamente completos utilizando como ferramenta os espagos produto torcido e
técnicas de solugoes invariantes. Aqui, vale ressaltar que diferentemente dos gradi-
ente Ricci solitons, nem todas as equacoes de estrutura ficam definidas somente na
variedade base, no nosso caso o mapa u pode estar definida na variedade fibra. Ainda
em relacao aos exemplos de GRHS steady com mapa u nao constante construidos
neste trabalho, ¢ importante mencionar que estes estao fora da classificacao dada
por Meng Zhu em [66], pois o autor considera GRHS Riemanniano, enquanto que
consideramos o caso semi-Riemanniano na construgao dos exemplos.

Acreditamos que ainda ha muito o que estudar, pois existe alguns questiona-
mentos em aberto em relagao ao que fizemos e que gostariamos de tentar responde-los

em trabalhos futuros. Algumas destas seriam:

e Quando estudamos estruturas gradiente Einstein-type imersas em um produto
torcido com base unidimensional, fixamos a funcao potencial como sendo a
funcao altura. Caso a funcao potencial nao seja fixada, conseguiriamos obter
alguma rigidez nesta funcao?

e No caso em que VA for um campo qualquer, em que condigoes um Ricci-

harmonico soliton compacto seria gradiente?
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e No capitulo 3, utilizamos uma reducao pela acao de um grupo de translacao
com o intuito de obter solugoes explicitas para a Equacdo (1-8) invariantes
por translacao. Sendo assim, se considerarmos uma ac¢ao de um grupo pseudo-

ortogonal ainda assim obteriamos solucoes explicitas?

Em relagao a propostas de trabalhos futuros e/ou em andamento, temos as

seguintes

e Estudar o comportamento geométrico de bolas geodésicas de estruturas gra-
diente Einstein-type imersas em um produto torcido.

e Estudar relacoes envolvendo a curvatura média e a curvatura gaussiana de
estruturas bidimensionais gradiente Einstein-type imersas em I x; Q(c). Por
exemplo (K + H = cte).

e Validade da desigualdade de Hitchin-Thorpe para estruturas Einstein-type

compactas, ou produto torcido com base compacta (Em andamento).
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