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Resumo

Batista, Elismar. Sobre Estruturas Gradiente Einstein-Type Produto Tor-
cido. Goiânia, 2022. 95p. Tese de Doutorado Programa de Pós-Graduação
em Matemática, Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade Fed-
eral de Goiás.

Neste trabalho, estudamos estruturas gradiente Einstein-type imersas em um espaço

produto torcido de um intervalo I e uma variedade Riemanniana M, com função po-

tencial h dada pela função altura. Primeiramente, obtivemos condições para que uma

estrutura gradiente Einstein-type imersa no referido produto torcido seja mı́nima,

totalmente umb́ılica ou totalmente geodésica. Além disso, fornecemos resultados de

trivialidade para a função potencial h e obtemos condições para que uma estrutura

gradiente Einstein-type seja quasi-Einstein. Em seguida, caracterizamos as hiper-

superf́ıcies rotacionais possuindo uma estrutura gradiente Einstein-type em espaços

produto com base real e fibra dada por um espaço forma. Estudamos também ca-

sos particulares de estruturas gradiente Einstein-type em espaços produto torcido, a

saber, gradiente Ricci-harmônico solitons (GRHS). Neste caso, provamos resultados

de trivialidade para as funções potencial e torção quando estas atingem um máx-

imo ou mı́nimo. Finalmente, fornecemos uma famı́lia não-enumerável de exemplos

geodesicamente completos não triviais de GRHS considerando a base e a fibra de

um produto torcido conforme a um espaço semi-Euclidiano invariante sob a ação de

um grupo de translação de codimensão um.

Palavras–chave

Estruturas gradiente Einstein-type; Produto torcido; Trivialidade; Rigidez;

Gradiente Ricci-harmônico soliton.



Abstract

Batista, Elismar. On structures Gradient Einstein-type Warped Prod-
uct. Goiânia, 2022. 95p. PhD. Thesis Programa de Pós-Graduação em
Matemática, Instituto de Matemática e Estat́ıstica, Universidade Federal
de Goiás.

In this work, we study gradient Einstein-type structures immersed in a warped

product space of an interval I and a Riemannian manifold M, with a potential

function h given by the height function. First, we obtained the necessary conditions

for an Einstein-type gradient structure immersed in a warped product to be minimal,

totally umbilic or totally geodesic. In addition, we provide triviality results for the

potential function h. Next, we characterize the rotational hypersurfaces having a

gradient Einstein-type structure in warped product, where the fiber is a space form.

We also study particular cases of gradient Einstein-type structures in warped product

spaces, namely, gradient Ricci-harmonic solitons (GRHS). In this case, we prove

triviality results for the potential and warped functions when they reach a maximum

or minimum. Finally, we provide a family non-enumerable of non-trivial geodesically

complete examples of GRHS considering the base and fiber of a warped product

conformal to a semi-Euclidean space invariant under the action of a translation

group of codimension one.

Keywords

Gradient Einstein-type; Warped Product; Triviality; Rigidity; Gradient

Ricci-harmonic soliton.
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Introdução

A investigação de fenômenos ŕıgidos e topológicos tem sido um tópico central

e amplo no estudo da geometria Riemanniana. Neste sentido, a busca por uma

métrica com caracteŕısticas especiais em uma variedade qualquer, tornou-se um

problema clássico de geometria no último século, em especial métricas com curvatura

seccional constante. Neste contexto, um problema clássico bastante estudado nos

últimos anos foi a geometrização de Thurston, sendo esta, conjecturada por William

Thurston em meados dos anos 80.

A conjectura de Thurston propôs uma caracterização completa das estru-

turas geométricas em variedades tridimensionais, ela pode ser considerada como um

análogo do teorema de uniformização para superf́ıcies. Tal caracterização indica que

todas as variedades tridimensionais admitem um certo tipo de decomposição ge-

ométrica envolvendo oito geometrias especiais, agora chamadas de Thurston model

geometries. A conjectura da geometrização de Thurston implica outras conjecturas

bem conhecidas, em especial a conjectura de Poincaré, formulada por Henri Poincaré

em 1904.

Quase um século se passou entre a formulação destas conjecturas e sua

solução dada pelo matemático russo Grigori Perelman, anunciada em preprints

postados no ArXiv.org em 2002 e 2003. Perelman em sua solução fez uso da teoria

do fluxo de Ricci bastante estudada por Richard Hamilton em 1982 [43].

O fluxo de Ricci é a equação de evolução geométrica o qual se inicia com

uma métrica Riemanniana g0 sob uma variedade suave Mn cuja a métrica evolui

segundo a equação  ∂
∂t
g = −2Ricg;

g(0) = g0,

onde Ricg é o tensor de Ricci na métrica g. A fim de compreender o comportamento

do fluxo de Ricci é interessante estudar algumas soluções especiais, a saber, os Ricci

solitons, os quais são soluções auto-similares do fluxo de Ricci. Os Ricci solitons

desempenharam um papel extremamente importante no estudo do fluxo de Ricci e

na conjectura de Poincaré, ver [40]. Para obter mais detalhes sobre os Ricci solitons,

consulte [18, 23, 45].
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A principal dificuldade para entender o comportamento do fluxo de Ricci em

uma variedade Riemanniana são as singularidades causadas pela evolução do fluxo.

Nesta direção, R. Müller em [55] introduziu o fluxo de Ricci-harmônico com intuito

de diminuir tais dificuldades. Ainda que o fluxo de Ricci-harmônico aparente ser um

sistema mais “complexo” do que o fluxo de Ricci, ele realmente se comporta melhor

no sentido de que é menos singular. Além disso, muitos conceitos e resultados que

valem para o fluxo de Ricci também valem para o fluxo de Ricci-harmônico podendo

ser consultados em [22, 42, 52, 63, 65] e suas referências.

Sejam (Mn, g(t)) uma variedade n-dimensional equipada com uma famı́lia

de métricas semi-Riemanniana g(t), e (Nk, gN) uma variedade k-dimensional com

uma métrica semi-Riemanniana fixa e u : M → N uma aplicação suave. O fluxo de

Ricci-harmônico é a combinação do fluxo de calor do mapa harmônico definido por

Eells e Sampson [33] e o fluxo de Ricci estudado por Hamilton. Desta forma, Müller

introduziu o fluxo de Ricci-harmônico como:
∂g

∂t
= −2Ricg(t) + 2α(t)∇u(t)⊗∇u(t);

∂u

∂t
= τg(t)u(t),

(0-1)

onde α(t) ≥ 0 só depende do tempo, ∇u(t) ⊗ ∇u(t) = u(t)∗gN é o pull-back da

métrica gN via u(t) e τg(t)u(t) é o campo de tensão de u(t) com respeito à métrica

g(t).

De forma análoga ao fluxo de Ricci, as soluções auto-similares do fluxo de

Ricci-harmônico são importantes para compreender o comportamento do fluxo. Uma

solução especial são os gradiente Ricci-harmônico solitons (GRHS).

Em resumo, uma variedade semi-Riemanniana (Mn, g) é um gradiente Ricci-

harmônico soliton, se esta satisfizer o sistema abaixo{
Ricg +Hessh− α∇u⊗∇u = λg;

τgu− g(∇u,∇h) = 0,
(0-2)

para alguma função diferenciável h e constantes λ, α, onde τgu = tr(∇du) denota o

campo de tensão de u, sendo que u neste caso é uma aplicação de (Mn, g) em uma

variedade arbitrária (Nk, gN).

O estudo das propriedades geométricas e anaĺıticas desses solitons e suas

generalizações são importantes para a compreensão do comportamento do fluxo de

Ricci e do fluxo de Ricci-harmônico.

Em [60] Homare Tadano obteve resultados de trivialidade para a função

potencial no caso compacto, isto é, provou condições necessárias e suficientes para
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que um GRHS compacto seja Einstein harmônico. Neste sentido, consideramos

GRHS produto torcido com a base compacta e encontramos condições necessárias

para que este seja trivial, isto é, com função potencial constante. Vale observar que

produto torcido com a base compacta não necessariamente é compacto. Ainda no

contexto de trivialização, surge um questionamento interessante, em que condições a

aplicação u é constante? Observando (0-2) teŕıamos que uma resposta imediata a esta

pergunta seria considerar M compacta e u uma função real. Neste caso, a segunda

equação de (0-2) define o drift laplaciano de u, logo, o prinćıpio do máximo garante

que u é constante. Quando M não for necessariamente compacta, Meng Zhu em [66]

provou que GRHS shrinking ou steady são gradiente Ricci solitons sempre que a

variedade (Nk, gN) possuir curvatura seccional limitada superiormente por α/n. Por

outro lado, consideramos GRHS produto torcido com base compacta e obtivemos

um resultado de trivialidade para a aplicação u. Além disso, encontramos condições

necessárias para que um GRHS produto torcido seja um produto Riemanniano

padrão, isto é, com função torção constante.

Uma das principais dificuldades no estudo de soluções solitons de fluxos

geométricos é encontrar exemplos expĺıcitos de tais estruturas. Reto Müller em [54]

além de definir os GRHS também forneceu dois exemplos de GRHS considerando

a esfera Euclidiana bidimensional, e uma superf́ıcie de gênero ≥ 2 com curvatura

de Gauss K = −1. Em ambos exemplos u é dada pela identidade. Assim sendo,

neste trabalho conseguimos construir uma famı́lia não-enumerável de exemplos

geodesicamente completos de GRHS não triviais com u diferente da identidade,

não presentes na literatura até então. Para tal, utilizamos espaços produto torcido

e métricas conformes invariantes sob a ação de um grupo de translação.

Alguns solitons perdem propriedades triviais quando estendemos o espaço de

soluções, por exemplo, todo Ricci solitons compacto é gradiente veja [40]. Enquanto

que para que um almost Ricci soliton seja gradiente, alguma condição adicional deve

ser considerada, como mostra Barros et al. em [9, 10]. O mesmo acontece quando

comparamos gradiente Ricci solitons compactos com gradiente almost Ricci solitons

compactos. Enquanto que o primeiro possui curvatura escalar constante quando

λ ≤ 0, o segundo não possui a mesma consequência de forma imediata veja [34] e [8].

De forma análoga aos Ricci solitons, uma extensão no espaço de soluções dos GRHS

pode proporcionar uma geometria mais “rica”, isto é, considerar λ como uma função

não necessariamente constante, bem como outras generalizações de GRHS podem

fornecer uma visão ampla e completa de tais estruturas. Nesta direção, estudar

estruturas que generalizam ambos os solitons apresentados acima pode contribuir

para o entendimento da maioria dos fluxos geométricos estudados recentemente. Com

este intuito, Anselli et al. em [5] definiram as estruturas gradiente Einstein-type.
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Sua importância se dá pelo fato de generalizar muitas outras estruturas bastante

conhecidas, além de poderem ser obtidas através de uma deformação conforme de

uma variedade Einstein harmônica, a qual será definida no decorrer do trabalho.

Dizemos que uma métrica g em uma variedade Riemanniana Σ possui

uma estrutura gradiente Einstein-type se existem funções diferenciáveis h, µ, λ e

u : Σn −→ Nk, satisfazendo o sistemaRicug +Hessh− µdh⊗ dh = λg

τgu = du(∇h),
(0-3)

onde

Ricug := Ricg − αu∗〈, 〉N .

No que diz respeito à geometria de uma estrutura gradiente Einstein-type, é

posśıvel estudá-la de dois pontos de vista diferentes, a saber, a geometria intŕınseca

e a geometria das subvariedades. Do ponto de vista intŕınseco, Anselli et al. em [5]

obtiveram vários resultados para as estruturas gradiente Einstein-type introduzindo

o conceito de u−curvaturas. Nesse sentido, realizando uma deformação conforme

de uma métrica Einstein harmônica, os autores obtiveram uma solução de (0-3),

para n ≥ 3 e µ = −1/(n − 2). Além disso, eles forneceram fórmulas básicas para

estruturas gradiente Einstein-type compactas, a fim de derivar resultados de “gap”

e rigidez.

Do ponto de vista da geometria das subvariedades, existem alguns trabalhos

interessantes e importantes desenvolvidos nas últimas décadas sobre os Ricci solitons

e almost Ricci solitons. Por exemplo, Chen, Bang-Yen e Deshmukh obtiveram uma

classificação de Ricci solitons com campo vetorial potencial concorrente. Em seguida,

eles forneceram uma condição necessária e suficiente para uma imersão isométrica

ser um Ricci soliton em uma variedade equipada com um campo vetorial concorrente

[21]. Barros et al. em [11] estudaram as condições e obstruções para uma imersão

isométrica de um almost Ricci soliton em uma forma espacial ser mı́nima, totalmente

umb́ılica ou totalmente geodésica. Além disso, eles obtiveram alguns resultados de

rigidez quando a imersão é compacta. Abdênago Barros et al. provaram em [10]

que um almost Ricci soliton compacto com tensor de Ricci Codazzi, é isométrico à

esfera Euclidiana, tendo a função altura como função potencial. Aquino et al. em [6]

estudaram gradiente almost Ricci solitons imersos em espaços de curvatura constante

Mn+1 ⊂ Rn+2, onde a função potencial é dada pela função altura do soliton associada

a uma direção fixa em Rn+2. Portanto, um questionamento interessante e natural

seria o que aconteceria caso imerǵıssemos uma estrutura mais geral que almost Ricci

solitons em espaços forma? E se ao invés de espaços formas, utilizássemos uma classe
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mais ampla de espaços? Os trabalhos acima citados nos fornecem uma excelente

motivação para estudarmos estruturas Einstein-type onde a função potencial é

dada pela função altura. Além disso, para estender os trabalhos anteriores a uma

classe maior de espaços ambientes, seria conveniente considerar as imersões em

uma famı́lia de variedades suficientemente grande, incluindo espaços de curvatura

seccional constante. Uma métrica natural, que inclui tais espaços são as chamadas

métricas produto torcido definidas pelo O’Nell [15]. As métricas produto torcido já

provaram ser um ambiente excelente para obter uma ampla gama de propriedades

geométricas distintas para imersões (veja [3, 17, 24, 25, 28]).

A tese está organizada como segue: no caṕıtulo 1 apresentamos as definições,

notações e ferramentas necessárias para o restante do trabalho. No caṕıtulo 2,

estudamos estruturas gradiente Einstein-type imersas em um espaço produto torcido

do tipo M
n+1

= I ×f Mn, com função potencial dada pela função altura h =

πI ◦ φ, sendo que φ é uma imersão isométrica φ : Σn −→ M
n+1

, I ⊂ R, Mn

uma variedade Riemanniana e f : I −→ (0,∞) uma função suave estritamente

positiva. Primeiramente, investigamos as condições para que uma estrutura gradiente

Einstein-type imersa em um produto torcido seja mı́nima, totalmente umb́ılica ou

totalmente geodésica. Em seguida, fornecemos resultados de trivialidade para a

função potencial h e a aplicação u. Finalmente, caracterizamos as hipersuperf́ıcies

rotacionais possuindo uma estrutura gradiente Einstein-type em R ×f Q(c)n, onde

Q(c) é um espaço forma de curvatura seccional c ∈ {−1, 0, 1}.
Finalmente, no caṕıtulo 3, estudamos gradiente Ricci-harmônico solitons

em espaços produto torcido. Primeiramente, provamos resultados de trivialidade

para as funções potencial e torção quando estas atingem um máximo ou mı́nimo.

Além disso, fornecemos exemplos não triviais de GRHS considerando a base e a

fibra de um produto torcido conforme a um espaço semi-Euclidiano invariante sob

a ação de um grupo de translação de codimensão um. Essa abordagem nos permite

produzir infinitos exemplos de gradiente Ricci-harmônico solitons semi-Riemanniano

geodesicamente completo não presentes na literatura.



CAṔITULO 1
Preliminares

Neste caṕıtulo, faremos uma breve abordagem de algumas noções básicas

de geometria semi-Riemanniana, além de elencar resultados fundamentais para o

bom entendimento do trabalho. Por motivo de comodidade, alguns resultados terão

sua prova omitida, no entanto, serão referenciados no decorrer do trabalho. Mais

detalhes podem ser conferidos em [14, 30, 37, 57]

1.1 Métricas Semi-Riemannianas

Seja b uma forma bilinear simétrica em um espaço vetorial V e W um

subespaço de V , então

Definição 1.1. O ı́ndice ι de uma forma bilinear simétrica b em V é o maior inteiro

que é a dimensão de um subespaço W ⊂ V no qual b|W é negativa definida.

Definição 1.2. Um tensor métrico g em uma variedade diferenciável M é um (0,2)-

tensor simétrico não degenerado em M de ı́ndice constante.

Em outras palavras, um tensor métrico g sobre M é uma aplicação que

associa a cada ponto p ∈ M uma forma bilinear simétrica não degenerada em TpM

com ı́ndice constante ι, ∀ p ∈M.

Definição 1.3. Uma variedade semi-Riemanniana é um par (M, g), em que M é uma

variedade diferenciável e g é uma métrica sobre M.

Note que se ι = 0, então M é uma variedade Riemanniana, ou seja, cada

g é um produto interno (definido positivo) em TpM para cada p em M. Se ι = 1 e

n ≥ 2, então M é uma variedade Lorentziana.

Em um sistema de coordenadas locais (U, x) em torno de p ∈ M, as

componentes do tensor métrico g são

gij = g(∂i, ∂j).
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Como g é não degenerada, segue que a matriz (gij(p)) é invert́ıvel em todo

p ∈ M e sua inversa será denotada por (gij(p)). Em um sistema de coordenadas

locais, temos que

g =
∑
ij

gijdxi ⊗ dxj

.

Em um sistema de coordenadas, a conexão de Levi-Civita ∇ é definnida por

∇∂i∂j =
∑
k

Γkij∂k,

onde as funções Γkij são os śımbolos de Christoffel da conexão, dados por

Γkij =
1

2

∑
l

glk
{
∂igjl + ∂jgil − ∂lgij

}
.

Definição 1.4. Uma variedade semi-Riemanniana na qual cada geodésica é definida

em toda a reta real é considerada geodesicamente completa, ou apenas completa.

Definição 1.5. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com conexão Levi-Civita

∇. A aplicação R : X(M)3 −→ X(M) dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

é um (1,3)-tensor em M chamado de tensor curvatura de Riemann de M.

A partir do tensor de Riemann podemos definir o tensor de Ricci e a

curvatura escalar

Definição 1.6. Seja R o operador curvatura de Riemann de (M, g). O tensor de Ricci

é definido como

Ric(X, Y ) = traço
{
Z −→ R(X,Z)Y

}
,

onde X, Y ∈ X(M).

Definição 1.7. A curvatura escalar de uma variedade semi-Riemanniana (M, g),

denotada por scalg é definida como a contração do Tensor de Ricci, ou seja,

scalg =
∑
k,l

gklRicg(Ek, El),

onde {Ei}ni=1 é uma base ortonormal de TpM.

Em uma variedade semi-Riemanniana M , existem generalizações naturais

dos conhecidos operadores diferenciais do cálculo vetorial em R3: gradiente, diver-

gente e Laplaciano.
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O campo gradiente de uma função f ∈ C∞(M) é dado pela identidade

〈∇f,X〉 = df(X), ∀X ∈ X(M).

Em termos de um sistema de coordenadas locais, o campo gradiente toma a forma

∇f =
∑
ij

gij
∂f

∂xi
∂j.

Considere um sistema de coordenadas locais (U, x) em torno de p ∈ M, e

{Ei}ni=1 uma base ortonormal de TpM , então os operadores divergente e laplaciano

podem ser definidos por

Div(X) =
∑
i

g(∇EiX,Ei)

e

∆f = Div(∇f).

Em um sistema de coordenas locais se X ∈ TpM, então existe ai tal que

X =
∑

i ai∂i para todo X ∈ X(M), então

Div(X) =
∑
i

∂ai
∂xi

+
∑
ij

ajΓ
i
ij,

e

∆f =
∑
ij

gij
( ∂2f

∂xi∂xj
−
∑
k

Γkij
∂f

∂xk

)
.

A aplicação linear hf : X(M) −→ X(M), definida por hf (X) = ∇X∇f, é chamada o

tensor Hessiano de f em M, e sua forma bilinear simétrica associada é o (0,2)-tensor

Hessf , dado por Hessf(X, Y ) = g(hf (X), Y ). Note que

Hessf(X, Y ) = X(Y (f))− (∇XY )(f).

Em coordenadas locais,

Hessf(∂i, ∂j) =
∂2f

∂xi∂xj
−
∑
k

Γkij
∂f

∂xk
.

Quando (M, g) é o espaço semi-Euclidiano, gij = εiδij, com ε ∈ {−1, 1},
temos que as expressões em coordenadas locais do gradiente, da Hessiana e do

Laplaciano tornam-se
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

∇f =
∑

i εi
∂f

∂xi
∂i

Hessf(∂i, ∂j) =
∂2f

∂xi∂xj

∆f =
∑

i εi

(∂2f

∂x2
i

)
.

(1-1)

1.2 Métricas Conformes

Definição 1.8. Duas métricas semi-Riemannianas g e g em uma variedade M são

ditas conformes se existe uma função ϕ ∈ C∞(M) tal que

gp = ϕ−2gp,

para cada ponto p em M.

Logo

Proposição 1.9. Sejam (M, g) uma variedade semi-Riemanniana e ϕ ∈ C∞(M) uma

função positiva. Com respeito à métrica g = ϕ−2g, temos que:

(i) (∇f)g = ϕ2(∇f)g;

(ii) (Hessf)g(X, Y ) = (Hessf)g(X, Y ) +
X(ϕ)

ϕ
Y (f) +

Y (ϕ)

ϕ
X(f)

− g
(

(∇f)g,
(∇ϕ)g
ϕ

)
g(X, Y );

(iii) (∆f)g = ϕ2[(∆f)g − (n− 2)g((∇f)g, (∇ logϕ)g)];

(iv) Ricg = 1
ϕ2

{
(n− 2)ϕHessg(ϕ) + [ϕ∆gϕ− (n− 1)|∇gϕ|2]g

}
;

(v) (∇f)g ⊗ (∇f)g(X, Y ) = (∇f)g ⊗ (∇f)g(X, Y ).

Prova. Os itens (i), (ii) e (iii) podem ser conferidos em [7], enquanto que o item

(iv) está provado em [14], restando somente o item (v). Considere g = ϕ−2g, então

(∇f)g ⊗ (∇f)g(X, Y ) = g((∇f)g, X)g((∇f)g, Y )

= ϕ−2g((∇f)g, X)ϕ−2g((∇f)g, Y )

= ϕ−2g(ϕ2(∇f)g, X)ϕ−2g(ϕ2(∇f)g, Y )

= g((∇f)g, X)g((∇f)g, Y ).

�



1.3 Ação de Grupos 24

1.3 Ação de Grupos

Definição 1.10. Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferenciável. Um mapa

diferenciável µ : G×M −→M é uma ação à esquerda de G em M, ou uma G-ação,

se

(i) µ(1G, x) = x, para todo x ∈M ;

(ii) µ(g1, µ(g2, x)) = µ(g1g2, x) para todo g1, g2 ∈ G e x ∈M.

De maneira similar, podemos definir uma ação à direita como o mapa

µ : M ×G −→M satisfazendo a propriedades análogas a (i) e (ii) definidas acima.

Um exemplo clássico de ação de grupos de Lie é dado pela aplicação de matrizes não

singulares G = GL(n,R) em vetores do Rn dado por µ(A, x) = Ax, onde A ∈ G.

Definição 1.11. Seja µ : G ×M −→ M uma ação à esquerda de M e x ∈ M. O

subgrupo

Gx := {g ∈ G : µ(g, x) = x} ⊂ G

é chamado grupo de isotropia ou estabilizador de x em M, e

G(x) := {µ(g, x) : g ∈ G} ⊂M

é chamado órbita de x ∈ M. Quando G(x) = x dizemos que x é um ponto fixo da

ação.

Definição 1.12. Dizemos que uma ação é própria sempre que o mapa

G×M 3 (g, x) −→ (µ(g, x), x) ⊂M ×M

for próprio, isto é, se a pré-imagem de qualquer compacto também é compacta.

Definição 1.13. Seja µ : G×M −→M uma ação própria. Então G(x) é um órbita

principal se existe uma vizinhança V de x em M tal que para cada y ∈ V,Gx ⊂
Gµ(g,y) para algum g ∈ G.

O subgrupo
⋂
x∈M Gx é chamado o kernel da ação, se o kernel for trivial,

isto é
⋂
x∈M Gx = {1G} então dizemos que a ação é efetiva. Se ademas Gx = {1G}

para todo x ∈M dizemos que a ação é livre.

A ideia fundamental de uma ação de grupos é que cada g ∈ G determina

uma transformação de M , a saber µg : M −→M. Sempre que assumirmos que a ação

é diferenciável, as aplicações µg são difeomorfismos, e portanto µG := {µg : g ∈ G}
pode ser identificado com um subgrupo do grupo de difeomorfismo de M . Quando

M é uma variedade equipada com uma métrica Riemanniana h, uma ação em (M,h)
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é dita isométrica se µg é uma isometria de (M,h) para todo g ∈ G. Neste caso, a

métrica h é dita ser G−invariante e µG pode ser identificada com um subgrupo de

Iso(M,h). Se duas órbitas G(x) e G(y) possuem interseções não triviais então elas

são iguais. Isto nos garante que órbitas de uma G-ação em M formam uma partição

de M. Desta forma, podemos considerar o quociente

M/G := {G(x) : x ∈M},

chamado de espaço quociente da ação de G em M.

A depender das caracteŕısticas da ação as órbitas podem definir subva-

riedades em M.

Definição 1.14. Seja M uma variedade de dimensão (n + k). Uma folheação n-

dimensional de M é uma partição F de M em subvariedades imersas conexas de

dimensão n, chamadas folhas, tal que, para todo p ∈ M e v ∈ TpLp, onde Lp ∈ F
é a folha que contém p, existe um campo vetorial suave X em M com X(p) = v e

X(q) ∈ TqLq, para todo q ∈M.

A proposição a seguir relaciona órbitas da G−ação isométrica e folheações.

Proposição 1.15. ([2]) Seja µ : G ×M −→ M uma ação própria isométrica sobre

uma variedade Riemanniana M. Então, as órbitas G(x) da G-ação induzem uma

folheação de M. Além disso, é posśıvel reconstruir esta folheação tomando todas as

subvariedades paralelas a uma órbita principal.

No caṕıtulo 3 deste trabalho, consideramos um produto torcido com base

conforme a um espaço semi-Euclidiano (Rn, εiδij) invariante sob uma ação de grupos

isométrica, a qual induz uma folheação de (Rn, εiδij) em subvariedades de dimensão

n− 1, todas elas ortogonais a uma direção dada.

Seja (Mn, g) uma variedade semi-Riemanniana. Considere funções suaves

ξ : M −→ R e φ : R −→ (0,∞) de tal forma que a função composta φ ◦ ξ esteja

bem definida. Seja a métrica

gx = φ(ξ(x))−2gx

conforme à métrica g para todo x em M, em seguida, defina o seguinte conjunto

G := {f ∈ Iso(M, g) : ξ ◦ f = ξ}.

Note que G é um subgrupo de Iso(M, g), além disso, G age de forma isométrica em

M, induzida pela ação de Iso(M, g), veja [7]. Consequentemente, esta ação induz

uma folheação de (Mn, g).
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1.4 Imersão Isométrica

Definição 1.16. Sejam Mn e Nk variedades suaves. Uma imersão f : Mn −→ Nk é

um mapeamento suave tal que dfp é injetiva para todo p em Mn.

Se f : Mn −→ Nk for uma imersão, então k ≥ n e a diferença k − n é

chamada a codimensão da imersão f.

Definição 1.17. Sejam (Mn, g) e (Nk, gN) variedades Riemannianas. Uma imersão

f : Mn −→ Nk é isométrica se f ∗gN = g.

Seja f : Mn −→ Nk uma imersão isométrica, com o intuito de simplificar a

notação, podemos identificar cada ponto p ∈Mn com sua imagem f(p) ∈ Nk, assim

como cada vetor v ∈ TpM com sua imagem dfp(v) ∈ Tf(p)N. Desta forma, considere
M∇, N∇ as conexões deMn eNk respectivamente, então, paraX, Y campos vetoriais

locais em Mn, e X, Y suas respectivas extensões a Nk

B(X, Y ) =N ∇XY −M ∇XY

é um campo vetorial local em Nk normal a Mk (também conhecida como fórmula de

Gauss). É posśıvel provar que B é bilinear e simétrica, veja [30]. Agora estamos em

posição de definir a segunda forma fundamental, bem como as equações de Gauss

e Weingarten. Seja p ∈ M e η ∈ (TpM)⊥. O mapeamento II : TpM × TpM −→ R
dado por

II(x, y) = 〈B(x, y), η〉 x, y ∈ TpM,

é chamado segunda forma fundamental de f.

Proposição 1.18. Sejam Mn, Nk variedades Riemannianas e f : Mn −→ Nk uma

imersão isométrica. Para cada p ∈ Mn, sejam X, Y, Z,W ∈ TpM e η ∈ (TpM)⊥.

Então as seguintes equações são validas

(i) 〈AηX, Y 〉M = 〈η,B(X, Y )〉N = 〈−N∇Xη, Y 〉N = 〈−(N∇Xη)>, Y 〉M
( Equação de Weingarten),

(ii) 〈R(X, Y )Z,W 〉 = 〈(R(X, Y )Z)>,W 〉 + 〈AX,Z〉〈AY,W 〉 − 〈AY,Z〉〈AX,W 〉
(Equação de Gauss),

onde A : TMn → TMn denota o operador de forma de Mn com respeito a aplicação

de Gauss, e R, R são os tensores curvatura de Riemann de M e N respectivamente.

Prova. Veja [50]. �
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1.5 Fluxo do Calor de Mapas Harmônicos

Sejam (Mn, g) e (Nk, gN) duas variedades Riemannianas suaves. Mapas

harmônicos u : M −→ N são mapas extremos (ou seja, pontos cŕıticos no sentido

de cálculo de variações) para o funcional de energia

E(u) =

∫
M

|∇u|2dV.

Aqui, |∇u|2 = gij∇iu
l∇ju

l denota a densidade de energia local. Os mapas har-

mônicos generalizam o conceito de funções harmônicas e, em particular, incluem

geodésicas e superf́ıcies mı́nimas.

Um problema básico de existência para mapas harmônicos é o problema da

homotopia: existe uma aplicação harmônica u homotópica a uma dada aplicação

u0 : M −→ N? Infelizmente, a resposta pode ser negativa, como ilustram os

seguintes contra-exemplos. Lemaire em [51] provou que se u : B1(0) ⊂ R22 −→ S2

é harmônica e u|∂B1(0) ≡ const., então u tem que ser constante. Eells e Wood [32]

mostraram que se u : T2 −→ S2 é harmônica, então não pode ter grau ±1. Esses

exemplos indicam que os métodos variacionais diretos podem falhar, desta forma

Eells e Sampson [33] propuseram uma maneira diferente de atacar o problema da

homotopia em 1964. Eles introduziram o fluxo de calor do mapa harmônico, ou seja,

o fluxo L2- gradiente do funcional de energia acima. Sob este fluxo, um dado mapa

u0 : M −→ N é deformado de acordo com a equação de evolução ∂
∂t
u = τg(u)

u(0) = u0,

onde τg(u) é o campo de tensão de u. Usando sua abordagem de fluxo, eles obtiveram

uma resposta afirmativa para o problema da homotopia se a variedade N tiver

curvatura seccional não positiva. Os estudos de Eells e Sampson motivaram Hamilton

a estudar o fluxo de Ricci.

1.5.1 Interpretação Geométrica do Campo de Tensão

Considere o mapa suave u ∈ C∞((M, g), (N, gN)). Um mapa suave F

F : M × I −→ N é chamado uma variação suave de u se

F (x, 0) = u(x),
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para todo x ∈M. Consequentemente,

ut(x) = F (x, t), ∀ x ∈M, t ∈ I,

onde u0 = u. Quando consideramos a variação F de u em cada x ∈M fixado, então

ut(x) = F (x, t) : I −→ N define um curva suave em N, passando por u(x) em

t = 0. Consequentemente, o conjunto de vetores tangentes a essas curvas em t = 0,

denotado por

V (x) =
d

dt

∣∣∣
t=0
ut =

∂F

∂t
(x, 0).

Em outras palavras, V (x) define um campo de vetores suave ao longo de u. Desta

forma, se considerarmos o funcional de energia de uma variação suave, obtemos a

formula da primeira variação para o funcional de energia, dada por

dE(ut)(V ) =
d

dt
E(ut)

∣∣∣
t=0

= −
∫
M

gN(V, τgu)dvg.

Note que C∞((M, g), (N, gN)) é um espaço de Hilbert com a métrica L2, então

τgu = −∇E.
Em um sistema de coordenadas locais o campo de tensão pode ser visto

como:

(τgu)k = (∆uk) +
∑
i,j,α,β

gijNΓkαβ
∂uα

∂xi

∂uβ

∂xj
.

Desta forma, cada ponto cŕıtico do funcional de energia é chamado de mapa

harmônico, isto é, são mapas u, tais que τgu = 0. Se (M, g) = R, segue que os pontos

cŕıticos de E serão as geodésicas. Quando (N, gN) = Rm, então (τgu)k = (∆uk), logo,

cada ponto cŕıtico do funcional E é um mapa u tal que (∆uk) = 0. Se u for uma

imersão de M em N, então τgu = tr(II), onde II é a segunda forma associada

a u. Sendo assim, pontos cŕıticos de E equivalem a imersões mı́nimas. Finalmente,

podeŕıamos interpretar fisicamente τgu como o campo que mede a variação da energia

desprendida pelo mapa u ao deformar os pontos de M em N.

1.6 Prinćıpio do Máximo

O prinćıpio do máximo é uma ferramenta poderosa no estudo de funções

superharmônicas (subharmônicas) e consiste em tentar entender o comportamento

geométrico destas funções baseado na seguinte situação: se uma função
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u : [a, b] ⊂ R −→ R for duas vezes diferenciável e satisfizer

Lu = u′′(x) + d(x)u′(x) ≥ 0,

no aberto (a, b), onde d é uma função limitada, então u irá atingir seu máximo no

bordo de (a, b), a menos que u seja constante. Essas ideias acima podem ser levadas

a dimensões mais altas, bem como operadores mais complexos que o anterior.

Teorema 1.19. ([19, 35, 39, 58]) Seja L um operador uniformemente eĺıptico definido

em Ω ⊂ Rn da forma

Lu =
∑
i,j

a(x)ij
∂2u

∂xi∂j
+
∑
i

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u, aij = aji,

com λ1 sendo o menor autovalor de aij, e u : Ω −→ R. Se c ≤ 0,
c

λ1

for limitado e

Lu ≥ 0 (Lu ≤ 0) em Ω ⊂ Rn. Então u não pode atingir uma máximo (mı́nimo) no

interior de Ω, caso isso aconteça, u será constante.

1.7 Produto torcido semi-Riemanniano

Em trabalhos recentes sobre solitons, a noção de produto torcido introduzida

em ([15]) tornou-se uma importante ferramenta na construção de variedades com

certas propriedades geométricas, veja [20, 31, 47].

Definição 1.20. Seja (Bn, gB), (Fm, gF ) duas variedades semi-Riemannianas e f > 0

uma função suave em B. A variedade produto M = B × F equipada com o tensor

métrico

g = π∗gB + (f ◦ π)2σ∗gF , (1-2)

é chamada produto torcido. Nós denotamos como Bn×f Fm, onde ∗ é o pull-back

das projeções canônicas π : Bn×Fm → B, σ : Bn×Fm → F as quais são projeções

na primeira e segunda variedade, respectivamente. A função f é chamada função

torção, B é chamada base e F fibra.

Explicitamente, se v é tangente a B×f F em (p, q) = x, com v = v1 +v2,

v1 ∈ TpB, v2 ∈ TqF , então

g(v, v) = 〈v, v〉x =
〈
dπ(p,q)(v), dπ(p,q)(v)

〉
p

+ f 2(p)
〈
dσ(p,q)(v), dσ(p,q)(v)

〉
q

= 〈v1, v1〉Bp + (f ◦ π)2(p, q) 〈v2, v2〉Fq .

Proposição 1.21. ([57]) Para cada (p, q) ∈ M = Bn ×f Fm, temos que as fibras

{p} × F = π−1(p)(também chamadas de slices) e as folhas B × {q} = σ−1(q),
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com a métrica induzida de gM , são subvariedades semi-Riemannianas de M , e a

métrica torcida em M implica nas seguintes condições geométricas:

(i) Para cada q ∈ F , a aplicação qπ := π|B×q é uma isometria sobre B;

(ii) Para cada p ∈ B, a aplicação pσ := σ|p×F é uma homotetia positiva sobre F ,

com fator escalar 1/f(p);

(iii) Para cada (p, q) ∈M , a folha σ−1(q) e a fibra π−1(p) são ortogonais em (p, q);

(iv) Se V ∈ T(p,q)(B × F ), então V pode ser decomposto nas componentes normal

nor(V ) ∈ T(p,q)(p × F ) e tangente tan(V ) ∈ T(p,q)(B × q), pois T(p,q)(B × F )

pode ser decomposto na soma direta T(p,q)(B × q)⊕ T(p,q)(p× F ).

Seja L(B), L(F ) o espaço dos levantamentos de campos de vetores em B e

F para B×F , respectivamente. Considere h = hB ◦ π e φF ◦ σ tal que hB ∈ C∞(B)

e φF ∈ C∞(F ), então, obtemos as expressões a seguir

Proposição 1.22. Seja M = Bn ×f Fm um produto torcido, então

(i) dπ(∇gMh) = ∇gBhB;

(ii) dσ(∇gMφ) =
∇gFφF
f 2

;

(iii) HessgMh = HessgBh ◦ π;

(iv) ∆gMh =
[
∆gBh+

gB(∇gBh,∇gB f)

f
m
]
◦ π;

(v) ∆gMφ = ∆gFφF ◦ σ.

Prova. Para o primeiro item, tome V ∈ L(F ), como dπ(V ) = 0, temos que

gM(∇gMh, V ) = V (h) = dπ(V )h = 0.

Assim, ∇gMh tangencia B. Logo, se X ∈ L(B), obtemos

gB(dπ(∇gMh), dπ(X)) = gM(∇gMh,X) = X(h) = dπ(X)h = gB(∇gBh, dπ(X)).

Desta forma, ∇gBh = dπ(∇gMh). Em relação ao item (ii),

Primeiramente mostraremos que ∇gMφ ∈ L(F ). De fato, em cada (p, q) ∈
M , considere um vetor u ∈ T(p,q)B , então

gM(∇gM φ, u) = u(φ) = u(φF ◦ σ) = (dσ(u))(φF ) = 0.
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Da métrica produto torcido segue

0 = gM(∇gMφ, u)(p,q) = gB(dπ(∇gMφ), dπ(u))p + (f ◦ π)2gF (dσ(∇gMφ), dσ(u))q

= gB(dπ(∇gMφ), dπ(u))p,

pois dσ(u) = 0. Como vale para todo 0 6= u ∈ T(p,q)B, segue que, dπ(∇gMφ) = 0.

Portanto ∇gMφ ∈ L(F ). Agora, dado um vetor v ∈ T(p,q)F , então

gM(∇gMφ, v)(p,q) = gB(dπ(∇gMφ), dπ(v))p + (f ◦ π)2gF (dσ(∇gMφ), dσ(v))q

= (f ◦ π)2gF (dσ(∇gMφ), dσ(v))q

= v(φ) = v(φF ◦ σ) = (dσ(v)(φF )) ◦ σ

= gF (∇gFφF , dσ(v))q ◦ σ,

pois dπ(v) = 0. Como d(pπ)q : T(p,q)F → TqF é isomorfismo ∀ (p, q) ∈ M , então

dσ(∇gMφ) =
∇gFφ

(f ◦ π)2
para todo (p, q) ∈M .

Para o item (iii), considere X, Y ∈ L(B). Então,

HessgMh(X, Y ) = gM(∇X∇gMh, Y )

= XgM(∇gMh, Y )− gM(∇gMh,∇XY ),

= dπ(X)gB(dπ(∇gBh), dπ(Y )) ◦ π − gB(dπ(∇gBh), dπ(∇XY )) ◦ π,

= (HessgBh)(dπ(X), dπ(Y )) ◦ π.

Para o item (iv), considere os referenciais ortonormais {Xi}n=dim(B)
i=1 e {Vi}m=dim(F )

i=1

em L(B) e L(F ), respectivamente. Dessa forma,

∆gMh =
n∑
i=1

gM(∇Xi∇gMh,Xi) +
n+m∑
j=n+1

gM(∇Vi∇gMh, Vi),

=
n∑
i=1

gB(∇dπ(Xi)∇gBhB, dπ(Xi)) ◦ π +
n+m∑
j=n+1

∇gMh(log(f ◦ π))gM(Vj, Vj),

= (∆gBhB) ◦ π +m
∇gBhB(f)

f
◦ π,

sendo que na passagem da primeira para segunda linha utilizamos a expressão da

conexão descrita na proposição seguinte. Finalmente, o item (v) segue de forma

análoga ao item anterior. �

Daqui em diante, sempre que não houver dúvidas iremos identificar campos

e funções na base B ou na fibra F com os seus respectivos levantamento em Bn×Fm,
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isto é, se h = hB ◦ π ou X = dπ(X), então iremos identificar h com hB e X com

dπ(X).

Agora estudaremos a conexão no produto torcido. Considere ∇, B∇ e F∇ as

conexões de M , B e F respectivamente. A proposição a seguir relaciona a conexão

de M com as conexões de B e F.

Proposição 1.23. ([57]) Seja M = Bn ×f Fm uma variedade produto torcido, se

X, Y ∈ L(B) e V,W ∈ L(F ), então

(i) ∇XY é o levantamento de B∇XY ,

(ii) ∇XV = ∇VX =
(
X(f)
f

)
V ,

(iii) nor(∇VW ) = −gM(V,W )∇gM (log(f ◦ π)),

(iv) tan(∇V W ) ∈ L(F ) é o levantamento de F∇VW .

Onde nor e tan são a parte normal a F e a parte tangente a F do campo

∇VW respectivamente.

Segue abaixo uma fórmula bem conhecida para o tensor de Ricci em

produtos torcidos

Proposição 1.24. ([57]) Seja (Bn ×f Fm, g) uma variedade produto torcido. Se

X, Y ∈ L(B) e V,W ∈ L(F ), então

Ric(X, Y ) = RicgB(X, Y )− m

f
HessgBf(X, Y )

Ric(X, V ) = 0

Ric(V,W ) = RicgF (V,W )− (f∆Bf + (m− 1)gB(∇f,∇f)) gF (V,W ),

(1-3)

para todo X, Y ∈ L(B) e V,W ∈ L(F ).

Ainda no contexto dos produtos torcidos, considere γ uma curva em B×f F ,

então podemos escrever γ(s) = (γB(s), γF (s)), onde γB = π ◦ γ e γF = σ ◦ γ. A

proposição a seguir garante uma condição para que γ seja uma geodésica.

Proposição 1.25. ([57]) Uma curva γ = (γB, γF ) em B×fF é geodésica se, e somente

se,

(i) γ′′B = gF (γ′F , γ
′
F )f ◦ γB∇f em B,

(ii) γ′′F =
−2

f ◦ γB
d(f ◦ γB)

ds
γ′F em F.
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1.8 Imersão isométrica em uma classe Produto Torcidos

Seja M
n+1

= I ×Mn um produto Riemanniano onde I ⊂ R e Mn é uma

variedade n-dimensional conexa e orientada. Considere em M
n+1

a métrica

〈 , 〉 = π∗I (dt
2) + (f ◦ πI)2π∗M(gM).

Seja ∇ and ∇ a conexão de Levi-Civita em I×fMn e Σn, respectivamente. Então, a

fórmula de Gauss-Weingarten para a imersão isométrica φ : Σn −→M
n+1

= I×fMn

é dada por

∇XY = ∇XY + 〈AX, Y 〉N, AX = −∇XN, (1-4)

para todo X, Y ∈ X(Σ). Onde N é campo normal a Σn.

Se considerarmos a função altura h := πI ◦ φ e a função ângulo θ = 〈N, ∂t〉
onde ∂t é o campo de vetores unitário padrão tangente a I, então, por um cálculo

simples, obtemos que

∇πI = 〈∇πI , ∂t〉∂t = ∂t,

logo, o gradiente de h em Σn é

∇h = (∇πI)> = ∂>t = ∂t − θN, (1-5)

onde ( · )> denota a componente tangencial de um campo vetorial em X(M) ao longo

de Σn. A partir de (1-5), obtemos

∇h|2 = 1− θ2, (1-6)

onde | · | denota a norma de um campo em Σn.

Proposição 1.26. ([4]) Seja φ : Σn −→ M
n+1

= I ×f Mn uma imersão isométrica.

Considere h = π ◦ φ, então

(Hessh)(X, Y ) =
f ′(h)

f(h)
[gΣ(X, Y )− dh⊗ dh(X, Y )] + θgΣ(AX, Y ),

para todo X, Y ∈ X(Σ).

1.9 Estruturas gradiente Einstein-type

As estruturas gradiente Einstein-type introduzidas por Anseli et al. em [5]

serão o objeto principal desta tese. Desta forma, apresentamos uma definição formal
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para tal estrutura, bem como os resultados fundamentais para o bom entendimento

do trabalho.

Definição 1.27. Seja (Nk, gN) uma variedade Riemanniana de dimensão k, e (Σn, g)

uma variedade Riemanniana conexa, completa, possivelmente compacta. Dizemos

que a variedade (Σn, g) possui uma estrutura gradiente Einstein-type se existe um

número real α > 0, um mapa suave u : (Σn, g) −→ (Nk, gN) com campo de tensão

τg(u) = trace∇(du) e funções suaves h, µ, λ ∈ C∞(Σ), que satisfazemRicug +Hessh− µdh⊗ dh = λg

τgu = du(∇h),
(1-7)

onde

Ricug := Ricg − αu∗〈, 〉gN .

Na definição anterior nós chamamos h de função potencial e λ de função

soliton. Além disso, para simplificar, utilizaremos a notação (Σn, g, h, u, µ, λ) para a

estrutura definida acima. Tal estrutura é classificada em três tipos, a depender do

sinal de λ: expanding se λ < 0, steady se λ = 0 e shrinking se λ > 0.

A variedade definida em (1-7) generaliza muitas outras variedades bastante

estudadas nos últimos anos. A saber, se h é uma função constante, (1-7) caracteriza

uma variedade Einstein harmônica, neste caso, também dizemos que a variedade é

trivial. Note que, no caso particular em que h, u são funções constantes (1-7) torna-se

uma variedade de Einstein. No caso em que µ = 0, λ ∈ R e u é uma função constante,

obtemos um gradiente Ricci soliton. Se u for um mapa constante, λ ∈ R e µ = 1/m,

então (1-7) descreve uma variedade quasi-Einstein para qualquer m > 0. No mesmo

contexto anterior, tomando µ e λ não constantes, obtemos uma variedade µ−quasi-

Einstein generalizada. Finalmente, para µ = 0 e λ ∈ R a métrica (1-7) define um

gradiente Ricci-harmônico soliton (GRHS).

Como mencionado acima, GRHS são exemplos de estrutura gradiente

Eintein-type e será um dos objetos de estudo deste trabalho.

Definição 1.28. Sejam Σn, Nk variedades semi-Riemannianas. Uma métrica g em

Σn é um gradiente Ricci-harmônico soliton, se para algum mapa diferenciável

u : (Σn, g) → (Nk, gN), alguma função suave h : Σ → R e alguma constante λ,

g satisfaz o seguinte sistema acoplado{
Ricg +Hessh− α∇u⊗∇u = λg;

τgu− g(∇u,∇h) = 0,
(1-8)
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onde τgu = trace∇du denota o campo de tensão de u, e α só depende do tempo.

Nós classificamos um gradiente Ricci-harmônico soliton como shrinking, steady ou

expanding, se λ > 0, λ = 0 or λ < 0, respectivamente.

Seja um mapa suave u : Σn −→ Nk e um referencial ortonormal {Ei}ni=1 de

X(Σ). Então, a proposição abaixo fornece-nos uma equação de Gauss acoplada ao

mapa suave u.

Proposição 1.29. Dada uma a imersão φ : Σn −→M
n+1

= I×fMn. Para quaisquer

X, Y, Z,W ∈ TpΣ e mapa suave u : Σn −→ Nk, as seguintes equações acontecem:

(i) Ricu(X,Y ) =
∑n

i=1〈R(X,Ei)Y,Ei〉+ nH〈AX,Y 〉 − 〈AX,AY 〉 − αu∗〈, 〉gN (X,Y ),

(ii) scalu =
∑n

i,j=1

〈
R(Ei, Ej)Ei, Ej

〉
+ n2H2 − |A|2 − α|∇u|2,

onde Ricu = Ric − αu∗〈, 〉gN e scalu = scal − α|∇u|2 chamamos de u−curvarura

escalar de Σn.

Prova. Segue diretamente da Proposição 1.18. �

Note que quando M
n+1

é um espaço forma de curvatura seccional constante

c, temos a identidade

scalu = n(n− 1)c+ n2H2 − |A|2 − α|∇u|2. (1-9)

Com o intuito de obter uma expressão da u−curvatura escalar de Σ imersa

em M
n+1

em função de f e h, segue da Proposição 7.42 em [57] que o operador

curvatura de Riemann de M
n+1

tem a seguinte forma

R(X, Y )Z = RM(X∗, Y ∗)Z∗ − [(log f)′(h)]2 [〈X,Z〉Y − 〈Y, Z〉X]

+ (log f)′′(h)〈Z, ∂t〉 [〈Y, ∂t〉X − 〈X, ∂t〉Y ]

− (log f)′′(h) [〈Y, ∂t〉〈X,Z〉 − 〈X, ∂t〉〈Y, Z〉] ∂t,

onde RM é o tensor curvatura de Riemann da fibra Mn e X∗ = X − 〈X, ∂t〉∂t,
E∗i = Ei − 〈Ei, ∂t〉∂t são, respectivamente, as projeções dos campos X e Ei em Mn.
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Portanto, temos que

n∑
i=1

〈R(X,Ei)X,Ei〉 = f(h)−2

n∑
i=1

KM(X∗, E∗i )
[
|X|2 − 〈X,∇h〉2 − |X|2〈∇h,Ei〉2

− 〈X,Ei〉2 + 2〈X,∇h〉〈X,Ei〉〈∇h,Ei〉
]

+ [(log f)′(h)]2
(
|∇h|2 − (n− 1)

)
|X|2

− (n− 2)(log f)′′(h)〈X,∇h〉2 − f ′′

f
|∇h|2|X|2,

(1-10)

onde KM é a curvatura seccional de Mn. Sendo assim, a partir da Proposição 1.29,

a u−curvatura escalar de Σn em I ×f Mn toma a seguinte forma

scalu = f(h)−2

n∑
i,j=1

KM(E∗j , E
∗
i )
[
1− 〈Ej,∇h〉2 − 〈∇h,Ei〉2 − 〈Ej, Ei〉2

+ 2〈Ej,∇h〉〈Ej, Ei〉〈∇h,Ei〉
]

+ n[(log f)′(h)]2
(
|∇h|2 − (n− 1)

)
− (n− 2)(log f)′′(h)|∇h|2 − nf

′′

f
|∇h|2 + n2H2 − |A|2 − α|∇u|2.

(1-11)

De [57], sabemos que M
n+1

possui curvatura seccional constante c se, e

somente se, Mn tiver curvatura seccional constante k e a função torção f satisfizer

a seguinte EDO:

(f ′)2 − k
f 2

= −c =
f ′′

f
. (1-12)

Observamos que uma variedade Riemanniana de curvatura seccional con-

stante c ∈ {−1, 0, 1} pode ser expressa como uma variedade produto torcido I×fMn,

a saber

Rn+1 \ {0} = (0,+∞)×f Sn, com f(t) = t,

Rn+1 = R×f Rn, com f(t) = 1,

Sn+1 \ {±p} = (0, π)×f Sn, com f(t) = sin(t),

Hn+1 = R×f Rn, com f(t) = et,

Hn+1 \ {p} = (0,+∞)×f Sn, com f(t) = sinh(t).

Após um cálculo direto, é posśıvel verificar que os modelos de produto torcido
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anteriores verificam (1-12).

A proposição a seguir pode ser encontrada em [46] ou [16], ela é uma

generalização do Teorema de Hopf em uma variedade Riemanniana não compacta

orientada, e será usada para provar um de nossos principais resultados.

Proposição 1.30. Seja X um campo de vetores suave em uma variedade n-

dimensional, completa, não compacta e orientada Σn, tal que o divergente de X

(divX) não muda de sinal em Σn. Se |X| ∈ L1(Σ), então divX = 0 em Σn.

A seguir, apresentamos a fórmula descrita em [5], que é uma adaptação da

fórmula de Bochner para as estruturas gradiente Einstein-type, que será útil em

nossos resultados.

Proposição 1.31. ([5]) Seja Σn uma variedade Riemanniana n-dimensional pos-

suindo uma estrutura gradiente Einstein-type com µ ∈ R. Então

1

2
∆h|∇h|2 = |Hessh|2 + α|τgu|2 + (2µλn− λ− 2µRu)|∇h|2

+ µ(2µ− 1)∇h|4 − (n− 2)〈∇λ,∇h〉,
(1-13)

onde ∆h|∇h|2 = ∆h− 〈∇h,∇|∇h|2〉.



CAṔITULO 2
Estruturas Gradiente Einsten-Type Imersas

em Produto Torcido

Neste caṕıtulo, estudaremos estruturas gradiente Einstein-type imersa em

I×fMn com função potencial dada pela função altura. Investigaremos condições para

que uma hipersuperf́ıcie Σn imersa em I ×f Mn possuindo uma estrutura gradiente

Einstein-type seja totalmente umb́ılica, mı́nima ou totalmente geodésica. Obtemos

também resultados de trivialidade para as funções potencial e aplicação u, fazendo

uso do prinćıpio do máximo. Quando a imersão for compacta, obteremos resultados

de rigidez com a esfera Euclidiana. Por fim, estudaremos hipersuperf́ıcie rotacionais

em I×fQ(c)n possuindo estrutura gradiente Einstein-type, com o qual produziremos

alguns exemplos. Este caṕıtulo foi constrúıdo com base em [12].

2.1 Resultado Auxiliar

Aqui, apresentamos uma equação de estrutura que será base para a maioria

dos resultados obtidos neste caṕıtulo. A Proposição abaixo apresenta uma condição

necessária e suficiente para a existência de estruturas gradiente Einstein-type imersas

em I ×f Mn com função potencial dada pela função altura.

Proposição 2.1. Seja φ : Σn −→ M
n+1

= I ×f Mn uma imersão isométrica. Então

(Σn, g) possui uma estrutura gradiente Einstein-type com função potencial h = πI ◦φ
se, e somente se,

Ricu(X, Y ) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(X, Y ) +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
dh⊗ dh(X, Y )− θg(A(X), Y ),

τgu = du(∇h),

para todo X, Y ∈ X(Σ).

Prova. Note que a função potencial h = πI ◦ φ é dada pela função altura, desta

forma, da Proposição 1.26 juntamente com (1-7) nós conclúımos a prova. �
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2.2 Principais Resultados

No caso particular de Yamabe solitons, os autores em [62] obtiveram

resultados de trivialidade para a curvatura escalar e consequentemente para a

função potencial. Em [5] os autores provaram alguns resultados de trivialidade

para as estruturas gradiente Einstein-type, isto é, provaram que qualquer variedade

compacta possuindo uma estrutura gradiente Einstein-type com tensor de Ricci

limitado sa-tisfazendo algumas desigualdades envolvendo as funções µ e λ, é Einstein

harmônica. Nesta direção, iniciamos esta seção fornecendo uma condição para que a

imersão de uma estrutura gradiente Einstein-type compacta em um produto torcido

seja trivial, isto é, Einstein harmônica.

Teorema 2.2. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type compacta

imersa em I ×f Mn com h = πI ◦ φ. Se a curvatura média de Σn satisfaz

0 ≤ H ≤ (log f)′(h), então Σn é Einstein harmônica.

Prova. A partir da Proposição 1.26, deduzimos que

∆h =
f ′(h)

f(h)

(
n− |∇h|2

)
+ nθH.

Sendo assim,

∆h+ 〈∇(log f(h)),∇h〉 = n
f ′(h)

f(h)
+ nθH = n

(
f ′(h)

f(h)
+ θH

)
≥ 0. (2-1)

Portanto, segue do Teorema 1.19, que h é constante, logo Σn é um slice. Finalmente,

levando em consideração a equação (1-7), obtemos que a aplicação u é harmônico,

consequentemente, Σn é uma variedade Einstein harmônica. �

Observação 2.3. Note que uma consequência direta do Teorema 2.2 é que quando

Σn é compacta, então Mn também será compacta.

No caso particular em que o espaço ambiente é um espaço forma, obtemos

a seguinte classificação

Corolário 2.4. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type compacta

imersa no espaço Euclidiano (0,+∞) ×t Sn com h = πI ◦ φ. Se a curvatura média

de Σn satisfaz 0 ≤ H ≤ h−1, então Σn é isométrico a uma esfera padrão.
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Prova. Segue do Teorema 2.2, que Σn = {t0} × Sn, com h(x) = t0 ∈ (0,+∞).

Considerando a métrica induzida pela imersão de Σn segue que g = t20gSn , isto é,

(Σn, g) é isométrico a uma esfera Euclidiana (Sn, t20gSn). �

Corolário 2.5. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type compacta

imersa na esfera Euclidiana (0, π) ×t Sn, com h = πI ◦ φ. Se a curvatura média de

Σn satisfaz 0 ≤ H ≤ coth, então Σn é isométrica a uma esfera padrão.

Corolário 2.6. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type compacta

imersa no Espaço hiperbólico (0,+∞)×sinh tSn, com h = πI ◦φ. Se a curvatura média

de Σn satisfaz 0 ≤ H ≤ cothh, então Σn é isométrica a uma esfera padrão.

Em [11] os autores consideraram a imersão isométrica de um almost Ricci

soliton (Mn, g,X, λ) em espaços forma M(c)n+p de curvatura seccional c. Eles

provaram que se |X| ∈ L1(M) e λ ≥ (n− 1)(c+H2), então Mn é uma subvariedade

totalmente umb́ılica em M(c)n+p. Nosso próximo resultado fornece condições para

que uma hipersuperf́ıcie com uma estrutura gradiente Einstein-type imersa em

I ×f Mn seja totalmente geodésica ou totalmente umb́ılica. Além disso, derivamos

condições para a não existência de imersão mı́nima de uma estrutura gradiente

Einstein-type em um produto torcido.

Teorema 2.7. Seja φ : Σn −→ I ×f Mn uma imersão isométrica de uma estrutura

gradiente Einstein-type não compacta (Σn, g, h, u, µ, λ) onde a fibra Mn possui

curvatura seccional kM ≤ infI(f
′2 − ff ′′) com µ ∈ R, µ ≥ 1/2 e Σn não sendo

um slice, então as seguintes afirmações acontecem

(a) Se |e−h∇|∇h|2| ∈ L1(Σ), 〈∇λ,∇h〉 ≤ 0 e a função soliton satisfazendo

λ ≥ −2µ

2µn− 1

(
n(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
− n2H2

)
,

então, Σn é uma hipersuperf́ıcie totalmente geodésica de I ×f Mn.

(b) Se |e−h∇|∇h|2| ∈ L1(Σ), 〈∇λ,∇h〉 ≤ 0 e a função soliton satisfazendo

λ ≥ −2µ

2µn− 1

(
n(n− 1)

(
f ′′(h)

f(h)
−H2

))
,

então, Σn é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de I ×f Mn.
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Prova. Pela Proposição 1.31 temos que

ehDiv(e−h∇|∇h|2) =
1

2
∆h|∇h|2 ≥ (2µλn− λ− µ2scalu)|∇h|2 + µ(2µ− 1)|∇h|4

−(n− 2)〈∇λ,∇h〉.
(2-2)

Utilizando as hipóteses para estimar a u−curvatura escalar de Σ em (1-11), obtemos

que

scalu ≤ infI(f
′2 − ff ′′)
f 2

(n− 1)
(
n− 2|∇h|2

)
+ n[(log f)′(h)]2

(
|∇h|2 − (n− 1)

)
− (n− 2)(log f)′′(h)|∇h|2 − nf

′′

f
|∇h|2 + n2H2 − |A|2 − α|∇u|2

≤ −(n− 1)(log f)′′(h)
(
n− 2|∇h|2

)
+ n[(log f)′(h)]2

(
|∇h|2 − (n− 1)

)
− (n− 2)(log f)′′(h)|∇h|2 − nf

′′

f
|∇h|2 + n2H2 − |A|2 − α|∇u|2

≤ −n(n− 1)
f ′′(h)

f(h)
+ n2H2 − |A|2 − α|∇u|2.

(2-3)

Substituindo (2-3) em (2-2) chegamos em

ehDiv(e−h∇|∇h|2) ≥ (2µλn− λ− µ2scalu)|∇h|2 + µ(2µ− 1)|∇h|4

− (n− 2)〈∇λ,∇h〉

≥
(

2µλn− λ+ 2µn(n− 1)
f ′′(h)

f(h)
− 2µn2H2

)
|∇h|2

+ 2µα|∇u|2|∇h|2 + 2µ|A|2|∇h|2 + µ(2µ− 1)|∇h|4

− (n− 2)〈∇λ,∇h〉 ≥ 0.

(2-4)

A partir das hipóteses segue que

Div(e−h∇|∇h|2) ≥ 0. (2-5)

Utilizando a Proposição 1.30 conclúımos que |A|2 é identicamente nulo, e isto prova

o item a). Agora, considere Φ a parte sem traço da segunda forma fundamental de

Σn, a saber, Φ = A−HI, a qual satisfaz a seguinte identidade
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|Φ|2 = tr(Φ2) = |A|2 − nH2 ≥ 0. Sendo assim, (2-4) torna-se

ehDiv(e−h∇|∇h|2) ≥
(

2µλn− λ+ 2µn(n− 1)
f ′′(h)

f(h)
− 2µn(n− 1)H2

)
|∇h|2

+ 2µα|∇u|2|∇h|2 + 2µ|Φ|2|∇h|2 + µ(2µ− 1)|∇h|4

− (n− 2)〈∇λ,∇h〉 ≥ 0.

Utilizando novamente a Proposição 1.30 nós conclúımos a prova. �

Teorema 2.8. Seja φ : (Σn, g) −→ I×fMn uma imersão isométrica de uma estrutura

gradiente Einstein-type com função potencial h = πI ◦φ, 0 < µ ∈ R e f uma função

convexa. Se kM ≤ infI(f
′2), então φ não pode ser mı́nima.

Prova. As seguintes desigualdades acontecem no sentido de formas quadráticas

0 ≤ u∗gN ≤ |du|2g.

Logo, da equação (1-7) temos que

Ricg +Hessh− µdh⊗ dh ≥ λg.

Como sup |∇h| <∞ (ver (1-6)), então a partir do Teorema 1.1 de [64] conclúımos que

(Σn, g) é uma estrutura gradiente Einstein-type compacta com grupo fundamental

finito. Por outro lado, assuma que Σn é mı́nima, logo, usando as propriedades da

métrica produto torcido nós obtemos que a curvatura seccional de M
n+1

= I×fMn

é dada por

K∂tV = −f
′′

f
≤ 0, KVW =

KM − f ′2

f 2
≤ 0,

onde V,W ∈ X(M). Portanto, de [36] conclúımos que (Σn, g) é uma estrutura

gradiente Einstein-type compacta com grupo fundamental infinito, o que é um

absurdo. E isto completa a prova do teorema. �

Na sequência, fornecemos uma condição para que uma estrutura gradiente

Einstein-type compacta imersa em um produto torcido Riemanniano seja uma

hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica.

Teorema 2.9. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type compacta

imersa em um produto torcido Riemanniano I ×f Mn. Se scalu for constante,

µ = −f ′(h)/f(h) e θ não mudar de sinal, então Σn é uma hipersuperf́ıcie totalmente

umb́ılica de I ×f M .
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Observação 2.10. Note que no Teorema 2.9 diferentemente do Teorema 2.7 não

estamos considerando hipóteses sobre a função soliton λ e curvatura seccional de

Mn.

Prova do Teorema 2.9: A partir da equação fundamental (2.1) e do Teorema 5.21

em [5] chegamos em

νg(X, Y )−
(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(X, Y ) = −θg(X, Y ),

para alguma função ν ∈ C∞(Σ). Seja p ∈ Σ e {Ei}ni=1 uma base de TpΣ
n de

autovetores para o operador de Weingarten, isto é, A(Ei) = λiEi, onde {λi}ni=1

são as curvaturas principais de Σn em p, então(
ν −

(
λ− f ′(h)

f(h)

))
δij = −θλiδij,

o que implica em

λi = −1

θ

(
ν −

(
λ− f ′(h)

f(h)

))
, 1 ≤ i ≤ n, e p ∈ Σ.

Sendo assim, Σn é uma hipersuperf́ıcie totalmente umb́ılica de I ×f M e curvatura

média dada por H = −1
θ

(
ν −

(
λ− f ′(h)

f(h)

))
. �

Observamos que uma questão interessante é saber em quais condições

uma estrutura gradiente Einstein-type possui u constante. Nesse caso, a estrutura

gradiente Einstein-type resulta em um quasi-Einstein generalizado. Para saber mais

sobre esta estrutura consulte, por exemplo, [1, 44, 59]. A seguir, por meio de uma

desigualdade envolvendo a função soliton, fornecemos uma condição para que uma

estrutura gradiente Einstein-type tenha u constante.

Teorema 2.11. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type imersa

em I ×f Mn, onde a fibra Mn possui curvatura seccional satisfazendo a seguinte

desigualdade kM ≤ infI(f
′2 − ff ′′). Se

λ ≥ f ′(h)

f(h)
− (n− 1)

f ′′(h)

f(h)
+

∣∣∣∣µ+
f ′(h)

f(h)

∣∣∣∣+H(nH + θ),

então u é constante.

Prova. Tomando o traço na equação fundamental da Proposição 2.1 temos que

scalu = n

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
+

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
|∇h|2 − nθH. (2-6)
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Comparando (2-3) e (2-6) nós obtemos

n

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
+

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
|∇h|2−nθH ≤ −n(n−1)

f ′′(h)

f(h)
+n2H2−|A|2−α|∇u|2.

Portanto, como |∇h|2 ≤ 1, segue que

α|∇u|2 ≤ −n(n− 1)
f ′′(h)

f(h)
+ n2H2 − nH2 − |φ|2 − n

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
−
(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
|∇h|2 + nθH

≤ n

(
−(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
− λ+

f ′(h)

f(h)
+

∣∣∣∣µ+
f ′(h)

f(h)

∣∣∣∣+H(nH + θ)

)
≤ 0.

Logo, u é constante. �

Em seguida, obtemos uma caracterização para as imersões mı́nimas de

estruturas gradiente Einstein-type em espaços forma. A prova é uma consequência

imediata do Teorema 2.11.

Corolário 2.12. Qualquer estrutura gradiente Einstein-type mı́nima (Σn, g, h, u, µ, λ)

imersa no espaço Euclidiano Rn+1 = R×Rn com λ ≥ |µ|, é uma variedade µ-quasi

Einstein, isto é, u é constante.

Corolário 2.13. Qualquer estrutura gradiente Einstein-type mı́nima (Σn, g, h, u, µ, λ)

imersa no espaço hiperbólico R×et Rn com λ ≥ |µ + 1| − (n− 2), é uma variedade

µ-quasi Einstein, isto é, u é constante.

Corolário 2.14. Qualquer estrutura gradiente Einstein-type mı́nima (Σn, g, h, u, µ, λ)

imersa na esfera Euclidiana (0, π)×sin t Sn com

λ ≥ cot(h) + (n− 1)|µ+ cot(h)|,

é uma variedade µ-quasi Einstein, isto é, u é constante.

Da mesma forma que o teorema anterior, seria de grande interesse saber

quais as condições para que uma estrutura gradiente Einstein-type seja uma var-

iedade de Einstein.

Teorema 2.15. Seja (Σn, g, h, u, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type completa

com n ≥ 3 e µ = − 1
n−2

imersa em I ×f Mn onde a fibra Mn possui curvatura
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seccional satisfazendo kM ≤ infI(f
′2 − ff ′′). Se

n

2(n− 1)

(
−(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
+ (n− 1)H2 +

(n− 1)

n(n− 2)
|∇h|2

)
≤ λ ≤ − ∆hh

n− 2
,

onde ∆hh é o drift-laplaciano de h. Então u é constante. Além disso, se a função

potencial h atingir um mı́nimo e f ′′ ≤ 0, então Σn é uma variedade de Einstein.

Prova. Derivamos da Observação 7.49 em [5], que

scalu =
Λe2µh

µ
+ (µ− 1)|∇h|2 −

(
1

µ
− n

)
λ,

para alguma constante Λ, tal que Λ = (λ − (∆hh)µ)e−2µh. Agora, da hipótese na

curvatura seccional de M juntamente com a equação (1-11) segue que

Λe2µh

µ
+ (µ− 1)|∇h|2 −

(
1

µ
− n

)
λ ≤ −n(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
+ n2H2 − |A|2 − α|∇u|2.

Logo,

α|∇u|2 ≤ −n(n−1)
f ′′(h)

f(h)
+n2H2−nH2−|Φ|2− Λe2µh

µ
−(µ−1)|∇h|2 +

(
1

µ
− n

)
λ.

Sendo assim, como µ = − 1
n−2

e n ≥ 3, segue que

α|∇u|2 ≤ n

(
−(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
+ (n− 1)H2

)
+ (n− 2)Λe2µh

+
(n− 1)

(n− 2)
|∇h|2 + 2(1− n)λ.

Note que λ ≤ (∆hh)µ e isto implica que Λ ≤ 0. Portanto, deduzimos que

α|∇u|2 ≤ n

(
−(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
+ (n− 1)H2 +

(n− 1)

n(n− 2)
|∇h|2 − 2(n− 1)

n
λ

)
≤ 0,

o que implica que u é constante. Além disso,

n

2(n− 1)

(
−(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
+ (n− 1)H2 +

(n− 1)

n(n− 2)
|∇h|2

)
≤ (∆hh)µ,

ou equivalentemente,

∆hh ≤
−n(n− 2)

2(n− 1)

(
−(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
+ (n− 1)H2 +

(n− 1)

n(n− 2)
|∇h|2

)
≤ n(n− 2)

2

f ′′(h)

f(h)
≤ 0.
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A conclusão segue diretamente do prinćıpio do máximo. �

Teorema 2.16. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type imersa

em I×fMn, com função potencial dada pela altura, onde a fibra Mn possui curvatura

seccional kM ≤ infI(f
′2 − ff ′′). Se ∇h for um autovetor do operador de forma A,

e a função soliton satisfizer

λ ≥ −ν2 + (nH + θ)ν − (n− 1)
f ′′

f
− µ+ θ2

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
,

onde, ν é autovalor de A associado a ∇h. Então, u é uma função harmônica, isto

é, τgu = 0.

Prova. Assuma que kM ≤ infI(f
′2−ff ′′), da Proposição 1.29 e equação (1-10) segue

que

Ric(∇h,∇h) =
n∑
i=1

〈R(∇h,Ei)∇h,Ei〉+ nH〈A(∇h),∇h〉 − 〈A(∇h), A(∇h)〉

≤ − log f ′′(h)
n∑
i=1

[
|∇h|2 − |∇h|4 − |∇h|2〈∇h,Ei〉2 − 〈∇h,Ei〉2

+ 2|∇h|2〈∇h,Ei〉2
]

+ [(log f)′(h)]2
(
|∇h|2 − (n− 1)

)
|∇h|2

− (n− 2)(log f)′′(h)|∇h|4 − f ′′(h)

f(h)
|∇h|4

+ nH〈A(∇h),∇h〉 − 〈A(∇h), A(∇h)〉

≤ − f ′′(h)

f(h)
(n− 1)|∇h|2 + nH〈A(∇h),∇h〉 − 〈A(∇h), A(∇h)〉.

A partir da Proposição 2.1, nós chegamos em

Ricu(∇h,∇h) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
|∇h|2 +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
|∇h|4 − θ〈A(∇h),∇h〉.

Sabemos que Ric(∇h,∇h) = Ricu(∇h,∇h) + |τgu|2. Portanto,

|τgu|2 ≤ −
f ′′(h)

f(h)
(n− 1)|∇h|2 + nH〈A(∇h),∇h〉 − 〈A(∇h), A(∇h)〉

−
(
λ− f ′(h)

f(h)

)
|∇h|2 −

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
|∇h|4 + θ〈A(∇h),∇h〉,

como ∇h é um autovetor de A, existe ν autovalor associado a ∇h tal que
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A(∇h) = ν∇h e |∇h|2 = 1− θ2, então

|τgu|2 ≤
(
−f

′′

f
(n− 1)− λ− µ+ θ2

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
+ (nH + θ)ν − ν2

)
|∇h|2 ≤ 0.

Portanto, τgu = 0. �

O próximo corolário segue diretamente do teorema acima pois se θ é

constante, então ∇h é autovetor de A.

Corolário 2.17. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type imersa

em I×fQ(c)n onde Q(c)n é um espaço forma de curvatura seccional c. Se Σn possuir

função ângulo constante e a curvatura média de Σn satisfaz

H ≤ (n− 1)

nν

f ′′(h)

f(h)
+

1

nν

[
λ+ µ−

(
µ+ 2

f ′(h)

f(h)

)
θ2

]
,

então u é harmônica.

Note que no Teorema 2.2 assumimos a compacidade de Σn e obtemos

uma trivialização da função potencial h. Agora, assumindo Σn não compacta, nós

deduzimos um resultado similar.

Teorema 2.18. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type não

compacta com µ > −f ′

f
imersa em I ×f Mn e potencial dada pela altura, onde

a fibra Mn possui curvatura seccional satisfazendo kM(q) ≤ infI(f
′2 − ff ′′), para

todo q ∈ M. Se A(∇h) = ν∇h para alguma função suave ν, então as seguintes

afirmações são válidas

(a) Se ∆ := (nH + θ)2 + 4

[
f ′

f
− (n − 1)

f ′′

f
− λ

]
≤ 0, então (Σn, g) é Einstein

harmônica.

(b) Se ∆ := (nH + θ)2 + 4

[
f ′

f
− (n− 1)

f ′′

f
− λ

]
> 0 e

ν ≤ nH + θ −
√

∆

2
, ou

nH + θ +
√

∆

2
≤ ν,

então (Σn, g) é Einstein harmônica.

Prova. Assumindo kM ≤ infI(f
′2−ff ′′) juntamente com a Proposição 1.29 e equação
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(1-10) chegamos em

Ric(∇h,∇h) =
n∑
i=1

〈R(∇h,Ei)∇h,Ei〉+ nH〈A(∇h),∇h〉 − 〈A(∇h), A(∇h)〉

≤ − log f ′′(h)
n∑
i=1

[
|∇h|2 − |∇h|4 − |∇h|2〈∇h,Ei〉2 − 〈∇h,Ei〉2

+ 2|∇h|2〈∇h,Ei〉2
]

+ [(log f)′(h)]2
(
|∇h|2 − (n− 1)

)
|∇h|2

− (n− 2)(log f)′′(h)|∇h|4 − f ′′(h)

f(h)
|∇h|4 + nH〈A(∇h),∇h〉

− 〈A(∇h), A(∇h)〉

≤ −f
′′(h)

f(h)
(n− 1)|∇h|2 + nH〈A(∇h),∇h〉 − 〈A(∇h), A(∇h)〉.

Da Proposição 2.1, obtemos que

Ricu(∇h,∇h) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
|∇h|2 +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
|∇h|4 − θ〈A(∇h),∇h〉,

e levando em consideração que Ric(∇h,∇h) = RicuΣ(∇h,∇h) + α|τgu|2 deduzimos

que

0 ≤ α|τgu|2 +

(
µ+

f ′

f

)
|∇h|4 ≤

(
f ′

f
− f ′′

f
(n− 1)− λ+ (nH + θ)ν − ν2

)
|∇h|2.

O resultado segue da análise das ráızes de

−ν2 + (nH + θ)ν +
f ′

f
− (n− 1)

f ′′

f
− λ = 0.

�

Na mesma configuração do teorema acima, se a função ângulo θ for constante, então

∇h é um autovetor de A com A(∇h) = −θ f ′
f
∇h, veja [38]. Assim, segue do Teorema

2.18 a seguinte caracterização.

Corolário 2.19. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type com

µ > −f ′

f
imersa em I ×f Mn com kM ≤ infI(f

′2 − ff ′′). Se Σn possuir função

ângulo constante e vale algum dos itens a) ou b) do Teorema 2.18, então, Σn é

Einstein harmônica.

Corolário 2.20. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type com

µ > −cot(t) imersa na esfera Euclidiana (0, π)×sin tSn. Se Σn possuir função ângulo
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constante e a função soliton satisfizer

λ ≥ cot(t) + n− 1,

então Σn é Einstein harmônica.

Corolário 2.21. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type com

µ > −1 imersa no espaço hiperbólico R×etRn. Se Σn possuir função ângulo constante

e a função soliton satisfizer

λ+ n− 2 ≥ 0,

então Σn é Einstein harmônica.

Corolário 2.22. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type com

µ > 0 imersa no espaço Euclidiano R× Rn. Se Σn possuir função ângulo constante

e a função soliton satisfizer λ ≥ 0 então Σn é Einstein harmônica.

Nos resultados anteriores, consideramos imersões isométricas de estruturas

gradiente Einstein-type onde a aplicação u : Σn −→ Nk não estava fixado.

Considerando u = φ, obtemos os seguintes resultados.

Teorema 2.23. Seja φ : Σn −→ I ×f Mn uma imersão isométrica de uma estrutura

gradiente Einstein-type (Σn, g, h, u, µ, λ) onde a fibra Mn possui curvatura seccional

kM(q) ≤ infI(f
′2 − ff ′′), para todo q ∈ M, e u = φ, então, são válidas as seguintes

afirmações

(a) Não existe imersão isométrica de estruturas gradiente Einstein-type em

I ×f Mn tal que λ ≥ −(n− 1)f
′′(h)
f(h)

.

(b) Se λ ≥ −(n−1)f
′′(h)
f(h)
− α

n
|∇u|2, então Σn é uma variedade Einstein harmônica

totalmente geodésica em I ×f Mn. Além disso, a aplicação u pode ser obtido

por |∇u|2 = n
α

(
−(n− 1)f

′′(h)
f(h)
− λ
)
.

Prova. Primeiramente, se u é uma imersão isométrica, então τgu = nH (veja [4]).

Note que du(∇h) é tangente a Σ, enquanto que nH é normal a Σ, portanto, da

equação (1-7) segue que Σn é Einstein harmônica minimamente imersa em I×fMn.

Além disso, a partir de [5] obtemos que λ é constante. Substituindo scalu = nλ na

Proposição 1.29, chegamos em

α|∇u|2 ≤ −n(n− 1)
f ′′(h)

f(h)
− nλ− |A|2 ≤ 0,
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logo, u é uma aplicação constante, o que é um absurdo, pois u é uma imersão

isométrica. Agora, da hipóteses na curvatura seccional de Mn, temos que

|A|2 ≤ n

(
−(n− 1)

f ′′(h)

f(h)
− λ− α

n
|∇u|2

)
≤ 0,

desta forma, Σn é totalmente geodésica com |∇u|2 =
n

α

(
−(n− 1)f

′′(h)
f(h)
− λ
)
. �

Corolário 2.24. Não existe imersão isométrica φ de estruturas gradiente Einstein-

type shrinking em Sn+1 com u = φ.

Corolário 2.25. Seja (Σn, g, h, u, µ, λ) uma estrutura gradiente Einstein-type com-

pacta imersa por φ num espaço forma M(c)n+1 de curvatura seccional c. Se consi-

derarmos λ ≥ (n− 1)c− α
n
|∇u|2 e u = φ , então Σn é isométrica a Sn.

Prova. Do Teorema 2.23 segue que Σn é totalmente geodésica, como Σn também é

compacta, logo M(c)n+1 tem que ser S(c)n+1. Consequentemente, Σn será isométrica

a uma esfera Sn de S(c)n+1. �

2.3 Hipersuperf́ıcies rotacionais com estrutura gradi-

ente Einstein-type

Com o objetivo de estudar hipersuperf́ıcies rotacionais possuindo estruturas

gradiente Einstein-type imersas em R ×f Qn(c), onde Q(c) é um espaço forma de

curvatura c ∈ {−1, 0, 1}, denotaremos por En+2 o espaço Euclidiano de dimensão

n+ 2 e por Ln+2 o espaço Lorentziano de dimensão n+ 2, equipado com a métrica

ds2 = −dx2
1 + dx2

2 + ... + dx2
n+2. Além disso, assuma que R ×f Qn(c) ⊂ En+2 ou

R×f Qn(c) ⊂ Ln+2, a depender do valor de c.

2.3.1 Estruturas gradiente Einstein-type rotacionais imersas em

R×f Rn

Nesta seção, apresentaremos uma caracterização de hipersuperf́ıcies rota-

cionais possuindo estrutura gradiente Einstein-type imersas em R×f Rn com função

potencial h := πI ◦ φ e função ângulo |θ| < 1. Seguindo os passos de Dajczer e do

Carmo [29], usaremos como definição de hipersuperf́ıcies rotacionais em R ×f Rn

uma hipersuperf́ıcie invariante pelo grupo ortogonal O(n), no qual é visto como um

subgrupo do grupo de isometrias de R×f Rn.
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Inicialmente, considere as coordenadas (t, x1, . . . , xn), bem como a base

ortonormal padrão {η1, . . . , ηn+1} de R×fRn. Então, a menos de isometria, podemos

assumir que o eixo de rotação é η1. Considere uma curva parametrizada por

comprimento de arco no plano txn dada por

γ : (t0, t1) −→ R×f Rn

s 7−−→ (α(s), 0, . . . , 0, β(s)).

Rotacionando esta curva em torno do eixo t obtemos uma hipersuperf́ıcie de

rotação em R ×f Rn. Agora, com o intuito de obter uma parametrização para

tal hipersuperf́ıcie, considere a esfera unitária padrão dada por Sn−1 ⊂ Rn =

span{η2, . . . , ηn+1} com parametrização ortogonal

X1 = cos v1, X2 = sin v1 cos v2, X3 = sin v1 sin v2 cos v3, . . .

Xn−1 = sin v1 sin v2. . . . sin vn−2 cos vn−1, Xn = sin v1 sin v2 . . . sin vn−2 sin vn−1.

Portanto, uma parametrização de uma hipersuperf́ıcie rotacional Σn com eixo radial

η1 em R×f Rn é dada por

φ : (t0, t1)× (0, 2π)n−1 → R×f Rn

(s, v1, . . . , vn−1) 7−→ ζ(s)η1 + β(s)X(v1, . . . , vn−1),
(2-7)

onde

X(v1, . . . , vn−1) = (0, X1(v1, . . . , vn−1), . . . , Xn(v1, . . . , vn−1)).

Nesta cenário, nós providenciamos o seguinte.

Teorema 2.26. Seja φ : Σn → R ×f Rn = M
n+1

uma hipersuperf́ıcie de rotação

com função ângulo |θ| < 1. Então, (Σn, g, h, u, µ, λ) possui uma estrutura gradiente

Einstein-type, se, e somente se, o sistema de equações abaixo for satisfeito

λ = −(n− 1)(1− θ2)
f ′′(h)

f(h)
− (n− 1)θ

√
1− θ2

σ
(log f)′(h)

+

[
(n− 1)

(
θ[(log f)′(h)]−

√
1− θ2

σ

)
− θ
]

θ′√
1− θ2

− α |τgu|
2

1− θ2
− µ(1− θ2),

(2-8)
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λ− f ′(h)

f(h)
− θ

(√
1− θ2

σ
− f ′(h)

f(h)
θ

)
= (n− 2)

(√
1− θ2

σ
− f ′(h)

f(h)
θ

)2

−(1− θ2)(log f)′′ + (θ2 − (n− 1))((log f)′)2 − f ′(h)

f(h)
θ

√
1− θ2

σ
− θ′

σ

+
θ′√

1− θ2

f ′(h)

f(h)
θ − α

σ2
u∗〈, 〉gN (φvi , φvi),

(2-9)

u∗〈, 〉gN (φs, φvi) = 0, (2-10)

u∗〈, 〉gN (φvi , φvj) = 0, ∀i 6= j, (2-11)

τgu =
√

1− θ2du(φs). (2-12)

Prova. Temos que φ : Σn → R ×f Rn é uma hipersuperf́ıcie rotacional, deduzimos

da equação (2-7) que

φs = ζ ′(s)η1 + β′(s)X,

φvi = β(s)Xvi , 1 ≤ i ≤ n− 1,
(2-13)

e então, a primeira forma fundamental de Σn assume a forma

I =



1 0 . . . 0

0 f(ζ(s))2β(s)2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . f(ζ(s))2β(s)2


. (2-14)

A partir da equação (2-14) notamos que a métrica induzida em Σn pode ser expressa

pela métrica produto torcido g = ds2 + σ(s)2dv2 onde σ(s) = f(ζ(s))β(s). Neste
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caso, segue-se da conexão de Levi-Civita na métrica produto torcido que:

∇φsφs = 0,

∇φsφvi = ∇φvi
φs =

σs
σ
φvi ,

∇φvi
φvj = φvivj − σσsδijφs.

(2-15)

Da componente tangente de (2-13), derivamos o seguinte vetor normal

unitário para Σn

N = f(ζ(s))β′(s)η1 −
ζ ′(s)

f(ζ(s))
X(v1, . . . , vn−1).

Logo,

θ(s) = 〈∂t, N〉 = f(ζ(s))β′(s). (2-16)

Como γ(s) = (ζ(s), 0, . . . , 0, β(s)) é uma curva parametrizada por comprimento de

arco, isto é,

ζ ′(s)2 + f(ζ(s))2β′(s)2 = 1.

Segue da equação (2-16), que ζ ′(s) =
√

1− θ(s)2, onde as soluções gerais são dadas

por

ζ(s) =

∫ √
1− θ2ds. (2-17)

Então, substituindo a equação (2-17) em (2-16) e resolvendo em s, derivamos a

seguinte expressão

β(s) =

∫ s θ(w)

f(ζ(w))
dw. (2-18)

Portanto, a hipersuperf́ıcie rotacional toma a forma

φ =

(∫ s√
1− θ2ds

)
η1 +

(∫ s θ

f(ζ(w))
dw

)
X(v1, . . . , vn−1). (2-19)

Agora, afim de computar o operador de Weingarten AN , consideramos a

seguinte decomposição

∂t =
√

1− θ2φs + θN. (2-20)

Tomando a derivada covariante de (2-20) com respeito a φvi , e usando a Proposição

1.23, chegamos em

∇φvi
φs =

θ√
1− θ2

ANφvi +
1√

1− θ2

f ′(ζ(s))

f(ζ(s))
φvi , ∀i ∈ {1, . . . , n− 1}, (2-21)
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aqui estamos usando o fato de que ∇X∂t = f ′

f
(X − 〈X, ∂t〉∂t) para todo X ∈ X(Σ),

o qual é uma consequência direta da Proposição 1.23 item (ii). Combinando as

equações (2-15), (2-21), temos que

√
1− θ2

σs
σ
φvi = θANφvi +

f ′(ζ(s))

f(ζ(s))
φvi . (2-22)

Segue da expressão de σ que φvi é um autovetor de AN e satisfaz

ANφvi =

(√
1− θ2

σ
− f ′(ζ(s))

f(ζ(s))
θ

)
φvi . (2-23)

Por outro lado, tomando a derivada covariante de (2-20) com respeito a X ∈ X(Σ)

e usando a formula de Gauss-Weingarten (1-4), deduzimos o seguinte

∇X∂t = X(
√

1− θ2)φs +
√

1− θ2∇Xφs +X(θ)N + θ∇XN

= X(
√

1− θ2)φs +
√

1− θ2∇Xφs +
√

1− θ2g(ANφs, X)N

+X(θ)N − θANX.

Usando novamente a Proposição 1.23, segue que

f ′(ζ(s))

f(ζ(s))

(
X −

√
1− θ2g(X,φs)∂t

)
= X(

√
1− θ2)φs +

√
1− θ2∇Xφs

+
√

1− θ2g(ANφs, X)N +X(θ)N − θANX.
(2-24)

Comparando a parte tangente e a parte normal de (2-24), obtemos que φu é uma

autovetor de AN satisfazendo

ANφs =

(
−f

′(ζ(s))

f(ζ(s))
θ − θ′√

1− θ2

)
φs. (2-25)

Logo, das equações (2-25), (2-23) conclúımos que {φs, φv1 , . . . , φvn−1} forma uma

base ortogonal de AN e esta por sua vez, tem a forma

AN =



−f
′(ζ(s))

f(ζ(s))
θ − θ′√

1− θ2
0 . . . 0

0

√
1− θ2

σ
− f ′(ζ(s))

f(ζ(s))
θ . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . .

√
1− θ2

σ
− f ′(ζ(s))

f(ζ(s))
θ


.

(2-26)
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Agora, suponha que (Σn, g, h, u, µ, λ) possui uma estrutura gradiente Einstein-type.

Obtemos da Proposição 2.1 que

Ricu(X, Y ) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(X, Y ) +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
dh⊗ dh(X, Y )− θg(A(X), Y ).

(2-27)

Note que, no caso particular em que X = φs, Y = φvi e X = φvi , Y = φvj ,

i 6= j, a ortogonalidade de X, Y e a expressão da função potencial

h(s, v1, . . . , vn) = (πR ◦ φ)(s, v1, . . . , vn) =

∫ s√
1− θ2ds, (2-28)

implica que a equação (2-27) torna-se

Ricu(φs, φvi) = 0, (2-29)

e

Ricu(φvi , φvj) = 0, (2-30)

para todo i 6= j. Logo, é necessário verificar a equação (2-27) para os pares

X = Y = φs e X = Y = φvi .

Para X = Y = φs, obtemos que

Ricu(φs, φs) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(φs, φs) +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
dh⊗ dh(φs, φs)

− θg(A(φs), φs)

= λ− f ′(h)

f(h)
+

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
(1− θ2)

− θg
(
−f

′(ζ(s))

f(ζ(s))
θ − θ′√

1− θ2
φs, φs

)
= λ+ µ(1− θ2) +

θθ′√
1− θ2

.

(2-31)

Enquanto que para X = Y = φvi , com 1 ≤ i ≤ n− 1, segue que

Ricu(φvi , φvi) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(φvi , φvi) +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
dh⊗ dh(φvi , φvi)

− θg(A(φvi), φvi)

= σ2

(
λ− f ′(h)

f(h)
− θ

(√
1− θ2

σ
− f ′(h)

f(h)
θ

))
.

(2-32)

Por outro lado, da Proposição 1.29 e equação (1-10) chegamos em



2.3 Hipersuperf́ıcies rotacionais com estrutura gradiente Einstein-type 56

Ricu(φs, φvi) = [(log f)′(h)]2
(
|∇h|2 − (n− 1)

)
〈φs, φvi〉

− (n− 2)(log f)′′(h)〈φs,∇h〉〈φvi ,∇h〉 −
f ′′

f
|∇h|2〈φs, φvi〉

+ nH〈AN(φs), φvi〉 − 〈AN(φs), ANφvi〉 − αu∗〈, 〉gN (φs, φvi)

= −αu∗〈, 〉gN (φs, φvi), ∀ 1 ≤ i ≤ n− 1.

(2-33)

Similarmente, temos que

Ricu(φvi , φvj) = −αu∗〈, 〉gN (φvj , φvi), (2-34)

para todo i 6= j. Usando a Proposição 1.29 e equação (1-10) novamente, segue que

Ricu(φs, φs) = [(log f)′(h)]2
(
|∇h|2 − (n− 1)

)
〈φs, φs〉

− (n− 2)(log f)′′(h)〈φs,∇h〉〈φs,∇h〉 −
f ′′

f
(h)|∇h|2〈φs, φs〉

+ nH〈AN(φs), φs〉 − 〈AN(φs), ANφs〉 − αdu⊗ du(φs, φs)

= −(n− 1)(1− θ2)(log f)′′(h)− (n− 1)(1− θ2) [(log f)′(h)]
2

− (n− 1)θ

√
1− θ2

σ
[(log f)′(h)]

+ (n− 1)

(
θ[(log f)′(h)]−

√
1− θ2

σ

)
θ′√

1− θ2
− α |τgu|

2

1− θ2
,

(2-35)

e

σ−2Ricu(φvi , φvi) = (n− 2)

(√
1− θ2

σ
− f ′(h)

f(h)
θ

)2

− (1− θ2)(log f)′′

+ (θ2 − (n− 1))((log f)′)2 − f ′(h)

f(h)
θ

√
1− θ2

σ
− θ′

σ

+
θ′√

1− θ2

f ′(h)

f(h)
θ − α

σ2
u∗〈, 〉gN (φvi , φvi).

(2-36)

Combinando as equações (2-29) e (2-33), chegamos em (2-10).

A partir das equações (2-30), (2-34) obtemos (2-11). Da equações (2-31)

e (2-35) derivamos a equação (2-8). Finalmente, combinando as equações (2-32),

(2-36) obtemos a equação (2-9). Note que a equação (2-12) pode ser obtida sub-

stituindo ∇h na segunda equação da Proposição (2.1), e isto conclui a prova do

teorema. �
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Os autores em [13] provaram que a aplicação u de um gradiente Ricci-

harmônico soliton em um produto torcido Bn ×f Fm pode ser expressa como

u = uB ◦ πB ou u = uF ◦ πF quando h = hB ◦ πB e u é uma função real, onde

uB ∈ C∞(B), uF ∈ C∞(F ) e hB ∈ C∞(B). Neste sentido, caracterizamos estruturas

gradiente Einstein-type simétrico rotacional imerso em I ×f Rn com função ângulo

|θ| < 1 e função potencial h = πI ◦ φ.

Teorema 2.27. Seja φ : Σn → R ×f Rn uma hipersuperf́ıcie rotacional com função

ângulo |θ| < 1. Então, (Σn, g, h, u, µ, λ) possui uma estrutura gradiente Einstein-type

se, e somente se, as funções f, h, λ, µ, u verificam:

(i) Se u = uI ◦ πI , então

λ = −(1− θ2)(log f)′′(h)− (1− θ2)(n− 1)(log(f)′(h))2

+

(
1− θ2 − (2n+ 3)θ

√
1− θ2

σ
+

θθ′√
1− θ2

)
log(f)′(h) +

θ
√

1− θ2 − θ′

σ

+ (n− 2)
(1− θ2)

σ2
,

(2-37)

µ = −
(

1− (n+ 4)
θ

σ
√

1− θ2
− (n− 2)θθ′(1− θ2)3/2

)
(log(f))′(h)

− (θ
√

1− θ2 − (n− 2)θ′)

σ(1− θ2)
+ θθ′(1− θ2)3/2 − α (u′)2

1− θ2

− n− 2

σ2
− (n− 2)(log(f))′′(h),

(2-38)

h =

∫ s√
1− θ2dw + c1,

u =

∫ s

c2e
∫ s√1−θ2dwdw + c3. (2-39)

(ii) Se u = uRn ◦ πRn , então

λ = −(1− θ2)(log f)′′(h)− (1− θ2)(n− 1)(log(f)′(h))2

+

(
1− θ2 − (2n+ 3)θ

√
1− θ2

σ
+

θθ′√
1− θ2

)
log(f)′(h)

+
θ
√

1− θ2 − θ′

σ
+ (n− 2)

(1− θ2)

σ2
− α(u′)2

σ2
,

(2-40)
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µ = −(n− 2)(log(f))′′(h)− (θ
√

1− θ2 − (n− 2)θ′)

σ(1− θ2)
+ θθ′(1− θ2)3/2

−
(

1− (n+ 4)
θ

σ
√

1− θ2
− (n− 2)θθ′(1− θ2)3/2

)
(log(f))′(h)

− n− 2

σ2
+ α

(u′)2

(1− θ2)σ2
,

(2-41)

h =

∫ s√
1− θ2dw + c1,

u(vk) = c4vk + c5, (2-42)

onde c1, c2, c3, c4 e c5 ∈ R.

Prova. Inicialmente, considere u = uI ◦πI . Logo, a equação (2-12) do Teorema 2.26

torna-se

u′′

u′
=
√

1− θ2. (2-43)

Integrando (2-43) em relação a s, chegamos em (2-39). Sabemos que du(φvi) = 0,

desta forma, o item (i) pode ser obtido substituindo (2-39) na equação (2-8). Agora,

considere u = uRn ◦ πRn , da equação (2-11) deduzimos que u depende de um único

vk para algum k = {1, ..., n − 1}, em outras palavras u é uma função de R em

R. Portanto, da equação (2-12) segue que u(vk) = c3vk + c4, onde c3, c4 ∈ R. A

conclusão segue diretamente do Teorema 2.26. �

2.3.2 Estruturas gradiente Einstein-type rotacionais imersas em

R×f Sn

Nesta seção, apresentamos um resultado de classificação de hipersuperf́ıcies

rotacionais imersas em R ×f Sn, quando estas possuem uma estrutura gradiente

Einstein-type. Para isto, consideramos uma curva γ ∈ R ×f Sn parametrizada por

comprimento de arco, e R×f Sn ⊂ En+2.

Teorema 2.28. Seja φ : Σn → R×f Sn = M
n+1

uma hipersuperf́ıcie rotacional com

função ângulo |θ| < 1. Então, (Σn, g, h, u, µ, λ) possui estrutura gradiente Einstein-
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type, se, e somente se, o sistema de equações abaixo for satisfeito

λ = −(n− 1)(1− θ2)(log f)′′(h)− (n− 1)(1− θ2) [(log f)′(h)]
2

+ (n− 1)θ

√
1− θ2

σ
sin (β)(log f)′(h)

+

[
(n− 1)

(
θ[(log f)′(h)] +

√
1− θ2

σ
sin (β)

)
− θ
]

θ′√
1− θ2

− α |τgu|
2

1− θ2
− µ(1− θ2),

(2-44)

λ− f ′(h)

f(h)
+ θ

(√
1− θ2

σ
sin (β) +

f ′(h)

f(h)
θ

)
= (n− 2)

(√
1− θ2

σ
sin (β)− f ′(h)

f(h)
θ

)2

−
[
f(h)−2 + (log f)′′

]
(1− θ2) + (θ2 − (n− 1))((log f)′)2 +

(n− 1)

f(h)2

+
f ′(h)

f(h)
θ

√
1− θ2

σ
sin (β) +

θ′

σ
sin (β) +

θ′√
1− θ2

f ′(h)

f(h)
θ − α

σ2
u∗〈, 〉gN (φvi , φvi),

(2-45)

u∗〈, 〉gN (φs, φvi) = 0, (2-46)

u∗〈, 〉gN (φvi , φvj) = 0, ∀i 6= j, (2-47)

τgu =
√

1− θ2du(φs). (2-48)

Onde σ = f(α(s)) cos(β(s)).

Prova. A parametrização de um hipersuperf́ıcie de rotação Σn imersa em R ×f Sn

associada a curva geratriz

γ(s) = (α(s), cos(β(s)), 0, . . . , 0, sin(β(s))),

é dado por ([27], ver também [53])

φ(s, v1, . . . , vn−1) = α(s)η1 + cos(β(s))X(v1, . . . , vn−1) + sin(β(s))ηn+2,

onde

X(v1, . . . , vn−1) = (0, X1(v1, . . . , vn−1), . . . , Xn(v1, . . . , vn−1), 0).

é a parametrização ortogonal da esfera descrita na seção anterior. Como γ está
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parametrizada por comprimento de arco, isto é,

α′(u)2 + f(α(u))2β′(u)2 = 1, u ∈ (t0, t1). (2-49)

Tomando a derivada covariante de φ, obtemos que

φs = α′(s)η1 − sin(β(s))β′(s)X(v1, . . . , vn−1) + cos(β(s))β′(s)ηn+2,

φvi = cos(β(s))Xvi

então, a primeira forma fundamental é dada por

I = ds2 + f(α(s))2 cos(β(s))2dS2,

onde dS2 é a métrica padrão de Sn−1. O vetor unitário normal a Σn a função ângulo

são

N = f(α(s))β′(s)η1 +
sin(β(s))α′(s)

f(α(s))
X − cos(β(s)α′(s)

f(α(s))
ηn+2,

e

θ = 〈N, ∂t〉 = f(α(s))β′(s). (2-50)

De forma similar ao que foi feito em R×fRn nós computamos os autovetores

do operador de forma AN de Σn em R×f Sn. Logo,

〈ANφs, φs〉 =

(
−f

′

f
θ − θ′√

1− θ2

)
g(φs, φs),

e

〈ANφvi , φvi〉 = −
(√

1− θ2

σ
sin(β(s)) +

f ′(α(s))

f(α(s))
θ

)
g(φvi , φvi)

σ = f(α(s))cos(β(s)).

(2-51)

Note que, no caso particular em que X = φs, Y = φvi e X = φvi , Y = φvj ,

i 6= j, a ortogonalidade de X, Y, a expressão da função altura e a equação de Gauss,

implicam que u∗〈, 〉gN (φvs , φvi) = 0 e u∗〈, 〉gN (φvi , φvj) = 0. Portanto, basta aplicar a

Proposição (2.1) para o par de campos X = Y = φs e X = Y = φvi .
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Para X = Y = φs, obtemos que

Ricu(φs, φs) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(φs, φs) +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
dh⊗ dh(φs, φs)

− θg(A(φs), φs)

= λ− f ′(h)

f(h)
+

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
(1− θ2)

− θg
(
−f

′(ζ(s))

f(ζ(s))
θ − θ′√

1− θ2
φs, φs

)
= λ+ µ(1− θ2) +

θθ′√
1− θ2

.

(2-52)

Agora, para X = Y = φvi , com 1 ≤ i ≤ n− 1, segue que

Ricu(φvi , φvi) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(φvi , φvi) +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
dh⊗ dh(φvi , φvi)

− θg(A(φvi), φvi)

=

(
λ− f ′(h)

f(h)
+ θ

(√
1− θ2

σ
sin (β) +

f ′(h)

f(h)
θ

))
g(φvi , φvi).

(2-53)

Por outro lado, para um referencial ortornormal local {Ei}ni=1 de X(Σ) segue da

equação de Gauss que

Ricu(φs, φs) =
n∑
i=1

〈R(φs, Ei)φs, Ei〉+ nH〈Aφs, φs〉 − 〈Aφs, Aφs〉 − αdu⊗ du(φs, φs)

= −(n− 1)(1− θ2)(log f)′′(h)− (n− 1)(1− θ2) [(log f)′(h)]
2

+ (n− 1)θ

√
1− θ2

σ
sin (β)(log f)′(h)

+

[
(n− 1)

(
θ[(log f)′(h)] +

√
1− θ2

σ
sin (β)

)]
θ′√

1− θ2
− α |τgu|

2

1− θ2
,

(2-54)

e

Ricu(φvi , φvi) = (n− 2)

(√
1− θ2

σ
sin (β)− f ′(h)

f(h)
θ

)2

−
[
f(h)−2 + (log f)′′

]
(1− θ2) + (θ2 − (n− 1))((log f)′)2

+
f ′(h)

f(h)
θ

√
1− θ2

σ
sin (β) +

θ′

σ
sin (β)

+
θ′√

1− θ2

f ′(h)

f(h)
θ − α

σ2
u∗〈, 〉gN (φvi , φvi).

(2-55)



2.3 Hipersuperf́ıcies rotacionais com estrutura gradiente Einstein-type 62

Combinando as equações (2-52), (2-54) e (2-53), (2-55) nós conclúımos o teorema.

�

2.3.3 Estruturas gradiente Einstein-type rotacionais imersas em

R×f Hn

Com o objetivo de classificar estruturas gradiente Einstein-type rotacionais

imersas em R×f Hn definimos P 2 como o plano contendo a curva geratriz. Logo, de

forma análoga aos casos anteriores, chegamos no seguinte resultado de classificação.

Teorema 2.29. Seja φ : Σn → R ×f Hn uma hipersuperf́ıcie rotacional com função

ângulo |θ| < 1. Então, (Σn, g, h, u, µ, λ) possui uma estrutura gradiente Einstein-

type, se, e somente se, o sistema de equações abaixo for satisfeito.

λ = −(n− 1)(1− θ2)(log f)′′(h)− (n− 1)(1− θ2) [(log f)′(h)]
2

− (n− 1)θ

√
1− θ2

σ
ξ(β)(log f)′(h)

+

[
(n− 1)

(
θ[(log f)′(h)]−

√
1− θ2

σ
ξ(β)

)
− θ
]

θ′√
1− θ2

− α |τgu|
2

1− θ2
− µ(1− θ2),

(2-56)

λ− θ
(√

1− θ2

σ
ξ(β)− f ′(h)

f(h)
θ

)
= (n− 2)

(√
1− θ2

σ
ξ(β)− f ′(h)

f(h)
θ

)2

+ (1− θ2)
[
f(h)−2 − (log f)′′

]
+
f ′(h)

f(h)
+ (θ2 − (n− 1))((log f)′)2

− f ′(h)

f(h)
θ

√
1− θ2

σ
ξ(β)− θ′

σ
ξ(β) +

θ′√
1− θ2

f ′(h)

f(h)
θ − α

σ2
u∗〈, 〉gN (φvi , φvi),

(2-57)

u∗〈, 〉gN (φs, φvi) = 0, (2-58)

u∗〈, 〉gN (φvi , φvj) = 0, ∀i 6= j, (2-59)

τgu =
√

1− θ2du(φs). (2-60)

Onde ξ(β) = sinh(β(s)), σ = f(α(s)) cosh (β(s)) se P 2 é Riemanniano,

ξ(β) = cosh(β(s)), σ = f(α(s)) sinh (β(s)) se P 2 é Lorentziano e ξ(β) = −β(s),

σ = f(α(s))β(s) se P 2 é degenerado.
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Prova. Primeiramente, considere o caso em que P 2 é Riemanniano. Desta forma a

parametrização de uma hipersuperf́ıcie de rotação Σn imersa em R×f Hn associada

a curva

γ(s) = (α(s), cosh(β(s)), 0 . . . , 0, sinh(β(s))),

é dada por ([27], veja [53])

φ(s, v1, . . . , vn−1) = α(s)η1 + cosh(β(s))ζ(v1, . . . , vn−1) + sinh(β(s))ηn+2,

onde

ζ(v1, . . . , vn−1) = (0, ζ1(v1, . . . , vn−1), . . . , ζn(v1, . . . , vn−1), 0),

é uma parametrização ortogonal do espaço hiperbólico Hn−1. Assuma que γ é

parametrizada por comprimento de arco, isto é,

α′(s)2 + f(α(s))2β′(s)2 = 1, s ∈ (t0, t1). (2-61)

Tomando a derivada covariante de φ, obtemos

φs = α′(s)η1 + sinh(β(s))β′(s)ζ(v1, . . . , vn−1) + cosh(β(s))β′(s)ηn+2,

φvi = cosh(β(s))ζvi ,

logo, a partir de um calculo simples obtemos a expressão da primeira forma

fundamenta de Σn,

I = ds2 + f(α(s))2 cosh(β(s))2dH2,

onde dH2 é a métrica padrão de Hn−1. O vetor unitário normal a Σ e a função ângulo

são dados por

N = f(α(s))β′(s)η1 +
sinh(β(s))α′(s)

f(α(s))
ζ +

cosh(β(s)α′(s)

f(α(s))
ηn+2,

e

θ = 〈N, ∂s〉 = f(α(s))β′(s). (2-62)

Analogamente aos casos anteriores, é posśıvel calcular os autovetores de AN em

φ : Σn → R×f Hn, dados por
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〈ANφs, φs〉 = 〈−∇φsN, φs〉 = 〈∇φsφs, N〉 = −f
′

f
θ − θ′√

1− θ2
,

〈ANφvi , φvi〉 =

(√
1− θ2

σ
sinh(β(s))− f ′(α(s))

f(α(s))
θ

)
. (2-63)

Agora, suponha que Σn é uma estrutura gradiente Einstein-Type. Segue da

Proposição 2.1 para θ ∈ (0, 1) e X = Y = φs que

Ricu(φs, φs) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(φs, φs) +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
dh⊗ dh(φs, φs)

− θg(A(φs), φs)

= λ− f ′(h)

f(h)
+

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
(1− θ2)

− θg
(
−f

′(ζ(s))

f(ζ(s))
θ − θ′√

1− θ2
φs, φs

)
= λ+ µ(1− θ2) +

θθ′√
1− θ2

.

(2-64)

Para X = Y = φvi , com 1 ≤ i ≤ n− 1, temos que

Ricu(φvi , φvi) =

(
λ− f ′(h)

f(h)

)
g(φvi , φvi) +

(
µ+

f ′(h)

f(h)

)
dh⊗ dh(φvi , φvi)

− θg(A(φvi), φvi)

= λ− f ′(h)

f(h)
− θ

(√
1− θ2

σ
sinh(β)− f ′(h)

f(h)
θ

)
.

(2-65)

Por outro lado, da equação de Gauss temos que

Ricu(φs, φs) =
n∑
i=1

〈R(φs, Ei)φs, Ei〉+ nH〈Aφs, φs〉 − 〈Aφs, Aφs〉 − αdu⊗ du(φs, φs)

= −(n− 1)(1− θ2)(log f)′′(h)− (n− 1)(1− θ2) [(log f)′(h)]
2

− (n− 1)θ

√
1− θ2

σ
sinh(β)(log f)′(h)

+

[
(n− 1)

(
θ[(log f)′(h)]−

√
1− θ2

σ
sinh(β)

)]
θ′√

1− θ2

− α |τgu|
2

1− θ2
,

(2-66)
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e

Ricu(φvi , φvi) = (n− 2)

(√
1− θ2

σ
ξ(β)− f ′(h)

f(h)
θ

)2

+ (1− θ2)
[
f(h)−2 − (log f)′′

]
+ (θ2 − (n− 1))((log f)′)2

− f ′(h)

f(h)
θ

√
1− θ2

σ
sinh(β)− θ′

σ
sinh(β)

+
θ′√

1− θ2

f ′(h)

f(h)
θ − α

σ2
u∗〈, 〉gN (φvi , φvi).

(2-67)

O caso Riemanniano segue da combinação das equações (2-64), (2-66), e (2-65),

(2-67).

Em seguida, assuma que P 2 is Lorentziano, sendo assim, a parametrização

de uma hipersuperf́ıcie de rotação Σn imersa em R ×f Hn com curva geratriz

parametrizada por comprimento de arco

γ(s) = (α(s), cosh(β(s)), 0 . . . , 0, sinh(β(s))),

é dada por

φ(s, v1, . . . , vn−1) = α(s)η1 + sinh(β(u))ζ(v1, . . . , vn−1) + cosh(β(s))ηn+2.

A métrica induzida em Σn tem a forma

I = ds2 + f(α(s))2 sinh(β(s))2dS2,

onde dS2 é a métrica padrão de Sn−1.

O vetor unitário normal a Σn e a função ângulo são dados por

N = f(α(u))β′(u)η1 +
cosh(β(u))α′(u)

f(α(u))
ζ +

sinh(β(u)α′(u)

f(α(u))
ηn+2,

e

θ = 〈N, ∂u〉 = f(α(u))β′(u). (2-68)

Calculando os autovetores de AN em Σn chegamos em

〈ANφs, φs〉 = 〈−∇φsN, φs〉 = 〈∇φsφs, N〉 = −f
′

f
θ,

e

ANφvi =

(√
1− θ2

σ
cosh(β(s))− f ′(α(s))

f(α(s))
θ

)
φvi . (2-69)
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Agora, suponha que Σn possua uma estrutura gradiente Einstein-type. Então, da

Proposição 2.1 e da equação de Gauss obtemos que

λ = −(n− 1)(1− θ2)(log f)′′(h)− (n− 1)(1− θ2) [(log f)′(h)]
2

− (n− 1)θ

√
1− θ2

σ
cosh(β)(log f)′(h)

+

[
(n− 1)

(
θ[(log f)′(h)]−

√
1− θ2

σ
cosh(β)

)
− θ
]

θ′√
1− θ2

− α |τgu|
2

1− θ2
− µ(1− θ2),

e

λ− θ
(√

1− θ2

σ
cosh(β)− f ′(h)

f(h)
θ

)
= (n− 2)

(√
1− θ2

σ
cosh(β)− f ′(h)

f(h)
θ

)2

+ (1− θ2)
[
f(h)−2 − (log f)′′

]
+
f ′(h)

f(h)
+ (θ2 − (n− 1))((log f)′)2

− f ′(h)

f(h)
θ

√
1− θ2

σ
cosh(β)− θ′

σ
cosh(β) +

θ′√
1− θ2

f ′(h)

f(h)
θ − α

σ2
u∗〈, 〉gN (φvi , φvi).

Finalmente, considere que P 2 é degenerado, logo, a parametrização de Σn

imersa em R×f Hn com curva geratriz parametrizada por comprimento de arco

γ(s) = (α(s), β(s), 0 . . . , 0,− 1

2β(s)
),

com β(s) > 0 e

α′(s)2 + f(α(s))2(ln(β(s)))′2 = 1,

é dada por

φ(s, v3, . . . , vn+1) = α(s)η1 + β(s)η2 + β(s)v −

(
1

2β(s)
− β(s)

2

n+1∑
i=3

v2
i

)
ηn+2,

onde v = (v3, ..., vn+1). A métrica induzida em Σn tem a forma

I = ds2 + f(α(s))2β(s)2dR2,

aqui dR2 é a métrica padrão de Rn−1.
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O vetor unitário normal a Σn é dado por

N =
−β′(s)(fα(s))

β(s)
η1 +

β(s)α′(s)

f(α(s))
η2 +

β(s)α′(s)

f(α(s))
v

+
1

f(α(s))

(
α′(s)

2β(s)
− β(s)α′(s)

2

n+1∑
i=3

v2
i

)
,

e função angulo

θ = 〈N, ∂s〉 =
−β′(s)(fα(s))

β(s)
. (2-70)

Neste caso, o operador de forma AN de Σn pode ser calculado de maneira

similar aos casos anteriores, chegando em

ANφs =

(
−f

′(α(s))

f(α(s))
θ − θ′√

1− θ2

)
φs, (2-71)

e

ANφvi = −
(√

1− θ2

σ
β(s) +

f ′(α(s))

f(α(s))
θ

)
φvi , σ = f(α(s))β(s). (2-72)

Assumindo que Σn possui uma estrutura gradiente Einstein-type juntamente com a

Proposição 2.1 e a equação de Gauss conclúımos a prova do teorema. �

2.4 Exemplos de estruturas gradiente Einstein-type

Prosseguindo, apresentamos exemplos de hipersuperf́ıcie com estrutura

gradiente Einstein-type imersa em I×fMn. Alguns dos exemplos apresentados nesta

seção foram constrúıdos como aplicação direta do Teorema 2.27.

Exemplo 2.30. Seja (Sn, g) uma esfera usual imersa no espaço Euclidiano ((0,+∞)×
Sn, g0), onde g0 = dt2 + t2g1, g1 é a métrica usual da n−esfera. Considere u = Id :

Sn −→ Sn. Se tomarmos a função altura da esfera como sendo a função potencial,

então (Sn, g) possui uma estrutura gradiente Einstein-type com função soliton dada

por λ = n+ 1− α.

Exemplo 2.31. Considere Σn = (0,+∞)× Sn−1 imerso em R× Rn equipado com o

tensor métrico

g = ds2 +
(

2 arctan
(

tanh
(s

2

)))2

dv2,

e função ângulo θ(s) =
√

1− tanh(s)2. Portanto, se tomarmos um número real

α > 0 e funções h, u, µ, λ dadas por
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h(s, v1, ..., vn−1) = log(cosh(s)), u(s, v1, ..., vn−1) = sinh(s),

µ(s, v1, ..., vn−1) =
[
2 arctan

(
tanh

(s
2

))
csch(s)− 1

]
×

×

[
n− 2 + 2 arctan

(
tanh

(s
2

))
csch(s)

]
4 arctan

[
tanh

(s
2

)]2

− α cosh(s)2 coth(s)2

λ(s, v1, ..., vn−1) =
sech(s)

[
4 arctan

(
tanh(

s

2
)
)

+ (n− 2) sinh(s)
]

tanh(s)

4 arctan(tanh
(
s
2

)
)2

,

deduzimos que Σn possui uma estrutura gradiente Einstein-type com a função altura

como função potêncial (veja a Figura 2.1 ).

Figura: 2.1: Estrutura gradiente Einstein-type rotacional imersa no espaço Euclidi-
ano.

Exemplo 2.32. Considere Σn uma hipersuperf́ıcie rotacionalmente simétrica em

R × Rn com função angulo constante. A partir de [29], Σn pode ser expressa

pelo produto Riemanniano (0,+∞) × Sn−1 equipado com o tensor métrico g =

ds2 + σ(s)2dv2, onde σ(s) = θs + c1. Portanto, se escolhermos funções h, u, µ e

λ da seguinte forma

h(s, v1, ..., vn−1) =
√

1− θ2s+ c3, u(s, v1, ..., vn−1) =
c1e
√

1−θ2s
√

1− θ2
+ c2,

λ(s, v1, ..., vn−1) =
(θs+ c4)θ

√
1− θ2 + (n− 2)(1− θ2)

(θs+ c4)2
,

µ(s, v1, ..., vn−1) =
−(n− 2)

(θs+ c4)2
− θ

√
1− θ2

(1− θ2)(θs+ c4)
− αc

2
1e

2
√

1−θ2s

1− θ2
,
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onde α > 0 e c1, c2, c3, c4 ∈ R. Nós deduzimos que Σn possui uma estrutura gradiente

Einstein-type com função potencial dada pela função altura.

Exemplo 2.33. Considere Σn = (0, π)×Sn−1 imersa em R×Rn equipada com tensor

métrico g = ds2 + (s/2 + sin(2s)/4)2dv2, e função ângulo θ(s) = cos(s)2. Portanto,

escolhendo um número real α > 0 e funções h, u, µ, λ dadas por

h(s, v1, ..., vn−1) = −

√
1− cos4(s)

((√
cos(2s) + 3

)
cot(s)

)
2
√

cos(2s) + 3

−

√
1− cos4(s)

√
2 csc(s) log

(√
2 cos(s) +

√
cos(2s) + 3

)
2
√

cos(2s) + 3
,

µ(s, v1, ..., vn−1) = − 1

(1− cos(s)4)

(
2 cos(s)2

√
1− cos(s)4

s+ cos(s) sin(s)

− 2 cos(s) sin(s)

(
cos(s)2√

1− cos(s)4
+

2(n− 1)

s+ cos(s) sin(s)

)

+
16(n− 2− αc2

1 − (n− 2) cos(s)4) + 8(s+ cos(s) sin(s)) sin(2s)

(2s+ sin(2s))2

)
,

λ(s, v1, ..., vn−1) =
16(n− 2− αc2

1 − (n− 2) cos(s)4) + 8(s+ cos(s) sin(s)) sin(2s)

(2s+ sin(2s))2

+
2 cos(s)2

√
1− cos(s)4)

(s+ cos(s) sin(s))
,

u(s, v1, ..., vn−1) = c1vk + c2,

para algum k ∈ {1, 2, ..., n−1} e c1, c2 ∈ R. Deduzimos que Σn possui uma estrutura

gradiente Einstein-type com função potencial dada pela função altura (Veja Figura

2.2).
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Figura: 2.2: Estrutura gradiente Einstein-type rotacional imersa no espaço Euclidi-
ano.



CAṔITULO 3
Gradiente Ricci-Harmônico Soliton

Neste caṕıtulo, focaremos nos gradiente Ricci-harmônico solitons, os quais

correspondem a soluções autosimilares para o sistema (0-1). Após a introdução de

GRHS, muitos esforços foram dedicados ao entendimento de sua geometria. Por

exemplo, em [66], os autores provaram que qualquer GRHS shrinking ou steady é

um gradiente Ricci soliton se a curvatura seccional de N (variedade de chegada da

aplicação u) for limitada superiormente por uma constante. Por outro lado, em [41],

os autores forneceram resultados de trivialidade para a função potencial e a aplicação

harmônica u usando a compacidade de M . Os resultados deste caṕıtulo poderão ser

conferidos em [13].

3.1 GRHS Produto Torcido

Os autores em [26] estudaram gradiente Ricci soliton produto torcido e

provaram que a função torção ou é constante ou a função potencial satisfaz

h = hB ◦ π, hB ∈ C∞(B). (3-1)

Daqui em diante, iremos considerar a aplicação u como sendo uma função

suave u : M → R e mostraremos que a decomposição (3-1) aplicada a um GRHS

produto torcido é equivalente a uma decomposição de u. Mais precisamente, obtemos

o seguinte

Proposição 3.1. Seja (Bn×fFm, g, h, u, λ) um GRHS com u não constante, então em

uma vizinhança V de um ponto (p, q) ∈ Bn×Fm a aplicação u pode ser representado

como u = uB ◦ π ou u = uF ◦ σ se, e somente se, h = hB ◦ π.

Motivados pela proposição acima, consideramos o estudo da aplicação u em

dois casos, a saber u = uB ◦ π ou u = uF ◦ σ. Nesse sentido, obtemos uma condição

necessária e suficiente para a existência de GRHS no produto torcido.



3.1 GRHS Produto Torcido 72

Teorema 3.2. Seja (Bn ×f Fm, g) uma variedade produto torcido. Então, temos as

seguintes condições:

(a) Se u = uB ◦ π, então (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é um GRHS se, e somente se,
RicgB − m

f
HessgBf +HessgBhB − α∇gBuB ⊗∇gBuB = λgB,

∆ωuB = 0 in B,
(3-2)

F é Einstein com RicgF = %gF ,

f∆gBf + (m− 1)|∇gBf |2 + λf 2 − f∇gBf(hB) = %. (3-3)

(b) Se u = uF ◦ σ, então (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é um GRHS se, e somente se,

RicgB −
m

f
HessgBf +HessgBhB = λgB, (3-4)

F é Einstein harmônico com


RicgF − α∇gFuF ⊗∇gFuF = %gF ,

∆gFuF = 0,

f∆gBf + (m− 1)|∇gBf |2 + λf 2 − f∇gBf(hB) = %, (3-5)

onde RicgB é o tensor de Ricci de B, RicgF é o tensor de Ricci de F e

∆ω = ∆− < ∇,∇ω > com ω = h−m∇ log(f).

Observação 3.3. O Teorema 3.2 é uma generalização do Corolário 3 obtido em [48].

Prosseguindo, obtemos alguns resultados de trivialidade para a função

torção, função potencial e aplicação u por meio do prinćıpio do máximo.

Teorema 3.4. Seja (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) um GRHS com base Riemanniana.

(a) Se uB ∈ C∞(B) atinge um máximo em Bn, então u = uB ◦ π é uma função

constante, i.e., (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é um gradiente Ricci soliton.

(b) Se λ ≥ 0, hB atinge um máximo em Bn e
m∆gB

f

f
≥ scalgB , então h = hB ◦ π

é uma função constante, i.e., (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é uma variedade Einstein

harmônica.
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(c) Se fB atinge um máximo em Bn e λ ≤ %
f2

, então f = fB ◦ π é uma função

constante, i.e., (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é uma variedade produto Riemanniano.

(O mesmo ocorre se fB atinge um mı́nimo e λ ≥ %
f2

),

onde scalgB é a curvatura escalar de B.

Corolário 3.5. Seja (Bn×fFm, g, h, u, λ) um GRHS com base Riemannian compacta.

(a) Se uB ∈ C∞(B), então (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é um gradiente Ricci soliton.

(b) Se λ ≥ 0, e
m∆gB

f

f
≥ scalgB , então (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é uma variedade

Einstein harmônica.

(c) Se λ ≤ %
f2

em B, então (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é uma variedade produto.

O produto torcido provou sua eficiência na construção de novos exemplos

de variedades com certas caracteŕısticas geométricas. Por exemplo, no escopo de

soluções invariantes, Tokura et al. [61] forneceu exemplos expĺıcitos de gradiente

Yamabe sólitons geodesicamente completos. Por outro lado, no mesmo contexto de

solução invariante, Sousa et al. [26] apresentou exemplos de gradiente Ricci solitons

steady não conformemente planos.

A seguir, focamos nossa atenção no produto torcido (B×f F, g) onde a base

ou a fibra é conformemente plana. No caso em que u = uB◦π, consideramos o produto

torcido GRHS com a base conforme a um espaço semi-Euclidiano n−dimensional. E

uma métricas invariantes sob a ação de um grupo de translação (n−1)−dimensional.

Mais precisamente, considere a métrica semi-Euclidiana (g0)ij = εiδij em coorde-

nadas locais, xB = (x1, ..., xn) de Rn, onde εi = ±1. Para uma escolha arbitrária de

um vetor não nulo υ = (υ1, ..., υn) ∈ Rn definimos a função ξ : Rn → R dada por

ξ(x1, ..., xn) =
n∑
i=1

υixi,

e procuraremos por funções suaves h, f, ϕ : (a, b) ⊂ R → R, f, ϕ > 0 tais que as

funções compostas h = h ◦ ξ, f = f ◦ ξ, ϕ = ϕ ◦ ξ : ξ−1(a, b) → R, satisfazem (1-8)

com M = ξ−1(a, b)× Fm e tensor métrico

g =
1

ϕ2
g0 + f 2gF . (3-6)

O próximo resultado nos dá uma condição necessária e suficiente para a

existência de produto torcido GRHS com base conforme a um espaço semi-Euclidiano

invariante pela ação de um (n − 1)− dimensional grupo de translação quando

u = uB ◦ π.
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Teorema 3.6. (Rn ×f Fm, g, h, u = uB ◦ π, λ) equipado com o tensor métrico (3-6)

é um GRHS com aplicação u não constante, e constante de Einstein da fibra % se,

e somente se, as funções f = f ◦ ξ, h = h ◦ ξ, ϕ = ϕ ◦ ξ, u = u ◦ ξ verificam o

sistema abaixo:

(n− 2)
ϕ′′

ϕ
−mf ′′

f
− 2m

ϕ′

ϕ

f ′

f
+ h′′ + 2

ϕ′

ϕ
h′ − α(u′)2 = 0, (3-7)[

ϕ′′

ϕ
− (n− 1)

(
ϕ′

ϕ

)2

+m
ϕ′

ϕ

f ′

f
− ϕ′

ϕ
h′

]
||υ||2 =

λ

ϕ2
, (3-8)

[
f ′′

f
− (n− 2)

ϕ′

ϕ

f ′

f
+ (m− 1)

(
f ′

f

)2

− f ′

f
h′

]
||υ||2 =

%

f 2ϕ2
− λ

ϕ2
, (3-9)

[
u′′ − (n− 2)

ϕ′

ϕ
u′ +mu′

f ′

f
− u′h′

]
||υ||2 = 0. (3-10)

Corolário 3.7. Sob as hipóteses do Teorema 3.6, se ||υ||2 = 0, então, a qúıntupla

(Rn×f Fm, g, h, u, λ) é um GRHS steady e Fm é Ricci plana, isto é, λ = 0 e % = 0.

Quando u é uma função constante, o sistema de EDOs do Teorema 3.6 reduz

ao sistema estudado em [49].

No caso em que u = uF ◦ σ, consideramos o GRHS produto torcido

(Rn, ϕ−2g0) ×f (Rm, τ−2g0) com a base e a fibra conformes aos espaços semi-

Euclidiano n−dimensional e m−dimensional respectivamente, e métricas invariantes

sob a ação de um grupo de translação (n − 1)-dimensional e (m − 1)-dimensional

respectivamente. Desta maneira, de forma similar ao que fizemos com a função ξ,

definimos ζ : Rm → R como

ζ(xn+1, ..., xn+m) =
n+m∑
i=n+1

βixi,

onde β = (βn+1, ..., βn+m) é um vetor não nulo e xF = (xn+1, ..., xn+m) ∈ Rm.

Em seguida, obtemos condições para que as funções h ◦ ξ, f ◦ ξ, u ◦ ζ, ϕ ◦
ξ, τ ◦ ζ satisfaça (1-8) com M = ξ−1(a, b)× ζ−1(c, d) e tensor métrico

g =
1

ϕ2
g0 + f 2 1

τ 2
g0. (3-11)

Teorema 3.8. (Rn ×f Rm, g, h, u = uF ◦ σ, λ) equipado com o tensor métrico (3-11)

é um GRHS com u não constante e constante de Einstein harmônica da fibra % se,

e somente se, as funções f = f ◦ ξ, h = h ◦ ξ, ϕ ◦ ξ, u = u ◦ ζ, τ ◦ ζ verificam o
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sistema abaixo:

(n− 2)
ϕ′′

ϕ
−mf ′′

f
− 2m

ϕ′

ϕ

f ′

f
+ h′′ + 2

ϕ′

ϕ
h′ = 0, (3-12)

[
ϕ′′

ϕ
− (n− 1)

(
ϕ′

ϕ

)2

+m
ϕ′

ϕ

f ′

f
− ϕ′

ϕ
h′

]
||υ||2 =

λ

ϕ2
, (3-13)

[
f ′′ϕ2f − (n− 2)ϕ′ϕff ′ + (m− 1)(f ′)2ϕ2 − f ′fϕ2h′

]
||υ||2 + λf 2

=
[
τ ′′τ − (m− 1) (τ ′)

2
]
||β||2 = %,

(3-14)

(m− 2)
τ ′′

τ
− α(u′)2 = 0, (3-15)

[
τ 2u′′ − (m− 2)ττ ′u′

]
||β||2 = 0. (3-16)

Corolário 3.9. Sob as hipóteses do Teorema 3.8, se considerarmos ||υ||2 = 0, então

(Rn ×f Rm, g, h, u = uF ◦ σ, λ) é um GRHS steady, isto é, λ = 0, % = 0.

No que segue, descrevemos todas as soluções do sistema dado pelo Teorema

3.8 quando λ = 0 e % = 0.

Teorema 3.10. Considere λ = 0, % = 0 e m ≥ 0 no Teorema 3.8, então (Rn×fRm, g)

é um GRHS steady se, e somente se, as funções ϕ(ξ), f(ξ), h(ξ), τ(ζ), u(ζ) verificam

(a) Para ||υ||2 = 0, ||β||2 = 0

h(ξ) =

∫ (
ϕ−2

[∫
(m

f ′′

f
ϕ2 + 2mϕϕ′

f ′

f
− (n− 2)ϕϕ′′)dξ + c1

])
dξ + c2,

(3-17)

u(ζ) =

∫
±
√

(m− 2)

α

τ ′′

τ
(ζ)dζ + c3, (3-18)

onde c1, c2 > 0, c3 ∈ R.
(b) Para ||υ||2 = 0, ||β||2 = 1, a função potencial h(ξ) é definida por (3-17), e

τ(ζ) = c2(c1 + (m− 2)ζ)
1

2−m , (3-19)

u(ζ) = c2 ±
√

2− 3m+m2((−2 +m)ζ + c1) log ((−2 +m)ζ + c1)

(−2 +m)
√
α((−2 +m)ζ + c1)2

. (3-20)

Estas soluções estão definidas no semi-espaço ζ > − c1
(m−2)

.



3.2 Demonstração dos principais resultados 76

(c) Para ||υ||2 = 1, ||β||2 = 0, ou

ϕ±(ξ) =
c4

(N±ξ + b)
k
N±

,

f±(ξ) =
c5

(N±ξ + b)
1
N±

,

h±(ξ) = −m− (n− 2)k +N±
N±

ln(N±ξ + b),

u(ζ) =

∫
±
√

(m− 2)

α

τ ′′

τ
(ζ)dζ + c3,

(3-21)

onde c4, c5 > 0, k > 0, b e N± são constantes com N± = −k ±
√
m+ k2(n− 1), ou

ϕ′

ϕ
(ξ) = k

f ′

f
(ξ),

f ′

f
(ξ) = ψ(ξ),

h′(ξ) = [z(ξ) +m− k(n− 2)]ψ(ξ)

u(ζ) =

∫
±
√

(m− 2)

α

τ ′′

τ
(ζ)dζ + c3,

(3-22)

onde ψ(ξ) e z(ξ) são soluções deψ(ξ) = c6(z(ξ) + k −
√
m+ k2(n− 1))

a−1
2 (z(ξ) + k +

√
m+ k2(n− 1))

−a+1
2 ,

z′(ξ) = −c6(z(ξ) + k −
√
m+ k2(n− 1))

a+1
2 (z(ξ) + k +

√
m+ k2(n− 1))

−a−1
2 ,

(3-23)

com função z(ξ) não constante e constantes reais k, c6 ≥ 0 e a = k√
m+k2(n−1)

.

(d) Para ||υ||2 = 1, ||β||2 = 1, as funções ϕ(ξ), f(ξ), h(ξ) são definidas pelo sistema

(3-21) ou (3-22), enquanto que as funções u(ζ) e τ(ζ) são determinadas pelas

equações (3-19) e (3-20).

3.2 Demonstração dos principais resultados

Prova da Proposição 3.1: Suponha que u pode ser representada como u = uB ◦ π
ou u = uF ◦ σ, então a partir da Proposição 1.24 a equação (1-8) torna-se

Hessh(X, V ) = X(V (h))−∇XV (h) = α∇u(X)∇u(V ) = 0,

para todo X ∈ L(B) e V ∈ L(F ).

Segue então do Teorema 1.1 em [26] que h = hB ◦ π.
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Agora, assuma a validade da equação (3-1), então a equação (1-8) aplicada

em X, V é equivalente a

0 = λg(X, V ) = α∇u(X)∇u(V ). (3-24)

Note que o tensor métrico (1-2) aplicado a X, V é nulo.

Como u é não constante, existe um campo L = X + V ∈ L(Bn × Fm),

(p, q) ∈ Bn × Fm e uma vizinhança V tal que ∇u(X + V )∇u(X + V ) 6= 0 em V ,

então

∇u(X)2 + 2∇u(X)∇u(V ) +∇u(V )2 6= 0, (3-25)

e a partir de (3-24) derivamos

∇u(X)2 +∇u(V )2 6= 0. (3-26)

Portanto, ou ∇u(X) 6= 0 ou ∇u(V ) 6= 0 em V . �

Prova do Teorema 3.2: Primeiramente, considere u = uB ◦ π. Combinando a

primeira equação em (1-8) com (1-3), chegamos em

RicgB −
m

f
HessgBf(X, Y ) +HessgBh(X, Y )− α∇gBu⊗∇gBu(X, Y ) = λgB(X, Y ),

para todo X, Y ∈ L(B). Agora, combinando a Proposição 35 de [57] e a segunda

equação de (1-8), temos que

∆u =

[
∆gBuB +

m

f
gB(∇gBuB,∇gBf)

]
◦ π = gB(∇uB,∇hB) ◦ π. (3-27)

Denotando ∆ω := ∆− g(∇ω,∇·) a equação (3-27) torna-se

∆ωuB = 0,

o qual prova (3-2).

Seja V,W ∈ L(F ), então a partir de (1-8) e (1-3) temos que

λf 2gF (V,W ) = RicgF (V,W ) +Hessh(V,W )

− (f∆Bf + (m− 1)gB(∇f,∇f)) gF (V,W ), (3-28)



3.2 Demonstração dos principais resultados 78

segue da expressão da conexão de métricas produto torcido que

Hessh(V,W ) = V (W (h))− (∇VW )(h)

= −(F∇VW − fgF (V,W )∇gBf)(h)

= fgF (V,W )∇gBf(h). (3-29)

Substituindo (3-29) em (3-28) obtemos que RicgF = %gF onde

% = f∆gBf + (m− 1)|∇gBf |2 + λf 2 − f∇gBf(h). (3-30)

Portanto, F é uma variedade de Einstein.

No caso em que u = uF ◦ σ basta combinar (1-8) e a Proposição 1.24 que

obtemos

Ricg(X, Y ) = RicgB −
m

f
HessgBf(X, Y )

= λg(X, Y )−Hessh(X, Y ) + α∇u⊗∇u(X, Y )

para todo X, Y ∈ L(B). Usando a métrica produto torcido a equação anterior é

equivalente a

RicgB(X, Y )− m

f
HessgBf(X, Y ) +HessgBh(X, Y ) = λgB(X, Y ).

Por outro lado,

Ricg(V,W ) = λg(V,W )−Hessh(V,W ) + α∇u⊗∇u(V,W )

= RicgF (V,W )− (f∆Bf + (m− 1)gB(∇f,∇f)) gF (V,W ),

para todo V,W ∈ L(F ). A partir da métrica produto torcido segue que

RicgF (V,W )− α∇gFu⊗∇gFu(V,W ) = λf 2gF (V,W )− fgF (V,W )∇gBf(h)

+ (f∆Bf + (m− 1)gB(∇f,∇f)) gF (V,W )

= (f∆gBf + (m− 1)|∇gBf |2 + λf 2

− f∇gBf(h))gF .

Considere a segunda equação de (1-8) com u = uF◦σ. A partir da Proposição

35 de [57] derivamos

∆u = ∆gFuF ◦ σ = g(∇u,∇h) = 0.
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Note que % = f∆gBf + (m− 1)|∇gBf |2 + λf 2 − f∇gBf(h) é constante em relação a

fibra, logo (Fm, gF ) é uma variedade Einstein harmônica e isto completa a prova. �

Prova do Teorema 3.4: (a) Suponha que u = uB ◦ π. Procedendo de maneira

análoga a prova do Teorema 3.2 chegamos em

∆u =

[
∆gBuB +

m

f
gB(∇gBuB,∇gBf))

]
◦ π = gB(∇uB,∇hB) ◦ π, (3-31)

e

∆ωuB = 0,

onde ω = hB − m log(f). Portanto, segue do Teorema 1.19 que uB é constante, o

que implica que u = uB ◦ π é constante. Sendo assim, (Bn ×f Fm, g, h, u, λ) é um

gradiente Ricci soliton.

(b) Combinando (1-3) e (1-8), temos que

λgB(X, Y )−HessgBh(X, Y ) + α∇gBu(X)∇gBu(Y ) = RicgB(X, Y )

− m

f
HessgBf(X, Y ),

(3-32)

para todo X, Y ∈ L(B). Agora, tomando o traço de ambos os lados da equação

(3-32), obtemos que

∆gBhB = nλ+ α||dπ(∇u)||2 − scalgB +
m∆gBf

f
.

A partir da hipótese, deduzimos que ∆gBhB ≥ 0. Logo, aplicando novamente o

Teorema 1.19, segue que hB é constante, i.e., a função potencial h = hB ◦ π é

constante.

(c) Considere o operador eĺıptico de segunda ordem dado por

Ξ(·) = ∆(·)−∇h(·) +
(m− 1)

f
∇f(·).

Segue de (3-3) que

Ξ(f) =
%− λf 2

f
≥ 0.

Então, como consequência direta de o prinćıpio do máximo (Teorema 1.19), tem-se

que f é uma função constante e isso conclui a prova. �

Prova do Teorema 3.6: Como o Teorema 3.2 fornece uma condição necessária e

suficiente para que o produto torcido (Bn ×f Fm, g) seja um GRHS, vamos utilizar
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sua condição de equivalência em conjunto com a abordagem de soluções invariantes

para produzir as equações (3-7), (3-8), (3-9) e (3-10).

Primeiramente, para uma escolha arbitrária de um vetor diferente de zero

υ = (υ1, . . . , υn) ∈ Rn, definimos ξ : Rn → R como ξ(x1, . . . , xn) = υ1x1 + · · ·+υnxn.

Note que estamos assumindo ϕ = ϕ(ξ), h = h(ξ), u = u(ξ) e f = f(ξ), sendo assim,

temos que

ϕ,xi = ϕ′υi, f,xi = f ′υi, h,xi = h′υi, u,xi = u′υi

ϕ,xixj = ϕ′′υiυj, f,xixj = f ′′υiυj, h,xixj = h′′υiυj u,xixj = u′′υiυj.

Agora, seja (B, gB) o espaço semi-Euclidiano dotado com a métrica conforme

gB = ϕ−2g0. Logo, a partir da Proposição 1.9 segue que

RicgB =
1

ϕ2

{
(n− 2)ϕHessg0(ϕ) + [ϕ∆g0ϕ− (n− 1)|∇g0ϕ|2]g0

}
.

Usando a notação tensorial Hessg0(ϕ)(∂i, ∂j) = (Hessg0(ϕ))i,j, onde {∂i}ni=1 é uma

base ortonormal semi-Euclidiana, produzimos

(Hessg0(ϕ))i,j = ϕ′′υiυj,

∆g0ϕ =
∑
k

εk(HessgB(ϕ))kk = ϕ′′||υ||2,

|∇g0ϕ|2 =
∑
k

εkϕ
2
,xk

= ϕ′||υ||2.

Portanto, o tensor de Ricci toma a seguinte forma

(RicgB)i,j =
1

ϕ
{(n− 2)ϕ′′υiυj}, i 6= j, (3-33)

(RicgB)i,i =
1

ϕ2

{
(n− 2)ϕϕ′′(υi)

2 + [ϕϕ′′||υ||2 − (n− 1)(ϕ′)2||υ||2]εi
}
, (3-34)

para i = 1, 2, ..., n. Fazendo uso da Proposição 1.9 para calcular a Hess(h) em

relação a métrica gB, temos

(HessgB(h))ij = h,xixj −
n∑
k=1

Γkijh,xk ,

aqui os śımbolos de Christoffel Γkij para distintos i, j, k são dados por

Γkij = 0, Γiij = −
ϕ,xj
ϕ
, Γkii = εiεk

ϕ,xk
ϕ

e Γiii = −ϕ,xi
ϕ
.
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Portanto,

(HessgB(h))ij = h,xixj + ϕ−1(ϕ,xih,xj + ϕ,xjh,xi)− δijεi
∑
k

εkϕ
−1ϕ,xkh,xk

= υiυjh
′′ + (2υiυj − δijεi||υ||2)ϕ−1ϕ′h, (3-35)

e

∆gBf =
∑
k

ϕ2εk(HessgB(f))kk = ||υ||2ϕ2(f ′′ − (n− 2)ϕ−1ϕ′f ′). (3-36)

Por outro lado, conseguimos obter a expressão de ∇f(h), |∇f |2 e

(∇u⊗∇u)ij na métrica conforme gB através da Proposição 1.9

∇gBf(h) = 〈∇gBf,∇gBh〉 =ϕ2
∑
k

εkf,xkh,xk = ||υ||2ϕ2f ′h′,

|∇gBf |2 =ϕ2
∑
k

εkf
2
,xk

= ||υ||2ϕ2(f ′)2,

(∇gBu⊗∇gBu)ij = u,xiu,xj = υiυj(u
′)2.

(3-37)

Substituindo (3-34), (3-35) e (3-37), para i = j, em (3-2) obtemos (3-8).

Agora, a partir de (3-33) e (3-35), para i 6= j, chegamos em

υiυj

(
(n− 2)

ϕ′′

ϕ
−mf ′′

f
− 2m

ϕ′

ϕ

f ′

f
+ h′′ + 2

ϕ′

ϕ
h′ − α(u′)2

)
= 0.

Se existir i, j, i 6= j tal que υiυj 6= 0, então obtemos

(n− 2)
ϕ′′

ϕ
−mf ′′

f
− 2m

ϕ′

ϕ

f ′

f
+ h′′ + 2

ϕ′

ϕ
h′ − α(u′)2 = 0

o qual é a equação (3-7).

Agora, necessitamos considerar o caso υiυj = 0, ∀i 6= j. Para isto, considere

k0 fixado e υk0 = 1, υk = 0 para k 6= k0. Neste caso, substituindo (3-34), (3-35) e

(3-37) em (3-2) obtemos a equação (3-8) para i 6= k0, isto é, υi = 0, e quando i = k0,

obtemos (3-7), isto é, υk0 = 1.

Substituindo (3-36), (3-37) em (3-3) obtemos a equação (3-9). Finalmente,

inserindo (3-36), (3-37) em (3-31) derivamos a equação (3-10) e isto completa a

prova. �

Prova do Teorema 3.8: De forma semelhante à prova do Teorema 3.6, basta

substituir as equações (3-33), (3-37) em (3-4) com i 6= j, que derivamos a equação

(3-12), no entanto para produzir a equação (3-13) é suficiente usar (3-34), (3-37) em

(3-4) com i = j.
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A partir do Teorema 3.2 sabemos que F é uma variedade Einstein har-

mônica, isto é

RicgF − α∇gFugF ⊗∇gFugF = %gF , (3-38)

onde α > 0 e

∆gBf + (m− 1)|∇gBf |2 + λf 2 − f∇gBf(h) = %. (3-39)

Para uma escolha arbitrária de um vetor não nulo β = (β1, ..., βm), considere

τ : Rm → (0,∞) e ζ : Rm → R o fator conforme da fibra e a função invariante

por translação, respectivamente. Como estamos assumindo u = u(ζ), segue que

(∇gFugF ⊗∇gFugF )ij = u,xn+iu,xn+j = (u′)2βiβj i, j = 1, ...,m. (3-40)

Substituindo (3-37) em (3-39), temos que

[
f ′′ϕ2f − (n− 2)ϕ′ϕff ′ + (m− 1)(f ′)2ϕ2 − f ′fϕ2h′

]
||υ||2 + λf 2 = %. (3-41)

Inserindo as equações (3-33), (3-34), (3-40) e (3-41) em (3-38) chegamos em

[
f ′′ϕ2f − (n− 2)ϕ′ϕff ′ + (m− 1)(f ′)2ϕ2 − f ′fϕ2h′

]
||υ||2 + λf 2

=
[
τ ′′τ − (m− 1) (τ ′)

2
]
||β||2 = %,

(3-42)

para i = j, e

(m− 2)
τ ′′

τ
− α(u′)2 = 0, (3-43)

para i 6= j. Note que (3-42) e (3-43) são precisamente (3-14) e (3-15), respectiva-

mente. Finalmente, a partir do Teorema 3.2 (b) u é uma função harmônica, então

∆gFuF =
∑
k

τ 2εk(HessgF (u))kk = ||β||2τ 2(u′′ − (m− 2)τ−1τ ′u′) = 0,

o qual corresponde a equação (3-16) e isso conclui a prova. �

Prova do Teorema 3.10: (a) Tomando os parâmetros λ = 0 e ||υ||2 = ||β||2 = 0

no Teorema 3.8 temos que

(n− 2)
ϕ′′

ϕ
−mf ′′

f
− 2m

ϕ′

ϕ

f ′

f
+ h′′ + 2

ϕ′

ϕ
h′ = 0, (3-44)

(m− 2)
τ ′′

τ
− α(u′)2 = 0. (3-45)

As equações (3-17) e (3-18) diretamente da integração de (3-44) e (3-45).
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(b) Combinando os parâmetros ||β||2 = 1, ||υ||2 = 0, λ = 0 com o Teorema

3.8, temos que

τ ′′

τ
− (m− 1)

(
τ ′

τ

)2

= 0, (3-46)

(m− 2)
τ ′′

τ
− α(u′)2 = 0, (3-47)

τ 2u′′ − (m− 2)ττ ′u′ = 0. (3-48)

Integrando (3-46) e substituindo em (3-47) derivamos (3-19), ao passo que integrando

(3-46) e substituindo em (3-48) obtemos (3-20).

(c) Considere ||υ||2 = 1, ||β||2 = 0 e λ = 0. Então a partir das equações

(3-12), (3-13), (3-14) e (3-15) do Teorema 3.8, deduzimos



(n− 2)
ϕ′′

ϕ
−mf ′′

f
− 2m

ϕ′

ϕ

f ′

f
+ h′′ + 2

ϕ′

ϕ
h′ = 0,

ϕ′′

ϕ
− (n− 1)

(
ϕ′

ϕ

)2

+m
ϕ′

ϕ

f ′

f
− ϕ′

ϕ
h′ = 0,

f ′′ϕ2f − (n− 2)ϕ′ϕff ′ + (m− 1)(f ′)2ϕ2 − f ′fϕ2h′ = 0,

(m− 2)
τ ′′

τ
− α(u′)2 = 0.

(3-49)

As três primeiras equações do sistema acima envolvendo ϕ, f e h foram resolvidas

em [26]. Por outro lado, integrando a última equação do sistema (3-49) obtemos a

equação (3-21).

(d) Decorre imediatamente dos casos anteriores. �

3.3 Exemplos de GRHS produto torcido

Os próximos exemplos providenciam soluções explicitas para os Teoremas

3.6 e 3.8.

Exemplo 3.11. No Teorema 3.6, considere ||υ||2 = 0, o espaço Lorentziano (Rn, g)

com coordenadas (x1, . . . , xn), assinatura ε1 = −1, εi = 1, ∀ i ≥ 2, e fibra (Rm, δ),

onde δ é a métrica Euclidiana. Seja ξ = x1 + x2 e escolha k ∈ R \ {0}. Então

f(ξ) = ekξ, ϕ(ξ) = ekξ, u(ξ) = kξ,

h(ξ) =
k

2
(2− n+ 3m+ α)ξ − e−2kξk1

2k
+ k2
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define uma familia de GRHS steady geodesicamente completos em (Rn, ϕ−2g) ×f
(Rm, δ) com função potencial h, aplicação u e função torção f(veja seção 3.2).

Exemplo 3.12. No Teorema 3.6, considere ||υ||2 = 1, m,n = 1 e escolha k ∈ R com

k2 > 1, então as funções

h(ξ) = (m− k(n− 2)) ln(f(ξ)), ϕ(ξ) = f(ξ)k, u(ξ) = kξ,

f(ξ) = e

√
αk2

(−k2(n−2)−m)
ξ
,

onde

ξ(x) =
n∑
i=1

υixi, com υiυj 6= 0,

definem um GRHS steady em (Rn, ϕ−2δ) ×f (Rm, δ) para todo ξ ∈ R, onde δ é a

métrica Euclidiana padrão.

Exemplo 3.13. No Teorema 3.10 item (a) considere o espaço Lorentziano (Rn, g1)

e (Rm, g2), com coordenadas (x1, . . . , xn) e (xn+1, . . . , xn+m) onde g1 = −dx2
1 +∑n

i=2 dx
2
i and g2 = −dx2

n+1 +
∑n+m

j=n+2 dx
2
j . Let ξ = x1 +x2 e ζ = xn+1 +xn+2. Então

f(ξ) = keAξ, ϕ(ξ) = keAξ, τ(ζ) = ζ2 + 1, A 6= 0, k > 0

h(ξ) = (2− n+ 3m+ α)
A

2
ξ − e−2Aξc7

2Ak2
+ c8, c7, c8 ∈ R,

u(ζ) = −
√

2
√
−2+m

√
1+ζ2 sinh−1(ζ)√

(1+ζ2)α
+ c9, c9 ∈ R,

define uma famı́lia de GRHS steady geodesicamente completos em (Rn, ϕ−2g1) ×f
(Rm, τ−2g2) com função potencial h, aplicação u e função torção f(veja seção 3.2).

Exemplo 3.14. No Teorema 3.10 item (c) considere k = 1, uma constante não zero

z(ξ), a base sendo (R2, g0) e (R3, g) a fibra Lorentziana com coordenadas (y1, y2, y3)

e ζ = y1 + y2. Então, obtemos que
ϕ(ξ) =

c5

ξ + b
,

f(ξ) =
c4

ξ + b
,

h(ξ) = −4 ln(ξ + b),

τ(ζ) = ec4ζ ,

u(ζ) =
c4√
α
ζ,

descreve uma famı́lia de GRHS steady definido no semi-espaço ξ > −b.
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A fim de provar a completude dos Exemplos 3.11 e 3.13 utilizaremos como

conceito de completude o dado na Definição 1.4.

Prova da Completude do Exemplo 3.11: Dada uma curva γ in M ×f F , podemos

escrever γ(s) = (γB(s), γF (s)), onde γB = π ◦ γ e γF = σ ◦ γ. Fazendo uso da

Proposição 1.25, obtemos uma condição necessária e suficiente para que a curva γ

seja geodésica. Desta forma, procedendo de maneira similiar ao que foi feito em

[61] e [56], vamos agora provar que o GRHS definido no Exemplo 3.11 é completo

mostrando que qualquer geodésica γ(s) = (γB(s), γF (s)) está definida para todo

t ∈ R.
Considere (Rn, g) sendo o espaço Lorentziano com coordenadas (x1, . . . , xn)

e assinatura ε1 = −1, εi = 1, ∀ i ≥ 2. Seja k ∈ R \ {0} e funções dadas por

f(ξ) = ekξ, ϕ(ξ) = ekξ, u(ξ) = kξ,

h(ξ) =
k

2
(2− n+ 3m+ α)ξ − e−2kξk1

2k
+ k2.

Defina gB := ϕ−2g = e−2kξg, então o gradiente ∇gBf torna-se

∇gBf =
(
− ke3kξ, ke3kξ, 0, . . . , 0

)
.

Seja γ(s) = (γB(s), γF (s)) uma geodésica tal que γB(s) = (y1(s), . . . , yn(s)) e

γF (s) = (yn+1(s), . . . , yn+m(s)). Segue da Proposição 1.25 que a curva γ(s) é uma

curva geodésica de (Rn, gB)×f (Rm, δ) se, e somente se, o sistema de equações abaixo

for satisfeito



y′′1(s) = −kδ(γ′F , γ′F )e4k(y1(s)+y2(s)), (I)

y′′2(s) = kδ(γ′F , γ
′
F )e4k(y1(s)+y2(s)), (II)

y′′r (s) = 0, para r ∈ {3, . . . , n}, (III)

y′′n+l(s) = −2k[y′1(s) + y′2(s)]y′n+l(s), para l ∈ {1, . . . ,m}. (IV)

Integrando a soma das equações diferenciais (I) e (II) e substituindo em

(IV), obtemos a equação diferencial ordinária linear de segunda ordem abaixo

y′′n+l(s) + 2kc1y
′
n+l(s) = 0 para cada l ∈ {1, . . . ,m}, c1 ∈ R, (3-50)

cujas soluções gerais yn+l(s) estão definidas em toda a reta real R. Integrando (III)

chegamos em yr(s) = c5,r + c6,rs, para c5,r, c6,r ∈ R, cujo domı́nio também é toda
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a linha real, então só é necessário provar que as soluções de (I) e (II) também são

definidas em todo R.

Resolvendo a equação diferencial (3-50) e substituindo em (I) obtemos que

y′′1(s) é constante, portanto, y1(s) está definido em todo R. Exceto por questões de

sinal, o mesmo acontece com y2(s). Portanto, todas as geodésicas γ(s) estão definidas

em toda reta real. �

Prova do Completude do Exemplo 3.13: Seja (Rn, g1) e (Rm, g2) sendo o espaços

semi-euclidianos padrão como no Exemplo 3.13. Tome A ∈ R\{0}, k > 0 e considere

as funções

ϕ(ξ) = keAξ, f(ξ) = keAξ, h(ξ) = (2−n+3m+α)
A

2
ξ− e

−2Aξc7

2Ak2
+c8, c7, c8 ∈ R,

e

τ(ζ) = ζ2 + 1, u(ζ) = −
√

2
√
−2+m

√
1+ζ2 sinh−1(ζ)√

(1+ζ2)α
+ c9, c9 ∈ R,

onde f, ϕ, h estão definidas em (Rn, g1) e τ, u são definidas em (Rm, g2).

Na métrica conforme gB := ϕ−2g1 = k−2e−2Aξg1, o gradiente ∇gBf é dado

por

∇gBf =
n∑

r,s=1

grsB f,xs∂r =
n∑

r,s=1

ϕ2εrδrsf
′υs∂s =

n∑
s=1

k3Aεsυse
3Aξ∂s.

Como υ1 = υ2 = 1, υi = 0, para i ≥ 3, e ε1 = −1, εi = 1, para i ≥ 2, obtemos

∇gBf =
(
− k3Ae3Aξ, k3Ae3Aξ, 0, . . . , 0

)
.

Então, considerando γB(s) = (y1(s), . . . , yn(s)) e γF (s) = (yn+1(s), . . . , yn+m(s)) na

Proposição 1.25, temos que

y′′1(s) = −k4AgF (γ′F , γ
′
F , )e

4A(y1(s)+y2(s)), (I)

y′′2(s) = k4AgF (γ′F , γ
′
F , )e

4A(y1(s)+y2(s)), (II)

y′′r (s) = 0, para r ∈ {3, . . . , n}, (III)

y′′n+l(s) = −2A[y′1(s) + y′2(s)]y′n+l(s), para l ∈ {1, . . . ,m}. (IV)

Somando as equações diferenciais (I) e (II) chegamos em y′′1(s) + y′′2(s) = 0, então

por integração chegamos em

y′1(s) + y′2(s) = c1, y1(s) + y2(s) = c1s+ c2, c1, c2 ∈ R. (3-51)
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Substituindo (3-51) em (IV), obtemos a equação diferencial ordinária linear de

segunda ordem

y′′n+l(s) + 2Ac1y
′
n+l(s) = 0 para cada l ∈ {1, . . . ,m},

cujas soluções gerais são

yn+l(s) =


c3,l + c4,ls, se c1 = 0,

c3,l + c4,le
−2Ac1s, sec1 6= 0.

(3-52)

onde c3,l, c4,l ∈ R. Portanto, para cada l ∈ {1, . . . ,m}, as funções yn+l(s) são

definidas em toda a reta real R. Observe que as soluções de (III) são dadas por

yr(s) = c5,r+c6,rs, onde c5,r, c6,r ∈ R, cujo domı́nio também é a reta real. Finalmente,

para concluir basta provar que as soluções de (I) e (II) estão definidas em todo R, e

para isso vamos expressar gF (γ′F , γ
′
F ) em função dos parâmetros s. Como gF = τ−2g2,

βn+1 = βn+2 = 1, βn+j = 0, para j ≥ 3, e εn+1 = −1, εn+j = 1, para j ≥ 2, obtemos

gF (γ′F , γ
′
F ) = τ(ζ ◦ γF )−2g2(γ′F , γ

′
F )

= τ(ζ ◦ γF )−2
[
−y′n+1(s)2 + y′n+2(s)2 + · · · y′n+m(s)2

]
=

1

((yn+1(s) + yn+2(s))2 + 1)2

[
−y′n+1(s)2 + y′n+2(s)2 + · · · y′n+m(s)2

]
,

substituindo (3-52) em (I), temos que

y′′1(s) = −k4A
[
(c7,1 + c7,2e

−2Ac1s)2 + 1
]−2 ×[

−c2
8,1 + c2

8,2 + · · ·+ c2
8,r

]
e−4Ac1se4A(y1(s)+y2(s)),

onde c7,1, c7,2, c8,1, c8,2, . . . , c8,r ∈ R.

Agora, a partir de (3-51) chegamos em

y′′1(s) = c9,1

[
(c7,1 + c7,2e

−2Ac1s)2 + 1
]−2

e−4Ac1se4A(c1s+c2)

= c9,1

[
(c7,1 + c7,2e

−2Ac1s)2 + 1
]−2

e4Ac2

= c10,1

[
(c7,1 + c7,2e

−2Ac1s)2 + 1
]−2

c9,1, c10,1 ∈ R.

Note que y′1(s) é suave em todos os pontos e tem uma derivada limitada. De fato,

|y′′1(s)| =
∣∣∣c10,1

[
(c7,1 + c7,2e

−2Ac1s)2 + 1
]−2
∣∣∣ < |c10,1| .
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Portanto, o sistema definido pory′1(s) = z1(s),

z′1(s) =
[
(c7,1 + c7,2e

−2Ac1s)2 + 1
]−2

,

possui soluções cujo domı́nio é R. Exceto para o sinal, o mesmo ocorre para y2(s).

Assim, todas as geodésicas γ = (γB, γF ) estão definidas em toda a reta real, o que

significa que

(Rn, ϕ−2g1)×f (Rm, τ−2g2)

é geodesicamente completo. �



Considerações Finais

Neste trabalho estudamos estruturas gradiente Einstein-type do ponto de

vista de subvariedades em produto torcido, onde conseguimos condições necessárias

para existência (ou não existência) de imersões mı́nimas, umb́ılicas ou totalmente

geodésicas, além de resultados de rigidez com a esfera Euclidiana. Quando escolhe-

mos a função potencial como sendo a função altura da imersão, obtemos resultados

de trivialidade para a função potencial e o mapa u, reduzindo assim a estrutura gra-

diente Eintein-type em estruturas mais simples extensamente estudadas. Além disso,

classificamos estruturas gradiente Einstein-type rotacionais em produto torcido com

a fibra sendo um espaço forma e função potencial dada pela altura. Tal classificação

nos permitiu construir exemplos de estruturas gradiente Einstein-type rotacional-

mente simétricas em R3. Finalmente, consideramos um caso particular de estruturas

gradiente Einstein-type que são os GRHS e constrúımos infinitos exemplos steady

geodesicamente completos utilizando como ferramenta os espaços produto torcido e

técnicas de soluções invariantes. Aqui, vale ressaltar que diferentemente dos gradi-

ente Ricci solitons, nem todas as equações de estrutura ficam definidas somente na

variedade base, no nosso caso o mapa u pode estar definida na variedade fibra. Ainda

em relação aos exemplos de GRHS steady com mapa u não constante constrúıdos

neste trabalho, é importante mencionar que estes estão fora da classificação dada

por Meng Zhu em [66], pois o autor considera GRHS Riemanniano, enquanto que

consideramos o caso semi-Riemanniano na construção dos exemplos.

Acreditamos que ainda há muito o que estudar, pois existe alguns questiona-

mentos em aberto em relação ao que fizemos e que gostaŕıamos de tentar responde-los

em trabalhos futuros. Algumas destas seriam:

• Quando estudamos estruturas gradiente Einstein-type imersas em um produto

torcido com base unidimensional, fixamos a função potencial como sendo a

função altura. Caso a função potencial não seja fixada, conseguiŕıamos obter

alguma rigidez nesta função?

• No caso em que ∇h for um campo qualquer, em que condições um Ricci-

harmônico soliton compacto seria gradiente?



90

• No caṕıtulo 3, utilizamos uma redução pela ação de um grupo de translação

com o intuito de obter soluções expĺıcitas para a Equação (1-8) invariantes

por translação. Sendo assim, se considerarmos uma ação de um grupo pseudo-

ortogonal ainda assim obteŕıamos soluções explicitas?

Em relação a propostas de trabalhos futuros e/ou em andamento, temos as

seguintes

• Estudar o comportamento geométrico de bolas geodésicas de estruturas gra-

diente Einstein-type imersas em um produto torcido.

• Estudar relações envolvendo a curvatura média e a curvatura gaussiana de

estruturas bidimensionais gradiente Einstein-type imersas em I ×f Q(c). Por

exemplo (K +H = cte).

• Validade da desigualdade de Hitchin-Thorpe para estruturas Einstein-type

compactas, ou produto torcido com base compacta (Em andamento).
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