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Resumo

Dias, Elisangela Silva. Aliancas Defensivas em Grafos. Goiania, 2010. 105p.
Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Informdtica, Universidade Federal de
Goias.

Uma alianga defensiva no grafo G = (V,E) é um conjunto de vértices S C V satisfazendo
a condicdo de que todo vértice v € S tem no maximo um vizinho a mais em V — § que em
S. Devido a este tipo de alianga, os vértices em S juntam para se defenderem dos vértices
em V — §. Nesta dissertacdo, sao introduzidos os conceitos basicos para o entendimentos
das aliangas em grafos, junto com uma variedade de tipos de aliangas e seus respectivos
nimeros, bem como sio fornecidas algumas propriedades mateméticas para estas alian-
cas, focando principalmente nas aliancas defensivas em grafos. Apresentamos teoremas,
coroldrios, lemas, proposicdes e observacdes com as devidas provas com relacdo ao grau
minimo de um grafo G 8(G), ao grau méaximo A(G), a conectividade algébrica u, ao con-
junto dominante total ;(G), a excentricidade, a conectividade de arestas A(G), ao niimero
cromdtico x(G), ao nimero de independéncia (de vértices) Bo(G), a conectividade de vér-
tices K(G), a ordem da maior clique ®(G) e ao nimero de dominagdo y(G). Também é
mostrada a generalizacdo de aliancas defensivas, chamada k-alianca defensiva, e a defi-
nicdo e propriedades de um conjunto seguro em G. Um conjunto seguro S C 'V do grafo
G = (V,E) é um conjunto no qual todo subconjunto ndo-vazio pode ser defendido com

sucesso de um ataque, sob as defini¢des apropriadas de “ataque” e “defesa”.

Palavras—chave

Aliangas em grafos, aliancas defensivas, conjuntos seguros.



Abstract

Dias, Elisdngela Silva. Defensive Alliances in Graphs. Goiania, 2010. 105p.
MSc. Dissertation. Instituto de Informatica, Universidade Federal de Goias.

A defensive alliance in graph G = (V,E) is a set of vertices S C V satisfying the condition
that every vertex v € S has at most one more neighbor in V — S than S. Due to this type
of alliance, the vertices in S together defend themselves to the vertices in V — §. This
dissertation introduces the basic concepts for the understanding of alliances in graphs,
along with a variety of alliances and their numbers and provides some mathematical
properties for these alliances, focusing mainly on defensive alliances in graphs. It shows
theorems, corollaries, lemmas, propositions and observations with appropriate proofs
with respect to the minimum degree of a graph G 8(G), the maximum degree A(G),
the algebraic connectivity y, the total dominanting set y,(G), the eccentricity, the edge
connectivity A(G), the chromatic number %(G), the (vertex) independence number Bo(G),
the vertex connectivity k(G), the order of the largest clique ®(G) and the domination
number Y(G). It also shows a generalization of defensive alliances, called defensive k-
alliance, and the definition and properties of a security set in G. A secure set S CV of
graph G = (V,E) is a set whose every nonempty subset can be successfully defended of

an attack, under appropriate definitions of “attack” and “defence”.

Keywords

Alliances in graphs, defensive alliances, secure sets.
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CAPITULO 1

Introducao

A linha de pesquisa Algoritmos e Grafos estuda objetos combinatérios conheci-
dos como grafos, fazendo o estudo tedrico e aplicacdes de grafos, o desenvolvimento de
algoritmos eficientes para a resolucdo de problemas e a andlise tedrica de algoritmos.

Muitos problemas da vida real podem ser modelados por grafos e podem ocorrer
em diversas dreas da matemdtica, informatica e em muitas aplicacdes industriais. Como
grafos naturalmente sdo modelos para uma variedade de situacdes e problemas reais, eles
tém um papel muito importante dentro da Ciéncia da Computagdo.

A Teoria dos Grafos, apesar de relativamente recente, tem crescido de forma
acentuada devido a sua larga aplicacdo na modelagem de problemas de distribuicdo,
trafego e organizacdo de processos, além de outros problemas essenciais.

Estudamos um conceito recente, o conceito de aliancas em grafos, que foi
apresentado em um congresso em 2003 e publicado em 2004 no artigo Alliances in
Graphs [30]. Dele partiram outros artigos, como A Note on Defensive Alliances in Graphs
[21], que foi publicado em 2003, antes do primeiro que foi escrito.

Esta pesquisa delimita-se em aliancas defensivas em grafos, apresentando os
teoremas € as contribuicdes mais importantes sobre o assunto, abrangendo também
aliancas defensivas globais, k-aliancas defensivas e conjuntos seguros.

O objetivo € produzir uma dissertacdo com bom contetido, que sirva de emba-
samento tedrico para posteriores estudos na drea de aliangas em grafos. Para isso, com-
plementamos as provas mostradas nos artigos, mostramos alguns exemplos e fazemos
algumas observacdes para facilitar o entendimento do leitor.

Uma das principais motivacdes deste estudo estd na complexidade computaci-
onal dos parametros estudados; o problema de calcular o niimero da alianga defensiva
pertence a classe de problemas NP-completo, como mostrado por Shafique [34] e Cami,
Balakrishnan, Deo e Dutton [8]. Por outro lado, as aliancas defensivas servem de modelo
matematico para diversos problemas praticos e tedricos que vém aparecendo na literatura
em varias areas do conhecimento, como € o caso de estrutura de dados [34], comunida-
des web [20] e [2], bioinformadtica (estudo do proteoma e genoma) [25], redes sociais e

cadeias alimentares [39], entre outros. Um algoritmo de self-stabilizing distribuido para
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encontrar aliancas defensivas globais e ofensivas globais € exposto na tese de doutorado
de Xu [41]. Estes algoritmos foram discutidos também por Xu e Srimani em [42] e tam-
bém em [37].

Esse tema também foi escolhido devido a sua importancia no estudo tedrico de

grafos e as suas aplicagdes em aliancas formadas:

e Por pessoas que se unem por parentesco ou amizade. Um grupo de pessoas forma
uma alianga defensiva quando seus membros t€ém maior quantidade de parentes ou
amigos nesse grupo que em outro grupo.

De outra forma, seja S o conjunto formado pela familia SILVA. § serd uma alianca
defensiva se, para cada membro da familia, existem mais parentes na familia SILVA
do que fora dela.

e Por confederacoes entre estados soberanos. Em ciéncia politica, uma confederacao
¢ uma associacdo de Estados soberanos, usualmente criada por meio de tratados,
mas que pode eventualmente adotar uma constituicdo comum. Em termos politicos
modernos, uma confederacdao é normalmente limitada a uma unido permanente de
Estados soberanos para o propdsito de adotar uma acdo comum frente a outros
Estados. Esses Estados associados a confedera¢do formam uma alianca defensiva,
pois tém mais aliados junto aos Estados da confederagdo do que a outros Estados.
De outra maneira, seja S o conjunto formado pelos membros da confederacio
CONEF. Existe uma alianca defensiva se, para cada membro de CONF, ele tem mais
tratados e mais aliados na confederagdo CONF que fora dela.

e Por membros de diferentes partidos politicos. Os membros de um partido formam

uma alianca defensiva, porque tém mais aliados dentro do préprio partido do que
em algum partido rival.
Em outras palavras, seja S o conjunto dos politicos filiados a um partido PART. S
€ uma alianca defensiva se os membros de S sdo, na sua maioria, do partido PART.
Desse modo, podemos imaginar que existe uma aresta entre os membros do mesmo
partido. Sendo assim, S € uma alianca defensiva.

e Nos negdcios, por empresas com interesses econdmicos comuns. As empresas que

tém interesses econdmicos comuns formam uma alianga defensiva, porque t€m mais
investidores/patrocinadores e apoio junto ao seu grupo do que junto a qualquer outro
grupo que tenha outro interesse econdmico.
Em outras palavras, seja S o conjunto de empresas de determinado ramo econdmico.
Esse conjunto é uma alianca defensiva se os investimentos/patrocinios de cada
membro do grupo se concentra mais nesse grupo de empresas do que em outras
empresas, que nao fazem parte do grupo.

e Em tempos de guerra, por nacdes de apoio mutuo, geralmente de natureza defen-

siva, onde aliados sdo obrigados a unir forcas se um ou mais deles sdo atacados.
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De outra maneira, sejam X, Y e Z nagdes em guerra. Se X e Y fazem um acordo
para que as tropas da nacdo X também proteja a na¢do Y e vice-versa, entdo X UY é
uma alianga defensiva, pois os soldados de X e Y sdo aliados e buscam proteger-se
mutualmente. Sendo assim, se a quantidade de soldados em X UY for maior que a
quantidade em Z, Z ndo tem forga suficiente para atacar X UY. Dessa forma, X UY

€ uma alianca defensiva.

Aliancas defensivas também sdo o modelo matemdtico de comunidades web,
como citado anteriormente. Adotando a definicdo de comunidade web proposta por
Flake, Lawrence e Giles [20], “uma comunidade na web é um conjunto de sites que
tem mais links (em qualquer dire¢do) para os membros da comunidade do que para os
ndo-membros”.

Existem muitas aplicagdes de aliancas defensivas e algumas foram listadas
acima. Aliancas defensivas globais tém aplica¢des similares, mas se aplicam aos casos em
que todos os vértices do grafo estdo envolvidos. No contexto de redes de computadores,
um conjunto dominante S representa um conjunto de nds, em que cada um tem um recurso
desejado, ou capacidade de servigo, tal como um grande banco de dados, e cada n6 que
ndo tem esse recurso ou deseja este servico pode acessid-lo por meio do né que tem
distancia no mdximo um dele. Entretanto, se todos os nés de V — S que sdo adjacentes
a um no particular v € § desejarem simultaneamente acessar um recurso através de v,
entdo o nd v sozinho pode ndo estar apto a prover tal acesso. Mas se S € uma alianca
defensiva global, entdo os vizinhos de v em S poderiam estar em nimero suficiente para
satisfazer (dentro da distancia dois) as demandas simultidneas dos vizinhos devem V — .

Nesta dissertac@o, estudamos as propriedades matematicas das aliancas defen-
sivas, das k-aliancas defensivas e dos conjuntos seguros e focamos principalmente nos
nimeros das aliancas e em outros parametros conhecidos, como a ordem, o didmetro, o
nimero de independéncia, o nimero de dominacao e a conectividade algébrica.

A dissertagdo estd organizada em quatro capitulos. No Capitulo 2, apresentamos
os conceitos preliminares necessarios ao entendimento das aliangas em grafos. No Capi-
tulo 3, definimos alguns tipos de aliancas existentes, bem como seus nimeros, apresen-
tamos os problemas relacionados a aliancas em grafos e fazemos a revisao bibliografica
dos artigos mais relevantes, detalhando os resultados por classes de grafos. No Capitulo
4, apresentamos nossas conclusdes e evidenciamos os problemas em aberto. Finalizamos

com a apresentagdo das referéncias bibliogréficas utilizadas.



CAPITULO 2

Conceitos Preliminares

Neste capitulo, sdo introduzidos alguns conceitos fundamentais da Teoria dos
Grafos, com a finalidade de estabelecer a terminologia e a notagdo necessarias ao enten-
dimento do restante da dissertagdo, sendo o texto fundamentado nos livros de Haynes,
Hedetniemi e Slater [26], Bondy e Murty [4], Diestel [10], Szwarcfiter [40] e na tese de
doutorado de Sigarreta [36].

2.1 Definicoes e Notacoes

Seja G = (V,E) um grafo tendo o conjunto de vértices V e o conjunto de arestas
E. Se |V| =n e |E| = m, dizemos que G é de ordem n e tamanho m. Para qualquer
vértice v € V, a vizinhanga aberta de um vértice v € o conjunto N(v) = {u : uv € E'},
enquanto a vizinhanga fechada de v é o conjunto N[v] = N(v) U{v}. As vizinhangas aberta
e fechada do conjunto de vértices S C V sdo definidas como segue: N(S) = U,esN(v)
e N[S] = N(S)US. Similarmente, para um conjunto S, a fronteira de S é o conjunto
dS = N[S] — S. Observe que ndo necessariamente a fronteira de S é igual a V — S, como
podemos ver na Figura 2.1, em que oS = {2,3,6,7} e V — S = {2,3,6,7,8}.

O—)
ONENONENO
o) ——)—©®

Figura 2.1: Exemplo de um grafo G, onde S #V — .

Um subgrafo de G = (V,E) é um grafo G' = (V' )E') talque V' CV e E' CE. G

é um subgrafo prorio se G' # G. Se G’ for um subgrafo de G que, para todos os vértices
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v,w € V', contém todas as arestas (v,w) € E, entdo G’ é um subgrafo induzido de G.
Também podemos dizer que um subgrafo induzido é um grafo obtido através da remog¢ao
de um conjunto de vértices. Para um subconjunto ndo-vazio S C V, denotamos por (S) o
subgrafo de G induzido por S. Se G’ é um subgrafo de G, entdo G é um supergrafo de G'.

Dizemos que um conjunto S C V é um conjunto dominante se N[S] =V, ou
seja, SUJS = V. Um conjunto S é um conjunto dominante total ou conjunto dominante
aberto se N(S) =V ou, equivalentemente, se para todo v € V, existe um u € S, u # v,
tal que u € adjacente a v. Em um conjunto dominante total, cada vértice é adjacente a
outro vértice de S, incluindo os préprios vértices de S, isto €, nenhum vértice de S é um
vértice isolado em (S). O niimero de dominagdo, denotado por y(G), é a cardinalidade
minima de um conjunto dominante (respectivamente, conjunto dominante total, denotado
por Y;(G)) de G, ou seja, é o tamanho do menor conjunto dominante (respectivamente,

conjunto dominante total) minimal de um grafo.

9 10

Figura 2.2: Exemplo de um grafo G em que os vértices sombreados
formam um conjunto dominante total, com ¥;(G) = 4.

Nos referimos a um conjunto dominante (respectivamente, conjunto dominante
total) minimo de G como um conjunto-y(G) (respectivamente, conjunto-y;(G)). Na Figura
2.2, vemos que o conjunto formado pelos vértices {2,3,6} é um conjunto dominante de
cardinalidade minima, ou seja, Y(G) = 3 e € um conjunto-y(G).

Um subgrafo completo G’ é dito maximal se nenhum outro subconjunto préprio
de G é maior que G'. Denomina-se cligue o subgrafo maximal que é completo. O tamanho
da maior clique em G ¢é denotado por ®(G).

Designa-se como grau de um vértice v, denotado por g(v), o nimero de arestas

incidentes a v, isto é, g(v) = |N(v)|. O grau mdximo dentre todos os vértices de um grafo
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G é denotado por A(G) e o grau minimo por 8(G). Um vértice que possui grau zero é
denominado isolado.

Um vértice final ou pendente, de grau um, € aquele que € adjacente somente a
um outro vértice. Um vértice final em uma arvore 7 é chamado de folha, enquanto que
um vértice suporte de T € um vértice adjacente a uma folha.

A sequéncia de vértices (vi,vy, ..., ;) para os quais E = {(v;,vit1)][i=1,....k—
1} U{(vk,v1)} é denominada ciclo. Um grafo sem ciclos é denominado aciclico. O
tamanho do menor ciclo no grafo G é chamado cintura de G e é denotado por cintura(G).
Um grafo sem ciclos tem uma cintura de comprimento infinito. Note que, por defini¢do,
um ciclo C,, de tamanho cintura(G) ndo contém quaisquer cordas, isto é, arestas entre dois
vértices ndo-consecutivos em C,. Assim, por [cc(G) entenda que é o tamanho maximo de
um ciclo sem corda em um grafo G.

Um subconjunto P C V é chamado um empacotamento em G se para todo vértice
veV,|Nv|NP| < 1. O niimero de empacotamento, denotado por p(G), € a cardinalidade

maxima do empacotamento em G. Na Figura 2.3, vemos que p(G) = 3.

Figura 2.3: Exemplo de empacotamento.

Segundo Moretti, Bittencourt, André e Martha [32], a matriz Laplaciana L(G) é

uma matriz simétrica de ordem n, onde n = |V|. Os componentes /;; de L(G) sdo definidos

como:
-1, se{v,v;} €E
lij=< gvi), sei=]
0, se {vi,vi}¢E ei#]

Os autovalores de L(G) podem ser ordenados da seguinte forma: 0 < A} <A, <
e <M <|V|=n.

A conectividade algébrica de um grafo G, denotada por u(G), é o segundo menor
autovalor (A,) da matriz Laplaciana de G. Este autovalor é maior que 0 se e somente se
G € um grafo conexo. A conectividade algébrica estd relacionada com as conectividades

dos vértices e arestas de um grafo.
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D—)—()—@ D—
—(————=C

Figura 2.4: Exemplo de um grafo G qualquer.

2 -1 0.0 0 0 -1 0 0 0 0 0
~1 -1 0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 2 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0
0 -1 -1 3 0 0 0 0 -1 0 0 0
0o 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 -1 3 0 0 0 0 -1 0
—~1 0O 0 0 0 2 -1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 -1 3 0 -1 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0 3 -1 0 -—I
0 0 0 0 0 0 0 -1 -1 2 0 0
0O 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 2 -l
00 0 0 0 0 0 0 -1 0 -1 2

Figura 2.5: Matriz Laplaciana obtida a partir do grafo da Figura
2.4.

A magnitude do valor da conectividade algébrica reflete qudo bem conexo o
grafo global é e tem sido utilizado na andlise de sincronizacdo e a vulnerabilidade de
redes.

Sabe-se que este autovalor € provavelmente a informag@o mais importante. Ele
estd relacionado a diversas invariantes importantes e impoe limites razoavelmente bons
sobre os valores de alguns parametros de grafos, que sdo muito dificeis de calcular.

Um componente conexo de um grafo G é um subgrafo maximal conexo em G.

Seja AM(G) a conectividade de arestas de um grafo conexo G, que é igual ao
nimero minimo de arestas em um conjunto, que removido de G resulta em um grafo
desconexo. Note que para um grafo conexo G qualquer, A(G) < §(G), isto é, um grafo
conexo G pode sempre ser desconexo pela remogdo de todas as arestas incidentes a um
vértice de grau minimo 8(G). Uma aresta de corte, também chamada de ponte ou istimo,
quando removida aumenta a quantidade de componentes conexos do grafo G.

A conectividade de vértices ou niimero de conexidade do grafo G, denotada por

K(G), é o menor nimero de vértices cuja remogdo torna G desconexo ou o reduz a um
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unico vértice. Um vértice cuja remog¢do aumenta a quantidade de componentes conexos
de um grafo G € denominado vértice de corte ou ponte de articulagdo.

A distdncia d(v,w) corresponde ao tamanho do menor caminho entre v e w
no grafo G. Denomina-se excentricidade de um vértice v a maior distancia de v a
qualquer vértice do grafo G, ou seja, exc(v) = max{d(v,w) : w € V}. Podemos ver a
excentricidade de cada vértice de um grafo G qualquer na Figura 2.6. Denomina-se
didmetro de um grafo G ao valor da excentricidade maxima de v no grafo G, ou seja,
diam(G) = max{exc(v) :v e V}.

N Vért. |Exc. Vért. |Exc.
g d ‘C\. f a 3 € 2
b 3 T 3
C 2 g 3
a h d 2

Figura 2.6: Exemplo de um grafo G e a excentricidade de cada
Vvértice.

O minimo k em que podemos particionar V = {S; U Sy U S3... U S;}, onde cada
S; é independente, é o nimero cromdtico, denotado por %(G). Também podemos dizer
que o numero cromdtico de um grafo G é o minimo de elementos em uma particao de
V(G) dentro de conjuntos independentes. Em colorag@o de grafos, o nimero cromatico
€ o menor ndmero de cores necessdrias para colorir os vértices de um grafo, sem que
vértices adjacentes tenham a mesma cor.

Um conjunto S C V é um conjunto independente se nenhum par de vértices
em S sdo adjacentes, ou seja, todos os vértices de S ndo sdo adjacentes entre si. O
niimero de independéncia, denotado por Bo(G), é a cardinalidade méxima de um conjunto
independente em G. Um conjunto independente méximo é chamado conjunto-Bo(G).

Para a correta interpretacdo das figuras desta dissertacao, observe que os vértices
contornados fortemente formam uma alianca forte e os vértices pontilhados devem ser

adicionados aos vértices sombreados para que a alianca S seja forte.

2.2 Complexidade Computacional em Aliancas

A Teoria da Complexidade tem como objetivo a classificagdo de problemas
de acordo com o tempo necessdrio para encontrar sua solu¢do. Em geral, uma questio

muito importante € o modelo utilizado para medir o tempo. No entanto, em modelos
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deterministicos, os requisitos de tempo nao diferem muito e, desta forma, a escolha do
modelo ndo € crucial, j4 que o sistema de classificagdo ndo € muito sensivel a diferencas
relativamente pequenas na complexidade.

De maneira especifica, a Complexidade Computacional estabelece limites (infe-
rior e superior) no nimero de passos necessarios para resolver um problema computa-
cional utilizando-se qualquer algoritmo, identifica problemas computacionais potencial-
mente dificeis, identifica tracos comuns entre tais problemas e acumula evidéncias sobre
a dificuldade de sua resolugdo.

Uma maneira de medirmos a eficiéncia de um algoritmo € através de sua
complexidade. Segundo Szwarcfiter [40], “um algoritmo é eficiente precisamente quando
a sua complexidade for um polindmio no tamanho de sua entrada”.

Segundo Cormen et al. [9] € natural questionar se todos os problemas podem
ser resolvidos em tempo polinomial. A resposta € ndo. Por exemplo, existem problemas,
como o famoso ‘“Problema da parada (halting)” de Turing, que ndo podem ser resolvidos
por qualquer computador, ndo importa quanto tempo seja fornecido. Também existem
problemas que podem ser resolvidos, mas ndo no tempo O(nk) para qualquer constante
k. Em geral, considera-se problemas que podem ser resolvidos por algoritmo de tempo
polinomial como sendo tratdveis, € os problemas que exigem tempo superpolinomial
como intratdveis, ou dificeis.

Problemas algoritmicos sao aqueles formados por uma instdncia, que representa
o conjunto de dados, e uma guestdo, que representa o objetivo a ser alcancado. A instincia
inclui todos os dados necessarios para sua formulagdo e compreensao, enquanto a questao
caracteriza o problema para o qual deve-se fornecer uma resposta.

Existem classes gerais nas quais os problemas algoritmicos podem estar inseri-
dos. Falaremos sobre trés delas: a classe dos problemas de decisdo, localizagdo e otimi-
7acao.

Problemas de decisdo sdo aqueles que exigem uma resposta afirmativa ou nega-
tiva para uma questdo, ou seja, a resposta € simplesmente “sim”ou “ndo”.

Em um problema de localizacdo, o objetivo € identificar uma estrutura que
satisfaca um conjunto de propriedades fornecidas.

Por fim, um problema de otimizacdo € aquele que possui como objetivo a
satisfacao de determinados critérios de otimizagao.

Em geral, existe um relacionamento entre as classes de problemas, sendo que
um problema de decisdo € menos dificil do que um problema de localiza¢do que, por sua
vez, € menos dificil que um problema de otimizacdo. Segundo Cormen et al [9], € simples
reformular um problema de otimizacdo como um problema de decisdo nao mais dificil

que o primeiro.
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Para um entendimento efetivo de algumas defini¢des fornecidas na dissertacao,
definiremos as Classes P, NP e NPC (NP-Completo).

Antes de apresentarmos estas definicoes, é importante formalizar a nog¢do de
problemas que podem ser resolvidos em Tempo Polinomial. Em geral, esses problemas
sdo considerados tratdveis de acordo com os trés argumentos a seguir, apresentados em

Cormen et al [9]:

(i) Uma vez que um algoritmo de tempo polinomial para um problema é descoberto, al-
goritmos mais eficientes frequentemente o seguem. Isto significa que um problema
resolvido por um algoritmo com complexidade O(n'%) deveria ser considerado in-
tratdvel. No entanto, hd uma quantidade infima de problemas praticos aos quais
esta complexidade se aplica e, para estes problemas, é bastante provavel que um
algoritmo com menor tempo de execucao logo seja descoberto.

(i1)) Um problema que pode ser resolvido em tempo polinomial em um modelo pode ser
resolvido em tempo polinomial de forma similar em outro modelo.

(ii1) A classe de problemas que podem ser resolvidos em tempo polinomial t€m propri-
edades de fechamento interessantes, pois os polindmios sao fechados sob a adicao,
a multiplicagc@o e a composi¢do. Por exemplo, se a saida de um algoritmo de tempo

polinomial € alimentada na entrada de outro, o algoritmo composto € polinomial.

Em geral, para classificar um problema como pertencente a classe P, NP ou NPC
¢ analisado o problema de decisdo associado a ele. Isto ocorre devido ao fato de que esta
classe € a mais simples dentre as trés citadas. Além disso, qualquer prova de que um

problema de decisdo seja intratdvel pode ser estendida aos demais casos.

2.2.1 A Classe P

“A classe P consiste nos problemas que podem ser resolvidos em tempo poli-
nomial. Mais especificamente, sdo problemas que podem ser resolvidos no tempo O(n")
para alguma constante k, onde n é o tamanho da entrada para o problema” Cormen et al
[9]. Dessa forma, dizemos que um problema pode ser resolvido em tempo polinomial se
existe uma algoritmo de tempo O(n*) que o solucione.

Portanto, podemos definir formalmente a classe P como o conjunto de problemas

de decisdo que podem ser resolvidos em tempo polinomial.

2.2.2 A Classe NP

Segundo Cormen et al [9], “A classe NP consiste nos problemas que sdo

verificdveis em tempo polinomial”. Ou seja, se for fornecido um certificado de uma
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solucdo, € possivel verificar sua validade em tempo polinomial de acordo com o tamanho
da entrada para o problema.

Podemos perceber, através desta definicdo, que qualquer problema na classe P
pertence a NP, pois este pode ser resolvido em tempo polinomial e o certificado pode ser
o proprio algoritmo.

De acordo com Szwarcfiter [40], “Define-se a classe NP como sendo aquela
que compreende todos os problemas de decisdo D, tais que existe uma justificativa a
resposta SIM para D, cujo passo de reconhecimento pode ser realizado por um algoritmo

polinomial no tamanho da entrada de D" .

2.2.3 A Classe NPC

De acordo com Cormen et al [9], “Um problema estd na classe NPC - e vamos
nos referir a ele como um problema NP-completo - se ele estd em NP e é tdo dificil quanto
qualquer problema em NP .

Existem algumas técnicas para mostrar que um problema € NP-completo. Mos-
trando isso, estamos fazendo uma declaragdo sobre a dificuldade para resolver o problema
evidenciando o quanto ele € dificil e ndo o quanto € fécil.

O método da redutibilidade consiste na realizagdo da transformagdo, em tempo
polinomial, da saida de um problema na entrada de outro. De forma geral, um problema
estd na classe NPC se ele estd em NP e existe uma reducdo de um problema NPC
conhecido a ele.

Devido a redutibilidade, se encontrarmos uma solucao polinomial para qualquer
problema em NP-completo, entdo todo problema NP-completo pode ser resolvido em
tempo polinomial.

A maioria dos tedricos da ciéncia da computacao acredita que os problemas nesta
classe sao intratdveis, visto que existe uma grande quantidade de problemas nesta faixa e

até hoje ndo encontrou-se nenhum algoritmo polinomial para resolvé-los.



CAPITULO 3

Aliancas em Grafos

Aliancgas em grafos € um conceito recente, que foi formalizado em 2003. Neste
capitulo, s@ao abordados alguns dos principais aspectos relacionados a esse assunto,
visando entender sua conceituagdo e alguns dos resultados tedricos. Para tanto, definimos
os tipos de aliangas na Sec¢do 3.1, definimos os nimeros de cada tipo de alianca na Secao
3.2, apresentamos alguns problemas relacionados a aliancas em grafos na Secdo 3.3 e
finalizamos com alguns dos resultados conhecidos separados por classes de grafos na
Secdo 3.4.

De forma bem simples, uma alianca é um conjunto de vértices que tem alguma
propriedade coletiva. Entretanto, como no mundo real, hd diferentes tipos de aliangas e

definimos alguns deles a seguir.

3.1 Tipos de Aliancas

Nesta secao, apresentamos algumas defini¢des dos diversos tipos de aliancas

existentes.

Definicao 3.1 Um conjunto ndo-vazio de vértices S CV é chamado uma alianca defen-
Np|NS| > |Np]—S

v € S, v tem no mdximo um vizinho a mais em'V — S que em S, como vemos nos grafos da

siva se e somente se para todo v € S, , ou seja, para todo vértice

Figura 3.1.

Figura 3.1: Exemplos de aliancas defensivas.
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Usando questdes de seguranga nacional para ilustrar este conceito, pode-se
pensar que um vértice na alianca defensiva é um vértice capaz de se defender e defender
seus vizinhos aliados.

Visto que cada vértice tem pelo menos o mesmo tanto de vizinhos em S (consi-
derando a vizinhanga fechada) que em V — S, os vértices em § se apoiam mutualmente e,
devido a sua quantidade, dizemos que todo vértice em S pode ser defendido de um possi-
vel ataque por vértices em V — S. Quaisquer dois vértices u,v na alianga S sdo chamados
aliados (com relacdo a S).

Podemos pensar sobre os vértices de N[v] — S como potenciais agressores de v e
daqueles em N[v] NS como potenciais defensores de v. Assim, para um v qualquer em uma
alianca defensiva, hd pelo menos tantos defensores quanto agressores e qualquer ataque a
um unico vértice pode ser impedido.

Na Figura 3.1, vemos que os vértices sombreados sdo aliados e se apoiam
mutualmente para se protegerem dos vértices brancos. Usando questdes de seguranca
nacional, um combate entre S e V — S resultaria em, no méximo, um empate entre os dois
Inimigos.

Definicao 3.2 Uma alianca defensiva é chamada forte se para todo vértice v € S,
IN[v|NS| > |N[v]—S

em S é fortemente defendido.

, ou seja, a inequacdo é estrita. Neste caso, dizemos que todo vértice

Figura 3.2: Exemplo de alianca defensiva forte.

Na Figura 3.2, podemos observar que os vértices fortemente contornados (S =
{1,2,4,5}) formam uma alian¢a defensiva forte, pois todo vértice em S tem mais vizinhos

emSqueemV —S.

Definicao 3.3 Uma alianga defensiva (forte) S é chamada critica se nenhum subconjunto

proprio de S é também uma alianca defensiva (forte).

Definicao 3.4 Uma alianca defensiva é chamada global se ela afeta todo vértice em
V =, isto é, todo vértice em V — S é adjacente a pelo menos um membro da alianca

S. Neste caso, S é um conjunto dominante.
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Figura 3.3: Exemplos de aliancas defensivas globais.

Na Figura 3.3, percebemos que os vértices brancos sdo vizinhos de pelo menos
um vértice sombreado, entdo os vértices sombreados formam uma aliangca defensiva

global.

Definicao 3.5 Um conjunto seguro S CV do grafo G = (V,E) é um conjunto no qual todo
subconjunto ndo-vazio pode ser defendido com sucesso de um ataque, sob as definigoes
apropriadas de “ataque” e ‘“defesa”. O conjunto S é seguro quando |N[X|NS| >
IN[X|—S|, para todo X C S.

Um conjunto S C V € seguro se qualquer subconjunto X C S pode ser defendido
de um ataque, diferentemente das aliangas defensivas, em que cada vértice € verificado
isoladamente.

Ha vérias maneiras de definir como um conjunto € atacado e defendido. Uma
discutida por Brigham, Dutton e Hedetniemi [7] e considerada aqui, assume que um
agressor u (um membro de N[X|— S) pode atacar somente um tnico vértice de X em
um determinado momento, mesmo que u seja um vizinho de vdrios vértices de X. Além
disso, um defensor v (um membro de N[X]NS) pode impedir, de cada vez, somente um
agressor dos vértices de N[X]NS. Observe que um defensor v necessita somente estar em

S e ndo necessariamente em X. A definicdo formal segue.

Definicao 3.6 (Dutton [16])

(i) Seja G = (V,E) um grafo. Para qualquer S = {s1,s2,...,5;} CV um ataque em S sdo
quaisquer k conjuntos A = {A1,As, ...,Ar} mutuamente disjuntos para os quais A; C
N[si] =S, 1 <i<k. Uma defesa de S sdo quaisquer conjuntos D = {Dy,D,...,Dy}
mutuamente disjuntos para os quais D; C N[sj| NS, 1 <i < k. Um ataque de A é

paral <i<k.

(ii) O conjunto S é seguro se e somente se todo ataque em S é defensdvel.

defensdvel se existe uma defesa D tal que |D;| > |A;
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Figura 3.4: Exemplos de grafos G em que os vértices sombreados
de cada grafo formam um conjunto S, que é seguro.

A

@: @

Figura 3.5: Exemplo de um grafo G, onde S = {1,3,7} é uma
alianga defensiva, mas ndo é um conjunto seguro.

Definicao 3.7 Um conjunto seguro S é critico se nenhum subconjunto proprio de S é

seguro. Sendo assim, s(G) é a cardinalidade de um conjunto seguro minimo critico de G.

Usaremos extensivamente o teorema seguinte, provado por Brigham, Dutton e
Hedetniemi [7].

Teorema 3.8 (Brigham, Dutton e Hedetniemi [7])

O conjunto S C'V é um conjunto seguro se e somente se VX C S,INX|NS| > |[N[X]—S|.

As propriedades matematicas das aliancas em grafos foram estudadas inicial-
mente por Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30]. Eles propuseram diferentes tipos
de aliancas: defensivas, ofensivas e dual ou poderosas. Uma generalizagao destas aliancas,

chamada k-aliancas, foi apresentada por Shafique [34].
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Defini¢ao 3.9 Um conjunto ndo-vazio S CV é uma k-alianga defensiva em G = (V,E),
ke {-91,...,01}, se para todo v € S,

8s(v) > 8(v) +k. (3-1)

Um vértice v € S é chamado k-satisfeito pelo conjunto S se a equacdo 3-1 €

valida. Observe que a equacgdo 3-1 € equivalente a:

O(v) > 28¢(v) +k. (3-2)

Podemos ver que as equacoes 3-1 e 3-2 sdo equivalentes da seguinte forma:
ds(v) > 8g(v) +k < 8(v) > 205(v) +k.

Adicionando &¢(v) dos dois lados da primeira equagao, temos:

85(v) +35(v) > 8(v) + &+ 8(v)

Substitituindo d5(v) 4+ 85(v) por 6(v) temos que:

O(v) > 285(v) +k < 8(v) > 285(v) +k

Uma (—1)-alianga defensiva é também chamada de alianca defensiva e uma

0-alianga defensiva é uma alianca defensiva forte. Uma 0-alianca defensiva é também

conhecida como conjunto coeso.

abaixo:

abaixo:

Para ver a equivaléncia entre (—1)-alianga defensiva e alianca defensiva, vejamos

85(v) = 85(v) +k < NI N8| = [N — S|
Como k = —1¢ |N[v|NS| = |Ns(v)|, temos:
85(v) = 85(v) =1 & [Ns(v)|U{v} > [N[V] - 5]
Substituindo |[N[v] — S| por [Ng(v)|, temos:

& [Ns(v)[+1 = [N(v)]

< INs(v)] = [Ns(v)[ = 1
ds(v) > 85(v) — 1 85(v) > &5(v) — 1

Portanto, concluimos que as duas equacoes sdo equivalentes.

Vemos a equivaléncia entre 0-alianca defensiva e alianca defensiva forte logo

ds(v) > 85(v) +k < [Nv|NS| > |N[v] =S|
Como k=0¢ |[N[v]NS| = [Ns(v)|, temos:
Ss(v) = 85(v) +0 = |Ns(v)|U{v} > [N[v] = 5|
d5(v) = 8g(v) < [Ns(v)|U{v} > IN]v] -S|
Substituindo |[N[v] — S| por [Ng(v)|, temos:
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& INs()|+1 > [N5(v)]

& INs(v)| > N5(v)] ~ 1
Sem perda de generalidade, temos que:

& [Ns(v)| = [Ng(v)]
S5(v) = 85(v) < 8s(v) = 85(v)

Logo, concluimos que as duas equagdes sao equivalentes.

Definicao 3.10 Um conjunto ndo-vazio de vértices S C'V é chamado uma alianga ofen-
NpINS| = N[ =S

v eV =S, que é adjacente a um vértice em S, v tem mais vizinhos em S que em'V —S.

siva se e somente se para todo v € 98, , ou seja, para todo vértice

&  O—O
E—O ?
@ 60—

Figura 3.6: Exemplos de aliancas ofensivas.

Na Figura 3.6, os vértices brancos t€ém mais vizinhos sombreados do que bran-
cos. Visto que cada vértice em dS tem mais vizinhos em S que em V — S, dizemos que
todo vértice em dS é vulnerdvel a um possivel ataque pelos vértices em S. Quando um
ataque por vértices em S nos vértices em V — S resulta em pelo menos um empate para S,
dizemos que S pode efetivamente atacar os vértices em 0S.

Devemos observar que as aliangas em grafos ndo se preocupam com a represen-

tacdo das consequéncias de um ataque dos vértices de S em V — § e vice-versa.

Definicao 3.11 Um conjunto ndo-vazio de vértices S CV é chamado uma alianca pode-
rosa se e somente se o conjunto S é uma alianga defensiva e ofensiva ao mesmo tempo,
ou seja, para todo vértice v € N[S|,|N[v|NS| > [N[v] — S|.

3.2 Alguns Parametros para Aliancas

Na secdo anterior, definimos alguns tipos de aliangas. Nesta secdo, definimos os

respectivos nimeros das aliangas.



3.2 Alguns Pardmetros para Aliancas 34

Definicdo 3.12 O niimero da alianca defensiva, denotado por a(G), é a cardinalidade
minima de qualquer alianca defensiva critica de G e o niimero da alianca defensiva forte,
denotado por 4(G), € a cardinalidade minima de qualquer alianca defensiva critica forte

de G.

Definicao 3.13 O mimero da alianca defensiva global, denotado por V,(G), é igual a
cardinalidade minima de uma alianca defensiva global em G e ¥;(G) € a cardinalidade

minima de uma alianca defensiva forte global de G.

Observe que uma aliancga defensiva global de cardinalidade minima ndo neces-
sariamente € uma alianc¢a defensiva critica e uma alianga defensiva critica ndo necessari-
amente ¢ um conjunto dominante, como vemos na Figura 3.7. Também podemos ver que

S = {1} é uma alianga defensiva critica, mas nao € um conjunto dominante.

D—@—— ®O—
D—O—0OO—@—0—

Figura 3.7: Exemplo de uma alianga defensiva global minima, que
ndo ¢é uma alianga defensiva critica.

E observado na Proposicio 3.53 que qualquer alianca defensiva critica (forte) S
em um grafo G deve induzir um subgrafo conexo de G. Isto € dbvio, visto que qualquer
componente do subgrafo induzido (S) é uma alianca defensiva (do mesmo tipo) estri-
tamente menor. Entretanto, para uma alianca defensiva global isto ndo necessariamente
¢ verdade. Por exemplo, os dois vértices finais de um caminho P; formam uma aliancga

defensiva global e seu subgrafo induzido (S) ndo é conexo.

Definicao 3.14 A cardinalidade de um conjunto seguro minimo em um grafo G é o
niimero de seguranca de G e é denotado por s(G). Um conjunto seguro de cardinalidade

s(G) é chamado conjunto-s(G) ou simplesmente conjunto-s.

Definicao 3.15 O niimero da k-alianga defensiva, denotado por ay(G), é igual a cardi-

nalidade minima de uma k-alianca defensiva.

O nimero da (—1)-alianca defensiva de G é conhecido como o niimero da
alianga defensiva de G e o nimero da 0O-alianca defensiva de G € conhecido como

o numero da alianca defensiva forte. Por exemplo, no caso do grafo 3-cubo, G =
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03, todo conjunto composto por dois vértices adjacentes é uma alianca defensiva de
cardinalidade minima e todo conjunto composto por quatro vértices, cujo subgrafo
induzido € isomorfo ao ciclo Cy4, € uma aliancga defensiva forte de cardinalidade minima.

Deste modo, a_;(Q3) =2 e ap(Q3) = 4, como vemos na Figura 3.8.

Figura 3.8: Exemplo de um grafo G = Qs.

Observacao 3.16 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Se todo vértice de G tem grau par e k é impar, k =21 — 1, logo toda (21 — 1)-alianca em G
é uma (21)- alianga defensiva. Consequentemente, em tal caso, ay;—1(G) = ay(G), como
podemos ver na Figura 3.9. Analogamente, se todo vértice de G tem grau impar e k é par,
k =21, entdo toda (21)-alianca em G é uma (21 + 1)-alianca defensiva. Portanto, neste

caso, ap;(G) = ap+1(G), como vemos na Figura 3.10.

Figura 3.9: Exemplo de um grafo G qualquer em que as k-aliancas
pertencem ao caso em que ay—1(G) = ay(G). Por
exemplo, a_1(G) = ap(G) = 3.

Para alguns grafos, hd alguns valores de k € {—§y,...,8;} tal que k-aliangas
defensivas nao existem. Por exemplo, para k > 2 no caso do grafo estrela S, k-aliancas
defensivas ndo existem, como vemos na Figura 3.11.

Da equagdo 3-2 pode-se concluir que, em qualquer grafo, existem k-aliangas
defensivas para todo k € {98y, ...,8,}, pois para Vv € §, §, < §(v) < J;. Se S =V, entdo
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Figura 3.10: Exemplo de um grafo G qualquer em que as
k-aliangas pertencem ao caso em que ay(G) =
az1+1(G). Por exemplo, ay(G) = a1(G) = 4.
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Figura 3.11: Exemplo de um grafo estrela, em que, para k > 2, k-
aliangas defensivas ndo existem.

¢ vdlida a seguinte inequacdo: 8(v) > 8, > 0+ 8, > 05(v) + k, porque 5, > k para todo
ke{-981,...,—8y,...,0,...,8,}. Por exemplo, uma (J,)-alianga defensivaem G = (V,E) é
V, mas nao necessariamente as, €V, como vemos na Figura 3.12, tomando S = {1,2,4,6}.
Além disso, se v € V é um vértice de grau minimo, 8(v) = J,, entdo S = {v} é uma k-

alianca defensiva para todo k < —9,,.

(—C2—@

Figura 3.12: Exemplo de um grafo em que S = {3} é uma k-alianga
defensiva para todo k < —1.

Como a;(G) = 1 para k < —3,,, daqui para frente consideramos apenas 0s casos
em que —9, < k < §;. Além disso, os limites mostrados aqui em a;(G), para 3, < k < Jy,

foram obtidos considerando a existéncia de k-aliangas defensivas no grafo G.
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Apresentamos agora algumas defini¢cdes e notagdes dos nimeros das aliancas

anteriormente definidas.

Definicao 3.17 O miimero da alianca ofensiva, denotado por a,(G), € igual a cardinali-

dade minima de uma alianca ofensiva em G.

Definicdo 3.18 O nimero da aliangca ofensiva global, denotado por Y,(G), € igual a

cardinalidade minima de uma alianca ofensiva global em G.

Definiciio 3.19 O miimero da alianga poderosa, denotado por a,(G), é igual a cardinali-

dade minima de uma alianga poderosa em G.

Definiciio 3.20 O mimero da alianga poderosa global, denotado por Y,,(G), € igual a

cardinalidade minima de uma alianca poderosa global em G.

O conjunto de vértices V completo € uma alianga poderosa global (gpa) para
um grafo G qualquer, entdo para todo grafo G existe Y,,(G). Observe que uma gpa de
cardinalidade minima nd@o € necessariamente uma alianga poderosa critica e uma alianca
poderosa critica ndo € necessariamente uma gpa.

Visto que toda alianga poderosa global (gpa) de um grafo G é ao mesmo tempo
um conjunto dominante e uma alianga poderosa, max{y(G),a,(G)} < ¥,,(G), onde Y(G)
€ o numero de dominacao de G.

Como o nimero das aliancas defensiva, defensiva global, k-alianca defensiva,
ofensiva ou poderosa € a cardinalidade minima em qualquer de seus componentes,
somente consideramos grafos G conexos.

Para o grafo G, iremos considerar as seguintes classes de aliangas:

e 4(G), a classe das aliancas defensivas criticas em G,

° /al(G), a classe das aliancas defensivas criticas fortes em G,

e 4,(G), aclasse das aliangas ofensivas criticas em G,

. leg(G), a classe das aliangas ofensivas criticas fortes em G.

Associadas a cada uma destas classes de aliangas criticas, estdo duas invariantes,

como segue:

e a(G)=min{|S|: S € 4(G)}, o nimero da alian¢a defensiva de G,

e A(G) =max{|S|: S € 4(G)}, o nimero superior da alianga defensiva de G,

e 4(G) =min{|S|:S € 4(G)}, o ntimero da alianca defensiva forte de G,

o A(G) =max{|S|: S € 4(G)}, o niimero superior da alianga defensiva forte de G,

¢ a;(G) = o niimero da k-alianga defensiva de G,

e A;(G) = o nimero superior da k-alianga defensiva de G,
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e d;(G) = o numero da k-alianca defensiva forte de G,

e A;(G) = o ntimero superior da k-alianga defensiva forte de G,

e a,(G) =min{|S|: S € 4,(G)}, o nimero da alianga ofensiva de G,

e A,(G) =max{|S|:S € 4,(G)}, o nimero superior da alianga ofensiva de G,

e 4,(G) =min{|S|: S € 4,(G)}, o niimero da alianca ofensiva forte de G,

o A,(G) =max{|S|:S € 4,(G)}, o nimero superior da alianga ofensiva forte de G.
¢ 7,(G) = o nimero da alianga defensiva global de G,

¢ 7:(G) = o nimero da alianca defensiva forte global de G,

e a,(G) = o nimero da alian¢a poderosa de G,

(G) =
»(G) = o niimero da alianca poderosa forte de G,

[ ]
D>

([ ]
)

G) = o ndmero de seguranca de G.

Segundo Shafique [34], as seguintes inequacdes sdo consequéncias destas defi-

nigdes:
() a-1(G) = a(G) < a(G) = ap(G) < A(G) = Ao(G),
(i) a(G) < A(G) =A_1(G),
(iii) a(G) <v.(G),
(iv) a(G) <va(G),

3.3 Problemas Relacionados

Embora o conceito de aliancas em grafos seja recente, conceitos similares
a aliancas defensivas e ofensivas podem ser encontrados na literatura. Entre os mais
recentes deles estd o de uma 2-particdo ndo-amigdvel de um grafo G = (V,E) no qual
tem-se uma particdo ©T = {Vp, V; }, tendo a propriedade que todo vértice v € V; é adjacente
a pelo menos tantos vértices em Vj_; como € a vértices em V;. Observando as aliancas,
2-particdoes ndo-amigaveis quase correspondem a uma particdo de V em duas aliangas
ofensivas. Se a definicdo de uma 2-particdo ndo-amigavel for mudada como segue, entdo
ela corresponde a uma parti¢do de V em duas aliangas ofensivas globais. Uma 2-particdo
= {Vo,V1} é chamada muito ndo-amigdvel se todo vértice v € V; é adjacente a mais
vértices em V|_; que € a vértices em V;. Um simples exemplo de uma parti¢do muito ndo-
amigdvel pode ser visto pela 2-coloracdo de vértices de um grafo conexo bipartido G,
tendo grau minimo pelo menos dois. As duas classes de cores em tal colora¢do, chamadas
Vo e V1, definem uma 2-particio muito ndo-amigavel; cada um de Vy e V| € uma alianca

ofensiva forte global.
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Borodin e Kostochka [5] provavelmente introduziram, em 1977, 2-parti¢des nao-
amigdveis e elas também foram estudadas por Bernardi [3], Aharoni, Milner e Prikry [1]
e Milner e Shelah [31]. O basico destas investigacdes € que todo grafo finito tem uma
2-parti¢do ndo-amigéavel. De fato, qualquer 2-parti¢do ®© = {Vj,V;} de V que maximize
o nimero de arestas entre Vp e V| € uma 2-particdo nao-amigavel. Milner e Shelah [31]
mostraram que nem todos grafos infinitos t€m uma 2-parti¢do ndo-amigavel, mas todos
os grafos t€m uma 3-particdo ndo-amigavel.

Um conceito similar foi estudado por Gerber e Kobler [22], que definem que um
vértice v em um conjunto A C V estd satisfeito se ele tem pelo menos tantos vizinhos
em A que em V —A. Um conjunto A é chamado coeso se todo vértice em A é satisfeito
com relacdo a A. E ficil ver que todo conjunto coeso é uma alianca defensiva forte.
Um grafo € dito satisfativel se ha uma particdo de vértices em dois ou mais conjuntos
nao-vazios em que todo vértice € satisfeito com relacdo ao conjunto no qual ocorrem.
Tal particdo é chamada particdo satisfatoria. Parti¢des satisfatorias correspondem, dessa
forma, a particdes de V em aliancas defensivas fortes disjuntas. Pode ser observado que
nem todos grafos tem parti¢des satisfatorias, por exemplo, grafos completos. Shafique e
Dutton [35] apresentam algumas condicdes necessdrias e suficientes para grafos serem
satisfeitos e mostram que nenhuma caracteriza¢do de subgrafo proibida existe para esta
classe de grafos.

Dunbar, Goddard, Hedetniemi, Henning e McRae [12], Dunbar, Hedetniemi,
Henning e McRae ([14], [11]), Favaron [18] e Hatting, Henning e Slater [23] tém estudado
funcdes dominantes com sinal e negativa em grafos, que sdo definidas em seguida. Uma
fungdo f: V — {—1,1} é chamada fun¢cdo dominante com sinal se para todo vértice v €
V, f(N[v]) > 1, ou seja, para todo v € V, a vizinhanca fechada de v contém mais vértices

com o valor da fungdo 1 que -1. O simbolo f[v] denota a soma Z f(x). Em outras
XEN[|
palavras, se T = {V_1,V;} é a 2-parti¢io definida por f~!, entdo o conjunto V; é uma

alianga defensiva forte global e também uma alianca ofensiva forte global. Similarmente,
uma fungdo f:V — {—1,0, 1} é chamada uma fungdo de domina¢do negativa se para todo
vértice v € V, f(N[v]) > 1, ou seja, se a soma dos valores da sua fungéo sobre a vizinhanga
fechada é pelo menos um. Em outras palavras, se T = {V_;,Vp,V; } é a 3-parti¢do definida
por f~!, entdo o conjunto V; é uma alianga defensiva forte global.

Outro conceito similar a aliangas foi estudado por Dunbar, Hoffman, Laskar e
Markus [15], que definem que um conjunto S C V é um conjunto o.-dominante para algum
o, 0 <o <1, se todo vértice v € V — § satisfaz a inequagdo: |[N(v) NS| > a|N(v)|. Dessa
forma, se o0 > %, todo vértice em V — S tem mais vizinhos em S que em V — S. Isto significa
que o conjunto S é uma alianca ofensiva global. Entretanto, se o0 < %, todo vértice em
V —§ tem pelo menos tantos vizinhos em V — S que em S e, portanto, V — S € uma alianca

defensiva forte. Em 2002, Stewart, Langley, Merz e Ward [38] estudaram o-dominagdo



3.4 Resultados por Classes de Grafos 40

em torneios e em digrafos.

Ainda outro conceito similar a aliancas foi estudado por Dunbar, Harris, Hedet-
niemi, Hedetniemi, Laskar e McRae [13], que definem que um conjunto S C V é quase
perfeito se para todo v € V — S, |N(v)NS| < 1. E facil perceber que se S é um conjunto
quase perfeito entdo o complemento de V — § € uma alianca defensiva.

Um conjunto dominante perfeito € um conjunto dominante tendo a propriedade
de que para todov € V —S,|N(v)NS| = 1. Um conjunto S C V é um 2-empacotamento
se para todo v € V,|N[v]NS| < 1. Em outras palavras, um conjunto S de vértices em um
grafo G € um 2-empacotamento se a distancia entre cada par distinto de vértices em S
€ maior que 2. Segue destas definicdes que o complemento de todo conjunto dominante
perfeito e o complemento de todo 2-empacotamento € uma alian¢a defensiva.

Um tipo final de conjunto conduz a aliangas. Um conjunto S C V € uma cobertura
de vértices se para toda aresta uv € E,SN{u,v} # 0. Observe que o complemento de V — S
de qualquer cobertura de vértices € um conjunto independente. Portanto, toda cobertura

de vértices de um grafo conexo € uma alianca ofensiva global.

3.4 Resultados por Classes de Grafos

Nesta se¢do, dividimos os resultados anteriormente estabelecidos por classes de
grafos, para o melhor entendimento do leitor e para permitir uma melhor comparagao

entre oS mesmos.

3.4.1 Aliancas em Caminhos e Ciclos

Nesta se¢do, apresentamos quatro resultados para grafos caminhos e ciclos, um
com relacdo ao nimero da alianca e os outros relacionando conjunto dominante total a
alianca defensiva (forte) global.

Antes, mostramos mais uma defini¢do. A roda W,, é o grafo que consiste de um

ciclo C, de tamanho n e um vértice central que € adjacente a todo vértice do ciclo.
Proposicao 3.21 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

Para um ciclo C,, roda W,, e caminho P, qualquer,

(i) a(Cy) = a(P,) = a(C,) = a(W,) = 2.
(ii) aW,) =[5+ 1.

Prova. [30]

(i) Quaisquer dois vértices adjacentes em C, ou no ciclo da roda W, constituem uma

alianca defensiva de C, e W,,, respectivamente. Isso porque todo vértice em C, tem
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Figura 3.13: Exemplos de grafos ciclo e caminho, em que a(Py) =
le a(C(,) = &(P4) = ﬁ(Cﬁ) =2.

grau dois e no ciclo da roda W,, tem grau trés. Como o préprio vértice se defende e
tem um aliado (seu vértice adjacente), tem-se uma alianca defensiva.

(ii) Se S é um conjunto-a da roda W, entdo nenhum vértice do subgrafo (S) induzido
por S pode ter grau um, visto que todo vértice em W, tem grau pelo menos trés.
Um conjunto-d € um conjunto S cuja cardinalidade € igual ao numero da alianca
defensiva forte e S é uma alianca defensiva forte. Dessa forma, o grau minimo de
um vértice em (S) é pelo menos dois. Os subgrafos induzidos de W, que tém grau
minimo pelo menos dois sdo somente o ciclo C, ou subgrafos contendo o vértice
central (de grau n). Portanto, os conjuntos-ad de W,, contém o vértice central e pelo

menos metade de seus vizinhos em C,,.

P4+ —45; (E) P4F—15¢: (E)

Figura 3.14: Exemplos de grafos roda, com a(W,) =2 e 4(W,) =
n
[5]+1.

Como um caso especial do Lema 3.69, se G é um grafo cubico, entdo Y;(G) =
Y2(G). Visto que todo conjunto dominante total de um ciclo é também uma alianca
defensiva forte global, tem-se o seguinte coroldrio, que € uma consequéncia imediata do
Lema 3.69.
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Proposicao 3.22 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para ciclos Cy, n > 3, Y.(Cy) =Ya(Cp) = ¥:(Cp).
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Figura 3.15: Exemplos de ciclos, em que ¥,(Cy) =Ya(Cp) =Y (Cy).

A condicdo de grau minimo € necessdria para o Lema 3.69 ser vdlido. De fato,
existem grafos conexos G para os quais a diferenga ;(G) —v,(G) pode ser arbitrariamente
grande.

Para2 < s <k—1 ek >3, considere o grafo G obtido pela anexacao (com uma
aresta) de s copias disjuntas de P; a cada vértice de um grafo completo K. Parak =3 e
s =2, o grafo G € mostrado na Figura 3.16. Visto que um vértice suporte deve estar em
todo conjunto-y;(G), segue que pelo menos dois vértices de cada c6pia de P3 anexa devem
estar em todo conjunto-y;(G). Além disso, o conjunto de vértices suporte de G junto com
seus vizinhos de grau dois dominam G totalmente. Portanto v, (G) = 2sk. Mas visto que
s < k—1, o conjunto de vértices finais junto com os vértices de K; formam uma alianca
defensiva global em G de cardinalidade minima e assim V,(G) = (s+ 1)k.

O niimero de dominacao total de caminhos P, e ciclos C, sdo bem conhecidos:
paran >3, %(P,) =Y(Cy) = | 3] +[%] — | 4], como podemos ver nas Figuras 3.17 € 3.15.

Para caminhos, apresentamos que o nimero da alianca defensiva forte global equivale
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5 © ® 0
® ®®OO O
® ®OO6 O
Figura 3.16: Um grafo G, comy(G) =7 = {1,8,9,12,13,16, 17},

Y(G) =9 = {1,2,3,14,15,18,19,20,21}, 7:(G) =
v(G) =12 ={4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,16,17}.

ao numero de dominacdo total. Contudo, o nimero da alianca defensiva global de um

caminho ndo necessariamente € igual ao seu nimero de dominagao total.
Proposicao 3.23 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Paran >3, v4(P,) =(Py).

O—2 OO0 OO
O—@—CE—C06——0 O—@——C@—(0—+—®
O—@0—0C@ OO0 0 —:—
Figura 3.17: Exemplos de caminhos, em que Y;(P,) = i (Py).
Prova. [24]

Pelo Lema 3.70, y,(P,) < Ya(P,). Para um conjunto-y;(P,) S qualquer e um vértice u € S,
IN[u|NS| > 2> |N(u)N(V—S)|. Portanto, S é uma alianca defensiva global e assim

Ya(Pn) < Yi(Pn). B
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Proposicao 3.24 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para n > 2, Y,(P,) = Y(P,) a ndo ser que n =2 (mod 4) em que, neste caso, Y,(P,) =
Y (P) — 1.

Prova. [24]

Seja G = P,. Visto que A(G) < 2, todo conjunto dominante total de G é também uma
alianca defensiva global de G e, entdo, Y,(G) < v,/(G). Suponha que n = 2 (mod 4). Se v
denota um vértice final de G, entdo ou n = 2, neste caso ¥,(G) =1=7v(G)—1,oun > 6,
neste caso Y,(G) < [{v} +%(G—N[P]) =1+ (P—2) =5 =7%(G) — 1.

Por outro lado, seja S um conjunto-y,(G). Dessa forma, S é um conjunto do-
minante em G. Se o subgrafo (S) induzido por S contém um vértice isolado, entdo este
vértice deve ser um vértice final de G. Portanto, (S) contém no maximo dois vértices
isolados. Se (S) ndo contém vértices isolados, entdo S é um conjunto dominante total
e assim ¥ (G) < |S|. Se (S) contém um vértice isolado v, entdo S — {v} é um conjunto
dominante total de G — N[v] = P,_, e segue que V;(P,—2) < |S| — 1. Se n ndo é equi-
valente a 2 (mod 4), entdo Y;(G) = v (Py—2) + 1 < |S|, enquanto que se n =2 (mod 4),
entdo ¥ (G) = Y (Pu—2) +2 < |S| + 1. Se (S) contém dois vértices isolados u e v, entdo
G = P4, neste caso Y, (G) =2 =S|, ou |S| > 4, neste caso S — {u,v} é um conjunto
dominante total de G — N[u]| — N[v] = P,_4. Além disso, ¥ (P,—4) < |S| — 2 e entdo
Y (G) =Y (Py—a) +2 < |S]. Visto que |S| = V,(G), sabe-se que ¥,(G) > v(G) a ndo ser
que n = 2 (mod 4) em que, neste caso, Y,(G) > v(G) — 1. O resultado desejado segue. [

3.4.2 Aliancas em Grafos Bipartidos

Um grafo G é€ dito k-partido se o conjunto de vértices V pode ser particionado
em k subconjuntos Vi, ..., V; disjuntos, de modo que toda aresta (v,w) € E possui suas
extremidades em conjuntos V; e V; distintos chamados de parti¢des. Para k = 2, temos o
grafo denomidado bipartido.

Nesta secdo, apresentamos alguns limites para grafos completos bipartidos.
Proposicao 3.25 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

Para o grafo completo bipartido Kz, 2 <r <,
(i) a(Kr,s) = [%J + L%J
(ii) aA(Kns) = [%W + (%—‘

Na Figura 3.18, vemos um exemplo de grafo completo bipartido, em que r =3 e
s=4etemos que a(Kz4) = |3|+|3] =3 ed(Kss) = [3] + [3] = 4. Dessa forma, os
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Figura 3.18: Exemplo de grafo bipartido, comr =3 e s = 4.

vértices sombreados formam uma alianga defensiva e os vértices sombreados juntamente

com o vértice pontilhado formam uma aliancga defensiva forte.
Proposicao 3.26 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para o grafo completo bipartido K.,

(i) Ya(Kis) = [5] +1 e
(ii) Ya(Kps) = | 5]+ 5], ser,s >2, ¢
(iii) Ya(Kps) = [5]+[5]-

Prova. [24]

(i) Oresultado é imediato quando s = 1. Suponha que s > 2 e S é um conjunto-Y,(Kj s).
Visto que S € um conjunto dominante, o vértice central, chamado v, pertence

g | _ s

a § e dessa forma S cont€ém pelo menos —J = bJ vizinhos de v. Portanto,

B
Ya(K1s) > |3 + 1. O conjunto consistindo de v e |§| de seus vizinhos ¢ uma
alianga defensiva global e entdo Y, (Kj ) < | 5]+ 1.
(ii) E dado na Proposicio 3.25 que a(Kys) = [%J + L%J e d(Ks) = [ﬂ + (%w Assim,
pela Observagdo 3.68, tem-se que Yo (Kys) > | 5] + | 5] e va(Kis) > [5]+ [3]-
O conjunto consistindo de | 5| vértices em um conjunto bipartido e | 3| vértices
em outro conjunto bipartido é uma alianga defensiva global e assim V,(Ks) <
51+ 13
(iii)) Similarmente a (ii), o conjunto consistindo de (ﬂ vértices em um conjunto bipar-

tido e [%-‘ vértices em outro € uma aliancga defensiva forte global.

OJ

Os proximos dois teoremas sdo para grafos de ordem n e grau maximo A.
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Teorema 3.27 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Se G é um grafo bipartido de ordem n e grau mdximo A, entdo Y,(G) > AZJ’:3, e este limite

¢é exato.

Prova. [24]

Seja v,(G) = k. Seja S um conjunto-y,(G). Visto que G é um grafo bipartido, entdo
também é bipartido o subgrafo induzido (S). Sejam £ e R a denotagfo para os conjuntos
bipartidos de (S). Seja Az o grau mdximo em G de um vértice em L e seja Ag 0 grau
maximo em G de um vértice em X . Assume-se (renomeando se necessario) que A7, > Ag.

Sejauc L eve R. Visto que S € uma alianga defensiva global, S contém pelo

g(v)

menos {g (2 )J vizinhos de u e pelo menos LTJ vizinhos de v. Dessa forma, V — S contém

no maximo {%-‘ < {%W < 24t vizinhos de u e no méaximo [@W < [A—ZRW < fetl
Ar+1
2

vizinhos de v. Portanto, cada vértice em £ tem no maximo vizinhos em V — S,

enquanto que cada vértice em X tem no maximo ARZJF L Vizinhos em V — S. Assim, visto
quen—k=|V—-Slek=

n—k < 2] (85) +|R). (AR“)
n—k< (250) (1£]+|R)
n— k<(A+1)k
k= (n—k) (53)
2n—2k
k> 22
Como k > 1, tem- sequek>A+3

Pode-se ver que este limite € exato como segue. Para k > 1, seja Hj
o grafo bipartido obtido pela unido de 2k estrelas Kj;,; disjuntas com centros
{x1,%2, ..., %k, ¥1,¥2, ..., ¥k} pela adicdo de todas as arestas do tipo x;y;, 1 <i < j <k
Entdo, G = Hj para algum k > 1 tem grau maximo A =2k + 1 e ordem n = 2k(k+2). Os

2k vértices centrais das estrelas formam uma alianga defensiva global e assim v,(G) <

2k = T Como A =2k + 1, tem-se que k = A~l Agsim, k+2 A5?+2 - é — A2-|I-13 e
Ya(G) <2k = 5 = 2 5. Consequentemente, 'ya( ) = AZ_L_ 0

Teorema 3.28 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Se G é um grafo bipartido de ordem n e grau mdximo A, entdo Y;(G) > A2—+”2, e este limite

¢é exato.

Prova. [24]

Sejav;(G) = k. Seja S um conjunto-y;(G). Usando a nota¢do do Teorema 3.27, sejau € L
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(—
O O

Figura 3.19: Exemplo de um grafo Hy com ¥,(G) =

2n
A+3"

e v e K. Visto que S € uma alianca defensiva forte global, S contém pelo menos {@W

gv)

vizinhos de u e pelo menos [T—‘ vizinhos de v. Dessa forma, V — S contém no maximo

{%J < {%J < % vizinhos de u € no maximo {@J < {A—ZRJ < ATR vizinhos de v.
Portanto, cada vértice em £ tem no maximo % vizinhos em V — S, enquanto que cada
vértice em K tem no maximo % vizinhos em V — S. Assim, visto que n —k = |V — S| e

:!L\Z|R]L<|L| <AL)+|9U ( )

n—k< (%) (1£1+IR))
n—k<(3)k
k= (n—k) (%)
2n—2k
k> =57
Como k > 1, tem-se que k > Azj’fz

Pode-se ver que este limite € exato como segue. Para k > 1, seja M} o grafo bipar-
tido obtido pela unido de 2k estrelas K| ; disjuntas com centros {x1,X2, ..., Xk, ¥1,¥2, .-, Yk }
pela adi¢do de todas as arestas do tipo x;y;, 1 <i < j < k. Entdo, G = M) para algum

k > 1 tem grau maximo A = 2k e ordem n = 2k(k + 1). Os 2k vértices centrais das

estrelas formam uma alianga defensiva forte global e assim Y;(G) < 2k = 5. Como
A = 2k, tem-se que k = 7 A551m, k+1 il = gy = AZJ:lZ e Ya(G) <2k = H—IZAZ—J:‘Z.

2 2

Consequentemente, Y;(G) O

Figura 3.20: Exemplo de um grafo My com ¥;(G) = -2~

A+2°
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3.4.3 Aliancas em Arvores

Uma drvore é um grafo T aciclico e 1-conexo. Chama-se subdrvore qualquer
sugrafo de 7 que também € uma drvore. A arvore € denominada com raiz quando um
de seus vértices for designado como raiz da drvore, permitindo assim uma organizacao
hierarquica.

Para uma drvore 7 com raiz e um vértice v; € V(T'), entenda 7; como a denotacdo
para a subdrvore induzida por v; e seus descendentes e entenda #; como o nimero de
vértices em 7;.

Nesta secao, apresentamos algumas caracteriza¢des para arvores com relagio ao
numero da alianca, ao conjunto dominante e a excentricidade de um grafo.

O préximo coroldrio segue da Proposi¢cao 3.54.

Corolario 3.29 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

Para uma drvore T qualquer e um caminho P,, a(T) = a(P,) = 1.

Observe que se existe um vértice v € V tal que g(v) = 1 tem-se uma alianga
defensiva, pois tomando este vértice como o conjunto S ele é capaz de se defender de um

possivel ataque por parte do dnico vértice que € seu vizinho.

&
ONR© CNONONO
& &

Figura 3.21: Exemplo de uma drvore T e um caminho Pj.

De fato, enquanto a(T) = 1 para todas as arvores 7, o valor de d(7T) pode
ser arbitrariamente grande. Considere somente a estrela Kj 5, onde a(Kj ) =1+ [%w
Observe, nesse caso, que um vértice final ndo define uma alianga defensiva forte. Dessa
forma, um subgrafo conexo qualquer que define um conjunto-d de Ky deve conter o
vértice de grau s. Mas visto que este vértice deve ser fortemente defendido, pelo menos
metade de seus vizinhos deve estar em uma alianca defensiva forte qualquer, como mostra
a Figura 3.22, onde d(Kj 4) = 1+ (%W =3.

Uma estrela dupla € uma arvore que contém exatamente dois vértices que nao
sdo vértices finais. Se um desses vértices € adjacente a r folhas e o outro a s folhas, entdo

denota-se essa estrela dupla por S,..
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Figura 3.22: Exemplo de um grafo estrela K, 4, com a(K; 5) = 3.

Proposicao 3.30 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])
Parar,s > 1, Y,(Sys) = L%J + L%J +2.
Prova. [24]

Sejam u e v os dois vértices centrais de S, onde u € adjacente a r folhas. Seja § um
conjunto-y,(Sys). Visto que S é um conjunto dominante, se u (respectivamente, v) nio
estd em S, entdo todas as folhas adjacentes a u (respectivamente, v) estdo em S. Dessa
forma, pode-se assumir que {u,v} C S. Entdo, S contém pelo menos L%J folhas ad-

jacentes a u e L%J adjacentes a v. Portanto, Y,(Sys) > L%J + L%J + 2. O conjunto

consistindo de u,v, | %5 | folhas adjacentes a u e |5} folhas adjacentes a v é uma ali-

anca defensiva global e assim ,(S,) < L%J + L%J +2. O resultado desejado segue. [J

Usando uma prova similar a que foi usada na Proposi¢ao 3.30, foi obtido o
nimero da alianca defensiva global de uma estrela dupla.
Visto que ndo foi apresentada a prova, para facilitar o entendimento do leitor,

mostramos a nossa prova para a préoxima proposi¢ao.
Proposicao 3.31 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])
Parar,s > 1, Ya(Srs) = [%J + L%J +2.

Prova.

Sejam u e v os dois vértices centrais de S, em que u € adjacente a r folhas. Seja S
um conjunto-Y;(S,s). Como S é um conjunto dominante, se « e v ndo estdo em S, entao
todas as folhas adjacentes aos dois vértices estdo em S. Dessa forma, pode-se assumir
que {u,v} C S. Ento, S contém pelo menos || folhas adjacentes a u e || adjacen-
tes a v. Portanto, Y4(Srs) > |5] + |5] +2. O conjunto consistindo de u,v,|%] folhas
adjacentes a u e L%J folhas adjacentes a v € uma alianca defensiva forte global e assim

Ya(Srs) < | 5] + | 5] +2. O resultado desejado segue. O
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Teorema 3.32 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Se T é uma drvore de ordem n, entdo Y,(T) > %, e este limite é exato.

Prova. [24]

Sejam Y, (T') = k, S um conjunto-Y,(7) e F = (S). Visto que F é uma floresta, Z gr(v) =
ves
2|E(F)| <2(|V(F)|—1)=2(k—1).Paracadav € S,V — S contém no maximo gr(v)+ 1

vizinhos de v. Dessa forma, n —k = |V — S| < Z(gp(v)+ 1) <2(k—1)+k=3k—2,
ves
n—k<3k-2

3k+k>n+2
4k >n—+2
e assim k > %.

Pode-se ver que este limite € exato como segue. Seja 7' a drvore obtida de uma
arvore F de ordem k pela adi¢do de gr(v) + 1 novos vértices para cada v € F e juntando-o

a v. Entdo, T tem ordem n = [V(F)|+ Y gr(v) =2k+2(k—1) = 4k —2. Visto
veV(F)
que V(F) é uma alianga defensiva global de T, v,(T) < k = ”4i2. Consequentemente,
n

Ya<T> :%2' O

(1) O—o—0O
(2] (2)
& O O

Figura 3.23: Exemplo de uma drvore T (a direita), obtida da dr-
vore F (meio).

Teorema 3.33 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Se T é uma drvore de ordem n, entdo Y;(T) > ”3i2 e este limite é exato.

Prova. [24]

Sejam y;(T) = k, S um conjunto-y;(7) e F = (S). Entio, Z gr(v) <2(k—1). Para cada
ves
vES, V—S contém no maximo gr(v) vizinhos de v. Dessa forma, n —k = |V — §| <

Y gr(v) <2(k—1)=2k-2,

vES
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n—k<2k-2
2k+k>n+2
3k>n+2
e assim k > ”3i2

Pode-se ver que este limite € exato como segue. Seja T a drvore obtida de uma
arvore F de ordem k pela adi¢do de gr(v) novos vértices para cada v € F e juntando-o a v.

Dessa forma, T tem ordem n = |V (F)|+ Z gr(v) =k+2(k—1) =3k—2. Visto que

veV(F)
V(F) é uma alianca defensiva forte global de T, ¥4(T) < k = ”3i2 Consequentemente,
Ya(T) = "$2. 0
() () D)
o O—E0—E0—>6L—0O
1 2 3 4 5

Figura 3.24: Exemplo de uma drvore T (a direita), obtida da dr-
vore F (meio).

Visando estabelecer um limite superior exato para o numero da alianga defensiva
global de uma drvore e caracterizar as arvores alcancando este limite, introduz-se mais
alguma notag@o. Para um vértice v em uma drvore 7 com raiz, denote C(v) e D(v) o
conjunto de filhos e descendentes, respectivamente, de v e defina D[v] = D(v) U {v}.
Também introduz-se uma familia 7; de drvores como segue: seja T = Ps ou T = Kj 4
ou T € a drvore obtida de 1K 4 (unido de ¢ copias disjuntas de K 4) pela adi¢do de r — 1
arestas entre as folhas destas copias de Kj 4 de tal modo que o centro de cada Kj 4 €

adjacente a exatamente trés folhas em 7'. Seja 7] a familia de tais arvores 7.

Teorema 3.34 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Se T é uma drvore de ordem n > 4, entdo Y,(T) < 35—” com igualdade se e somente se
T € 7.

Prova. [24]

Procede-se pela indugdo em n > 4. Se n =4, entdo T = P4 ou T = K; 3 e assim

Yo(T)=2< 3?" Entdo, suponha que, para todas drvores T’ de ordem n’, onde 4 < n’ < n,
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Figura 3.25: Exemplo de uma drvore T € 7.

Yo(T') < 3?"/ Seja T uma arvore de ordem n. Se T é uma estrela, entdo, pela Proposi¢ao
3.26, Ya(Kin—1) = L%J +1< %" com igualdade se e somente se n = 5, isto &, se
e somente se T = Kj4 € 7;. Se T é uma estrela dupla, entdo segue da Proposi¢do
3.30 que Y4(Srs) = L%J + L J +2 < 3 Se T = Ps, entdo, pela Proposicao 3.24,
Yo(T)=7v(P,) =3= 35—” Portanto, pode—se assumir que diam(T) > 4 e que T # Ps.

Entre todos os vértices suporte de 7 de excentricidade diam(T) — 1, seja v um
vértice de grau minimo. Seja r um vértice a distncia diam(T) — 1 deve daraiz T a r.
Denote u como o pai de v e x o pai de u.

Seja T’ a drvore obtida de T pela remogdo de v e seus filhos, isto €, T =T — D|v].
T’ tem ordem n’. Visto que diam(T) > 4 e T # Ps, segue da escolha de v que n’ > 4.
Aplicando a hipétese de indugdo a T’, tem-se que V,(7") < 3?”/ Seja " o conjunto-y,(T”)
e|Cv)|=Lention=n"+1+1.

Se u € §', entdo adicione v e L J lhos de v a &', produzindo uma alianga
defensiva global de T e assim v,(T) < |§'| < % < M + ZH < 35” Dessa forma,
pode-se assumir que u ¢ S’ (caso contrério, Y, (T) < ?”

Se g(v) = 2, entdo adicione o filho de v a S’ produzindo uma alianga defensiva
global de T e assim v, (T) < || +1 < ( 2 41 < 3 Dessa forma, pode-se assumir que
|C(v)| > 2 (caso contrdrio, Y,(T) < 35—”).

Suponha que g(u) > 3. Se u tem um filho V', diferente de v, que é um vértice
suporte, entdo, pela escolha de v, |C(V')| > 2. Mas, entdo, sempre pode-se escolher S’
contendo u e V', contradizendo a suposi¢do que u ¢ §'. Dessa forma, todo filho de u,
diferente de v, deve ser uma folha. Se u € adjacente a mais que uma folha, entdo pode-se
escolher u € ', uma contradi¢do. Portanto, g(u) =3 e o filho v/ de u, diferente de v, é
uma folha. Assim, v/ € §’. Removendo V' de ' e adicionando u, v e V_TIJ filhos de v a
S’ produz-se uma alianca defensiva global de T e entdo ,(T) < |§'| + 51 < 3. Dessa
forma, assumimos que g(u) = 2 (caso contrdrio, Y,(T) < 32).

Se diam(T) = 4, entdo x é um vértice suporte (de grau pelo menos g(v) > 3) e

assim T — D[u] é uma estrela K j com x como seu centro, onde k > [ > 2. O conjunto
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consistindo de {x,u,v} junto com || folhas adjacentes a v e [%5!] folhas adjacentes

k+14+4 n+l .
—5— < %5—. Visto que

a x ¢ uma alianca defensiva global de T e assim V,(7T) <
n>7,%(T) < 32. Dessa forma, pode-se assumir que diam(T) > 5.

SejaT* =T —NJv|,isto é, T* =T — D[u]. T* tem ordem n*. Visto que diam(T) >
5, segue da escolha de v que n* > 4. Aplicando a hipétese de indugdo a 7, tem-se que
Yo (T*) < 35i* com igualdade se e somente se T* € 7.

Seja $* um conjunto-y,(7*). Adicionando u, v e | 51| filhos de v a §* produzi-
mos uma alianga defensiva global de 7. Dessa forma, se [ = 2, entdo y,(7T) < [S*|+2 =
@ +2< 35—” enquanto que se [ > 3, entdo Y,(7T) < |S*| + # < w + # < 35—”
Além disso, suponha que v, (T) = 3?” Entdo, I =3 e v, (T*) = |S*| = % Pela hipétese
de indugdo, T* € 7. Se T* = Ps, entdo T é uma arvore de ordem n = 10 obtida de K 4
pela subdivisdo de uma aresta cinco vezes. Mas entdo Y,(7) =5 < 35—” Portanto, 7" # Ps.
Se T* = Kj 4, entdo T € 7. Assim, pode-se assumir que 7" # K 4. Entdo, T* ¢ obtida de
t > 2 copias de Kj 4 com ¢ — 1 arestas adicionadas como na descri¢do de 7j.

Suponha que x € um vértice central de uma das cépias de Kj 4 em T*. Agora,
S* contém pelo menos um filho de x que é uma folha em 7*. Removendo este filho de
x de S* e adicionando u,v e um filho de v, produz uma alianca defensiva global de T de
cardinalidade |S*|+2 = @ +2< 3?”, uma contradicdo. Portanto, x deve ser uma folha
de uma das copias de K 4 em T*.

Seja z o centro do Kj 4 em T™ que contém x. Seja N(z) = {z1,22,23,x}.

Suponha antes que x € uma folha em 7*. Entao, em 7', z € adjacente a exatamente
duas folhas, chamadas z; e z. Agora, seja D* um conjunto-y,(7*) que contém todos os
vértices centrais dos Kj 4s em T, exatamente uma folha adjacente a cada vértice central
e todas as folhas de Kj 4 que sdo incidentes as arestas adicionadas na construgio de
T*. Em particular, z,z3 € D*. Pode-se assumir que x € D*. Seja D = (D* — {x,z,z3}) U
{z1,22,u,v,w}, onde w é um filho qualquer de v. Entdo, D é uma alianga defensiva global
de T de cardinalidade ,(T*) +2 < 35—", uma contradi¢do. Dessa forma, x ndo pode ser
uma folha em 7.

Suponha agora que x ndo é uma folha em 7*. Entdo, x é adjacente a um vértice
(uma folha) em uma cépia de Kj 4 em 7. Dessa forma, 71,22 e z3 sdo folhas em 7™ e

segue que T € 1. O

Em seguida, demonstra-se um limite superior exato para o nimero da alianca
defensiva forte global de uma drvore e caracterizamos as drvores alcangando este limite.
Para este propdsito, introduz-se uma familia de arvores 7, como segue: seja T a arvore
obtida da uniJap de 1K; 3 de ¢ > 1 copias disjuntas de K; 3 pela adigdo de r — 1 arestas
entre as folhas destas cOpias de K 3 de tal modo que o centro de cada K 3 € adjacente a

pelo menos uma folhas em 7. Seja 7; a familia de todas tais arvores 7.
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Figura 3.26: Exemplo de uma drvore T € ‘T,.

Teorema 3.35 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Se T é uma drvore de ordem n > 3, entdo Y;(T) < %, com igualdade se e somente se
T eDh.

Prova. [24]

Procede-se pelaindu¢doemn > 3. Sen =3, entdo T = Pz e assim y;(T) =2 < %. Entdo,
3

2
suponha que, para todas drvores 7’ de ordem n’, onde 3 < n’ < n, y4(T'") < T”/. Seja T
uma drvore de ordem n.

Se T ¢ uma estrela, entdo, pela Proposi¢do 3.26, Ys(Ki 1) = [%51] + 1. Se
n=3,entdo Y;(Kj 1) =2 < %. Se n >4, entdo Y4(Ki p—1) < %2 < %” com igualdade
se e somente se n =4, isto &, se e somente se T = K 3 € 7. Se T é uma estrela dupla, entdo
segue da Proposi¢do 3.31 que Y;(T) < %. Portanto, pode-se assumir que diam(T) > 4.

Entre todos os vértices suporte de 7 de excentricidade diam(T) — 1, seja v um
vértice de grau minimo e r um vértice a distancia diam(T) — 1 de v. Seja T uma arvore
comraizem r e u o pai de v e x o paide u.

Seja T’ a drvore obtida de T pela remogéo de v e seus filhos, isto é, T/ =T — D[v].
T’ tem ordem n’. Visto que diam(T) > 4, segue da escolha de v que n’ > 3. Aplicando a
hipétese de indugdo a 7’, tem-se que Y;(T") < 37’/. Seja S’ o conjunto-y;(T") e |C(v)| =1,
ention=n'+1+1.

Suponha que g(u) > 3. Entéo, em T’, u é um vértice suporte ou é adjacente a um
vértice suporte. Visto que S’ é uma alianga defensiva forte global, todo vértice suporte em
S" e pelo menos um vizinho de todos vértices suporte estdo em S’. Em particular, pode-se
escolher S’ contendo u. Dessa forma, adicionando v e \_%J filhos de v a S’ produz uma

alianga defensiva global de T. Logo, se [ = 1, entdo 74(T) < |8'|+1 < @ +1< %’,

enquanto que se [ > 2, entéo V;(T) < || + HTZ < w + % < %‘. Portanto, pode-se
assumir que g(u) = 2 (caso contrario, Y3(T) < 3.
Seja T* =T — N[v], isto é, T* = T — D[u]. T* tem ordem n*. Se T = Ps, entio,

pela Proposi¢do 3.23, v,(T) =3 < 34—". Dessa forma, pode-se assumir que 7" # Ps. Logo,
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segue da escolha de v que n* > 3. Aplicando a hipétese de indugdo a 7%, tem-se que
Ya(T*) < 34i*, com igualdade se e somente se T* € 7.

Seja §* um conjunto-y;(7*). Se [ = 1 entdo, adicionando u e v a S*, produzimos
uma alianca defensiva forte global de T e entdo Y,(7) < |[S*|+2 = @ +2< 34—”. Dessa
forma, pode-se assumir que / > 2. Adicionando u, ve [%J filhos de v a §*, produzimos uma
alianca defensiva forte global de T e entdo Y,(T) < |S*|+2+ 4 < w + 04 <3
Além disso, suponha que v;(T) = 34—”. Entdo, [ =2 e v,(T*) = |S*| = 34i*. Pela hipétese
de indugdo, T* € 7. Mostramos que T € 7.

Suponha que x é um vértice central de uma das copias de K; 3 em 7. Segue
que x € adjacente a pelo menos uma folha em T* e dessa, forma, x € S*. Agora, S*
contém pelo menos um filho de x, chamado x’. Observe que x’ ou é uma folha ou todos
seus vizinhos em 7* sdo dominados por vértices suporte em S*. Adicionando u, v € um
filho de v a §* — {V'}, produz uma alianga defensiva forte global de T de cardinalidade
IS*|+2 = w +2< %, uma contradi¢@o. Portanto, x deve ser uma folha de uma das
copiasde Kj3em T,

Seja z o centro do Kj 4 em T* que contém x. Seja N(z) = {x,z1,22}. Visto que
T* € T, cada vértice central dos dos Kj 35 em T* sdo vértices suporte em 7" e, portanto,
pertencem a S*. Assim, $* contém todos os vértices centrais dos K 3s em T e dois (dos
trés) vizinhos de cada um destes vértices centrais. Pode-se assumir, sem perda de gene-
ralidade, que S$* contém os vizinhos que nio sdo folhas destes vértices centrais. Suponha
que nem z; nem z; sdo folhas em 7* . Entdo, {z1,22} C S*. Além disso, S* —{z,z1,22}
domina {zj,z2}. Mas entdo (S* — {z,z1,22}) U {x,u,v,w}, onde w é um filho qualquer
de v, é uma alianga defensiva forte global de T de cardinalidade y;(T*) + 1 < 34—”, uma
contradi¢do. Portanto, ou z; ou z» deve ser uma folha. Entdo, z € um vértice suporte em

T.Segueque T € ‘I. O

3.4.4 Aliancas em Grafos Regulares

Um grafo é dito k-regular se A(G) = 8(G) = k.

Nesta se¢do, apresentamos algumas caracterizagdes para a(G), d(G) e ¥,(G) em
grafos regulares, pois para alguns valores de k € possivel determinar completamente o
valor de ambos a(G) e d(G) para a classe de grafos k-regulares, isto é, grafos nos quais

todo vértice tem grau k.
Teorema 3.36 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])
Para um grafo G = (V,E) qualquer,

(i) Se G é 1-regular, entdo a(G) =1 e a(G) = 2.
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(ii)
(iii)
(iv)

(v)

.
e

123

', S .

R

Se G é 2-regular, entdo a

a .
Se G é 3-regular, entdo a(G) =2 e 4(G) = cintura(G).

(G)
(G)

Se G é 4-regular, entdo a(G) = a(G) = cintura(G).
(G) = cintura(G).

Se G é 5-regular, entdo a

Chld
,
S
13

., O 3
veet

Figura 3.27: Exemplos de grafos 1,2,3,4,5-regular.

Prova. [30]

@

(ii)

(1i1)

v)

Isto segue da Proposicdo 3.54 (i) e 3.55 (ii). Como Vv, v € V, g(v) = 1, entdo
a(G) = 1. 4(G) =2, pois 8(G) = 1 e G tem dois vértices adjacentes de grau no
maximo dois.

Isto segue da Proposigdo 3.55. a(G) = 2, pois 8(G) =2 e G tem dois vértices
adjacentes de grau no méaximo trés. Como §(G) = 2, tem-se que d(G) = 2, pois
G tem dois vértices adjacentes de grau dois.

Em um grafo 3-regular, quaisquer dois vértices adjacentes formam uma alianca
defensiva. Dessa forma, a(G) = 2. A fim de mostrar que d(G) = cintura(G), seja
S um conjunto-d de um grafo G 3-regular. Considere o subgrafo induzido (S).
Este grafo pode ter nenhum vértice de grau um, visto que ele nao seria fortemente
defendido. Portanto, (S) tem grau minimo dois e deve conter pelo menos um ciclo.
Seja C o menor ciclo em (S). E ficil perceber que C é uma alianca forte em G.
Portanto, (S) = C. Segue que um menor ciclo qualquer é uma alianga em G e por
isso d(G) = cintura(G).

O mesmo argumento usado na prova de (iii) acima pode ser usado para mostrar que
a(G) = cintura(G) e 4(G) = cintura(G), se G é um grafo 4-regular, visto que um
menor ciclo qualquer em G é ambas uma alianca defensiva critica e uma alianca
defensiva critica forte.

Novamente o mesmo argumento usado na prova de (iii) acima pode ser usado para
mostrar que a(G) = cintura(G), se G é um grafo 5-regular, visto que um menor
ciclo qualquer em G € uma alianca defensiva critica (mas nao uma alianca critica

defensiva forte) em G.
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O

Usando um argumento similar ao que foi usado na prova do Teorema 3.71, o

seguinte corolério pode ser apresentado.

Corolario 3.37 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Se G é um grafo ciibico ou um grafo 4-regular, entdo Y,(G) >

WIS

3.4.5 Aliancas em Grafos Linhas

O grafo linha £(G) de um grafo ndo-direcionado G é um grafo que representa as

adjacéncias entre as arestas de G, onde:

e cada vértice de L(G) representa uma aresta de G, e
e dois vértices de £(G) sdo adjacentes se e somente se suas arestas correspondentes

compartilham uma extremidade comum (*“sdo adjacentes”) em G.

Ou seja, ele € o grafo de intersecdo das arestas de G, representando cada aresta

pelo conjunto de suas extremidades, como podemos ver na Figura 3.28.

Figura 3.28: Exemplo de um grafo G qualquer e a direita seu grafo
linha.

Denota-se por L(G) = (V},E;) o grafo linha de um grafo simples G. Para o grafo
bipartido semirregular, damos o valor exato do nimero da k-alianca defensiva de L(G) e
para o caso geral, obtém-se limites exatos. O grau de um vértice e = {u,v} € V; é 8(e) =
O(u) +98(v) - 2. Se a sequéncia gréfica (sequéncia de graus) de G é &; > &, > ... > 9y,

entdo o grau maximo de £(G), denotado por A;, é limitado por

A <01+0,—2. (3-3)

e o grau minimo de £(G), denotado por J;, é limitado por
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8[ > 8n + 6n—] —2. (3_4)

Nessa se¢do, apresentamos alguns resultados obtidos em ai(L(G)) em termos
da sequéncia grafica de G.

O grafo Kneser K, ;. € o grafo no qual os vértices correspondem aos subconjuntos
de k elementos de um conjunto de n elementos e onde dois vértices estdo conectados se
e somente se os dois conjuntos correspondentes sdo disjuntos. O grafo completo de n
vértices € o grafo Kneser K, 1.

Em [17], o nimero de seguranca do grafo Kneser K, » € mostrado como sendo
w}

2
K . . .
M-‘ = (’ﬂ era de interesse, com a desigualdade estrita em alguns casos. Isto levou

. Como se sabe, K, » ¢ o complemento do grafo linha £(K,). O fato que s(K,,2) >

a questdo do nimero de seguranga de L(K},), com o pensamento de que o seu nimero de
seguranca também seria grande. Este ndo € o caso.

Nomeando os vértices de V(K,,) por 1,2,....,n e seja G = L(K,), entdo V(G) =
V=EK,)en=|V|= w Vértices de G serdo nomeados por dois vértices finais das
arestas correspondentes em K. Seja S C V o conjunto de vértices {ij: 1 <i< j <k},
onde k = {%W .

Lema 3.38 (Dutton [16])

Com a notagdo do pardgrafo anterior, S é um conjunto seguro de G.

Prova. [16]

Seja X um subconjunto arbitrario de S. Os vértices de X correspondem a |X| arestas
no subgrafo K de K, induzido pelas arestas correspondentes aos vértices de S. Em K},
essas arestas sdo incidentes em ¢ < k vértices de K. Conta-se o nimero de arestas em

t(t—1)
2

K, para as quais eles sdo adjacentes. Tais arestas incluem as arestas juntadas a
dois dos t vértices. Adicionalmente, eles sdo adjacentes a k — ¢ arestas adicionais do
K} incidente a cada um dos ¢ vértices, para um total de mais de ¢#(k —t). Segue que
INX]NS| = t(t+1) +1(k—1). As arestas correspondentes aos vértices de S também sdo
adjacentes, para cada um dos ¢ vértices, para n — k arestas que ndo estdo em K para um
total de #(n — k). Segue que |[N[X] — S| =t(n—k).

Suponha que |[N[X]NS| < |[N[X]— S|. Entdo, deve-se ter l(t%l) +tk—1) <
t(n—k)oudk <2n+t+1<2n+k+1, visto que t < k. Segue que 3k < 2n+ 1, contra-
dizendo a selecdo de k = P’g—“} ) 0J

Observando a notagdo anterior, o teorema seguinte ¢ imediato.

Teorema 3.39 (Dutton [16])
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Para um inteiro positivo n qualquer, s(L(K,)) < k(kz_]), onde k = (2"3—“]

O limite no Teorema 3.39 € exato quando n € igual a 1, 2 e 4. Ele ndo € exato para
n = 3. A exatiddo para valores maiores de n € uma questdo em aberto. Pode-se facilmente
ver que o limite do Teorema 3.39 ¢ inferior a § se n = lmod(3) e n > 7. Um cdlculo

bruto mostra que este € o caso para todos n > 21. Para ver isto, observe que o numero de
22 ][22 1) o (@nt3)on n(n—1)
2 =18 2

vértices no conjunto seguro S é
sen>21.

. Isto € menor que 5 =

Teorema 3.40 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Para um grafo simples G qualquer de grau mdximo 8 e para todo k € {2(1 —9;),...,0},
ar(L(G)) < &+ [5].

Prova. [33]

Suponha que k € par. Seja v € V um vértice de grau maximoem Ge S, ={e € E:v € e}.
Seja Y, C S, tal que |Yi| = —% e Xxy = S, — 1. Dessa forma, (S,) = K5, e, como
consequéncia

Sxk(e)zsl—l—f—%ZSz—l—f—%ZSYk(e)—l—k, Ve € X;.

Portanto, X; C V; é uma k-alianca defensiva em L(G). Ento, para k par tem-
se ax(L(G)) < & + [4]. Além disso, se k é impar, entdo ax(L(G)) < ax41(L(G)) <
B+ [451] =81+ [4]. 0

Uma vantagem de aplicar o limite superior € que isto requer apenas poucas
informacdes a respeito do grafo G; somente o grau maximo. O limite superior € exato,
como vemos a seguir, para qualquer grafo d-regular, e k € {2(1 - J), ..., 0},ar(L(G)) =
o+ (%W . Mesmo assim, pode-se melhorar este limite para o caso de grafos ndo-regulares.

A desvantagem de tal melhoria € que precisamos conhecer mais a respeito do grafo G.
Teorema 3.41 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Seja G um grafo simples, cuja sequéncia grdfica é & > 8y > ... > J,. Seja v € V tal
que d(v) = 81 e também J, = max,.,~,{0(u)} e seja &, = mil’lv:g(‘,)zgl{&)}. Para todo
ke {2—8* —91,...,01 —8*},

a(£(G)) < [B32].
Além disso, para todo k € {2— 981 — 83,...,01 + &, — 2},

[0t < (2(G)).

Prova. [33]

Sejav € V um vértice de grau méaximo 8(v) = 9; tal que v é adjacente a um vértice de grau
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.. Seja S, ={e € E :v € e}. Suponha que &; + d, +k é par. Portanto, tomando S C S, tal
que |S| = W, obtém-se (S) = Ks,1s..«. Entdo, Ve € S,
843tk

Ss(e) —k =0tk 1 k> 8 45, —1— Atk
Por outro lado, como 8(e) = ds(e) + dg(e), tem-se

8148, —2> 38tk 14 5 (e) &8 +8, — 1 — Itk > 5 (e),

Entdo, ds(e) —k > dg(e) e S € uma k-alianca defensiva em L(G) e, como con-
sequéncia, ax(L(G)) < {w] Se 8; + 8, + k é impar, entdo &; — &, > k. Portanto,

ar(L(G)) < ag1 (L(G)) < Pﬁﬁ#] < [w] 0

O limite inferior segue do Teorema 3.91 e da equagao 3-4.

Corolario 3.42 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Para um grafo 8-regular qualquer, 8 > 0, e para todo k € {2(1 —9),...,0},
a(L(G)) =8+ [%].

Relembre que um grafo G = (V, E) é um grafo bipartido (31, 8;)-semirregular se
todo conjunto V pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos Vi,V tal que se
u~ventdou € Vi ev € V, e também 8(v) = §; para todo v € V| e §(v) = d, para todo
veW.

Corolario 3.43 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Para um grafo bipartido (81,8;)-semirregular G qualquer, 8 > &, e para todo k €
{281 —&,...,81 — &},
a(L(G)) = |3tk |

3.4.6 Aliancas em Grafos Produtos Cartesianos

O Produto Cartesiano dos grafos G| e G, denotado por G| X G, é formado pelo
conjunto de vértices V(G1) x V(G2), sendo que os vértices v;v; I"e vy serdo adjacentes

se € somente se:

(i) vi=vre (vj,v1) € E(G2); ou
(ii) vi=ve (vi,vk) S E(Gl)

Um outro limite superior que pode ser dado para o niimero da alianga defensiva

e numero da alianca defensiva forte envolve Produtos Cartesianos.

L0 rétulo v;v; representa o par ordenado (v;,v ), dado por V(Gy) x V(Gy).



3.4 Resultados por Classes de Grafos 61

Proposicao 3.44 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])
Para um grafo Produto Cartesiano G = G| X G, qualquer,

(i) a(G1 x G2) < min{a
<

(G1)a(Gz),d(Gr)a(Gz)}.
(ii) a(G1 x G2) < a(Gy)a(G).

Prova. [30]

(i) Sejam S, e S; um conjunto-a e um conjunto-d de G1, respectivamente, e sejam 7,
e T; um conjunto-a e um conjunto-d de G, respectivamente. E imediato ver que o
Produto Cartesiano dos conjuntos S, x T, e S; x T; sdo ambos aliancas defensivas
em G = G| X Gy, entdo a menor cardinalidade Sa x T; ou S; x T, formam uma
alianca defensiva a(G; x G2).

(i1)) Como na prova de (i), € facil ver que S; X T; € uma alianca defensiva forte em

G1><G2.

O
® OO0 @ 6 O
2% 2,425 f 2,7
<35 é 339 3.7

Figura 3.29: Exemplo de um grafo Produto Cartesiano P3 X Py.

O grafo grade m x n € o Produto Cartesiano de dois caminhos, ou seja, G, , =

P, x P,. A seguir, apresentamos um teorema sobre grafos grades G, .

Teorema 3.45 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])
Para um grafo grade G, , qualquer,

(i) a(Gmpn) =1 se e somente se min{m,n} = 1.

(it) a(Gmn

(Gmn) =

(Gn) = 2 se e somente se min{m,n} > 2.
(iii) A(Gmn) =2 se e somente se min{m,n} < 3.

(Gmn) =

(Gmn) =

(iv) a(Gmpn) = 3 se e somente se min{m,n} = 3.

I

(v) 4(Gmpn) =4 se e somente se min{m,n} > 4.
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Prova. [30]

(i) E evidente devido a Proposicdo 3.53, visto que qualquer vértice final forma uma

alianga defensiva de cardinalidade um.

(i1) Isto segue da Proposi¢do 3.54 (i), visto que quaisquer dois vértices adjacentes
formam uma alianca defensiva.

(ii1) Isto segue da Proposicdo 3.55 (ii), visto que qualquer de tais grafos grade tém dois
vértices adjacentes de grau dois.

(iv) Isto segue da Proposi¢do 3.56 (ii)(a), visto que a primeira coluna de G3, € um
conjunto-d de cardinalidade trés.

(v) Isto segue do fato que um grafo grade Gy, ,, onde min{m,n} > 4, ndo tem um

subgrafo induzido como definido na Proposicado 3.56 (ii)(a) ou (i1)(b).

OaOROR0

Figura 3.30: Exemplos de grafos grades.
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3.4.7 Aliancas em Grafos Completos

Se os vértices de um grafo G sdo dois a dois adjacentes, entdo G € denominado
grafo completo de ordem n e € denotado por K,,.

Nesta se¢do, apresentamos alguns valores para a(Kj,), d(K,) e ax(K,).
Proposicao 3.46 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

Para o grafo completo K,

(i) a(Ky) = [5].
(i) 4(Ky) = |3|+ 1L

Esta proposi¢ao sugeriu duas conjecturas que foram provadas por Fricke, Law-
son, Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21]. A prova € apresentada na se¢do 3.4.10, Teo-

rema 3.59 e Teorema 3.61.

Figura 3.31: Exemplos de grafos completos.

Proposicao 3.47 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para o grafo completo K,

(i) Ya(Kn) = ||, e
(i) Ya(Kn) = [251].

Prova. [24]
(i) Seja S um conjunto-y,(K,) e v € S. Entdo, S contém pelo menos L@ = L%J
vizinhos de v e, dessa forma, Y,(K;) > |+ |. O conjunto consistindo deve |25 |
de seus vizinhos é uma alian¢a defensiva global e entdo v,(K,) < L%j .
(i) Seja D um conjunto-y;(K,) e v € D. Entdo, D contém pelo menos @ =[]

ntl),

vizinhos de v e, dessa forma, ¥;(K,) > ( > |- O conjunto consistindo de v e (” ]]

de seus vizinhos é uma alianga defensiva forte global e assim y;(K},) < [%-‘ .

[\)‘
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Corolario 3.48 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Paratodo k € {1 —n,....n—1}, ax(K,) = VHEHW'

3.4.8 Aliancas em Grafos Infinitos

Um grafo infinito € aquele em que os conjuntos de arestas e vértices t€m

cardinalidade infinita. Em um caminho infinito one-way Pj ., se conhece apenas uma

das extremidades € no caminho infinito two-way Pw ., nd0 se conhece nenhuma das

extremidades.

Nesta se¢do, consideramos brevemente os valores de a(G) e d(G) em algumas

classes de grafos infinitos.

Proposicao 3.49 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

(i) Para o caminho infinito one-way Pi .., a(P) ) = 1, enquanto a(P) o) = 2.
(ii) Para o caminho infinito two-way Pe, e, 4(Poooo) = G(Poooo) = 2.
(iii) Para a grade infinita Geoeo, A(Goo0o) = 4(Goo o) = 4.
(iv) Para a grade infinita d-dimensional G% = P X ... X Pes oo (d vezes), a(G) =
a(Ge) =24,
(v) Para a drvore bindria infinita com raiz T e, a(T.0) = 2, enquanto a(Th e) = oo.
Prova. [30]

(i) Claramente um vértice final no caminho infinito one-way Pj .. forma uma alianca
defensiva, enquanto que quaisquer dois vértices adjacentes em P ., formam uma
alianca defensiva forte.

(i1) Quaisquer dois vértices adjacentes no caminho infinito two-way P .. formam tanto
uma alian¢a defensiva quanto uma alianca defensiva forte.

(ii1) Quaisquer quatro vértices formando um 4-ciclo na grade infinita Ge. .. formam tanto
uma alian¢a defensiva quanto uma alianca defensiva forte.

(iv) Quaisquer 2¢ vértices formando um P22 na grade infinita d-dimensional GZ formam
tanto uma alianca defensiva quanto uma alianca defensiva forte.

(v) Na érvore bindria infinita com raiz 75 .., quaisquer dois vértices adjacentes formam

uma alianga defensiva, mas ndo uma alianga defensiva forte. Em 7 .. cada vértice
tem um pai e dois filhos, isto é, todos vértices tém grau dois. Segue, portanto, que
nenhum conjunto conexo de vértices S em 7, .. pode ser uma alianga defensiva

forte, visto que em tal conjunto S o subgrafo induzido (S) deveria necessariamente
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ter um vértice final, pois ndo ha ciclos em 75 .., € este vértice ndo seria fortemente
defendido. Dessa forma, d(73..) ndo ¢ finito. Portanto, qualquer caminho infinito

two-way em T .. € uma alianga defensiva forte.

R

Figura 3.32: Exemplos de grafos infinitos.

Proposicao 3.50 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])
Para a drvore terndria infinita com raiz T3 e, A(13 00) = @(T3,00) = o°
Prova. [30]

Na arvore ternaria infinita com raiz 73 .., todo vértice tem um pai e trés filhos, isto €, todo
vértice tem grau quatro, exceto a raiz, que tem grau trés. Segue, portanto, que nenhum
conjunto conexo finito S de vértices em 73 ., pode ser uma alianga defensiva, visto que em
tal conjunto S o subgrafo induzido (S) deveria necessariamente ter um vértice final, visto
que nao hd ciclos em T3 ., € este vértice ndo seria fortemente defendido. Dessa forma,
a(T3 ) nao ¢ finito. Portanto, qualquer caminho infinito two-way em 73 ., ¢ uma alianga

defensiva e, de fato, é uma alianca defensiva forte. O

3.4.9 Aliancas em Grafos Outerplanares

7z

Um grafo € chamado outerplanar se ele tem um desenho plano tal que os
vértices estdo sobre o circulo fixo exterior e as arestas estdo dentro do circulo. Todo grafo
outerplanar € planar, mas o inverso nao é verdade.

Em seguida, consideramos grafos G outerplanares. Podemos supor que G é
conexo, caso contrdrio s(G) é o minimo dos nimeros de seguranga dos componentes.
Do acima exposto, é evidente que um subgrafo completo W € um conjunto seguro se

e somente se |[N[W]| < 2|W|. Daqui resulta que s(G) = 1 se e somente se d(G) < 1
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Figura 3.33: Exemplo de uma drvore terndria infinita com
a(T30) = d(T3,0) = oo.

Figura 3.34: Exemplo de um grafo G outerplanar.

e s(G) =2, se e somente se 6(G) > 1 e hd dois vértices adjacentes x e y para os
quais |[N[x] UN][y]| < 4. Isto e o seguinte caracterizam o niimero de seguranca de grafos

outerplanares.

Lema 3.51 (Dutton [16])

Seja G = (V,E) um grafo. Se qualquer uma das seguintes configuracoes ocorrer em G,
s(G) <3.

(i) Configuracdo 1: vértices a, b, ¢ e d formam um caminho. Vértices a e d podem
estar associados a quaisquer vértices de V. — {b,c}, inclusive um ao outro.

(ii) Configuracdo 2: vértices a, b, c e d formam um caminho e existe uma aresta ac.
Vértices a e d podem ser associados a quaisquer vértices de V — {b,c}, inclusive
um ao outro.

(iii) Configuragcdo 3: vértices a, b, c e d e e formam um caminho e arestas ac e ce

existem. Vértices a e e podem ser associados a qualquer vértices de V — {b,c,d},
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inclusive um ao outro.

Prova. [16]

Grafos com as Configuracdes 1 e 2 tém {b,c} como um conjunto seguro, enquanto que

{b,c,d} é um conjunto seguro de grafos contendo a Configuragio 3. 0
Um vértice de corte de um grafo conexo G € um vértice ou conjunto de vértices

cuja remocdo (juntamente com as respectivas arestas) resulta em um grafo G desconexo,

como podemos ver na Figura 3.35.

O—=0
O—=0O

Figura 3.35: Exemplo de grafos nos quais v é um vértice de corte.

Teorema 3.52 (Dutton [16])
Se G é um grafo outerplanar conexo, entdo

(i) s(G) =1 se e somente se d < 1,
(ii) s(G) = 2 se e somente se & > 1 e existem vértices adjacentes x e y tal que
INx,y} <4, e

(iii) s(G) = 3, caso contrdrio.
Prova. [16]

As declaracgdes (i) e (ii) sdo validas para todos os grafos, como indicado nas observagdes
que precedem o Lema 3.51. Se nem (i) nem (ii) é vélido para G, entdo s(G) > 3. Primeiro,
considere o caso quando a conectividade do vértice € Kk = 1. Seja B um bloco que € uma

folha do bloco da arvore de G e seja v o vértice de corte. H4 trés casos:

1. B € uma aresta (B tem 2 vértices, inclusive v). Entao, G tem um vértice de grau 1 e
s(G) =1.

2. B tem 3 vértices, inclusive v, entdo ele € um tridngulo com dois vértices adjacentes
a e b de grau 2 que formam um conjunto seguro.

3. B tem pelo menos 4 vértices, inclusive v. H4 uma aresta ij formando um ciclo de
tamanho pelo menos 4 com pelo menos dois outros vértices, nenhum sendo v. Entre

todos os tais ciclos, sejam i e j escolhidos (i ou j pode ser v), entdo este ciclo € tdo
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pequeno quanto possivel. Assim, os vértices remanescentes no ciclo ndo podem
estar no ciclo de tamanho maior que 3. Dessa forma, o bloco deve incluir uma

configuracdo equivalente a uma das apresentadas no Lema 3.51.

O resultado segue.
Visto que ¥ < 2 para todos os grafos outerplanares, o caso final ocorre quando
K=2en>4. Quando n < 3, o caso (i) ou (i1) € valido. Entdo, um argumento similar a

(3) mostra que s(G) = 3 e estabelece (iii). O

3.4.10 Aliancas em Grafos Gerais

Nesta secdo, vemos o nimero da alianca defensiva e o nimero da alianca
defensiva forte com relagdo ao subgrafo induzido (S), com respeito ao grau minimo 3(G),
ao grau maximo A(G) e ao tamanho do grafo G. Também sdo apresentados alguns limites
superiores e inferiores ja estabelecidos para o nimero da alianca defensiva global e o
numero da alianca defensiva forte global.

Esta se¢do também apresenta diversos limites para o nimero de seguranca de um

grafo.
Proposicao 3.53 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

Para qualquer alianca defensiva critica S no grafo G, o subgrafo (S) induzido por S é

conexo.

E evidente que hd somente dois tipos de aliangas defensivas de cardinalidade um:

um vértice isolado (um vértice de grau zero) e um vértice final (um vértice de grau um).
Proposicao 3.54 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])
Para um grafo G qualquer,

(i) a(G) = 1 se e somente se existe um vértice v €V tal que g(v) < 1.

(ii) 4(G) = 1 se e somente se G tem um vértice isolado.

As caracterizagdes de grafos para os quais d(G) = 2 sdo consequéncias imediatas

da Proposi¢do 3.53 e dependem do grau minimo de um vértice em G, denotado por 8(G).
Proposicao 3.55 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])
Para um grafo G qualquer,

(i) a(G) =2 se e somente se 8(G) > 2 e G tem dois vértices adjacentes de grau no

mdximo trés.
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(ii) 4(G) = 2 se e somente se 8(G) > 1 e G tem dois vértices adjacentes de grau no

mdximo dois.

L1 oo

Figura 3.36: Exemplos de grafos com a(G) = 4(G) = 2.

Proposicao 3.56 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])
Para um grafo G qualquer,

(i) a(G) = 3 se e somente se a(G) # 1, a(G) # 2 e G tem um subgrafo induzido
isomorfo quer a
(a) P3, com vértices, em ordem, u,v e w, onde g(u) e g(w) sdo no mdximo trés e
g(v) é no mdximo cinco, ou
(b) K3, cada vértice que tem grau no mdximo cinco.

(ii) a(G) = 3 se e somente se a(G) # 1, a(G) # 2 e G tem um subgrafo induzido
isomorfo quer a
(a) P3, com vértices, em ordem, u, v e w, onde g(u) e g(w) sd@o no mdximo dois e
g(v) é no mdximo quatro, ou

(b) K3, cada vértice que tem grau no mdximo quatro.

O Coroléario 3.21 (ii) mostra que, para a classe das rodas W, o valor de a@ pode
ser arbitrariamente grande. As proximas duas observagdes fornecem mais duas classes de

grafos para os quais a(G) e @(G) podem ser arbitrariamente grande.
Proposicao 3.57 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])
Para um grafo G qualquer de ordem n, 1 < a(G) < a(G) < n.

Embora o limite inferior seja exato para grafos com vértices isolados ou com

vértices finais, o limite superior pode ser melhorado ligeiramente.

Proposicao 3.58 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

Para um grafo conexo G qualquer de ordem n, tendo grau minimo 8(G),

(i) a(G) <n— |42,
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P

Figura 3.37: Exemplos de grafos com a(G) = a(G) = 3.

Q) o
o e

6‘6

Figura 3.38: Exemplo de grafo com 1 <a(G) < a(G) <n.

(ii) a(G) <n— | 22|,
e esses limites sdo exatos.

Prova. [30]

(i) Seja S C V um conjunto qualquer de cardinalidade n — {%GW . Observe que todo

vértice em S € defendido e entdo que S € uma alianca defensiva.
5(G)

(i) Seja S C V um conjunto qualquer de cardinalidade n — {TJ Perceba que todo
vértice em S € fortemente defendido e entdo que S € uma alianca defensiva forte.
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Devemos observar que estes limites sdo exatos para grafos completos. 0

A Proposi¢do 3.53 (i) mostra que a(K,,) pode ser pelo menos tdo grande quanto
(’%] , para um grafo de ordem n. Isto levou os autores Fricke, Lawson, Haynes, Hedetniemi
e Hedetniemi [21] a provar que este é o valor mdximo que a(G) pode ter para um grafo G

qualquer.

Teorema 3.59 (Fricke, Lawson, Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21])
Se G é um grafo conexo, entio a(G) < ’—%-‘ e seu limite é exato.

Prova. [21]

Seja T = (A, B) uma biparti¢io balanceada de V, isto é, |A| = [§] e |B| = | 5], tal que o
nimero de arestas-AB é minimo entre todas tais partices. Se (A) ou (B) é uma alianca
defensiva, entdo a(G) < (%W Portanto, assuma que nem A nem B é uma alianca. Dessa
forma, existem vértices indefesos a € A e b € B, tais que |[N[a] NA| < |N(a) N B]
e |N[p]NB| < |[N(b) NA|]. Mas entdo ' = (A’,B’), onde A" = (A — {a}) U {b} e
B’ = (B—{b})U{a} é uma biparticdo balanceada com menos arestas-A’B’ que o
numero de arestas-AB de T, contradizendo a escolha de ©. A Proposi¢c@o 3.53 mostra que

este limite € exato para grafos completos, como vemos na Figura 3.39. 0J

Figura 3.39: Exemplo de um grafo G qualquer em que a(G) = [4]
ed(G)=|5|+1.

Um algoritmo polinomial para construir uma alianca defensiva de cardinalidade

no méximo |4| segue diretamente da prova do Teorema 3.59.

Corolario 3.60 (Fricke, Lawson, Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21])

Para um grafo conexo G qualquer, existe um algoritmo O(mn) para encontrar uma

alianga defensiva de cardinalidade no mdximo (%W Observe que para grafos simples:
m=("7)n.
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Prova. [21]
Seja T = (A, B) uma biparti¢do balanceada qualquer de V.

enquanto nem A nem B é uma alianc¢a defensiva faca
descubra se a € A satistaz |[N[a] NA| < |[N(a) N BJ;
descubra se b € B satistaz |[N[b]| N B| < |[N(b) NA|;
facaA = (A—{a})U{b};
faca B= (B—{b})U{a};

fim-enquanto.

Toda iteracdo do loop enquanto decrementa o nimero de arestas entre A e B. Dessa

forma, pode haver no maximo O(m) iteracdes. Cada uma destas iteragdes envolverd a

identificagdo de vértices a € A e b € B indefesos, olhando para todo vértice em Na] e

todo vértice em N[b]. Dessa forma, cada iteragdo gasta no maximo tempo O(n). Isso dd

um algoritmo O(mn).

O

O grafo G = K, + K, é um exemplo onde a(G) = |5| + 1, paran =4 e isto ¢

evidenciado também na Proposi¢do 3.53. Este exemplo levou os autores Fricke, Lawson,

Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21] a provar que este valor ¢ o maximo que d(G) pode

alcancar.

Figura 3.40: Grafo G = K2, + K, em que a = | 5] + 1.

Teorema 3.61 (Fricke, Lawson, Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21])

Se G é um grafo conexo, entio a(G) < L%J + 1 e seu limite é exato.

Prova. [21]

Seja m = (A,B) uma biparti¢cdo 2-balanceada de V, isto é,

Al = [B| e |A] - |B] <2
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e seja o nimero de arestas-AB o minimo entre todas as biparticdes 2-balanceadas. Se
A é uma alianga defensiva forte, entdo d(G) < ng + 1. Portanto, assuma que A ndo
€ uma alianca defensiva forte. Isto significa que existe um vértice indefeso a € A, tal
que |[N[a]NA| < |[N(a) N B|, isto é, a tem estritamente mais vizinhos em B que em A.
Mas isto signifca que ' = (A’,B’), onde A" = A — {a} e B = BU{a} é uma biparti¢éo
2-balanceada tendo menos arestas-A’B’ que o ndimero de arestas-AB de T, contradizendo
a escolha de 7. Dessa forma, A é uma alianga defensiva forte e a(G) < |A| < |5] +1.
Novamente, a Proposi¢do 3.53 ilustra que este limite € exato para grafos completos, como

vemos na Figura 3.39. 0J

Observe que se T = (A,B) é uma biparticdo 2-balanceada de G com o nimero

minimo de arestas-AB e |A| = |B

, entdo ambos A e B sdo aliangas defensivas fortes.
Também se |[A| = |B|+ 1, entdo A, A — {v},B e BU{v} sido aliangas defensivas fortes.

Portanto, tem-se os coroldrios seguintes.

Corolario 3.62 (Fricke, Lawson, Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21])

Se G tem uma biparti¢do © = (A, B), onde |A| = |B| e T tem o niimero minimo de arestas-
AB entre todas as biparti¢oes 2-balanceadas, entdo |V| pode ser particionado em duas

aliangas defensivas fortes disjuntas, chamadas A e B.
Corolario 3.63 (Fricke, Lawson, Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21])

Se G tem uma biparticdo © = (A,B), onde |A| = |B|+ 1 e © tem o niimero minimo de
arestas-AB entre todas as biparticoes 2-balanceadas e existe um vértice v € A tal que
N(v)NA=N(v)NB, entdo 4(G) < 4]

Vejamos outro corolario para o Teorema 3.61.

Corolario 3.64 (Fricke, Lawson, Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21])

Para um grafo conexo G qualquer, existe um algoritmo O(mn) para encontrar uma

alianga defensiva forte de cardinalidade no mdximo L%J + 1.

Prova. [21]

Comece com uma biparti¢do 2-balanceada qualquer T = (A,B), onde |A| = |5]| +1.Se A
¢ uma alianca defensiva forte, finalizamos; de outro modo, encontre um vértice indefeso
a € A, como na prova do Teorema 3.59, e mova-o para B. Fazendo isso, o nimero de
arestas entre A e B diminuirdo em pelo menos um (e talvez mais).

Agora, se B é uma alianga defensiva forte, finalizamos. Se ndo, encontre um
vértice b € B indefeso e mova-o para A. Fazendo isso, o nimero de arestas entre A e B

diminuirdo novamente em pelo menos um.
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Continue neste trabalho, alternando entre mover um vértice de A para B e entdo
de B para A. Este processo deve terminar, porque o nimero de arestas entre A e B diminui
com cada movimentacao.

Por dltimo, um dos conjuntos A ou B serd uma alianca defensiva forte de
cardinalidade no méximo L%J + 1.

Visto que, inicialmente, pode haver no méximo O(mn) arestas entre A e B e
visto que é gasto no maximo tempo O(n) para encontrar um vértice indefeso, para a € A
ou b € B, cada uma das, no maximo, O(m) iteragdes pode levar no maximo tempo O(n).
Dessa forma, uma alianca defensiva forte de cardinalidade no maximo L%J + 1 pode ser

encontrada no tempo maximo O(mn). O

Para a classe de grafos seguinte, o limite no Teorema 3.59 pode ser melhorado
ligeiramente.

Seja m = {Vi,V,2} uma biparti¢do de vértices de um grafo conexo G, tal que
existem A(G) arestas entre vértices em V; e vértices em V5. Se |Vi| =1 ou [V»| = 1, entdo
dizemos que 7 é uma A-parti¢do singular (simples), enquanto que se ambas V| ¢ V, tém

pelo menos dois vértices, entdo dizemos que T é uma A-parti¢do ndo singular.

Proposicao 3.65 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

Para um grafo conexo G qualquer de ordem n, para o qual M(G) < 8(G),
a(G) <a(G) < [4].

Prova. [30]

Seja = {V1,V2} uma A-biparti¢cdo de G e assuma que |V;| < |V|. Visto que A(G) < §(G),
sabemos que 7 é uma A-parti¢io. Como |V;| < |V»| e V| é uma biparti¢do de G em dois
conjuntos de vértices, |V;| < [gj . Assumimos que o conjunto V| é uma alianca defensiva
forte e, portanto, d(G) < L%J )

Isto segue da observacdo que se V| contém um vértice u que nao é fortemente
defendido, entéo a particdo modificada t’ = {V; — {u},Vo U{u}} é uma parti¢do que tem
menos arestas entre os dois conjuntos que T, contradizendo a afirmagdo que T € uma

A-parti¢ao. O

Corolario 3.66 (Kristiansen, Hedetniemi e Hedetniemi [30])

Para um grafo G qualquer de ordem n, tendo uma A-parti¢do ndo singular, a(G) < 4(G) <
n
3]

Proposicao 3.67 (Brigham, Dutton, Haynes e Hedetniemi [6])
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Figura 3.41: Exemplo de um grafo G qualquer, em que a(G) =2 <
alG) =3 3] =4

Sejam S| e Sy aliancas defensivas distintas em um grafo G. Um vértice em S| NS, tem no

mdximo um vizinho a mais em 9(S1US») que em S1 N S».

Prova. [30]

Seja x € 1N Sy, e a; o ndmero de vizinhos de x em S; — (S1NSy), i =1, 2, ajp o
nimero de vizinhos em S} NS, e b 0 ndmero de vizinhos em d(S; U S,). Dessa forma,
ai+ap+1>a+b e a+app+1 > a; +b. Adicionando a inequagdo aparece
b<app+1. O

Visto que uma alianca defensiva forte global é uma alianca defensiva global e que
toda alianga defensiva global € também um conjunto dominante, a préxima observacao é

imediata.

Observacao 3.68 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para um grafo G qualquer,

A seguir, foi mostrado que o ndmero da alianca defensiva global e o nimero da
dominacao total sdo iguais para grafos com grau minimo pelo menos dois e grau maximo

até trés.

Lema 3.69 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para um grafo G qualquer com 8(G) > 2, v(G) < v,(G). Além disso, se A(G) < 3, entdo
% (G) = Ya(G).
Prova. [24]

Para um conjunto-y,(G) S qualquer e um vértice v € S, S contém pelo menos {@J >1
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vizinhos de v e entdo S é um conjunto dominante total. Dessa forma, ¥ (G) < Y,(G).
Além disso, se A(G) < 3, entdo para um conjunto-y,(G) D qualquer e um vértice u € D,
IN[ulnD| > 2 > |[N(u) N (V — D)|. Portanto, D é uma alianca defensiva global e assim
Ya(G) < %(G). 0

Em seguida, foi mostrado que para um grafo qualquer sem vértices isolados, o
nimero de dominagdo total é limitado superiormente pelo nimero da alianca defensiva

forte global.

Lema 3.70 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para um grafo G qualquer sem vértices isolados, ¥ (G) < Y;(G).

Prova. [24]

Para um conjunto-Y;(G) S qualquer e um vértice v € S, S contém pelo menos [@_‘ > 1

vizinhos de v e entdo S é um conjunto dominante total. Portanto, ¥, (G) < v;(G). O

Teorema 3.71 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])
> vV 4n+1—1
2

Se G é um grafo de ordem n, entdo Y,(G) > , e este limite é exato.

Prova. [24]

Seja v,(G) = k. Para um conjunto-y,(G) S qualquer e um vértice v € S, S contém pelo
menos {%J vizinhos de v. Dessa forma, k = [S| > [{v}|+ { J > g0+l )H . Entdo, V—S

contém no maximo {@—‘ < &Y g)+1 ) < k vizinhos de v. Portanto, cada vértice em S tem

no maximo k vizinhos em V — S eention—k =1V -5 < k* ou, equivalentemente,
K +k—n > 0. Sabemos que k > %@, ou seja, k > VI dilen V122*’14*“"". Sendo assim,
k> VAol

Pode-se ver que este limite € exato como segue. Seja F1 = K> e, para k > 2, seja
Fi o grafo obtido da unido de k estrelas K ; disjuntas pela adi¢do de todas as arestas
entre os vértices centrais das k estrelas. Entdo, G = Fj para algum k > 1 tem ordem
n=k(k+1) e, dessa forma, k = */‘W L Se k=1, entdo 1,(G) =1 = @. Se
k > 2, entdo os k vértices centrais das estrelas formam uma alianca defensiva global e

assim Y, (G) < \/‘W —‘/4"7“51_1. O

L Consequentemente, Y, (G) =

Usando argumento similar ao que foi usado na prova do Teorema 3.71, pode-se

obter o seguinte resultado.
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Figura 3.42: Grafos com v,(G) = 1,2,3 e 3, respectivamente (da
esquerda para a direita).

Proposicao 3.72 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Se G é um grafo de ordem n, entdo Y,(G) > =4—

[3]+1

Teorema 3.73 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])
Se G é um grafo de ordem n, entdo Y;(G) > \/n, e este limite é exato.
Prova. [24]

Seja v42(G) = k. Para um conjunto-y;(G) S qualquer e um vértice v € S, S contém pelo
menos F’%-‘ vizinhos de v. Dessa forma, k = |S| > [{v}|+ [@-‘ > w. Entdo, V —S§

contém no maximo {@J < @ < k—1 vizinhos de v. Portanto, cada vértice em S tem no
maximo k — 1 vizinhosem V —Seentdon—k = |V —§| < k(k— 1) ou, equivalentemente,
n—k>k(k—1)=n—k>k*>—k=n>k> Sendo assim, k > \/n.

Pode-se ver que este limite € exato como segue. Seja G| = K1, G, = Py e, para
k > 3, seja Gy o grafo obtido da unido de k estrelas K ;| disjuntas pela adi¢do de todas
as arestas entre os vértices centrais das k estrelas. Entdo, G = Gy para algum k > 1 tem
ordem n = k? e, dessa forma, k = \/n. Se k = 1, entdo 7;(G) = 1 = \/n, enquanto se
k =2, entdo Y;(G) =2 = \/n. Se k > 3, entdo os k vértices centrais das estrelas formam
uma alianga defensiva forte global e assim ¥;(G) < y/n. Consequentemente, Y;(G) = \/n.
0J

Proposicao 3.74 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para um grafo G qualquer sem vértices isolados e grau minimo 9,
(i) %(G) <n—|3]. e
(ii) %a(G) <n— |3,

e estes limites sdo exatos.
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Figura 3.43: Grafos com v;(G) = 1,2 e 3, respectivamente (da es-
querda para a direita).

Prova. [24]

(i) Seja v um vértice de grau minimo e S o conjunto de vértices formado pela remocao
de [g-‘ vizinhos de v de V. Entéo, S domina G. Paracadau € S, |[N(u) N (V —8)| <
[g-‘ < [@W e assim |[N[u]NS| > {%J +1> |N(u)N(V—S)|. Dessa forma, S é
uma alianca defensiva global e assim Y,(G) < |S|. Que este limite é exato segue da

Proposicao 3.47 (tome G = K,, com n impar).

(i) Seja D o conjunto de vértice formado pela remocao de EJ vizinhos de v de V.

Entdo, D domina G. Para cada u € D, |[N(u) N (V —D)| < L%J < {%J e assim

IN[u|ND| > {#W +1>|N(u)N(V —D)|. Dessa forma, D é uma alianga defensiva
forte global e assim Y;(G) < |D|. Que este limite é exato segue da Proposi¢do 3.47
(tome G = K,)).

Corolario 3.75 (Haynes, Hedetniemi e Henning [24])

Para um grafo G qualquer, ¥,(G) = n se e somente se G = K.

Teorema 3.76 (Dutton [16])
Para um grafo G qualquer de ordem n:

(i) Se s(G) <[4, entdox <s(G) <n—3—1.
(ii) s(G) > min{K, (%W }
(iii) Se s(G) <k, entdo [} <s(G) <n—¥.
(iv) Ou
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Figura 3.44: Exemplo de um grafo G e ao lado um subgrafo D que
domina G.

(a) max{l(, P%q } <s(G)<n—938-1,0u
) [3] <s(G) <n-[3].

(v) Se d > min{n—K, L%—”J } entdo (%W <s(G)<n-— EW

Prova. [16]

Do Teorema 3.8, quando S C V é um conjunto seguro qualquer, |S| > |[N[S] —S|. Portanto,

se [4] > s(G) = |S], entdo S ndo pode ser um conjunto dominante ¢ N[S] — S € um

conjunto desconexo.

@

(i)
(iii)

(iv)

v)

A partir das observacOes anteriores € um conjunto seguro minimo S qualquer,
K < IN[S] =S| < |S| = s(G). Visto que S ndo é um conjunto dominante, existe um
vértice v ¢ N[S] para o qual 8 < g(v) < n—|S|— 1. Como s(G) = |S|, tem-se que
0<gv)<n—s(G)—1,8<n—s5(G)—1, e assim s(G) <n—3&— 1. Visto que
K < |N[S] =S| <|S| =5(G), tem-se que K < 5(G) eentdo K < 5(G) <n—08— 1.

O resultado segue diretamente do item (i), onde s(G) < k implica em s(G) > [45].
Se s(G) < k, entdo nem S nem N[S] — S sdo conjuntos desconexos, portanto ambos
sao conjuntos dominantes. Como s(G) < «, pelo item (i) tem-se que s(G) > [%w
Sabemos que n = | 4| + [5], entdo s(G) > n— |5] e assim s(G) > n— s(G). Visto
que Y < ||, tem-se que y< n— [4]. Como [5]| < s(G),entaon— 5| <n— 5]
e assim s(G) < 5(G) e tem-se que Y < 5(G). Portanto, Yy < n—s(G) < s(G).

O Teorema 3.90 mostra que P%ﬂ <s5(G)<n-— %’. Entdo, se s(G) ndo satisfaz o
item (iv)(b), s(G) < 5. Dessa forma, pelo item (i), k < s(G) < n—8 — 1. Isto, com
o limite inferior do Teorema 3.90, estabelecem o item (iv).

Se & > n —x, entdo as conclusdes em (i) e Teorema 3.90 sdo validas. Quando
d> L%—”J, o intervalo em (iv)(a) € vazio. Por esse motivo, (iv)(b) e, portanto, (v)
devem ser validos.
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Arvores, ciclos e grafos completos mostram que o limite do Teorema 3.76 (ii)
nao pode ser melhorado. Grafos completos também mostram que os limites previstos em
3.76 (iv) e 3.76 (v) sdo exatos.

Uma consequéncia interessante do Teorema 3.76 (iv) ocorre para grafos G com
(3] <8< L%J Para tais grafos s(G) <n—38—1ou [4] < s(G). Portanto, valores no
intervalo {n -9, ..., (%W — 1} ndo podem ser nimeros de seguranca, enquanto que valores
validos podem existir em cada lado do intervalo. A evidéncia adicional desta “lacuna”
¢ fornecida posteriormente na prova do Teorema 3.88, onde um grafo G é construido,
parad € {|%],...,| %] — 1} qualquer, com a propriedade que s(G) =n—8—1< [4] e
s(G+E') = (%W para qualquer conjunto de arestas E’ ndo vazio. Uma explicagdo para
essa diferenca ndo estd claramente definida.

Com os resultados anteriores, os valores exatos para s(G) podem ser obtidos em

alguns casos.

Teorema 3.77 (Dutton [16])

Para um grafo G qualquer de ordem n, se ® > [%W e o> min{n—k, L%J }, entdo

5(6) = [3].
Prova. [16]

Primeiro, observe que qualquer conjunto de (%W vértices de um subgrafo completo é
seguro, dessa forma, s(G) < [4| sempre que ® > [5]. Por outro lado, do Teorema 3.76

i) e (), s(G)> (%W quando ou 0 > L%—"J oud>n—x. O

A seguir, considere a sequéncia grifica dy < d, < ... <d, do grafo G = (V,E),

onde V ={1,2,....,n} e o vértice i tem grau d; para 1 < i < n. Dutton, Lee e Brigham
dyg)+1 . - o

[17] mostraram que s(G) > {%-‘ . A proxima série de resultados conduz a um limite

superior com base na sequéncia grafica. Defina uma funcdo f por f(i) = PTHW para

1 <i<nesejaC={ii,..ig} C{1,2,...,n}, onde i € C se e somente se i = f(i).
Assuma, para 1 < j < g, que i; < ijy1. Visto que f € ndo decrescente, a seguinte

observacao € imediata.

Observacao 3.78 (Dutton [16])

Para 1 <i<mn, i< f(i) implica em i+ 1 < f(i+ 1) com igualdade se e somente se
i+1eC

Lema 3.79 (Dutton [16])



3.4 Resultados por Classes de Grafos 81

Para cada j tal que 1 < j < g, hd um tinico vértice mj para o qual ij < f(m;) <mj <
flmj+1) <ijr.

Prova. [16]

Para cada i tal que i; < i < ijyq, tem-se que f(i;) <i<i+1<ij = f(ij+1)
Seja m; o menor i no intervalo para o qual i+ 1 < f(i+1). Isto é sempre pos-
sivel visto que i = ij;; — 1 tem esta propriedade. Como m; + 1 < i;;, entdo
f(mj+1) < f(ij41) = ij+1. Dessa forma, as inequagdes necessdrias sdo validas. Ou
mj+1=ijyoumj+1< f(m;j+1)e,daObservacdo 3.78, param; < i < i, deve-se

ter f(i) > i. Em ambos os casos, m é tnico. O
A seguir, seja my = n.

Lema 3.80 (Dutton [16])

Para 1 <i<n, f(i) <ise e somente se existe j, 1 < j < gq, para o qual ij<i<mj

Prova. [16]

Se 1 <i<ip, 1< f(1)e, pela Observagdo 3.78, i < f(i). Para 1 < j < ¢, o Lema 3.79
implicaem f (i) <iparai; <i<mje, quando j < g, f(i) >iparam; <i<ijyi. O

Teorema 3.81 (Dutton [16])

Para um conjunto seguro minimo S arbitrdrio de um grafo G, seja s = s(G) = |S|. Entdo,

hd um inteiro j, 1 < j<gq, parao quali; <s<mjeSC{l,2,...mj}.
Prova. [16]

O conjunto S deve conter um vértice i, onde i € tdo grande quanto possivel, s < i e i deve
ter pelo menos {%—‘ vizinhos em S. Entdo, f(s) < f(i) = {%-‘ e [%-‘ <s<i
Portanto, f(s) < f(i) <s <i. Segue do Lema 3.80 que existe um tnico j, 1 < j < g, para
oqualij <s <i<m,.

Em geral, m, = n ndo é um bom limite superior para s(G) quando este é des-

conhecido, ou mesmo quando ele € conhecido por ser maior do que i,. Para melhori-lo,
di, +1
— q
faca k = LTJ . [

Observacao 3.82 (Dutton [16])

ig—1<k<i,
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Teorema 3.83 (Dutton [16])
Para um grafo G qualquer, s(G) <n—k.
Prova. [16]

Um conjunto X C S = {k+ 1,k+2,...,n} tem no maximo |V — S| = k vizinhos em V — S.
Entdo, |[N[X] — S| < k. Para um i € X qualquer, [NX]NS| > 1+di—k>1+dy—k=
[d"%l-‘ > k. Portanto, S é seguro e s(G) < n—k. O

Os proximos resultados envolvem limites dependentes do numero de indepen-
déncia do vértice e nimero cromdtico do grafo G. Um vértice qualquer de um conjunto
independente maximo de S tem pelo menos §(S) vizinhos em S, fato que leva a seguinte

observacao.
Observacao 3.84 (Dutton [16])
Seja G um grafo com um conjunto seguro minimo S. Entdo, s(G) = |S| > Bo(S) + &(S).

Teorema 3.85 (Dutton [16])

Seja G um grafo com um conjunto seguro minimo S. Entdo, s(G) >

x(S)—1 x(G)—1
Prova. [16]
Observe que Bo(S) > % = ;((—C;; Combinando isto com a Observacdo 3.84, obtém-se
que s(G) = |S| > Bo(S) +8(S) > % + 8(S). Entio, % > §(S) e a inequagdo

esquerda € vdlida. A inequagdo direita segue do fato que x(G) > x(S), 8(S) > [%W

e f(x) = %7 é uma fungdo decrescente de x. O

Outro limite inferior pode ser obtido para s(G) baseado no nimero de vizinhos

comuns de quaisquer dois vértices em S.

Teorema 3.86 (Dutton [16])

Seja G um grafo com um conjunto-s S. Entdo, s(G) > 2 {w—‘ —k, onde k =

min{|N[x] " N[y] N S|} assume todos os pares de vértices x e’ y em S.

Prova. [16]

Se |S| =1, assume-se que x =y e, assim, k = 1. Neste caso, 8(S) = 0 e o resultado é vilido.
Entdo, pode-se assumir que |S| > 2 e x # y. Lembre-se que para um vértice z € S qualquer,

e visto que S é seguro, gs(z) > {%W > P(G%W . Independente da adjacéncia de x e
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¥, 5(G) = |S| = gs(x) +gs(y) —k+2. Entdo, s(G) > 2 P(Gz)ﬂ —k+2=2 P(Gz)ﬂ —k
O

O seguinte € imediato, visto que k < 2 em grafos livres de triangulo.

Corolario 3.87 (Dutton [16])
) . 5 s 8(G)—1
Se G é um grafo livre de tridngulo, entio s(G) > 2 | =—5— |.

Os préximos dois resultados mostram que o valor da s(G) pode mudar signifi-
cativamente quando uma tnica aresta € adicionada a G. Defini-se um supergrafo de um
grafo G = (V,E) sendo um grafo H = (V,Ey ), onde E C Ey.

Teorema 3.88 (Dutton [16])

Para todo inteiro positivo n e para todo inteiro k tal que (%W <k< (%w existe um grafo
G = (V,E) de ordemn tal que s(G) =k e s(H) = [%-‘ para todo supergrafo H de G.

Prova. [16]

Para um dado k formado de G pela parti¢ao vértices de um K, em trés conjuntos A, Be C
de k, k, e n — 2k vértices, respectivamente, e pela remog¢ao de todas as arestas com ambos
vértices finaisem A e C.

Comeca-se por mostrar que A é um conjunto seguro. Seja X um subconjunto
arbitrdrio de A. Como AU B é completo, [N[X]NA| =|A| =k e [N[X]—A| = |B| =«.
Entfo, A ¢ seguro e seque que s(G) <k < [5].

Suponha s(G) < k e S é um conjunto seguro minimo. Uma vez que todos os
vértices de B t€m grau n — 1, todo conjunto seguro contendo um vértice de B deve ter pelo
menos (ﬂ vértices. Segue que SN B € vazio. Além disso, visto que conjuntos seguros
minimos devem induzir subgrafos conexos, nenhum subconjunto seguro minimo pode
conter vértice de ambos A e C. Assim, ou S C A ou S C C. Faca Y representante de A
ou C e suponha que S C Y. Entdo, |[N[S]NS| = |S| < k = |B| < |N[S] — S|, implicando na
contradi¢do de que S ndo é seguro. Segue que s(G) = k.

Seja H um supergrafo qualquer de G. Nenhum subconjunto préprio de A ou C
pode ser seguro, porque o nimero de vértices em sua vizinhanga fechada deveria exceder
o dobro do numero de vértices do conjunto. Além disso, nem A nem C pode ser seguro
visto que a vizinhanga fechada agora inclui pelo menos mais um vértice em C ou A,
respectivamente, do que ocorre em G. Assim, um conjunto seguro minimo qualquer deve
conter vértices em B ou dois vértices adjacentes, um em A e um em C. Em ambos os
casos, S tem um subconjunto que domina H. Assim, s(H) > ’—g-‘ . Visto que H contém um

subgrafo completo A U B com pelo menos [%w vértices, s(H) < Pil] , conforme explicado
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na prova do Teorema 3.77 e a igualdade segue. 0

Teorema 3.89 (Dutton [16])

Para todo inteiro positivo n e para todo inteiro k tal que 1 < k < ’—%-‘, existe um grafo
G = (V,E) de ordem n tal que s(G) =k e k < ("T*kw < s(H) < [ para todo supergrafo
H de G.

Prova. [16]

Seja G o grafo definido na prova do Teorema 3.88. Como k < [%], segue que k < [%5%].
Visto que um supergrafo H qualquer contém o grafo completo BU C, tendo mais que
Pil] vértices, s(H) < Pil] Como na prova do Teorema 3.88, nenhum subgrafo de A pode
ser um conjunto seguro em H. Além disso, qualquer conjunto contendo vértices de B

ou um vértice de cada um de A e C deve conter pelo menos [5] vértices. Visto que

|BUC| = n— k, todo conjunto seguro de H em BUC deve ter pelo menos (%1 vértices

e a prova estd completa. 0

Teorema 3.90 (Brigham, Dutton e Hedetniemi [7])

Para um grafo G qualquer com n vértices e grau minimo o

Foi mostrado no Teorema 3.58 que para qualquer grafo G de ordem n e grau

minimo 0,

a1(G)<n— Pﬂ e ay(G) <n— M | (3-5)

Podemos ver a equivaléncia entre a_1(G) < n— H‘W e a(G) < [4] da seguinte
forma:
O, n
a-1(G) <n—|%| «aG) < [4]
Sem perda de generalidade, temos que:
dn
a-1(G) <n— Y| & a(G) < [1]
Sabemos que n = {%W + L%J Dessa forma, (%1 =n— ng Substituindo na
equacao, temos:
a_1(G)<n— F—z”J < a(G)<n—|5]

Como 9§, < n, temos que % < 7 e também que {%"J < L%J Sem perda de

generalidade, temos:
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a_1(G)<n-— P_ZHJ <a(G)<n-— {%"J
Assim, concluimos que as duas equagdes sao equivalentes.

Também podemos ver a equivaléncia entre ag(G) < n— {%"J e d(G) < L%j +1.

a(G) <n—|%| < aG) < |2 +1
n (ﬂ + bJ Entao, ng =n— (g-‘ Substituindo na equacio,

Sabemos que

temos:

ao(G) <n—|%| e a(G)<n—[2]+1

(=]

Como 9, < n, temos que % < 5 e também que [%’1-‘ < (%W Entéo, [i-‘ <

Pil] +1le {%"J < {%-‘ < Wﬂ + 1. Assim, sem perda de generalidade, temos:

w(G) <n—|%| = aG) <n—|%]+1.
Portanto, concluimos que as duas equacdes sdo equivalentes.
Generalizando os resultados anteriores para k-aliancas defensivas e obtém-se os

limites inferiores.

Teorema 3.91 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Para todo k € {—3,,...,0;}, F’ +k+2w <ar(G)<n-— P”;kj.

Prova. [33]

Seja X C V uma k-alianca defensiva em G. Neste caso, para todo v € X tem-se:
8(v) = dx (v) +8x(v)

Sabe-se que &(v) > 285(v) + k, ou seja, d5(v) < 5(V%*k_ Ento, 8y(v) < 5(v%fk.

Devido a primeira equacdo, tem-se que:

3(v) < 8x(v) + )=k

Da equagdo anterior, obtém-se d(v) < w Dessa forma, 28(v )
28x (v) +8(v) —k. 28(v) — 8(v) +k < 28x (), ou seja, 8(v) +k < 28x(v). Entdo, 2+
dx (v) e segue que:

BTk < Sy (v) < [X|—1

Alterando a equagao anterior, pode-se ver que Sw)+k ) +1 < |X], isto é,

<
<

S(v)+k+2
2

IN

|X|. Sem perda de generalidade, tem-se que:

B2 < |x|.

Portanto, tem-se o limite inferior abaixo.

Por outro lado, se X C V é uma k-alianga defensiva em G para 9, < k < §, entdo
a(G) < |X|<n<n-— F kJ Suponha que —3, < k < §,. Seja S C V um conjunto

de cardinalidade n — L%J Para todo vértice v € S tem-se W > L%J > O5(v).
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Portanto, S € uma k-alianga defensiva e a;(G) < |S| =n— L%J . O

Teorema 3.92 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Para todo k,r € 7 tal que —0, <k <08 e0<r< k+28", ax—2r(G) +r < ar(G).

Prova. [33]

Seja § C V uma k-alianca defensiva de cardinalidade minima em G. Pelo Teorema 3.91,

O, +k+2
R LS

; entdo pode-se ter X C S tal que |X| = r. Portanto, paratodov €Y =S —X,

Sy(v) = 85(\/) — 8}((\/)

Sabendo que 5(v) > d¢(v) +k, tem-se:

8y (v) = 85(v) +k—3x (v)

Sabendo que S=V-88=Y+X:S=V—-Y—X.ComoY =V —Y, tem-se
que &¢(v) = dy(v) — 8x(v). Substituindo d5(v), tem-se dy(v) — Ox (v) + k — Ox(v). Dessa
forma,

Oy (v) = 8y(v) +k—28x(v)

Como |[X| =r, 8x(v) < |X|—1, ou seja, Ox(v) < r— 1. Sem perda de generali-
dade, tem-se que Ox (v) < r, logo 28x (v) < 2r e tem-se que:

Oy (v) > 8y (v) +k—2r

Portanto, ¥ é uma (k — 2r)-alianca defensiva em G e, como consequéncia,
ax—2-(G) < ar(G) —r. O

Observe que de acordo como resultado no Coroldrio 3.48, o limite para a;(G) no
Teorema 3.92 ¢é alcancado para o grafo completo K, para todo n, k, r com suas respectivas

restricdes. Do Teorema 3.92, deriva-se algumas consequéncias interessantes.

Corolario 3.93 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Sejat € 7.
o Se 1_25” <r< 612_1, entdo ay—1(G)+1 < ax41(G).
® Se 2}5” <t< 8—21, entdo ay;_1)(G) +1 < ax(G).

Corolario 3.94 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])
Para todo k € {0, ...,8,},

e Se k é par, entdo a_i(G) + % < ay(G) < ar(G) — %
e Se k é impar, entdo a_;(G) + % <a_1(G) <ax(G) — %
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Foi mostrado por Fricke, Lawson, Haynes, Hedetniemi e Hedetniemi [21] que

para um grafo G qualquer de ordem n,

n

a_1(G) < [g] eap(G) < {2

J +1 (3-6)

Pelo Corolario 3.94 e a equagdo 3-6 obtém-se o seguinte resultado.

Teorema 3.95 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Para todo k € {—9§,,...,0}, ax(G) < (%1

Pelo Teorema 3.59, tem-se que a(G) < [4]. Visto que a(G) = a_i(G), ax(G) <

{#W e a_1(G) < [4] devem ser equivalentes. Para verificar esta equivaléncia, temos:

ak(G) <

< ?H—k—i—l" <:>a_](G) S [g“
ak(G) <

+ o
=~
|“|t
_
¢

[NSTC NS ST
-
\S]fen]
JE—

n
] & a.1(G) < [4]
Assim, concluimos que as duas equagdes sao equivalentes.

Pelo Teorema 3.61, temos que d(G) < | 5| + 1. Visto que 4(G) = ag(G), ax(G) <

(%W e ap(G) < L%J + 1 devem ser equivalentes. Para verificar esta equivaléncia,

temos:

ar(G) < [ & ao(G) < |4 + 1.
a(G) <[5+ &

a(G) < [5+%H <

a(G) < [5+3] &

ap(G) < [A]+ 1] < |&|+1e

ap(G) < |4 +1 e ao(G) < |3]+1.
Dessa forma, concluimos que as duas equagdes sdo equivalentes.

Observe que o limite superior é alcangado, por exemplo, para o grafo completo

G = K,;, como exposto no Coroléario 3.48.

A conectividade algébrica de G, u, satisfaz a seguinte igualdade mostrada por

Fiedler em grafos ponderados:
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Y (wi—wj)?

V,’NVj

Y Y (wi—wy)

vieVv;eV

U= 2n min

siw#ajparad€R 5, (3-7)

onde V ={vi,vo,...,v,},j=(1,1,...;,1) ew € R".
O teorema a seguir mostra o relacionamento entre a conectividade algébrica de

um grafo e o seu nimero da k-alianca defensiva.

Teorema 3.96 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])

Para um grafo conexo G qualquer e para todo k € {—9,,...,81},
k+1
a(G) > |MertE) |,
Prova. [33]

Se S denota uma k-alianca defensiva em G, 65 < 65(v) +k e 65 < |S| — 1.Entdo

Og(v) +k<|S|—1, WveS. (3-8)
Pela equacdo 3-7, tome w € R" definido como
1 seves;
w; = .
0 caso contrario
tem-se

n ), 85(v)

v;eS

p< e (3-9)
[SI(n—1S])
Dessa forma, as equacdes 3-8 e 3-7 levam a
S| —k—1
u< n(|S| ) (3-10)
n—|S|

Portanto, resolvendo a equacao 3-10 para ISl e considerando que ele é um inteiro,

obtém-se o limite em ai(G). O

O limite acima € exato como pode-se ver no exemplo a seguir. Sabendo que a
conectividade algébrica de um grafo completo G = K, € u = n, o teorema acima dd o
valor exato de a;(K,) = {#] .

Além disso, se G é um icosaedro, a_1(G) = 3. Neste caso,n = 12e u=5— V3,
pelo Teorema 3.96 conduz a a_;(G) > 3. Um icosaedro é um poliedro convexo de 20

faces, também podendo ser chamado tetraedro snub.

Teorema 3.97 (Rodriguez-Veldzquez, Yero e Sigarreta [33])
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Para um grafo conexo G qualquer e para todo k € {—9,,...,01},

Prova. [33]

Se S denota uma k-alianca defensiva em G, entdo 61 > 6(v) > 285 +k, Vk € S. Entao,
81 > 285+ k =8y — k> 285 = 37k > 55— | 87k > 5. Portanto,

01—k
{ 12 JZ%,VVES. (3-11)

Dessa forma, pelas equacdes 3-9 e 3-11 o resultado € obtido. 0

O limite € alcancado para todo k no caso do grafo completo G = K.

3.5 Problemas de Decisao Resolvidos

Hé muitas questdes de complexidade computacional de problemas de otimizagao
em aliancgas cujas versoes decisdo foram provadas pertencer a classe NP-completo.

Favaron, Fricke, Goddard, Hedetniemi, Hedetniemi, Kristiansen, Laskar e
Skaggs [19] mostraram que o problema de encontrar uma Alianca Defensiva (Critica)
de tamanho maximo k é NP-completo.

Shafique [34] mostrou que encontrar uma Alianca Poderosa e uma Alianga
Poderosa Global é NP-completo, mesmo quando a ultima alianca € restrita 2 metade dos
vértices.

Cami, Balakrishnan, Deo e Dutton [8] provaram que Alianga Defensiva Glo-
bal, Alianca Ofensiva Global e Alianca Poderosa Global sao problemas da classe NP-
completo.

Jamieson, Hedetniemi, e McRae [29] provaram que encontrar uma Alianga
Poderosa (Dual) de tamanho médximo k também € um problema NP-completo, mesmo
quando as aliangas sdo restritas a grafos bipartidos.

Jamieson [27] mostrou que os problemas de encontrar uma Aliangca Defensiva,
uma Alianga Defensiva Global e uma Alianga Poderosa Global de tamanho méaximo k
sao pertencentes a classe NP-completo, mesmo quando as aliangas sdo restritas a grafos
bipartidos ou cordais.

Jamieson e Dean [28] provaram que uma Alianga Poderosa (Global) Ponde-
rada e Alianca Defensiva (Global) Ponderada sao problemas pertencentes a classe NP-
completo, mesmo quando restritos a estrelas, e também que Alianca Ofensiva (Global)
Ponderada é um problemas pertencente a classe NP-completo, mesmo quando restrito a

arvores.
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Quanto a complexidade de conjuntos seguros, o valor de s(G) foi encontrado
para alguma familias de grafos, mas bons limites gerais nao foram determinados. Pode
ser dificil fazé-lo, visto que a complexidade de determinacéo de s(G) aparece como sendo
dificil, como mencionado por Brigham, Dutton e Hedetniemi [7]. De fato, ndo se conhece
algum algoritmo de complexidade polinomial para determinar se um dado conjunto S CV
€ um conjunto seguro.

Em todas as provas subsequentes deve-se empregar as transformagdes do pro-

blema de Conjunto Dominante definido como:

Conjunto Dominante (CD)
Instdncia: Um grafo G = (V,E) e um inteiro positivo k < |V|.

Questdo: Existe um conjunto dominante em G de tamanho menor ou igual a k?
Teorema 3.98 (Cami, Blakrishnan, Deo e Dutton [8])

GDA é NP-Completo.

Prova. [8]

Seja I =[G = (V,E),k] uma instincia qualquer de DS. Devemos construir uma instincia
I'=[G' = (V',E'),K'] de GDA tal que G tem um conjunto dominante de tamanho menor
ou igual a k se e somente se G’ tem uma alianga global de defensiva de tamanho menor
ouigual a k.

Primeiro, € descrito um procedimento para construir o grafo G'. Inicialmente,
seja G’ = G. Entdo, para cada vértice ndo-isolado v; € V adicione gg(v;) — 1 componentes
Cl',lv .o 7Ci7gG(Vi)
como raiz o vértice v;. Cada componente C; ; consiste dois vértices e duas arestas, como

_ ao grafo G'. Dizemos que os componentes C; j, 1 < j < gg(v;) —1, tem

segue:
Cij = ({aij,bij}, {(vij,aij),(aijbij)}). (3-12)

Em outras palavras, o vértice a; ; do componente C; ; esta ligado a “raiz” v; bem
i.j i.j i

como ao outro vértice b; ; deste componente. Assim,

Ay, ={aij|1<j<gvi)—1}, By ={bi;|1<j<gvi)—1}, (3-13)
AS = U AV,’7 BS = U BV,‘? (3_14)

vieS v;iEeS
A=Ay, B=By, (3-15)

z

O grafo G’ é completamente especificado por:

V' =VUAUB, (3-16)



3.5 Problemas de Decisdao Resolvidos 91

E'=EUAU | | J{(vi,aij),(aij,bij) | aij € Ay, bij € By} |- (3-17)
V€S
No restante da disserta¢@o, nos referimos a vértices (arestas) de componentes C; ;
como vértices (arestas) “componente” para distingui-los dos vértices (arestas) de G.
Seja Q o numero total de componentes C; ;. Para completar a constru¢do da
instancia I’, deixamos K’ = K 4+ Q. A Figura 3.45 mostra um exemplo do grafo obtido

por este processo de construcao.

G G’

Figura 3.45: Construgdo de uma instancia de GDA de uma instdn-
cia de DS. Os vértices “componente” sdo represen-
tados por circulos vazios e as arestas “componente
sdo representadas por linhas pontilhadas.

i3}

Observe que Q = Z (gc(vi—1) =2|E| — |V|. Portanto, a construgio de G’ pode
v;,eV
ser realizada em tempo linear.

Resta mostrar que G tem um conjunto dominante de tamanho menor ou igual k
se e somente se G’ tem uma alianga global defensiva de tamanho menor ou igual a k'.

Primeiro, suponha que § C V é um conjunto dominante em G com |S| < k. Seja
S'=SUA;UBy _s. (3-18)

Observe que S € um subconjunto de S'. Além disso, para cada vértice v; € S,

S’ contém todos os vértices al,-.. _1. Finalmente, para cada vértice v; ¢S,S

1 igg(vi)
contém todos os vértices bj1,...,b; ¢;(y,)—1. Estas observages, juntamente com o Lema

3.99 implica que I’ ¢ SIM uma instancia de GDA. 0
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Lema 3.99 (Cami, Blakrishnan, Deo e Dutton [8])

S" é uma alianca defensiva global em G' com tamanho menor ou igual a k'.

Prova. [8]

S’ contém todos os vértices de S, bem como um vértice em cada componente C; ;.
Portanto,
S| =S| +Q<k+Q =K. (3-19)

Além disso, S’ domina V (porque S domina V e § C §’), e também domina todos
os componentes C; j (porque S’ contém exatamente um vértice de cada componente desse
tipo). Deste modo, S’ é um conjunto dominante em G’.

Finalmente, S’ é uma alianga defensiva em G’. Para ver isso, observe primeiro
que todos os vértices v; € §' NV, tém exatamente gg(v; — 1) vizinhos i gi(vi)—1 NO
conjunto §'. Visto que v; pode ter no maximo g¢(v;) vizinhos fora de S’ (o que acontece
apenas se todos os vizinhos de v; em V estéo fora S’), a propriedade da alianga defensiva é
satisfeita para v;. Além disso, cada vértice a; ; € S’, tem exatamente um vizinho dentro de
S’ (a “raiz” do vértice v;) e exatamente um vizinho fora (o vértice b;,j) e, portanto, satisfaz
a propriedade da alianca defensiva. Finalmente, cada vértice b; ; € S’ tem grau um em G/,
pois satisfaz a propriedade da alianga defensiva.

Por outro lado, suponha que §’ é uma alianca defensiva global em G’ com k'
vértices ou menos. Precisamos encontrar um conjunto S C V de tamanho menor ou igual
a k que forme um conjunto dominante em G. Comecaremos com a seguinte observagao

simples: O

Observacao 3.100 (Cami, Blakrishnan, Deo e Dutton [§])

S’ contém pelo menos Q vértices “componente”.

Prova. [8]

S’ é um conjunto dominante em G’, portanto contém pelo menos um vértice de cada

componente C; ;. 0J
Como um corolario imediato de Observagao 3.100 obtém-se:
ISNV| <K —-Q=rk. (3-20)

Visto que o conjunto §' NV tem tamanho no médximo k, este conjunto pode ser

considerado como um primeiro candidato a conjunto dominante em G. No entanto, ndo
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é dificil ver que S’ NV ndo necessariamente forma um conjunto dominante em G. O
problema € que poderia existir um vértice v; € (V' —8') NV que ndo tem nenhum vizinho

S"NV. A Figura 3.46 mostra um exemplo de tal vértice.

O, __-—D‘"@
o-a
----(}--

Figura 3.46: Um grafo G', uma alianca defensiva global S' em
G’ (vértices destacados por retangulos), e um vértice
“ndo-componente” (destacado por um circulo) que
s6 tem um vizinho em S' que é um vértice “compo-
nente”.

Tal vértice v; ndo seria dominado por S’ NV. Nesse caso, dizemos que v; é
um vértice “componente dominado”. Agora, seja D' o conjunto de todos os vértices

“componente dominado”, isto €:
D' = {v; € (V' -8 )NV |v; ndo tem nenhum vizinho em VN S'}. (3-21)

Observe que os vértices de D’ sdo os unicos entre os vértices de V que nio
serdo dominados por §'NV. Portanto, o conjunto (S'UD’) NV devem formar um conjunto
dominante em G. O Lema 3.101, que € uma versdo refor¢cada da Observacdo 3.100,

implica que |§'| < k.
Lema 3.101 (Cami, Blakrishnan, Deo e Dutton [8])

S’ contém pelo menos Q+ |D'| vértices “componente”.

Prova. [8]

Considere um vértice arbitrdrio v; € D'. Deve haver um vértice a; j, tal que a;; € §'
(porque S’ é um conjunto dominante e v; ndo tem nenhum vizinho em S’ NV). Agora, o
vértice b; j deve também estar em §', porque sendo a propriedade da alianga defensiva
seria violada por g; ;. Dai, segue-se que para cada vértice v; € D' existe pelo menos um
componente C; ; com ambos os vértices em S’. Assim, no total, existem |D’| componentes
com os dois vértices contidos em §'. Os restantes Q — |D’| componentes, cada um deve

ter pelo menos um vértice em S’ porque S’ é um conjunto dominante. Portanto, o niimero
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de vértices “componente” em S’ é pelo menos 2|D'|+ Q — |D'|, ou seja, Q+ |D'|. O

Agora, seja
S=(SuD)nV. (3-22)

Do Lema 3.101 segue que |S| < k. Como argumentado anteriormente, S é
também um conjunto dominante em G. Por isso, / € SIM € uma instancia de DS. Isso

conclui a prova do Teorema 3.98.



CAPiTULO 4

Conclusoes

Nesta dissertacao, realizamos um estudo sobre aliangas em grafos, com énfase
em uma variacao denominada alianca defensiva em grafos, k-aliancas defensivas e conjun-
tos seguros. Para estes conceitos, foram apresentadas variagdes sobre a definicao original,
aplicacdes praticas no mundo real e resultados tedricos ja estabelecidos que se referem
as propriedades de aliancas em grafos, limites para algumas classes de grafos, bem como
resultados algoritmicos e de complexidade.

Além disso, abordamos os nimeros das aliangas, para os quais foram apresenta-

dos limites superiores, inferiores e exatos com relagao:

(1) A quantidade de vértices;
(i) Ao nimero de dominagao;
(iii)) Ao ndmero de dominagdo total;
(iv) Ao grau maximo e minimo de um grafo G;
(v) Ao ndmero de empacotamento de um grafo G;
(vi) A conectividade algébrica;
(vil) Ao numero cromatico; e

(viii) Ao numero de independéncia.

Observamos que vdrias propriedades matemadticas das aliancas em grafos foram
estudadas desde o surgimento deste conceito, em 2003, até hoje. Portanto, apresentamos
apenas uma pequena parte dos resultados obtidos, fazendo algumas complementagdes nas
provas ja estabelecidas e algumas observagdes para facilitar a compreensao do leitor.

Devemos deixar bem claro que para os resultados mostrados nesta dissertacao
acerca de a(G), 4(G), Ya(G), Ya(G), ar(G), podem ser estabelecidos novos resultados
para outras classes de grafos.

Cabe ressaltar, ainda, que V,(G) e Y;(G) para grafos 5-regulares, rodas e para
grades foram estudados no decorrer do mestrado, no entanto nao foram obtidos resultados
conclusivos. Sendo assim, espera-se que a presente dissertacdo forneca subsidios tedricos
para estudos futuros voltados a aliancas defensivas em grafos, bem como a resolucao das

questdes em aberto e outros possiveis problemas que ndo foram citados.
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Existem muitos pesquisadores interessados em aliancas em grafos, mas a pes-
quisa nesta drea ainda estd muito incipiente e existem vdrios tipos de aliancas e proprie-
dades a serem estudadas. Além do estudo destes parametros, pode-se propor a aplicacdo
dos conceitos em dreas praticas da ci€ncia da computagdo ou em outras dreas como qui-
mica, biologia, entre outras.

Foi realizada uma revisdo bibliogrifica a respeito de alincas defensivas em
grafos, k-aliancas defensivas e conjuntos seguros e a Tabela 4.1 prové uma visao geral
dos resultados anteriormente estabelecidos para a(G), d(G), Y.(G), Ya(G) e s(G).
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Como vemos na Tabela 4.1, o nimero da aliangas defensiva em caminhos, grafos
estrelas, drvores, grafos 1-regular € 1, pois um vértice final nestes grafos forma uma
alianca defensiva.

O fato que A(P,) = A(P,) = 2, para n > 4, segue da observacdo que em um
caminho, quaisquer dois vértices adjacentes, em que nenhum deles € um vértice final,
formam uma alianga defensiva critica, e uma alianca defensiva critica forte. Visto que
qualquer alianca critica (forte) S deve induzir um subgrafo conexo, as tnicas aliancas
defensivas criticas (fortes) possiveis em um caminho sdo elas proprias caminhos. Mas
visto que elas deveriam conter dois vértices adjacentes, S ndo poderia ser critica se conter
mais que dois vértices.

O mesmo raciocinio aplica-se para a observagdo que A(C,) = A(C,,) = 2, para
n > 3, e para grafos 3-regulares, onde novamente a maior alianca defensiva critica (forte)
consiste de dois vértices adjacentes. Em um grafo 3-regular, quaisquer dois vértices
adjacentes formam uma alianca. Dessa forma, nenhuma alianca critica maior é possivel e
A(G) =2.

Na roda W, temos que a(W,,) = 2, pois dois vértices adjacentes no ciclo da roda
formam uma alianca defensiva.

O fato que A(G) pode ser arbitrariamente grande, especialmente para arvores,
talvez é melhor ilustrado com uma estrela subdividida, S(KLS). Esta € a arvore que é
obtida da estrela K  pela subdivisdo de todas as arestas, isto €, removendo cada aresta uv
e trocando-a por duas arestas novas ux e xv. E facil ver que o conjunto S obtido da estrela
subdividida pela inclusao de um vértice de grau s e L%J de seus vizinhos é uma alianca
defensiva critica de ordem maxima. Visto que d(K1 ;) = | | +1 e visto que 4(G) < A(G),
segue que A(G) pode ser arbitrariamente grande, principalmente para arvores.

Observamos que um ciclo sem corda qualquer em um grafo 3-regular ou no grafo
4-regular forma uma alianca defensiva critica forte, ou seja, o nimero da alianga defensiva
é cintura(G). Dessa forma, segue que em um grafo G 3-regular, A(G) > lcc(G). Mas
A(G) < lce(G), visto que uma alianga critica forte S qualquer em um grafo 3-regular G,
que tem cardinalidade maior que lcc(G), deve necessariamente conter um ciclo em (S).
Visto que o menor ciclo em (S) é uma alianga defensiva critica forte, segue que (S) préprio
deve induzir um ciclo sem corda. Um ciclo sem corda também € uma alianca defensiva
forte em um grafo 3-regular e também em um grafo 4-regular.

Para um grafo completo, temos que a(K,) = (%W , pois precisamos de pelo menos
metade dos vértices do grafos para ter uma alianca defensiva, visto que cada vértice tem
n — 1 vizinhos no grafo. E temos que d(K,) = L%J + 1, pois precisamos de um vértice a
mais em S que em 95S.

No grafo grade G, ,, 0 nimero da alianca defensiva € 1 se 0 minimo entre m e

n € 1, ou seja, existe um vértice final e este vértice serd uma alianca defensiva. Caso o
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minimo seja 2, o nimero da alianga defensiva € 2, pois dois vértices adjacentes na grade

formam uma alianca defensiva.

Para finalizar esta dissertacdo, apresentamos alguns problemas que ainda podem

ser explorados.

4.1

(@)

(i)

(iii)

(iv)

v)

(vi)
(vii)

(viil)

(ix)
(x)

(1)

Problemas em Aberto
As questdes seguintes sdo interessantes:

Estudar o problema se existe um algoritmo O(n?) para encontrar uma alianga
defensiva de cardinalidade no maximo (%W ou uma alianga defensiva forte de
cardinalidade no maximo |5 | + 1.

Definir, dado um grafo G e um vértice v € V, o niimero da alianga de v, a(v) igual
a menor alianca defensiva contendo o vértice v. Qual a dificuldade de determinar
a(v)?

Encontrar, dado um grafo G e dois vértices u,v € V, qual € a(u,v), isto é, a menor
cardinalidade de uma alianca defensiva contendo ambos u e v?

Definir, dado um grafo G, o niimero da alianca empacotamento P,(G) igual ao
nimero maximo de aliancas defensivas mutualmente disjuntas contidas em G.
Similarmente, definir o miimero da particdo da alianga, W,(G), igual a ordem
mdxima de uma particdo © = {V},V,,...,V;} de V de tal forma que cada bloco
da particdo V; € uma alianga defensiva. Qual € o nimero da alianga empacotamento
ou o nimero da particdo da alianca de um grafo grade G, ,,?

Definir o que significa dizer que a alianca defensiva € fraca. Por exemplo, poderia
dizer que uma alianca defensiva S € fraca (ou 1-critica) se para todo vértice v € S,
S —{v} ndo é mais uma alianga.

Caracterizar os grafos G que tém dois conjuntos-Y,,(G) disjuntos.

Determinar se aliancas defensivas, ofensivas e poderosas globais sdo mais faceis de
resolver na classe de grafos aleatdrios dindmicos, que modela redes como a web.
Determinar o relacionamento entre os nimeros das aliancas (defensiva, ofensiva,
poderosa, etc) e outros parametros de dominagao.

Caracterizar os grafos (ou algumas familias de grafos) em que Y(G) = ,(G).

Caracterizar os grafos (ou algumas familias de grafos) em que v, (G) = 74(G).
Quanto a conjuntos seguros, temos as seguintes questoes:

Determinar limites gerais para o nimero de seguranca de um grafo permanece como
uma interessante drea de pesquisa. Em particular, ndo se conhece limite superior

exato, em funcio do nimero n de vértices, para todos os grafos.
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(ii) [24!] é um limite superior para um grafo G qualquer tendo n vértices?

(ii1) Definir a menor cardinalidade de um conjunto seguro dominante como sendo
Yse(G)- Quando 'Yse(G) = S(G)?

(iv) Determinar, dado um conjunto nao-seguro S, ele contém um subconjunto seguro?
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