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RESUMO

No presente trabalho séo estudadas diversas configurac@es de equilibrio estatico e dindmico
nas oscilacdes ndo lineares por meio de um sistema estrutural simples, dado por um modelo
barra rigida-mola com um grau de liberdade, que dependendo de seus pardmetros, pode
representar de maneira simplificada véarios elementos estruturais tais como portico, coluna,
arco, cascas e placas, dentre outros. Para isso fez-se um levantamento bibliografico sobre a
instabilidade no que diz respeito ao equilibrio estatico e dindmico, a analise de bifurcaces, ao
plano fase e a bacia de atracdo de modelos discretos. A finalidade desse estudo € situar o
problema, para poder avaliar nesta dissertagdo, a influéncia das incertezas dos parametros
geométricos nas vibracdes ndo lineares e na estabilidade de sistemas mecanicos sujeitos a
flambagem comparando respostas deterministicas e ndo deterministicas. Para obter as
respostas estocésticas do modelo estudado utiliza-se o polindmio de Legendre-Caos. As
equacOes do sistema sdo deduzidas a partir de seus funcionais de energia usando o principio
da energia potencial estacionaria permitindo a partir dos parametros escolhidos a anélise de
diferentes mecanismos de bifurcacdo. Sdo estudadas duas particularidades, os sistemas que
apresentam bifurcacdo simétrica do tipo Butterfly e os sistemas que apresentam bifurcacao
assimétrica Swallowtail, em ambos os casos as bifurcacfes apresentam um caminho pés-
critico inicial instavel. Para o estudo sistematico das equacfes ndo lineares de equilibrio foi
utilizado o software de algebra simbdlica, MAPLE, e cddigos computacionais escritos na
linguagem C, permitindo a obtencdo dos caminhos pds-criticos e a integracdo das equacdes de
equilibrio para a analise das respostas no tempo, dos planos fase, das bacias de atracdo e dos

fatores de integridade.

Palavras-chave: Flambagem. Bifurcacdo. Polindmio de caos. Fator de integridade.

M. D. G. Silva



ABSTRACT

In the present paper several configurations of static and dynamic equilibrium in the non-linear
oscillations are studied through a simple structural system, given by a rigid bar-spring model
with a degree of freedom, that depending on its parameters, can represent in a simplified way
several structural elements such as portico, column, arch, shells and plaques, among others.
Therefore, a bibliographical research about the instability regarding the static and dynamic
equilibrium, the analysis of bifurcations, the phase plane and the basin of attraction of discrete
models was made. The purpose of this study is to situate the problem, in order to evaluate in
this dissertation, the influence of the uncertainties of the geometric parameters on the
nonlinear vibrations and the stability of mechanical systems susceptible to buckling by
comparing deterministic and nondeterministic responses. Legendre-Chaos polynomial is used
to obtain the stochastic responses of the model studied. The equations of the system are
deduced from their energy functionalities using the principle of stationary potential energy
allowing the analysis of different bifurcation mechanisms from the chosen parameters. Two
particularities are studied, the systems that present symmetrical bifurcation of the Butterfly
type and the systems that present asymmetric Swallowtail bifurcation, in both cases the
bifurcations present an initial unstable post critical path. For the systematic study of the
nonlinear equilibrium equations, we used the symbolic algebra software, MAPLE, and
computational codes written in the C language, allowing us to obtain the post-critical paths
and the integration of the equilibrium equations for the analysis of the time responses, phase

planes, attraction basins, and integrity factors.

Keywords: Buckilng. Bifurcation. Polynomial Chaos. Integrity factor

M. D. G. Silva
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Nos ultimos anos, engenheiros e pesquisadores tém sido solicitados, cada vez com mais
frequéncia, a estudar e projetar estruturas com grau de complexidade cada vez maior. Com
isso os efeitos nédo lineares se tornam cada vez maiores e dificeis de serem controlados.
Fendmenos ndo lineares sdo, entretanto, usualmente indesejaveis. Evitam-se estes tipos de
problemas projetando-se estruturas de tal modo que elas trabalhnem em regime linear, isso
porque tanto a andlise estatica quanto a dindmica de sistemas ndo lineares apresentam nas
areas de matematica e mecanica aplicada uma variedade de problemas de dificil solucdo. Para
resolvé-las é necessario o desenvolvimento de técnicas de andlise sofisticadas e com um
conhecimento cada vez mais profundo de como a ndo linearidade afeta 0 comportamento
estrutural. Visando isto, houve um grande estimulo para o aprimoramento de vérias areas do
conhecimento, em especial, nas areas de dinamica e instabilidade, tendo essa ultima area
inicio com Leonard Euler em 1744 quando apresentou o estudo do problema de instabilidade
de barras por flexdo. Grande parte das descobertas recentes a respeito dessas areas se deve ao
desenvolvimento de técnicas numéricas para a andalise de sistemas de equacBes ndo lineares e
ao grande avanco computacional. Somente através do uso de computadores podem-se

resolver, com eficiéncia, sistemas estruturais altamente ndo lineares.

Sistemas que apresentam ndo linearidade ddo origem a uma série de particularidades que ndo
séo encontrados em sistemas lineares. Segundo Millon (1991), em um sistema simples com
um grau de liberdade, estas particularidades incluem a existéncia de multiplas configuragdes
de equilibrio, ciclos-limite, saltos dinamicos, variacbes da frequéncia natural com a
amplitude, oscilacdes sub-harmbnicas e super-harménicas, bifurcacbes em cascata e
movimentos cadticos. J& em um sistema que possui varios graus de liberdade podem exibir
ressonancia combinadas e interacdo modal como no caso de cascas cilindricas submetidas a
cargas dindmicas (GONCALVES, DEL PRADO, 2004; RODRIGUES et al., 2013). Existe
uma interacdo entre estes diversos fenémenos, tornando necessario um estudo detalhado

destas interrelaces no desempenho de um dado sistema estrutural.
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Um sistema dindmico pode ser representado por sistemas simplificados com um ou mais
graus de liberdade. Quando a excitacdo, nesses casos, for periddica espera-se que a resposta
permante também o seja. Embora, estudos mostrarem que em virtude da ndo linearidade,
podem exibir movimentos complexos e até inesperados (MOON?, 1987 apud MILLON,
1991). Dentre estes efeitos, destacam-se as oscila¢Bes caoticas, que € uma classe de oscilagdes

ndo lineares que sdo complexas e possui carater aleatério.

Um sistema é caracterizado como deterministico quando seus parametros, equacdes de
movimentos e condic¢des iniciais sdo conhecidos e ndo sdo estocasticos ou randémicos.
Entretanto para certa classe de pardmetro este sistema pode apresentar respostas com aspectos

randémicos, apresentando uma falta de ordem, sendo denominada assim cadtica.

Este fendmeno pode ser observado em muitos sistemas fisicos. Eles vém sendo estudados
com frequéncia, por apresentarem comportamento caotico, sendo assim encontrados na
literatura cientifica. Millon (1991) cita em seu estudo alguns sistemas mecéanicos que sdo
conhecidos por exibirem vibragdes cadticas, sdo eles:

- Sistemas sujeitos a impactos;

- Viga com as condicGes de contorno nao lineares;

- Vibragdes tridimensionais em estruturas como vigas e cascas;

- Estruturas sujeitas a forca hidrodinamicas e eletromagnéticas;

- Vibracdo em estruturas elasticas flambadas;

- Problemas aeroelésticos;

- Sistemas mecanicos com molas bilineares, folgas nas ligacfes de apoio criando uma néo

linearidade localizada e outras mudancas bruscas de parametros.

Para se entender a teoria do caos precisa-se, entretanto, conhecer a teoria basica relativa a
oscilacbes ndo lineares e bifurcacbes. Existem algumas literaturas classicas na area de
oscilagdes néo lineares, podendo citar os trabalhos de Moon (1987, apud MILLON, 1991) que
apresenta um enfoque mais aplicado a engenharia. Em seu trabalho a analise qualitativa dos

sistemas dinamicos € feita através de técnicas geométricas, desenvolvida inicialmente por

2 MOON, F. C., “Chaotic Vibrations”, Jhon Wiley & Sons, USA, 1987.
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Henri Poincaré no final do século XIX, a partir do estudo de um sistema deterministico

(problema de trés corpos).

1.1 OBJETIVOS

Esta dissertacdo tem como objetivo estudar as diferentes bifurcagdes e oscilacbes ndo lineares
por meio da analise paramétrica de um sistema estrutural simples, isto €, um modelo barra
rigida-mola com um grau de liberdade, que dependendo dos parametros, pode representar de
maneira simplificada varios elementos estruturais tais como portico, coluna, arco, cascas e
placas, dentre outros. Este modelo quando submetido as cargas compressivas, estdo sujeitos a
flambagem, quer através de bifurcacdes, quer através da existéncia de pontos limites ao longo
de caminho de equilibrio ndo linear. Estas estruturas na presenca de perturbacdes ou carga
dindmicas, podem apresentar um comportamento dindmico bastante complexo, tais como
oscilacBes periddicas e caoticas. Visando isso, se objetiva a avaliacdo da influéncia das
incertezas dos parametros fisicos e geométricos nas vibragGes ndo-lineares e na estabilidade
desse sistema mecanico sujeito a flambagem, bem como a aplicabilidade do polindmio de
caos generalizado para o estudo das aleatoriedade deste sistema, utilizando os resultados
estocasticos para estudar e definir os conceitos de instabilidade e dindmica ndo lineares de

sistemas mecanicos sujeito a flambagem.

1.2 ORGANIZACAO DO TEXTO

Esta dissertacdo estd organizada em mais quatro capitulos, além deste que traz uma

introducdo sobre o0 assunto a ser analisado.

No Capitulo 2 aborda-se uma revisao bibliografica sobre a instabilidade no que diz respeito ao
equilibrio estatico e dinamico, a analise de bifurcacdes, ao plano fase, a bacia de atracdo de
modelos discretos e os fatores de integridade. Aborda-se também a utilizacdo do polinémio de

caos para obtencao de respostas estocasticas de sistemas mecanicos.

No Capitulo 3 apresenta-se a formulagdo matematica utilizada para estudar o problema
proposto nesta dissertacdo, sendo esse estudo inspirado no trabalho de Millon (1991) que
estudou 0 mesmo modelo utilizado neste trabalho, acrescentando-se as consideragdes sobre a

variabilidade dos pardmetros que definem o problema. Aborda-se também neste capitulo a
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formulacdo do polindmio de caos, que foi baseada no trabalho de Xiu e Karniadakis (2002),
que fornece respostas estatisticas, como média e variancia, sem gerar um processo de

amostragem.

Em seguida, no Capitulo 4, apresentam-se os resultados obtidos a partir das formulacbes
matematicas apresentadas no Capitulo 3, sendo apresentados em duas se¢es: uma
considerando os pardmetros, que definem o modelo discreto, deterministicos e outra se¢do

considerando-os como ndo deterministico.

Por fim, no Capitulo 5 séo apresentadas as principais conclusdes obtidas nesta dissertacao e

algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 2
REVISAO BIBLIOGRAFICA

Apresenta-se, neste capitulo, uma revisdo bibliografica para uma contextualiza¢éo inicial
sobre a instabilidade estatica e dindmica estrutural, bem como a teoria basica sobre oscilacbes
ndo lineares, onde serdo abordados os tipos de bifurcacdes, os planos fases e as bacia de
atracdo. Posteriormente é feito um apanhado de trabalhos que apresentam a teoria geral dos

polinémios de caos e o fator de integridade estrutural.

O estudo da estabilidade ou, por oposicdo, instabilidade de estruturas tem seus primeiros
relatos de meados do século XVIII, quando o matematico Leonard Euler (1707-1783)
analisou barras de material linear, esbeltas e carregadas axialmente (ARAUJO, 1993).
Leonard Euler concluiu em sua anélise a existéncia de um limite de forca aplicada na barra

gue marcava a separacao na posicdo inicial de uma configuracdo estavel para uma instavel.

Um sistema esta em equilibrio estavel se, dadas perturbacdes pequenas e arbitrarias,
modificando um pouco a posicdo deste e impondo pequenas velocidades iniciais, 0S
movimentos resultantes permanecem pouco afastados da configuracéo de equilibrio e tdo mais
proximos dela quanto menores forem as perturbacfes dadas. Se a ordem dessa perturbacdo
ndo for pequena, o que é considerado estavel pode se torna instavel, pois, com isso 0S

movimentos resultantes tendem a se afastar progressivamente da configuracéo de equilibrio.

Portanto, deve-se enfatizar o tipo de perturbacdo e a definicdo de estabilidade que se esta
considerando, quando se estuda a estabilidade de um sistema. E perguntado como um sistema
de configuracédo de equilibrio ndo perturbada se comporta quando este sofre uma perturbacéo.

Millon (1991) afirma que no estudo de problemas de instabilidade se destacam quatro
elementos:

- A configuracéo inicial de equilibrio cuja estabilidade se deseja investigar;

- A classe e a magnitude das perturbacdes;

- Os parametros que medem a propagacao dessas perturbagoes;
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- O periodo de tempo em relacdo ao qual se estard interessado em comparar 0 comportamento

do sistema perturbado com o ndo perturbado.

Bueno (2009) analisa que para a determinacdo da carga critica € conveniente adotar a teoria
simplificada, levando a linearizacdo das equacgdes de equilibrio, embora assim fiquem
indeterminadas os deslocamentos na configuracdo fletida. Este procedimento torna-se
incompativel para caracterizar o tipo de equilibrio para uma carga igual a carga critica e para

descrever o comportamento da estrutura para uma carga maior que a carga critica.

Os trés parametros que sao usados normalmente para a determinacdo da estabilidade estatica

de um sistema el&stico conservativo sdo: o estatico, o dindmico e o energético.

O critério estatico de estabilidade admite forcas estaticas, que resultam em pequenos
deslocamentos em torno do estado original de equilibrio. Neste parametro a tendéncia é
restaurar o sistema a seu estado original de equilibrio que representa a condicdo de equilibrio
estavel. Ja no critério dindmico os estados de equilibrio sdo definidos da seguinte maneira: (a)
se as Frequéncias Naturais de Vibracdo (FNV) da estrutura sob um dado carregamento
estatico sdo reais, tem-se um estado estavel; (b) se pelo menos uma FNV for imaginaria, entdo
se tem um estado instavel; e, (c) se uma das FNV for préxima ou igual a zero, tem-se um
estado critico. (GOMES, 2013).

Em termos de energia verifica-se que o comportamento do sistema estatico depende apenas da
energia potencial total. Lagrange demonstrou que uma condicdo suficiente para a estabilidade
de um sistema conservativo € que a sua energia potencial tenha um minimo estrito neste
ponto. O teorema de Lagrange é a base do chamado critério de energia, onde uma
configuracdo € estavel se o incremento na energia potencial total devido a um campo qualquer
de deslocamentos adicional suficientemente pequeno e cinematicamente admissivel é positivo
definido. O equilibrio é estavel se o incremento é negativo para pelo menos uma configuracéo

adjacente a configuracdo fundamental de equilibrio. (MILLON, 1991).

A analise da dindmica classica baseada na teoria linear foi durante muito tempo considerada
suficiente para a compreensdo das caracteristicas oscilatérias de praticamente todas as
estruturas projetadas. Entretanto, com a modernizacdo das estruturas e utilizacdo de materiais

inovadores com maior grau de flexibilidade, as ndo linearidades tornam-se mais ativas,
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provocando o surgimento de vibragbes com caracteristicas ndo lineares. Nestes casos, a

andlise dindmica linear deve ser considerada apenas como uma fase inicial de projeto.

A dindmica ndo linear passou a ser frequentemente utilizada na modelagem de sistemas
mecanicos. Apesar da maior dificuldade de solugdo das equacfes envolvidas na abordagem
ndo linear, seus modelos permitem considerar os efeitos de um maior nimero de parametros
relevantes ao projeto, reduzindo o nimero de hipoteses simplificadoras. Em adi¢do a presenca
de ndo linearidades, as estruturas quando em operacdo podem sofrer a acao de excitacdes de
naturezas diferentes. As excitacbes podem ser classificadas segundo a maneira que aparecem
nas equacdes de movimento. Dessa forma, podem ser externas ao sistema ou paramétricas.
(RODRIGUES, 2013).

A variacdo com o tempo das forgcas que atuam sobre um sistema deformavel, faz com que,
ndo sendo o desenvolvimento das forgas elasticas suficientemente rapidas para manter o
equilibrio, o sistema modifique a sua situacdo cinematica para buscar o equilibrio com a ajuda
das “forcas de massa” ou “forcas de inércia”. Em linguagem mais objetiva, o sistema tem sua
guantidade de movimento alterada, e a segunda lei de Newton assegura a satisfacdo das
condicdes de equilibrio. Basicamente, a grande modificacdo é a necessidade de incorporagédo

da variavel tempo, nas equacdes de equilibrio.

O movimento do sistema transforma-se numa oscilagdo, pela sucessiva troca de energia
potencial em cinética, e vice-versa, e ¢ dito que a estrutura “vibra”. Além do carater
repetitivo, da resposta, as amplitudes dos deslocamentos chegam a ultrapassar, em diversas
vezes, 0s valores correspondentes a aplicacdo estatica da acdo, o que empresta ao estudo de

dindmica estrutural uma importancia indiscutivel (KROETZ, 2015).

Paz (1985) analisa que as agdes dindmicas que ocorrem em um sistema estrutural podem ser
avaliadas de duas maneiras:

-Deterministica: na qual as caracteristicas do sistema e da excitacdo sdo a priori estabelecidas;
-N&o Deterministica, randdmica ou estocastica: na qual pelo menos um desses elementos é

estabelecido a partir de um conjunto amostral com certa defini¢&o probabilistica.

Paz (1985) define que a vibragdo é um termo que descreve a oscilagdo num sistema mecanico,

e na prética ndo possui muitas vezes um padrdo regular, podendo ser uma combinacdo de
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varios harmonicos de resposta simples. Se ela repete-se a certos intervalos de tempo é dita

periddica, do contrério é ndo periddica, ou complexa.

As vibragdes podem também ser classificadas em livres, quando provocadas exclusivamente
pela energia potencial e cinética existentes no sistema, ou forgadas, que incorporam ainda as
acles externas sobre o sistema, variaveis com o tempo. A vibracdo é amortecida quando o
sistema dissipa energia durante a oscilacio, sendo ndo amortecida no caso oposto. E
importante salientar que todo sistema ndo amortecido € uma idealizacdo para auxiliar o

entendimento de situacGes limites do caso amortecido (TEDESCO, 1998).

Os sistemas dindmicos podem ser classificados como conservativos ou dissipativos.
Analisando um fluxo no espaco de fases pelo teorema de Liouville, pode-se verificar se o
sistema é conservativo, ou ndo, observando a evolucdo temporal de um hiper-volume n-
dimensional, definido pelo conjunto de condicdes iniciais, sendo n a dimensdo do espaco de
fases. Se o fluxo preservar o volume no espaco de fases, o sistema é dito conservativo. Se 0
volume no espago de fases diminui com o tempo, o sistema é dissipativo. As trajetorias dos
sistemas dissipativos, quando o sistema ndo diverge, convergem para o atrator, que é um
subespaco do espaco fase para qual convergem todos os movimentos relativos a um
determinado conjunto de condig¢des iniciais apds o desaparecimento da influéncia da resposta
transiente (HOFF, 2014). Em sistemas autbnomos continuos com quatro dimensdes, podem-
se ter os seguintes tipos de atratores:

- Ponto de equilibrio estavel: é um ponto no espaco de fases cujo comportamento do sistema

converge e independe do tempo;

- Atrator periddico ou ciclo limite: é um conjunto de valores para o qual 0 comportamento do

sistema converge, exibindo um comportamento periédico (movimento regular);

- Atrator quase periddico: exibe um comportamento quase periddico com duas frequéncias
fundamentais independentes. O comportamento quase periddico sugere uma situacdo
dindmica na qual as orbitas nunca se fecham sobre si mesmas, entretanto, sem apresentar

dependéncia sensivel as condicdes iniciais;

- Atrator cadtico: é um atrator que apresenta um comportamento aperiédico, e dependéncia
sensivel as condi¢bes iniciais, ou seja, a distdncia entre duas trajetorias cresce

exponencialmente, mas o atrator ocupa um volume finito no espaco de fases.
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Na engenharia, os modelos matematicos constituem-se em ferramentas utilizadas para
descrever e prever o comportamento de fenémenos fisicos regidos pelas leis da natureza.
Devido as complexidades envolvidas, na maioria dos casos, ndo é possivel a obtencdo de
solucdes exatas sendo necessario o uso de técnicas de aproximacdo. Os métodos numeéricos
sdo atualmente bastante utilizados para a solucdo de problemas cada vez mais complexos,
devido, em parte, & maior disponibilidade de softwares especificos, e de outra, & grande
disponibilidade de equipamentos computacionais cada vez mais poderosos e de baixo custo de

aquisicdo e manutencao.

Existe uma variedade de métodos disponivel na literatura cientifica para o calculo de solugdes
aproximadas. Os métodos dos Elementos Finitos e os métodos dos Elementos de Contorno
estdo atualmente em um estdgio de desenvolvimento bastante avancado, podendo ser
considerados métodos tradicionais para solucao de problemas de valor de contorno. O Método
dos elementos discretos encontra-se em um estagio de desenvolvimento um pouco anterior. A

sua formulacéo esté ainda em franco desenvolvimento.

Pode-se considerar que o trabalho de Hrennikoff! (1941, apud RIOS, 2002) no qual ele
propBe a representacdo do continuo mediante os arranjos de bielas de rigidez equivalente, o
primeiro passo para o0 desenvolvimento do método dos elementos discretos. Mais
recentemente Absi? (1971, apud RIOS, 2002) apresentou a mesma ideia s6 que realizando
aplicacdes aos estudos de fundacBes de base elastica e na representacdo de muros em prédios
altos através de arranjos de barras com rigidez equivalente. E necessario mencionar a
contribuicdo significativa que o trabalho de Cundall® (1977, apud RIOS, 2002) trouxe para 0
desenvolvimento do método, onde 0 mesmo aplicou seu método para estudos mecanicos
geotécnicos com materiais granulares. Esse método baseia-se em realizar a integracdo
explicita das equacGes de movimento de uma estrutura formada por particulas rigidas com,

mas conectadas entre si, mediante molas e amortecedores.

Rios (2002) esclarece que este método pode ser aplicado facilmente na simulagdo ndo s6 de

materiais continuos, como também para representar estruturas descontinuas.

! HRENNIKOFF, A. “Solution problems of elasticity by the framework method”. Journal of Applied
Mechanics, p. 169-175, 1941.

2 ABSI, E. “Théorie des equivalences determination de quelques elements types”. Anales de L’Institut
Technique Du Balument et dés Travanu Public. No. 281, p. 83-86, 1971.

3 CUNDALL, P. A & STRACK, D. L. “A discrete numerical model for granular assemblies”. Geotechnique
29, No.1, p. 47-65, 1977.
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A teoria de bifurcacgdo estuda e classifica fendbmenos caracterizados por mudancas repentinas
no comportamento decorrente de pequenas variagdes nas condigdes impostas, analisando
como a natureza qualitativa das solugdes das equacOes depende dos parametros do sistema.
Em um sistema de equacdes dependente de parametros, a estrutura qualitativa do fluxo pode
mudar ao variar seus pardmetros. Em particular, pontos de equilibrio podem ser criados ou
destruidos, ou alterar sua estabilidade. Estas mudancas qualitativas na dindmica sdo chamadas
bifurcacbes e os valores dos parametros no qual elas ocorrem sdo chamados pontos de
bifurcacbes. Em outras palavras, bifurcacdo é uma mudanca do tipo topoldgico do sistema
quando seus parametros passam por um valor critico. BifurcacBes sdo importantes
cientificamente, pois fornecem modelos de transicbes e instabilidades quando alguns
parametros sdo variados ((NAYFEH, BALACHANDRAN 1995; CEDOLIN, BAZANT 2003;
HOFF, 2014).

Millon (1991) analisa os trés pontos de bifurcacbes mais comuns, como ilustram as Figuras
2.1, 2.2 e 2.3. Os gréficos representam a variagdo da carga P, com um deslocamento
caracteristico Q, sempre com relacdo ao caminho fundamental. Os caminhos instaveis sdo
representados pela linha tracejada e os estaveis pelas linhas continuas. Também é mostrado

nas figuras a variagédo da energia potencial total com relacéo a Q para diferente valores de P.

Observa-se que o caminho primario, também chamado de fundamental ou pré-critico, perde
sua instabilidade ao interceptar o caminho secundario. (THOMPSON; HUNT, 1984 apud
MILLON, 1991)%.

A seguir sdo relacionados alguns tipos de modelos que possuem bifurcacdo simétrica estavel

destacados por Millon (1991) e ilustrado na Figura 2.1:

- Barra com secdo duplamente simétrica comprimida com extremidades fixas (Coluna de
Euler);

- Flambagem lateral de elementos curvos;

- Porticos simétricos e esfera com carga concentrada;

- Anel submetido a presséo radial, hidrostatica ou com direcdo constantes;

- Placa retangular e circular comprimida;

4THOMPSON, J. M. T. e HUNT. G. W.”Elastic Instability Phenomena”, John Wiley e Sons, England, 1984.
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Figura 2.1- Bifurcacdo simétrica estavel. Fonte: Millon (1991).
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Ja os modelos mais comuns que possuem bifurcagdo simétrica instavel, representados na
Figura 2.2, segundo Millon (1991), s&o:

- Barras com extremidades elasticamente fixas;

- Barra e anel em uma superficie elastica;

- Flambagem de um cilindro axialmente carregado;

- Flambagem axial simétrica de uma esfera sob presséo uniforme.

Normalmente, para estruturas reais que apresentam comportamento pos-critico inicialmente
estavel, observa-se apo6s uma perda inicial de rigidez, um ganho real de rigidez em virtude da

influéncia benéfica dos termos néo lineares de ordem mais alta. Assim a Figura 2.2 (b) melhor
representa o caso de bifurcacéo simétrica instavel que a Figura 2.2 (a). (MILLON, 1991).

Figura 2.3- Bifurcacéo (a) Assimétrica e (b) Swallowtail. Fonte: Millon (1991).

v

(a)
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Assim como na bifurcacdo instavel, na bifurcacdo assimétrica em geral, observa-se também
um ganho de rigidez ap6s uma perda inicial, como mostra a Figura 2.3. A seguir séo
relacionados alguns modelos que possuem essa configuracéo:

- Barra comprimida com sec¢do assimétrica e extremidades fixas;

- Arco tri-rotulado;

- Portico assimétrico;

- Treliga;

- Estruturas espaciais reticuladas;

- Calota esférica.

O comportamento dindmico usualmente é analisado através da equacdo de movimento

linearizada, o que permite conhecer o comportamento da estrutura apenas na vizinhanca da

origem.

O comportamento do sistema pode também ser avaliado em funcdo das condi¢des iniciais das
variaveis envolvidas. Uma outra caracteristica dos sistemas ndo lineares € a coexisténcia de
atratores, ou seja, para um mesmo parametro do sistema, mas para duas condicdes iniciais
diferentes o sistema pode desenvolver dois comportamentos dindmicos distintos. O conjunto
de condigdes iniciais que geram um determinado comportamento dindmico, ou atrator do
sistema, é chamado de bacia de atragdo. (MILLON, 1991).

Figura 2.4 — Bacia de atragdo. Fonte: Millon (1991).
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Para questdo de entendimento observa-se a Figura 2.4 onde P1 e P3 s&o focos estaveis e P2 é
um ponto de sela. As condicdes iniciais dentro da regido hachurada, se dirigem para o foco
estavel P1 e as pertencentes a regido ndo hachurada, se dirigem para o foco estavel P3. Assim,
toda a regido hachurada corresponde a bacia de atracdo do foco P1 e a ndo hachurada, a do
foco P3 (MILLON, 1991).

Para pequenas perturbagGes pode se determinar com relativa facilidade a questdo da
estabilidade no caso linear. Mas no ambito geral, se determinar a estabilidade e determinar os
efeitos nas mudancas das condicdes iniciais, tem que se usar o plano fase como descrito acima
ou formular formas de integrais de movimento, niveis de energia ou funcdes de Lyapunov. O
plano fase é mais usando para modelos governados por duas equacdes diferenciais de primeira
ordem (MILLON, 1991).

Entretanto para sistemas com varios graus de liberdade a projecdo do espaco fase em um dado
plano, ou o estudo do comportamento de pontos caracteristicos do sistema se apresenta como
ferramentas confiaveis na analise das bacias de atragdo. (DOWELL?®, 1982 apud MILLON,
1991).

No desenvolvimento desta dissertacdo sera utilizado o método de polindmio de caos que €
aplicado aos problemas ndo-deterministicos, ou seja, em que pelo menos algum dos
parametros do problema possui alguma incerteza. Por existir aleatoriedade nos parametros do
problema, sua solucdo também serd aleatoria, tornando-se necessario adaptar as técnicas
numéricas padrdo, que resolvem os problemas deterministicos, para resolver agora oS
problemas estocasticos. O método do polinbmio de caos oferece essa adaptacdo das técnicas
numeéricas de modo a propagar as incertezas nos parametros do problema, e quantificar as
mesmas, na solucdo do sistema. A escolha desse método se deve ao fato de as caracteristicas
estatisticas da resposta aleatdria, como media e varidncia, serem determinadas sem a
necessidade de se realizar um conjunto de amostragem. O método consiste em transformar
uma equacdo estocdstica em um sistema de equagdes deterministicas. (XIU;
KARNIADAKIS, 2002; SILVA JUNIOR, 2004; SILVA JR.; BECK, 2011).

Primeiramente, o polindmio de caos surgiu com Wiener (1938), que define o ‘caos

homogéneo’ como sendo um espago de fun¢des polinomiais de Hermite para varidveis

> DOWEEL, E. H; “Flutter of Buckled Plate as Example of Chaotic Motion of Deterministic Autonomous
System”, Journal of Applied Mechanics, 53(1), p. 5-9, 1986.
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aleatorias com distribuicdo de probabilidade Gaussiana. Quando se tratava de outras funcbes
de distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatoria, a convergéncia da solugdo era
substancialmente menor. Observou-se entdo que a funcdo peso dos polindmios de Hermite é
igual a funcdo de densidade de probabilidade das variaveis Gaussianas aleatorias e, por isso,

se obtinha excelente convergéncia.

Ao observarem isso, Xiu e Karniadakis (2002) propuseram, entdo, um novo método para
resolver as equacdes diferenciais estocasticas baseadas nas projecdes de Galerkin, estendendo
os conceitos do polinémio de caos de Wiener. Os autores representam 0S processos
estocasticos com uma base experimental ideal da familia de polindmios ortogonais de Askey
que reduz a dimensdo do sistema e lida com a convergéncia exponencial do erro. Esse novo
método é chamado de polinémio de caos de Wiener-Askey ou expansao do polindmio de caos
generalizado. Através de varios exemplos os autores mostram que diversos processos
continuos e discretos sdo resolvidos com maior rapidez quando comparado com as simulaces

de Monte Carlo para problemas estocasticos de baixa dimensao.

Recentemente, € possivel encontrar diversas pesquisas que versam sobre o método do
polindmio de caos generalizado, sendo esse método uma técnica de ndo amostragem que
representa as incertezas como uma expansdo que inclui a decomposicdo de coeficientes
deterministicos em bases ortogonais aleatdrias. Além disso, a expansao do polinémio de caos
generalizado utiliza mais polinémios ortogonais como expansfes da base em varios espacos
aleatdrios que ndo sdo, necessariamente, Gaussianos, como ocorrem no método do polinémio

de caos classico.

Em artigo recente Silva e Gongalves (2011) investigam a influéncia das incertezas dos
sistemas reais e ruido com carga dinamica da integridade e estabilidade das suas solu¢fes em
um ambiente dindmico. Para ilustrar a sensibilidade do sistema, um modelo arquetipico de
sistemas susceptiveis a flambagem instavel é usado. E dada especial atencdo a influéncia de
incertezas e ruido aleatdrio sobre as bacias de atracdo do sistema e, consequentemente, as
medidas de integridade do sistema forcada e ndo forgado. O critério dos polinémios de caos é

discutido como possivel ferramenta para obter limites inferiores de confianga para o projeto

Seguindo a mesma linha de pesquisa Silva, Brazdo e Goncalves (2015) investigam a
influéncia de incertezas nos parametros fisicos e geomeétricos para a determinagédo da carga de

instabilidade paramétrica da casca cilindrica, utilizando o método de Galerkin Estocéstico
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juntamente com o polindmio de Hermite-Caos. A incerteza é considerada inicialmente em
apenas um de seus parametros: no modulo de elasticidade, na espessura e na amplitude da
imperfeicdo geomeétrica inicial. Em seguida € analisado a influéncia de aleatoriedades em dois
parametros simultaneamente, sendo eles: a espessura e 0 modulo de elasticidade. A partir da
andlise dindmica ndo linear estocastica obtém-se resultados como resposta no tempo,
diagramas de bifurcacdo e fronteiras de instabilidade que sdo comparados com anélises
deterministicas, indicando que o polinémio de Hermite-Caos é uma boa ferramenta numérica
para prever a carga de instabilidade paramétrica sem a necessidade de se realizar um processo

de amostragens.
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CAPITULO 3
FORMULACAO MATEMATICA

Este capitulo apresenta a formulacdo matematica do problema estudado nesta dissertacdo. Esse
estudo € inspirado no trabalho de Millon (1991) que estudou um modelo de um grau de
liberdade, que sera 0 mesmo modelo usado neste trabalho, e € uma adaptacdo de um modelo
barra rigida-mola ja utilizado anteriormente no estudo da estabilidade elastica de sistemas
estaticos. Acrescenta-se, a este sistema de um grau de liberdade, as consideraces sobre a
variabilidade dos parédmetros que definem o problema que serdo consideradas sob uma

abordagem nédo-deterministica das equacdes diferencial de equilibrio do problema.

3.1 MODELO DISCRETO

O modelo representado na Figura 3.1 consiste numa barra rigida de peso desprezivel,
comprimento L, presa por duas molas: uma mola vertical de rigidez linear k1 e uma mola de
rigidez K, , que pode ser linear se 7 for igual a zero e ndo linear caso 7 seja igual a um conforme

a equacdo (3.1), e uma massa concentrada M fixa no ponto A. Modelos semelhantes a esse tém
sido frequentemente usados para representar e estudar de maneira simplificada o

comportamento de elementos estruturais tais como colunas, arcos, cascas e placas.

Figura 3.1 — Sistema massa-mola-barra rigida com um grau de liberdade. Fonte: Millon (1991).
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Arigidez IZZ da mola n&o linear é representada pela seguinte equac&o:
0, 2 3 4
k, =k, [:|-+U(ano+ﬂon +7Qy +6Qy )] (3.1)

onde Q2o € 0 deslocamento associado & mola nédo linear IZZ e a, f, ye osdo parametros que
inserem ndo linearidades geomeétricas no sistema criando diferentes mecanismos de bifurcacéo
dependendo da poténcia dos deslocamentos Q2. Esta equacdo serd utilizada para exemplificar
0s Varios tipos de comportamento pds-critico que podem ocorrer em VArios sistemas estruturais

sujeitos a flambagem.

3.2 ANALISE DA ESTABILIDADE ESTATICA

Inicialmente serd considerado que o sistema esteja submetido a uma carga estatica de
compressdo Po dado pela Figura 3.1 (a). O deslocamento vertical do sistema é denominado LQ1o
e 0 seno do angulo formado entre a barra rigida e a mola k1 é Q20. A geometria do modelo pode

ser totalmente descrita em termos de um Unico pardmetro a partir das relages:

Qa0 =12Qy, _Q102 (3.2)
Q,=1-11-Q,’ (3.3)

Sera usado, para simplificacdo de célculo, o parametro adimensional Q2. Assim sendo, 0s

deslocamentos relativos a cada mola séo:

e Molal
AvonmL:Lﬁ—M) (3.4)
e Mola2
Ahy= QL (3.5)

A equacdo da energia interna de deformacdo deste modelo é dada por:

Qa0 — 1
UO = Lz J.Q k2 QZO dQZO + E kl QlO2 L2 (36)
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Resolvendo a integral da equacdo (3.6), a partir da substituicdo da equacéo (3.1) na equacéo
(3.6), tem-se que:

U _k 1+n(3aQ +E,BQ 2+EyQ 3+35Q “j Q,, L2
0 2 3 20 4 20 5 20 6 20 20

(3.7)

Ja o trabalho das forgas externas é calculado a partir da equacéo:

We, = P,.Av, = POL(l—Jl—sz ) (3.8)

Portanto, a energia potencial total do sistema é dada por:

1 2
1, =U, —We, :Ekl (1—\/1—Q202 ) L2 — POL(l—\/l—QZOZ )

3.9
+1k 1+ [2 Q +2ﬂQ2+2 Q3+25Q 4)}Q2Lz &9
J— _a J— J— J—

52 n 3 20"y 20 57 2 T 20 20

Dividindo-se todos os termos da equacao (3.9) por L2 k> e empregando o principio da energia
potencial estacionaria, obtém-se:

ﬁ i Q20[2£—w/1—1Q202_1}+ [1+77(0‘Q20 "‘ﬂon2 "'7’on3 +5Q204)]

(3.10)

— P k, . . . :
onde P, :—E e /‘tzk—l sdo os parametros adimensionais do carregamento vertical e da
L 2 2

rigidez entre as molas, respectivamente.

A equacdo (3.10) possui duas solugbes diferentes, a saber: para Q2o igual a zero tem-se o
caminho fundamental de equilibrio e para Q2o diferente de zero tem-se que:

P, =1-Q, | 4 ﬁ—l +[1+77(05on+ﬂQ202+7on3+5Q204)] (3.11)
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A expressao (3.11) rege o caminho pds-critico do modelo discreto apresentado. Para se estudar
como se comporta o sistema quanto a sua estabilidade estatica é necesséario obter a segunda

variacao da energia potencial total:

d2I1
40 2 = [14—77(20((220 +3ﬂon2 +47/on3 +55(2204)]
20
_ 3.12
P, 1 (3.12)
- =+ A - -1
v (l_ onz) (l_ onz)
Para a configuracao fundamental de equilibrio, ou seja, Q20 igual a zero, tem-se que:
d2T11 —
> =1-PR, (3.13)
d QZO

Para a configuracdo pos-critica, ou seja, Q2o diferente de zero, tem-se, apds a substituicdo da

equacdo (3.11) na equacdo (3.12), que:

d2T1I, _ (/1—1)Q20 +n Qo ) <a+2ﬂon +(3y—20{)Q202

dQ0  (1-Q,1)  (-Qy

(3.14)
+(45-38)Qu° — 4y Q' ~55Qy°)

3.3 ANALISE DA ESTABILIDADE DINAMICA

A andlise agora sera feita para o caso dindmico considerando o efeito conjunto da carga Po e de
uma carga dinamica F(t) aplicada no ponto A da Figura 3.1 (b). A soma das parcelas de
deslocamentos estatico e dindmico esté diretamente relacionada com o valor do seno do angulo
formado entre a barra rigida e a mola ki, sendo assim, as equacdes (3.2) e (3.3) podem ser

reescritas como:

Que =Qy +Q, (1) (3.15)

Qe =Qp +Q, (1) (3.16)

Sendo Q10 e Q1(t) o deslocamento devido carga estatica e a excitagdo, ou perturbacdo dindmica,

respectivamente. Para efeito de facilidade toma-se Q1(t)=Q1 e Q2(t)=Qo.
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Neste caso os deslocamentos referentes as molas 1 e 2 séo, respectivamente, dados por:

Av, = L(l—w/l—Qth ) (3.17)

Ah = Q, L (3.18)

3.3.1 Lagrangeano
A variacdo da energia interna de deformacéo deste modelo é dada pelas seguintes expressoes:

e Molal

AU, :Ua(QZt)_Ua(QZO) :%k1 [(]-_‘\ll_taz )2 _ﬁ_vl_onz )z:le (3.19)

e Mola2

1 2 2 , 2 3
AU, =U,(Qy) —U,(Q,) =Ek2 L2|:1+77[§aQ2t +ZﬂQ2t +g7/Q2t
(3.20)

+35Q 4j Q Ly 1+7n [EaQ +3ﬂQ ? +3yQ 3+E5Q 4} Q,,’
6 2t 2t 2 2 3 20 4 20 5 20 6 20 20
A expressao da variacdo do trabalho das forcas externas pode ser escrita como:

AWe = POL(l—w/l—QZtZ )— POL(l—w/l—QZOZ )+ F({)Q,L (3.21)

Sendo assim, pode-se obter a expressdo da variacao da energia potencial total como sendo:

1
AH:AU—AWe:EleZ[(l— 1-Q,° ) ﬁ—\/l Qo )}
+1k L{1+ (2 Q +2,BQ 2+2 Q 3+25Q “HQ 2

J— _a J— — —
5 2 n 3 2t 4 2t 57’ 2t 5 2t 2t (3.22)
1k L21+ (2 Q +2ﬂQ 2+2 Q 3+25Q 4) Q,,°
—_—— _a J— — —
5 2 n 3 20 4 20 57 20 5 20 20

_ POL(l—\/W)*“ POL(l—wll—on2 )— FU)Q, L

A variacdo da energia cinetica é obtida por:
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1

AT = > Mv2 L (3.23)

onde:

V= dah, dQ, (3.24)
dQ,, dt

Substituindo-se a equacao (3.18) na equacao (3.24), considerando que (") =d/dt e realizando

as derivagdes e tem-se que:

AT = % M (QZ L]Z (3.25)

A partir das equacdes (3.22) e (3.25) obtém-se a funcdo de Lagrange, AL, que é dada por:

st=at-an= w00 - D hio. | hieT ]

1 2 2 2 2 3 2 4 2
=k, L2|1+7 | —aQ, +—=BQ, +=rQ, +=5Q, Qa
2 3 4 5 6 (3.26)

4

+ POL(l— 1-Q,° )— F>OL(1—,/1—Q202 )+ F(t)Q, L

1 2 2 2 2 3 2 4 2
+Ek2 L2|1+7 gano"‘_IBon +E7Q20 +65Q20 Qu

3.3.2 Equacao de Movimento

Ao acrescentar um incremento infinitesimal Q2 em Qz, o trabalho da forga de amortecimento,
considerando-se um amortecimento viscoso e linear, é dada por -cQ2 LdQ2. Assim sendo, a
equacao de Lagrange, para um sistema ndo conservativo é dada por:

d({O0AL) OAL ¢0, L
S el 3.27
dt\ 89, ) 8Q, ‘ (3.27)

Resolvendo os termos da equacéo (3.27), substituindo para isto a equagéo (3.26), chega-se a:

E[%] MG, L2 (3.28)
dt | 00,
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OAL
Q,

—leZ(Qm— Q } PO koL

+
\/1_Q2t2 \/1_Q2t2 (3'29)
tho 2 Qu — (e @y + BQ + ¥ Qe +5Q,° )

Reescrevendo a equacéo (3.27), utilizando as equacdes (3.28) e (3.29), obtém-se:

MQ, L2 —k, L2 [QZt — Qu ] FolQu ~F()L

\/]-_ta2 ) \/1_Q2t2 (3'30)
-k, L2 (_QZt —ﬂ(antz +IBQ2t3 +7/Q2t4 +5Q2t5))= _CQZ L

Atribuindo as seguintes variaveis auxiliares e adimensionais:

k k — P Ft)y F
207K e 2 o P o PO R (3.31)

Q="
M n n

n

Kk, LM LM LM LM

dividindo-se todos os termos da expressdo (3.30) por M L? e substituindo-se os pardmetros

adimensionais da equacao (3.31) obtém-se a seguinte equacao:

Qy

2
TNt

Qz"‘zéan Qz"‘an[ﬂ'_Fo][ J"’an[l_i]ta

(3.32)
70, @ Qu" + QL +7Q 4 +5Q,° )= )R,

~ . . . T
Escrevendo a equacédo anterior em termos de um tempo radimensional, sendo t = 0 tem-se

n

que:

d2Q2+2§dQ2+[/1_FO] Q,
dr 1 (3.33)

1-4
i

TNt

e Qe + AR +7Qt +0Q,° ) = T(2)

lembrando a relagdo onde Q2 = Q20 + Q2, equacdo (3.16), e que Q20 € obtido através da equacao
(3.112).

Considerando que o sistema ocupa inicialmente a configuracdo de equilibrio, tem-se que Q2o é

igual a zero, sendo assim a equacéo (3.33) € reescrita da sequinte maneira:
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d:Q, .4 , =1 2
2 A-PB|| —2_ [+[1-4
e o | B .

+7(@Q,7 + BQ, +7Q,'+5Q,°) = f(2)

3.3.3 Aplicacgéo do polindbmio de caos

A ndo linearidade presente em diversos sistemas mecanicos permite o surgimento de um
complexo cenério de vibragdes periddicas, quase-periddicas e cadticas. Segundo Millon (1991),
a nao linearidade aparecem em virtude de elementos elasticos ou molas ndo lineares,
amortecimento nao linear como o atrito, “anteparos” que impecam a execug¢ao do movimento

completo, molas bilineares, forcas relacionadas a fluidos e condi¢Bes de contorno néo lineares.

Neste trabalho, a ndo linearidade ocorre devido a presenca da mola n3o linear K, , equagio (3.1),
permitindo a avaliacdo da influéncia das incertezas dos parametros geométricos, representados
na equagéo (3.1) por: «, B, oe y nas vibragdes ndo lineares e na estabilidade do modelo

apresentado na Figura 3.1.

Para representar essa aleatoriedade nos pardmetros da mola K, deve-se simular diversas

amostras a partir de uma analise deterministica. Para cada amostra simulada, seriam necessarias
diversas analises no dominio do tempo para que no final seja possivel determinar as
caracteristicas estatisticas a partir das respostas obtidas, como a média e variancia. Essa
abordagem numeérica demanda muito tempo, tornando-se invidvel computacionalmente, pois a
qualidade das medidas estatisticas dependem da quantidade de amostras analisadas. Sendo
assim, torna-se necessario o emprego de métodos que ndo trabalhem com a geracdo de amostras
como, por exemplo, 0 método do polindmio de caos que é capaz de fornecer as informacGes
estatisticas, como média e variancia, sem gerar um processo de amostragem reduzindo assim o

tempo de processamento numérico do problema.

Nesse trabalho as incertezas serdo consideradas com uma funcdo de distribuicdo de
probabilidade uniforme, dessa forma, o polinémio de Legendre-Caos ¢ indicado na solugéo dos
problemas estocasticos via polindmio de caos (XIU, KARNIADAKIS, 2002).
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Os polindmios de caos generalizados, segundo Xiu e Karniadakis (2002) aproximam um

processo estocastico através de polindmios ortogonais de variaveis aleatorias, sendo

representados por processos estocasticos de segunda ordem X (t, x;#):

X(t,x0) =2, (09 + Ya, (x4 #)+] iiaili2<x,t)l92 (&.(0)& . (9)

i=1 i=1 i,=1

£33 S )BEL D) & @) & B)+

ip=1 i,=1 =1

(3.35)

onde ¢ é um evento randomico, t € o tempo, X € 0 espago e 9, (cfil,...,e;n )denota 0 polinémio

de caos generalizado de grau n nas variéveis(gi s ) Tais polindbmios sdo ortogonais em
1 n

termos da variavel aleatdria multidimensional & = (ﬁil o &i ) com 9, =1. Por conveniéncia,

reescreve-se a equacdo (3.35) da seguinte forma:

0

X(t,x6)=> 4 (xt) (& (3.36)

i=0

onde existe uma correspondéncia 1:1 entre as fungdes 9, (él oo & ) e @,;(&) bem como entre

seus respectivos coeficientes a, e &,. Os polindmios ortogonais satisfazem a seguinte

1213

relacdo de ortogonalidade:

(D, @) =(D? (3.37)

)5,

ij

onde ¢; € a fungdo delta de Kronecker e (®2) é o produto interno entre as fungdes. Por

definicdo, o produto interno entre polinbmios ortogonais, para um caso continuo, é dado por:

(f(£)0()=]1() g(e) w&)d() (3.38)

onde w(¢) denota a funcédo densidade de probabilidade e o intervalo de integracdo € o dominio

onde a variavel aleatoria é definida.

O polindbmio ortogonal € escolhido de acordo com a fungéo densidade de probabilidade da
variavel aleatoria em analise. Junto a isso, tambeém é escolhida a fungédo de ponderacdo, que €
empregada na relacédo de ortogonalidade. A equivaléncia entre polinbmios e variaveis aleatorias
é obtida na Tabela 3.1
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Tabela 3.1 — Correspondéncia de polindmios ortogonais e fun¢bes densidade de probabilidade de diferentes

variaveis aleatorias (N > 0 inteiro finito). Fonte: Xiu e Karniadakis (2002).

Tipo de Variaveis Funcéo densidade Polinémio de Limites
Processo Aleatorias w(&) Ortogonais
Gaussiana e Hermite (—o0,00)
N2r ’
G e L (0,0)
amma aguerre , 00
9 Ma+1) J
E
1<
o o B ]
O Beta (1-x)"(1+x) Jacobi [-11]
22464 B(a +1, f+1)
. 1
Uniforme > Legendre [-11]
g4 A
Poisson : Charlier {0,1,2,....}
x!
. - N N—x
Binomial ) px(1-p) Krawtchouk | {0,1,...,N}
=
s inomi x(1—c)’
Q ﬁlnor?lal M Meixner {0,1,2,...,}
a egativa X1
a\( p
Hi Stri W AN-x) Hah {0,1,...,N}
ipergeométrica (O‘Jrﬂj ahn A,
N

Em termos praticos, a equagdo (3.36) divide o campo estocastico X(t,X;¢#) em uma parte
deterministica, que é a parcela &, (x,t) e uma parte estocastica dado pelo polindmio caos @, (&)

. As equacdes (3.35) e (3.36) sdo truncadas em um namero finito de termos, P, onde a variavel

aleatoria & é um vetor aleatorio n — dimensional.

p

tx¢=z (x,1) D, (&

=0

(3.39)

O numero total de termos de uma expansdao de polindmios caos € P+1, obtido pela

dimensionalidade da variavel aleatoria & (n) e pela ordem da expansao polinomial desejada.
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Neste trabalho serd4 usado o polinémio de Legendre-Caos, para 0 caso continuo, com as
variaveis aleatdrias do tipo uniforme, num intervalo a < x < b especifico, que serd definido
através da varidvel onde se deseja avaliar a incerteza. Os polinbmios de Legendre-Caos,

denotados por {Le,(x)},n=0,12,..., para um dominio [a, b] possuem a funcéo densidade de

probabilidade igual a:

w()= (3.40)

1
b-a
A seguir, estdo representados os setes primeiros polinémios de Legendre-Caos definido no
intervalo de [a, b] =[-1, 1]:

Le, =1
Le, =X
1
Le, = —(3x2 -1)
2
1
Le, = E(Sx3 —3x) (3.41)
1
Le, = 5(35x4 —30x+3)
1
Le, = 5(63x5 —70x3 +15x)

1
Le, = E(Z:le6 —315x4 +105x2 - 5)

Para se adequar a distribuicdo da variavel aleatéria ¢ de funcdo densidade de probabilidade
uniforme para um intervalo [a, b] qualquer diferente de [-1, 1], é preciso adotar a seguinte

mudanca de variavel nos polindmios de Legendre-Caos, a saber:

X:2¢—(a+b)

- (3.42)

onde ¢ ¢ a varidvel aleatéria; a e b sdo respectivamente o valor minimo e maximo do dominio
da variavel aleatoria.

Adotando na equacéo (3.34) que:

f(r) =T cos(Q2.7) (3.43)
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onde I'1 é a amplitude da carga de excitagdo e Q o parametro de frequéncia de excitacéo.

Sendo assim, substituindo-se a equacao (3.43) na equacéo (3.34) tem-se que:

a°Q, | 28 dfz +[1-R] [LJ +1- 4]0,
T

dz? V1-Q,°

7(@Q,2 + fQ° +7Q, +5Q,°) - I.cos(Q.7) =0

(3.44)

As equacdes diferenciais ordinarias estocasticas (EDOE) sao obtidas substituindo-se a incerteza
¢ no parametro desejado da equagédo (3.44). Neste trabalho serdo avaliados os parametros
S, 6, ye a. Apos a obtencdo da EDOE, aplica-se 0 método do polindmio de caos para obter-se
as equacOes deterministicas equivalentes que consideram as incertezas do parametro no
problema, a partir da equacdo (3.38), permitindo a obtencdo de informacdes estatisticas do
problema como média e variancia. Na equacao (3.38) f(§) é a EDOE dada pela equagéo (3.44),
g(&) séo as fungdes peso, dados pelos polindmio de Legendre-Caos da equagéo (3.41) e w(§) a
funcdo de distribuicdo de probabilidade uniforme, equacdo (3.40). A quantidade de equacdes
obtidas serd igual ao nimero de polindbmios de Legendre-Caos usados para a formulagéo.
Segundo Xiu e Karniadakis (2002), o valor que acompanha o polindbmio de primeira ordem
corresponde a meédia, e os valores que acompanha os demais polindmios correspondentes a
variancia. A partir das definicdes dos momentos estatisticos, obtidas no trabalho de Xiu e
Karniadakis (2002), sendo que 0 momento de primeira que corresponde a média e 0 momento

estatistico de segunda ordem que corresponde a variancia, observam-se as seguintes relagdes:

E[X(tx¢) |=[wi(@)da

=£ (;a (x,t)CDij f(d)d ® (3.45)
=B,(t) | @, f(c1>)o|c1>+ifai(t)jopi f(®)dd
= Bo(t)Q 7 )
var[X(t,x¢)]= E[X(t.x¢)2] —(E[X(t.x:)])’
B[ f(®)do-B,’ (3.46)

2=
P
_ 2 2
=28 (@)
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Nas duas ultimas equacdes, (3.45) e (3.46), reside a relevante mudanca de um problema
estocéstico resolvido a partir de um polinémio de caos, que € o tipo de resultado obtido a partir
da integracao ao longo do tempo. Em problemas deterministico a integracdo no tempo significa
fisicamente, a variacdo da amplitude do campo de deslocamentos. Ja para problemas nédo
deterministico se obtém a variacdo da média e da variancia ao longo do tempo, perdendo-se,
qualquer informacéo sobre a variagdo da amplitude modal de uma determinada amostra. Por
outro lado obtém-se informacdes de variacdo media e da variancia ao longo do tempo de todas
as amostras sem a necessidade de realizar uma amostragem do espaco amostral. (BRAZAO,
2014; XIU, KARNIADAKIS, 2002).
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CAPITULO 4
RESULTADOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta os resultados obtidos a partir das formulagcdes matematicas apresentadas
no capitulo anterior, sendo apresentados em duas se¢fes: uma considerando 0s parametros, que
definem o modelo discreto, deterministicos e outra secdo considerando-0s como néo

deterministico.

4.1 ANALISE ESTATICA

Nesta secdo apresentam-se os resultados deterministicos do modelo mecénico discreto estudado
para dois tipos de bifurcacdes: Butterfly e Swallowtail, que sdo obtidas dependendo da nédo
linearidade presente na mola ndo linear do sistema. O comportamento das duas classes de
bifurcacdes, considerando uma incerteza nos valores nominais de seus parametros, quanto os
seus caminhos pés-criticos, frequéncia natural, bacias de atracdo e os fatores de integridade sdo
apresentados a seguir. Cabe destacar que a incerteza nesta secdo sera considerada como um

parametro deterministico a equacdo de equilibrio do sistema discreto.

4.1.1 Caminho pos-critico de equilibrio

Fazendo a anélise do comportamento estatico do caminho fundamental de equilibrio dado pela

equacdo (3.13), conclui-se, independentemente do tipo de bifurcagdo analisado, que:

_ _— d2T1 ,
() Para1-Py>0 — Py <l > >0 ESTAVEL
20

_ _— d2T1 ]
(i) Para1-P,=0 — P, =1 — 0 =0 PONTOCRITICO

2:
20

— — d2T1 )
(iii) Para1-P,<0 - P, >1 — 2 <0 INSTAVEL

2
20
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Quando Q2o é diferente de zero, o caminho pés-critico, dado pela equacdo (3.11), para o caso
das duas molas serem lineares, ou seja, 7 = 0, a variacao da energia potencial total depende da
relacdo da rigidez das molas, 4. Se essa relacdo for maior que um (A > 1), o caminho pés-critico
é caracterizado por uma bifurcacdo simétrica estavel, e se essa relagcdo for menor que um
(1< 1), tem-se uma bifurcacao simétrica instavel. Por fim, se A =1 tem-se um caminho pds-
critico neutro. Com o auxilio da equacdo (3.14), pode-se sumarizar o tipo de bifurcacao estatico

como:

. dz2TI, ,
(iv) Para 2-1<0 >k, <k, — = <0 INSTAVEL

2
20

2

d2T1 )
(v) Para 1-1>0 —k, >k, — ; 9 <0 ESTAVEL

2
20

2

d2T1
(vi) Para 1-1=0 —k, =k, — y 2 =0 NEUTRO

, =
20

Para =1 na equacdo (3.1) tem-se uma mola n&o linear (K,), onde a variacdo da energia
potencial total serd dependente da ndo linearidade e da relagdo entre a rigidez das molas. Para
esta situagdo, faz-se uma andlise mais detalhada analisando duas classes de bifurcagdo de ordem

superior: a Swallowtail e a Butterfly.

Para se estudar a classe de bifurcacdo Butterfly, simplifica-se a equacdo (3.11) adotando o0s

seguintes parametros: A =4, g =-6, =4, a =0e y =0, sendo reescrita da seguinte maneira:

E0 = ‘\/:I-_on2 4

~1]+{1-6Q,° +4Q,°) 1)

1
\/:I-_on2

e a segunda derivada da energia potencial total em relacdo ao grau de liberdade Q2o, equacgéo

(3.14), é reescrita da seguinte forma:

d2H0 — QZO
dQ,  (1-Qy

) (_ 9Q; + ?’A'on3 -20 on5 ) (4.2)

Na Figura 4.1 é apresentado o caminho pos-critico, dado pela equacgdo (4.1), para a classe de
bifurcacdo Butterfly, onde as curvas continuas representam as posi¢des de equilibrio estaveis,
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ja as curvas tracejadas as posi¢oes de equilibrio instaveis. Para carregamentos inferiores ao
carregamento minimo poés-critico (P, < Pa) o sistema apresenta uma Unica posicdo de
equilibrio, o caminho fundamental, sendo Pa o “fundo do vale” do caminho pds-critico. Para
Pa < P, < Pcr, tém-se cinco posi¢des de equilibrio, trés estaveis e duas instaveis, sendo que
uma das posicoes de equilibrio estavel é a solucdo fundamental. Para P, > Pcr, tém-se duas

posicOes de equilibrio estavel e uma posicgdo instavel dada pelo caminho fundamental.

Figura 4.1 —Caminho pos-critico para a bifurcacdo do tipo Butterfly.

1,5 ;
]
]
1
i ]
]
]
]
Per=1!
1 - cr -
’ \
’ A
’ \
o S/ \
n” - , !
! \
U \
! \
0,5+ J Y
! \
! \
’ \
L - - — — ~
) Pa
0 T T T T T T I T I

Para o estudo da classe de bifurcacdo Swallowtail é necessario tornar o termo a diferente de
zero. Simplifica-se a equacéo (3.11) adotando os seguintes parametros: 1 =4, f =0, 6=0, «

=-3 e y =0, sendo reescrita da seguinte maneira:

_ - 1
P =v1-Qy | 4 —2_1 +(1_3Q20) (4.3
Vl_on

sendo sua respectiva segunda derivada da energia potencial total em relacdo ao grau de

liberdade Q20, equacdo (3.14), reescrita da seguinte forma:

d2H0 — QZO
dQ,° (1-Qy°

) (-3+3Q,, +6Q,7) (4.4)
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Na Figura 4.2 é apresentado o caminho pds-critico para a bifurcacdo do tipo Swallowtail. As
curvas continuas representam as posicGes de equilibrio estiveis e as curvas tracejadas as
solucdes de equilibrio instaveis. Para carregamentos inferiores ao carregamento minimo pos-
critico (P, < Pa) o sistema apresenta uma Unica posicdo de equilibrio estavel, dada pelo
caminho fundamental de equilibrio. Para Pa < P, < Pcr, tém-se trés posicGes de equilibrio,
duas estaveis, sendo uma delas o caminho fundamental, e uma instavel. Para P, > Pcr, tém-se

duas posicdes de equilibrio estavel e uma posicao instavel, dada pelo caminho fundamental.

Figura 4.2 — Caminho pos-critico para a bifurcagdo do tipo Swallowtail.

1,5 :
1 Pcr=1 \
[=) “
[N \
0,5 — Y
Pal- — — —
0 T | T |
-0,5 0 0,5 1

Observa-se nas Figuras 4.1 e 4.2 que em ambas as classes de bifurcacdo o caminho pés-critico
inicial pode conter um trecho inicial instavel, podendo ser simétrico no caso da bifurcacdo

Butterfly ou assimétrico no caso da bifurcacdo Swallowtail.
4.1.2 Frequéncia natural ao longo do caminho pos-critico de equilibrio

Para o caso da mola kz ser ndo linear (7 = 1) é feita a expansdo da equacédo de equilibrio ndo

lineares, dada em (3.34), em série de Taylor, em torno da posi¢éo de equilibrio estatico, que e
linearizando em seguida, chegando-se a:
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d2Q, dQ, 5 (Qz + on) on2 Q,
+2¢& + [ﬂ -PB, ] [ + }r
de? d \/:I-_on2 \/(1_Q202)3

[1- 21(Q, +Qu)+ Q, (20 Q0 +38Qu” +47Qu’+56 Qs ) (4.5)
+ (05 on2 + ﬂon3 + 7Q204+ 5Q205): f(z)

Substituindo-se 7 = 1 na equacéo (3.10) tem-se que:

1 P,
Qu| | ——="1 +[1+an0+:5on2+7Q203+5Q204]—O}O (4.6)
[‘Vl_onz J \/1—on2

e substituindo-se a equacéo (4.6) na equacao (4.5), pode-se reescrever a equacgéo (4.5) como:

d2Q2+2§ddQ2+Q2{[i—so]{;}+[l—/’t]

dz2 T /il_QZOZ is

+(20Q, +38Q07 + 47 Qu’ +55Qy* )l = (2)

4.7)

Para Q2 # 0 obtém-se a seguinte equacdo para frequéncia natural ao longo do caminho de
equilibrio. Resolvendo a equacdo diferencial ordinaria linear (4.7), desconsiderando qualquer

excitacdo da forca dindmica e amortecimento, chega-se a:

1

2

@, =1[1-P] - 2]+ (22 Qy +38 Q0" +47Qy°+55Qy" ) (4.8)

Joy )

Para o caminho fundamental de equilibrio, Q2o = 0, a equacéo (4.8) se reduz a:

@, =y1-P, (4.9)

Para a bifurcacdo do tipo Butterfly a equacgéo (4.8) assume a seguinte forma:

4-P,
@, = M% -18Q,," +20Q,," (4.10)

Vi-Q,°)°
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Figura 4.3 — Relacéo wo? versus P, para bifurcacéo do tipo Butterfly.
2

A Figura 4.3 apresenta a variacdo do quadrado da frequéncia natural versus o carregamento
estatico aplicado para a bifurcacdo do tipo Butterfly obtida a partir da equacao (4.10). Nesta
figura, observa-se que o trecho linear, correspondente ao caminho fundamental de equilibrio,
que apresenta frequéncias naturais imaginarias a partir da carga critica de flambagem, indicando
que a partir desse valor de carregamento o caminho fundamental de equilibrio € instavel. Ja o
trecho curvo desta figura representa a variacdo da frequéncia ao longo do caminho pds-critico
de equilibrio, sendo que as frequéncias imaginarias estdo associadas ao trecho inicial do

caminho pos-critico, passando a serem reais apds atingirem o carregamento minimo pds-critico.

Simplificando-se, também, a equacdo (4.8) para o caso da bifurcacdo do tipo Swallowtail,
obtém-se a seguinte equacao para frequéncia natural ao longo da trajetéria de equilibrio pos-

critico:

Ty =| ——__3-6Q, (4.11)

A Figura 4.4 apresenta a variacdo do quadrado da frequéncia versus o carregamento estatico
para a bifurcacdo do tipo Swallowtail, obtida a partir da equacdo (4.11). Nota-se na Figura 4.4,

assim como na Figura 4.3, que os trechos do caminho pds-criticos que apresentam frequéncia
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natural imaginaria, indicam os trechos instaveis da solucéo néo linear do problema enquanto as

linhas continuas representam uma resposta estavel da solugéo de equilibrio.

Figura 4.4 — Relacdo wo? versus P, para bifurcacéo do tipo Swallowtail.

1,5
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05 tee--t 0 .

4.1.3 Incertezas nos parametros que definem as bifurcacgdes do tipo Butterfly

e Swallowtail

Nesta dissertacdo, os parametros que definem a mola néo linear serdo considerados com uma
incertezas na ordem de 10% para os dos dois casos de bifurcacéo apresentados na secdo anterior.
Destaca-se que, neste momento, as incertezas serdo calculadas como se os parametros fossem
deterministicos, ou seja, os resultados serdo obtidos repetindo-se as analises para cada um dos
limites de variacdo dos pardmetros. Mais adiante, serdo feitas andlises considerando uma

abordagem néo deterministica do problema.

No caso da bifurcacao do tipo Butterfly serdo obtidos os resultados para as seguintes incertezas
nos parametros da mola ndo linear: f=-5.4, f=-6.6, 6=3.6 e 6=4.4. J4 para 0 caso da
bifurcacdo do tipo Swallowtail serdo considerados as seguintes incertezas nos parametros da

mola ndo linear: a=-2.7 e a=-3.3.

Nas Figuras 4.5 e 4.6 sdo apresentados, respectivamente, os caminhos pdés criticos para a

bifurcacdo do tipo Butterfly e Swallowtail, considerando a variabilidade dos parametros
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numericos de cada caso. Os caminhos continuos representam as posi¢des de equilibrio estaveis

enquanto os caminhos tracejados as solugdes de equilibrio instaveis.

Figura 4.5 — Caminho pos critico para a bifurcagdo do tipo Butterfly considerando a incerteza em seus

parametros.
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Figura 4.6 — Caminho pds critico para a bifurcacéo do tipo Swallowtail considerando a incerteza em seus

parametros.
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Observa-se nas Figuras 4.5 e 4.6 que a incerteza proposta nos parametros de rigidez da mola
ndo linear ndo modifica o tipo de bifurcacdo, o comportamento pds-critico dos sistemas

discretos e o valor da carga critica. Apenas o0 valor da carga minima pos-critica dos diagramas
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de bifurcacéo é alterado com a incerteza, levando a mudancas na coexisténcia entre solucbes

pos-criticas com a solucdo fundamental, principalmente, no caso da bifurcagdo Swallowtail

4.1.4 Bacias de atracdo estaticas das bifurcacbes do tipo Butterfly e
Swallowtail

Nesta secdo foram obtidas as bacias de atracdo estaticas, considerando a equacdo (3.34),
adotando f (t) = 0, para os dois casos de bifurcacédo avaliados neste trabalho, e as incertezas na
ordem de 10% nos parametros deterministicos.

Para o tragado das bacias foi utilizado o método de Runge-Kutta de quarta ordem, que apresenta
boa estabilidade numérica para integrar o problema de valor inicial ao longo do tempo. O atrator
de cada condicéo inicial, pertencente do plano que varia tanto os deslocamentos quanto a
velocidade do sistema discreto dentro do intervalo de [-1,1], € mapeado e agrupado em cores
diferentes. Este método consiste em discretizar o plano desejado para calcular a bacia de atracédo
em um conjunto de células, avaliando a convergéncia dessas condicdes iniciais para um
determinado atrator. Os eixos horizontais simbolizam a variagdo da condic¢do inicial de
deslocamento Q2(z) e enquanto 0s eixos verticais varia-se a condicao inicial de velocidade,
dQo(7)/dx.

Para o tipo de bifurcacdo Butterfly o nivel de carregamento estatico igual 0.5 e 0.9 apresentam
trés solucdes estaveis (ponto azul), sendo uma delas trivial (atrator central AC), e duas solugdes
instaveis (ponto vermelho) conforme ilustra a Figura 4.7. Ja para o carregamento estatico igual
1.2, a solucdo trivial passa a ser instavel (ponto vermelho) e o sistema passa apresentar apenas
duas solugGes estaveis (ponto azul), sendo um atrator esquerdo (AE) e outra o atrator direito
(AD).

Nas Figuras 4.8 e 4.9 estdo ilustradas, respectivamente, as bacias de atragcdes considerando-se
as incertezas no parametro £ e ¢ para a bifurcacdo do tipo Butterfly, avaliando varios niveis de

carregamento estatico.

Nota-se, a partir das Figuras 4.8 e 4.9, que a medida se que aumenta o carregamento,

independentemente do valor da incerteza, maior € a tendéncia das condic@es iniciais da bacia
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de atracdo se estabilizar no foco esquerdo (regiéo de cor preta) ou no foco direito (regido de cor

amarela), minimizando a regido do foco central (regiéo de cor azul), como esperado.

Figura 4.7 —Caminho p6s-critico para a bifurcacdo do tipo Butterfly para varios niveis de carregamento.
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Juntamente com as bacias de atracdo foram analisados os fatores de integridades locais e globais
do sistema com bifurcacdo Butterfly. O fator de integridade local (FIL) é a maior circunferéncia
centrada no atrator da bacia de atracdo que pode ser obtida de tal forma a garantir o maior
conjunto de condic@es iniciais que convertem para o referido atrator. J& o fator de integridade
global (FIG) é a maior circunferéncia centrada em uma determinada condicdo inicial da bacia
de atracdo que pode ser obtida de tal forma a garantir o maior conjunto de condicdes iniciais
que convertem para 0 mesmo atrator da condicdo inicial que esta no centro da circunferéncia
(SILVA; GONCALVES, 2011; REGA,; LENCI, 2005.).

Os fatores de integridades estdo apresentados pelas regides delimitada pelos circulos nas bacias
de atracdo das Figuras 4.8 e 4.9. O fator de integridade local estd representado pela
circunferéncia de cor branca para o foco esquerdo, pela circunferéncia de cor verde para o foco
central e, por fim, pela circunferéncia de cor vermelha para o foco direito. JA o fator de
integridade global esta representado pelas circunferéncias de cores cinza, marrom e roxa para

os focos esquerdo, central e direito, respectivamente.

O valor dos fatores de integridade, local e global, com os parametros analisados para a

bifurcacéo do tipo Butterfly estdo relacionados na Tabela 4.1, sendo AC (atrator central) e AE

M. D. G. Silva Capitulo 4



D0134E16: Aplicabilidade do polindmio de caos para a analise das oscilages néo lineares de um sistema... 60

(atrator esquerdo). N&o foram apresentados os fatores de integridade local e global AD (atrator

direito) j& que a solucdo pos-critica € simétrica para a bifurcacao do tipo Butterfly.

Figura 4.8 — Bacias de atracéo para a bifurcacéo do tipo Butterfly, incerteza no pardmetro g. (A1=4e £=10,1).
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Figura 4.9 — Bacias de atragdo para a bifurcacéo do tipo Butterfly, incerteza no pardmetro 6. (1=4e £=0.1).
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Observa-se a partir da Tabela 4.1 que o fator de integridade, local e global, do atrator central

(solucdo trivial), para um mesmo do valor e ¢, diminui com o incremento da carga estatica

P,, tornando-se nula para qualquer valor de carregamento superior ao valor da carga critica,

como ilustrado nas Figuras 4.10 (a) e 4.11 (a). J& para o atrator esquerdo a solugdo pos-critica

ocorre o aumento do fator de integridade, local e global, com o incremento de P,, para um

mesmo do valor S e o, como apresentado nas Figuras 4.10b e 4.11b.

Tabela 4.1 — Variacdo dos fatores de integridade local e global para a bifurcacdo do tipo Butterfly.

Parametros P,
05 0.9 1.2

B ) Local Global Local Global Local Global

AC | AE| AC | AE| AC | AE | AC | AE |AC | AE | AC | AE
54 4 0,26 0,10 0,26 | 0,12]0,05|0,14|0,05| 0,41} 0,0 |0,17| 0,0 | 0,44
6 4 0,230,13]0,23|0,22|0,06 | 0,16 0,06 | 0,37 0,0 | 0,24} 0,0 | 0,46
66 4 0,21|0,14]10,210,27]0,05|0,14|0,05|0,41]0,0 |0,13| 0,0 | 0,46
6 3.6 0,220,141 0,22|0,25|0,06 | 0,15]0,06 | 0,39 0,0 | 0,13} 0,0 | 0,46
6 4.4 0,240,12)0,24 0,18 0,06 | 0,15]0,06 | 0,37 0,0 | 0,16 0,0 | 0,44

Figura 4.10 — Fator de integridade local para a bifurcacéo do tipo Butterfly: Atrator (a) Central (b) Esquerdo
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Figura 4.11 - Fator de integridade global para a bifurcacdo do tipo Butterfly: Atrator (a) Central (b) Esquerdo
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Ainda a partir da Tabela 4.1 e das Figuras 4.10 e 4.11, observa-se que o fator de integridade,
local e global, para uma carga estatica, P,, proxima do valor minimo pés-critico, sofre uma
significativa variagdo quando se considera uma incerteza nos parametro fe o, sendo essa

variacdo menos significativa para valores elevados de carga estatica.

Na Figura 4.13 estdo ilustradas as bacias de atracdes estatica sem a consideracdo da incerteza
(a=-3) e com as incertezas no pardmetro «, com 0 « = -2.7 e -3.3, para a bifurcacdo do tipo
Swallowtail, considerando vérios niveis de carregamento. Nesta figura pode-se observar o
atrator que cada condicéo inicial ira convergir na janela considerada na bacia de atracdo. Foram
obtidas as bacias de atracao para trés niveis de carregamento, como apresentado na Figura 4.12,
notou-se que a medida que se incrementa o carregamento estatico, maior é a tendéncia das
condices iniciais de se estabilizarem no foco a direita. A regido em preto da bacia de atracdo
representam as condicdes iniciais que se estabilizam no atrator central (AC — Figura 4.12) que
é quando o carregamento € abaixo da carga critica (Pcr = 1), ou no atrator esquerdo (AE — Figura
4.12) quando o carregamento é acima da carga critica. J& a regido em azul da bacia de atragéo
representam as condicOes iniciais que se estabilizam no foco direito (AD — Figura 4.12),

independentemente do nivel de carregamento estatico aplicado. As solucBes de equilibrio
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instaveis para os niveis de carregamento analisados estdo representadas pelos pontos vermelhos

na Figura 4.12.

O fator de integridade local das bacias de atracdo estatica da Figura 4.13 esta representado pela
circunferéncia de cor branca para o foco direito e pela circunferéncia de cor vermelha para o
foco central, quando P, < P¢r ou foco esquerdo, para P, > Pcr. Ja o fator de integridade global
estd representada pela circunferéncia de cor cinza para o foco central, quando P, < Pq, €
esquerdo, para P, > P, e pela circunferéncia de cor roxa para o foco direito. A variacdo dos
fatores de integridade, local e global, com os parametros analisados para a bifurcagdo do tipo
Swallowtail estéo relacionados na Tabela 4.2, sendo AC (atrator central) AD (atrator direito) e
AE (atrator esquerdo).

Figura 4.12 —Caminho pds-critico para a bifurcacéo do tipo Swallowtail para varios niveis de carregamento.
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Tabela 4.2 — Variacdo dos fatores de integridade local e global para a bifurcacdo do tipo Swallowtail.

Parametro P,
0.3 0.7 1.2
a Local Global Local Global Local Global
AC | AD|AC | AD|AC |AD| AC | AD| AE | AD | AE | AD
27 0,200,121 0,22 | 0,1410,05|0,24]0,05{0,39]0,03| 0,25 0,03 | 0,50
3 0,17 10,1510,18 | 0,2410,05| 0,20} 0,050,401 0,03 | 0,23 0,03 | 0,50
33 0,15/0,16]0,16 | 0,29]0,05|0,19]0,05| 0,43 0,03|0,12] 0,02 | 0,50
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Figura 4.13 — Bacias de atracdo para a bifurcacéo do tipo Swallowtail, incerteza no parametro o (1 =4 e

£=0.1).
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A partir da Tabela 4.2 observa-se que, para um mesmo valor de «, os fatores de integridade,
local e global, do atrator central (solucdo trivial) diminui com o incremento da carga estética,
como ilustram as Figuras 4.14 (a) e 4.15 (a), enquanto os fatores de integridade, local e global,

do atrator a direita aumenta, Figuras 4.14 (b) e 4.15 (b). Apds a carga critica, o atrator central
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(solucdo trivial) torna-se instavel e as solugdes passam a convergir para as solu¢des pds-criticas

localizadas a esquerda ou a direita da solucdo trivial. Quando se considera uma incerteza no

parametro «, o0s fatores de integridade, local e global, s&o severamente modificados,

principalmente para valores de carregamento inferiores ao valor da carga critica, como

apresentado na Tabela 4.2 e nas Figuras 4.14 e 4.15. Isso é esperado, pois a dispersdo dos

resultados para P, < P € maior, como ilustrado na Figura 4.2.

Figura 4.14 - Fator de integridade local para a bifurcacdo do tipo Swallowtail: Atrator (a) Central (b) Direito
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Figura 4.15 - Fator de integridade global para a bifurcacdo do tipo Swallowtail: Atrator (a) Central (b) Direito
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As incertezas inseridas de forma deterministica nos parametros que definem a mola nao linear
do sistema discreto das duas classes de bifurcagfes Butterfly e Swallowtail, seréo os limites
usados na analise ndo deterministica do modelo estudado. Cabe ressaltar que os resultados
apresentados nesta secdo, foram para andlise estatica (f(t) = 0), e ndo modificaram
qualitativamente os resultados, sejam eles 0s caminhos pos-criticos, as bacias de atragdo ou 0s
fatores de integridade.

4.2 ANALISE DINAMICA

Nesta secdo apresentam-se 0s resultados ndao deterministicos do modelo estudado para os dois
tipos de bifurcagdes: Butterfly e Swallowtail, mostrando os comportamento das duas
particularidades de bifurcacdes quanto a influéncia da forca excitadora f(t), na resposta no
tempo com os planos fases, nas bacias de atracdo e nos fatores de integridade, trabalhando os
limites das incertezas nos parametros deterministicos abordado na se¢do anterior. Apresenta-se
também a aplicabilidade do polinémio de caos para 0 modelo para a obtencdo dos resultados

nao deterministicos.

4.2.1 Diagramas de bifurcacéo

Para o tracado dos diagramas de bifurcacdo foi utilizado o método da forca bruta, integrando-
se a equacdo de equilibrio (3.44), ao longo do tempo, a partir do método de Runge-Kutta de
guarta ordem, e mapeando as se¢des de Poincaré obtidas no estado permanente da resposta no
tempo. Para cada valor da amplitude de excitagdo da carga dindmica (I"1) e para varios valores
da frequéncia de excitagédo (Q2) foram obtidas as se¢Oes de Poincare e construidos os diagramas
de bifurcacdo, destacando que apenas as solugdes de equilibrio estaveis sdo obtidas com essa
técnica. Os diagramas foram obtidos para pré-carregamento estatico P, = 0.5 para as duas

classes de bifurcagéo: Butterfly e Swallowtail.

Na Figura 4.16 estdo ilustrados os diagramas de bifurcacéo do tipo Butterfly para os parametros

nominais (5 = -6 e 0 = 4) e varios valores da frequéncia de excitacdo Q.

Analisando a Figura 4.16 (a), pode-se notar que para Q = 0.5, em certos valores de I'1 existem
solucBes caoticas dadas pela densa distribuicdo de secBes de Poincaré. A medida que se

incrementam os valores de Q, o diagrama de bifurcacao apresenta solugdes estaveis periddicas
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bem definidas, obtendo assim em algumas regiGes mais de uma solucao estavel para 0 mesmo
valor de I'1, como apresentado nas Figuras 4.16 (b), (c), (d). Para valores de Q superiores a 1.4,

Figuras 4.16(e) e (f), o diagrama de bifurcacédo apresenta uma unica solucdo estavel periddica.

Figura 4.16 — Diagrama de bifurcacdo do tipo Butterfly variado os valoresde Q. (6 =-6,0=4, A=4e £=0.1)
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Ja na Figura 4.17 estdo ilustrados os diagramas de bifurcacdo para o caso Swallowtail com

pardmetro nominal (« = -3) e 0 mesmos valores de Q adotados para a bifurcacdo Butterfly.

A partir da Figura 4.17 pode-se notar que para valores de Q abaixo de 0.8, Figuras 4.17 (a) e
(b), existem trechos com solucdes periodicas, mas tambeém ha presencas de regides com
solucBes caoticas. A medida que se incrementa os valores de Q, entre 1.0 e 1.4, o diagrama de
bifurcacdo apresenta apenas solugdes periddicas, apresentando em alguns trechos duas solugdes
estaveis para 0 mesmo valor de I'y, Figuras. 4.17 (c) e (d). Mas para incrementos de Q maiores
que 1.4, além de apresentar na sua maioria trechos com solucdes periodicas, apresenta uma

regido com solucéo cadtica, Figuras 4.17 (e) e (f).
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Assim como na bifurcagdo do tipo Butterfly, a Swallowtail também apresenta solugdes estaveis
bem definidas a medida que se incrementa os parametros de frequéncia. Para as demais analises,
que serdo apresentadas nas proximas secdes, foi escolhido tanto para a bifurcacdo do tipo
Butterfly, quanto para a Swallowtail o parametro de frequéncia Q = 1.1, Figuras. 4.16 (d) e 4.17
(d), por possuirem apenas solucdes periodicas e por apresentar em alguns trechos duas solugdes

periddicas concorrendo para 0 mesmo valor de T'.

Figura 4.17 — Diagrama de bifurcacdo do tipo Swallowtail variado os valores de Q. (¢=3, A=4e £=0.1)
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4.2.2 Incertezas nos parametros que definem as bifurcacdes do tipo Butterfly
e Swallowtail

A bifurcacdo do tipo Butterfly apresenta dois parametros deterministicos, S e J, que serdo

analisados separadamente, para se poder avaliar a influéncia da incerteza em cada parametro.

Para a analise do comportamento da incerteza no parametro f no diagrama de bifurcacéo além
da bifurcacdo para o parametro nominal, Figura 4.16 (d), foram obtidas também as bifurcactes

para as incertezas apresentadas na se¢éo 4.1.3 no parametro e no caso analisado. Para permitir
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a comparacdo do comportamento entre as bifurcagdes com incerteza no parametro g foi
construida a Figura 4.18 com os valores limites da incerteza considerada em p.

O diagrama de bifurcacdo para o parametro nominal (8 = -6), representada pela cor preta na
Figura 4.18, além do comportamento apresentado na Figura 4.16 (d), ele apresenta outras
solugdes periddicas. Esse complemento das solugdes estaveis no diagrama, se fez necessario,
apos gerar a bacia de atracdo para alguns valores de I'1 e observar que ela apresentava trés

solucdes estaveis e ndo uma solugdo, como mostrava inicialmente a bifurcacdo da Figura 4.16

(d).

O diagrama de bifurcacdo da Figura 4.18 para # = -6, possui 0 comportamento diferente, a
medida que se incrementa o valor de I'1. Para valores menores que 0.18, para um mesmo valor
de I'1, a bifurcacdo apresenta trés solucdes periddicas estaveis. Com valores de I'; entre 0.18 e
0.36 existem duas solucGes periodicas estaveis. Ja para valores maiores que 0.36 o diagrama de

bifurcacdo apresenta apenas uma solucgdo periddica estavel.

Figura 4.18 — Diagrama de bifurcacdo do tipo Butterfly considerando as incertezas no pardmetro p. (2 =1.1,0 =

4,A=4e £=0.1)
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O diagrama de bifurcagéo para = -6.6, representado pela cor azul na Figura 4.18, apresenta
um comportamento analogo ao parametro nominal de S (cor preta), com a reducédo de solucdes

estaveis a medida que se aumenta o valor de I''. Mas essa incerteza apresenta uma
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particularidade para valores de T'y entre 0.25 e 0.28, que é a presenca de quatro solucGes

periddicas estaveis, caracteristica que ndo é apresentada por nenhuma outra bifurcacéo.

Figura 4.19 —Diagrama de bifurcacéo para o pardmetro § em relacdo a Q(t) para determinados valores de I'1.

(Q=11,0=4A=4e £=0.1)
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Jaaincerteza de S = -5.4, representado pela cor vermelha na Figura 4.18, apresenta um ndmero

menor de solugdes estaveis logo no inicio do diagrama de bifurcacdo, apresentando na maioria
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dos seus trechos somente uma solugdo periodica estavel. Porém, ela apresenta uma
particularidade, que ¢é a presencga de uma duplicag@o de periodo para 'y entre 0.36 a 0.5, obtendo
assim nesse trecho trés solucdes periddicas estaveis para 0 mesmo valor de I'1, como ilustra a
Figura 4.18.

Para analisar o comportamento dos diagramas de bifurcagfes quanto a variacdo presente no
parametro S, apresentado na Figura 4.18, foram obtidos diagramas de bifurcagdo que
relacionam os valores de Q2(z) com os valores de S, variando de entre -6.6 a -5.4 que sdo 0S

limites da incerteza analisadas neste trabalho para o parametro f.

O método numérico empregado para construcdo da Figura 4.19 foi o mesmo utilizado para a
obtencdo dos diagramas de bifurcacdes, s6 que ao invés de se incrementar os valores de Iy,
deixou-se ele pré-determinado e variou-se os valores do pardmetro f, obtendo para um

determinado valor de I'; 0 comportamento de S em relacdo a Q2(7).

Confrontando as Figuras 4.18 e 4.19, pode-se observar que o comportamento do diagrama de
bifurcacdo estdo em consonancia a medida que se incrementa o valor de f. Reforcando que de
forma geral, a medida que se incrementa o valor de I's diminui 0 nimero de solugdes periodicas
estaveis, embora haja presenca de algumas particularidades. A presenca de quatro solucGes
estaveis na incerteza de S = -6.6, para I'1 = 0.25, pode ser observado na Figura 4.19 (c). Ja o
comportamento com trés solucGes periodicas estaveis para a incerteza de S = -5.4, para valores
de I'1 = 0.38, pode ser comprovado na Figura 4.19 (f). O comportamento com a presenca de
uma solugdo periddica estavel no diagrama de bifurcacdo, com e sem incerteza, apresentadas

na Figura 4.18 para incrementos maiores de I'; fica evidente na Figura 4.19 (g) e (h).

A incerteza no pardmetro S afeta de forma significativa o comportamento no diagrama de
bifurcacbes da Figura 4.18, fazendo surgir outras solugdes periddicas estaveis para 0 mesmo

valor de I'1.

Para a anélise do comportamento da incerteza do parametro 6 nos diagramas de bifurcacoes,
assim como no caso de f, além da bifurcacéo para o parametro nominal, dado pela Figura 4.16

(d), foram obtidas também as bifurcaces para as incertezas apresentadas na sec¢do 4.1.3 no
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parametro e no caso analisado. Para permitir a comparagdo do comportamento das bifurcagdes

com incerteza foi construida a Figura 4.20.

O diagrama de bifurcacdo para o parametro nominal (6 = 4), representado pela cor preta na
Figura 4.20, possui 0 comportamento igual ao parametro nominal da Figura 4.18, por se tratar
da mesma bifurcacdo, visto que nesse caso 0 pardmetro £ = -6 é mantido fixo na analise das
bifurcacdes. Observa-se que para este caso analisado a medida que se incrementam os valores

de "'z diminui 0 nimero de solugdes periddicas estaveis do sistema.

Tanto a bifurcacdo da incerteza de o = 3.6, representada pela cor vermelha, quanto da incerteza
de 6 = 4.4, representada pela cor azul, como ilustrado na Figura 4.20, apresentam um
comportamento andlogo ao pardmetro nominal quanto ao nimero de solucbes periodicas

estaveis.

A incerteza no parametro ¢ ndo afeta de forma significativa o comportamento no diagrama de
bifurcagdes da Figura 4.20, elas apresentam 0 mesmo nimero de solugdes estaveis com o

incremento de I'1, na maioria dos seus trechos.

Figura 4.20 — Diagrama de bifurcacdo do tipo Butterfly considerando as incertezas no parametro 8. (Q =1.1, f=

6, A=4e £=0.1)
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Esse comportamento anédlogo entre as bifurcacfes com e sem a incerteza pode ser observada na
Figura 4.21, onde sdo relacionado os valores de Q2(7) com os valores de ¢, variando de 3.6 a

4.4, que sdo os limites da incerteza analisadas neste trabalho para o parametro em questao.
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A quantidade de solugdes periodicas estaveis para 0 mesmo valor de I'1 sdo as mesmas,
independentemente do incremento do valor de ¢. Para valores de I'1 < 0.35 se tem duas solugdes
periddicas estaveis, ja para valores maiores que 0.35 existe apenas uma unica solucao periodica
estavel, como ilustrado na Figura 4.21. A tnica particularidade aparece quando I'1 = 0.19,

Figura 4.21 (b), onde dependendo do valor de ¢ a bifurcacdo pode apresentar uma ou duas

solugBes periodicas estaveis.

Figura 4.21 — Diagrama de bifurcacdo do parametro & em relagdo a Qz(t) para determinados valores de T'.

(Q=11,4=-61=4e £=0.1)
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Para a bifurcacdo do tipo Swallowtail existe apenas um pardmetro deterministico, «, que sera

analisado para avaliar a influéncia da incerteza desse parametro no diagrama de bifurcacao.

Assim como na andlise para o caso Butterfly, além da bifurcacdo para o pardmetro nominal («
= -3), Figura 4.17 (d), foram obtidas também os diagramas de bifurcacdo para as incertezas

apresentadas na se¢do 4.1.3 no parametro e no caso analisado. Para permitir a comparacgédo do
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comportamento entre os diagramas de bifurcagcdo com incerteza, construiu-se a Figura 4.22 com

0s casos limites do valor do parametro c.

O diagrama de bifurcacéo, para « = -3, possui um tracado diferente, a medida que se incrementa
o valor de I'1. Para valores de I'1, maiores que 0.27, ou entre 0.15 e 0.19, o diagrama de
bifurcacdo apresenta apenas uma solucéo periodica estavel. Para valores de I'1 menores que
0.27, para um mesmo valor de I'1 o diagrama de bifurcagdo apresenta duas solugdes periddicas

estaveis.

Figura 4.22 — Diagrama de bifurcacdo do tipo Swallowtail considerando as incertezas no pardmetro .

(Q=11,1=4e£=0.1)

O diagrama de bifurcacdo para « = -3.3, representado pela cor azul, na Figura 4.22, apresenta
um comportamento analogo ao diagrama de bifurcacdo com parametro nominal (cor preta),
com a reducdo do namero de solucdes periodicas estaveis a medida que se aumenta o valor de
I'1. Mas essa incerteza apresenta uma particularidade quando I'1 assume o valor de 0.32 que é a
presenca de trés solugdes periddicas estaveis, caracteristica que ndo € apresentada por nenhuma

das outras bifurcacdes apresentadas na Figura 4.22.

Ja o diagrama de bifurcacdo para a = -2.7, dado pela cor vermelha na Figura 4.22, também
apresenta um comportamento analogo ao diagrama de bifurcacdo com parametro nominal,

apresentando, na maioria nos seus trechos, uma ou duas solugdes estaveis a medida que se
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incrementa o valor de I'1. Porém, o diagrama de bifurcacdo apresenta uma particularidade, que

é a presenca de solugodes cadticas para I'r entre 0.15 e 0.19.

Para analisar o comportamento dos diagramas de bifurcacdes, apresentados na Figura 4.22,

foram obtidos diagramas que relacionam os valores de Q2(z) com os valores de «, variando de

-3.3a-2.7 que séo os limites da incerteza analisadas para o parametro c.

Confrontando as Figuras 4.22 e 4.23, pode-se observar que o comportamento dos diagramas de

bifurcacGes estdo em consonancia a medida que se incrementa o valor de «, reforcando que de

forma geral, a medida que se incrementa o valor de I'1 diminui 0 nimero de solugdes periddicas

estaveis.

Figura 4.23 — Diagrama de bifurcacdo do pardmetro o em relagdo a Q»(z) para determinados valores de I'1.
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A presenca da solugdo caotica, para « = -2.7, assim como o0 trecho com apenas uma solugédo

periodica estavel para I't = 0.16, pode ser observado na Figura 4.23 (b). Ja 0 comportamento
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particular com trés solugdes periodicas para o =-3.3 e I'1 = 0.32, pode ser comprovado na Figura
4.23 (d). O tracado com apenas uma solugéo periddica estavel dos diagramas de bifurcacdo com
e sem incerteza apresentadas na Figura 4.22, para incrementos maiores de I'; fica evidente na
Figura 4.23 (e).

A incerteza no parametro o afeta de forma significativa o comportamento no diagrama de
bifurcacdes da Figura 4.22, fazendo surgir outras solucdes periddicas estaveis para 0 mesmo

valor de I'1 e até solucbes cadticas em determinados trechos.

Assim como a bifurcacdo do tipo Butterfly, a Swallowtail também é afetada de forma
significativa em relacdo a variacdo das incertezas. Dependendo do valor que se insere a
incerteza pode acontecer um aumento no ndmero de solucBes estaveis, mas dependendo do
valor também pode gerar solucGes cadticas. A partir das Figuras 4.18, 4.20 e 4.22 ¢é possivel
afirmar que, independentemente da incerteza e do caso de bifurcagéo analisado, para valores de
't maiores que 0.5 as solugdes sdo estaveis, apresentando somente uma solucgdo periodica.
Pode-se notar também, que as incertezas afetam mais o comportamento dos diagramas de

bifurcacdes para valores de I't menores que 0.5.

Para se avaliar a aleatoriedade dessas incertezas no sistema estudado, aplica-se 0 método do
polindmio de caos, secdo 3.3.3, para obter-se as equacdes deterministicas equivalentes, a partir
da equacdo (3.38), que permitira a obtencdo de informacdes estatisticas do problema (média e
variancia) sem a necessidade de gerar amostras. Neste trabalho serdo avaliados a aleatoriedade

nos parametros g, e a.

Todos os diagramas de bifurcagéo deste trabalho que representam a variabilidade imposta pelas
incertezas, obtidas pelo polindbmio de Legendre-Caos, equacdo (3.41), foram obtidas
numericamente através da aplicagdo do método de Runge-Kutta de quarta ordem,
incrementando-se a amplitude da excitagdo harmonica, I'1, € mantendo-se a frequéncia de

excitacdo, Q, constante e igual 1.1.

O incremento do numero de polindmio de Legendre-Caos na solucdo do problema discretiza
com mais precisdo a funcéo de densidade de probabilidade da variavel aleatdria, equagéo (3.40),

garantindo ao problema maior confiabilidade da cobertura do espectro amostral (XIU;
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KARNIADAKIS, 2002). Visando isso, sera utilizado para analise das aleatoriedades dos trés
parametros (5, 0 e &) 0s seis primeiros termos do polindmio de Legendre-Caos.

Figura 4.24 — Diagramas de bifurcacdo deterministico e ndo deterministico do tipo Butterfly, com incerteza em 3.
(Q=11,06=4,1=4e£=0.1)

A Figura 4.24 apresenta os diagramas de bifurcacdo do tipo Butterfly, cujo o pardmetro de
controle é S, tanto para o caso deterministicos quanto para o ndo deterministico. O diagrama de
bifurcacdo para o caso estocéstico esta representado pela cor verde. J& os diagramas de
bifurcacdo para o parametro nominal e para as incertezas, estdo representados pelas mesmas

cores relacionadas anteriormente na Figura 4.18.

De modo a comprovar a eficiéncia do método do polinémio de caos no estudo do problema ndo
deterministico, comparam-se os diagramas de bifurcacdo deterministico, cujo parametro de
controle é 3, com o diagrama obtido para o caso ndo deterministico (verde) e considerando as
mesmas condicdes de pré-carregamento. Para a validacdo do método é necessario que a
bifurcacdo ndo deterministica represente a variabilidade do pardmetro f no intervalo -6.6 <8 <

-5.4, compreendido entre as curvas em azul e em vermelho, respectivamente.

Analisando a Figura 4.24, observa-se que o diagrama para 0 caso ndo deterministico se
comporta como a média dos limites analisados no trecho inicial da bifurcagdo, quando I'1 <
0.32. A medida que se incrementa I'1, a bifurcagdo tem um comportamento diferente do trecho

inicial, compreendido ente as fronteiras das incertezas (azul e vermelha). Isso ocorre porque a
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técnica do polinbmio de caos incorpora & andlise do problema a variancia das amostras na
resposta no tempo do sistema, como ilustrado na Figura 4.25 que apresenta além da média do
processo dado por Vi(t) a variancia da resposta dada por V2(t). Na Figura 4.25 (a) e (b), obtida
para o valor de T'1 = 0.05, observa-se que a variancia é pequena levando a resposta ndo
deterministica do sistema a se aproximar da média aritmética. Ja a Figura 4.25 (c) e (d), obtida
para um valor de I'1 = 0.33, a variéncia é suficiente para modificar a resposta ndo deterministica

do sistema.

Figura 4.25 — Resposta no tempo ndo deterministica para a bifurcagdo do tipo Butterfly, com incerteza em : I'; =

0.05 (a) Va(t) (média) e (a) Va(t) (variancia); I'1 = 0.33 (c) Vi(t) (média) e (d) Va(t) (variancia). (2 =1.1)
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Cabe ressaltar que para I'1 < 0.1, o diagrama de bifurcacdo regido pelo polinémio de caos,
apresenta trés solugdes estaveis para o mesmo valor de I'1, assim como as bifurcagbes do
parametro nominal (preto) e da incerteza # =-6.6 (azul), mas apesar do comportamento analogo

ele ndo se comporta como a média das respostas, que seria posicionado entre as duas
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bifurcacdes deterministica, pelo contrério, ele se comporta como sendo um limite inferior ou
superior da Figura 4.24. A resposta ndo deterministica do polindmio de caos se tornar uma
ferramenta interessante para estimar diretamente a media da resposta dindmica, pelo menos, no

vale potencial pré-flambagem.

Ja a Figura 4.26 ilustra os diagramas de bifurcacdo do tipo Butterfly cujo o pardmetro de
controle agora é ¢. S&o representados tanto as bifurcagdes para o caso deterministicos quanto
para 0 ndo deterministico, sendo este obtido considerando os seis primeiros termos do
polindbmio de Legendre-Caos da equacéo (3.41), representado pela cor verde. Ja os diagramas
de bifurcacéo para o parametro nominal e para as incertezas, estdo representados pelas mesmas

cores relacionadas anteriormente na Figura 4.20.

Figura 4.26 — Diagramas de bifurcacdo deterministico e ndo deterministico do tipo Butterfly, com incerteza em 6.
(Q=11,1=4,p=-6,e£=0.1)
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Para se permitir a comparacao entre os diagramas de bifurcacdo, o diagrama para o caso nao
deterministico (verde) foi obtido considerando as mesmas condicGes de pré-carregamento. Para
a validagdo do método é necessdrio que a bifurcagdo ndo deterministica represente a
variabilidade do parametro ¢ no intervalo 3.6 < ¢ < 4.4, compreendido pelas curvas em

vermelho e em azul, respectivamente.

Analisando a Figura 4.26, observa-se que de forma anédloga ao parametro de controle $, o

diagrama para o caso ndo deterministico em o se comporta como a média dos limites analisados
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somente no trecho inicial da bifurcacdo, para I'1 < 0.32, e também tem um comportamento

diferente do trecho inicial a medida que se incrementa I'1.

A explicacdo para este comportamento deve-se a incorporacao da variancia das amostras na
resposta no tempo a analise, como ilustrado na Figura 4.27 que apresenta a média do processo,
dado por Vi(t), e a variancia da resposta, dada por V(t), para os valores de I't =0.05e I'1 =
0.8, respectivamente. Na Figura 4.27 (a) e (b), obtida para o valor de I'1 = 0.05, observa-se que
a variancia € quase nula levando a resposta ndo deterministica do sistema a se comporta como
a média aritmética das respostas. Ja a Figura 4.27 (c) e (d), obtida para um valor de I'1 = 0.8, a

variancia é o suficiente para modificar a resposta ndo deterministica do sistema.

Figura 4.27 — Resposta no tempo ndo deterministica para a bifurcagdo do tipo Butterfly, com incerteza em ¢: I'y =

0.05 (a) Vi(t) (média) e (a) Va(t) (variancia); 'y = 0.8 (c) Vi(t) (média) e (d) Va(t) (variancia). (Q = 1.1)
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A partir da Figura 4.26, observa-se que para I'1 < 0.19, o diagrama de bifurcacdo néo
deterministico (verde), apresenta trés solucBes periodicas estaveis para o mesmo valor de I'1,
assim como as bifurcac6es do parametro nominal (preto) e da incertezas em ¢ (azul e vermelha),
mas apesar do comportamento analogo ele ndo se comporta como a média das respostas nas
suas trés solugdes, que seria posicionado entre as duas bifurcacdes deterministica. O atrator
central se comporta com a média aritmética das respostas, j& os atratores da esquerda e direita

se comportam como sendo um limite inferior e superior, respectivamente, na Figura 4.26.

Na bifurcacdo do tipo Swallowtail o parametro de controle é «, na Figura 4.28 é ilustrado os
diagramas de bifurcacdo para o caso deterministicos e ndo deterministico do problema. Assim
como as outras andlises estocasticas do trabalho, serdo considerados os seis primeiros termos
do polinémio de Legendre-Caos da equacéo (3.41) para a construcéo do diagrama de bifurcacéo
para o caso ndo deterministico, representado pela cor verde. J& os diagramas de bifurcacdo para
o0 parametro nominal e para as incertezas, estdo representados pelas mesmas cores relacionadas

anteriormente na Figura 4.22.

Figura 4.28 — Diagramas de bifurcacdo deterministico e ndo deterministico do tipo Swallowtail, com incerteza
ema. (=11, 1=4,e£=0.1).

-0,4 | | | T
O 02 04 06 08 1
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De modo a comprovar a eficiéncia do método do polinémio de caos no estudo do problema néo
deterministico, comparam-se 0s diagramas de bifurcacéo deterministico com o diagrama obtido
para 0 caso ndo deterministico (verde) e considerando as mesmas condicbes de pré-
carregamento. Para a validacdo do meétodo é necessario que a bifurcacdo ndo deterministica

M. D. G. Silva Capitulo 4



D0134E16: Aplicabilidade do polindmio de caos para a analise das oscilages nédo lineares de um sistema... 83

represente a variabilidade do pardmetro a no intervalo -3.3 < o < -2.7, compreendido entre as

curvas em azul e em vermelho, respectivamente.

Analisando a Figura 4.28, observa-se que para a bifurcacao do tipo Swallowtail, o diagrama de
bifurcagdo para o caso estocastico € mais afetado com a incorporagédo da variancia das amostras
na resposta no tempo, ele se comporta como a média das respostas somente em um pequeno
trecho inicial da bifurcagao, quando I't < 0.04. Tendo um comportamento diferente desse trecho
inicial, a medida que se incrementa I'1. Observa-se que nesse trecho inicial (I't < 0.04), o
diagrama ndo deterministico, apresenta duas solucdes periddicas estaveis para 0 mesmo valor
de TI'1, assim como as bifurcagdes do parametro nominal (preto) e da incertezas em o (azul e

vermelha).

Cabe ressaltar que na regido onde a incerteza de « = -2.7 apresenta uma solucéo cadtica, o
diagrama de bifurcacdo regido pelo polinémio de caos, apresenta duas solucdes estaveis para o

mesmo valor de I'1, como ilustrado na Figura 4.28.

Assim como a bifurcacdo do tipo Butterfly, Figuras 4.24 e 4.26, a bifurcacdo do tipo
Swallowtail, Figura 4.28, possui um comportamento analogo em relacdo as suas bifurcactes
estocasticas. As mesmas apresentam incorporacdo a andlise do problema a varidncia das

amostras na resposta no tempo do sistema.

Na Figura 4.29 representa a resposta no tempo estocastica, para a bifurcacdo do tipo Swallowtail
incerteza em ¢, para I't = 0.04 e 0.65. Onde pode ser observado que para 0 primeiro caso a
variancia € pequena, levando a resposta ndo deterministica do sistema a se comportar com a
média das respostas deterministicas, ja para o segundo caso, a variancia é o suficiente para

modificar a resposta.

Apesar do comportamento analogo relacdo as suas respostas estocasticas, a bifurcacdo do tipo
Butterfly, se comporta da maneira esperada para amplitudes maiores de excitacdo harmonica
(I'1 < 0.32), ja a do tipo Swallowtail mostra ter uma sensibilidade maior ao incremento de Iy,

saindo da fronteira paramétrica para pequenas amplitudes de excitagdo harmonica (I'1 < 0.04).
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Figura 4.29 — Resposta no tempo ndo deterministica para a bifurcagdo do tipo Swallowtail, com incerteza em «:

I'; = 0.04 (a) V1i(t) (média) e (a) V(t) (variancia); I'y = 0.65 (c) V1i(t) (média) e (d) V(t) (varidncia). (Q = 1.1)
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4.2.3 Resposta no tempo e plano fase

Para avaliar a periodicidade das apresentadas nos diagramas de bifurcacdo anteriores, é
observando, a seguir, a resposta no tempo e os planos fases das respostas do modelo discreto
estudado. Deve-se ficar atendo a sensibilidade das condigdes iniciais, pois, em uma integracao
no tempo com condigdes inicias praticamente idénticas, ou seja, com pequenas variagcdes em
aproximacdo, podem divergir exponencialmente quando o movimento é cadtico (MILLON,
1991).

Analisa-se a resposta no espaco fase para os dois tipos de bifurcacdo: Butterfly e Swallowtail,
com as suas respectivas incertezas nos parametros. Deve-se observar quando o movimento for

periddico, ou seja, a Orbita representada no plano fase fornece uma curva fechada com um
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namero de secdes de Poincare, ou quando o movimento for cadtico, com drbitas que nunca se
repetem, apresentando um ndmero indeterminado de se¢des de Poincare. O mapeamento de
Poincare, que pode ser definido como uma sequéncia de pontos no espaco fase gerada pela
“perfuragdo” de uma superficie generalizada, ou plano inserido, no espaco fase por uma
trajetoria continua. Basicamente, esta técnica consiste em observar as coordenadas
determinantes da posicéao e velocidade a cada ciclo ou periodo da forca excitadora (MILLON,
1991).

Para qualquer tipo de resultado obtido nesta secdo é necessaria a integracdo ao longo do tempo
do sistema de equagOes diferenciais ordinaria de segunda ordem a partir de alguma método
numeérico. Neste trabalho a técnica escolhida é o método de Runge-Kutta de quarta ordem que

apresenta uma boa estabilidade numérica.

Cabe ressaltar que os planos fases e as respostas no tempo, para os dois tipos de bifurcacao
analisados neste trabalho, foram obtidos assim como as analises anteriores para determinados
valores de I'1, um pré-carregamento P, = 0.5, parametro de frequéncia Q = 1.1 e considerando
uma taxa de amortecimento &= 0.1. Os padrdes em relagdes as cores de relaciona cada valor de

incerteza também foi mantido.

Figura 4.30 — Planos fases e secdes de Poincare para vibragdes forgadas amortecidas do tipo Butterfly, para os

casos deterministicos e ndo deterministicos com incertezaem . (Q=1.1,8=4,12=4e£=0.1)
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Figura 4.30 — Continuacéo...
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A Figura 4.30 mostra as sec¢Oes de Poincaré, dadas pelos pontos marrons, e a resposta do plano
fase analisadas para as vibracGes forcadas amortecidas do tipo Butterfly para os casos
deterministicos e ndo deterministicos com incerteza em f. As relagdes de cores foram mantidas
de acordo com as secdes anteriores. Como pode ser observado, no estado permanente a resposta
obtida para os planos fases tanto para 0s casos deterministicos quanto para 0s ndo
deterministicos, para diversos valores de I'1, estdo em consonancia com os diagramas de
bifurcacdes da Figura 4.24, onde a medida que se incrementa os valores de I'1 diminui-se as
solugdes periddicas estaveis, como ilustrado na Figura 4.30(g) e (h), onde o plano fase possui

periodicidade unitaria.

Na Figura 4.30 (a) é ilustrado as se¢Bes de Poincare e as respostas do plano fase para I'1 = 0.05,
apresentando trés planos fase com periodicidade unitaria para o parametro nominal g = -6
(preto), S = -6.6 (azul), para = -5.4 (vermelho) e para o polinémio de caos (verde), todas as

Orbitas apresentam um plano fase com periodicidade unitéaria. No plano fase da Figura 4.30 (a)
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é possivel observar como a resposta ndo deterministica no vale potencial pré-flambagem
converge para a média entre os valores analisados. Para as respostas presentes no vale pés-
flambagem, a resposta ndo deterministica da Figura 4.30 (a) converge para limites superiores

ou inferiores das 6rbitas deterministicas avaliadas.

O comportamento da resposta estocasticas pode ser observado nas Figuras 4.30 (e), (f), (g) e
(h), onde o seu plano fase e se¢Bes de Poincare envolve os demais planos fase dos casos
deterministicos, atingindo assim valores maiores que os limites impostos pelas incertezas,
comportamento que se explica devido a incorporacdo da variancia das amostras na resposta no

tempo do sistema.

Os resultados da secdo de Poincare e plano fase para as vibracGes forcadas amortecidas do tipo
Butterfly para os casos deterministicos e ndo deterministicos com incerteza em ¢ sdo mostrados
a seguir, na Figura 4.31. A partir da Figura 4.31 pode-se observar que, de forma analoga a
incerteza em £, os resultados da secdo de Poincare e plano fase para as vibragfes forcadas
amortecidas do tipo Butterfly, estdo de acordo com a Figura 4.26, tanto para 0S casos

deterministicos quanto para 0s ndo deterministicos.

Na Figura 4.31(a) pode-se observar que, no estado permanente, a resposta obtida paraI'y = 0.04,
as secdes de Poincare e as respostas do plano fase apresentam trés orbitas com periodicidade
unitéria, tanto para os casos deterministicos quanto para o caso estocastico. Cabe ressaltar o
acréscimo de solucdes impostas pelas incertezas de ¢ = 3.6 (vermelho), quando I't = 0.19, e de
0 = 4.4 (azul), quando I'1 = 0.35, representado respectivamente, nas Figuras 4.31 (b) e (c), onde
as secdes de Poincareé e as respostas dos planos fase apresentam trés érbitas com periodicidade

unitaria para os dois valores de o.

A partir das Figuras 4.30 e 4.31 pode-se observar que a variagdo dos valores de f e 6 ndo afetam
na forma das respostas dos planos fase para as vibracées amortecidas do tipo Butterfly 8 medida
que se incrementa os valores de I'1, nota-se que a independentemente de qual pardmetro esta
sendo analisando, que os planos fases apresentam formato similar para os mesmos valores de
I'1. Quanto a resposta ndo deterministica, observa-se que quanto maior sdo os valores de I'1, 0
que propicia vibragdes de grande amplitude entre os vales pré e po6s-flambagem, a resposta
média do polindmio de caos ndo estara entre os limites do parametro analisado, prescrevendo

oOrbitas com valores superiores aos valores deterministicos por conta da consideracdo da

M. D. G. Silva Capitulo 4



dQ2(x) / dr

dQ2(x) / dr

D0134E16: Aplicabilidade do polindmio de caos para a analise das oscilages néo lineares de um sistema... 88

variabilidade que o método impde e por conta da variabilidade de solu¢fes que coexistem

simultaneamente.

03

0,2 -

-0,2

-0,3

Figura 4.31 — Planos fases e secdes de Poincaré para vibracdes forcadas amortecidas do tipo Butterfly para os

casos deterministicos e ndo deterministicos com incertezaem 6. (=11, =-6, A =4e £{=0.1)

0 ’. (’.

— =36
— =4
—_——d4

P.C

I ! I ! I
-0.8 -04 0 04 0.8

Q2(1)
(@ I'1=0.05

Q2(7)
(d)T1=0.35

dQ2(z) / dt

dQ2(t) / dt

0,3 —

0,2

-0,1

-0,2

0,3 -

-0.8

o4 o os
Q2(t)
(b) 1 =0.19

Q2(7)
(¢)I'1=0.30

As andlises dos planos fases e se¢Oes de Poincare para as vibragdes for¢adas amortecidas do

tipo Swallowtail, para os casos deterministicos e ndo deterministicos com incerteza em ¢, para

determinados valores de I'1 sdo apresentados na Figura 4.32. As relacGes de cores foram

mantidas de acordo com as secOes anteriores.

Como pode se analisar, no estado permanente, a resposta obtida para os planos fases tanto para
0s casos deterministicos quanto para os ndo deterministicos estdo em consonancia com 0s
diagramas de bifurcacgdes da Figura 4.28, ou seja, diminuindo o numero de solug6es periddicas

estaveis a medida que se incrementa o valor de I'1, como ilustrado na Figura 4.32.
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Figura 4.32 — Planos fases e se¢Ges de Poincaré para vibragdes forcadas amortecidas do tipo Swallowtail, para os

casos deterministicos e ndo deterministicos com incertezaemo. (=11, A =4e £=0.1)
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ParaT'1 = 0.04, Figura 4.32 (a), os resultados da secdo de Poincaré e plano fase apresentam duas
Orbitas com periodicidade unitaria, tanto para os casos deterministicos quanto para 0 nao
deterministico. Cabe ressaltar que a resposta estocastica se comporta com uma média dos
resultados apenas para um plano fase, para o plano fase das solucGes do vale potencial pos-
flambagem ele se comporta como um resultado limite, comportamento ja esperando quando se

analisa a Figura 4.28.

A medida que se incrementa os valores de I'y as respostas do plano fase, para o = - 2.7
(vermelho), apresentam uma Orbita com periodicidade unitaria, ja para o pardmetro nominal
(preto) e para a = - 3.3 (azul) elas apresentam duas Orbitas com periodicidade unitaria, conforme

ilustra as Figuras 4.32 (b) e (c).
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Assim como na andlise das respostas no tempo no caso ndo deterministico para a bifurcagdo do
tipo Butterfly, a do tipo Swallowtail se comporta com valores limites @ medida que se
incrementa a amplitude a excitacdo harmonica, Figura 4.32 (c), (d) e (e), onde a Orbita do plano
fase do caso ndo deterministico envolve as Orbitas dos casos deterministicos. A particularidade
na resposta estocastica aparece quando I'n = 0.6, onde ela apresenta uma Orbita com
periodicidade dupla, ou seja duas secbes de Poincaré, conforme pode ser observado com mais
clareza na Figura 4.33. Esses comportamentos ja eram esperados a partir da analise da Figura
4.28.

Figura 4.33 — Plano fase e se¢do de Poincaré para vibragdes forcadas amortecidas do tipo Swallowtail, para o

caso ndo deterministicos com o como pardmetro de controle, para 'y =0.16. (Q =1.1, A =4e £ =0.1)
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4.2.4 Bacias de atracdo dinamica das bifurcacdes do tipo Butterfly e
Swallowtail

Foram obtidas as bacias de atragdo dinamica através da equacéo (3.44), para os dois tipos de
bifurcagcdo avaliados neste trabalho e considerando-se as suas respectivas incertezas nos
pardmetros deterministicos. Para o tragado das bacias foi utilizado o método de Runge-Kutta
de quarta ordem, para calcular o atrator de cada ponto pertencente a um plano que varia 0s
deslocamentos e a velocidade do sistema discreto de [-1,1] e [-3,3], respectivamente. Os eixos
horizontais simbolizam a variagéo da condicdo inicial de deslocamento Q>(7) e enquanto 0s

eixos verticais varia-se a condi¢éo inicial de velocidade, dQx(7)/dz.
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Serdo analisadas as bacias dos dois tipos de bifurcagdo: Butterfly e Swallowtail, para
determinados valores de I'; e um pré-carregamento P, = 0.5, mantendo-se a frequéncia de
excitagdo, Q, constante no valor de 1.1, e considerando uma taxa de amortecimento ¢ = 0.1.
Este método, como no caso estatico, consiste em discretizar o plano desejado para calcular a
bacia de atracdo em um conjunto de células, avaliando a convergéncia dessas condi¢es iniciais

para um determinado atrator.

Para os dois tipos de bifurcagdo analisados: Butterfly e Swallowtail, ndo se obteve as bacias de
atracdo para o caso ndo deterministico por entender que as mesmas nao fariam sentindo em uma
comparagdo com 0s casos deterministicos, pois na analise ndo deterministica se obtém médias

e variancias enquanto que nas analises deterministicas se obtém deslocamentos e velocidades.

Visando uma analise mais clara do comportamento das bacias de atracdo da bifurcacéo do tipo
Butterfly, considerando a incerteza no parametro B, dividiu-se os diagramas de bifurcacdes

apresentado na Figura 4.18 em quatro Grupos, como pode ser observado na Figura 4.34

Figura 4.34 — Diagrama de bifurcac&o do tipo Butterfly, dividindo em Grupos, considerando as incertezas no
pardmetro B. (Q=1.1,8=4,12=4e£=0.1)
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Os Grupos | e 11 sdo as solugdes que convergem para o atrator direito (AD) nas bacias de atracéo
e serdo representados respectivamente pelas cores vermelho e amarelo. J& o Grupo llI

representam as solugdes que convergem para o atrator central (AC), sendo representadas pela
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cor preta. O Grupo IV sera representado nas bacias de atra¢do pela cor azul para indicar solu¢des

que convergem para o atrator esquerdo (AE).

A bifurcacéo do tipo Butterfly com o nivel de carregamento estatico igual 0.5, apresentam trés
solugdes periodicas estaveis, sendo uma delas trivial (AC), e duas solugdes instaveis,
independentemente de ser avaliada com parametro nominal ou com as incertezas em f ou 9,
como apresentado nas Figuras 4.5 e 4.7. Na Figura 4.35 estéo ilustradas as bacias de atracao
dindmicas para este mesmo pré-carregamento, considerando-se as incertezas no parametro f,

além de se avaliar varias amplitudes da excitacdo harmonica.

Figura 4.35 — Bacias de atracdo dinamicas para a bifurcagdo do tipo Butterfly, com incerteza no parametro 3,

para diferente valoresde I'1. (2 =1.1,6 =4,A=4e£=0.1)
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B e B B
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(d) I1=0.19;p=-54 (€) T1=0.19;B=-6 (f) T1=0.19; p=- 6.6

M. D. G. Silva Capitulo 4



D0134E16: Aplicabilidade do polindmio de caos para a analise das oscilages néo lineares de um sistema... 93

Figura 4.35 — Continuacéo...
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dQ,(c)/dt
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Figura 4.35 — Continuacéo...
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Nota-se, a partir da Figura 4.35, que & medida se que aumenta a amplitude da excitacdo

harmdnica, independentemente do valor da incerteza, maior é a tendéncia das condicdes iniciais

da bacia de atracdo se estabilizar no foco direito (regido de cor amarela) ou central (regido de

cor preta), minimizando a regido do foco esquerdo (regido de cor azul). Nota-se também que

com o incremento de I'y h4d uma reducdo no nimero de solugdes. Nas Figuras 4.35 (s) — (X)
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pode-se notar a reducao significativa na area das bacias de atracdo. A regido de cor branca das
bacias de atragdo corresponde as condices iniciais as quais as solu¢des tendem ao infinito.

Pode-se observar, a partir da Figura 4.35, que ha uma variacdo da distribuicdo dos atratores
dependendo da incerteza avaliada na bacia de atracdo dindmica. As bacias de atracdo geradas
para I''= 0.05 se estabilizam nos atratores AE, AC e AD para f=-6¢e = - 6.6, ja para
£ =-5.4 as condigdes iniciais convergem apenas para o AC, conforme ilustrado nas Figuras
4.35 (a) — (c). A medida que se incrementa I'1 maior é a tendéncia das condicdes inicias
convergirem para 0 mesmos atrator independentemente da variacdo da incerteza, como pode
ser observado nas Figuras 4.35 (s) — (x), onde todas as solu¢fes convergem para AD, o que é
um forte indicativo do quanto ha variabilidade tanto no parametro analisado quanto nas
condicdes iniciais estaveis do problema, o que contribui para o polindmio de caos divergir da

solucdo média com o incremento de I's.

Observa-se que nas Figuras 4.35 (b), (c) e (f), foram detectadas trés solucdes periddicas estaveis
dadas por trés cores distintas na janela de observacdo da bacia de atragédo, sendo duas delas
simétricas (AE e AD). Na Figura 4.35 (i) detectou-se quatro solucdes periddicas estaveis,
indicando ter uma solucédo periddica estavel a mais quando comparadas com as anteriores. Ja
as Figuras 4.35 (g), (h), (j), (k), (I), (m) e (n), possuem duas solucdes estaveis, enquanto as
demais bacias apresentaram apenas uma solucdo periodica estavel. Esse comportamento era
esperado quando se compara com os diagramas de bifurcacdes apresentados na Figura 4.34.
Cabe ainda ressaltar a particularidade para g = - 5.4, quando I'1 = 0.38, nesta bacia tem-se a
presenca de trés solugdes periodicas estaveis, isso acontece devido a bifurcacao dessa incerteza

com o incremento da amplitude harménica.

Juntamente com as bacias de atracdo foram analisados os fatores de integridades locais e globais
do sistema com bifurcacdo Butterfly com a incerteza em f. Os fatores de integridades estdo
apresentados pelas regides delimitada pelos circulos nas bacias de atracdo da Figura 4.35. O
fator de integridade local esta representado pela circunferéncia de cor branca, ja o fator de
integridade global esta representado pela circunferéncia de cor verde. Para cada Grupo foram
obtidos os valores e comportamentos dos fatores de integridade local e global. O valor dos

fatores de integridade, raio da circunferéncia, local e global, com a incerteza em £ para o
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diagrama de bifurcacdo do tipo Butterfly serdo analisados por Grupos, conforme apresentado
na Figura 4.34.

Na Tabela 4.3 estédo relacionados os valores dos fatores de integridade local (FIL) e fatores de
integridade global (FIG) para diversos valores de I'1 que fazem parte do Grupo | de bifurcagdes
da Figura 3.34.

Tabela 4.3 — Variacéo dos fatores de integridade local e global para a bifurcacdo do tipo Butterfly, incerteza em f

referente ao Grupo | da Figura 4.34.

Parametro | 1
5 0.0 0.05 0.1 0.19 0.21 0.27
B FIL|FIG|FIL|FIG|FIL|FIG]|FIL|FIG|FIL|FIG]|FIL]|FIG

-5.4 4 010|012 00  0OO)O0OO|0O}|O0CO]|O0OO}|00O0|O0CO]O00]O00

-6 4 0.13]0.22|0.11|0.18|0.08 | 0.0910.03|0.03| 00| 00 | 0.0 | 0.0

-6.6 4 0.14 1 0.27]0.14 | 0.2710.13 |0.22 | 0.15| 0.15]0.06 | 0.13 ] 0.0 | 0.0

Figura 4.36 — Fator de integridade para a bifurcacéo do tipo Butterfly, com incerteza em (3 referente ao Grupo I:
Fator de integridade (a) Local (b) Global

0,4 0,4
4 i B: -6
B=-54
0,31 0,3 1 B=-6.6
— Qo
L 0,2 1 = 0,2
01- 01-
0 Y T I T 0 t I I
0 0,1 0,2 0,3 0 0,1 0,2 0,3
rl rl
(a) (b)

Observa-se a partir da Tabela 4.3 que o fator de integridade, local e global, do Grupo I, paraum

mesmo do valor g, diminui com o incremento da amplitude da carga harmonica I'y, tornando-
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se nula para I'1 > 0.27, para qualquer valor dentre as incertezas no parametro £ como ilustra a
Figura 4.36.

Ainda a partir da Tabela 4.1 e da Figura 4.36, observa-se que o fator de integridade, local e
global, para determinados valores I'1, sofre uma significativa variagdo quando se considera a
incerteza no parametro £. Quando = —5.4 nao se tem solucBes estaveis para o Grupo I, ja com
L =—6.6, existem solugdes com variacdo dos fatores de integridade bastante significativa para

incrementos de I'1.

Ja na Tabela 4.4 estdo representados os valores dos fatores de integridade local e fatores de
integridade global para diversos valores de I'1 que faz parte do Grupo 11 de bifurcagdes da Figura
4.34.

Observa-se a partir da Tabela 4.4 que o fator de integridade, local e global, do Grupo II, para
um mesmo do valor g, aumenta para valores de I'r < 0.38, para qualquer valor dentre as
incertezas no parametro S, conforme ilustrado na Figura 4.37. 1sso ja era esperado ap0s observar
a perda de solucGes nas bacias de atracdo, para incremento maiores em I'y, Figuras. 4.35 (S) —
(x). Com a reducdo das solucdes estaveis, consequentemente ha reducdo nos fatores de

integridade, pois reduz-se assim as condicdes iniciais que tendem a se estabilizar no AD.

Tabela 4.4 — Variacéo dos fatores de integridade local e global para a bifurcacdo do tipo Butterfly, incerteza em f

referente ao Grupo 11 da Figura 4.34.

Parametro I'
5 0.21 0.30 0.38 0.52 0.7 0.9
B FIL|FIG|FIL|FIG|FIL|FIG|FIL]|FIG|FIL|FIG |FIL|FIG
54 4 017 03 1048 | 06110371064 1027| 10 ] 0.2 |064]0.15]|0.44
6 4 011 10221041 (056 04 101029 10] 0.2 | 0.39]10.16 | 0.33
6.6 4 0.06 | 0131036 | 051044 10 | 033059021 03 |0.14]|0.17

Ainda a partir da Tabela 4.4 e da Figura 4.37, observa-se que o fator de integridade, local e
global, para determinados valores I'1, sofre uma significativa variagdo quando se considera a

incerteza no parametro 4. H4 uma reducéo na area das condicdes iniciais que se estabilizam no
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atrator direito, a medida que se incrementa os valores de . Quando f=—-5.4 setem, FIL e FIG,

com raios maiores, ja para = —6.6 ha uma reducdo significativa nesses valores.

Figura 4.37 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Butterfly, com incerteza em B referente ao Grupo II:
Fator de integridade (a) Local (b) Global

FIG

0 T T T T T T T T T T T T T 0 T ‘ T | T | T ‘ T ‘ T | T
02 03 04 05 06 07 08 09 0,2 03 04 05 06 07 08 09
I I

(@) (b)

Na Tabela 4.5 estdo representados os valores dos fatores de integridade local e fatores de
integridade global para diversos valores de I'1 que fazem parte do Grupo 111 de bifurcagdes da
Figura 4.34.

Tabela 4.5 — Variacao dos fatores de integridade local e global para a bifurcacdo do tipo Butterfly, incerteza em f

referente ao Grupo |11 da Figura 4.34.

Parametro I':
5 0.0 0.05 0.19 0.30 0.38 0.43
B FIL|FIG|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL]|FIG
54 4 026 0261094 | 10 1 0.79| 10 | 0.07]0.09]0.05| 0.06 | 0.05]|0.08
6 4 02310231021 ({022)1079| 101|008 0.1 ] 0.0 0.0 0.0 0.0
66 4 02110211019 (021] 0.1 {0.14]0.08|0.08] 0.0 0.0 0.0 | 0.0

Observa-se a partir da Tabela 4.5 que o fator de integridade, local e global, do Grupo 111, para

um mesmo do valor g, diminui com o incremento da amplitude da carga harmonica I'y,

M. D. G. Silva Capitulo 4



D0134E16: Aplicabilidade do polindmio de caos para a analise das oscilages néo lineares de um sistema... 99

tornando-se nula para f=-6 e f=-6.6, quando I'1> 0.38, comportamento este representado
na Figuras 4.38. Isso ja era esperado, ja que para incremento de I'1 > 0.38 nessas duas incertezas,
existe apenas uma solucéo e ela tende a se estabilizar no atrator direito, conforme pode-se

observar nas Figuras 4.35 (q) e (r).

Figura 4.38 — Fator de integridade para a bifurcacéo do tipo Butterfly, com incerteza em f referente aoc Grupo IlI:
Fator de integridade (a) Local (b) Global

- p=-6 _
p=-54 B=-6
0,8 - p=-66 0,8 f=-54
| | =66
0,6 - 0,6 1
_ Q
TR TR
0,4 7 014 7
0,2 \] 0.2 ﬂ_/\
0 T T T T T 0 T ‘ T ‘ T I T |
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0 0,1 0,2 0,3 04 0,5
I [
(a) (b)

Ainda a partir da Tabela 4.5 e da Figura 4.38, observa-se que o fator de integridade, local e
global, para determinados valores I'1, sofre uma significativa variagdo quando se considera a
incerteza no parametro /. Ha uma reducdo na area das condi¢des iniciais que se estabilizam no
atrator central, @ medida que se incrementa os valores de S. Quando f=-5.4 se tem, FIL e

FIG, com raios maiores, ja para = —6.6 ha uma reducdo significativa nos valores dos raios.

Ja o Grupo IV apresenta um comportamento analogo ao Grupo I, ja que eles apresentam uma
relacdo de simetria nos diagramas de bifurcacdo, como pode ser observado na Figura 4.34. Na
Tabela 4.6 estdo relacionados os valores dos fatores de integridade local e fatores de integridade
para diversos valores de I'1 que fazem parte do Grupo IV de bifurcagdes da Figura 4.34.

Observa-se a partir da Tabela 4.6 que os fatores de integridade, local e global, do Grupo IV,
assim como do Grupo I, diminui com o incremento da amplitude da carga harmonica I'1, para

um mesmo do valor S. Tornando-se nula quando I't > 0.05 e I'n > 0.19 para f=-54¢
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S =—6, respectivamente, comportamento ilustrado na Figura 4.39. Isso ja era esperado ao
analisar as bacias de atracdo nas Figuras 4.35 (f) e (g), onde para esses parametros as condic¢oes
inicias tendem a se estabilizar nos atratores AC e AD.

Tabela 4.6 — Variagdo dos fatores de integridade local e global para a bifurca¢do do tipo Butterfly, incerteza em f
referente ao Grupo IV da Figura 4.34.

Parametro I':
5 0.0 0.05 0.1 0.19 0.21 0.25
B FIL|FIG|FIL|FIG|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL| FIG]|FIL]|FIG
54 4 010|012 00 | OO]J OO | 0O0O] 00O ]| O00O0]00]| 00 0.0 | 0.0
6 4 01310221014 (022 0.1 |0.13| 0.0 0.0 ] 0.0 0.0 0.0 0.0
6.6 4 014 | 027]1015(0.29]0.15{0.2410.16 | 0.22 ] 0.08 | 0.21 | 0.05 | 0.12

Figura 4.39 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Butterfly, com incerteza em [ referente ao Grupo 1V:
Fator de integridade (a) Local (b) Global

0,4 0,4
p=-6
| e |
p=-66
0,3 0,3 -
_ O
L 0,2+ ™ 0,2
0,1 - 0,1
0 T . : | 0 * I I '
0 0,1 0,2 0,3 0 0,1 0,2 0,3
I I
(@) (b)

Ainda a partir da Tabela 4.6 e da Figura 4.39, observa-se que o fator de integridade, local e
global, para determinados valores I'1, sofre uma significativa variacdo quando se considera a

incerteza no pardmetro S. De forma anéloga ao Grupo I, quando = -5.4 ndo se tem solugdes
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estaveis para o Grupo IV, ja com [=-6.6, existem solu¢cdes com variacdo dos fatores de

integridade bastante significativa para incrementos de I's.

Com o objetivo de analisar o comportamento dos fatores de FIL e FIG como um todo, unificou-
se a Figura 4.40, que retne todos os fatores de integridade, locais e globais, para o pardmetro
nominal = —6. Foi mantida na Figura 4.40 as relagOes de cores designadas para cada Grupo
da Figura 4.34.

Figura 4.40 — Fatores de integridade para a bifurcagdo do tipo Butterfly, para o pardmetro nominal p = -6

referente aos Grupos da Figura 4.34: Fator de integridade (a) Local (b) Global

1 1
| Grupo | i
Grupo Il
0,8 1 Grupo Il 0,8
Grupo IV
0,6 0,6 1
= o
L i (T
0,4 - 0.4 1
| 1 Grupo |
0,2 7\J 0,2 Grupo I
Grupo Il
\ s Grupo [V
0 —— 0 T \ T \
0 0,2 0,4 0,6 0,8 0 0,2 0,4 0,6 0,8
I, I
(a) (b)

A partir da Figura 4.40 pode-se observar que tanto os FILs, quanto os FIGs possuem 0 maiores
valores de raio, quando as solug¢des convergem para o Grupo Il (cor preta) para qualquer valor
de I'1 < 0.27. Cabe ressaltar que o maior valor para o FIL e FIG acontece no Grupo 11, quando
I't = 0.19, ja que para esse valor acaba os FILs e FIGs para os Grupos | e 1V, representados
respectivamente pelas cores vermelha e azul. Os valores dos FIL e FIG do Grupo II,
representado pela cor amarela, comegam a surgir quando terminam os FILs e FIGs do Grupo |
e IV. A partir das Figuras 4.34 e 4.40 pode-se observar que nas regides onde acabam as solugoes
periddicas estaveis para um determinado Grupo, comeca as solucdes periodicas estaveis em
outro Grupo. Isso reflete nos fatores de integridade, enquanto os FIL e FIG de um Grupo vai

diminuindo os de um outro Grupo vai aumentando, esse comportamento pode ser observado na
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Figura 4.40 entre o Grupo Il e I11, onde a medida que os FIL e FIG do primeiro aumentam os

do segundo diminuem,

Considerou-se a divisdo de Grupos para analise dos fatores de integridade, local e global, dos
diagramas de bifurcacéo do tipo Butterfly, considerando a incerteza no parametro 6. Na Figura

4.41 apresenta a divisdo dos trechos dos diagramas de bifurcacdo em quatro Grupos.

Figura 4.41 — Diagrama de bifurcacéo do tipo Butterfly, dividindo em Grupos, considerando as incertezas no
pardmetro 6. (Q=1.1,B=-6,A=4e£=0.1)

1,5

1-

Grupo |

b

Grupo |l

0 — ]
1 Grupolll

054N

Grupo IV
-1 ! \ ' \ \ ! | '
o 02 04 06 08 1
I

A divisdo da Figura 4.41 seguiu 0 mesmo padrdo da Figura 4.34, onde os Grupos | e Il serdo
representados nas bacias de atracdo pelas cores vermelho e amarelo, respectivamente. As
solucgdes desse Grupo convergem para o atrator direito do caminho de equilibrio ndo linear,
Figura 4.7. Ja o Grupo Ill, representado pela cor preta, sdo as solu¢es que convergem para o
atrator central da Figura 4.7. Por fim, tem-se o Grupo IV que indica as solucdes que convergem

para o atrator esquerdo, representado nas bacias de atracdo pela cor azul.

A Figura 4.42 ilustra as bacias de atracdo dindmica, considerando o pré-carregamento estatico

de P, = 0.5, as incertezas no parametro e a variacdo da amplitude de excitagdo dindmica I'z.
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Figura 4.42 — Bacias de atracdo dinamicas para a bifurcacdo do tipo Butterfly, com incerteza no parametro 3,

para diferente valoresde I'. (Q=1.1,3=-6,A=4e £=0.1)

-3 T '3 1 T -3 1
Q,(x) Q@ Q,(x)
(a) T1=0.05; 5= 3.6 (b) T1=0.05;5=4 (c) T1=0.05; & = 4.4

Q,(7) Q,(1) Qy(7)

(d) T1=0.19; 5= 3.6 (€) I1=0.19;5=4 (f) T1=0.19; 5= 4.4

-3 T -3 T T -3 T
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1
Q,(1) Qy(7) Q1)
(g) [1=0.3;5=3.6 (h) [1=0.3;56=4 (i) [1=0.3;6=44
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Figura 4.42 — Continuacéo ...

dQ,(c)dt

Q) T Q,(x)
(1) T1=0.35; 6 = 4.4

3 3 3
2 2 2;
- D - > D
= o = o T o-
g g g
-1 -1 -1
-2 -2 - -2 -
-3 [ -3 - r -3 !
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1
Q,(t) Q,(1) Qy(r)
(m) I'1=0.8;6=3.6 (n) T'1=08;6=4 (0)I'1=08;6=4.4

Observa-se, a partir da Figura 4.42, que a incerteza no parametro 6 na bifurcacdo do tipo
Butterfly apresenta uma menor influéncia nas distribui¢es das condic¢des iniciais da bacia de
atracdo entre os atratores, quando comparado com a incerteza no parametro S dado pela Figura
4.35. Para os valores das excitagdes harmonicas analisadas, a unica particularidade aparece
quando analisa-se a bacia de atracdo dindmica para I't = 0.19, onde para 6 = 3.6 a bacia de
atracdo gerada apresenta trés cores, ou seja, trés solucdes periddicas estaveis, que se estabiliza
no AE (regido em azul), AC (regido em preto) e AD (regido em vermelho). J& para o parametro
nominal, 6= 4, e para 0 caso com incerteza, 6= 3.6, as bacias geradas apresentam somente uma

cor, ou seja, somente uma solucéo periddica estavel, que se estabiliza no atrator central — AC.

De maneira analoga as bacias de atracdo dinamica para a bifurcacdo do tipo Butterfly com
incerteza no parametro em P, as bacias geradas com a incerteza em ¢, Figura 4.42, a medida

que se incrementa I'; maior € a tendéncia das condigdes iniciais convergirem para 0s atratores
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a direita e/ou central, independentemente da variagdo da incerteza, como pode ser observado
nas Figuras 4.42 (g) — (0). Cabe ressaltar também a reducéo significativa na area das bacias de

atracdo com o incremento de I'z.

Para I't = 0.35 a bacia de atragdo dindmica, independentemente da variagdo da incerteza o,
apresenta trés solugdes estaveis periddicas, isso deve-se a duplicacdo de solugdes presente no
diagrama de bifurcacéo para esse valor de I';, como pode ser observado na Figura 4.41, sendo
que duas dessas solucgdes pertencem ao Grupo Il (AC) e uma pertence ao Grupo Il (AD).
Particularmente neste caso para as soluc6es do Grupo |1l foram usadas além da cor preta, a cor
cinza para representar as solugdes que convergem para o atrator central, como pode ser
observado na Figura 4.42 (j) — (I).

Também na Figura 4.42 estdo representados os fatores de integridade locais e globais das bacias
de atracdo dinamica da bifurcacdo do tipo Butterfly com a incerteza em o, representados pelas
cores branca e verde, respectivamente. O valor dos fatores de integridade, raio da
circunferéncia, local e global serdo analisados por Grupos, conforme apresentado na Figura
4.41.

Na Tabela 4.7 estéo relacionado o valores dos FIL e FIG para os diversos valores de I'1 que

fazem parte do Grupo | de bifurcacbes da Figura 4.41.

Tabela 4.7 — Variaco dos fatores de integridade local e global para a bifurcacéo do tipo Butterfly, incerteza em &

referente ao Grupo | da Figura 4.41.

Parametro 1
5 0.0 0.05 0.1 0.15 0.19 0.21
B FIL|FIG|FIL|FIG|FIL|FIG|FIL]|FIG|FIL|FIG]|FIL]|FIG
36 6 015102410121 0.22]0.09 |0.10]0.07 | 0.08]0.06| 0.081]0.04]0.06
4 6 01310221011, 0.1810.08|0.0910.03|0.03}) 0.0 0.0 0.0 0.0
4.4 6 0.12 | 0.200.10|0.13}|0.05|0.06] 0.0 | OO ] 0.0 | 0.0 0.0 | 0.0

A partir da Tabela 4.7 pode-se observar que os FIL e FIG do Grupo I, para um mesmo valor de
o0, diminui com o incremento de I'1, tornando-se nula para o parametro nominal, 0 = 4, e para a

incerteza, 6 = 4.4, quando I'1 > 0.15, como ilustra a Figura 4.43. 1sso j& era esperado ao analisar
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a Figura 4.41 e 4.42 (d) — (f), onde mostra que para valores de I'1 > 0.15, somente 6 = 3.6

apresenta solucgdes que convergem para o atrator a direita (Grupo 1).

Cabe ressaltar que os FIL e FIG relacionados na Tabela 4.7, sofre uma variagdo pequena nos
seus valores, quando comparados ao mesmo Grupo | da bifurcacdo do tipo Butterfly com

incerteza em g, Figura 4.36.

Figura 4.43 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Butterfly, com incerteza em & referente ao Grupo I:
Fator de integridade (a) Local (b) Global

0,2 0,3
1 — =36 1
5=4 0,25
0,16 5= 4.4 |
| 0,2 +
0,12 - i
I O
= = 0,15
0,08 - h
i 0,1
0,04 - 0,05 -
0 T ‘ T ‘ T I T ‘ T 0 T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25
I L
@ (b)

Ja na Tabela 4.8 estdo representados os valores dos FIL e FIG para diversos valores de I'1 que

faz parte do Grupo Il de bifurcacdes da Figura 4.41.

Tabela 4.8 — Variacdo dos fatores de integridade local e global para a bifurcacéo do tipo Butterfly, incerteza em

referente ao Grupo Il da Figura 4.41.

Parametro I':
5 0.21 0.30 0.38 0.52 0.7 0.8
B FIL|FIG|FIL|FIG|FIL|FIG|FIL]|FIG|FIL|FIG |FIL|FIG
36 6 0100191039 (053036 | 08 [030| 0.8 |0.22| 0.36|0.19 ]| 0.33
4 6 011 10221041 (056 04 10 1029 | 10| 0.2 | 0.39 |]0.18 | 0.37
4.4 6 0150241049 (058|045 | 10 027 | 1.0 J0.18 | 0.45 | 0.17 | 0.41
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A partir da Tabela 4.8 foi construida a Figura 4.44, que representa o comportamento dos FIL e
FIG para diversos valores de I'1 que faz parte das bifurcagcdes do Grupo Il representados na
Figura 4.41. Observa-se, a partir da Tabela 4.8 e da Figura 4.44, que para o Grupo II, os FILs,
para um mesmo valor de 6 aumenta para I'1 < 0.30, ja para I'1 > 0.30 ha uma redug&o nos FILs.
Essa reducdo deve-se a perda de solugdes com o incremento de I'1, como pode ser observado
na Figura 4.42 (m) — (0). Ja os FIGs aumentam para um mesmo valor de & para I'1 < 0.52,

guando se incrementa mais que este valor ha uma reducéo significativa nos seus valores.

Figura 4.44 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Butterfly, com incerteza em & referente ao Grupo Il:
Fator de integridade (a) Local (b) Global

0,8
0,6
— o |
L LL
0,4 4
0,2+
- 0 \ I \ \
0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 02 03 04 05 06 07 08
I I
(@) (b)

Os FILs e FIGs que fazem parte das bifurcagdes do Grupo 11, da Figura 4.41, estdo relacionados
na Tabela 4.9. Observa-se que para I'1 < 0.1 os FILs e FIGs possuem 0s mesmos valores,
independentemente, do valor de 6. J& para I't = 0.19 eles apresentam uma variagdo de valores
dependendo do valor de o, essa variagdo deve-se a presenca de trés solugdes periodicas estaveis
para ¢ = 3.6, 0 que leva a uma reducgdo dos FILs e FIGs para essa bifurcagdo. J& para 6=4 e
4.4 ha um aumento pontual na area das regides dos FIL e FIG, ja que as mesmas apresentam
apenas uma solucdo periodicas estavel para I'y = 0.19. Este comportamento dos fatores de
integridade, local e global, para a bifurcacdo do tipo Butterfly com incerteza no parametro o,

referente ao Grupo I, esté ilustrado na Figura 4.45.
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Tabela 4.9 — Variacdo dos fatores de integridade local e global para a bifurca¢éo do tipo Butterfly, incerteza em
referente ao Grupo |1l da Figura 4.41.

Parametro I':
5 0.0 0.05 0.1 0.19 0.25 0.30
B FIL|FIG|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL| FIG]|FIL]|FIG
36 6 02310231021 (1022|10.17(023]0.11({0.13]010| 0.1210.09]| 0.1
4 6 0.2310.23]10.21(0.22]0.17 | 0.2310.79 1 051 081]0.08| 0.1
4.4 6 0.2310.2310.21 |0.23]0.17 | 0.23]0.79 1 05110811009 0.1

Figura 4.45 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Butterfly, com incerteza em 6 referente ao Grupo IlI:
Fator de integridade (a) Local (b) Global

FIL
FIG

0 0,1 0,2 0,3 0 0,1 0,2 0,3

(@) (b)

Ja o Grupo IV por apresentar uma relagdo de simetria com o Grupo | nos diagramas de
bifurcacéo ilustrados na Figura 4.41, possuem um comportamento analogo em relacéo aos seus
FILs e FIGs. Conforme pode-se observar na Tabela 4.10 e na Figura 4.46 os fatores de
integridade, local e global, diminuem com o incremento da amplitude da carga harménica I'y,
para um mesmo do valor ¢, tornando-se nula para I'' > 0.1 e I'1 > 0.15 respectivamente, para &

=44e5=4.
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Tabela 4.10 — Variacdo dos fatores de integridade local e global para a bifurcacéo do tipo Butterfly, incerteza em
d referente ao Grupo 1V da Figura 4.41.

Parametro I':
5 0.0 0.05 0.1 0.15 0.19 0.25
B FIL|FIG|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL| FIG]|FIL]|FIG
36 6 0.15/024]1015(0.24]10.11{0.1410.07 | 0.08 10.06 | 0.08 | 0.04 | 0.06
4 6 0131022014022} 0.1 {0.13]0.03{0.03] 0.0 0.0 0.0 | 0.0
4.4 6 0.12 | 0.201 0.10 | 0.13]1 0.05|0.06 | 0.0 0.0 ] 0.0 0.0 0.0 0.0

Cabe ressaltar que os FILs e FIGs relacionados na Tabela 4.10, sofre uma variacao pegquena nos
seus valores, quando comparados ao mesmo Grupo IV da bifurcagdo do tipo Butterfly com
incerteza no parametro g, Figura 4.39. Isso ja era esperado ao comparar os diagramas de
bifurcacdo gerados pelas incertezas em f e o, ilustrados, respectivamente nas Figuras 4.34 e
4.41, onde nota-se que as incertezas em f causam uma significativa variacdo de comportamento
das bifurcacdes quando comparada as incertezas no parametro ¢, que possui na maioria dos
seus trechos um comportamento semelhante nos diagramas de bifurcacdo, como pode-se

observar na Figura 4.41.

Figura 4.46 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Butterfly, com incerteza em & referente ao Grupo IV:
Fator de integridade (a) Local (b) Global

0,2
0,15 1
—
o 0,14
0,05
0 T T T T T T T T T 0 T [ T [ T ] T T T
0 0,05 0.1 0,15 0,2 0,25 0 0,05 0.1 0,15 02 0,25
I, T,
€) (b)

M. D. G. Silva Capitulo 4



D0134E16: Aplicabilidade do polindmio de caos para a analise das oscilages néo lineares de um sistema... 110

Objetivando a andlise do comportamento dos fatores de integridade, local e global, como um
todo, gerou-se a Figura 4.47, que retne todos os FILs e FIGs para o pardametro nominal
o= 4, para a bifurcacdo do tipo Butterfly, mantendo a relacdo de cores designadas para cada

Grupo de bifurcagdes da Figura 4.41.

Figura 4.47 — Fatores de integridade para a bifurcacéo do tipo Butterfly, para o pardmetro nominal & = 4 referente

aos Grupos da Figura 4.41: Fator de integridade (a) Local (b) Global

i Grupo | i
Grupo Il
i Grupo Il i
08 Grupo IV 0.8
0,6 0,6
= o
T | T
0,4 - 0,4 4
) | Grupo |
B - Gr Il
0.2 0.2 erﬁgz I
\ i Grupo IV
0 —~ ‘ ‘ 0 \ \ I—
0 0,2 0,4 0,6 0,8 0 0,2 0.4 0,6 0,8
I I
(@) (b)

Os FILs e FIGs da Figura 4.47 possui um comportamento semelhante aos respectivos fatores
de integridade da Figura 4.40, isso j& era esperado por se tratar do mesmo diagrama de
bifurcacdo, pois em ambas as figuras foram mantidos os valores dos pardmetros nominais,
P=—6¢e 6=4. A partir da Figura 4.47 pode-se observar que, os fatores de integridade, locais e
globais, possuem uma relagdo inversamente proporcional entre os Grupos, ou seja, a medida
que um Grupo tem um aumento nos seus FILs e FIGs, outro Grupo que possui solugdes
periodicas estaveis para 0 mesmo valor de I'; tem os seus FILs e FIGs diminuidos. Esse
comportamento pode ser observado na Figura 4.47 no trecho onde 0.1 <I'1<0.2, onde a medida
que se diminui os FILs e FIGs do Grupo | e IV, representados respectivamente pelas cores
vermelha e azul, aumentam FILs e FIGs, do Grupo 111, representado pela cor preta, atingindo
assim os seus valores maximos para o FIL e FIG. Isso se deve ao fato da area total da bacia de
atracdo das Figuras 4.42 (g) — (I) manterem nesse intervalo de I'; praticamente a mesma area,

ou seja, 0 que ocorre € uma redistribuicdo entre os fatores de integridade.
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Também visando uma andlise sobre aos fatores de integridade, local e global, das bacias de
atracdo da bifurcacao do tipo Swallowtail, considerando a incerteza no parametro ¢, dividiu-se
os diagramas de bifurcacdo da Figura 4.22 em trés grupos, como pode ser observado na Figura
4.48.

O Grupo | séo as solucdes que convergem para 0 AD nas bacias de atracdo e sera representada
pela cor azul. O Grupo I, representado pela cor preta, sdo as solugdes que convergem para o
AC, j& o Grupo Il seré representado nas bacias de atracdo pela cor vermelha para indicar as
solugdes que se estabilizam no AE.

A bifurcacdo do tipo Swallowtail com o nivel de carregamento estatico igual 0.5 apresentam
trés posicdes de equilibrio, duas estaveis, sendo uma delas o caminho fundamental, e uma
instavel, independentemente de ser avaliada com o pardmetro nominal ou com as incertezas no
pardmetro «, como apresentado nas Figuras 4.6 e 4.12. Na Figura 4.49 estdo ilustradas as bacias
de atracdo dinamicas para este mesmo pré-carregamento, considerando-se as incertezas no

parametro «, além de se avaliar varias amplitudes da excitacdo harménica.

Figura 4.48 — Diagrama de bifurcacdo do tipo Swallowtail, dividindo em grupos, considerando as incertezas no
pardmetro a. (Q=1.1, A =4e £=0.1)

Grupo Il

Grupo |
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~ “ @ o=-27
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Figura 4.49 — Bacias de atracdo dindmicas para a bifurcacéo do tipo Swallowtail, com incerteza no parametro a,

para diferente valores de I'1. (=11, A =4e £=0.1)
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Qy(1) Q,(1) Q,(1)
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Figura 4.49 — Continuacéo ...
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Nota-se, a partir da Figura 4.49, que a medida se que aumenta a amplitude da excitacdo
harmdnica, independentemente do valor da incerteza, maior é a tendéncia das condices iniciais
da bacia de atracdo se estabilizar no Grupo Il (regido preta da Figura 4.49). Nota-se também
que, assim como a bifurcacéo do tipo Butterfly, as bacias dindmicas para a bifurcacdo do tipo
Swallowtail sofrem uma reducdo na sua area com o incremento de I'1. Nas Figuras 4.49 (m) —
(0) pode-se notar a reducéo significativa nas solucGes das bacias de atracdo. Na Figura 4.49 (d)
essa reducdo no numero de solucGes é maior devido a solugéo caotica que apresenta a bifurcacédo
do tipo Swallowtail para o. = -2.7 quando I'1 = 0.16, conforme apresentado na Figura 4.48. A
regido de cor branca das bacias de atragdo corresponde as condicfes iniciais as quais as solugdes

tendem ao infinito e ndo convergem pra nenhum atrator conhecido.

Observa-se nas Figuras 4.49 (a) — (c) que foram detectadas duas solugfes periddicas estaveis,

dada por duas cores distintas na janela de observacéao da bacia de atracdo. Para 0.04 <T'1 <0.27
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as bacias de atracdo tendem a continuar com duas solucdes periddicas estaveis apenas para = -

3 e -3.3, conforme ilustrado nas Figuras 4.49 (e), (f), (h) e (i).

Na Figura 4.49 (I) foram detectadas trés solucbes periddicas estaveis, sendo duas solugdes do
Grupo | e uma solucéo do Grupo Il. Neste caso diferente do apresentado para o caso Butterfly
com incerteza no parametro o, dado nas Figuras 4.42 (j) — (I), manteve-se a mesma cor para as
solucgdes periodicas estaveis do Grupo | (regido azul da Figura 4.49), pois, o seu plano fase
apresenta uma Unica orbita com duas se¢fes de Poincaré, conforme ilustrado na Figura 4.32

(d), diferente do caso anterior que possuia duas 6rbitas, conforme ilustrado na Figura 4.31 (d).

Juntamente com as bacias de atracdo foram analisados os FILs e FIGs para a bifurcacédo do tipo
Swallowtail com a incerteza no parametro «. Os fatores de integridades estdo apresentados
pelas regides delimitada pelos circulos nas bacias de atracdo da Figura 4.49. O fator de
integridade local esta representado pela circunferéncia de cor branca, ja o fator de integridade
global esta representado pela circunferéncia de cor verde. Para cada grupo apresentado na

Figura 4.48 foram obtidos os valores dos fatores de integridade local e global.

Na tabela 4.11 e 4.12 estdo relacionados os valores dos FILs e FIGs para os diversos valores de

I'1 que fazem parte respectivamente, do Grupo | e 111.

Observa-se a partir das Tabelas 4.11 e 4.12 que os FILs e FIGs, para os dois grupos, diminuem
com o incremento da amplitude da carga harmonica I'1, para um mesmo valor de «. Ainda a
partir da Tabela 4.11 e da Figura 4.50, observa-se que os FILs e FIGs do Grupo I, para'1< 0.1
possuem uma pequena variagcdo quando se considera a incerteza no parametro «. Tornando-se

nulaparal1>0.13e a=-2.7.

Tabela 4.11 — Variagéo dos fatores de integridade local e global para a bifurcagdo do tipo Swallowtail, incerteza

em o referente ao Grupo | da Figura 4.48.

Parametro I
0.0 0.04 0.1 0.16 0.26 0.32
o FIL|FIG|FIL|FIG]|FIL|FIG]|FIL|FIG|FIL|FIG]|FIL|FIG
27 0.17 1030]015|034]|023{095] 00 | 00]00]| 00]00] 00
3 0.17 1 034]1015|034]021({092]0.13|0.79]|0.06| 0.06] 00 | 0.0
33 0.16 | 0.38]0.16 | 0.35]0.21 {090]0.21 |0.78]0.07 | 0.16 | 0.02 | 0.03
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Tabela 4.12 — Variacdo dos fatores de integridade local e global para a bifurcacéo do tipo Swallowtail, incerteza
em o referente ao Grupo 111 da Figura 4.48.

Parametro I':
0.0 0.01 0.02 0.03 0.04
o FIL|FIG|FIL]FIG]|FIL|FIG]|FIL]|FIG]|FIL| FIG
27 0.12 1 0.1310.11/0.13]0.11{0.15]0.10 { 0.15]0.09 | 0.15
3 0.10 | 0.10]0.10 | 0.12]0.09 | 0.13]0.09 | 0.13]0.08| 0.12
33 0.09 1009]009(0.10]0.08|0.1210.08|0.09]0.04| 0.06

Figura 4.50 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Swallowtail, com incerteza no parametro a referente
ao Grupo |: Fator de integridade (a) Local (b) Global

0,25 1
i o=-2.7
a=-3
0,2 o=-33 0,8 1
0,15 - 0,6
- | O]
T8 o
0,1+ 0,4+
0,05 0,2 1
0 0,1 0,2 0,3 ,
I I

1 1
(@ (b)
Figura 4.51 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Swallowtail, com incerteza no pardmetro o referente
ao Grupo Il1: Fator de integridade (a) Local (b) Global
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—
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Jano Grupo Il a variagdo nos valores de FILs e FIGs é menor ainda, por se tratar de um trecho
pequeno do diagrama de bifurcacdo, os valores permanecem praticamente 0S mesmos,

conforme ilustrado na Figura 4.51.

Ja na Tabela 4.13 estdo representados os valores dos fatores de integridade local e fatores de
integridade global para diversos valores de I'1 que faz parte do Grupo 11 de bifurcagdes da Figura
4.48.

Tabela 4.13 — Variagéo dos fatores de integridade local e global para a bifurcagdo do tipo Swallowtail, incerteza

em o referente ao Grupo 1l da Figura 4.48.

Parametro I'1
0.16 0.26 0.32 0.5 0.65 0.7
« FIL|FIG|FIL|FIG|FIL|FIG|FIL|FIG|FIL]|FIG]|FIL|FIG
27 00 [015]039/092]1031(0911]0.16 |0.90]0.07| 0.60]0.05]| 0.35
3 0.14 {1 0.28]1033/0.48]10.3110901]0.15|0.85]|0.05| 0.28 | 0.03|0.28
33 0.05/020]1025/043]0.260.48]0.140.41]0.03|0.19] 0.0 | 0.16

Figura 4.52 — Fator de integridade para a bifurcacdo do tipo Swallowtail, com incerteza no pardmetro o referente
ao Grupo IlI: Fator de integridade (a) Local (b) Global

0,4 1
a==-2.7
T o=-3
o=-33
0,3 -
— )
o 021 m
0,14
| i a=-33
0 T T T T T T T T T T 0 I I [ I I !
0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7
I L
(@) (b)

Observa-se a partir da Tabela 4.13 que o fator de integridade, local e global, do Grupo I, para
um mesmo do valor «, aumenta para valores de I'1 < 0.32, para qualquer valor dentre as

incertezas no parametro «, conforme ilustrado na Figura 4.52. Isso ja era esperado apés
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observar a diminui¢do das condigdes iniciais estaveis que sdo atraidas pelas solucBes estaveis
das bacias de atracdo, para incremento maiores em I'1, Figuras 4.49 (m) — (0). Com a redugéo
das solucdes estaveis, consequentemente ha reducdo nos fatores de integridade, pois reduz-se

assim as condic¢des iniciais que tendem a se estabilizar no Grupo II.

Ainda a partir da Tabela 4.13 e da Figura 4.52, observa-se que o fator de integridade, local e
global, para determinados valores I'1, sofre uma significativa variagdo quando se considera a
incerteza no parametro «. Ha uma reducédo na area das condices iniciais que se estabilizam no
Grupo I1, a medida que se incrementa os valores de o. Essa variagdo € mais evidente no FIG,
quando o =-2.7 se tem FIG com raios maiores, ja para o = —3.3 h& uma reducéo significativa

nos valores desses raios.

Assim como as analises dos FILs e FIGs para a bifurcagdo do caso Butterfly nos parametros
nominais, e o, analisa-se os FILs e FIGs para a bifurcacdo do caso Swallowtail para o
parametro nominal « = -3, ilustrado na Figura 4.53, onde as rela¢Ges de cores designadas para

0s trés Grupos da Figura 4.48 foram mantidas.

Figura 4.53 — Fatores de integridade para a bifurcacdo do tipo Swallowtail, para o pardmetro nominal o = -3

referente aos Grupos da Figura 4.48: Fator de integridade (a) Local (b) Global
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A partir da Figura 4.53 pode-se observar que os FILs e FIGs possuem 0s maiores valores,
quando as solucdes periddicas estaveis convergem para o Grupo I, representado pela cor preta,

este por sua vez tem atinge o seu maior valor para I'1 = 0.32, valor este quando o Grupo I,
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representado pela cor azul, termina. A relacdo inversamente proporcional entre os fatores de
integridade, local e global, também pode ser observado para o caso Swallowtail, onde a medida
que as curvas do FIL e FIG do Grupo | diminui, as curvas do Grupo Il aumentam, conforme

ilustrado na Figura 4.53.
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CAPITULO5
CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste capitulo sdo apresentadas as conclusfes sobre o comportamento dindmico néo linear do
modelo mecénico sujeito a flambagem, bem como a aplicabilidade do polindbmio de caos no
sistemas, analisadas de acordo com os resultados apresentados no Capitulo 4, seguidas de

algumas sugestdes para trabalhos futuros.

Com o objetivo de avaliar a influéncia das incertezas dos parametros fisicos e geométricos nas
vibracOes néo-lineares e na estabilidade de sistemas mecéanicos sujeito a flambagem, bem
como a aplicabilidade do polindmio de caos generalizado para o estudo das aleatoriedade
deste sistema, foram feitas diversas analises para a bifurcacdo simétrica instavel do tipo

Butterfly e para a bifurcacdo assimétrica instavel do tipo Swallowtail.

Primeiramente foram investigadas as respostas deterministicas para 0s parametros nominais e
para as incertezas que definem a mola ndo linear do sistema estudado para os dois tipos de
bifurcacdo, Butterfly e Swallowtail, obtendo assim seus respectivos digramas de bifurcacao,

planos fases, bacias de atragéo e fatores de integridade, local e global.

Devido a presenca de aleatoriedades, o problema abordado é estocéstico, de forma que, a
discretizacdo do campo aleatorio é feita utilizando o0 método do polindmio de Legendre-Caos,
que transforma a equacdo diferencial parcial estocastica em um conjunto de equacdes

diferenciais parciais deterministicas, que incorporam a aleatoriedade do sistema.

A incerteza é analisada considerando-se a aleatoriedade nos pardmetros, pe o, para a
bifurcacdo do tipo Butterfly e no pardmetro a, para a bifurcacdo do tipo Swallowtail. Esses

parametros definem o comportamento da mola ndo linear do sistema mecénico estudado.

Sendo assim foram investigadas também as respostas ndo deterministicas das duas
bifurcacdes analisadas, com seus respectivos parametros nominais e incertezas, para efeito
comparativo com as respostas ndo deterministicas, de forma que a partir dos resultados

obtidos tem-se que as principais conclusdes deste trabalho séo:
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+ Na andlise deterministica ndo linear estatica, a incerteza proposta nos parametros de
rigidez da mola néo linear ndo modifica o tipo de bifurcacdo, o comportamento pos-
critico dos sistemas discretos e o valor da carga critica. Apenas o valor da carga
minima pos-critica dos diagramas de bifurcacédo ¢ alterado com a incerteza, levando
a mudancas na coexisténcia entre solugdes pds criticas com a solucdo fundamental,

principalmente, no caso da bifurcacdo Swallowtail;

¢ As bacias de atracdo obtidas na analise deterministica ndo linear estatica
apresentaram erosdo e o decréscimo dos fatores de integridade, local e global, para
as solugdes triviais com o incremento do carregamento estatico, para ambos 0s casos
de bifurcacgdo investigados. Ja para as solucbes pos-criticas, os resultados ilustraram
que os fatores de integridade, local e global, aumentaram com o incremento do

carregamento estatico;

+ Quanto a anélise deterministica estatica da incerteza nos parametros de rigidez da
mola ndo linear do sistema mecanico, observou-se que a maior variabilidade
detectada nas solucGes pos-criticas de ambos os casos de bifurcagdo ocorreu para
valores de carregamento entre o minimo pds-critico e a carga critica,
consequentemente, os fatores de integridade, local e global, apresentaram maior

dispersao nos seus valores para esta regiao;

¢ Os diagramas de bifurcacdo do tipo Butterfly, para a analise deterministica
dindmica, sofrem maior modificacdo em relacdo as incertezas quando ela é avaliada
no pardmetro p. Dependendo da incerteza em S pode surgir mais solucdes
periddicas estaveis quando comparado as solugdes obtidas para o parametro
nominal. J& as incertezas impostas no parametro Jpouco modificam o
comportamento do diagrama de bifurcacdo, tendo assim um comportamento analogo

ao parametro nominal;

¢ Assim como a bifurcacdo do tipo Butterfly, a Swallowtail também ¢ afetada de
forma significativa em relacdo a variagdo das incertezas, quando se analisa seus
diagramas de bifurcagdo deterministico dindmico. Dependendo do valor que se
insere a incerteza pode acontecer um aumento no numero de solugdes estaveis, mas

dependendo do valor também pode gerar solugdes caoticas;
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+ A partir dos diagramas de bifurcacdo obtidos para a analise dindmica deterministicas

é possivel concluir que, independente da incerteza e do caso de bifurcacdo
analisado, para amplitudes da carga de excitacdo (I'1) maiores que 0.5 as solucdes
sdo estaveis, apresentando somente uma solucao periddica. Conclui-se também, que
as incertezas afetam mais o comportamento dos diagramas de bifurcacGes para

valores de I'1 menores que 0.5;

¢ A partir das analises ndo deterministicas conclui-se que a aplicabilidade do

polinémio de caos ndo se mostrou vidvel para a analises das oscilages ndo lineares,
quando se considera grandes valores de I':. Para os diagramas de bifurcacdo
estocasticos obtidos com o polindmio de Legendre-Caos, independentemente da
bifurcacdo analisada, os resultados obtidos se comportaram como a média dos
resultados limites apenas para pequenos valores de I'1 ou para as solucBes presentes
no vale potencial pré-flambagem. Concluindo que esse comportamento acontece
porque a técnica do polinémio de caos incorpora a analise do problema a variancia
das amostras na resposta no tempo do sistema, logo para incrementos grandes de I's,

a variancia é suficiente para modificar a resposta ndo deterministica do sistema;

+ Para as duas bifurcacGes analisadas conclui-se que, quanto maior sdo os valores de

I'1, 0 que propicia vibracdes de grande amplitudes entre o vale pré e pés-flambagem,
a resposta ndo deterministica ndo estard entre os limites do pardmetro analisado,
levando o seu plano fase ndo deterministico a prescrever 6rbitas com valores
superiores aos valores deterministicos por conta da consideracdo da variabilidade
que o método do polindmio de caos impdes e por conta da variabilidade de solucbes

que coexistem simultaneamente.

Sugerem-se, como continuidade deste trabalho, pesquisas que contribuam com o0s seguintes

temas:

¢ Estudo da aplicabilidade do polinbmios de caos para problemas dindmicos nao-

lineares, de modo que a variabilidade das amostras na resposta no tempo possa ser

controlada ou prescrita;

¢ Auvaliar a pertinéncia e o significado de se construir bacias de atracdo com o sistema

de equacdes ndo deterministicas, obtidas via polinémio de caos, principalmente nos
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casos em que ha erosdo da bacia de atracdo com um determinado pardmetro de

controle;

¢ Consideracdo de dois ou mais parametros aleatorios simultaneos para quantificar a

influéncia das incertezas na bifurcagdes de sistemas sujeito a flambagem;

¢ Estudo da aplicabilidade do polindbmio de caos para problemas dinamicos néo-
lineares com a utilizacdo de outro polinbmio ortogonal, para efeito de comparagédo
com o presente trabalho, permitindo avaliar assim a influéncia imposta pela

variabilidade das amostras na sua resposta no tempo;

¢ Expandir as aplicagdes do polinbmio de caos para outros sistemas estruturais
dindmicos, principalmente n-dimensionais para poder analisar as oscilacbes ndo
lineares considerando a aleatoriedade das incertezas nos seus parametros fisicos e

geomeétricos.
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