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RESUMO

Esta tese tem como foco principal propor uma modelagem adequada para o estudo
de sistemas de spins que abordem um acoplamento spin-rede capaz de respeitar a simetria
da rede cristalina e que ao mesmo tempo permita avaliar os efeitos que a vibracao dessa
rede, estabelecida em uma direcao preferencial, promove na interacao dos spins. Para
atender a este objetivo, como ponto de partida, nds ajustamos e generalizamos uma
proposta estabelecida na minha dissertacao de mestrado para o estudo de sistemas de
spins do tipo Ising. Nesta tese, apds formularmos uma representacao geral do modelo para
spins desse tipo, adotamos como objeto de aplicacao a rede triangular. Tal combinacao
estabelece uma anisotropia rotacional para as interacoes dos spins que é derivada da
associacao da direcao preferencial de vibracao da rede com um parametro reconhecido no
modelo como J,. Esse parametro é responsavel por mensurar o grau de interagao da rede
com os spins. Em sintese, quando J, > 0 o sistema ira favorecer a interacao dos spins
que se encontram sobre a direcao preferencial de vibracao da rede, ao passo que, quando
J, < 0 as interagoes situadas fora dessa direcao preferencial é que serao favorecidas até
um certo valor critico de J,.

A forma escolhida para avaliar toda a dindmica dos spins, sob essas condigoes, foi
a técnica de amostragem entropica, cuja abordagem de simulacao se vincula ao algoritmo
de Wang-Landau. Embora tenhamos feito uma ampla descricao do sistema para ambas as
condicoes de J,, os resultados oriundos das simulacoes ficaram dedicados exclusivamente
ao caso de J, < 0. Com esta estratégia, conseguimos direcionar o nosso estudo para
avaliar o comportamento do sistema em circunstancias particulares de interesse obtidos
pelo diagrama de fase, desde o regime de baixas temperaturas até o regime de altas
temperaturas. Essa andlise nos impulsionou a investigar de forma mais contundente o
comportamento do sistema quando ele se encontra com J, = —1.0, J, = —3.0 e na regiao
em torno de J, = —4.0, onde o sistema alcanca um regime de frustracdo maxima. Para
cada uma dessas condi¢oes em particular, nés conseguimos calcular algumas propriedades
termodinamicas basicas de interesse como a energia do sistema, o calor especifico, a
magnetizagao e a susceptibilidade magnética.

Esses dados, em conjunto com as diversas simulagoes efetuadas para varios
tamanhos de rede escolhidos com base nessa proposta, também nos ajudou a identificar a

existéncia de fases exoticas associadas ao ponto de frustragdo maxima e ao seu entorno.



Além disso, também conseguimos avaliar o comportamento do sistema na criticalidade,
onde calculamos diversos expoentes criticos através da teoria de escala de tamanho finito,
que nos permitiu argumentar sobre a ocorréncia de transi¢oes de fase convencionais (como
as transigoes de segunda ordem) e nao convencionais (como a transi¢do de primeira ordem
fraca) além da provavel classe de universalidade associada a pontos especificos do diagrama

de fase.

Palavras - chave: Acoplamento spin-rede, anisotropia, frustracdo, simula¢do entrépica,

transicao de fase.
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ABSTRACT

This thesis’s main focus is to propose a suitable model for the study of spin
systems that addresses a spin-lattice coupling capable of respecting the symmetry of
the crystal lattice and simultaneously allowing for the evaluation of the effects that the
vibration of this lattice, established in a preferred direction, has on the spin interactions.
To achieve this objective, as a starting point, we adjusted and generalized a proposal
established in my master’s thesis for the study of Ising-type spin systems. In this thesis,
after formulating a general representation of the model for spins of this type, we adopt the
triangular lattice as the object of application. This combination establishes a rotational
anisotropy for the spin interactions that is derived from the association of the lattice’s
preferred direction of vibration with a parameter recognized in the model as J,. This
parameter measures the degree of interaction between the lattice and the spins. In short,
when J, > 0, the system will favor the interaction of spins located along the lattice’s
preferred direction of vibration. However, when J, < 0, interactions outside this preferred
direction will be favored up to a certain critical J, value.

The method chosen to evaluate the entire spin dynamics under these conditions
was an entropic sampling technique whose simulation approach is linked to the Wang-
Landau algorithm. Although we provided a comprehensive description of the system for
both J, conditions, the simulation results were exclusively dedicated to the J, < 0 case.
With this strategy, we were able to direct our study to evaluate the system’s behavior
under specific circumstances of interest, as determined by the phase diagram from the
low-temperature to the high-temperature regime. This analysis prompted us to more
thoroughly investigate the system’s behavior at J, = —1.0, J, = —3.0, and in the region
around J, = —4.0, where the system reaches a regime of maximum frustration. For
each of these conditions, we were able to calculate some basic thermodynamic properties
of interest, such as the system’s energy, specific heat, magnetization, and magnetic
susceptibility.

These data, along with the various simulations performed for various lattice sizes
chosen based on this proposal, also helped us identify the existence of exotic phases
associated with the point of maximum frustration and its surroundings. Furthermore,
we were also able to evaluate the system’s behavior at criticality, where we calculated

several critical exponents using finite-size scaling theory. This allowed us to argue for



the occurrence of conventional phase transitions (such as second-order transitions) and
unconventional phase transitions (such as the weak first-order transition), in addition to

the likely universality class associated with specific points on the phase diagram.

Key - words: Spin-lattice coupling, anisotropy, frustration, entropic simulation, phase

transition.
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CAPITULO

INTRODUCAO

1.1 Sistemas magnéticos sob a 6tica da fisica estatis-
tica

O estudo de sistemas magnéticos é sem duvida um dos temas mais relevantes
para a compreensao e desenvolvimento da ciéncia e tecnologia em geral, especialmente
no contexto de materiais fortemente correlacionados, no desenvolvimento de dispositi-
vos baseados em graus de liberdade de spin e na investigacdo de fenomenos coletivos
emergentes como frustracao e transicoes de fase nao convencionais. Diversas areas do co-
nhecimento se beneficiam da crescente capacidade de manipular esses sistemas em prol dos
mais variados interesses. Porém, entender de maneira mais adequada e profunda o devido
comportamento e os potenciais impactos que tais sistemas podem promover com base em
suas influéncias magnéticas requer um conhecimento que gira em torno das interagoes
associadas as particulas que compoem esses materiais [6, 7, 8]. No entanto, lidar com este
numero elevado de constituintes que tais estruturas magnéticas possuem torna-se uma
tarefa impraticavel quando buscamos descrevé-los com as equagoes de Hamilton [9], pois
para cada particula haveria uma equagdo descrevendo sua energia em funcao de suas in-
teracoes, o que torna o sistema altamente interconectado, aumentando consideravelmente
a complexidade das equagoes a serem resolvidas.

Sendo assim, uma das saidas possiveis é recorrer a métodos numéricos que se
sustentam com base na Mecanica Estatistica. Deste modo, o tratamento desses sistemas
nao fica mais a cargo das solugoes das equacgoes de movimento, mas sim sob a ética de
um cenario de probabilidades. Um dos métodos que mais se destaca nesta abordagem é o
método Monte Carlo [10, 11]. Esse método nao s6 permite a exploragao de propriedades
fisicas complexas, que na maioria das vezes sao invidveis por meio de solug¢oes analiticas ou
tratamentos experimentais, mas também nos auxilia na compreensao do comportamento
coletivo de particulas, suas interagoes, transi¢oes de fase e demais fendmenos associados

ao magnetismo [12, 13]. Logo, quando adotamos esta abordagem estamos preocupados
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em estabelecer e em entender as implicagoes de um sistema ser mais provavel em um
estado do que em outro. Assim, quando consideramos por exemplo que w,(t) represente
a probabilidade de encontrarmos o sistema em um dado estado 1 em um tempo ¢, isso

significa que w,(t) deve obedecer a equagao
> wy(t) =1, (1.1)
n

que corresponde a condi¢do de normaliza¢do das probabilidades [14]. Assim, seremos
capazes de reunir cada equacao que compoe a taxa de transicao de um dado estado do
sistema para outro em um conjunto de equagoes que em geral é conhecida apenas como

equacao mestra
dw,

= LR 1) = wy (R = V)], (1.2)

A

onde R(A — n) é a taxa de transigdo do estado A para o estado 7. Esta equagao
representa a variagao da probabilidade de um sistema estar em um determinado estado
ao longo do tempo, tornando assim um instrumento indispensavel para entender como
as probabilidades dos estados evoluem dinamicamente em simulagdes de Monte Carlo.
Nesse sentido, no lado direito da equacao temos o primeiro termo refletindo o ganho de
probabilidade do estado n devido a transicao de outro estado para esse estado, enquanto
que, o segundo termo reflete a perda de probabilidade do estado n devido a sua transicao
para outro estado. Em uma situagao em que os pesos wn(t) sao constantes no tempo, a

equacao (1.2) ird atender a condi¢ao do balango detalhado:

W) R(A = n) = wy(t)R(n = ). (1.3)

Sob estas circunstancias, podemos dizer que o sistema se encontra em equilibrio

e a partir disso poderemos formular uma proposta que atenda melhor os objetivos deste

trabalho, considerando o sistema de interesse em equilibrio com um reservatorio térmico.

Para isso, devemos inicialmente entender que no equilibrio os pesos w, agora irao nos

informar as probabilidades de ocupagao de equilibrio, que para um dado estado 7 serdao
representadas por

Py = lim w, (). (1.4)

t—o0
Uma escolha ajustada para melhor descrever as probabilidades de ocupacao de um sistema
em equilibrio com um reservatoério térmico deve-se ao trabalho de J. Willard Gibbs, que

em 1902 [15, 16], propos a adogao da distribuigdo de Boltzmann:

1
Py = Ee_ﬁE". (1.5)

Nesta expressao, temos a energia do estado 7 representada por FE,, a varidvel
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S = 1/KgT com K = 1.38 x 1072J/K correspondendo a constante de Boltzmann,
T indicando a temperatura absoluta de equilibrio com o reservatério e a funcao Z
representando uma soma sobre todos os possiveis microestados 1 do sistema que é
conhecida como fungao de partigdo [17, 18], cuja descrigdo matemaética é representada

por

Z =3 ek (1.6)

Assim, com base neste formalismo mateméatico, podemos obter qualquer quantidade
termodinamica que nos auxilie na compreensao do material magnético em estudo, como
a susceptibilidade magnética, o calor especifico, a magnetizacdo, entre outras. Para isso,

calculamos o valor esperado de uma determinada grandeza termodindmica A tomando:
(4) = Z Anpn
n

1 n (1.7)
= > Ay,
n

No entanto, este caminho s6 é possivel para sistemas muito pequenos, pois para sistemas
com um nimero muito grande de estados, esta metodologia se torna impraticavel. Com
o intuito de contornar este problema, surgiram algumas abordagens propondo a selecao
de configuragoes mais importantes, que tem maior impacto na grandeza de interesse,
ao invés de tomarmos todos os estados do sistema conforme dispoe a equagao (1.7).
Para isso, construimos uma amostra com estados escolhidos de acordo com alguma
distribuicao de probabilidade especifica. Assim, se escolhermos um subconjunto com N

estados (91,72, ...,mN) teremos

N ~1,-BE,,
ey Agpy e

< 1N
ZN - BEny;
j=1 pnjle "

(1.8)

como nossa melhor estimativa de uma quantidade de interesse A. Quanto maior é o niimero
N de estados amostrados, mais precisa é a estimativa de (A), de modo que quando
N — oo teremos Ay = (A). Duas abordagens que mais se destacam neste contexto
é a amostragem por importancia [12, 19]. Adotada pelo algoritmo de Metropolis, que
propoe uma probabilidade proporcional ao peso de Boltzmann e a amostragem entrépica,
cujo preceito é obedecido pelo método de Wang-Landau, que por sua vez propoe uma
probabilidade proporcional ao inverso da densidade de estados g(E). Esta estratégia é
melhor discutida na secdo A.1 do apéndice e consiste no método escolhido para obter os
resultados que sao apresentados neste trabalho. Todo este aparato tedrico é extremamente
util para diversas abordagens envolvendo o estudo de sistemas magnéticos especialmente
para aqueles voltados exclusivamente para o tratamento de spins magnéticos conforme

veremos a, seguir.
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1.2 O estudo de sistemas de spins

Uma das maneiras mais simples de se avaliar o comportamento de um determi-
nado sistema magnético é por meio da modelagem de spins. Nesta abordagem, os atomos
que compoem um determinado sistema magnético sao representados apenas por seus res-
pectivos momentos magnéticos [20]. Esta maneira de visualizar tal material magnético
se justifica em virtude do fato dos respectivos atomos que compdem tal material serem
dotados de elétrons de modo que cada elétron gera um campo magnético devido ao seu
spin conforme foi verificado pelo experimento de Stern - Gerlach em 1922 [21]. Assim, o
comportamento magnético de um material passa a ser observado mediante a existéncia
de um ou mais elétrons desemparelhados [22], de modo que a maioria das propriedades
magnéticas possa ser obtida por meio de um tratamento ad hoc do spin do elétron. Tal
aspecto se tornou o principal fator motivador responsavel por impulsionar a proposicao
de varias hamiltonianas que sejam capazes de modelar as propriedades macroscopicas de
interesse de sistemas magnéticos.

O primeiro modelo de grande sucesso associado a esta proposta é o modelo de
Ising, que foi proposto por Lenz mas resolvido exatamente para o caso unidimensional por
Ernest Ising em 1925 [1, 23]. Neste modelo, os spins sao tratados como varidveis discretas
que podem assumir apenas dois valores +1 ou —1, que se vinculam por uma forca de
interagdo entre os primeiros vizinhos. Sua hamiltoniana adequada a esta proposta na

presenca de um campo externo H corresponde a
H = —JZ 0;05 — HZO'i, (19)
(i.9) i

onde 0; e 0; sao as variaveis de spin e J € a interacao de troca. Em 1928, Heisenberg
prop6s um modelo mais completo para a descricao do ferromagnetismo, cuja hamiltoniana

na auséncia de campo externo pode ser representada por [24]

H=-J> SiS; (1.10)
(i)

onde o operador de spin S; depende das componentes S¥, SY e S7. Esta proposta, além
de se mostrar mais adequada ao conceito de spin, também permitiu caracterizar casos
particulares de sua abordagem como o modelo de Ising, onde se assume uma unica
componente de spin ao longo de um eixo e também o modelo XY, onde se assume spins
bidimensionais confinados a um plano [25] conforme podem ser observados na figura 1.1.

No entanto, a maleabilidade disposta pelo modelo de Ising fomentou um nimero
maior de estudos em torno deste modelo. Por volta de 1936, a sua representagao comeca a
deixar de ser vista apenas como um objeto matematico passando a ser encarado também

como um modelo capaz de apresentar aspectos fisicos relevantes. Uma das publicagoes
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precursoras responsaveis por sustentar esta ideia foi o artigo publicado por R. Peierls [26]
que reconheceu, ainda que de forma nao tao rigorosa, a existéncia do comportamento
ferromagnético em baixas temperaturas no modelo de Ising bidimensional. Na sequéncia,
veio a solugdo exata deste modelo pelo trabalho de L. Onsager em 1944 [27], cuja
contribuicao, além de outros aspectos, foi capaz de apontar a existéncia de transicao

de fase para o caso bidimensional e de validar a relevancia do modelo.

Figura 1.1: Figura representativa dos graus de liberdade de spin conforme cada modelo [1].

a b c >

n=l n=2 n=3
(1D-Ising) (2D-XY) (3D-Heisenberg)

Com estes avangos, a base de estudos envolvendo a dindmica de spins foi ficando
mais soélida proporcionando o desenvolvimento de novas teorias como a de transicao de
fases e fenémenos criticos (se¢cao A.3 do apéndice) que foi revolucionada pela teoria de
grupo de renormalizagao [28, 29], a qual fornece uma robusta estrutura teérica para
esse assunto. Os avancos também se estenderam para a compreensao de modelos mais
complexos como por exemplo o proprio modelo de Heisenberg. Também foram propostos
novos modelos como o de Potts [30], o de Baxter-Wu [31] e de vérios outros que se
ajustam melhor a descrigdo dos fenomenos fisicos de interesse e que atualmente compoe

a base académica responsavel por fomentar o estudo de sistemas magnéticos.

1.3 A adocao de spins do tipo Ising e sua relevancia

para o modelo

O modelo de Ising é visto como um exemplo classico de como a simplificagao pode
nos conduzir a analises mais profundas. Em sistemas magnéticos, o modo simplificado da
complexidade dos spins quando se propoe apenas dois graus de liberdade (para cima ou
para baixo) nos oferece um claro ponto de partida na compreensao de como os spins

interagem entre si e de como as propriedades magnéticas gerais do sistema sao afetadas
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por essas interagoes. Além disso, tal estratégia também se mostra extremamente tutil
na investigagao de regioes criticas, visto que nesses pontos os detalhes microscépicos se
mostram menos importantes do que o comportamento coletivo e as interagoes em larga
escala [32].

A ideia por tras do modelo nao se restringe apenas no tratamento de sistemas
magnéticos. Na biologia, por exemplo, a proposta atribuida aos estados de spin do modelo
de Ising é modelada para analisar dados genéticos [33], onde os estados +1 ou —1 irdo
corresponder respectivamente a um alelo sendo compartilhado ou nao por um par de
irmaos. Outra analogia interessante por tras dessa modelagem esta associada ao efeito do
campo magnético na proposta original, que para o referido sistema biolégico é equivalente
ao efeito que um gene de uma doenga promove nos alelos, causando um aumento no
compartilhamento de alelos em loci proximos. Em neurociéncia, diversas pesquisas buscam
compreender como as informagoes sdo processadas e transferidas pelas redes corticais [34],
onde o modelo de Ising também ¢ utilizado em estratégias combinadas para estudar essa
dindmica contribuindo especialmente para a extracao de propriedades emergentes em
regimes analogos a criticalidade. Em areas sociais também é possivel observar a forte
influéncia das ideias do modelo de Ising [35], seja para avaliar o fluxo da polarizagdo
de opinides, na dindmica urbana associada a formacao de dominios, entre outras. Esses
sdo apenas alguns exemplos que compdem o imenso conjunto de aplicagoes que fazem
uso da mesma estratégia implementada por Ising, onde se considera apenas dois graus
de liberdade de spin para modelar e avaliar comportamentos especificos de sistemas de

interesse.

Diante disso, é possivel perceber que a estratégia por tras da reducao de um
determinado mecanismo complexo pode gerar insights profundos e desencadear uma série
de aplicagoes potenciais. A esséncia por tras disso representa um dos principais pilares que
justifica a proposta deste trabalho. Nele, apresentamos um modelo de acoplamento spin-
rede que adota os spins do tipo Ising, que simplifica a abordagem do referido acoplamento e
que estabelece uma anisotropia rotacional nas interagoes. Esta caracteristica anisotrépica
proposta pela nosso modelo, surge em funcao do interesse de se avaliar os impactos que a
vibragao da rede cristalina em uma direcao preferencial podem promover na dindmica de
interacao desses spins de maneira que, a simetria da rede também seja respeitada nesse
processo. Neste trabalho, escolhemos como objeto de aplicagao de nossa proposta a rede
triangular, onde extraimos resultados relevantes associados ao célculo de propriedades
termodinamicas de interesse e a aplicacao de técnicas de tamanho finito, com o objetivo
de estabelecer uma descricao ajustada do comportamento do modelo nessa rede. Mesmo
assim, € importante ressaltar que a nossa proposta nao se limita a rede escolhida. Este
é um dos aspectos que garante a versatilidade e a maleabilidade necessaria para que
ela sirva, nao apenas para explorar outras redes, mas também para que seja facilmente

implementada por outras técnicas de simulacdo tdo bem consolidadas, quanto a que
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estamos adotando aqui e com um custo computacional mais reduzido.

Este trabalho também tem como objetivo apresentar informagoes capazes de
fornecer o suporte e o direcionamento necessario para um bom entendimento da proposta
em si e dos resultados obtidos através do objeto de estudo. Para isso, o estruturamos
apresentando no Capitulo 2 um conjunto de conceitos basicos sobre sistemas magnéticos
frustrados e outros conceitos vinculados a abordagens modernas envolvendo a modelagem
spin-rede. No Capitulo 3, apresentamos a proposta central deste trabalho, os aspectos
pertinentes a sua adequagdo a rede adotada e demais caracteristicas particulares a
hamiltoniana associada. O Capitulo 4 se encarrega de exibir os resultados obtidos através
das simulagoes, onde exploramos pontos relevantes do diagrama de fase e os confrontamos
na medida do possivel com caracteristicas extraidas analiticamente conforme ¢é exposto no
capitulo anteiror. As conclusoes e as perspectivas futuras em conjunto com os possiveis
desdobramentos relacionados aos assuntos apresentados por este trabalho, fica a cargo do
Capitulo 5. E para finalizar, deixamos no apéndice os detalhes responséaveis por apresentar
de forma mais descritiva os aspectos associados a simulagao além de outras informacoes

que auxiliem numa compreensao mais ampla sobre transi¢cao de fase e fendmenos criticos.
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CAPITULO

FRUSTRACAO E A MODELAGEM
SPIN-REDE

2.1 Sistemas magnéticos frustrados

Materiais magnéticos frustrados consistem em um dos topicos mais intrigantes
da fisica da matéria condensada. Esses materiais configuram os mais variados arranjos de
spins magnéticos cujas interagoes entre si ndo possam ser simultaneamente minimizadas
a ponto de conduzir o sistema a um estado de minima energia. Desta forma, tais sistemas

se mostram incapazes de minimizar todas as interagdes envolvidas na rede [36]. Essa

Figura 2.1: Exemplos de frutracdo magnética para intera¢oes de uma rede quadrada e de uma
rede triangular.

(a) Frustragdo promovida pela competi- (b) Frustragdo geométrica entre
¢do de interagoes ferromagnéticas (Jq) en- trés spins vizinhos de uma rede
tre os primeiros vizinhos e antiferromag- triangular com interacdes antifer-
néticas (J2) entre os segundos vizinhos. romagnéticas.

impossibilidade é oriunda do fenémeno de frustracao que pode ser um fator resultante da
existéncia de competicao entre interacoes de troca [37, 38, 39] conforme pode ser observado

pela figura 2.1a, ou por influéncia da prépria geometria da rede [40, 41, 42] de modo que
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neste tltimo caso também possa ser reconhecida como frustragdo geométrica [43], cuja
caracteristica pode ser razoavelmente ilustrada pela figura 2.1b. Por consequéncia disso,
geralmente os sistemas magnéticos frustrados possuem um estado fundamental altamente
degenerado [44]. Esta condigdo, embora possa favorecer a formacao de propriedades e
fases nao convencionais também pode tornar a proposicao de um parametro de ordem um

verdadeiro desafio.

Alguns trabalhos sugerem que o termo frustracao foi primeiramente empregado
com propriedade por P. W. Anderson, G. Toulouse e S. Kirkpatrick no contexto de
sistemas magnéticos [45, 46, 47] por volta de 1977. Desde esta época os estudos acerca
deste assunto se tornaram cada vez mais intensos, no que diz respeito a frustragao oriunda
da existéncia de competicoes entre as interacoes. Temos tal comportamento como base
fundamental para a proposicao de modelos de rede famosos como, por exemplo, o0 modelo
de rede J; — J5 [48], 0 modelo XY [49], o modelo de Ising com interagoes de curto e longo
alcance [50], entre outros. No campo da frustragdo geométrica, onde o tipo de interagao
se mostra incompativel com a simetria da rede, temos como destaque os estudos que
investigam o comportamento de materiais magnéticos sob estruturas especificas conforme

exemplifica a figura 2.2.

Figura 2.2: Esquema das quatro principais redes que favorecem a ocorréncia da frustracao
geométrica [2].

/\ /\
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triangular planar kagome

face-centred cubic pyrochlore
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Em geral, os sistemas que sdo organizados sobre essas estruturas sdo mais
propensos a apresentarem comportamentos inusitados e fases exoticas aliadas a frustracao
geométrica que cada rede pode proporcionar. Por exemplo, no estudo de sistemas
antiferromagnéticos, a rede kagomé e a rede triangular representam algumas das poucas
redes bidimensionais geometricamente frustradas [51]. Sobre cada uma delas, podemos
ressaltar que a rede Kagomé (que é formada por tridngulos que compartilham cantos)
costuma apresentar uma capacidade mais elevada na formacgao do estado de ressonancia de
valéncia de ligacao (resonating valence bond (RVB)), geralmente responséavel por promover
no estado fundamental a fase liquido de spin neste tipo de estrutura [52]. Este tipo de
arranjo também ocupa um papel de destaque em trabalhos que envolvem o estudo e
compreensao de protdtipos de Jarositas [53], que s@o minerais formados por camadas de
Kagomé.

A rede triangular, que como ja sabemos, também possui uma simetria incompati-
vel com antiferromagnetos [54, 55], possui uma fisica muito semelhante ao que se observa
em materiais que sao formados por uma estrutura triangular empilhada, como é o caso
dos compostos ABXj3 [56], onde A é um metal alcalino, B um metal de transi¢do e X um
atomo halogénio. A rede triangular também é reconhecida por fornecer o suporte neces-
sario para a compreensao de estados topologicamente nao triviais como, por exemplo, a
formagao de Skyrmions [57]. Além disso, ela também se mostrou relevante para a proposi-
¢ao de relagdes importantes entre o estado Hall Quantico Fracional e o estado (RVB) [58].
Esta rede também serviu de base para o estudo de diversos modelos complexos, como, por
exemplo, o modelo de dimeros quéantico [59], que propds a ocorréncia de uma fase liquida
mais estavel sob este tipo de rede, contribuindo assim para o arcaboucgo de fases, cujas
caracteristicas topoldgicas podem ser importantes para a computacao quantica como foi

observado e proposto por Kitaev [60, 61, 62].

Sob a o6tica tridimensional, os materiais associados a rede ciibica de face centrada
(FCC) também tém sua parcela de contribui¢do no cenédrio do magnetismo frustrado,
especialmente quando o assunto é perovskita dupla [63]. Esta estrutura também serviu de
protétipo para propostas inusitadas como a que obteve o estado vidro de spin (spin-glass)
através de um unico tipo de interagao [64], oferecendo uma rota diferente do que é proposto
no modelo de Edwards-Anderson [65, 66]. Para fechar o panorama tridimensional temos
a rede de pirocloro, que se destaca pelo estudo de 6xidos do tipo A3 B3TO; [67], onde A
¢ um ion de terras raras e B é normalmente um metal de transicao. Os materiais que se
enquadram nesta composi¢ao apresentam os mais diversos e intrigantes comportamentos
exéticos, se estendendo até para materiais com interacoes ferromagnéticas como é o caso
do composto HoyTi307 [68], onde nesta estrutura representa um ferromagneto frustrado
cujo comportamento se mostrou consistente com o modelo de gelo de spin (“spin ice”),
onde a orientagao do spin é similar & posigdo do hidrogénio no gelo [69].

O fenomeno que envolve a frustragdo se mostra extremamente relevante para
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a compreensao de varios sistemas complexos presentes nao s6 na Fisica mas também
em outras areas do conhecimento como na biologia com um destaque para o estudo do
enovelamento de proteinas [70] e sua variabilidade conformacional [71], na quimica que
além dos estudos envolvendo as Jarositas conforme mencionamos, a frustragdo também
se mostra importante para a ativacdo de moléculas pequenas [72], além de varios outros
ramos. Toda esta riqueza representa apenas uma pequena fracdo da importancia e do

potencial que a frustracdo propoe para o meio cientifico.

2.2 O acoplamento spin-rede para sistemas magnéti-

COSs

Uma das principais motivagdes responsaveis por justificar a proposicao e a
adocao do acoplamento spin-rede surgiu devido a necessidade de avaliar as possiveis
influéncias que o meio, dotado de constituintes magnéticos, pode promover na dinamica
de interagao dos seus spins. Tal busca ¢ justificada porque em geral a interacao magnética
entre constituintes de um dado material depende do meio que os envolve [73]. Neste
sentido, qualquer perturbacao no meio pode alterar as interagoes existentes em virtude
do acoplamento gerado entre os graus de liberdade do spin e da rede que os acomoda.

Um dos primeiros trabalhos desenvolvidos nessa linha de investigacao, envolvendo
spins do tipo Ising, foi publicado em 1975 [74], onde além de demonstrar outras singulari-
dades, conseguiu apresentar fortes indicios do impacto que o acoplamento com a rede pode
promover na temperatura critica e no tipo de transicdo de fase. No entanto, estudos ini-
ciais acerca do potencial de influéncia deste tipo de acoplamento em sistemas magnéticos
sob os mais diversos cendrios sdo bem anteriores a este artigo [75, 76, 77, 78, 79].

Atualmente, existe na literatura um nimero extremamente expressivo de traba-
lhos que associa o acoplamento spin-rede aos mais diversos sistemas. O interesse crescente
neste tipo de acoplamento surge como consequéncia da sua relevancia para o estudo de
materiais eletrénicos como semicondutores de camada unica [80], que pertencem a uma
lista de dispositivos de grande potencial para spintronica [81] e por suas contribui¢oes
no entendimento de fen6menos envolvendo a supercondutividade [82], a ferroeletricidade
[83] além de outras caracteristicas unicas de grande interesse para o estudo de materiais
magnéticos.

Neste conjunto mais atual de artigos que abordam esse tipo de acoplamento,
nota-se que a grande maioria deles direcionam suas atengoes para modelos de spins que
possuem graus de liberdade maiores [84, 85], visando garantir aos modelos uma descrigao
mais ajustada a realidade. Com base nesta premissa, destaca-se os modelos de rede com
spins do tipo Heisenberg, pois além de fornecerem um amplo grau de liberdade para o spin,

também concentram seus esforgos em avaliar como que pequenos deslocamentos atomicos
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executados em torno das suas posigoes de equilibrio podem contribuir para a interacao de

troca dos spins. Em geral, se propoe que a interagao de troca deve ser do tipo:
Tij (e +wi — wy)), (2.1)

onde r7; ¢ a distdncia de equilibrio entre dois sitios vizinhos e u; (u;) representa o vetor
deslocamento de cada sitio ¢ (j) a partir da sua respectiva posi¢do regular localizada na
rede de spins. A vantagem de se considerar pequenos deslocamentos permite assumir que
lu,|/ |r?j| < 1, assim ao desprezarmos os termos de ordens superiores em uma expansao
da equagdo (2.1) em torno da posigao de equilibrio, teremos

dJZ'j

Jii (Il +w —wy]) = J;(Ird;]) + dr ‘r:\r?j o

i (2.2)
de modo que o primeiro termo fique responsével apenas por caracterizar uma constante
que depende somente da posi¢ao regular dos spins e portanto, represente uma interagao de
troca nao perturbada. O segundo termo se encarrega de trazer uma contribuicao oriunda
da taxa da variacao da interacao de troca aplicada no ponto de equilibrio em conjunto
com a mudanca no comprimento de cada ligagao, uma vez que Ji; = Ji;(|r); + w; — u)
e que u;; = €;; - (u; — u;) sendo e;; = r7;/[r{;| o vetor que conecta os dois referidos sitios

vizinhos 7 € j em suas respectivas posi¢oes de equilibrio.

Em adicao a esta formulagao, um outro aspecto que também chama atencao
nesta exposi¢ao tedrica mais recente consiste na insercao de uma energia elastica em sua
hamiltoniana. Desse modo, além da interacao de troca mencionada teremos um termo
cuja representacao pode classificar os modelos em uma abordagem do tipo Bond-Phonon
ou Site-Phonon [86, 87, 88]. Logo, quando este fator adicional assumir a forma
7_[ o KBP 2

T T Uz
(i.3)

(2.3)

estaremos lidando com uma classe de modelos Bond-Phonon, cuja principal interpretacao
consiste em considerar os processos de expansao e contragao de cada ligagao entre os sitios
da rede de forma independente uma das outras. Assim, tanto a interacao de troca quanto
a energia eldstica irdo depender do comprimento da ligagao [89]. Por outro lado, a classe
de modelos Site-Phonon assume uma energia elastica caracterizada por

K
He = $Z|ui|2a (24)

onde tal contribuicao energética ird depender dos deslocamentos independentes de cada
atomo, de modo que, o comprimento das ligagoes sejam formuladas em funcao dessas

distancias, afetando nao s6 a interagao spin-spin entre os seus vizinhos mais proximos
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38 Capitulo 2. Frustracdo e a Modelagem Spin-Rede

mas também com outros sitios mais distantes da rede. De maneira particular, tais
descri¢oes podem ser melhor compreendidas de forma mais visual através da figura 2.3,

que foi extraida de um estudo baseado na rede de pirocloro [3]. Embora em ambas as

Figura 2.3: Figura representativa das distor¢coes da rede seguindo a dindmica dos modelos
Bond-Phonon e Site-Phonon [3].

(a) bond-phonon model (b) site-phonon model

circunstancias Kpp ¢ Kgp sejam reconhecidas como constantes elasticas [90, 91], apenas
a ultima classe é considerada como mais realista, pois além de todos os seus aspectos
particulares, ela também visa garantir uma correlagao de spin mais préoxima da realidade.
Mas como é observado no meio cientifico, existe uma forte tendéncia crescente do grau
de complexidade associado ao estudo de sistemas magnéticos ser proporcional ao quanto
nos aproximamos da realidade almejada [92, 93, 94]. Diante disso, os primeiros passos
a serem dados na proposi¢ao de novos modelos e novas rotas de investigacao acerca do
acoplamento spin-rede podem ser mais facilmente implementados estabelecendo certas
restrigoes as liberdades que seriam esperadas de modelos mais realisticos. Essa premissa
é, sem duvida, um dos principais fatores responsaveis por impulsionar o desenvolvimento

da proposta central deste trabalho que sera apresentada a seguir.
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CAPITULO

PROPOSICAO DO MODELO

3.1 Apresentacao do Modelo

Visando expor um novo ponto de vista a respeito da dinamica que envolve o
acoplamento spin-rede, buscamos apresentar um novo modelo cuja principal motivacao
partiu do interesse de avaliar como que a propagacao dos fénons sob uma dada direcao
preferencial pode afetar a interacdo de troca dos spins dispostos em uma rede magnética.
Em virtude dessa diregao preferencial (que também sera reconhecida como eixo principal)
e da simetria apresentada pela rede escolhida como objeto de estudo, o modelo a ser
apresentado ird impor uma anisotropia rotacional para as interacoes estabelecidas entre os
spins da respectiva rede. Para tal feito, decidimos executar os primeiros passos acerca desta
nova perspectiva utilizando spins do tipo Ising em conjunto com uma forma adaptada
da abordagem mais recente para o acoplamento spin-rede cuja interacao de troca possa
ser tratada como foi disposta na equagdo (2.2). No entanto, a nossa proposta ird se
restringir em considerar a influéncia da dinamica da rede apenas na interacao de troca.
Desse modo, todo aspecto visual dos possiveis deslocamentos dos spins assim como a
contribuicao proveniente da energia elastica serao completamente desprezados, mesmo
assim, a mecanica de aplicacao de tal proposta nos leva a acreditar que estejamos diante

de uma abordagem do tipo Bond-Phonon.

Desta forma, a hamiltoniana que julgamos capaz de atender a essas expectativas

deve corresponder a seguinte representacao matematica:
H=— Z Jz‘jO'z‘O'j, (31)
(1,5

de modo que para podermos envolver nesta expressao a interacao de troca entre os spins,

a influéncia que a vibragdo da rede pode promover nesta interacao, a proposicao de um
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eixo principal fixo e a simetria da rede avaliada, assumimos que
Jz‘j =J+ Ja COS(n(bi’j). (32)

Nessa hamiltoniana, os spins do tipo Ising sdo representados por o;, J corresponde a

dJi; ) .
- T:‘r?j‘.|(ui — u;)| diz respeito ao grau de

interacao da rede com os spins onde assume um papel equivalente a um parametro

interacao de troca entre os spins, J, =

fenomenolégico e ¢; ; representa o angulo formado entre o vetor que liga dois sitios vizinhos
e uma diregao transversal ou longitudinal definida sobre a rede cristalina (que corresponde
ao eixo principal). Além disso, vale destacar também a importancia da varidvel n que é
responsavel por garantir a isotropia das ligagoes entre dois spins vizinhos.

Assim, quando direcionamos esta metodologia para uma rede do tipo triangular
e definimos a dire¢ao do eixo principal ao longo de uma das interagoes conforme expoe o
destaque em vermelho na figura 3.1, podemos facilmente observar que ¢; ; ira corresponder
a angulos multiplos de 60° conforme é imposto pela simetria da rede escolhida. Em adicao
a isso, diante da defini¢ao da rede e do eixo principal poderemos expor as caracteristicas

de n para o caso concreto.

Figura 3.1: Figura representativa de um spin interagindo com seus respectivos vizinhos em

uma célula unitaria.
\
‘ Vo Py J ‘
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Tabela 3.1: Exposicdo do conjunto de valores da varidvel n para a rede triangular.

valor de cos(ne; ;)
Gi; =0° | $i; =60° | ig = 120° | di; = 180° | i, = 240° | d;; = 300°
. Multiplo de 3 1 1 1 -1 1 1
0 Impar e ltiplo de 3 i 1/2 172 1 172 1/2
P Mdltiplo de 6 1 1 1 1 1 1
1P N30 maltiplo de 6 T 172 172 T 172 172

Ao observarmos a tabela 3.1 obtida para a rede triangular, podemos perceber
que o propésito da variavel n sé é respeitado quando ele for um nimero par. Com base
nisso, teremos duas rotas de investigacdo possiveis, de modo que no caso (1), n é um

nimero multiplo de 6 e no caso (2), n ndo é multiplo de 6. A situagdo apontada pela
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3.1. Apresentacdo do Modelo 41

condi¢ao (1) nos garante que o sistema tera J;; = J + J, para todas as interagoes. Nesta
circunstancia podemos facilmente perceber que para J, > 0, a Eq. (3.1) ird representar
o modelo de Ising triangular ferromagnético com interagoes reforcadas, ao passo que
com J, < 0 e |J,|] > J teremos o modelo de Ising triangular antiferromagnético, onde
neste caso estaremos representando um sistema que se comporta como um modelo que
j& compoe a classe de sistemas frustrados [95]. Agora, para a situacao apresentada pela
condi¢ao (2) temos um caso ainda mais interessante, onde obtemos J;; = J + J, para as
interacoes situadas na mesma diregao do eixo principal e J;; = J — J,/2 para aquelas que

se encontram fora desse eixo.

Com base nesta exposigao, decidimos explorar o caso (2) adotando n = 2 ao
longo de todo o nosso estudo. Desse modo, quando consideramos esta circunstancia em
conjunto com a Eq. (3.1), podemos a partir de uma disposigao algébrica extraida de
um sitio da rede, inferir caracteristicas prévias a respeito do modelo que também servirao
para nortear os resultados oriundos das simulagoes. Assim, partindo de uma representacao
pictérica, que surge de um ponto de vista de uma simulagao conforme expde a figura 3.2,
poderemos antecipar alguns aspectos acerca da evolugao do sistema por intermédio de
uma representagao simplificada de uma pequena rede, onde é destacado um sitio e seus

respectivos vizinhos. A figura 3.2 apresenta as interagdes tomadas sobre o eixo principal

Figura 3.2: Figura representativa de um spin o; ; interagindo com seus respectivos vizinhos

sob uma rede 3x3.
0i—1,j—1 T\ J.Uz',j—l f
\\ /
\ /
\ /

\ /

/ \
/ \
/ \
/ \
# / \
05.5+1 Oi+1,j+1

(destaque em vermelho) e as demais interagoes (destaque em azul) presentes em um
sitio qualquer da rede magnética. Nesta representacao também fica caracterizado o eixo
principal que foi escolhido de forma arbitraria na direcao do versor v conforme é destacado
na figura 3.1, cuja orientacao serd mantida durante toda a simulagdo. Com base nisso,
podemos expandir nossa interpretacao obtendo as provaveis configuragoes dos spins no

estado fundamental para qualquer valor de J, através da andlise energética desses spins.
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Desta forma, teremos para um sitio arbitrario a seguinte energia:
/Hi’j Ja
—o = U)o oigen) = (T = ) (0151 + 0im1g + Oirgen + Oivny)
i\j
(3.3)

3.2 Omodelocom J=10e J,>0

Neste primeiro momento, iniciamos nosso estudo sobre o comportamento do
sistema permitindo que J, assuma alguns valores positivos. Com exce¢ao de J, =
0, isto quer dizer que ao respeitarmos a equagao (3.3) teremos a vibragdo da rede
(cuja intensidade é representada pelos valores a serem admitidos por J,) favorecendo
majoritariamente as interacoes dos spins que se encontram sobre o eixo principal. Assim,
quando o sistema assume o par J = 1.0 e J, = 0, onde nesta situacao ele se encontra

isento de qualquer influéncia vibracional da rede, verifica-se que:
Hij =015 [=J (011 + 0ijur) = J(0im1jo1 + 0ic1j + Oir e + 0iga5)] (3.4)

Para o sistema que se encontra nestas condi¢oes ja podemos observar a partir da
equacdo (3.4) que o coeficiente da 1 parcela (que representa os spins que estdo no
eixo principal) e o coeficiente da 2% parcela (que representa os spins que estdao fora
desse eixo) possuem sinais negativos e o mesmo peso. O sinal negativo indica uma
preferéncia de ordenamento ferromagnético e o peso (que corresponde ao valor absoluto
do coeficiente) caracteriza a intensidade da interagdo. Outro aspecto que também vale
destacar é o alcance do estado fundamental (Ground State) que somente é obtido quando
minimizamos a equagdo (3.4). Para satisfazer este requisito pode-se observar que a
orientacao de todos os spins vizinhos devem coincidir com a mesma adotada pelo spin o; ;.
Logo, as possiveis orienta¢oes para um sitio arbitrario no estado fundamental equivale as

disposic¢oes apresentadas pela figura 3.3.

Figura 3.3: Possiveis orientagbes adotadas por um sitio arbitrario no estado fundamental
quando o sistema se encontra com J =1.0e J, = 0.

t ot -
bttt e b
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A extensao desta caracteristica para todos os sitios dispostos na rede induz o coletivo de
spins a adotar apenas duas formas de orientacoes caracteristicas da fase ferromagnética.
Este comportamento ja era esperado, visto que nesta circunstancia o sistema consegue
representar o modelo de Ising puro na rede triangular. Além disso, também é possivel
verificar (a partir da equacao (3.4)) que para qualquer que seja a orientagao adotada pelo

sistema, a energia no estado fundamental ird corresponder a —3.J.

Considerando agora uma situacao em que o sistema sofra uma pequena influéncia
da vibragao da rede, estabelecemos que sejam considerados os valores J = 1.0 e J, = 1.0.

Nesta proposta, podemos perceber que a equacao (3.3) se ajustard a expressao:
1
Hij=0ij|—2J(0ij-1 + Tijr1) — §J(O-i—17j—1 +0ic1j+ Oiy1 g1+ Oir1)]| - (3.5)

Efetuando uma andlise simples entre a equagao (3.5) e a equagao (3.4), em conjunto com a
figura 3.2, podemos perceber que as interagoes sob o eixo principal receberam um reforgo
na energia enquanto que as interacoes fora desse eixo se enfraqueceram. Além disso, em
virtude do sinal negativo para ambos os coeficientes percebe-se que o sistema continua
mantendo a preferéncia de ordenamento ferromagnético. Este comportamento energético
pode ser melhor contextualizado se efetuarmos uma extrapolacdo a respeito da dinamica
do nosso modelo, pois se avaliarmos este comportamento sob a ética de um sistema que
permita o deslocamento de sitios, poderiamos inferir que os spins sobre o eixo principal
estariam se aproximando, enquanto que, os spins fora desse eixo estariam se afastando. Ao
retornarmos para a 6tica do nosso modelo, poderemos verificar que novamente a condicao
de minima energia para a equagao (3.5) s6 sera satisfeita se a orientac¢ao de todos os spins
vizinhos coincidirem com a mesma adotada pelo spin o; ;. Isso reforca ainda mais o fato de
que no estado fundamental o ordenamento ferromagnético também se mostrara presente
assim como em J, = 0, de modo que a energia correspondente a este estado também
ird coincidir com —3.J. Diante disso, podemos inferir que embora a rede magnética de
spins sofra uma pequena influéncia da vibracao da rede, essa perturbacao nao se mostra
suficiente para mudar a ordem do estado fundamental do sistema em relacao a J, =0 e

a sua consequente dinamica de evolugao térmica.

No entanto, um comportamento extremamente inusitado surge quando o sistema

assume o par J = 1.0 e J, = 2.0, onde a equagao (3.3) ird convergir para:

Hij = 0ij[=3J(0ij-1 +0ij11) — 0J(0i1j-1 + 01y + Tir101 + Oiv1)]

(3.6)
=05 [=3J(0ij-1+ 0 jy1)]-

Baseando-se na equagao (3.6) podemos imediatamente perceber que as interages fora
do eixo principal adotado nao sao computadas para o calculo da energia, pois neste caso

a vibragdo da rede adquire uma intensidade que nao apenas continua favorecendo as
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interagdes sobre o eixo principal como também anula as interagoes que ocorrem fora
desse eixo. Além disso, tal particularidade nos mostra que o critério de minima energia
s6 serd plenamente satisfeito se o, j_; e 0; ;11 assumirem a mesma orientacao que o, ;. E
como esses elementos estao sempre sobre as mesmas colunas apontadas para a dire¢ao 0
conforme dispoe a figura 3.1, entdao, cada uma delas deve adotar uma tnica orientagao
independentemente da orientacao das outras. Um outro aspecto interessante que vale a
pena destacar ¢ que nesta circunstancia o sistema bidimensional passa a se comportar
como um conjunto de cadeias de spins unidimensionais desacopladas. Esta caracteristica
associada a expressao final da equagao (3.6) nos leva a crer que este caso particular do
modelo expoe um conjunto de sistemas independentes dos tipo Ising unidimensional a
menos de uma constante. Tal condigao associada as possiveis orientagoes up ou down que
as colunas podem adquirir expéem um conjunto de configuragoes aceitaveis e igualmente

provaveis a serem assumidas pelo sistema como um todo.

Neste sentido, é possivel presumir que as configuragoes em questao se associam
as fases ferromagnética (quando todas as colunas estao em acordo de orientagdo), stripes
(quando as colunas se revezam alternadamente em termos de orientacao) e uma fase mista
(que corresponde a mistura entre as duas fases anteriores), onde as possiveis configuragoes
deste estado fundamental podem ser respectivamente exemplificadas pela figura 3.4.
Nessas condigoes, qualquer que seja a fase assumida pelo sistema, ela sera igualmente
equivalente do ponto de vista energético. Além disso, como consequéncia de toda essa
dindmica, cabe retificar que o sistema nao assume uma caracteristica de frustracao,
conforme foi mencionado em estudos preliminares desenvolvidos acerca desse modelo [96].
Na verdade, o que observamos em .J, = 2.0 é a descaracterizacao do comportamento
bidimensional do sistema conforme ja destacamos. Para reforcar a auséncia de frustracao
neste ponto, observa-se que além da hamiltoniana resultante (equagdo (3.6)) ndo admitir
competicao entre as ligagoes, também ¢é possivel observar que a rede triangular nao

dificulta o alcance de minima energia. Em adicao a isso, é possivel ainda recorrer a equacao

P =[] sign(J;;), (3.7)
(i.5)

que ao buscar o minimo de energia efetua-se o produtorio dos sinais de todas as liga¢oes
possiveis da rede, neste caso, admite-se um sinal positivo quando a ligacao atende ao
critério de minima energia e um sinal negativo no caso contrario [36]. Com base nisso, o
sistema ¢ dito frustrado quando P assume um valor negativo, o que de fato nao acontece
para esse sistema nas condigdes aqui discutidas. Outro fato interessante é observado
quando o sistema se encontra com o par J = 1.0 e J, = 4.0. Ao assumir esses valores,

podemos notar que a equacao (3.3) ird corresponder a:

Hij =055 [—5J(0ijo1 + 0ijr1) + J(0i1jo1 + 0ic1j + Oig1j1 + 0ignj)] - (3.8)
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Figura 3.4: Esquema ilustrativo das possiveis fases em J =1.0e J, = 2.

(a) Fase Ferromagnética

t t 1 v v v
t t 1 v v v
L S § v ¥ v

(b) Fase Stripes
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(c) Fase Mix
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v+ t t v v 1
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Quando o sistema admite esta caracteristica imediatamente é possivel perceber que os
coeficientes que acompanham as parcelas da equacao (3.8) nao possuem mais 0 mesmo
sinal como estava acontecendo até .J, < 2.0. Isto sinaliza que agora essas parcelas tendem
a se opor em relagdo as orientacoes que cada conjunto de spins pode assumir, pois no
estado fundamental a 1* parcela visa o ordenamento ferromagnético ao passo que a 2%
parcela visa o ordenamento antiferromagnético. Tal exigéncia se torna ainda mais evidente
quando buscamos minimizar a energia da equagao (3.8), onde, neste caso, o sistema obriga
os spins vizinhos, representados pela primeira parcela da equagao, a assumirem a mesma
orientacao que o spin o5, enquanto que a segunda parcela deverd se manter em uma
orientacao contréaria a ele. Desta forma, os spins que estao fora do eixo principal tendem

a se alinhar em oposi¢ao aqueles que se encontram sobre o eixo principal.
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Figura 3.5: Possiveis orientacdes adotadas por um sitio arbitrario quando o sistema se encontra
comJ=1.0e J, =4.0.
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Esta interpretacao conduz a duas possiveis configuragoes para um sitio arbitrario conforme
é exposto pela figura 3.5. Ao observa-las com cuidado, podemos verificar que estas
possiveis representacoes correspondem a um sitio arbitrario da fase stripes conforme
foi destacado na figura 3.4b. Neste sentido, o estado fundamental do sistema nessas
condi¢oes adquire uma configuracao distinta da fase ferromagnética conforme haviamos
identificado para J, < 2. Além disso, vale ressaltar também que a partir da equacao (3.8)
a energia correspondente ao estado fundamental assumida pelo sistema nessas condi¢oes

ird equivaler a —7.J, conforme ja foi exposto em estudos preliminares [96].

3.3 Omodelocom J=10e J, <0

Nesta se¢ao, vamos avaliar o comportamento do sistema quando J, assume valores
negativos. Isto quer dizer que até um J, critico a vibracao da rede ira a partir de agora
privilegiar do ponto de vista energético os spins de um sitio arbitrario situados fora do
eixo principal. Entao, a etapa inicial de nossa abordagem por este espectro consiste em
atribuir ao modelo o valor de J, = —1.0. Neste caso, devido ao pequeno valor absoluto de
J, € de se esperar que o sistema sofra apenas uma pequena influéncia da vibracao da rede,
assim como acontece em J, = 1.0. Além disso, podemos perceber que quando atribuimos

os valores de J = 1.0 ¢ J, = —1.0 & equagdo (3.3) obtemos a seguine expressao:

Hij = 0i; {—UJ(Ui,j—l +0ige1) = 5 (Oim1g-1 + 0im1g + Tivrgn + Oirny)
3
= 0ij —§J(0i—1,j—1 + 0ic1,j + Tit1j41 T Tit1)

(3.9)

A interpretacao desta equacao nos traz informagoes substanciais sobre o comportamento
do sistema neste estagio. A partir dela ja é possivel notar que a preferéncia de ordenamento
no estado fundamental é ferromagnética devido ao sinal negativo que acompanha o
coeficiente da equagdo resultante em (3.9). Também podemos perceber que de forma

oposta ao que acontece em J, = 2.0, agora sao as ligagoes sobre o eixo principal que
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sao anuladas pela vibracao da rede. Para um entendimento mais abrangente sobre este
aspecto, vale comentar que nestas condigoes o sistema impoe para qualquer sitio escolhido
da rede magnética o fato de que nao hd uma interacao resultante diferente de zero a ser
contabilizada entre o spin o, ; e os seus spins vizinhos que se encontram especificamente

sobre o eixo principal.

Figura 3.6: Possiveis orientacdes adotadas por um sitio arbitrario quando o sistema se encontra
comJ=10e J, =—1.0.
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Além disso, para que o sistema obedeca ao critério de minima energia podemos
observar ainda com base na equagao (3.9) que os spins situados fora do eixo principal de-
vem necessariamente assumir a mesma orientacao que o spin o; ;. Por consequéncia disso,
as configuragdes aceitaveis para este caso em particular seguem as mesmas perspectivas
obtidas para J, = 0.0 e J, = 1.0, conforme é apresentado pela figura 3.6. Tal caracteris-
tica ao ser replicada pela rede, promove uma energia do estado fundamental equivalente a
—3.J, pois apesar da vibragao da rede anular o computo das interagoes que existem sobre
o eixo principal para o cdlculo da energia, esta mesma vibracao refor¢a as demais intera-
¢Oes a ponto de compensar essa auséncia de modo que a energia no estado fundamental
continue sendo equivalente aos casos em que tinhamos J, = 0.0 e J, = 1.0. Tudo isso
reforca ainda mais o fato de que realmente o sistema se encontra na fase ferromagnética
conforme ja haviamos indicado anteriormente.

Avancando agora para uma situagdo em que o sistema se encontra com J = 1.0

e J, = —3.0, iremos perceber que a equagao (3.3) ird se ajustar a expressao:
)
Hi,j = 04,5 2J(O’i,j71 + Ui,j+1) - 51](0'1;1’];1 + 0i—1,5 + Oi+1,5+1 + Ui+1,j) . (310)

Para que a equacao (3.10) obedega ao critério de minima energia podemos observar que
os spins da 1% parcela que se encontram sobre o eixo principal devem assumir uma
orientacao anti-paralela em relagao ao spin o; ;, fato este que também se sustenta devido
ao sinal positivo do coeficiente desta parcela, sendo assim, surge entdo uma preferéncia
para o ordenamento antiferromagnético. Por outro lado, os spins da 2* parcela que se

encontram fora do eixo principal devem assumir a mesma orientacdo que o spin o;;
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favorecendo a existéncia de um ordenamento ferromagnético entre eles. Assim, para que
o sistema atenda plenamente o critério de minima energia, as possiveis configuracoes de

um sitio arbitrario devem corresponder as disposi¢oes apresentadas pela figura 3.7. No

Figura 3.7: Possiveis orientacdes adotadas por um sitio arbitrario e seus spins vizinhos quando
o sistema se encontra com J =1.0 e J, = —3.0.
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entanto, a replicagao de tal comportamento para a rede como um todo nao se mostra
possivel, pois ao tentarmos replicar a célula do tipo C; poderemos notar que o sistema
nao ird conseguir satisfazer o minimo energético de todas as ligacOes envolvidas entre
duas células que se interceptam conforme pode ser visualizado pela figura 3.8a. Este
mesmo entendimento pode ser estendido para duas células do tipo C5 e serem ainda mais
intensificados quando a interseccao envolve uma célula do tipo C; e uma do tipo Cj,
como podem ser respectivamente observados pelas figuras 3.8b e 3.8c. Essa dificuldade
em manter a orientacdo do spin capaz de sastifazer todas as ligacdes como é exposto
nos diversos cenarios representados pela figura 3.8 estd vinculada a ideia de minimizar
por inteiro a equacao (3.10). Mas a busca pelo caminho de menor energia é uma condigao
inerente de qualquer sistema fisico [97, 98], neste sentido, na impossibilidade de minimizar
ambas as parcelas envolvidas nesta equagao o sistema buscarda minimizar aquela parcela
que melhor contribui para um minimo possivel. Dessa forma, é de se esperar que nestas
condic¢oes o sistema favorega a 2% parcela visto que o médulo do seu coeficiente é maior
e portanto traz uma contribui¢do mais relevante para um minimo energético viavel. Com
base nisso, a rede como um todo deve seguir o ordenamento ferromagnético sugerido pela
2% parcela cuja energia neste acessivel estado fundamental seja equivalente a —3.J assim
como também acontece para J, = —1.0.

A dindmica envolvendo J, < 0 fica ainda mais interessante quando o sistema se

encontra em um estigio em que J = 1.0 e J, = —4.0, cuja equagao (3.3) ird se ajustar a
expressao:
Hij = 0i;[3J(01j-1 + 0iju1) = 3J(0im1,j-1 + Oi1j + Tit1j41 + Oir )] - (3.11)
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Figura 3.8: Ilustracao de duas células unitarias que se interceptam em uma rede 4 x 4.

(a) Duas células do tipo Cy (b) Duas células do tipo Cs

F
b ottt tiot

(c) Uma célula do tipo Cy e uma do tipo Co
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Neste caso, podemos perceber que a intencao de minimizar integralmente a energia da
equagao (3.11) ird conduzir as mesmas condigoes de configuracoes representadas pelas
figuras 3.7 e as mesmas impossibilidades elencadas pela figura 3.8 conforme dispoe a
andlise da equagao (3.10) associada a J, = —3.0. No entanto, a equagao (3.11) também
nos mostra que o médulo de cada coeficiente vinculado a cada parcela ¢ o mesmo. Com
base nisso, o sistema fica ao mesmo tempo impossibilitado de minimizar a equacdo como
um todo e incapaz de favorecer qualquer ordenamento vinculado a uma de suas parcelas
em prol do caminho global de menor energia. E uma vez que cada uma destas parcelas visa
garantir um tipo de ordenamento especifico distinto, fato este que exemplifica a existéncia
de competicao entre as interacoes, temos que tais caracteristicas analisadas em conjunto
nos levam a crer que neste ponto em que o modelo assume o valor de .J, = —4.0, o sistema
é dito frustrado de acordo com o que foi discutido na secao 2.1. Este aspecto do modelo é
extremamente interessante, pois em geral os modelos usam o acoplamento spin rede como
um fator capaz de atenuar a frustracdo a ponto de filtrar uma determinada estrutura
magnética de interesse [99, 100]. No entanto, o modelo aqui proposto com J, = —4.0 nos

mostra exatamente o contrario, pois esta intensidade de acoplamento busca favorecer a
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frustracao ao invés de atenua-la. Desse modo, a busca por um minimo energético acessivel
deve fazer com que cada célula dotada de um sitio escolhido, juntamente com os seus
vizinhos, assuma aleatoriamente a configuragao correspondente ao ordenamento proposto
pela 1% parcela ou pela 2 parcela em virtude da igualdade do moédulo dos coeficientes
de cada uma delas. Entao, de forma andloga ao que é informado por Anderson e G.
Toulouse [46] (autoridades de destaque no assunto de sistemas frustrados), a provavel
dindmica associada a equagao (3.11) deverda nos mostrar que haverd uma alternincia
de sinais (positivo e negativo vinculado a cada parcela) capaz de estabelecer o tipo de
ordenamento que devera ser respeitado pelas ligagoes associadas ao spin escolhido da rede
magnética. Assim espera-se que a manifestagdo deste comportamento nao sb expresse um
minimo energético acessivel de —3.J como também faca com que o sistema seja conduzido
a um tipo de fase extremamente particular.

O 1ltimo par estratégico a ser discutido aqui consiste nos valores de J = 1.0 e

J, = —5.0 de modo que a equagao (3.3) devera se ajustar a expressao:

7
H@j = Ui,j 4J(O’i,j71 + Ui7j+1) — 5:](0'1;17];1 + 0'1'717]' + O'l'+17j+1 + O'iJrl,j) . (312)

Novamente nos deparamos com uma situagao em que a busca pela minimizacao integral
da equagao (3.12) nos conduzira as mesmas condigoes de configuragoes apresentadas pela

figura 3.7 e também as mesmas impossibilidades elencadas pela figura 3.8 conforme

também ja haviamos mencionado para os casos de J, = —3.0 e J, = —4.0. Mas
diferentemente do caso anterior em que tinhamos J, = —4.0 e de forma similar a
situacdo em que tinhamos J, = —3.0, podemos perceber que em virtude da diferenca

dos coeficientes de cada parcela o sistema provavelmente ird satisfazer a condicdo de
minima energia daquela parcela que mais contribui para um minimo acessivel ao longo

de toda a rede. Logo, diante desta circunstancia temos a 12 parcela como a melhor opc¢ao

Figura 3.9: Exemplos de possiveis orientagoes adotadas por um sitio arbitrario e seus spins
vizinhos quando o sistema se encontra com J = 1.0 e J, = —5.0.
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que além de fornecer uma energia equivalente a —4.J, o que deve garantir com que a soma

dos valores assumidos pelos spins da segunda parcela resulte em zero, temos também
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que essa condicao favorecera um ordenamento antiferromagnético para todos os sitios
que se encontram sob o eixo principal, ou seja, na direcao do versor v. Em funcao disso,
nao é possivel afirmar que a rede como um todo obedecera a este tipo de ordenamento
pois a obrigatoriedade da caracteristica antiferromagnética é apenas na direcao do eixo
principal. Em virtude disso, devemos ter um niimero maior de possiveis configuragoes para
as células contendo o sitio selecionado e seus respectivos vizinhos conforme exemplifica a
figura 3.9 que deverao representar uma rede dotada de listras antiferromagnéticas (stripes

antiferromagnéticas) ao longo da direcao do eixo principal.
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CAPITULO

RESULTADOS OBTIDOS

Neste capitulo, iniciamos nossa exposicao dos resultados obtidos via simulacao
entropica apresentando o diagrama de fases do modelo (figura 4.1) obtido para um
tamanho de rede L = 24. Neste grafico, temos o comportamento da temperatura
correspondente aos maximos do calor especifico para cada valor de J, que o sistema

pode assumir, entre valores positivos e negativos de destaque.

Figura 4.1: Diagrama de fases do modelo.

5.0 -
4.5
4.0 H
3.0 4
_ ST
= 2.5
>0 VALt e
| I DESEYAEY
15 X ENAE AL
| N NS X NE SN SN
104 FEE Y R LA S SO
AL A N, P44 NS S
1 TJLT%JW# 44444
05 Q44 i 14 R
00 T I T I T I T I T I T I T I T I T I T I T I T I T I

-8.0 —70 -6.0 -5.0 4.0 -3.0 —20 -1.0 00 1.0 2.0 3.0 40 5.0 6.0

Ja

O diagrama de fases representa um resultado obtido através de uma construgao
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de uma densidade de estados conjunta g(E;, Es), onde

E1 :—ZUiO'j, (41)
(i,
E2 = — Z 0i0; COS<2¢Z‘J) (42)

(,4)

de modo que o calor especifico possa ser extraido da energia média por spin (E/L* =
JE) + J,E5). Por intermédio dessa figura e das configuragoes avaliadas em temperaturas
baixas, conseguimos identificar as fases do estado fundamental para cada regiao de
interesse do sistema. Assim, conseguimos destacar as fases stripe-antiferromagnética (ST-
AF) para J, < —4.03, a fase ferromagnética (F'E) que representa uma regiao intermedidria
compreendida entre —3.994 < J, < 2.0, a fase stripes (ST para J, > 2.0 assim como o
ponto de frustracdo maxima em J, = —4.0 e seu entorno. Neste trabalho, o foco principal
esta direcionado para as regides que envolvem J, < 0 uma vez que ja haviamos efetuado
estudos iniciais acerca das regides dispostas em J, > 0 [96]. Deste modo, é com base
no correspondente comportamento do sistema nesse espaco de fase que determinamos os
pontos de maior interesse em nosso estudo conforme mencionamos na segao 3.3 e serdo a

partir de agora ainda mais discutidos com base nos resultados extraidos das simulacoes.

4.1 Propriedades do sistema para J, = —1.0

Para o sistema com J, = —1.0 podemos observar através do grafico a esquerda
na figura 4.2 a exposicao da energia média por spin, onde podemos perceber que para
baixas temperaturas o sistema se encontra em um estado ordenado cuja energia do
estado fundamental corresponde a —3.0.J. Este resultado inclusive ja era previsto conforme
haviamos discutido na se¢ao 3.3 para este valor de J,. Podemos observar que, na medida
em que aumentamos a temperatura do sistema, este tipo de ordenamento comeca a ser
desfeito e o sistema vai evoluindo para niveis de energias maiores.

Apés um certo valor de temperatura, as curvas para cada tamanho de rede co-
mecam a se comportar de maneira relativamente independente e adquirem um afasta-
mento maximo uma das outras em uma temperatura que se encontra entre 3.4KgT/J
e 3.6KpT/J conforme é destacado no grafico em miniatura. Este comportamento fica
ainda mais evidente quando tomamos a diferenca da energia média por spin entre dois
tamanhos de rede consecutivos para uma mesma faixa de temperatura, conforme é exi-
bido pelo grafico a direita da figura 4.2. Neste grafico buscamos efetuar a diferenga das
energias médias dos maiores tamanhos de rede simulados, a saber L = 84 e L = 78. Atra-
vés deste resultado podemos reforcar de forma mais clara a existéncia de uma regiao que
indica uma maior sensibilidade do sistema a mudancas de temperatura, apontanto para

uma temperatura dentro do mesmo intervalo destacado pelo grafico em miniatura. Esta
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temperatura pode corresponder a temperatura de transicao do sistema, que é responsavel
por apontar o momento em que o sistema sai de um estado ordenado e passa para um
estado em que a probabilidade de encontrarmos os spins em posi¢oes aleatérias comeca a

ficar cada vez maior.

Figura 4.2: Energia média por spin em funcdo da temperatura para varios tamanhos de rede
(& esquerda) e a diferenca da energia média por spin para os tamanhos de rede L =84 ¢ L =78
em fungao da temperatura (a direita).
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Figura 4.3: Calor especifico em funcido da temperatura para varios tamanhos de rede.
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Na figura 4.3 temos o comportamento do calor especifico (C,) para todos os
tamanhos de rede pré-dispostos para o J, em questao. Neste grafico, podemos observar
que o valor de C, comeca a assumir valores diferentes de zero ja préximo de 2.0KgT'/J.
Neste estagio, o sistema ja comega a experimentar algumas mudangas em sua organizacao
interna, o que pode indicar o inicio da desorganizacao do estado fundamental. Outro
aspecto que vale mencionar diz respeito ao grafico em miniatura do calor especifico, que
representa uma ampliagdo do grafico padrao e torna nitida a evidéncia da existéncia de
escala de acordo com os tamanhos de rede. Além disso, ele expoe os maximos do calor

especifico de maneira mais evidente e de forma mais precisa que o valor obtido pela energia
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apontando também para uma temperatura de transigdo que se encontra entre 3.4KgT/J
e 3.5KgT/J.

Outras propriedades termodinamicas relevantes para o nosso estudo sao a magne-
tizacao e a susceptibilidade do sistema, que estao apresentadas na figura 4.4. Na imagem
a esquerda, podemos observar o comportamento tipico da magnetizacao em funcao da
temperatura. Neste grafico, temos a magnetizacao igual a 1 em baixas temperaturas,
reforcando a existéncia de um estado ordenado correspondente a fase ferromagnética con-
forme também ja haviamos mencionado na descricdio do modelo abordada na secao 3.3
referente ao respectivo valor de J, aqui em discussao. Na imagem a direita, temos as
curvas correspondentes a susceptibilidade magnética, indicando a resposta magnética do
sistema e trazendo com mais clareza a temperatura de transicao correspondente a cada
maximo associado a um dado tamanho de rede. Neste grafico, podemos notar que a sus-
ceptibilidade assume um valor igual a zero em baixas temperaturas sendo consistente com
o sistema no estado fundamental, pois um dado campo externo teria pouco efeito sobre o
forte alinhamento marcado por este estado.

Na medida em que a flutuacao térmica comecga a ganhar proporgoes significantes,
o sistema comega a apresentar uma resposta magnética nao nula que cresce rapidamente
com o tamanho da rede e atinge o seu dpice no méximo da susceptibilidade, onde a
energia proveniente das flutuacgoes térmicas se equivale a energia da interacao de troca,
favorecendo de forma proporcional a influéncia de algum campo externo. Apds este ponto,
a flutuacdo térmica se destaca e a resposta magnética comeca a reduzir até se anular
no regime de altas temperaturas. Outra caracteristica marcante que também ¢é mais
nitidamente pronunciada em outras propriedades termodindmicas como a magnetizacao e
o calor especifico, sao os efeitos de tamanho finito garantindo a escalabilidade do sistema
e no caso da susceptibilidade magnética, promovendo o estreitamento dos seus maximos

na medida em que aumentamos o tamanho da rede.

Figura 4.4: Magnetizacao (& esquerda) e Susceptibilidade magnética (a direita) em funcao da
temperatura para varios tamanhos de rede.
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Para extrair resultados que melhor se ajustam ao comportamento do sistema no
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limite termodinamico, recorremos aos aspectos de transicao de fase e fendmenos criticos
conforme dispoe a secdo A.3 do apéndice. Com base nisso, podemos avaliar melhor o
comportamento do sistema préoximo da criticalidade, classificar o tipo de transicdo e
estabelecer qual classe de universalidade o sistema deve pertencer. Assim, iniciamos nossa
investigagao extraindo o expoente critico v onde podemos observar através da imagem a
esquerda da figura 4.5, que obtemos o % = 1.0351(6), entdao quando escrevemos v = 1/ %
seremos capazes de obter o desvio padrao médio referente ao expoente v de modo que
tenhamos Av = A(L)/(1)2. Por consequéncia disso, obtemos v = 0.9661(5). De posse
deste resultado, podemos obter uma projecao da temperatura critica via extrapolacao de
L, extraindo os méaximos do calor especifico e da susceptibilidade tomando (L — o0) a
ponto de obtermos T, = 3.40506(34), conforme é exibido pela imagem a direita da figura
4.5.

Figura 4.5: Graficos dos expoentes criticos % e, com J, = —1.
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Figura 4.6: Graficos dos expoentes criticos /v e /v com J, = —1.
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Na figura 4.6 mostramos os resultados correspondentes a v/v = 1.7606(10) e

B/v = 0.1312(11). Logo, se escrevermos v = v, o erro associado ¢ Ay = Av(2) +vA(2),
da mesma forma, para 5 = V% temos A = AV(%) —|—VA(€). Assim, podemos verificar que

~v = 1.7009(18) e que B = 0.1267(11). A validade desse conjunto de expoentes também
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pode ser atestada pelas relacoes de escala, por exemplo, ao utilizarmos a relagao de
Josephson com o valor de v obtido e com d = 2, obtemos o = 0, 0678 que juntamente com
os valores de [ e 7 satisfazem adequadamente a relacao de Rushbrooke. Além disso, em
comparagao com os expoentes criticos do modelo de Ising 2D [101], onde v = 1.0, v = 7/4
e f = 1/8, também podemos perceber que os nossos resultados assumem valores muito
proximos, indicando que o sistema com J, = —1.0 provavelmente pertence a mesma
classe de universalidade do modelo de Ising bidimensional. Isso também deve implicar
que a influéncia da vibragdo da rede transmitida pelo valor de J, aos spins nao é forte
o suficiente para alterar a classe de universalidade do sistema na criticalidade. Assim,
mesmo com esta perturbagao o sistema mantém o mesmo tipo de transicdo de 2 ordem
que o modelo de Ising 2D apresenta.

Outra caracteristica do sistema que também reforga essa conclusao é apresentada
pela figura 4.7, que corresponde a distribuicao de probabilidade da energia do sistema
na temperatura de transi¢do, conforme também ¢é mencionado no apéndice A.3. Nessa
figura, temos o comportamento referente a cada tamanho de rede associado ao valor de
J, aqui em discussao. Nesse grafico, percebe-se o comportamento do sistema sinalizando
a ocorréncia de um tnico méaximo em torno da energia média para todos os tamanhos
de rede em destaque. Esse fato, consiste em mais uma evidéncia de um comportamento
tipico de um sistema que sofre uma transigao de fase de 2% ordem [102, 103], conforme ja
haviamos mencionado.

Figura 4.7: Grafico da distribui¢do de probabilidade da energia em fungdo da energia por spin
para alguns tamanhos de rede. (Grafico original a esquerda e gréafico ampliado a direita).

1.0

-l T 1.0 T
L=60eT=3422 —6— 1
L=72eT=3423 —%—
L=84eT=3419 —— ]

L=60eT=3422 %
L=72eT=3423 % |

08
Wy L=84eT=3419 +

08 -

0.6 0.6

P(E)
P(E)

04 0.4

0.2 0.2

0.0 e

E/N

4.2 Propriedades do sistema para J, = —3.0

Ao observarmos o grafico da energia média por spin situado a esquerda da
figura 4.8 ja podemos notar assim como foi obtido para J, = —1.0 uma energia do
estado fundamental equivalente a —3J, cujo resultado também ja era esperado conforme

mencionado na sec¢ao 3.3. No entanto, podemos também observar que o sistema se mantém
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nesse estado por um intervalo de temperatura menor, que por consequéncia, aponta para
uma temperatura de transicao menor em relagao a temperatura obtida para J, = —1.0,
trazendo assim o primeiro sinal do que este novo valor de J, oferece para o sistema. O
intervalo em que a temperatura de transicdo se encontra é estimado entre 1.4KgT/J
e 1.6KgT/J, assim como é exibido pelo grafico em miniatura da energia. Para uma
melhor precisao acerca do ponto onde a temperatura de transicao possa ser mais provavel,
obtemos o grafico a direita da figura 4.8, que mostra o comportamento da diferenca das
energias médias dos dois tultimos tamanhos de rede simulados para uma mesma faixa
de temperatura. Neste grafico, a flutuacdo mais intensa sugere que a temperatura de

transigdo deve estar proxima de 1.5KgT'/J.

Figura 4.8: Energia média por spin em funcdo da temperatura para varios tamanhos de rede
(& esquerda) e a diferenca da energia média por spin para os tamanhos de rede L =84 e L =78
em fungao da temperatura (a direita).
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Na figura 4.9, mostramos o comportamento do calor especifico para diversos
tamanhos de rede, onde ja podemos observar mais nitidamente através do grafico do lado
esquerdo o inicio da desordem interna acontecendo préximo de 1.35K5T/J, indicando o
momento em que o calor especifico comecga a assumir valores diferentes de zero. Neste
grafico, exibimos o comportamento dessa grandeza termodindmica para os tamanhos
L = 30,36,42,48 e 54, onde podemos observar de maneira mais evidente a ocorréncia
de diversos picos do calor especifico associado a cada tamanho de rede analisado. Tal
aspecto pode estar associado a uma combinacdao da competicao existente para o sistema
(conforme foi sinalizado pela equagao (3.10)) em conjunto com os efeitos de tamanho finito.
Também podemos notar que na medida em que aumentamos o tamanho da rede, obtemos
o primeiro pico cada vez mais elevado e pronunciado. Além disso, é possivel observar que
o segundo maximo tende a se aproximar cada vez mais do primeiro e os demais picos
tendem a se desfazer com tamanhos de redes maiores. Estas tltimas caracteristicas sao
percebidas de forma mais acentuada quando admitimos tamanhos de rede ainda maiores
como acontece no grafico a direita pertencente a mesma figura 4.9, que neste caso foi
obtido utilizando os tamanhos de rede L = 60, 66, 72,78 e 84.
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Figura 4.9: Calor especifico em funcado da temperatura para varios tamanhos de rede.
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Para avaliar melhor a relacao entre o primeiro e o segundo maximo do calor
especifico que se mostram mais proeminentes nos ultimos tamanhos aqui simulados,
efetuamos dois ajustes lineares com a intencao de obtermos alguma referéncia entre eles
no limite termodinamico. No gréafico a esquerda da figura 4.10, calculamos o moédulo da
diferenca entre os primeiros e segundos maximos consecutivos do calor especifico para
todos os tamanhos de rede analisados na figura 4.9 e notamos que conforme L aumenta,
a diferenca entre os maximos diminui aproximando-se de zero no limite de L=! — 0.
Isso significa que no limite termodinamico os dois méximos deverao ter a mesma altura.
De maneira analoga a isso, calculamos também o médulo da diferenca das temperaturas
correspondentes aos maximos avaliados do calor especifico e obtemos o grafico a direita da
figura 4.10. A partir dele, também podemos perceber que a diferenca entre as temperaturas
se aproxima de zero quando L~ — 0, o que nos indica que os dois maximos provavelmente
terao a mesma temperatura quando L — co. Logo, com base no que foi exposto por cada
grafico da figura 4.10, podemos presumir que no limite termodinamico havera apenas um
uinico maximo apontando para uma tnica transicao de fase, que é sinalizada pelo primeiro

pico vinculado a cada tamanho finito aqui simulado.

Figura 4.10: Graficos do ajuste linear do médulo da diferenca do primeiro e segundo maximo
do calor especifico (a esquerda) e do médulo da diferenga da temperatura destes maximos (figura
a direita) em fungdo do inverso do tamanho da rede.
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Figura 4.11: Magnetizacao (a esquerda) e Susceptibilidade magnética (a direita) em fungao da
temperatura para varios tamanhos de rede.
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No grafico a esquerda da figura 4.11, temos o comportamento da magnetizacao,
que em baixas temperaturas assume o seu valor igual a 1, reforcando a existéncia
de um estado ordenado equivalente a fase ferromagnética, de acordo com o que foi
estabelecido pela parcela dominante da equacao (3.10). A saida do sistema dessa fase
ordenada para uma de ordem menor nao acontece de forma tdo suave como ocorre
em J, = —1.0, o que pode sinalizar a ocorréncia de um tipo de transicao de fase
diferente. No grafico a direita desta mesma figura, mostramos o comportamento da
susceptibilidade magnética, apresentando uma caracteristica de como o sistema pode
responder a influéncias magnéticas externas. Neste grafico, podemos observar leves
deslocamentos dos picos na medida em que aumentamos o tamanho da rede, onde
inicialmente, para tamanhos de rede menores, os picos se deslocam para a esquerda.
Para tamanhos intermediarios, ha um leve deslocamento para a direita e para os ultimos
tamanhos surge uma tendéncia mais estabilizada de suas posi¢oes. Esse comportamento
peculiar e o fato desses maximos alcancarem valores tao elevados em comparacido ao
comportamento desta mesma grandeza quando o sistema se encontrava com J, = —1.0,
pode estar intimamente associado a existéncia de uma interagdo concorrente e aos
fortes efeitos de tamanho finito que recaem sobre esta condicdo, podendo criar estados

extremamente sensiveis ao tamanho.

Para entender um pouco mais acerca das nuances por tras das caracteristicas
da transicao do sistema na regiao critica, nés também buscamos extrair os expoentes
criticos associados a J, = —3.0. Assim, de maneira analoga ao caso em que o sistema
se encontrava com J, = —1.0, obtemos no grafico a esquerda da figura 4.12 o valor de
1 =0.9357(11), que nos conduziu a um valor de v = 1.0687(12). No gréfico a direita, a
extrapolacao simultanea que envolve as temperaturas de transicao referentes aos maximos
do calor especifico e da susceptibilidade de cada tamanho simulado nos aponta para um
valor de T, = 1.43076(67), que ¢ significativamente menor que o valor de T, estipulado

para J, = —1.0. Além disso, é possivel perceber também que no limite termodinamico
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as retas correspondentes a cada grandeza termodindmica nao convergem para um inico
ponto, indicando uma temperatura ligeiramente diferente para o calor especifico e para a
suceptibilidade, como pode ser confirmado pelos graficos da figura 4.13. Mesmo assim, a
média aritmética desses valores nos conduz a um resultado de T, condizente com o que é

apresentado pela figura 4.12 (respeitando a sua margem de confianga).

Figura 4.12: Graficos dos expoentes criticos % e T, com J, = —3.0.
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Figura 4.13: Gréaficos individuais da temperatura critica de ¢, e x com J, = —3.0.
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Figura 4.14: Graficos dos expoentes criticos v/v e /v com J, = —3.0.
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Na figura 4.14, obtemos /v = 1.8543(24) e /v = 0.02214(955), que nos levam
aos valores de v = 1.9817(48) e 8 = 0.02366(1020). Novamente de posse do valor de v e
utilizando a relagao de Josephson noés chegamos no valor de o = —0.1374. E neste caso,
quando associamos o valor de o com os valores de § e 7, percebemos que a relagdo de

Rushbrooke nao é satisfeita, ou seja,
—0.1374 + 2 x 0.02366 + 1.9817 = 1.8916 # 2. (4.3)

E, embora nés tenhamos um erro relativo correspondente a

2 — 1.8916|

5 ~ 5.4%, (4.4)

que nos mostra um pequeno desvio possivelmente associado a incertezas numéricas. Essa
caracteristica, sendo tratada em conjunto de um « < 0 (indicando a saturagdo precoce
do calor especifico [104]), de uma magnetizacao que nao desaparece de forma continua
(conforme evidenciado pela figura 4.11) que impulsionou a obtengdo de um valor de
£ quase nulo, nos leva a crer que o sistema estd passando por um tipo de transicao

diferente da ocorrida em J, = —1.0. Essa hipotese, ganha ainda mais forca diante

Figura 4.15: Gréfico da distribuicao de probabilidade da energia em funciao da energia por spin
para alguns tamanhos de rede.
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do comportamento apresentado pela figura 4.15, que dentro da margem de confianca
estabelecida pelas estimativas da temperatura de transicao apresentadas anteriormente,
nos mostra a ocorréncia de dois maximos (embora nao regulares). Esse tltimo grafico
também nos mostra que a barreira de energia entre os picos diminui conforme se
aumenta o tamanho da rede. Esse comportamento é incompativel com uma transicao
genuinamente de 1* ordem, pois a reducao da barreira de energia entre os picos além de

indicar uma laténcia decrescente também nos aponta para uma dificuldade do sistema em
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tentar sustentar a separagao entre as fases no limite termodindmico. Tais caracteristicas
também j& foram observadas em outros trabalhos [105, 106], os levando a crer que nessas
circunstancias o sistema estaria passando por uma transi¢ao reconhecida como de 12
ordem “fraca”. Ainda com base na literatura, esse tipo de transicdo é extremamente
sutil [107] e pode fazer com que numericamente as transi¢oes de 12 ordem “fraca” se
parecam com uma transicao de 2% ordem devido a presencga de uma regiao de coexisténcia
extremamente pequena e de um comprimento de correlagdo grande o suficiente a ponto
de “quase” imitar uma divergéncia. E embora o comprimento de correlagdo nao tenha
sido calculado diretamente, nés podemos caracteriza-lo através do comportamento da
susceptibilidade [108, 109], uma vez que a fungao de correlagao de dois pontos pode ser

expressa em termos das varidveis de dois spins arbitrarios S; e S; através da expressao

g(ri, i) = ((Si — (52)-(S; — (S))) (4.5)
= (5iS;) — (Si)(S))- (4.6)

A relacao com a susceptibilidade pode também ser estabelecida a partir da relagao de

flutuacao, onde:
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com § =1/KgT e N indicando o nimero de spins. Dessa forma, se verifica que os altos
valores obtidos pela susceptibilidade exibidos na figura 4.11 sugere também a presenca
de um comprimento de correlacao de elevada magnitude o que corrobora com o que é

apontado pela literatura referente a ocorréncia de uma transicao de 1* ordem “fraca”.

4.3 Propriedades do sistema em torno de J, = —4.0

Para compreender melhor as regioes do diagrama de fase proximas do ponto de
frustracdo maxima, em .J, = —4.0, avaliamos o comportamento do sistema para uma série
de valores de J, situados em torno desse ponto. Essa estratégia nos permite destacar os
impactos sofridos em cada propriedade termodinamica em fun¢ao dos diferentes valores
de J,, tanto a esquerda quanto a direita do ponto de frustracdo maxima, bem como para
outros pontos de interesse. Para isso, realizamos uma simulacao via densidade de estados
conjunta, atribuindo pequenas variagoes entre um valor e outro de J, para um tamanho
de rede fixa de valor L = 24.
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Figura 4.16: Energia média por spin para L = 24 com J, variando de —3.5 a —4.5.
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Os primeiros resultados associados a essa proposta correspondem aos graficos da
energia média por spin apresentados pelas figuras 4.16 e 4.17, onde ja é possivel observar
que para —4.0 < J, < —3.5 temos uma energia de estado fundamental equivalente a —3.J.
No entanto, a curva referente a J, = —4.0 nao segue o mesmo padrao comportamental
das curvas anteriores, sugerindo um novo estado de minima energia, que é consistente com
o que foi demonstrado pela equacao (3.11), pois neste ponto o sistema é completamente
frustrado. Percebe-se também que a energia do estado fundamental nao se sustenta para
valores menores que J, = —4.0, pois, para cada decremento de apenas 0.1, obtém-se
um valor de estado fundamental nitidamente mais baixo. Isso pode estar associado a
saida do sistema da condigdo de equilibrio entre as forgas de acoplamento concorrentes
(que existe em J, = —4.0), de modo que o sistema passe a favorecer a intensidade das
interagbes antiferromagnéticas (situadas ao longo do eixo principal) para valores de J,
cada vez mais negativos. Outro aspecto interessante é a formagao de um comportamento
em escada da curva energética no regime de baixas temperaturas, que é mais nitido apés
J, = —4.2 e se torna cada vez mais evidente até o valor de J, correspondente a —5.5. O
que pode corresponder a formacao de transi¢coes sucessivas que vao se tornando cada vez
mais bem definidas garantindo assim a formacao de um estado fundamental mais estavel
e distinto de J, = —4.0.

Outra propriedade relevante para a nossa compreensao é o calor especifico apre-
sentado pelas figuras 4.18 e 4.22. Inicialmente, ja podemos notar a marcante multiplicidade
de maximos apontados pelo calor especifico em todos os graficos. No entanto, ha alguns
detalhes que os distingue uns dos outros e que vale a pena discutir. Para o grafico que
apresenta —4.0 < J, < —3.5 (onde se busca progressivamente uma situagao de equilibrio
entre as interagoes concorrentes), é possivel notar trés picos do calor especifico relativo a
cada valor desse pardmetro. Este comportamento aponta para a existéncia de fases inter-
mediarias entre o estado fundamental e o estado mais desordenado do sistema. Além disso,
é possivel observar que o segundo maximo se inicia antes que o anterior termine, o que

sugere a ocorréncia de transicoes muito préximas. Em adic¢ao a isso, percebe-se também
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Figura 4.17: Energia média por spin para L = 24 com J, variando de —4.5 a —5.5
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o deslocamento para a esquerda desses picos na medida em que o valor de J, se aproxima
de —4.0, indicando a existéncia de transi¢oes de fase acontecendo em temperaturas cada

vez mais baixas.

Para destacar o comportamento do calor especifico referente a J, —4.0,

apontamos um grafico exclusivo correspondente a figura 4.19, pois os valores que essa

grandeza assume sao muito pequenos em relagao aos demais valores assumidos por J,. Isso
pode estar associado a alta degenerescéncia do estado fundamental, pois nessas condigoes
o sistema transita entre esses estados degenerados sem um aumento significativo na
energia interna, resultando em uma menor variagao no calor especifico. A degenerescéncia
contribui para que a energia térmica nao provoque mudancas drasticas na organizacao
do sistema, mas sim que seja distribuida entre os muitos estados possiveis de maneira
que a energia seja absorvida gradualmente sobre uma faixa de temperatura mais ampla.
Isso pode acarretar em um pico mais largo e menos pronunciado conforme é observado
no grafico e em outros trabalhos associados ao comportamento de sistemas frustrados
[110, 43]. Com o intuito de investigar melhor as caracteristicas do sistema vinculadas
a esse ponto enigmdatico, nés obtemos o grafico da entropia por spin em funcao da

temperatura e efetuamos um ajuste linear para obter a entropia residual no limite
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Figura 4.19: Calor especifico para L = 24 com J, = —4.0
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Figura 4.20: Densidade da entropia (a esquerda) e ajuste linear da densidade
residual (a direita) para J, = —1.0
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Figura 4.21: Densidade da entropia (a esquerda) e
residual (& direita) para J, = —4.0
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termodinamico. Esses graficos foram gerados tanto para J, = —4.0, que é o nosso
ponto de maior interesse, quanto para J, = —1.0 visando garantir a validade dos nossos

resultados. Diante disso, podemos observar através da figura 4.20, associada ao sistema
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dotado de um estado fundamental ferromagnético, que no grafico a esquerda a entropia
inicialmente assume um valor quase nulo. O que é justificivel ja que nessas condicoes o
sistema possui dupla degenerescéncia, ou seja, Sy = In(2) que por consequéncia teremos
So/N = In(2)/L* de modo que ao aumentarmos o tamanho da rede surja uma tendéncia
da entropia residual se aproximar cada vez mais de zero conforme é sugerido pelo grafico
a direita dessa mesma figura. Esse resultado garante a consisténcia das simulagoes, pois
reproduz corretamente o comportamento previsto para sistemas nao frustrados e valida a

normalizacao da densidade de estados utilizada nos calculos.

Dessa maneira, nos sentimos confiantes em avaliar o comportamento entrépico
do sistema diante de J, = —4.0 cujas caracteristicas podem ser observadas pela figura
4.21. Inicialmente, ja podemos perceber que o grafico a esquerda apresenta as curvas de
entropia exibindo um comportamento marcante e distinto de J, = —1.0 onde observa-
se um platd em baixas temperaturas maior que zero e que se mantém praticamente
invariante com o tamanho da rede. Esse resultado, além de apresentar um indicativo
incontestavel da presenca de uma entropia residual no estado fundamental, também
demonstra o comportamento das curvas no regime de altas temperaturas convergindo
para o limite de In(2) conforme é esperado para as varidveis de Ising [111, 112, 113]. O
grafico a direita traz um reforco ainda maior para a entropia residual estimando o seu
valor no limite termodindmico de modo que Sy/N = 0.316 que é um valor que se enquadra
adequadamente no conjunto de valores apresentados em modelos altamente frustrados
como o da rede triangular antiferromagnética [114] e o de spin-ice [115]. Dessa forma, a
comparagao direta entre J, = —1.0 e J, = —4.0 nao apenas valida a nossa metodologia,
mas também fornece mais uma forte evidéncia de que o ponto J, = —4.0 corresponde de
fato a uma situagao de frustracdo maxima, com degenerescéncia macroscopica do estado
fundamental, auséncia de transicao de fase aparente e dotado de entropia residual nao
nula no limite termodinamico. De modo que todo esse conjunto de caracteristicas nos leve
a considerar esse ponto como um potencial candidato representativo de um liquido de

spin cléssico.

Figura 4.22: Calor especifico para L = 24 com J, variando de —4.5 a —5.5
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Ao avaliarmos o comportamento do calor especifico associado aos valores de
Jo < —4.0 (conforme é destacado pela figura 4.18), notamos que os picos se deslocam para
temperaturas cada vez maiores, indicando uma mudanca de comportamento do sistema.
Esse comportamento ja era esperado, pois nessas condigoes o sistema deixa a situagao de
equilibrio entre as interagoes concorrentes e passa a favorecer cada vez mais o alinhamento
antiferromagnético dos spins situados sobre o eixo principal. Para valores ainda proximos
de J, = —4.0, como ocorre para —4.5 < J, < —4.1, também é observado trés maximos
bem definidos para cada valor de J, assim como acontece quando —3.9 < J, < —3.5. No
entanto, esses maximos estao mais afastados uns dos outros, sugerindo transi¢oes mais
bem definidas. Apesar dos primeiros picos ainda se manterem extremamente agudos,
eles apresentam alturas quase uniformes, sugerindo uma mesma natureza de transicao.
Os terceiros picos também apresentam alturas quase uniformes, mas sao mais largos,
indicando uma transicao mais suave. E os segundos picos apresentam maior variabilidade
em suas alturas, mas ainda apontam para transicoes bem definidas.

Agora, para os graficos da figura 4.22, nota-se uma dindmica ainda mais diferente
do calor especifico. Os primeiros maximos do grafico a esquerda assumem alturas cada
vez maiores, enquanto que os do grafico a direita assumem um comportamento oposto.
Isso sugere que a natureza do estado intermediario e os mecanismos para alcanc¢a-lo estao
mudando conforme o sistema assume valores de J, cada vez mais negativos. Observa-se
também que os segundos maximos em ambos os graficos possuem a mesma altura, o que
pode corresponder a existéncia de transigoes de mesma natureza. Essas transi¢oes também
acontecem em temperaturas cada vez maiores e de forma mais suavizada conforme é

apontado pela forma e posicdo desses maximos. Além disso, nota-se também que os
Figura 4.23: Magnetizacao e susceptibilidade para L = 24 com valores especificos de J,
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terceiros maximos ja nao apontam mais para uma transicdo bem definida e portanto
a transicdo de fase final fica a cargo dos segundos maximos, o que condiz com o
comportamento apontado pelo diagrama de fases mostrado na figura 4.1.

Para concluir a abordagem das propriedades termodinamicas dessa complexa

regiao que gira em torno de J, = —4.0, passamos agora a avaliar o comportamento
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da magnetizacao e da susceptibilidade magnética para valores de .J, proximos desse
ponto conforme expoe a figura 4.23. Na magnetizacao, apresentada a esquerda, podemos
observar a presenca de um estado ordenado ferromagnético se mantendo por intervalos de
temperaturas cada vez menores no regime de baixas temperaturas para —4.0 < J, < —3.5.
Também é possivel notar que a curva de queda da magnetizacao sofre ligeiros desvios em
sua trajetoria que se suaviazam gradualmente na medida em que o sistema se aproxima
do ponto de frustracdo maxima. Essa caracteristica pode estar reforcando a existéncia do
estado intermediario que ja haviamos mencionado, que por sua vez vai se intensificando e
se mostra mais desordenado que o estado anterior. Essas caracteristicas também podem
ser perceptiveis no grafico da susceptibilidade pelo comportamento final da sua curva e
pelos picos avancando para temperaturas cada vez menores e se tornando ainda mais

pronunciados.

Quando o sistema se encontra com J, = —4.0, a magnetizacao ja se inicia proximo
de zero, o que condiz com a presenca da alta degenerescéncia do estado fundamental
para esse ponto e ela deve tender a zero no regime de altas temperaturas. Em virtude
da auséncia de sinais claros de transicao por essa grandeza, temos a susceptibilidade
assumindo um comportamento divergente. Na medida em que J, vai ficando mais
negativo, a magnetizagdo vai se aproximando ainda mais de zero para qualquer faixa de
temperatura, o que era esperado pois a parcela que influencia a existéncia do ordenamento
antiferromagnético na direcdo do eixo principal vai adquirindo pesos maiores em relacao
a segunda parcela. J4 em J, = —5.0, podemos observar a magnetizacao igual a 0 e esse
comportamento deve se estender para valores ainda mais negativos. Por consequéncia
disso, nao ha uma clara manifestacao da susceptibilidade, isso sugere que a magnetizacao
ja nao é mais adequada como parametro de ordem para J, = —4.0 e para os outros valores

de J, ainda mais negativos.

Podemos também sustentar as inferéncias obtidas pelas grandezas termodina-
micas calculadas e extrair outras informagoes relevantes observando as configuragdes do
sistema no estado fundamental, variando J, préximo do ponto de frustracdo maxima,
mantendo fixo um pequeno incremento de temperatura com respeito ao tamanho de rede
L = 24. Esta estratégia se mostra 1til para entender como o estado fundamental esté se
alterando quando variamos J, em torno do ponto de interesse e também nos deve aju-
dar na viabilidade da proposicdo de um parametro de ordem. Na figura 4.24, podemos
observar a esquerda que ainda com J, = —3.99 o sistema possui um estado fundamental
ferromagnético, no entanto, quando o sistema se encontra com J, = —3.994, o seu estado
fundamental muda e apresenta indicios da influéncia da frustracao, o que pode indicar o
momento em que o sistema comeca a entrar nessa regiao.

Como ja sabemos, a caracteristica de frustragao é maximizada quando J, = —4.0
e para este ponto podemos destacar uma das configuracoes do seu estado fundamental

através do grafico a esquerda da figura 4.25. Tal configuracao ja nos traz uma boa ideia
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Figura 4.24: Configuragoes do estado fundamental para J, = —3.99 (& esquerda) e para
Jo = —3.994 (& direita).
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do porqué que a magnetizacao neste ponto é quase nula. No grafico a direita desta mesma
figura temos para J, = —4.02 uma configuracao representando o estado fundamental do
sistema que ainda devido a sua proximidade com J, = —4.0 se apresenta influenciado pela

frustracao, conforme é possivel notar pela disposicao dos spins. O vinculo com essa regiao

Figura 4.25: Configuragoes do estado fundamental para J, = —4.0 (& esquerda) e para
Jo = —4.02 (& direita).
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de frustracao é rompido em J, = —4.03 conforme é mostrado pelo grafico a esquerda

da figura 4.26, pois o sistema adquire capacidade suficiente para estabelecer um tipo de
ordenamento que condiz com um padrao que denominamos de stripes antiferromagnéticas,
que sinaliza a dominancia da parcela antiferromagnética sobre a ferromagnética, obrigando
o sistema a assumir essa caracteristica na direcdo do eixo principal por toda rede. Esta
condicao se estende para valores ainda menores de J,, conforme podemos exemplificar
pela configuragao referente a J, = —5.0, exibida a direita desta mesma figura. Aqui
também vale ressaltar que o padrao formado por este estado ordenado nao sé deixa
claro a existéncia de uma fase exdtica, como também pode ser 1til para uma proposicao

futura de um parametro de ordem que seja capaz de capturar o real comportamento do
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Figura 4.26: Configuracoes do estado fundamental para L = 24 com valores especificos de J,.
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sistema nessa regiao e que ao mesmo tempo auxilie na compreensao do seu processo de

evolucao de fase. Portanto, a andlise em torno de J, = —4.0 evidencia duas contribui¢oes

frustracao, a alta

’

axima

to critico, que representa a m

s

o proprio pon

fundamentais: (I)

tros convencionais de ordem, e (II) os processos de

A

ame

de par

A

éncia e ausencia

A

degeneresc

fastamento desse ponto, que revelam como o sistema entra na regiao de

aproximacao e a

’

maxima compe

ticao (perdendo progressivamente a ordem ferromagnética) e como sai dela

(adquirindo o ordenamento formado por stripes antiferromagnéticas). Esse cenario amplia

a relevancia do modelo ndo apenas para a caracterizacao de transicoes de fase nao usuais,

mas também como uma plataforma tedrica de estudo de sistemas reais, onde a frustracao

geométrica e o acoplamento competem de forma intensa, oferecendo um paralelo direto

com materiais complexos e novas fases emergentes na fisica da matéria condensada.
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CAPITULO

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta tese, nds estabelecemos uma nova proposicao formal, elegante e moderna de
um modelo de acoplamento spin-rede com spins do tipo Ising que leva em conta a simetria
da rede cristalina e uma direcao preferencial de vibragao da rede que acomoda esses
spins. Como objeto de aplicagdo de tal proposta, escolhemos a rede triangular cujo foco
principal dos resultados produzidos por este trabalho ficaram direcionados para quando
o sistema assumisse valores de J, < 0, uma vez que resultados importantes para J, > 0
foram obtidos em um trabalho anterior de nossa autoria que, em conjunto com a nova
formulacao aqui apresentada, obteve uma validagao por pares concretizada através de uma
publicacao efetuada em 2024 [116]. Tal publicagao reforca a validade e a relevincia desse
novo modelo para a comunidade cientifica, o que nos trouxe ainda mais confianca para
abordar as caracteristicas do sistema quando o nosso parametro fenomenolégico assume
valores negativos.

Assim, ao abordarmos o comportamento do sistema com J, = —1.0, percebemos
que nessas condigoes a vibracao da rede anula o efeito das interagoes envolvendo os spins
que estao sobre o eixo principal e favorece energeticamente as ligacoes dos spins que estao
fora desse eixo. Mesmo assim, diante do pequeno valor absoluto que esse parametro oferece
ao sistema, nao had uma mudancga na caracteristica do estado fundamental em relacao
ao que se observa em J, = 0.0 (condigdo que isenta o sistema de qualquer influéncia
vibracional da rede e expressa o modelo de Ising puro na rede triangular). Esse aspecto
deixa evidente que a intensidade oferecida pela vibragdao da rede nao é suficiente para
perturbar a manutencao do estado ferromagnético no regime de baixas temperaturas. No
entanto, na criticalidade, a intensidade correspondente a J, = —1.0 mostrou-se suficiente
para modificar a maioria dos expoentes criticos do modelo de Ising puro, resultando em
valores sistematicamente menores que os reportados na literatura [117, 118]. Esse efeito é
ainda mais evidente na temperatura critica, que se desloca de aproximadamente 3.6 para
3.4. Apesar disso, tais alteragoes nao foram capazes de modificar o cardter da transicao,
nem a classe de universalidade, que permanecem consistentes com o Ising 2D.

Em J, = —3.0, o sistema ja se encontra com o valor em médulo trés vezes maior
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que no caso anterior. Cuja intensidade, embora também nao suficiente para alterar o
estado de minima energia, mostrou-se capaz de alterar o padrao exibido em J, = —1.0
de grandezas termodinamicas importantes como a energia, a magnetizacdo e o calor
especifico. Os comportamentos de tais grandezas se mostraram inconsistentes com uma
transicao tipica de 2* ordem, o que foi reforcado pela violagao das relagoes de escala pelos
expoentes criticos. Ainda assim, os dados também nao apontavam para uma transicao
genuinamente de 1* ordem. De modo que a resolucao desse impasse s6 foi possivel mediante
uma analise adicional e minuciosa de caracteristicas chave como o fato do expoente
critico a ter assumido um valor negativo, do expoente [ ter se mostrado praticamente
nulo, da susceptibilidade ter indicado a presenca de um comprimento de correlacao
elevado e do grafico da distribuicdo de probabilidade de energia ter revelado uma barreira
pouco pronunciada entre dois maximos irregulares. Assim, a avaliagdo conjunta de todos
esses elementos nos permitiu verificar que essa intensidade de vibracao da rede afeta
a criticalidade, nao apenas alterando os expoentes criticos mas também conduzindo o
sistema para um novo tipo de transicao reconhecida como transicao de 1 ordem “fraca”,

em contraste com o que ocorre em J, = —1.0.

O comportamento do sistema ¢é ainda mais diferente em J, = —4.0, onde
evidenciamos um marco central na caracterizacao do modelo, pois este valor se revelou
como um ponto singular de frustracdo maxima, onde o equilibrio entre as interacoes
concorrentes é completamente estabelecido devido a essa intensidade de vibracao da rede.
Nessas condigoes, o sistema perde a capacidade de sustentar um estado fundamental tinico,
fazendo com que grandezas tradicionais como a magnetizacdo nao funcione mais como
parametro de ordem e o calor especifico deixe de apontar para uma clara transicao de fase,
refletindo as consequéncias da distribuicao gradual de energia térmica entre os inimeros
estados equivalentes presentes na fase de minima energia. Dessa forma, J, = —4.0 assume
um papel essencial no qual o sistema deixa de apresentar uma ordem convencional e passe a
refletir o limite da competicao maxima entre as interagoes, consolidando-se em um cenério
de grande relevancia para a fisica de sistemas frustrados. Outra caracteristica marcante
que foi verificada, foi a presenca de uma entropia residual extensiva, que em conjunto com
as demais caracteristicas levou os nossos resultados a sugerir que esse ponto compartilha
sinais tipicos de liquidos de spins classicos. Aprofundar a analise deste ponto em trabalhos
futuros permitira estabelecer uma classificagao ainda mais segura, por exemplo, mediante
a avaliagdo das correlagoes de curto alcance nos estados do nivel fundamental, por meio

da investigacao de possiveis excitacoes coletivas e demais comportamentos emergentes.

A necessidade de investigar a vizinhanga imediata de J, = —4.0 também foi
atendida nesta tese visando esclarecer como o sistema entra e sai da regiao critica. Ao nos
aproximarmos desse valor critico, tanto pela esquerda (—4.0 < J, < —3.5) quanto pela
direita (—4.5 < J, < —4.0), o sistema revela uma sensibilidade extrema as variacoes de

J,. Em uma andlise pela esquerda, verificamos que mesmo as pequenas altera¢oes como de
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—3.99 para —3.994 ja se mostraram suficientes para modificar substancialmente o estado
fundamenal, o que impulsionou o sistema a sair de um regime ferromagnétio residual
para um arranjo progressivamente mais desordenado, cujo caminho ficou marcado pela
presenca de multiplos picos no calor especifico e pela intensificacao da susceptibilidade.
Esse processo configurou a entrada do sistema na frustragao maxima, no qual se perde
gradualmente a ordem ferromagnética e se atinge a degenerescéncia plena em J, = —4.0.
Por outro lado, a direita desse ponto, a evolucao do sistema segue para uma direcdo
voltada para o rompimento gradual do equilibrio das interacoes, passando a favorecer cada
vez mais o ordenamento antiferromagnético ao longo do eixo principal. Dessa maneira,
um padrao exdtico de stripes antiferromagnéticas com multiplas transi¢oes bem definidas
e magnetizacao nula destacou a saida do sistema do regime de frustragdo maxima e o
estabelecimento de uma nova fase. Esses caminhos mostram que as regioes em torno
de J, = —4.0 nao apenas conecta dois regimes distintos de ordenamento, mas também
concentra as condi¢oes mais ricas para o surgimento de fases intermediarias e fenémenos
criticos sutis. A regiao que circunda o ponto de maxima frustragao representa um terreno
fértil para futuras investigagoes. Desafios como a caracterizacdo de um parametro de
ordem e o tipo de transicao envolvendo a fase stripe antiferromagnética, a definicdo do
tipo de transicao que o sistema executa ao entrar e sair do ponto de maxima frustracao e a
otimizacao do algoritmo adotado aqui voltado especialmente para essa regiao e seu entorno
sao algumas perspectivas promissoras para aprofundar a compreensao dessa complexa

regiao.

Diante de tudo que foi dito e comprovado até aqui, acreditamos que todos esses
dados se mostraram suficientes para demonstrar a capacidade do modelo em analisar
como a intensidade da vibracao da rede pode afetar a dinamica de interacao dos spins
sob a otica de uma direcao preferencial de vibracao. Vale ressaltar que um dos aspectos
centrais dessa proposta diz respeito ao fato de que ela se exime da necessidade de mapear
explicitamente os deslocamentos atomicos individuais para representar o acoplamento
spin-rede, pois ao introduzir o pardmetro J, em conjunto com a perspectiva de uma
direcao de vibracao preferencial, ja se captura de maneira eficaz os impactos da rede sobre
as interagOes magnéticas. Essa estratégia, além de oferecer uma clareza conceitual, ela
também implica em agilidade de processamento, pois permite explorar o comportamento
do sistema sem demandar um alto custo computacional para os seus calculos. Outro ponto
de destaque desse modelo fica a cargo da simplicidade exposta pela sua hamiltoniana, que,
por nao depender de termos extremamente complexos ou intrataveis, proporciona um alto
potencial para que se torne o primeiro modelo de acoplamento spin-rede passivel de solucao
analitica. Tal caracteristica o torna particularmente valioso como plataforma de referéncia
para a comunidade, permitindo confrontar resultados numéricos, aproximacoes analiticas
e até hipoteses experimentais em torno do papel da frustragao e do acoplamento dinamico

da rede. Por fim, embora a formulacao inicial esteja apoiada em spins do tipo Ising, o
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modelo pode ser estendido de forma natural para spins com maior grau de liberdade,
como os do tipo Heisenberg. Tal adaptagao tem potencial para oferecer novas perspectivas
sobre fend6menos magnéticos coletivos, além de abrir espaco para a descoberta de fases
exéticas ainda nao exploradas. Dessa forma, o presente trabalho nao sé aprofunda a
compreensao das consequéncias do acoplamento spin-rede em sistemas frustrados, mas
também demonstra que o modelo aqui proposto é uma ferramenta tedrica versatil e
promissora, com potencial para impulsionar investigagoes futuras nos campos tedrico,

simulacional e experimental.
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APENDICE

A.1 Simulacoes entrépicas com o Método de Wang-

Landau

Inseridas no rol de técnicas via método Monte Carlo, as simulagoes entropicas
vem alcancando posi¢des de destaque cada vez mais relevantes no estudo dos mais
variados sistemas [119]. Uma das maiores motivagoes para sua adogdo é devido a
possibilidade de investigar sistemas termodinamicos com diversos niveis de complexidade
sem a necessidade de lidar diretamente com a temperatura (diferentemente do que
acontece com o algoritmo de Metropolis [120]) de maneira que o processo aconteca de
forma mais rapida e concisa. Entre as diversas maneiras de se aplicar este procedimento
no caso concreto, destaca-se o algoritmo de Wang-Landau [121, 122]. De acordo com a
literatura, esta abordagem se desenvolve por meio de um passeio aleatéorio que parte de
Erin & Epqe no espago de energia do sistema. Seu foco consiste na construcao de uma
densidade de estados otimizada g(FE) através de uma fun¢ao S(FE) que também é conhecida
como entropia microcandnica e por H(FE) designado como o histograma de energia que ao
ser nivelado sofre uma atualizagdo (H(E) — H(FE) + 1) sempre que um nivel de energia
E for visitado.

Logo, o algoritmo esta pautado na eficiéncia de se estimar a densidade de estados
g(E), de maneira que possamos modelar a equagao (1.8) e assim possamos também estimar

o calculo de qualquer quantidade termondinamica de interesse A pela expressao

>E AEQ(E)eiﬁE
A) —
) Ypyg(E)efr

(A11)

onde Ap é a média microcandnica acumulada durante a simulacado. Geralmente, a
densidade de estados é representada por valores exorbitantes [16]. Nesse sentido, o seu

tratamento se torna mais adequado através da relagao
S(E)=Ing(E). (A.1.2)

A sistemaética dessa metodologia se inicia escolhendo g(E) = 1 = S(F) = 0, uma vez que a

densidade de estados no estagio inicial se mostra plenamente desconhecida. A convergéncia
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de g(F) para o seu devido valor é assegurada através do aprimoramento da densidade de
estados devido aos ajustes sofridos pelo fator modificador f a cada aceite de uma dada

configuragao, de maneira que
g(E) = f.g(E). (A.1.3)

A evolucao do sistema no espaco energético que se encontra em um estado A para
um estado B acontece mediante a alteracao do sinal de um spin que obedeca a condicao

de probabilidade representada por

eSEAN-SEs) g0 S(E,) < S(Ep)

1, caso contrario.

Sempre que uma nova configuracao atende a esse critério, atualiza-se o histograma e a
densidade de estados que de acordo com as equagoes (A.1.3) e (A.1.2) equivale a tomar
S(Eg) — S(Ep) + F;. Nesse caso, F; = In f;, onde f; é o fator modificador inicial corres-
pondente a fo =e = 2.71828...... Nesse processo, toda vez que a condi¢ao de nivelamento
é atendida o histograma ¢ zerado e ocorre uma atualizagio de f; de modo que fi11 = \/f;.
Estas etapas sao repetidas por varios passos de Monte Carlo até se verificar que H(E) >
r(H), onde (H) corresponde a média de todas as energias e r é um pardmetro multipli-
cativo que se vincula ao nivel de estimativa da densidade de estados de maneira que sua
escolha em geral equivale a 0.8 [123]. Vale também ressaltar que Wang-Landau afirma em
seu trabalho original que a simulacido deve ser encerrada quando f ~ 1+ 107% [124].

No entanto, o trabalho de Caparica [125] ndo s6 enriqueceu a condicao de
finalizacao como também propds que se atualize a densidade de estados e o histograma
apenas ap6s cada passo de Monte Carlo (que corresponde a L? tentativas de se obter
um novo estado), ele também demonstrou que as médias microcanénicas devem ser
acumuladas apods f7 (oitavo nivel de Wang-Landau) e que a simulagao deve ser finalizada
em um fnq caracterizado pela média candnica obtida pela simulagao. Para que essa
ultima consideracao se torne efetiva, apds o nivelamento do histograma a partir de f7
calcula-se primeiramente a temperatura 7,.(0) referente ao maximo do calor especifico por
intermédio da equacao
(E%) —(E)’

KgT?

de maneira que as médias energéticas sejam obtidas pelo g(FE) corrente. Imediatamente

C = (A.15)

apds o fr, para cada f superior associado a uma ¢(F) especifica calcula-se também 7T.(t)

para que se obtenha o pardmetro ¢
e = |T.(t) — T.(0)| (A.1.6)

a fim de verificar se ¢ < 10~* para um dado f. Desse modo, Caparica consegue demonstrar

em seu trabalho que é mais adequado finalizar a simulagdo quando essa condicao se
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mostrar satisfeita. Até que isso acontega, T,.(0) sempre serd atualizada com a ultima g(F)
de modo que T.(t) também fique sempre a cargo do f seguinte. Essas considera¢oes
otimizaram o algoritmo de Wang-Landau, especialmente o critério de finalizagdo que
além de promover a estabilidade da densidade de estados se adequa melhor ao processo
estocdstico inerente a simulagao permitindo que cada modelo simulado possa ser finalizado
em um f que melhor se ajuste a sua complexidade [126].

Podemos sintetizar a sequéncia de etapas percorrida pelo algoritmo em uma

simulagao da seguinte maneira:

1. Inicie a simulagdo com uma configuragdo qualquer (convenientemente pode ser a
configuragao de mais baixa energia) e estabeleca i = 0, Ing(F) = 0, Inf; = 1 e

H(E)=0;
2. Proponha uma nova configuracao.
3. Aceite a configuracao proposta se P(E4 — Eg) = min(e3Pa)=5Fs) 1)

4. Atualize In g(F) e H(E) a cada passo de Monte Carlo, fazendo In g(E) — Ing(E) +
Inf;e HE)— H(E)+1,;

5. Se H(E) > 0.8(H) para todos os niveis de energia, reduza o fator modificador
fix1 = +/f, e volte ao passo 2;

6. Comece a acumular as médias microcandnicas apos o nivel de Wang-Landau f7;

7. Se [ = ffina finalize a simulagao.

A.2 Densidade de estados conjunta

Uma outra maneira também de se estudar sistemas complexos é por meio de uma
construcao de uma densidade de estados conjunta, que nessas circunstancias ira depender
de outros parametros além da energia. Por exemplo, ao definirmos dois parametros como
a energia F e a magnetizacdo M podemos construir uma densidade de estados do tipo
g(E, M). Desta forma, teremos também um histograma bidimensional H (FE, M) referente
aos estados visitados. E de maneira similar ao que foi proposto quando tinhamos apenas
g(F), agora iniciamos a simulagdo com g(E, M) = 1 para todos os valores de energia.
Desse modo, o passeio aleatério no espago de energias nessas condicoes devera acontecer
de maneira que a probabilidade do sistema sair de um estado A e ir para um estado B

seja equivalente a

P((Ea, M) = (Eg, Mp)) = min(e5FaMa)=5EsMs) 1), (A.2.1)
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Com base nisso, a densidade de estados e o histograma sao atualizados a
cada passo de Monte Carlo conforme S(Ep, Mp) — S(Ep, Mp) + F; ¢ H(Ep, Mp) —
H(Ep, Mg) + 1, onde se mantém a definicdo de F; e a condi¢do de nivelamento do his-
tograma para todos os nimeros de ocupagao, que neste caso corresponde a H(FE, M) >
0.8(H) com (H) correspondendo a média sobre todas essas entradas. Compreendido todo
esse processo, podemos calcular qualquer quantidade termodindmica de interesse remode-
lando a equagdo (A.1.1) com base na dependéncia dos novos pardmetros e considerando
também que o aciimulo das médias microcandnicas continuem sendo realizadas a partir de
fr7. Apesar desta metodologia nos permitir alcancar um conjunto maior de configuragoes
para cada conjunto de parametros definido, ela também demanda um tempo computaci-
onal elevado para a sua execugao. Por conta disso, a busca por um tempo de simulacao

mais aceitavel nos obriga a simular tamanhos de redes menores finalizando-a em fi5.

A.3 Transicoes de fase e fend6menos criticos

E notével que no equilibrio termodindmico a matéria possa se apresentar em
diferentes tipos de fases. Em condigoes normais de temperatura e pressao estamos
acostumados a observa-la na fase soélida, liquida ou gasosa. Contudo, em condig¢oes
atipicas, a matéria revela uma diversidade ainda maior, exibindo fases exdticas como a
supercondutora [127] e a superfluida [128, 129], além de outras ainda menos convencionais
que desafiam nossa compreensao e impulsionam diversas linhas de pesquisa. Uma fase
termodinamica pode ser caracterizada como um estado homogéneo da matéria que é
definida por suas propriedades fisicas, tais como a temperatura, a pressao, a densidade,
entre outras. Uma maneria simples de apresentar o conjunto de fases que compde um dado
sistema fisico é por meio do seu diagrama de fases. Nele, podemos representar cada fase
por regides do espago formadas por pontos associados a parametros de controle. Para um
dado ferromagneto [4], por exemplo, os pardametros de controle podem ser a temperatura

e o campo externo conforme pode ser demonstrado pela figura 1.

Para caracterizar se um dado sistema se encontra em uma fase ou em outra
seguimos a proposta introduzida por Lev Landau [130] onde se define um pardmetro de
ordem que assume um valor ndo nulo em uma fase e um valor nulo em outra. Por exemplo,
para materiais ferromagnéticos o parametro de ordem é a magnetizacao, para fluidos o
parametro de ordem pode ser a diferenca na densidade entre as duas fases, mas nem
sempre a proposicao deste parametro é estabelecida de forma simples pois dependendo da
complexidade do sistema sua proposi¢ao pode ser desafiadora. Quando um dado sistema
fisico é motivado a mudar de uma fase para outra dizemos que ele sofreu uma transicao
de fase. Ao longo desse processo, nota-se um aspecto fascinante identificado como ponto

critico, que corresponde a uma etapa intermedidria onde as fases coexistem [131]. Esse
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Figura 1: Diagrama de fases do ferromagneto Smg 55570.45MnO3 [4].
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ponto é caracterizado pela temperatura critica que marca um comportamento tnico do

sistema.

Tal temperatura ocupa um papel fundamental especialmente no magnetismo,
pois em decorréncia do trabalho de Pierre Curie [132] podemos demonstrar que um
material magnético perde a sua magnetizagdo acima de uma dada temperatura critica
cuja nomenclatura atual é reconhecida como temperatura de Curie. Para contribuir ainda
mais com este processo descritivo podemos diante de uma visao mais moderna classificar o
tipo de transigdo em continuas (ou de segunda ordem) e em descontinuas (ou de primeira
ordem) [133]. Nas transi¢oes continuas, ndo ha calor latente e o pardmetro de ordem
altera-se de maneira suave e progressiva. Ja nas transi¢coes descontinuas, observa-se um
calor latente diferente de zero e uma mudanca abrupta no parametro de ordem. Todos
estes aspectos contribuem para uma descri¢cao mais detalhada do complexo processo que
envolve a transicao de fase que em geral se encontra associada a variagdes continuas
promovidas por parametros externos como a temperatura, pressao, campo magnético,

entre outros.

A anélise acerca do tipo de transicao de fase pode também ser estabelecida por
intermédio do comportamento da distribuicdo canonica de probabilidades da energia em
uma dada temperatura P(E,T). Essa informagao pode ser extraida diretamente de uma

densidade de estados de modo que se possa obter

PET)= ——"——, (A.3.1)
Y pg(E)ersT

esse método que teve como precursor o trabalho de Lee e Kosterlitz [134, 135], que nos per-

mite, dentre outras caracteristicas, avaliar o tipo de transi¢do através do comportamento
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grafico resultante da equacao A.3.1 conforme pode ser apresentado pela figura 2. Se na
temperatura de transicao o grafico apontar para uma curva que sinalize um tinico maximo
teremos um indicativo de uma transicao de segunda ordem representando a passagem su-
ave da fase ordenada para a fase desordenada. Agora, se na temperatura de transicao for
observado uma curva representando dois maximos de mesma altura a transicao provavel-
mente sera de primeira ordem e neste caso, o sistema revela uma coexisténcia entre as

fases ordenada associada ao primeiro pico (a esquerda) e a fase desordenada associada ao
segundo pico (a direita).

Figura 2: Possiveis estruturas da distribuicao de probabilidade [5].
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No estudo de transicdo de fase ha também um interesse ainda mais proeminente
nos fendmenos que ocorrem em regioes préximas do ponto critico [136]. Estudos apontam
que nas vizinhancas do ponto critico certas grandezas termodinamicas assumem um
comportamento regido por leis de poténcia [137]. Para investigar esta regiao se define

uma temperatura reduzida ¢t correspondente a

T -1,
T. ’

~
Il

(A.3.2)

esta quantidade permite informar o quao proximo o sistema estd da sua temperatura
critica onde em T = T, ela assume um valor nulo. Na regiao critica, quando tomamos o
limite termodinamico considerando o campo magnético externo H = 0 verifica-se que a
magnetizagao M, a susceptibilidade x, o calor especifico C' e o comprimento de correlagao
¢ se relacionam com t da seguinte forma [108]

M ~ |t|?, (A.3.3)
X~ 1t (A.3.4)
C ~ [t (A.3.5)
€~ It (A.3.6)
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Os expoentes criticos também se associam através de relagdes de escala e

hiperescala como é demonstrado pela relacao de Rushbrooke

a+28+y=2, (A.3.7)
pela relacao de Griffiths
a+p0+1) =2, (A.3.8)
pela relacao de Widom
v =B(E-1), (A.3.9)
e pela relagao de Josephson
dv =2 — a. (A.3.10)

Ao determinarmos os expoentes criticos para um dado sistema fisico poderemos agrupé-lo
a outros sistemas que possuem os mesmos expoentes nos permitindo definir a sua classe de
universalidade [138]. Com essa classe definida poderemos extrair informagoes relevantes

de sistemas complexos a partir de sistemas simples que pertencem a mesma classe.

Uma maneira mais factivel de se determinar os expoentes criticos pode ser
alcancada pela teoria de escala de tamanho finito ou finite size scaling. Através dela
poderemos estabelecer uma relagao entre o sistema finito estudado e o seu correspondente
no limite termodinamico. Tal artificio é extremamente 1til para simulagoes, pois por
maiores que sejam as redes simuladas sempre estaremos lidando com tamanhos finitos.
Desta forma, para que a correspondéncia seja de fato bem estabelecida podemos partir

—-1/v

da equacao (A.3.6) de onde podemos verificar também que |¢| ~ £ e uma vez que para

um sistema finito o comprimento de correlagao £ nao diverge para o infinito pois se limita

—-1/v

ao tamanho L, teremos &(7,.) ~ L de modo que [t| ~ L~"". Ao substituirmos esta ultima

relacdo nas equagoes (A.3.3), (A.3.4) e (A.3.5) devemos obter

M~ L8, (A.3.11)
X ~ L, (A.3.12)
C ~ LY, (A.3.13)

Também podemos estimar a temperatura pseudocritica através dos maximos do calor

especifico e da susceptibilidade por meio da expressao
T.(L) = T. + a, L~ (A.3.14)

com a, representando uma constante a ser determinada [139]. Agora, as varidveis de
interesse variam através de uma lei de poténcia com o tamanho L do sistema. No entanto,

a dependéncia direta das variaveis de interesse com o expoente v nos obriga a calcula-
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lo primeiramente. Uma maneira de fazer isso é tomando o logaritmo das derivadas de
poténcias de enésima ordem do parametro de ordem, que para um sistema ferromagnético
consiste na magnetizacio de modo que exista uma escala com LY* [140, 141]. Assim,

poderemos obter

Vi = 4[M?] - 3[M*, (A.3.15)

Vo = 2[M?] — [M1], (A.3.16)

Vs = 3[M?] — 2[M?), (A.3.17)

Vi = (4[M] — [M*)/3, (A.3.18)

Vs = (3[M] — 3[M?])/3, (A.3.19)

Vs = 2[M] — [M?], (A.3.20)

desde que n "

(M7 =1In = (A.3.21)

e que M ~ L P"M(LY") onde M é uma funcdo de escala universal que se torna
constante quando a temperatura se aproxima da regiao critica (t = 0). Desta forma, ao

combinar esta ultima relacao com as equagoes anteriores poderemos mostrar que
Vi~ (1/v)In L 4 V;(tLY"), (A.3.22)

para i = 1,....,6, onde em t = 0 os V; deixam de depender do tamanho L do sistema e
passam a assumir o papel de simples constantes. Logo, sob estas condic¢oes, ao efetuarmos
um ajuste linear V; x L poderemos extrair 1/v que é equivalente ao coeficiente angular

da reta e a partir disso obter os demais expoentes criticos de interesse.
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