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Resumo

Os trabalhos originais de Dirac, “The Principles of Quantum Mechanics’ e von Neu-
mann, “The Mathematical Foundations of Quantum Mechanics”, estabeleceram as bases do
formalismo matematico atual da mecanica quantica. Junto com a algebra C*, essas sdo trés
diferentes abordagens matematicas e conceituais que podem ser utilizadas para a caracteriza-
¢do matematica da mecanica quantica. Fizemos uma releitura comparativa e mais matematica
desses dois classicos originais buscando clarificar suas semelhangas e diferengas, e em seguida
expusemos de forma didatica a algebra C*, apresentando todos os pré-requisitos de estruturas
algébricas e outros conceitos necessarios para a sua compreensio. O trabalho ¢ ainda uma
exposi¢io mais did4tica dos formalismos de Dirac, von Neumann, e Algebra C*, permitindo

uma compreensio mais rigorosa da matematica da mecanica Quantica.

Palavras-chave: formalismo matematico da mecanica quantica, formalismo de Dirac, forma-

lismo de von Neumann, algebra C*, estruturas algébricas.
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CApriTULO 1

Introducio

1o those who do not know mathematics it is difficult to get
across a real feeling as to the beauty,

the deepest beanty, of nature ...
If you want to learn about nature, to appreciate nature, it
is necessary to understand

the language that she speaks in.
—RICHARD FEYNMAN

Desde o surgimento da mecanica quantica ja passaram mais de 100 anos, e 80 anos da pu-
blicagdo do trabalho seminal de John von Neumann “The Mathematical Foundations of Quan-
tum Mechanics” (1932) [1], o qual considera-se que estabeleceu com maior rigor as bases do
formalismo matematico utilizado até os dias de hoje [2]. A teoria consiste atualmente na
base de quase toda a fisica contemporanea, e seus resultados ja foram verificados experimen-
talmente com uma precisdo sem precedentes. Contudo, a teoria quantica é ainda fonte de
muitas controvérsias e discussdes no que tange a sua interpretagdo e seu significado. Existe
um numero de linhas de interpretagdes divergentes e pouco ou nenhum consenso nesse as-
pecto [3]. A tradicional interpretagio de Copenhagen ja nio pode ser considerada a inter-
pretagio padrio olhando a nivel global, e, recentemente, ainda mais visdes diferentes estio

surgindo derrubando qualquer ideia de um consenso.

Tudo isso ressalta a importancia do formalismo matematico da teoria quantica, pois ele
¢ 0 inico aspecto em que existe um maior consenso. Mesmo havendo algumas divergéncias,
o formalismo matematico é basicamente o que existe em comum entre as diversas interpreta-
¢Oes. Apesar de existirem ‘interpretagdes’ que utilizam um formalismo um pouco diferente,
como a mecanica boohmiana [4,5], o formalismo matematico € precisamente o que deve exis-
tir em comum entre duas interpretagdes diferentes da mesma teoria. Na verdade, a forma mais
correta de nos expressarmos seria ‘interpretagio de um formalismo matematico’, no de um

teoria, sendo a teoria composta pelo formalismo mais a interpretagio.

A chamada ‘velha mecanica quantica’ nio era sequer uma teoria fisica propriamente dita,

mas uma colegio de resultados e descri¢des heuristicas obtidos entre os anos de 1900 e 1925.
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Nesse contexto, os resultados eram vistos como sendo correges a mecanica classica, e tentava-
se, sem muito sucesso, manter o formalismo matematico e a linguagem da mecanica classica.
A teoria era completamente fragmentada, tanto matematicamente, tanto nos principios fun-
damentais. Nessa época, a teoria crescia sem muito rigor matematico, sendo a principal tarefa
das teorias apenas descrever os fendmenos matematicamente. Muitos resultados importan-
tes eram apenas leis matematicas que conseguiam descrever resultados experimentais, como o

espectro de emissdo do atomo de hidrogénio, descrito pela equagio:

1

[ —
2(k +1)?

Um dos importantes principios da velha teoria é a quantizagio da agio, segundo o qual,

os sistemas obedecem as leis da mecanica classica, mas apenas as trajetOrias que obedecem

j{pid%‘ = n;h,

onde p; ¢ 0o momento e ¢; a coordenada generalizada, sio permitidas. Esse principio no entanto
¢ muito limitado pois s6 se aplica a sistemas em que 0 movimento é periddico, como € o caso
da movimentagio dos elétrons, nio podendo, portanto, ser aplicado a muitos sistemas bem
simples. Mais tarde, em 1924, de Broglie introduziu a ideia de ondas de matéria e dualidade
onda-particula, estendendo fendmenos ja conhecidos dos fétons para toda as outras formas de

matéria.

Até entdo ndo existia uma teoria unificada, apenas conjuntos de resultados, sem nenhum
formalismo que conseguisse representar matematicamente os diferentes resultados. A meca-
nica matricial de Heisenberg-Born-Jordan [6-8] (1925) foi a primeira teoria a conseguir re-
produzir alguns dos resultados conhecidos. Entretando, na época havia pouco conhecimento
sobre algebra linear por parte dos fisicos, ndo sendo a mesma popular como nos dias de hoje.
O proprio Heisenberg ndo reconheceu de inicio que seu formalismo de indices tratava, na ver-
dade, de matrizes. Isso fez com que a teoria perdesse em visibilidade, dando espago a mecanica

ondulatoria de Schroedinger [9-11] que surgiria um pouco mais tarde ainda no mesmo ano.

A mecanica ondulatéria deu origem ao conceito de fungdo de onda e baseava-se na mate-
matica de equagdes diferenciais. A evolugdo do sistema era descrita por uma equagio diferen-
cial parcial linear, a famosa equagdo de Schroedinger. Isso fez com que ela se tornasse muito
mais popular, pois essa matematica ja era conhecida pelos fisicos, sendo portanto mais facil
de compreender e manipular. Pouco tempo depois o proprio Schroedinger mostrou [12] a

equivaléncia dessas duas teorias.
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Uma das primeiras questdes quanto a interpretagdo surgiu na teoria de Schroedinger:
qual era o significado do mddulo ao quadrado da fungio de onda? Inicialmente pensava-se
que era uma densidade de cargas, e depois foi surgindo uma interpretagdo probabilistica dessa

quantidade, o que daria origem a famosa interpretagio de Copenhagen.

A verdadeira reconciliagdo entre os dois formalismos, mecanica matricial e mecanica on-
dulatéria, é creditada a Dirac no seminal livro de 1930 “Principles of Quantum Mechanics” [13].
Nele fica claro que as duas formulagdes sdo apenas diferentes representagdes de uma teoria
mais geral. Dirac utilizou espagos vetoriais e introduziu a notagdo de bras e kets, uma das
principais e mais importantes ferramentas da area. Também considera-se [2] que o forma-
lismo foi entdo consolidado no livro de von Neumann de 1932 “Mathematical Foundations of
Quantum Mechanics” [ 1], o qual serve de base para as principais abordagens contemporaneas.
Von Neumann trouxe uma formulagio mais rigorosa, desenvolvendo de forma mais criteriosa

o formalismo de operadores e aplicando o conceito de espagos de Hilbert.

Posteriormente, von Neumann publicou uma série de quatro artigos “On Rings of Ope-
rators” onde ele estuda especificamente a algebra dos operadores, originando o que atualmente
¢ conhecido como algebra de von Neumann. Algumas dessas ideias foram generalizadas por

Gelfand e Naimark em 1943 [14] originando a chamada algebra C*.

Os trabalhos de Dirac [13] e de von Neumann [1] foram os dois trabalhos originais
que resultaram na formulagio matematica da mecanica quantica atual. Eles servem de base
para os diversos livros e publica¢des da mecanica quantica (MQ), e foram os trabalhos que
deram origem a uma teoria unificada da MQ, pois até entdo ndo existia uma #nica teoria
do ponto de vista matematico. Portanto, estudar e compreender diretamente esses trabalhos
originais ¢ de grande importancia para uma compreensio mais profunda da MQ e de seu
formalismo matemético. E beber diretamente a 4gua da fonte, sem intermediarios, e sentir
o seu verdadeiro sabor. Esse estudo pode permitir um percep¢io mais direta, e com menos

influéncia, dos trabalhos originais desses dois grandes fisicos e assim compreender melhor as
raizes da MQ.

Pelo trabalho de Dirac podemos conhecer e compreender melhor sua notagdo, que ¢ do-
minante na MQ moderna e em suas ramifica¢des, como teoria da informagio e da computagio
quantica; podemos até mesmo conhecer outros recursos interessantes mas que aparentemente
cairam no esquecimento. Pelo trabalho de von Neumann podemos ter uma visdo mais rigo-
rosa do formalismo matematico da teoria quantica, compreender a sua nog¢do de espago de

Hilbert e vantagens e desvantagens da sua formulagio.

Em nosso trabalho fizemos uma releitura do formalismo matematico contido nesses dois
livros seminais: “Principles of Quantum Mechanics” e “Mathematical foundations of Quantum

Mechanics”, utilizando notagdes matematicas mais modernas e formais, e buscando uma maior
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clareza e facilidade de compreensio. O livro de von Neumann, em especial, devido a sua
publicagio antiga, sem os recursos tecnologicos atuais, é datilografado e com uma notagio e
aspecto visual muito pouco atrativos para o leitor contemporaneo, o que dificulta a leitura e
compreesdo do livro. Assim utilizamos a notagio de kets no formalismo de von Neumann o
que facilita a sua leitura e compreensio, e permite a comparagio com as formulagdes da teoria

que utilizam da notagdo de Dirac de bras e kets.

Apresentamos também as nog¢3es basicas e as principais estruturas algébricas de forma
a mostrar o conceito moderno de espagos vetoriais e alguns outros conceitos utilizados nos
formalismo de Dirac e von Neumann, e com isso preparamos todo os pré-requisitos tedricos
necessarios para a compreensio do que é a algebra C*. Na sequéncia definimos a algebra C* e
alguns dos seus principais resultados, buscando mostrar a sua correspondéncia com a algebra

dos operadores.



CAPITULO 2

O Formalismo de Dirac da Mecanica Quantica

No seu famoso livro “The Principles of Quantum Mechanics” [13], Dirac propde um
formalismo matematico para a mecanica quantica voltado mais para a elegancia e facilidade de
uso, nio frisando tanto a questdo do rigor matematico, em oposi¢do a von Neumann [1] que
da maior importancia ao rigor matematico mas nio alcanga o mesmo nivel de simplicidade e
facilidade de uso. Dirac também ¢é mais discursivo em seu tratamento matematico, no geral

preferindo descrever mais com palavras do que com simbolos e equagdes matematicas.

Em nossa abordagem buscamos retratar as visdes de Dirac referentes ao formalismo
matematico que estio essencialmente contidas nos trés primeiros capitulos da 4° edigdo de
seu livro [13]. Essa edigdo tornou-se consagrada porque nela Dirac apresenta o formalismo
usando a conhecida notagdo de bras e kets, notagdo que mnemonicamente unifica diversas
nog¢des permitindo um tratamento matematico mais elegante. Os trés primeiros capitulos sio

intitulados:

1. O Principio da Superposigio
2. Variaveis dinamicas e Observaveis

3. Representagoes

Fizemos uma releitura resumida desses capitulos com énfase no formalismo matematico
tornando-o um pouco mais simbolico e acrescentando alguns elementos de forma a clarificar
as ideias contidas na formulagdo de Dirac e permitir uma comparagio com outras abordagens.
Justamente por isso buscamos ser o mais fiel possivel as visdes de Dirac e ressaltar desde ja
alguns pontos chaves para compreendermos as diferengas entre as diversas visdes. Como a

énfase € na parte matematica, os aspectos referentes a interpretagio do formalismo nio sio

abordados.
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Vetores Ket

Dirac comega a abordagem do formalismo matematico apresentando o principio da su-
perposi¢io [13, p. 10]. Segundo ele, o principio da superposi¢do é uma espécie de processo
aditivo implicando que os estados de um sistema fisico podem de alguma forma ser somados
resultando em um novo estado. Disso conclui-se que os estados devem ser representados por
elementos matematicos de um certo tipo que possam ser somados resultando em elementos
matematicos desse mesmo tipo. Por essa e outras motivagdes, a escolha natural é que esses
elementos sejam vetores. Dirac afirma que vetores ordinarios, existentes em um espago de
dimensio finita, ndo sio suficientes para muitos dos sistemas da MQ, sendo necessaria a gene-
ralizagdo para espagos de dimensio infinita, o que gera algumas complica¢des no tratamento
matematico, especialmente pelas questdes de convergéncia. Ele, no entanto, evita um trata-
mento mais profundo dessas questdes, e nesse ponto o trabalho de von Neumann se destaca

por abordar precisamente essas questdes.

Dirac chama os vetores que podem estar associados aos estados de um sistema fisico de
kets ou vetores kets, independente do espago ser ou nio de dimensio infinita. Nos associaremos
a esses vetores o conjunto dos kets K o que permitird um tratamento mais matematico dos
teoremas e definigdes. Um ket ou vetor ket também recebe uma notagdo especial | ), sendo

que um ket especifico pode ser denotado inserindo-se um rétulo no seu interior, por exemplo,

|a) ou [¢)).

Os kets podem ser somados ou ainda multiplicados por um nimero complexo resul-

tando em um outro ket, ou seja:

Axioma 1.

V]ay,|b)e K: |a)+]b) e K 2.1)
Vg e C,ae C: ala)e K 2.2)

Podemos também somar uma sequéncia infinita de kets. Se tivermos, por exemplo, um
conjunto de vetores ket |z) determinados pelo parametro real x que pode assumir todos os

valores em um certo intervalo €2, podemos integra-lo na variavel x em 2 obtendo um novo

ket:

Axioma 2.
(VzeQ: |z)ek) = /\x}dxelC 2.3)
Q

Como os kets sio vetores, o conjunto dos kets K satisfaz a estrutura algébrica de um

espago vetorial sobre os nlimeros complexos, ou seja, temos os seguintes axiomas:
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Axioma 3. 30 € £ : V|a),|b),|c) e K, o, 5 € C:

|a) +|b) = [b) + |a) (2.4)

|a) + (1) + 1)) = (Ja)+1b)) +c) (2.5)

la) 4+ 0 = |a) (2.6)

d—la)eL: |a)+ (—|a)) =0 (2.7)
a(fla) = (af)]a) 2.8)

a(|a) +1b)) = arfa) + afb) (2.9)

(a+ P)la) = ala)+ 5[b) (2.10)

1|a) = |a) (2.11)

Vetores Bra

E possivel associar um segundo conjunto de vetores, os vetores duais, aos vetores kets.
Os vetores duais aos kets sio o que Dirac denominou como bras ou vetores bra, para os quais
utiliza-se a notagdo ( | de forma analoga ao que utilizamos para os kets. Denotaremos o
conjunto dos bras por B. Sempre que temos uma fungdo linear que leva vetores ket a um
numero complexo, essa fun¢do pode ser vista como um produto escalar com algum vetor bra,

ou seja, qualquer fungio f satisfazendo

Via),[b) € K= flla)+1b) = f(la)) + F(b)

, ) ) )
¢ um funcional linear e pode ser escrita como o produto escalar de um bra com um ket.

De acordo com a notagdo de Dirac, podemos inferir que o produto escalar de um bra (a|
com um ket |b) é denotado pela justaposigio dos simbolos do bra e do ket, ou seja, (a||b), e que
podemos, nos casos em que nio haja ambiguidade contrair as duas barras verticais em apenas
uma, ou seja, (a|b), assim:

{al[b) = (alb), 2.12)

ou seja, uma notagdo abreviada para o produto escalar. Dirac deixa isso um pouco que im-
plicito, porém isso faz mais sentido sendo uma forma mais compreensiva de se entender a
notagio e facilita em casos especiais como por exemplo no produto escalar do bra nulo 0 com

um ket |a), o qual é dado por 0]a).

O produto escalar sempre leva um bra e um ket a um nimero complexo, o que pode ser
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expresso simbolicamente pelo seguinte axioma:
Axioma 4.
V{a| € B,|b) e K: (a]|b) € C (2.13)
A linearidade do produto escalar ¢ expressa pelos axiomas:
Axioma 5.

V{a| € B,|b),[c) € K= (al(b) +]c))
V{a| € B,jb) e K,a € C:  (a|](x]|b))

al|b) +(allc) (2.14)
a((al|by), (2.15)

em que « é um nimero complexo.

Dirac postula que um bra esta completamente especificado se o seu produto escalar com

todos os kets for dado, o que pode ser expresso simbolicamente pelo seguinte axioma:

Axioma 6.
V{al,(b|€ B: (a|=(b] < (V|c)e K: (alc)=(b|c)). (2.16)

E ainda temos que um bra ¢ nulo se, e somente se, o seu produto escalar com qualquer

ket for nulo, simbolicamente a defini¢do do bra nulo:

Axioma 7.
Vi{a|le B: (a|=0 < (V|b>€l€: <a|b>=0). (2.17)

Dirac define a soma de dois bras (a| e (b| pela condi¢do de que o seu produto escalar com

qualquer ket |c) seja a soma dos produtos escalares de (a| e (b| com (|, ou seja:

Axioma 8.
V{al,(0l € B, [c)e K ({al+(b]) ) = (alle) + (bllc); (2.18)

e o produto de um vetor bra (a| com um ntimero « ¢é definido pela condigio de que o

seu produto escalar com qualquer ket |b) é v vezes o produto escalar de (a| com |b), ou seja,

Axioma 9.
V{a|,(b| € B, |c) e K,a € C: (alal)|b) = a({(al|b)). (2.19)

As Equagdes (2.14) e (2.18) mostram que os produtos de bras e kets satisfazem uma
propriedade analoga a distributividade da multiplicag3o, e as Equagdes (2.19) e (2.15) mostram

que a multiplicagdo por um nlimero complexo satisfaz propriedades analogas a associatividade
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e a comutatividade. Porém, note que, nio foi definido uma operagio de multiplicagio, o
que foi definido até 0 momento foi o produto escalar e a multiplicagdo de bras ou kets por

escalares.

A beleza e simplicidade da notagio de Dirac advem do fato de que muitas de suas pro-
priedades correspondem as propriedades usuais da adigdo e multiplicagdo. No entanto, é
importante ressaltar que isso s6 ocorre devido a notagdo especifica que foi utilizada, e que
se modificarmos essa notagdo podemos perder essa correspondéncia com as propriedades
da adi¢io e multiplicagdo. Assim, por exemplo, se a notagdo para o produto escalar fosse

(a]|b) = ((al,|b) ), terfamos em vez da equagio (2.14):

({al,[6) +16")) = ((al.[b)) + ({al 1) );

e ndo mais poderiamos dizer que essa propriedade corresponde a distributividade da multipli-

cagdo.

Com todos esses axiomas, demonstra-se que os bras formam um espago vetorial sobre

os numeros complexos, ou seja:

Teorema 1. 30 € B, V{al,(b|,{c| € B, a,5 € C:

{af+(b] = (b +(a (2.20)

(al+ ((b] +{c]) = ((a] 4 (b]) + (] (2.21)

(a]+ 0 = {(a] (2.22)

d—(aleB: (a|+(—(a])=0 (2.23)
a(f(al) = (af){al (2.24)

a((al + (b]) = ala|+ a(b| (2.25)

(a+ B){a| = alal+ B0 (2.26)

1{a] ={(al. (2.27)

Prova 1. A demonstragio de todas essas propriedades utiliza-se da mesma estrutura bisica: aplicar em um
ket genérico, aplicar os axiomas e depois fatorar de forma a obter um novo produto com um ket genérico,
depois disso basta utilizar o axioma da igualdade de dois bras (Axioma 6) para obter o resultado desejado.

Observe que sem esse axioma nenhuma propriedade poderia ser obtida.

(a4 (b [¢) = (all¢) + (bl[) = (l|¢) + {al|) = (O] +(al)[¢))
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(@] + (bl + (D) 14

(all) + (Ol + (D |¥)
(all) + (l19) + (cll¥)) = (all9) + (Bl[¥)) +{cll)
((a] + (o) + (e |4

((a[ + 0)[¢)) = (all¢) + O1¢h) = (al[)) + 0 = (al[y)
((al+ (=(a))[¥) = (al[p) + (={a) |¥) = (all¢) + —(all¥)) = 0 = 0[¢))
((B(aD) |¢) = a((B{a)|¥) = a(B({all¥) = ((@B)(al)[¥)
(el + D) [¢) = a(((a] + () [¢)) = al(al[$) +{b]|) = (afa)) |¥) + (a (b |) = (ala|+ (b)) [¢)
((a+ B){a)|¥) = (a + B)(ally)) = alally) + Blall) = (aal + Blal)|4)
() [$) = 1(a)[¥)) = |a)|sh)

Até 0o momento nio existe nenhuma conex3o maior entre bras e kets fora a existéncia de
um produto escalar. Dirac entio postula que existe uma correspondéncia biunivoca entre bras
e kets. Essa conexdo € tal que é razoavel chamar o bra correspondente ao ket de conjugado
imaginario do ket. Dirac usa o termo ‘conjugado imaginario’ por que um ket ou um bra nio
pode ser separado em partes real e imaginaria como os nimeros complexos; como a adig3o de
bras com kets nio esta definida, a forma usual de se obter as partes real e imaginaria nfo pode

ser aplicada.

Apesar de omitido por Dirac, ndo ha problema em utilizarmos para o complexo imagi-
nario a mesma notagio utilizada para o complexo conjugado de um numero, logo podemos

enunciar os axiomas relativos a conex3o entre bras e kets:

Axioma 10.

a) + [b), (2.28)
la). (2.29)

Via),l)e K la)+|b) =
Via)e K,ae C:  ala) =

+

~

Ql

Em sua notagio, Dirac também define a regra geral que o conjugado imaginario de um

ket qualquer |a) é o bra (al, e vice versa, ou seja,

Definigio 1.
Vig)e K: Ja) =(a|], (a] =|a). (2.30)

Dados dois kets (a| e (b] & possivel gerar o numero (a|b) tomando o produto escalar do
conjugado imaginario do segundo com o primeiro, o qual depende linearmente do primeiro
e antilinearmente do segundo. Apesar de nio mencionar explicitamente, Dirac esta nesse

momento definindo o produto interno de dois vetores kets:



2.3

Capitulo 2. O Formalismo de Dirac da Mecinica Quantica 11

Definigio 2.

Vla), by € K (), [b)) = [BY |a) = (bla). 2.31)

Dirac entdo postula que

Axioma 11.

Vi) € K, (bl € B:  (b]ja) = {a]|b), (2.32)

onde ele esta recuperando a propriedade do produto interno:

Via),lb)e K:  (|a),[b)) = (|b),la)). (2.33)

Também postula que:
Axioma 12.

Via)e £: (ala) >0, (ala)=0 <= |a)=0, (2.34)

0 que recupera mais uma propriedade do produto interno:

Vlg)e K:  (la),la)) e R>0, (la),Ja)) =0 < |a)=0 (2.35)

Um bra e um ket sdo ditos ortogonais quando o seu produto escalar for nulo; dois bras
ou dois kets sdo ortogonais quando o produto escalar de um com o conjugado imaginario do

outro for nulo.

Dirac define ainda a norma ou comprimento de um bra (a| ou de um ket |a) como sendo

a raiz quadrada de (ala), ou seja:

Definigio 3.

Vleye K: |la)|| = V/ala), (2.36)
V{a|e B: ||{al| = VAala). (2.37)

Variaveis dinamicas e observaveis

Dirac introduz o conceito de operador linear a partir da nogdo de uma fungio linear que
leva um vetor ket em um outro vetor ket [ 13, p. 23]. Suponha que o ket |F') seja uma fungio

linear de algum ket |a), entdo podemos dizer que a conexo entre esses dois kets é dada por
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um operador linear, ou seja, que obtemos | F') aplicando um operador linear em |a). Seja X o

simbolo do operador, entio escrevemos:
|F) = Xa).

Observe que, nessa notagio, o operador X atuando no ket |a) é expresso pela simples justa-
posi¢io dos simbolos com o operador sempre a esquerda do ket, o que soa como o simples
produto do operador com o ket. Vamos denotar o conjunto £ como sendo o conjunto dos
operadores lineares, assim, o fato de um operador linear ser uma fung¢io que leva um ket em

outro ket se expressa pelo axioma:

Axioma 13.
Vieye K,vX € L: Xla)e K, (2.38)

e as propriedades de linearidade se expressam pelos seguintes axiomas:

Axioma 14.

VX € L,]a),|bye K:  X(la)+ b)) = X |a)+ X |b), (2.39)
VX eLla)e K,aeC: X(ala) = a(X]a)). (2.40)

Nessa notagdo, essas propriedades soam como a distributividade da multiplicacio sobre

a adigdo e a comutagdo entre operadores e nimeros.

Considera-se que um operador linear esta completamente definido quando o resultado
da sua aplicagio sobre cada ket for dada, ou seja, dois operadores lineares sdo iguais se, e

somente se, os resultados de suas aplicagBes em todos os kets forem iguais, matematicamente:

Axioma 15.
VX.YeLl: X=Y <= (V|ja)eK: Xl|a)=Y]a)). (2.41)

E um operador € nulo se, e somente se, a sua aplicagdo em cada ket for nula, ou seja:

Axioma 16.
VXel: X=0<+= (VjaeK: Xla)=0). (2.42)

Assim como bras e kets, operadores lineares também podem ser somados resultando em
novos operadores. A soma de dois operadores lineares ¢ definida como sendo o operador li-
near que operando em algum ket produz a soma do que resultaria se atuasse em cada operador

separadamente. Matematicamente isso nos leva ao seguinte axioma:
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Axioma 17.
VX, YeLaye K: (X+Y)|a)=X]a)+Y|a). (2.43)

Agora temos a distributividade a esquerda do produto de operadores lineares com kets,
e junto com a Equagdo (2.39) temos a propriedade de distributividade da multiplicagdo sobre

a adi¢do.

O produto de dois operadores lineares é definido como o operador linear cuja aplicagdo
em um ket produz o mesmo resultado que a aplicagdo sucessiva dos dois operadores. Seja AB

a notagdo para o produto dos operadores A e B, entio temos 0 axioma:

Axioma 18.
VX, YeLja)e K: (XY)|a)=X(Y]a)). (2.44)

Esse axioma soa como a propriedade associativa da multiplicagdo para as triplas £ x £ x

IC, e assim podemos escrever esse produto omitindo os parénteses.

Aqui ¢ importante ressaltar que a comutatividade da multiplicagdo no vale de forma
geral para os operadores lineares. No caso especial em que dois operadores A e B satisfazem

AB = BA, dizemos que A comuta com B, ou que A e B comutam.

Dirac entdo afirma que os operadores formam uma algebra e que temos muitas das
propriedades da algebra dos niimeros complexos, mas o axioma da comutatividade da mul-
tiplicagdo ndo vale. Mais precisamente ele quer dizer que os operadores lineares satisfazem

a estrutura algébrica de um anel e de uma algebra sobre os nimeros complexos, ou seja,

VX,Y,Z € L,a,B€C:

X+Y=Y+Z (2.45)

X+ (Y+2)=(X+Y)+Z (2.46)
X+0=X (2.47)
X+(-X)=0 (2.48)
a(B)X = (aB)X (2.49)
a(X+Y)=aX+aY (2.50)
(a+pP)X =aX =Y (2.51)
(aX)(BY) = (aB)(XY) .52
1X = X (2.53)

Nessa sequéncia, Dirac faz uma afirmagdo que pode gerar contradigdes se olhada com

maiores Critérios:
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“Se pegarmos um niimero « e o multiplicarmos em um vetor ket, isso parece como
um operador linear operando em vetores kets, as condicies [de linearidade eq. (2.39)
e (2.40)] sendo satisfeitas com X substituido por o. Um nitmero é entdo um caso
especial de operador linear. Ele tem a propriedade de que ele comuta com todos os

operadores lineares e essa propriedade o distingue de um operador linear geral.” [13, p.
24]

Se considerarmos que Dirac esta realmente dizendo que niimeros sio operadores lineares,
entdo temos uma contradi¢do com o axioma da igualdade de dois operadores lineares. A
contradi¢io ¢ obtida quando nosso conjunto de operadores possui um operador identidade
1, nesse caso, para qualquer ket |a) € KC, temos que 1|a) = |a) e, consequentemente, para
qualquer ntimero a, temos que (a1)|a) = a|a) de onde infere-se, usando o referido axioma,
que al = a, e ainda que 1 = 1, ou seja, estamos afirmando que qualquer operador identidade

¢ o proprio nimero 1, o que nio pode ser necessariamente valido.

Aparentemente, ¢ entio necessario acrescentarmos Um novo axioma para caracterizar o
produto de um nimero por um operador de forma analoga ao que foi feito para o produto de

dois operadores:

VXeLlayeK,aeC: (aX)|a)=a(X]a)).

Vamos agora definir a atuagdo de um operador linear sobre um bra. Considere o produto
escalar de um bra (a| com um ket X |b). Esse resultado, (a| (X |b)) depende linearmente de |b)
e, consequentemente, da defini¢do de bras, ele deve ser o produto escalar de algum bra com |b),
ou seja, I(c| : (c||b) = (a| (X |b)). Esse novo bra (c| depende linearmente de (a| de forma que
podemos trata-lo como o resultado de algum operador linear aplicado a (a|. Esse operador
¢ determinado unicamente pelo operador linear original X, sendo razoavel considerar que

temos o0 mesmo operador atuando no bra.

Segundo Dirac, a notagio adequada para expressar a atuagio do operador no bra é preci-
samente aquela que torna valida a propriedade da associatividade da multiplicagdo para triplas

de bras, operadores e kets, de onde resulta o seguinte axioma:

Axioma 19.
Vi{ale B, X € L,|b)e K: (a|(X|b)) = ({(a| X)1b). (2.54)

Nessa notagio, ¢ necessario entdo que o operador esteja sempre a direita do bra. Note
que, a escolha de uma notagio diferente pode fazer com que percamos essa propriedade de
associatividade, por exemplo: se a notagdo para o operador X atuando no bra (a| fosse X (|

ou X ((a]) teriamos:

(al (X16)) = X((al)[b) ou  (a](X[b)) = (X {a])|b),
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e consequentemente perderiamos a propriedade de associatividade.

Por essa propriedade podemos simplificar a notagdo excluindo os parénteses:

(al (X16)) = ((a] X) |b) = (al X'[b).

Dirac posteriormente busca dar sentido a um outro tipo de “produto”, o produto de um
ket com um bra, como |a)(b|. Note que Dirac nfo definiu a operagdo geral de multiplicagio,
apenas uma notagio que se assemelha a multiplicagdo; ainda assim ele pressupde que o axioma
da associatividade da multiplicagdo vale para obter que |a)(b| é um operador linear. Logo Dirac

esta postulando que

Axioma 20.
V]a),lc) € K, (b € B: |a)({bl]c)) = (la)b])|c). (2.55)

Desse postulado segue entio que o produto |a)(b||1)) = (b|)|a) é um ket que depende

linearmente de (1], e portanto |a)(b| é um operador linear:

Via) e K, (bl € B |a)b| € L. (2.56)

Nesse ponto temos uma importante afirmagdo de Dirac:

“NGs agora temos um completo esquema algébrico envolvendo trés tipos de quanti-
dades, vetores bra, vetores ket e operadores lineares. Eles podem ser multiplicados
Juntos nos diversos modos descritos até agora, e os axiomas da distributividade e as-

sociatividade da multiplicacio sempre valem, mas o axioma da comutatividade nio

vale.” [13, p. 25]

Essa afirmagio revela a beleza e também alguns pormenores da notagdo de Dirac. Em
nenhum momento ele definiu uma operagdo geral de multiplicagio, o que ele fez foi definir
diversas operagdes e dar a mesma notagdo para todas elas; ele definiu a multiplicagio por
escalar, o produto escalar, a atuagio de um operador em um ket, a atuagio de um operador
em um bra, e um ‘produto’ especial de um ket com um bra. No entanto, Dirac percebeu
que essas operagdes satisfaziam propriedades semelhantes e que existia uma notagio especial e
que todas essas operagdes satisfazem propriedades correspondentes a uma multiplicagio ndo

comutativa, e de certa forma passa a considerar todas como uma forma de multiplicago.
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Relag¢des Conjugadas

Seja X um operador linear, entdo qual seria o bra correspondente ao ket X |a)? Em
outras palavras, qual o imaginario conjugado de X |a)? Para responder a essa pergunta, Dirac
introduz o conceito de adjunto de um operador linear ou complexo conjugado de um ope-
rador linear. O adjunto do operador X ¢ denotado por X, a mesma notagio usada para o

complexo conjugado de um niimero. Sendo assim, Dirac postula o seguinte:

Axioma 21.

VXeLlla)eK: Xl|a)=(a] X. (2.57)

Usando que (a|b) = (b|a), obtemos a importante propriedade:

Viale B,X €L,|a)eK: (a X |b)= (B]X[a), (2.58)

a qual sera essencial para muitas demonstragdes.

Substituindo X por X na equagio anterior obtemos que

(a| X [0)= (0| X |a) = (alX[b) = (a| X D),
e como isso ¢ valido para qualquer bra (a| e qualquer ket |b), podemos afirmar que
VXeLl: X =X, (2.59)

ou seja, que o adjunto do adjunto de um operador é o operador linear original, como no caso

dos nimeros complexos.

Quando um operador ¢ igual ao seu adjunto dizemos que 0o mesmo ¢é autoadjunto.
Como no caso dos numeros complexos, um operador pode ser separado em partes real e

imaginaria, ou seja, qualquer operador X pode ser escrito como
X = A+iB, (2.60)

em que A e B sdo dois operadores autoadjuntos e i ¢ a unidade imaginaria.

O adjunto ou complexo conjugado da soma de dois operadores pode ser obtido por

(al (X +Y) [b) = (b](X +Y)]a) = (b]X|a) +(B]Y |a) = (a] X [b)Ha] Y [b) = {al (X +Y)[p)

Como a equagio é valida para quaisquer (a| e |b), obtemos que o adjunto da soma de dois
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4 . .
operadores ¢ a soma dos adjuntos de cada operador, matematicamente:

VX,YeLl: X+Y =X+Y. (2.61)

De forma semelhante obtém-se o adjunto do produto de dois operadores lineares:

(a (XY) [b) = (B[ (XY)]a) = ((B|X)(Y]a)) = Ya) (B|X =(al(Y X)[b),

como isso vale para qualquer bra (a| e qualquer ket |b), podemos afirmar que

VXY e L: Y =Y X, (2.62)

ou seja, o complexo conjugado do produto de dois operadores lineares é igual ao produto dos

complexos conjugados dos fatores na ordem reversa.

Falta agora obter o complexo conjugado de operadores do tipo |a)(b|. Fazendo

(al ()2l [6) = (bl (¥} (oD ]a) = (bll¥))({lla)) = (all) (¢[[b) = {al(6)(L])]0),

obtemos de forma geral que

Via) € K,(a|€ B:  [a){0] =|b){al. (2.63)

Segundo Dirac € possivel resumir todas as regras referentes ao complexo conjugado ou
imaginario em uma Unica regra “o conjugado complexo ou conjugado imaginario de qualquer
produto de vetores bras, vetores kets e operadores lineares é obtido tomando o complexo
conjugado ou imaginario de cada fator e revertendo a ordem dos fatores.” Dirac afirma ainda
que essa regra € bem geral, sendo valida mesmo para os casos nio explicitados. De forma
matematica, temos que a propriedade Ty = 7 T é valida para qualquer par ordenado (z,y)

pertencente a um dos conjuntos B X K, K x B, L x L, L x IC, B x L, simbolicamente:

V(iz,y) e BXKUKXBULXLULXKUBXL: Ty=7yT. (2.64)

Autovalores e autovetores

Equagdes do tipo
X|a) = «ala), (2.65)
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em que X é um operador linear, & é um niimero e|a) é um ket nio nulo, ou ainda o conjugado
dessa equagio:
(0| X = B(bl, (2.66)

em que /3 é um numero e (b| ¢ um bra n3o nulo, sio de grande importancia para o desenvol-
vimento da teoria e sio chamadas equag¢des de autovalores. Quando essa primeira equagio €
satisfeita, dizemos que o € um autovalor do operador X e que (a| € um autoket ou um autove-
tor do operador X. Podemos ainda dizer que o autoket (a| pertence ao autovalor . De forma

analoga, € um autovalor do operador X e (b| é um autobra desse operador.

Agora restringiremos nosso estudo a operadores lineares reais, os quais sio extensamente

utilizados na teoria.

Seja um operador linear real X, um nlimero 2’ e um ket |a) tais que
X|a) = '|a),

ou seja, ' € um autovetor e |a) € um autoket do operador X, entdo verifica-se que

1. Todos os autovalores sio nimeros reais:

2. Os autovalores associados com os autokets sdo os mesmos que os autovalores associados

a0s autobras:
Xla)=12'|a) <= (a|X = 2'(al.

3. O conjugado imaginario de um autoket é um autobra associado a0 mesmo autovalor:

Xla)y = 2'|a) ={a| X = 2'{(al.

Dirac entio define uma notagio especial para os autovalores e autovetores de operadores
associados a variaveis dinamicas reais, pois os mesmos sio amplamente utilizados na mecanica
quintica. Seja X uma variavel dindmica (um operador) real, entio 2/, 2", ", *™™ sio auto-
valores diferentes associados ao operador X. E ainda, |2’) denota um autoket do operador X

com autovalor 2/, e analogamente para os outros autovalores. Simbolicamente temos:

X |$,> _ SL’/ |l‘/> 7 X |:L‘//> _ x// |l‘//> : X |CL’W> _ ZEW |CL’W> : X |x(n)> _ I(n) |x(”)) ' (2.67)

Se estivermos lidando com diversos autokets pertencendo a um mesmo operador, pode-
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mos distingui-los utilizando um sub-indice, por exemplo: |z}), assim temos:

X |2y = ™My, 2.68)

No caso, por exemplo, em que tivermos dois autokets para o autovalor 2/, podemos
diferencia-los por |z) e |z}). Toda essa notagio se estende de forma analoga para os bras, ou

seja:
(x’|X::c'<:U'|, <.TJ”|X :I//<SL’//‘, <SL’///|X:IH/<$/”’, <x(")\X:x(")<x(")\. (269)
Dirac generaliza essa notagdo para autokets e autobras simultaneos de dois ou mais ope-
radores. Um ket é um autoket simultaneo de dois operadores se for simultaneamente um

autoket de cada um dos operadores. Um autoket simultaneo dos operadores X e Y com

autovalores 2’ e i/ respectivamente, ¢ denotado por [2'y’), ou seja,

Xla'y') = 2'|2"y) (2.70)
YiZ'y') =y |2'y). (2.71)

Essa notagdo se estende naturalmente para os casos mais gerais em que temos diferentes auto-

valores: 2'y/,2"y/, 2'y". .., £™y(™) e para os respectivos bras:
(™)) X = ) () (m)| 2.72)

<x(n)y(m)‘y — y(m) <a:(”)y(m)| ) (2.73)

Dirac menciona dois importantes teoremas relativos a autovetores e autovalores:

Teorema 2. Autovetores de um mesmo operador real pertencentes a autovalores diferentes

sdo ortogonais:
Xy=2a'|2")y, X|2")=2a"|2"), 2/ #2" = (/|2")=0. (2.74)
Prova 2.
(2| X |2y = (2 |2/ |2") = (2| 2" |2") = 2/ (2 |2") = 2" (2/|2") = 2/ = 2" ou (2/]2") =0

Teorema 3. Qualquer combinagio linear de autovetores de um operador linear X pertencen-

tes a um mesmo autovalor x’ é um novo autovetor desse mesmo operaa’or ¢ pertencente ao
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mesmo autovalor:

Xzy=2'|z)) = X Za|x;> =1 Za|x;> : (2.75)

) )

Observaveis

Para definir matematicamente o conceito de observavel, Dirac precisa acrescentar algu-
mas interpretagdes fisicas de forma a conectar a matematica com a natureza fisica [ 13, p. 34].
De acordo com Dirac, quando fazemos uma observagio estamos medindo uma variavel dina-
mica, e o resultado deve necessariamente ser real. Disso conclui-se que as variaveis dinamicas

que podem ser medidas devem ser reais.

Para obter a defini¢do de observavel, Dirac precisa ir mais além e postular outras inter-
pretagdes. Ele afirma que, se o sistema estiver em um autoestado de uma variavel dindmica X
pertencente ao autovalor 2, entdo a medi¢do de X vai com certeza resultar no ntimero z’. E
ainda, se o sistema esta em um estado tal que o resultado da medi¢do da variavel dindamica X
¢ certo que ira resultar em determinado valor, ou seja, s6 ha um resultado possivel para essa
medigdo, entdo o sistema esta em um autoestado de X e o resultado da medig3o ira fornecer o

autovalor de X ao qual o autoestado pertence.

Seguindo as suas consideragdes, Dirac afirma que quando medimos uma variavel dina-
mica X, a perturbagio ocorrida no ato da medigdo faz com que o estado do sistema salte
para um dos autoestados dessa variavel, pois, devido a continuidade fisica, se fizermos uma
segunda medig¢io logo em seguida, devemos, com total certeza, obter 0 mesmo resultado. As-
sim, depois que a primeira medi¢io foi realizada, nio pode haver nenhuma incerteza quanto

a0 resultado da segunda.

Podemos entdo inferir que, ndo importa em qual estado o sistema fisico esteja, qual-
quer resultado da medi¢io de uma variavel dindmica real ¢ um dos seus autovalores; e ainda,

qualquer autovalor € um possivel resultado de uma medig3o.

Dirac faz entdo uma afirmagio ainda mais forte: se uma certa variavel dinimica real
X for medida com o sistema em um estado particular, os estados aos quais o sistema pode
saltar sdo tais que o estado original é linearmente dependente deles. Dirac entdo conclui que

qualquer estado deve ser uma combinagio linear dos autoestados da variavel dinamica.

Defini¢io 4. Define-se um conjunto completo de estados como sendo um conjunto tal que

qualquer estado possivel é uma combinagdo linear deles.
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Nem todas as variaveis dinamicas reais possuem autoestados suficientes para formarem
um conjunto completo, essas portanto nio podem ser medidas. Assim sendo, Dirac define

um Observavel:

Defini¢do 5. Um observivel é um operador linear real cujos autoestados formam um con-

junto completo de estados.

Os autovalores de uma variavel dinimica real podem consistir em um conjunto discreto
de nimeros, ou um continuo, ou seja, todos os nimeros em um certo intervalo, e de forma
geral, os dois casos. A condi¢do para que qualquer ket |p) seja uma combinagio linear dos
autovalores de um operador X, ou seja, para que os autokets do operador X formem um

Conjunto Completo, SE eXpressa como.
Vi eK: p)= / ayda’ + 3 N, 2.76)

em que a integral é sobre toda a parte continua do espectro e 0 somatério sobre a parte discreta.

Quando essa condigio € satisfeita, o operador X € um observavel.

Observaveis que Comutam

Dirac prova que quando dois observaveis comutam, seus autoestados simultaneos sio
tantos que eles formam um conjunto completo. E ainda, quando os autoestados simultaneos
de dois observaveis formam um conjunto completo, os dois observaveis comutam. Isso é

formulado mais precisamente no seguinte teorema:

Teorema 4. Se dois observaveis X eY comutam, entio os autoestados conjuntos dos dois ob-
servaveis formam um conjunto completo. Se os autoestados simultaneos de dois observaveis

formam um conjunto completo, entdo os observdveis comutam.

Matematicamente temos que, se

X|a'y')y=a'|a"y')  X|ay®)) =202y
Yi'yy=y'[2'y)  Y]zyl) =y |2y

entio:

XY -YX=0 < V[peK: |p)= //|x’y’>dm'dy' + ) 2y, 2.77)

Esse teorema se estende naturalmente para conjuntos maiores de observaveis em que
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todos os observaveis comutam entre si.

Funcgdes de Observaveis

Dirac considera que podemos tomar qualquer fungio f de um observavel X e trata-la
como sendo um novo observavel tal que ¢ automaticamente medido quando X ¢é medido. Para
que isso possa ocorrer, é preciso que quando for certo que a medigdo de X resultara no valor
z', entdo deve ser certo que a medigdo da fungdo desse observavel, f(X), resultara no valor

f(«'). Assim, Dirac define de forma geral f(X) como sendo o operador linear que satisfaz

FX) ') = f(a)]2"), (2.78)

para qualquer autoket |2’) do operador X sendo que f(z') deve ser um nimero para qualquer

autovalor 7.

Quando f(X) é expressivel como uma série de poténcias verifica-se que essa condigio €

imediatamente satisfeita, ou seja, se
fX)=co+ea X +eX?+-- 2.79)
em que as constantes sio todas niimeros, entio verifica-se que

FX)]") = f@)]2).

O conjugado complexo de f(X) é definido pelo conjugado imaginario da equagio que

define esse operador, ou seja,

(@' f(X) = J ()], (2.80)

sendo valido para qualquer autobra (2.

Demonstra-se entdo que o complexo conjugado do operador linear f(X) é o complexo

conjugado da fungio f aplicado ao operador X, ou seja,

X) = F(X). 2.81)

S~

Segue automaticamente que, se a fungdo f for real, entio f(X) sera também um obser-

vavel, pois € agora um operador real e seus autoestados formam um conjunto completo.

Como existem autoestados simultaneos de dois ou mais observaveis que comutam entre
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s1, podemos definir operadores lineares que s3o fun¢des simultaneas de dois ou mais observa-
veis. Essa generalizagdo corresponde ao conceito de fungdes de multiplas variaveis aplicadas
a operadores. Sejam X, Y, Z,...observaveis que comutam entre si, entdo define-se a fungio

desses operadores f(X,Y, Z,...) como sendo o operador linear que satisfaz:
f(X,Y, Z, . )|dy2 . )= fa 2. ) |dy'2 ), (2.82)

em que |2'y'z’ . . .) é qualquer autoket simultaneo dos observaveis X, Y, Z,....

De forma analoga ao que ocorre para fungdes de uma tnica variavel, demonstra-se que
f(X,v,Z,..) = f(X,Y,Z,...), (2.83)

e que, se f for uma fungio real, entdo f(X,Y, Z,...) € um operador linear real e também um
observavel. Essa defini¢do de fun¢do de observavel tem duas aplicagdes praticas de especial

. A . , . / . /
importancia: o reciproco ou inverso de um observavel e a raiz quadrada de um observavel.

O reciproco existe se 0 observavel nio possuir autovalores nulos. Seja X um observavel,

entdo o seu reciproco X ! satisfaz:
X2y =a""2"), (2.84)
para qualquer autoket |2’) do operador X com autovalor z’. Como
XX |2y = XX 2y =|2'), (2.85)
vale para qualquer autoket |2) e 0 operador X é um observavel, devemos ter que

XX =1 (2.86)
XX 1'=1 (2.87)

Note que Dirac nesse ponto n3o é muito rigoroso pois trata o que deveria ser um ope-

. . /4 . / . ~ . /7 ~ . .
rador identidade como o proprio numero 1. Dirac no menciona até entdo o operador identi-
dade e seu tratamento simplificado pode resultar em inconsisténcias em alguns casos. Um dos
problemas ¢ que o numero 1 nio ¢ propriamente um operador linear no podendo ser escrito

em termos dos autoestados de um observavel.

Dirac entdo generaliza essa defini¢do de inverso para operadores lineares gerais, e como
queremos ser mais criteriosos nesse momento, € necessario definirmos o que seria o operador

identidade. O operador identidade para um dado conjunto de operadores lineares e kets, se
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existir, ¢ definido como sendo o operador linear 1 tal que:
Vie)e K: 1|a)=a), (2.88)

o que leva a:
VXel: 1X=X1=X. (2.89)

Uma vez definido o operador identidade, podemos definir o inverso ou reciproco de um
operador de forma mais rigorosa. O operador linear X! ¢ o inverso do operador linear X

se, e somente se,

: (2.90)
Xxt=1 2.91)

Uma importante propriedade ¢ que o inverso do produto de operadores é o produto dos

inversos dos operadores com a ordem invertida, ou seja:

VX,)YeLl: (XY)'=vyl'x 1 (2.92)
VXY, ZeL: (Xyz)y'=Zz'vy'x Y (2.93)

A “Fungio” Delta de Dirac

No formalismo proposto por Dirac, a atualmente bem conhecida fun¢io Delta de Dirac
d desempenha uma tarefa de extrema importancia para o desenvolvimento da teoria no caso de
autovalores continuos. Von Neumann critica fortemente esse artificio matematico e abomina
o seu uso buscando propor um formalismo alternativo em que o mesmo nfo apareca. Ele o
consegue, mas no entanto seu formalismo ¢ limitado e nfo abrange os casos em que temos

espectros continuos.

Para verificarmos a necessidade desse artificio matematico (dizemos artificio porque ela
nio ¢é rigorosamente uma fungio nas defini¢des classicas, mas uma distribui¢io), suponhamos

que X sejaum observavel de espectro continuo, entio os kets |a) e |b) podem ser escritos como:

)= [ lat)ao

) = / 2y da”,
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em que « e (3 sdo sub-indices utilizados para distinguir os dois integrandos. Tomando o pro-

duto interno dos dois kets temos

(alb) = / / () |a'5) da'dac”.

Pelo teorema da ortogonalidade temos que
/ i / "
vt # 1" = (|7 =0,

entdo, considerando apenas a integral interna

[l

verifica-se que o integrando ¢ nulo em todo o dominio de integragio, exceto no ponto em que
x' = . Se o integrando for finito nesse ponto, entdo a integral inteira iria convergir para zero
e (a|b) = 0. Para que o resultado da integral seja finito, o integrando entio deve ser infinito, e

fazendo |a) = |b) # 0, verifica-se que de forma geral (2'|2”) € infinito.

Tendo isso em vista, Dirac define a chamada delta de Dirac como uma quantidade 6(z)

dependendo do parametro real x satisfazendo os seguintes axiomas:

/OO d(z)dr =1 (2.94)

240 = 6(z) =0 (2.95)

Para tornar a Delta um pouco mais compreensivel e aceitavel, Dirac afirma [13, p. 58]
que ela pode ser vista como o limite de uma sequéncia de fun¢des que se anulam em todos os
pontos exceto em uma pequena regido de largura a e € tio grande nessa pequena regido que a
integral inteira tem valor 1. No limite de a tendendo a zero, essa fungio converge para a Delta
de Dirac. A forma exata da fung¢io nio importa, desde que ela seja bem comportada. A Delta
nio ¢ uma fungio de acordo com as defini¢des matematicas usuais porque nio possui um valor
definido para cada ponto em seu dominio, ela diverge no ponto 2 = 0. Dirac afirma que o seu
uso deve ser limitado a certas expressdes matematicas simples em que nenhuma inconsisténcia

pode surgir, de forma geral ela s6 pode ser usada dentro de integrais.

A mais importante propriedade dessa fungio é a propriedade de filtragem expressa na

seguinte equagdo:

lef@ﬁwﬂwzfmh (2.96)

em que f(z) € qualquer fungio continua de z.
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Modificando a origem da equagio anterior obtemos a formulagio mais pratica dessa

propriedade:
/_ f(z)o(x —a)dx = f(a), (2.97)

em que a ¢ um numero real qualquer.

Enumeraremos agora algumas importantes equagdes relativas a Delta de Dirac, cujo

significado preciso € que os dois lados das igualdades dio os mesmos resultados dentro de um

integrando:
d(—z) = d(x) (2.98)
zé(x) =0 (2.99)
§(ax) = a'o(x) (a>0) (2.100)
/ 5(a— 2)5(z — b)dz = 5(a — b) (2.101)
f(z)é(x —a) = f(a)d(x — a) (2.102)
Representacoes

Depois de todo esse tratamento mais abstrato, Dirac desenvolve as representagdes dos
elementos do formalismo. Uma representagio faz a correspondéncia entre um elemento abs-
trato e uma estrutura definida em termos de nimeros, algo portanto mais concreto. Os diver-
sos modos de fazer a correspondéncia entre o elemento abstrato e o ‘conjunto’ de niimeros
sio chamados de representag3es, e a estrutura concreta associada ao elemento é chamada de

representativo.

Para caracterizarmos uma representagdo, basta um conjunto completo de bras, os quais
serio denominados bras basicos, sendo eles suficientes para fixar a representagio. Esse con-

junto de bras caracteriza uma base do espago vetorial de bras.

Os produtos escalares do ket |a) com cada bra basico define o representativo desse ket.
Conhecendo o resultado do produto escalar de um ket com todos os bras basicos podemos

determinar univocamente o ket.

A prova é simples, suponha que tenhamos dois kets |a) e |a’) para os quais esse conjunto

de niimeros seja 0 mesmo, ou seja, para qualquer bra basico |\),

(Ala) = (Ala’)
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entdo, a diferenga|a)—|a’) tera produto escalar com qualquer outro bra basico nulo, e portanto,

com qualquer bra:
(Al(ja) =1a") =0 = V(€ B: (¢](a)—]a") =0,

sendo assim, os dois kets sdo iguais.

Dirac supde que cada bra basico pode ser enumerado por um ou mais parametros, Ay,
A2, . . . Ay, cada um tendo um certo valor numérico. Um bra basico é entio escrito em termos
dos valores de cada um dos parametros A: (A1 A2 ... \,|, € 0 conjugado complexo de um bra

basico, um ket basico, como [A; Ay ... A\, ):

O representativo de um ket qualquer |a) serd o conjunto de nimeros dados por (A1 Az . .. A, |a),

para cada parametro \; varrendo todo o seu dominio.

Podemos entdo denotar o representativo de um ket |a) como (A Az . .. \,|a), podendo o
mesmo ser visto como uma fungdo complexa das variaveis Aj, g, . .. Ay, cada variavel estando

restrita a determinado dominio.

De forma geral, os bras basicos de uma representagio nio precisam ser ser todos linear-
mente independentes, no entanto, nas representagdes mais usuais eles sio todos linearmente
independentes, e ainda sdo ortogonais uns aos outros. Nesse caso a representagdo ¢ uma re-

presentagdo ortogonal, ou podemos dizer que os bras basicos formam uma base ortogonal.

Consideremos agora uma representagdo ortogonal com bras basicos (A A2 . .. A, |, carac-
terizados pelos parametros A1, Ag, ... A, cujos dominios sio todos reais. Dirac entdo define

para cada parametro \; um operador linear L; definido pela equagio:
Tomando o conjugado dessa equagio, temos também que:

Como os diferentes bras basicos sdo todos ortonormais, demonstra-se que os operadores

L; sio todos autoadjuntos. Para verificarmos essa afirmagio, fazemos
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= Nibx v Oy, Org,- (2.108)

Obtemos entdo que,

NG N T ) = o Al T IV N = (Mg e A Ly [N - ALY,
(2.109)
e, como isso ¢ valido para qualquer bra e qualquer ket basico, conclui-se que L; = L; sendo
L; portanto autoadjunto. Como os autoestados dos operadores L; s3o os bras e kets basicos,
podemos agora concluir que cada operador L; ¢ um observavel. Como os bras e kets basi-
cos sdo autoestados simultaneos de todos os operadores L;, decorre do teorema que todos os

operadores L; comutam entre si.

Conjunto Completo de Observaveis que comutam entre si

Dirac define um Conjunto Completo de Observaveis que comutam entre si como sendo
um conjunto de observaveis que comutam uns com 0s outros e para os quais sO existe um
autoestado linearmente independente para cada conjunto de autovalores. Em outras palavras,
dado os autovalores associados a cada observavel, ndo existem dois ou mais autoestados linear-
mente associados a esse conjunto de autovalores, e o conjunto de autovalores é portanto nio

degenerado.

Assim, o conjunto dos observaveis L1, Lo, ... L, forma um conjunto completo de ob-
servaveis. Por outro lado, um conjunto completo de observaveis que comutam entre si X7,
X, ... X, pode ser associado a uma representagdo ortogonal (x| 2} ...z} | com

! ! / . / ! ! /
(iy .. x| Xi = xp(afzy .o 2],

fazendo os observaveis X; um papel correspondente aos operadors L; definidos anterior-

mente.

Quando temos um conjunto de observaveis que comutam entre si X1, Xo, ... X, mas

o conjunto ndo ¢ completo, apenas conhecer os autovalores de cada um desses observaveis
. : . , . : . ,

pode nio ser suficiente para especificar um nico bra basico, pois podemos ter varios bras bas-

cios pertencentes a0 mesmo conjunto de autovalores. Assim, o conjunto de parametros 7},

Th,...x,, ndo é suficiente para especificar univocamente um ket basico, mas podemos acres-

centar um outro conjunto de parametros A;, Ag, ... A, de forma que o conjunto total dos
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parametros sejam agora capazes de especificar univocamente um bra basico. Qualquer bra
basico pode entdo ser denotado por (z)x ... &/, N[\, ... A |. Associado a esses parametros adi-
cioanais A, temos os operadores L1, Lo, ... L, definidos de forma analoga ao que foi feito
antes:

(ywy .l NIy N Ly = Ny ol NNy A (2.110)

Juntos, o conjunto de observaveis X;, Xs, ... X, e o conjunto de observaveis Ly, Lo, ... L,
formam um conjunto completo de observaveis que comutam entre si. Assim, de qualquer
conjunto de observaveis que comutam entre si pode ser feito um conjunto completo de obser-

vaveis que comutam entre si acrescentando-se alguns outros observaveis.

Propriedades dos Vetores Basicos

Até 0 momento nio abordamos a norma dos vetores basicos, e por isso 0s mesmos nio
estdo completamente caracterizados. A abordagem mais simples e usual é fixar a norma de to-
dos os vetores fazendo o processo chamado normalizagdo, no entanto, s6 podemos realmente
normalizar os vetores basicos quando eles s3o autoestados de um observavel com autovalores
discretos, caso contrario, vimos anteriormente no estudo da fun¢io delta que a norma diverge
indo com um valor infinito. Justamente por isso, Dirac generaliza as no¢des convencionais de
um espago vetorial utilizando a Delta de Dirac e com isso ele nos permite lidarmos com essa

divergéncia na norma sem maiores complicagdes matematicas.

Vamos supor que temos um unico observavel X e que so existe um Unico autovetor
para cada autovalor de X, ou seja, o observavel X sozinho forma um conjunto completo de
observaveis e nos permite construir uma representagdo ortonormal. Os vetores basicos serdo

entdo escritos como (x| e |z').

No caso dos autovalores forem discretos, simplesmente normalizamos os vetores basi-
cos:

. 1, sex’ =2"
(2'|2") = (2.111)
0, caso contrario.

Definindo a fun¢io conhecida como Delta de Kronecker:

1, sex=y
Gny = (2.112)
0, caso contrario;
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a equagio da normalizagdo pode ser escrita como:

(@'|2") = O . (2.113)

Vamos agora considerar o caso em que o observavel X possui autovalores continuos.

Nesse caso vimos que

/ (2 |2")d2" = a2’ 2") > 0
Q

quando o dominio de integragio inclui o ponto 2/, e que
(2'|2") = 0sea’ # "
devido a ortogonaliza¢io. Entio podemos considerar que
<I_/|x//> — Of(.r,7 I,//)(;(I_/ . x//)’

e aqui vemos a importancia da Delta de Dirac, pois sem ela nio seria possivel expressar essa

equagaio.

O que fazemos entdo € fixar o valor de « (2, 2”) como sendo 1, entdo obtemos o corres-

pondente a normalizagdo dos vetores basicos no caso de autovalores continuos:
(2|2"y = 0(2" — ), (2.114)

temos agora um grande paralelo entre os casos discreto e continuo.

Dirac também generaliza essas defini¢des para o caso em que temos tanto autovalores
continuos como discretos. Vamos utilizar (") e 2(*) para denotar autovalores discretos, e ' e

z” para denotar autovalores continuos, entdo temos a generalizagio:

(aD]2)) = 04(r) () (2.115)
(@M]a") = 0, (2.116)
(2|2"y = o(a" — ). (2.117)
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O Operador Identidade

31

Os bras e kets basicos possuem uma importante relagio com o operador identidade 1.

No caso discreto ela se expressa como

DL

/\x’)@c/\dx' =1

Essas relagdes decorrem do fato de que, no caso discreto

Dol llz") =Y |2 baran = |2"),

€ No caso continuo:

e no caso continuo

/ 2y’ (|| = / 2y Ao (2! — 2") = |a").

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

Como isso € valido para qualquer ket basico [2”), e qualquer ket pode ser expandido em termos

dos kets basicos, infere-se que € valido no geral para qualquer ket.

Essas equag¢Oes nos mostram a forma de se expandir bras ou kets em termos dos bras ou

kets basicos. No caso discreto, fazemos:
VIPYe K: |P)=1|P)= Z]a:

€ No caso continuo:

VIPYeK: |P)— i\P>:/\x’>dx’(x']P>.

O produto escalar também ganha uma representagio importante:

(QIP)="> (Qla)(z'|P),

xl

no caso discreto, e

(QIP) = / (Qe!yda (' P),

no caso continuo.

(2.122)

(2.123)

(2.124)

(2.125)
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Quando temos autovalores discretos e continuos, o operador identidade ¢ generalizado

como:

Z|x'><x’|+/\x’)(z'|dw’ =1, (2.126)

e as outras generalizagBes decorrem de imediato.

A representacio dos Operadores Lineares

De forma analoga ao que foi feito com bras e kets, a representagdo de um operador
linear ¢ um conjunto de nimeros que define completamente o operador, e é fixada uma vez

que tenhamos um conjunto de bras basicos.

Consideremos que os vetores basicos sio autovetores simultaneos do conjunto completo
de observaveis que comutam entre si X, Xo, ... X,. Seja A um operador linear qualquer,
entdo tomamos um ket basico genérico (x|} ... x|, e um ket basico genérico |z} ... x!),

u

entio os numeros
(g ... 2l |Alxfal ... 2l (2.127)

u
definem um representativo do operador A pois sio suficientes para definir A completamente,

uma vez que caracterizam completamente a atuagdo desse operador em qualquer ket.

No caso particular em que temos apenas um observavel X com autovalores discretos, o
representativo do operador A € um conjunto discreto de nimeros (x'| A|z”). A forma mais

natural de se escrever esses nimeros é em uma tabela bidimensional:

(x| Alzt) (2! Alz?)
(x| Alxt) (2?| Alz?) --- , (2.128)

tabelas assim sdo chamadas matrizes, e os numeros, elementos de matriz. Sendo assim, os

operadores podem ser representados por matrizes.

Se o operador A for o operador identidade, os elementos de matriz serdo
<ZL‘/| i |1'//> = Ogx/ 2y (2129)

e a matriz resultante ¢ a matriz identidade. Se operador for o proprio observavel X, os ele-

mentos de matriz serao:
<ZL‘/|X |:BN> = xldaﬁ’,x”a (2130)
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e todos os elementos fora da diagonal principal serio nulos, a matriz portanto sera diagonal.

Agora vamos examinar o representativo do produto AB de dois operadores lineares A e

B em termos dos representativos de cada fator:

<$/‘AB’£U”> _ <$/‘AZ‘JJH/><1}/”|B|Q3”> _ 2:<x/’A‘x///><x///‘B|x//>7 (2131)

" "

T x

o que corresponde a multiplicagdo usual das matrizes correspondentes a cada fator. O mesmo
ocorre com a adi¢do e as outras operagdes, sendo que a operagio correspondente a tomar o

adjunto de um operador é tomar o transposto conjugado da matriz.

Dirac também generaliza o conceito de matriz para o caso dos operadores com autova-

lores continuos e para o caso misto, em que temos autovalores continuos e discretos.

Fungdes de Onda

A representagio de um ket | P) quando o conjunto completo de observaveis é composto

apenas pelo observavel X é (2/| P), sendo portanto uma fungdo. Seja 1 essa fungio, ou seja:
(2’| P) = ('), (2.132)

entdo conclui-se que ¢ determina completamente o ket | P). Sendo assim, ¢é interessante uti-
lizarmos a propria fungdo ¢ para denotar o ket |P). Para isso Dirac define a notagio |¢(X))

com a seguinte propriedade:
(@'|P)=¢(a') = |P)=4(X)) (2.133)

Essa notagdo complementa a representagdo dos kets, correspondendo a uma representagio

explicita de um ket:

(@' (X)) = ¥ (). (2.134)

Essa fungdo ¢(X) utilizada para designar o ket é a chamada fun¢io de onda. Essa notagio
pode ser utilizada em qualquer caso, mas ¢ especialmente ttil quando os autovalores de X sio
continuos, s6 nesse caso podemos ter uma fungio de onda continua e propriedades interessan-

tes.

Uma fungio f(X) do observavel X satisfaz

(@ F(X) (X)) = f&)w (), (2.135)
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de onde concluimos que

FX) (X)) = [F(X)p(X)). (2.136)

Esse resultado ¢é geral e vale para quaisquer fungdes f e 1. Por esse resultado, Dirac conclui
que a barra vertical | ndo € necessaria nessa notagio, e que podemos remové-la. Assim temos

as novas regras para a notagao:
(@'|P)=9(2') = |P)=¢(X)). (2.137)

Podemos ainda considerar o ket ¢)(X')) como o produto do operador linear ¢)(X') com um ket
especial denotado simplesmente por ). Esse ket é denominado ket padrio, e é caracterizado

pela seguinte propriedade:
Vo' (2]) =1, (2.138)

em que (2’| &€ um bra basico.

De forma correspondente ao ket padrio ), definimos também o bra padrio (
Vo' (|2f) =1, (2.139)

e obtemos o correspondente a essa notag3o para o caso dos bras

(X)) = (¥ (X)|= (¥ (X), (2.140)

como no caso dos kets, podemos considerar o bra (1 (X)| = (¢ (X) como sendo o produto

do bra padrio { com o operador linear 9 (X).

Quando os autovalores de X sdo continuos, temos a importante propriedade no calculo

do produto interno

(T (X)[6(X)) = / W) (') (2.141)

Todas essas defini¢Oes e propriedades se estendem naturalmente para o caso em que

temos mais observaveis compondo o conjunto completo de observaveis.



CAPITULO 3

O Formalismo de von Neumann da Mecanica

Quantica

Von Neumann inicia o seu livro, “The Mathematical Foundations of Quantum Mecha-
nic” [1] afirmando que o seu objetivo € “apresentar a nova mecinica quantica em uwma repre-
sentacdo uniforme que é, até onde isso for possivel e stil, matematicamente rigorosa” [ 1, p. vii].
Desde o inicio de sua obra, von Neumann se coloca claramente em contraposi¢do ao trabalho

de Dirac [13]. Ele reconhece o valor e importancia trabalho de Dirac:

Dirac, em diversos artigos, e também em seu recentemente publicado livro, den wma
. . . o , .
representacio da mecanica quantica que dificilmente sevd superada em concisio e ele-

gancia, e gue é ao mesmo tempo de cariter invariante. [1, p. viii]

Porém coloca o seu livro como sendo uma resposta ao trabalho de Dirac. Ele perfaz duras

criticas quanto ao rigor matematico:

O método de Dirac, mencionado acima, (e isso é negligenciado atualmente em grande
parte da literatura da mecanica quantica, por causa da clareza e elegincia da teoria)
de forma alguma satisfaz os requerimentos de rigor matemdtico — nem mesmo se esses
forem reduzidos de forma natural e adequada na medida comum em outras partes da

fisica tedrica. [1, p. viii - ix]
e critica especialmente a conhecida ‘fun¢do’ delta de Dirac:

[+ ] isso requere a introducio de wma fungio “imprépria” com propriedades auto-
contraditorias. A inser¢do de tal “ficcio” matemdtica é frequéntemente necessaria na
aboradagem de Dirac, mesmo se o problema em mdos for meramente o calculo numé-
rico de resultados de um bem definido resultado experimental. Nio haveria nenbhuma
objecio aqui se esses conceitos, os quais ndo podem ser incorporados no formalismo

atual da andlise, fossem intrinsecamente necessdarios para a teoria fisica. [1, p. xi]

Von Neumann entéo coloca a sua formulagdo da mecanica quantica como sendo capaz
de substituir a formulagio de Dirac conservando-se livre dessas ‘inconsisténcias’ matematicas

que ele critica tdo profundamente:

35
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Deveria sim ser salientado que a “Teoria Quantica das Transformagoes” pode ser es-
tabelecida em uma maneira que é tio clara e unificada, mas também sem objecdes

matemdticas. [1, p. xi]

e ainda ressalta que o seu trabalho difere essencialmente do anterior:

Deve ser enfatizado que a estrutura correta ndo precisa consistir em um refinamento
matematico e explicagio do método de Dirac, mas sim ela requere um procedimento

gue difere desde o comego, ou seja, a estruturagio sobre a teoria de Hilbert dos opera-

dores. [1, p. xi]

Observe que, ndo apenas escolhemos comparar essas duas formulagdes originais, como
o proprio von Neumann escreveu seu livro num clima de comparagio e contraposi¢io ao
trabalho de Dirac. Veremos no entanto que, apesar de suas alegacdes, o formalismo de von
Neumann nfo ¢ suficiente para descrever alguns importantes elementos descritos pelo outro
formalismo: os sistemas com espectro continuo, para os quais a fungio Delta tem se mostrado

essencial.

No primeiro capitulo, von Neumann apresenta e discute as formulagdes originais da
mecanica quantica, mais precisamente ele discute a mecanica matricial de Heisenberg-Born-
Jordan [6-8] e a mecanica ondulatéria de Schrodinger e como as duas foram unificadas na
“Teoria das Transformagdes” por Dirac e Jordan. Esse capitulo € interessante para compreen-

dermos o contexto e as motivagdes para esse livro classico.

Grande parte do trabalho de von Neumann ¢ especialmente dedicada a caracterizagdo do
espago de Hilbert abstrato e dos principais elementos que decorrem desse aparato matematico,

que é, segundo von Neumann, a base de todo o formalismo matematico da mecanica quantica.

Dentro do conceito de espago de Hilbert, existem duas distingdes principais as quais
daremos uma notagio distinta: um espago de Hilbert de dimensio finita n sera denotado por
H,,, e um espago de Hilbert de dimensio infinita sera denotado por H... Quando nio quere-
mos fazer distingdo entre cada caso, utilizaremos o simbolo #, assim sendo, as propriedades

validas em H s3o validas tanto nos espagos de Hilbert de dimens3o finita H,,, como infinita
Hoo.

Primeiramente, von Neumann postula para H as propriedades vetoriais tipicas: H é um
espago vetorial com produto interno hermitiano [ 1, p. 34-35]. Utilizaremos a defini¢io mais
usual de um espago vetorial, a mesma que utilizamos no formalismo de Dirac, diferindo em
alguns axiomas da defini¢io de von Neumann. As duas formulagdes no entanto sdo rigorosa-

mente equivalentes como o proprio von Neumann afirma.
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A. H é um espago vetorial sobre os nimeros complexos [ 1, p. 36]. Ou seja, as operagdes

de adi¢do e multiplicagdo por escalar estdo definidas em H e resultam em elementos em H:

Axioma 1.
Viay,[bye H: |ay+1b)eH (3.1a)

Viay e H,ae C:  «ala)e H (3.1b)

e essas operagdes satisfazem todas as propriedades de um espago vetorial sobre os nimeros

complexos:

Axioma 2. 3 —|a) € H, Yla),|b),|c) € H,Va,B € C:

|a) +|0) = |b) +|a) (3.22)

|a) + (1) +[c)) = (la)+ b)) +c) (3.2b)
eH: |ay+0=]a) (3.2¢)
lay+ (—]a)) =0 (3.2d)
a(fla)) = (af)]a) (3.2¢)
a(|a)+[b) = ala)+ alb) (3.21)
(a+B)]a) = ala) + Bla) (3.2¢)

1|a) =|a) (3.2h)

Estamos utilizando a mesma notagio e buscando aproximar a0 maximo a forma de apre-
sentagdo dos formalismos a fim de facilitar a percep¢io das diferengas e semelhangas entre
ambos. Assim estamos fazendo o trabalho de escrever os dois formalismos “na mesma lingua-

»

gem”.

Na sequéncia, von Neumann define alguns conceitos da algebra linear:

Definic¢do 1. Os elementos|ay), |az),. . ., ax) sdo linearmente independentes se oy |ay )+ |as)+
-+ + ag |ag) = 0 implica que vy = ag = - -+ = oy, = 0, sendo os diferentes «; numeros com-

plexos.

Definicio 2. Um subconjunto I de um espaco de Hilbert H é denominado uma variedade
linear se ele contém todas as combinagées lineares de seus proprios elementos, ou seja, se
qualquer combinagio oy |ay) + aslas) + - - - + au |ax) de quaisquer elementos|a;) do conjunto
H e para quaisquers valores complexos dos elementos «;, pertence ao proprio conjuntoI. Se
U é um subconjunto arbitririo de H, entio o conjunto de todas as combinagdes lineares dos

elementos deU é uma variedade linear, “a variedade linear gerada porU”.
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B. Na segunda etapa da caracterizagido de um espago de Hilbert, von Neumann define o

produto interno em H [ 1, p. 38]:

Definigdo 3. O produto interno emm M é definido como sendo uma fungio (-, ) que leva
dois vetores em um numero complexo (-,-) : H x H — C e que satistaz as seguintes
propriedades: Y|a),|b), € H,Ya € C:

(la)+a’),[b)) = (la),[b)) + (la’),[b)) (3.3)
(ala),[b)) = a(]a),|b)) (3.3b)

(lay, b)) = ([b),]a)) (3.30)
(lay,la)) >0, (la),la)) =0 <= |a)=0 (3.3d)

Dessa defini¢io decorrem as seguintes propriedades para o segundo fator do produto

interno:

(la),[6) +10')) = (la),[6)) + (la), |0')) (3.4)
<a,a|b>:a<|a, >, (3.5)

ou seja, o produto interno ¢ linear no primeiro fator e anti- Iinear no segundo Note que

(|a),la)) é necessariamente um nimero real uma vez que < |a),la)) = (|a),|a)).

Podemos agora definir o comprimento, a magnitude ou a norma de um vetor:

Definigdo 4. A norma | |a)|| de um vetor|a) é um niimero real positivo definido por:
V]ay e H : H la) H = <|a),|a>> (3.6)

A distancia entre dois vetores ¢ entio definida em termos da norma:

Defini¢do 5. A distdncia entre dois vetores|a) e|b) é denotada por d(|a) , |b)) e é definida como

Vla),[b) e H:  d(a),[b) = |[|a) —[b)

Como H é um espago vetorial com produto interno, diversos teoremas da algebra li-
near se aplicam diretamente, e suas provas serio omitidas. Um dos principais teoremas ¢ a

conhecida desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Teorema 1.
Viay By et e (la. 1) < [[la)] - )] 67)
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Essas defini¢des de norma e de distancia satisfazem todas as propriedades usuais que

caracterizam uma norma e uma distancia. Temos a homogeneidade da norma:
V]a)e H,a € C: H&\a} H = \a\” |a) H, (3.8)
a positividade da norma:
V]ay e H : H]a) ” >0, H|a> H =0 < |a)=0, (3.9)
¢ a desigualdade triangular:

Via),lbye H:  |la)+10)] < [[la)| + |10} (3.10)

Limite e Continuidade

Uma vez definido o conceito de distancia, podemos abordar os conceitos de limite e

continuidade. Assim von Neumann define o conceito de fungdes continuas no espago de
Hilbert:

Defini¢do 6. Uma fungio F(|a)) definida sobre H e cujos valores sdo nimeros complexos é
continua no ponto |ay) € H se para cada numero real ¢ > 0 existir um niumero real § > 0, tal
que |||a) — |ao) || < & implica que |F(|a)) — F(|ao))| < €. Matematicamente, F : H — C ¢

continua no ponto |ay) se:
Ve H,e e R>0: Fe€R>0: |la)—|a)| < = |F(la) —F(lao))| <& (3.11)

Defini¢do 7. Uma fungio F(|a)) definida sobre H e cujos valores sio vetores no espago de
Hilber é continua no ponto|ao) € H se para cadac > 0 existirum§ > 0, tal que | |a)—|ao) || <
§ implica que | F(|a)) — F(jao))|| < e. Matematicamente, F : H — C é continua no ponto

lag) se:

Ve H,e e R>0: FeR>0: |la)—|a)| <6 = |F(la)—F(ao))| <& (3.12)

As defini¢des sdo analogas, mas uma ¢é valida para quando a func¢io tem imagem nos
numeros complexos C, e a outra no espago de Hilbert . Temos agora a defini¢do de fungio

limitada:

Defini¢do 8. Uma fungio F' € dita limitada em H ou em um dado subconjundo U de M. se,
Fla)| <

existe um numero real positivo C' tal que, em qualquer ponto|a) desse conjunto,
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C ou|F(|a))| < C, dependendo se a fungio possui valores complexos ou vetoriais, simbolica-
mente, uma fungio F' € limitada em U se

ACeR: V|ayeU: |F(a)| < CoulF(a)|<C (3.13)

e a defini¢do de limite de uma sequéncia de vetores:

Defini¢do 9. Uma sequéncia de vetores|ay), |az), . .. converge para um vetor|a), ou tem limite

) —la) ],

.. converge para zero. Simbolica-

|a), se a sequéncia de nimeros | |ai) —|a) |,

mente,

lim |a;) = |a) <= lim ||a;) —|a)]| =0 (3.14)
1—00

i—00

Uma outra defini¢io importante ¢ a de ponto limite de um subconjunto U do espago de
Hilbert #:

Definigdo 10. Um ponto|a) é um ponto limite de um conjuntoUd C H se ele for o limite de

uma sequéncia de U, ou seja, se existir uma sequéncialay), |as), ... C U tal que

lim |a;) = |a), (3.15)

1—00
entdo o vetor|a) é um ponto limite de L.

Alternativamente, um vetor |a) é um ponto limite de U se ele for arbitrariamente pro-
ximo de algum ponto deU, ou seja, se para qualquer ¢ > 0 existir um ponto |a') € U tal que

[la) —|a’) || < e. Simbolicamente, um vetor |a) é um ponto limite delU se
Vee R>0: 3ldYel: |la)—|d)|<e (3.16)

Defini¢do 11. Um conjuntoU C H é dito fechado se ele contém todos os seus pontos limites,

ou seja, se

Ve H: (VeeR>0: 3ldyel: |la)—|d)||<e) = |a)elU (3.17)

Agora temos a importante defini¢do de conjunto denso, que ¢ essencial na caracterizagio

rigorosa de um espago de Hilbert de dimensdo infinita:

Defini¢do 12. Um conjuntoU C H é denso em toda parte, ou simplesmente denso, se seus
pontos limites englobam todo o espago de Hilbert H, ou seja, se todos os pontos de H forem

pontos limites deU. Simbolicamente, U é denso em toda parte se

Ve H: VeeR>0: 3ldyel: |la)—|d)| <e. (3.18)
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Para facilitar a compreensio podemos ainda dizer que um conjunto U é denso em toda
a parte se qualquer ponto de H for arbitrariamente proximo de algum ponto de &/. Um
exemplo sdo os numeros racionais que sio densos sobre os numeros reais: cada nimero real é

um numero racional ou é arbitrariamente préximo a algum nimero racional.

Uma sequéncia de Cauchy ¢ uma sequéncia em que os elementos ficam arbitrariamente

proximos uns dos outros a medida que a sequéncia progride, assim definimos:

Definigdo 13. Uma sequéncialay),|as), ...C H é uma sequéncia de Cauchy se para qualquer
e > 0, existe um N tal que |||an) — |a,) | < €, para quaisquer m,n > N, simbolicamente,

temos uma sequéncia de Cauchy se

Ve>0: IneZ: Vmne€Z>N: |lan)—la)| <e (3.19)

Von Neumann afirma que a as propriedades A e B nos permitem uma boa caracterizagio
de H, mas ainda nio sio suficientes para que possamos distinguir os H,, de H., ou seja, até
o momento ndo é possivel fazer qualquer consideragdo quanto ao numero de dimensdes do
espago de Hilbert que estamos tratando. Von Neumann entio postula a terceira propriedade

diferenciando espagos de dimensio finita e infinita:

Axioma 3. C". Qualquer subconjunto T C H,, de vetores linearmente independentes pos-
sui no maximo n elementos [1, p. 45]. Ou seja, s6 é possivel construir um conjunto de no

mdximo n vetores linearmente independentes.

Axioma 4. C"™) Existem subconjuntos T C H., de vetores linearmente independentes com
infinitos elementos. Ou seja, € possivel construir um conjunto de vetores linearmente inde-

pendentes com uma quantidade arbitriria de elementos.

Se as propriedades A e B sio validas, entio necessariamente um dos dois axiomas C™
ou C(*) ¢ vilido; eles servem entio apenas para diferenciarmos se estamos tratando de um

espago de dimensio finita ou infinita.

Até o momento, esses axiomas sio suficientes para caracterizar completamente um es-
pago de Hilbert de dimensio finita H,,, no entanto, alguns axiomas a mais sdo necessarios
para a caracterizagdo completa de um espago de Hilbert de dimensio infinita H.,. Assim von

Neumann postula:
Axioma 5. D.H é completo, ou seja, todas as sequéncias de Cauchy convergem [1, p. 46].

Axioma 6. E. H é separdvel, ou seja, existe uma sequéncia |ay), |az), ...C H que é densa
em H. Em outras palavras, existe um conjunto contavel {|a;),|az), - - -} que é denso em toda

parte.
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Este tltimo postulado de certa forma limita o ‘tamanho’ do espaco de Hilbert mesmo
ele tendo dimensio possivelmente infinita, pois associa 0 mesmo a um conjunto contavel.
E importante percebermos que esse axioma j4 é automaticamente valido em um espago de
dimensdo finita. Para isso vamos verificar que um espago R™ ¢é separavel: tomando como
sequéncia os vetores (r1,7a, ..., ,) em que os parametros r; sdo todos racionais, observa-
se que qualquer vetor de R” ¢ arbitrariamente proximo a algum elemento dessa sequéncia e
portanto R" é separavel. Pelo isomorfismo entre R" e H,, pode-se entdo demonstrar que H,,
também € separavel. Assim sendo, von Neumann percebeu que os espagos de dimens3o finita
tinham essa propriedade, e tentou generaliza-los conservando essa propriedade. Note ainda
que essa propriedade ndo aparece no formalismo de Dirac, e faz com que os dois formalismos

ndo sejam rigorosamente equivalentes.

A Geometria do Espaco de Hilbert

Seguindo a abordagem de von Neumann, definimos o conceito de ortogonalidade:
Definigdo 14. Dois vetores |a), |b) sio ortogonais se ( |a),|b) ) = 0.

Defini¢do 15. Duas variedades lineares I, U sio ortogonais se cada elemento de I for orto-

gonal a cada elemento de .

Defini¢do 16. Um conjunto de vetoresUd C H é dito ortonormal se

se la) =1b),
Via),[b)yeU : (a),|b)) = (1) : i#:bi (3.20)

Por essa defini¢do, veja que um conjunto ortonormal é também um conjunto de vetores

linearmente independentes

Von Neumann ento define o que é um conjunto ortonormal completo, uma definigio

que se mostrara equivalente a defini¢do de Dirac de ‘conjunto completo de estados’:

Defini¢do 17. Um conjunto ortonormal U é completo se ele ndo é subconjunto de nenhum

outro conjunto ortonormal com elementos adicionais, ou seja, se

#D ortonormal : U C D.

Alternativamente, conjunto ortonormal U é completo se ndo existe um outro vetor
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normalizado ortogonal a todo o conjuntoU, isto é,

fla) € H,

ol =1: (Beu: ()=o)

Note que este é um outro conceito de conjunto ‘completo’, que nio tem nenhuma cor-

rel¢do com a defini¢io dada a esse termo anteriomente.

Vamos acompanhar a abordagem de von Neumann e acrescentar o indice ™ ou () nos

teoremas para identificar se 0 mesmo ¢é valido no caso de dimens3o finita ou infinita.

Agora temos dois importantes teoremas que limitam o tamanho de conjuntos ortonor-
mais. O primeiro decorre em especial do axioma C™), e 0 segundo decorre dos axiomas C(>)
e E:

Teorema 2. (™) Todo conjunto ortonormal possui no maximo n elementos, e é completo

apenas se possuir n elementos.

Teorema 3. () Todo conjunto ortonormal é finito ou infinito contavel, e se é completo,

entio é necessariamente infinito.

Esse Gltimo teorema é importante para compreendermos um pouco mais do que signi-
fica o espago de Hilbert ser separavel, pois essa condi¢io implica que os conjuntos ortonor-
mais sd0 no maximo infinito contaveis. Com isso, no podemos, por exemplo, representar
a base das posi¢des {|z) : x € R}, pois nesse caso o conjunto no seria contavel, possuindo a
cardinalidade dos nimeros reais. O que podemos representar no espago de Hilbert sio apenas
bases como {|n): n € N}, uma base infinita utilizada no oscilador harménico. Sendo assim,
o formalismo de von Neuman permite conjuntos ortogonais com cardinalidade no maximo
Ng, que é a cardinalidade dos numeros naturais, enquanto que o formalismo de Dirac permite

N1, que € a cardinalidade dos numeros reais.

Para clarificar esse teorema vamos demonstra-lo: Seja D um conjunto ortonormal, e |a)

e |b) dois elementos diferentes desse conjunto; assim,

(la)=10),la) = [0)) = (la),|a) ) + (1), b)) = (la), b)) = (18),1a) ) = 2,

logo || |a)—[b) | = v/2. Agoraseja {s1, 52, -~} sequéncia que é densa em 7, a qual existe pelo

postulado E. Assim, para cada elemento

1
Vle)e D: 3Fls;) € {s1,50, -} [[la)—]si)] < 3

Entdo, consideremos os elementos da sequéncia correspondentes a |a) e |b), como sendo res-

pectivamente |s;) e |s;); nesse caso, esses elementos necessariamente sdo diferentes, pois caso
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contrario:

1

5= lss) = [lal=10) ]| = [ dad—lsa) = @o)—lsd] < [Nah—lsa) [+]1)—1ssd | < 5+5 = 1

o que nos leva a uma contradi¢io. Assim, a cada elemento de D corresponde um unico ele-

mento da sequéncia, e portanto D ¢é finito ou é também uma sequéncia.

Von Neumann entio aborda um aspecto fundamental de seu trabalho: as questdes de
convergéncia, que dificilmente sdo abordadas no trabalho de Dirac. As questdes de conver-
géncia tem importancia apenas para espago de dimens3o infinita, pois em dimensio finita elas

sio triviais.

Vamos utilizar de forma geral o simbolo

2.

i

para denotar um somatorio genérico sobre uma sequéncia, independente de ela ser ou nio

finita. Assim podemos utilizar a mesma notagio para os casos de dimensdo finita ou infinita.

Teorema 4. Seja {|z1),|x2), -+ } um conjunto ortonormal, entio
converge. Alternativamente,

viay .y e H: S (lay.la)) () o) € C.

%

Teorema 5. Seja {|x1),|x2), - } um conjunto ortonormal, entio a série
ZO@‘IZ’% a; € ([:,
i

converge se, e somente se, a série

Z’Oéi!

7

converge. Alternativamente,

ZO@‘.’L‘DEH < Z’OQ’ c R.

Um resultado trivial é que, se [a) = >, o |2;), entdo (|a),|z;) ) = a.
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Vamos agora definir o que ¢ uma variedade linear fechada, um conceito que sera muito

utilizado por possuir mais propriedades que uma variedade linear:

Definicio 18. Uma variedade linear que também é fechada é chamado uma variedade linear

fechada.

E definimos uma notagio para gerar variedades lineares fechadas ou nio:

Defini¢do 19. Seja um conjunto de vetoresUU C H, entio denominamos {U} como sendo
a variedade linear gerada por U, ou seja, o conjunto de todas as combinagdes lineares de

elementos de U.

Defini¢do 20. Seja um conjunto de vetores U C H, entdo denominamos [U] como sendo a
variedade linear fechada gerada por U, ou seja, o variedade linear gerada por U ascrescida de

todos os seus pontos limites.

Teorema 6. Seja {|z1),|x2), -+ } um conjunto ortonormal, entio, para qualquer |a) € H,

temos a convergéncia:

')y =) (la),|ai) ) i) € H.

%

Temos também que|a) — |a') é ortogonal ao conjunto ortonormal {|z1),|z2), - }.

De acordo com von Neumann, esses teoremas nos levam um teorema para a caracteri-
zagdo de um conjunto ortonormal completo, reobtendo a defini¢io de Dirac de um conjunto

completo:
Teorema 7. Seja um conjunto ortonormal {|x1),|xs), - - - }, para esse conjunto ser completo,

cada uma dessas condi¢les sio necessdrias e suficientes:

1. A variedade linear fechada gerada por {|x1),|x2), - -+ } é 0 prdprio espago de Hilbert H,
ou sgja, [{|x1), [x2),- - }] = H

2 V¥a)yeH: |a)y= Z<|a>,|x,>>|xz>’

i

3 Wlay by € (lay[e)) = D i Cla),fai)) (10), foi) ) -

Von Neumann entio demonstra dois teoremas naturais porém muito importantes:

Teorema 8. Para cada conjunto{|a1),|as), ...} C H existe um conjunto ortonormal {|11),|1s), . ..

H que gera a mesma variedade linear, ou seja, [{|a1),|az), ...} = [{|[vn),|¢a), .. . }]

Teorema 9. Para cada variedade linear fechada T existe um conjunto ortonormal{|i1),|12), ...}

que gera a mesma variedade linear fechada.
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Operadores Lineares

E de grande importincia para o desenvolvimento da teoria, o conceito de operadores,
particularmente, de operadores lineares. Von Neumann aborda [1, p. 87] esses conceitos de
forma um pouco mais criteriosa, porém isso acarreta maiores complexidades no desenvolvi-
mento rigoroso da teoria. Um operador ¢é essencialmente um tipo de fungio que leva vetores
em vetores, e vamos utilizar a justaposi¢io para denotar a aplicagdo de um operador em um

vetor, assim, a atuagdo do operador F' no vetor |a) é denotada por F'|a).

Escolhemos abordar primeiramente o conceito de operador linear para tornar o for-
malismo de von Neumann mais facil de compreender e menos repetitivo. No seu livro, ele
apresenta primeiramente o conceito de projetores, os quais ja sio operadores lineares. Bus-
camos também simplificar a sua exposi¢do e torna-la mais compativel com a abordagem de

Dirac

Como os operadores sdo fungdes, cada operador possui um dominio que é um subcon-

junto de H. O dominio de um operador ¢ F' qualquer ¢ denotado por D(F).
Defini¢do 21. Um operador F é uma fungio definida em um subconjunto ©(F') do espago

de Hilbert H com valores em H, assim,

V0|a) e D(F): Fla)€ H.

Para o desenvolvimento da teoria, um tipo especial de operadores, os operadores linea-

res, sio fundamentais:

Definicio 22. Um operador X é dito linear se o seu dominio © (X ) for uma variedade linear,

isto é, se
Via),|b) € D(X),a, € C:  «ala)+ B|b) € D(X) (3.21)
e se
Viay,|b) € D(X): X(a)+|b) = X|a)+ X |b) (3.22)
Vi e D(X)ae C:  X(ala) =aX|a). (3.23)

Como o dominio do operador deve ser uma variedade linear, entdo, se X|a) € H e
X |b) € H temos também que X («|a) + 5|b)) € H, sendo « e f ndmeros complexos. Ob-
seve que, sem essa condigdo, poderia acontecer de «|a) 4+ [3|b) ndo pertencer a0 dominio do

operador, e perderiamos essa propriedade.

Vamos agora limitar nosso estudo aos operadores lineares, mais ainda, vamos restringir
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a operadores cujo dominio é denso em toda a parte. Com essas caracteristicas definimos o
conjunto £ como sendo o conjunto dos operadores lineares cujo dominio ¢ denso em toda
a parte. Esta tltima condi¢o substitui e relaxa o requerimento de que os operadores devem
ser definidos em todo o espago de Hilbert, o qual deve ser abandonado na mecanica quan-
tica. Como o dominio é denso em toda parte, cada ponto do espago de Hilbert ou pertence
ao dominio do operador ou esta arbitrariamente préximo a algum ponto do dominio desse
operador. Um dominio, por exemplo, que inclui todos os pontos do espago de Hilbert exceto
um Unico ponto, ou um conjunto finito de pontos, ¢ denso em toda a parte. Assim temos os

axiomas que caracterizam o dominio e o contra-dominio de um operador linear:

Axioma 7.

VXeLl: VeedDX): Xla)eH, (3.24)
VX eL: V|a),b)eD(X),a,0eC: ala)+ S]b) € D(X), (3.25)

O dominio de qualquer operador linear X € L é denso em M, ou seja, é denso em toda a
parte. Quando um operador tem como dominio o espaco de Hilbert inteiro, dizemos que o

mesmo é definido em toda a parte

Duas fungdes sdo iguais se possuirem o mesmo dominio e dentro desse dominio, suas
aplicagBes em quaisquers elementos resultarem no mesmo valor, ou seja, as fungdes f, e g sio
1guais se

D(f) =2(g), eVe € D(f) = f(z) = g(x).

Assim, acrescentamos um axioma explicitando essa condi¢io de igualdade entre dois operado-

res lineares:

Definicio 23.

VXY EL: X=Y « (D(X)=D(Y), eV]a) e D(X): X|a)=Y]a)) (3.26)

Em seu livro, von Neumann nfo mencionar explicitamente essa condi¢do para a igual-
dade de dois operadores, no entanto ¢ importante menciona-la para que possamos tragar um

paralelo maior entre o formalismo de Dirac e de von Neumann.

Precisamos agora definir os dois operadores lineares especias, o operador nulo 0, e o
operador identidade ou unidade 1, os quais sio definidos em toda a parte. O operador nulo ¢

definido por:

Definicio 24.
D(0)=H, VY|e)eH: O0la)=0, (3.27)
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e o operador identidade ¢ definido por

Definicio 25.
D(A)=H, V]jayeH: 1la)=1. (3.28)

Esses dois operadores sdo inicos, isto €, nio existe nenhum outro operador linear que satisfaga

as mesmas propriedades.

Precisamos agora definir as operag3es basicas sobre os operadores. A soma de dois ope-

radores ¢ definida por

Axioma 8.

VX, Y € L]a)eD(X)ND(Y): (X +Y)|a)=X|a)+Y|a); (3.29)

a multiplicagdo por escalar é definida por
Axioma 9.

VX eLiaeCla)e D(X): (aX)l|a)=a(X]a); (3.30)
a multiplicagdo de dois operadores ¢ definida por

Axioma 10.

VXY € L,la) € D(Y)eY]a) € D(X): (XY)|a)= X(Y|a)); (3.31)

e o elemento inverso da adigdo é definido por

Axioma 11.
VX € L)a)ye D(X): (—X)|a)=—(X]a)). (3.32)

Comparando com a formulagio de Dirac, observe que a questio dos dominios acres-
centa um complexidade extra, e que o lado esquerdo dessas equagdes s6 esta definido quando

o lado direito também esta definido.

Também define-se as poténcias inteiras:

VXel: X°=1
X=X
X?=XX
X = XXX
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Define-se o inverso da multiplicagio X ! por:

XX 1'=1, (3.33)
XX =1, (3.34)

e analogamente as poténcias inteiras negativas:
X?2=X"'x"1t X3=X1x"'x"!.. (3.35)

Como no caso dos niimeros, temos que as poténcias se somam quando os fatores sio
multiplicados:
VX €LVmneZ: XTX' = X", (3.36)

Um importante resultado para poténcias de operadores diz respeito a operadores que comu-

tam: se dois operadores comutam, entdo suas poténcias também comutam, ou seja,

VX,YEL: XY =YX = VYmneZ X"Y"=Y"X™ (3.37)

Vamos agora a outra importante defini¢3o, a defini¢io de adjuntos:

Defini¢io 26. Dois operadores lineares X e X* sdo ditos adjuntos se eles possuem o mesmo

dominio, ®(X) = D(X*), e se, nesse dominio

V]a),[b) e D(X):  (Xla),[b)) = (|a), X*|b)), (3.38)
(X*|ay,|b)) = {|a), X |b)). (3.39)

Dessa defini¢io decorre que essa relagdo é simétrica, ou seja, se X e X* sio adjuntos,
entdo X* e X também sio adjuntos. Prova-se também que, se X ¢ adjunto a X*; e também a
X*,, entdo X*1 = X*9, ou seja, s existe um unico adjunto associado a cada operador linear,

e um elemento define univocamente o seu adjunto.

Assim podemos considerar a existéncia de uma fungdo (x) que associa a cada operador

linear X o seu adjunto X*:

VXel: X'eL, co( ) =
V]a),[b) € D(X):  (X|a),|b))
(X~ |a),|b)) =

D(X™), (3.40)
(lay, X*[b)), (3.41)
(lay, X |b)). (3.42)
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Dessa defini¢io decorre que essa operagio ¢ um involugio, ou seja,
VXel: X=X (3.43)

Demonstra-se também as seguintes propriedades, para a soma, produto, e multiplicagdo por

escalar:
VX, Yel: (X+Y)=X"+Y", (3.44)
VXY eL: (XY) =YX, (3.45)
VXeLlaeC: (aX) =aX" (3.46)

Vamos agora a trés defini¢des importantes:

Defini¢io 27. Um operador X é dito hermitiano' se X* = X.

Definigio 28. Um operador X é dito definido’ se
Via) e D(X): (Xla),la)) > 0.
Defini¢do 29. Um operador U é dito unitdrio se
UU =UU" =1.
Dessa ultima defini¢do, decorre que o produto interno de dois vetores nunca se altera

pela atuagdo simultanea de um operador unitario nos dois vetores, ou seja, para um operador

unitario U:
Vil e H: (Ula),UIE) = (U}, 10)) = (lab.[8)). 6.47)
Naturalmente, a norma de um vetor também néo se altera pela atuagio de um operador

unitario U:

V0a)y e H : HU|a> H = H |a) H (3.48)

!Dirac refere-se 2 mesma definigdo como operador autoadjunto.
2Qutros autores se referem a mesma definigio como operador positivo



34

Capitulo 3. O Formalismo de von Newmann da Mecanica Quantica 51
Continuidade de Operadores

A continuidade de operadores lineares ja foi definida anteriormente, uma vez que ope-
radores lineares sdo fung¢des cujos valores sio vetores do espago de Hilbert. Assim, um ope-
rador X ¢ continuo no ponto |ag) € D(X) se, para cada ¢ > 0 existir um § > 0, tal que
[1a)—|ao) || < & implica que | X |a)— X |ao) | < e. Matematicamente, X é continuo no ponto

lag) se:

Vle) e D(X),e€R>0: FIeR>0: |l|a)—]a)| <6 = || X|a)— X|ao)| <e.
(3.49)

Porém verfica-se um importante teorema:

Teorema 10. Um operador linear X é continuo em toda a parte se ele for continuo no ponto
lay = 0.

A demonstragio & simples: continuidade no ponto |ag) = 0 significa
Ve H,e e R>0: FeR>0: |la)]<d = |X]a)| <e.
Assim temos que:
[la) =lao) | <& = | X(a) —lao))|| = [ X |a) = X |ao) || < e,

e portanto X é continuo no ponto |ay), € consequentemente, em toda a parte.

Von Neumann também demonstra que uma condi¢io necessaria e suficiente para que

um operador X seja continuo em toda parte € a existéncia de uma constante real C' tal que,

Vieye H: | X|a)| < C|la)|

Y

e, alternativamente,
Via),[bye H:  [(X|a), b)) < C|la)] - |16)]

Essa primeira condigdo equivale a condi¢do para um operador ser considerado limitado, entio

podemos dizer um operador € continuo se, e somente se, ele for limitado.
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Autovalores e Autovetores

Apos discutir e caracterizar os operadores lineares, von Neumann discute [1, p. 102]
o mais importante tipo de equacio envolvendo essas entidades: as equagSes de autovalores,

analisando uma de excepcional importancia para a teoria: a equagio de Schrodinger.

A equagio de Schrodinger descreve os autoestados de um sistema fisico e a sua evolugio

no tempo. Ela é dada por uma equagio do tipo:

Hly) = AlY), (3.50)

sendo que [¢)) # 0, e H é o operador hermitiano correspondente a hamiltoniana do sistema
fisico. Cada vetor |¢)) que satisfaz essa equagio é um autoestado desse sistema. Vamos utilizar

as mesmas notag(”)es que Dirac para 0OS autovalores e autovetores:
Hlyp®D) = X0 |yp®), (3.51)

ou seja, [¢) é o autovetor associado ao autovalor A(¥). Quando temos diferentes autovetores
linearmente independente associados a um mesmo autovalor, acrescentamos um subindice,
ou seja,

Vi HpW) =D pl)). (3.52)

Como H é hermitiano, temos que

(HI$),[0)) = (MY, [9)) = AW}, 18) ) = (o), H ) ) = (1), Ale)) = ([),[0)) A,

e portanto A = A, ou seja, os autovalores sdo todos reais.

Precisamos ainda restringir a norma de nossas solugdes a || [¢)) || = 1, pois se [1) é uma
solugdo com autovalor A, entdo qualquer multiplo a|i)), & # 0 também é uma solugdo com o

mesmo autovalor.

Outro resultado importante é que os autovetores associados a autovalores diferentes sio

ortogonais. Para verificar isso, basta fazer

<H|¢(i)>7|w(j)>> — )\(i)<’¢(i)>,|¢(j)>>
(H[D), [69)) = ([0, H D)) = AV (), [9)),

igualando as duas equagdes temos e considerando que A # \U):

/\(i)<w(i)>7|¢(j)>> _ )\(j)<|¢(i)>7’¢(j)>> — <|¢(i)>7’¢(j)>> = 0.
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Associado a um mesmo autovalor A\®) podemos ter diversos autovetores linearmente
independendes. Esse numero de autovetores linearmente independentes é denominado a mul-
tiplicidade do autovalor A, Cada um desses conjuntos de autovetores linearmente inde-
pendentes podem ser ortogonalizados resultando em um conjunto ortonormal, assim sendo,

podemos considerar os diferentes %)) como sendo ortonormais, ou seja,

WD) = 6; j6ymn-

Para que tenhamos consisténcia fisica, € necessario que o conjunto {¢;, 9, ...} de todos
os autoestados desse sistema seja capaz de gerar todo o espago de Hilbert H, ou ainda que,
qualquer vetor |1)) possa ser aproximado, com precisio arbitraria, por uma combinago linear
de autoestados. A necessidade fisica disso advém do fato de qualquer condigio inicial deve ser
passivel de ser representada em termos dos autoestados do sistema, para que assim possamos
realizar a sua evolugio temporal. Se os autoestados nfo forem capazes de gerar todo o espago
de Hilbert, entdo existiram estados dentro do espago de Hilbert que o sistema nio admitiria

como condi¢io inicial.

Podemos assim afirmar que a variedade linear fechada gerada pelo conjunto {\wﬁf )>}
¢ o proprio espago de Hilbert, e entdo esse ¢ um conjunto ortonormal completo. Sendo
assim, qualquer hamiltoniano deve possuir autoestados suficientes para a formagdo de um
conjunto completo, e os operadores que nio satisfazem essa condi¢io nio podem ser utilizados
nesse formalismo. Essa condi¢io de formar um conjunto completo corresponde a mesma
consideragdo de Dirac segundo a qual os autovetores de um observavel devem formar um
conjunto completo, desta forma, na linguagem de Dirac, von Neumann esta entdo dizendo

que o hamiltoniano é um observavel.

Von Neumann também afirma que, quando o conjunto ortonormal de autovetores do
hamiltoniano ndo é completo, um “espectro continuo de H existe”, e esses autovetores for-
mam apenas a parte discreta do espectro. Essa afirmagdo é importante porque revela uma
importante caracteristica e limitagdo do formalismo de von Neumann: ele nio ¢ capaz de des-
crever sistemas de espectro continuo. Isso revela uma limitagio desse formalismo comparado
a0 formalismo de Dirac, o qual é capaz sim de descrever espectros continuos; e prova que,
apesar de von Neumann ser mais rigoroso, o seu formalismo nio ¢ tio abrangente quanto o
formalismo de Dirac, e a delta de Dirac, t3o criticada por von Neumann mostra-se como sendo
o elemento fundamental para o tratamento de espectros continuos, aspecto que ele deixa de

abordar.

Na sequéncia, von Neumann analisa diversas peculiaridades do problema de autovalores,

as quais ndo muito relevantes para a compreensio geral de sua obra, e portanto ndo serfo aqui

abordadas.
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Variedades Lineares e Projetores

Von Neumann faz uma interessante abordagem da relagdo entre projetores e variedades
lineares fechadas e um extenso tratamento de projetores, aos quais relativamente pouca im-
portancia ¢ dada em livros modernos. A fim de definir o que seria uma proje¢do, definimos

primeiramente:

Definigdo 30. SejaZ C H uma variedade linear fechada , entdo definimos o conjunto’H — T

como sendo o conjunto de todos os elementos de H que sdo ortogonais aL:

H-—T={layeH: V|byeH: (|a),]b)) =0} (3.53)

O conjunto H — 7 é naturalmente um variedade linear fechada, e podemos agora apre-

sentar o teorema chave para a defini¢io de projecio:

Teorema 11. Seja Z C ‘H uma variedade linear fechada, entio, qualquer vetor|a) pode ser
separado de uma tnica maneira em duas componetes, uma pertencente aZ, e aoutraa H —Z,
ou seja,

Vieye H: 3p)eZ|g)eH—-T: |a)y=|p)+|q). (3.54)

O vetor |p) é denominado a projecio do vetor |a) em Z, e é nico. Assim definimos a

operagdo de projecio:

Defini¢do 31. A projecido Pz|a) do vetor|a) na variedade linear T é definida pelas seguintes
propriedades:

Vla) e H: Prla)€eZ, (3.55)
la) — Prla) e H — . (3.56)

Seja {11,1s, ...} o conjunto ortonormal que gera a variedade linear fechada Z, entdo

podemos obter a forma explicita de Pz |a):

Vig)e H:  Prla)=Y (la),|¢s))|vs). (3.57)

7

Assim, a operagdo Pz |a) leva cada vetor |a) do espago de Hilbert H a sua proje¢io em Z,
portanto Pz é um operador cujo dominio é todo o espago de Hilbert H, o chamado operador
de projecdo de Z. Para esses elementos definimos o conjunto dos projetores P, assim, para
qualquer variedade linear Z C H

PreP
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Os projetores sdo naturalmente operadores lineares, ou seja, o operador Pz satisfaz a

propriedade de linearidade:
Vo, as € CV|a1),lag) € H:  Pr(ai|ar) + aslas)) = Pr(aq|ar)) + Pr(az|as)), (3.58)

e tem como dominio todo o espago de Hilbert, isto ¢, D(Pz) = H, e portanto Pz € L. Os

projetores também satisfazem:

Via),[b) € H:  (Prla),|b)) = (la), Pzlb)) (3.59)
V|CL> eH: PIPI|CL> = PI|CL>, (3.60)
sendo portanto hermitianos e idempotentes.

Von Neumann demonstra ainda que uma variedade linear Z ¢ completamente caracteri-

zado pelo seu projetor Pr:

T ={Pzla):|a) € H}, (3.61)
Z={la)e H:Pzrla)=|a)}, (3.62)
(3.63)

o que revela a grande conexio entre variedades e projetores.

Ele entio busca caracterizar um projetor independentemente da variedade linear ao qual
ele se refere, considerando que um operador P definido em toda a parte é um projetor se existe

uma variedade linear 7 tal que P = Pz, temos:

Teorema 12. Um operador P definido em toda a parte é um projetor se, e somente se, ele

satistaz as seguintes propriedades:

V]a),|bye H: (Pla),|b)) = <|a),P|b>> (3.64)
P*=P (3.65)

Esse projetor P gera a variedade linear Z:
Z=APla): |a)yeH},

ou seja, P = Pz e para qualquer elemento |a) € Z, Pla) = |a).

Uma propriedade interessante ¢ que a proje¢do nunca aumenta a norma de um vetor, ou
seja,
Vieye K,vPeP: ||Pla)|| < |la)|- (3.66)
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Verifica-se que o operador identidade é um projetor especial, o projetor do proprio es-
paco de Hilbert #:
1="Py (3.67)

Von Neumann entio discute as condi¢des para que a soma e o produto de projetores
também seja um projetor. O produto de dois projetores é um projetor se, e somente se, 0s

dois comutarem:

VP,QeP:PQeP «— PQ=QP (3.68)

E a soma de dois projetores é um projetor se, e somente se, o produto de ambos for nulo:
VP,QeP:P+QeP < PQ=0. (3.69)
A subtragdo de dois projetores P e () ¢ um projetor apenas se PQ) = Q:

VP,QeP:P-QecP «— PQ=0Q. (3.70)

No seu extenso tratamento de projetores, von Neumann define duas importantes rela-

¢Bes entre projetores (< e >) que sdo pouco divulgadas nos livros atuais:
VPQeP: P<Q «— PQ=P (3.71)
P>Q < PQ=Q. (3.72)

Essas relagdes sio relagdes de ordem parcial, isto ¢, satisfazem as seguintes propriedades:

VP,QREP: P<QeQ<R = P<R (3.73)
P<QeQ<P = P=Q (3.74)
P <P, (3.75)

e sdo intrinsecamente conectadas por:

VP,QcP: P<Q < Q>P (3.76)

Temos ainda que:

VPQeP: P<Q = 1-P >1-Q (3.77)
VPeP: 0< P<1 (3.78)
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Essa relagio de ordem ¢é equivalente a seguinte condigio:

Teorema 13.

VP,QeP: P<Q < (VloyeH: |Pla)| <|Qla)|) (3.79)

O Traco

O trago de um operador ou uma matriz é um invariante, isto é, uma grandeza que nio
se altera com uma mudanga de coordenadas ou uma transformagio unitaria. Para o caso de
uma matriz A; j, o trago ¢ dado por " | A;;. Assim sendo, considerando a representagio
matricial de um operador utilizando conjunto completo ortonormal {|i1),|1a), ..., |1Yn)},

temos que o trago de A sera dado, em H,,, por

n

Tr(A) = Z <A|¢i>a|¢i>>>

i=1

cujo valor € unitariamente invariante, isto €, o valor ¢ o mesmo para qualquer conjunto orto-

normal completo.

Esse resultado pode ser naturalmente estendido para um espago de Hilbert de dimensio
infinita H,. Para isso tomamos qualquer conjunto ortonormal completo {|¢1),|¢s), ...}
para o qual todos os A|1);) estejam definidos, ou seja, Vi : [¢);) € D(A). Se o dominio de A for
denso em toda a parte, basta ortogonalizarmos uma sequéncia que seja densa nesse dominio.

Assim sendo, o traco de A fica definido como:
i=1

e independe da escolha do conjunto ortonormal completo.

Para verificarmos essa ultima afirmagio, tomamos um outro conjunto ortonormal com-
pleto {|¢1),|p2), ...}, e expandimos os vetores |1;) do primeiro conjunto em termos dos ele-

mentos do novo conjunto:
e.¢]

) = > (1) lei) ) i)

Jj=1
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substituindo na equagio do trago, obtemos a igualdade desejada:

Zum sz Lo Vos)) = ZZW@ T (Al o))

=1 =1 j5=1
= >3 (AR o )l i) = D7 CAD (Lo [ ) i) o))
i=1 j=1 j=1 i=1

(Alei)le))-

[
Mg

1

.
Il

O trago é ainda uma operagio linear:

VAe LiaeC: Tr(aA)=aTr(A) (3.81)
VA,BeL: Tr(A+B)=Tr(A)+Tr(B), (3.82)

e é invariante por permutagio ciclica dos fatores, ou seja:
VA,BeL: Tr(AB)=Tr(BA). (3.83)

Essa é uma demonstracio simples que convém ser apresentada pois nos permite verificar al-
¢ ples q P p p
gumas das facilidades da notagdo de Dirac. Utilizando algumas passagens da demontragio

anterior:
=2 _(ABli) i) = > (Blwi), A"|w) )
=D (Bl Y (AT e lea)) = 3 3 (A1 lea) ) (BIv) Les) )

iljl

Il
||M8 I

§:<B|¢,~>,|¢j>><|¢j> A" i) —ZZ<BWL 1) WAl ) )

=1 7 =1 j=1

BZ A’@J sz |[s) ‘SOJ >_<BA|(10] ‘903>>

e}

1

~ ||'M8

BA)

A fim de podermos comparar e verificar a elegancia do formalismo de Dirac, vamos
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apresentar a demonstragio do mesmo resultado na notagdo de Dirac:

(il ABlbi) =Y (il (Z >B|wz>

=1

Z (i Bloi) (il Alpj) = Z (p;| B (ZW@ 77/11) Alepj)

1 j=1 j=1 i=1

<¢J‘BA’90J>

8

Tr(AB) =

Mg

.
Il
—

8

Mg

.
Il

Nk

R
Il
—

Vamos agora calcular o trago de um projetor. Seja Z C H uma variedade linear fechada,
e Pz o seu projetor; vamos agora considerar a sequéncia {[¢1), 1), ..., |¢x)} como sendo a
sequéncia ortonormal que gera Z, e {|x1),|z2), .. .,|x;)} como sendo a sequéncia ortonormal
geradora da variedade ortogonal H., — Z. Juntas, as duas sequéncias naturalmente geram o
espago de Hilbert H., sendo portanto um conjunto ortonormal completo. Podemos entdo

utilizar essas duas sequéncias para calcular o trago do projetor:

(Prli), ) ) + Z (Prla),|z:)) = Z (i) i) ) + Z (0,]z:))

1 i=1 i=1 i=1

M»

Tr(Pr) =

7

1=k (3.84)

-

=1

ou seja, o tragco de um projetor ¢ o niimero de dimensdes do espago que ele gera. Por esse
exemplo, é imediato que o trago de qualquer projetor de um espago de dimensio infinita

diverge, e que portanto, o tragco de operadores muito bem definidos pode divergir.

Von Neumann entio discute a convergéncia ou divergéncia de alguns tipos de operado-
res, mas € importante termos em mente que nio existe um prova geral de convergéncia do
trago simplesmente porque ele ndo converge de forma geral, existem casos importantes em

que o mesmo diverge.

O caso dos operadores definidos, ou seja, operadores X tal que V]a) € H : (X|a),|a)) >
0, € interessante porque esses operadores sempre possuem um trago nio negativo, ou seja
Tr(X)>0.



CApPiTULO 4

Estruturas Algébricas e Algebra C*

Na década de 30, uma série de paper de von Neumann e de Murray com von Neumann
originou o estudo das algebras de operadores em um Espago de Hilbert. Eles analisaram em
detalhes uma familia de algebras que é¢ um caso particular da algebra C*: as algebras de von
Neumann ou algebras W-*. Esses estudos culminaram em 1943 [14], por Gelfand e Naimark,

numa caracterizagio abstrata de uma algebra de operadores sem fazer referéncia a um espago
de Hilbert, a chamada algebra C*.

Essa pequena visdo histdrica nos permite perceber a esséncia do que ¢ a algebra C-* e
um pouco de sua importancia: a algebra C-* é uma caracterizagio abstrata da algebra dos
operadores em um espago de Hilbert que nio faz referéncia ao espago de Hilbert em si. A
conexdo com o espago de Hilbert se da pelo fato de que uma algebra C* admite uma repre-
sentagdo em um espago de Hilbert, mas a algebra ndo carece necessariamente de um espago de
Hilbert. Esse é o conteudo essencial do teorema de Gelfand-Naimark [14]: toda algebra C* &

isomorfica a uma algebra C* dos operadores limitados de um espago de Hilbert.

O formalismo da mecanica quantica via algebra C* difere-se essencialmente dos forma-
lismos de Dirac e von Neumann pela énfase dada: os formalismos de Dirac e von Neumann
sio totalmente estruturados sobre um espago vetorial, e os operadores e outros conceitos sio
definidos em cima do conceito de vetor. Por outro lado, na algebra C*, a estrutura funda-
mental sio os proprios operadores, os quais s3o tratados independente de termos ou ndo um

espago de Hilbert.

Atualmente, as principais aplicagdes da algebra C* na fisica se ddo no tratamento de
sistemas com um infinito nimero de particulas, especialmente nas teorias de campos. Nessa
area de estudos mais avangados, a algebra C* é fundamental para a compreensio e obtengio de
diversos resultados importantes, como por exemplo a existéncia de representagdes regulares

ndo equivalentes [15].

Outra importancia da algebra C* é a possibilidade de aplicagio de seus resultados nos
formalismos usuais da mecanica quantica, pois os operadores limitados de um espago de Hil-
bert sio uma algebra C*. Assim podemos aproveitar o vasto arsenal matematico existente a

cerca das algebras C* e aplica-lo na nos problemas da mecanica quantica usual.

60
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As estruturas matematicas, das quais as estruturas algébricas e as estruturas relacionais
sdo casos particulares, s3o os objetos de estudo essenciais da algebra abstrata, algebra moderna,
ou ainda simplesmente algebra. A evolugdo da matematica é marcada por crescentes abstra-
¢Bes e melhorias na notagdo e simbolismo matematico, e nesse processo, por volta do inicio
do século XX, teve inicio a inicialmente chamada algebra moderna. Devido a tamanha impor-
tancia dessa nova area, ela passou a ser chamada simplesmente algebra, conferindo um novo

significado ao termo.

A algebra surgiu trazendo um novo patamar de abstragdo e rigor matematico, e ¢ atual-
mente um dos ramos mais abstratos da matematica. Por meio da algebra, a matematica passou
a tratar objetos cada vez mais abstratos, objetos que poderiam até mesmo serem simplesmente
inventados, nio mais se limitando a objetos concretos. Os matematicos passaram a estudar
elementos e teorias mais gerais, estruturados na forma de sistemas axiomaticos. Isso permitiu
tanto mais rigor como mais abstragido, pois agora os objetos sdo definidos formalmente, e ndo
precisam ser “construidos” em termos de objetos mais ‘concretos’. Nossa a abordagem desse

tema segue como referéncia [16].

Nog¢des Fundamentais

Dois conceitos sio fundamentais para o estudo da algebra moderna, particularmente
das estruturas matematicas: operagdes e relagdes. Os conceitos de fungdo e conjunto serdo

tomandos como ponto de partida, e portanto sio também fundamentais.
Vamos definir a seguinte notagdo para o que seria uma poténcia cartesiana:
Definicio 1. Seja um conjunto qualquer A, e n um numero natural, entio A" = A X A...n
vezes, sendo que A x A é o produto cartesiano do conjunto A com o préprio conjunto A.
Definimos as operag3es n-arias, e os casos particulares, operagdes unarias e binarias:

Defini¢do 2. Uma operacio de aridade n, ou ainda, uma operacio n-dria, sobre um con-
junto qualquer A é qualquer funcio que leva n-uplas de elementos de A em um elemento de

A; ou seja qualquer fungio f da forma
FiA" — A
é uma operagio n-dria sobre A.

® Uma operagio de aridade 1 é chamada operagdo unaria.
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e Uma operagio de aridade 2 é chamada operacio binaria.

<

De acordo com a defini¢do, a adi¢io “+” e a multiplicagio “-” sdo operagdes binarias

sobre os nimeros complexos, e também sobre os nimeros reais.

Na sequéncia definimos as relagdes n-arias, e os casos particulares, relagdes unarias e

binarias:
Defini¢do 3. Uma relagcio de aridade n, ou ainda, uma relacio n-dria, sobre um conjunto
qualquer A é qualquer subconjunto de A"; ou seja, qualquer conjunto R C A" é uma relagio
n-aria em A.

e Uma relagio de aridade 1 é chamada relagdo unaria.

e Uma relacio de aridade 2 é chamada relacio bindria.

Quando R é uma operagdo binaria sobre A, usamos a notagio xRy, que lé-se “z esta

R-relacionado a y , para indicar que (z,y) € R, ou seja,

Ve,ye A: xRy < (z,y) € R. (4.1)

Vamos agora definir de forma geral o que é uma estrutura:
Defini¢do 4. Seja A um conjunto, § uma colecdo de operagées em A, e R uma colegio de
relagbes em A, entdo a tripla (A, §,R) € uma estrutura sobre A.

Observe que, tanto § como R podem ser vazios. Como exemplo, (R, {+,-},{>,<}) é
uma estrutura sobre os nimeros reais.

As estruturas algébricas aparecem no caso particular em que nio temos relagdes:

Defini¢do 5. Seja A um conjunto e § uma colecio de operagcées em A, entdo o par (A, F) é
uma estrutura algébrica sobre A. Para uma colegio de operagbes § = {01, 0, ..., 0,} utili-

zaremos alternativamente a notagio (A\; 01, 02, . .., 0,) para representar a estrutura algébrica.

Como exemplo, temos que (C; +, -) é uma estrutura sobre os nimeros complexos.

Quando, pelo contrario, nfo temos operagdes, apenas relagdes, a estrutura é dita uma

estrutura relacional:

Definigdo 6. Seja A um conjunto e R uma colegcdo de relagbes em A, entio o par (A,9R) é

uma estrutura relacional sobre A.
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Frequentemente utilizamos uma notagio especial no caso das operagdes binarias, a cha-
mada notagio mesofixa. Seja ¢ uma operagdo binaria em A, entio podemos denotar a apli-
cagdo de ¥ no par (a,b) por apb, alternativamente a notagio usual ¢)(a,b). Sendo assim,

denotamos +(a, b) por a + b, e denotamos -(a, b) por a - b.

Passamos agora a defini¢do de algumas das principais propriedades que uma operagio
binaria pode satisfazer: comutatividade e associatividade, e de uma propriedade que envolve

duas operagdes binarias: distributividade.

Definicio 7. Uma operagio bindria x sobre um conjunto A é dita comutativa, ou satistaz a
comutatividade se:
Va,be A: axb= bxa.

Defini¢do 8. Uma operagio binaria x sobre um conjunto A é dita associativa, ou satisfaz a
associatividade se:

Va,b,c € A: ax(bxc) = (axb)xec.
Defini¢do 9. Uma operagio binaria x1 sobre um conjunto A é dita distributiva sobre uma

outra operagdo bindria x sobre o mesmo conjunto se:

ax1(bxac) = (ax1b)xz(axic)

Va,b,c e A :
(GX2b)X10 = (GX1C)X2(bX1€)-

Outras duas propriedades importantes de operagSes binarias sdo a de existéncia ele-

mento neutro ou identidade, e de elemento inverso:

Defini¢io 10. Dizemos que uma operagio bindria x sobre um conjunto A possui um ele-

mento neutro (ou identidade) ) € A se:
YVae A: axy =a=1ya.

Defini¢do 11. Dizemos que uma operagio bindria x sobre um conjunto A, que possui um

elemento neutro (ou identidade) ) € A, possui os elementos inversos se:

VaeA: 3FdeM: axd = =d¥ya.

Estruturas Algébricas

Vamos agora enunciar as principais estruturas algébricas em conexdo com este traba-

lho. Por razdes pedagdgicas, buscamos enunciar cada defini¢do expondo cada propriedade ou
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axioma em vez de utilizar as defini¢Ges anteriores.

Grupos, Semigrupos e Monoides

Grupos, semigrupos e monoides sdo algumas das estruturas algébricas mais simples e
forma uma cadeia: semigrupos C monoides C grupos. Comegando da mais simples, temos a
defini¢io de semi-grupo:

Definicio 12. Um semi-grupo é uma estrutura algébrica (G; - : G> — G) (um conjunto G

«

munido de uma operagio bindria “”) que satisfaz os seguinte axioma:

Va,b,ce G: a-(b-c)=(a-b)-c Associatividade (4.2)

Ou seja, um semi-grupo ¢é simplesmente uma estrutura algébrica com uma operagio

binaria que é associativa. Acrescentando a existécia de um elemento neutro, temos o chamado

Monoide:

Definigdo 13. Um mondide é uma estrutura algébrica (G;- : G* — G) (um conjunto G

«

munido de uma operagio bindria “”) que satisfaz os seguintes axiomas:

de € G:Va,b,ceG:

a-(b-c)=(a-b)-c Associatividade (4.3)

eca=a=a-e Elemento neutro ou identidade (4.4)
Proposi¢io 1. Em todo mondide o elemento neutro é unico.

Acrescentando a propriedade de existéncia de um elemento inverso, obtemos a conhe-
cida estrutura algébrica dos grupos:

Defini¢io 14. Um grupo é uma estrutura algébrica (G;- : G* — G) (um conjunto G

«

munido de uma operagio bindria “”) que satisfaz os seguintes axiomas:

de € G,Va,b,c € G:

a-(b-c)=(a-b)-c Associatividade (4.5)
eca=a=a-e Elemento neutro ou identidade (4.6)
Ja'eG: av'=ce=a'a Elemento inverso (4.7)

Proposi¢do 2. Em todo grupo, o elemento inverso para um dado elemento do grupo é unico.

Acrecentando a propriedade de comutatividade, temos o chamado grupo abeliano ou
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grupo comutativo:

Definicio 15. Um grupo abeliano ou comutativo é uma estrutura algébrica (G; - : G* —

«

G) (um conjunto G munido de uma operagio bindria “”) que satistaz os seguintes axiomas:

Je € G, Va, byc ® Gc) =(a-b)-c Associatividade (4.8)
a-b=b-a Comutatividade (4.9)

eca=a=ua-e Elemento neutro ou identidade (4.10)

JateG: al=e=a'a Elemento inverso (4.11)

Como exemplo temos que os diversos conjuntos de nimeros (com excessio dos natu-
rais) sio grupos abelianos com relagdo a adigio: (Z;+), (Q;+), (R;+) e (C;+) sdo grupos
abelianos. Consierando que Q., R, e C, sdo respectivamente os conjuntos dos nimeros raci-
onais, reais e complexos excluindo o zero, temos que eles sdo grupos abelianos com relagdo a

multiplicagdo: (Q.;-), (R.;-) e (C,;-) sdo grupos abelianos.

Observe que todo grupo abeliano é um grupo, todo grupo é um monoide, e todo mo-

noide é um semi-grupo.

4.2.2 Anéis

Quando passamos a ter duas operagdes binarias, uma das estruturas mais importantes €

o chamado anel:

Definigdo 16. Um anel é uma estrutura algébrica (G;- : G> — G,+ : G* — G) (um

“« »

conjunto G munido de uma operagdo bindria “” denominada multiplicacio e outra operagio

bindria “+” denomindada adigio) que satistaz os seguintes axiomas:

0 €6 Yudr£HF L (a+b) +c Associatividade da adicio (4.12)
a+b=b+a Comutatividade da adicio (4.13)
O+ta=a=a+0 Elemento neutro ou identidade da adi¢io (4.14)

d—a€eG: a+(—a)=0=(—a)+a Elemento inverso da adigio (4.15)
a-(b-c)=(a-b)-c Associatividade da multiplicacio (4.16)

a-(b+c)=a-b+a-c Distributividade da mult. sobre a adicio (4.17)
(a+b)-c=a-c+b-c Distributividade da mult. sobre a adicio (4.18)
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Adicionando a propriedade de existéncia de um elemento identidade da multiplicagio,

obtemos o chamado anel com identidade:

Defini¢io 17. Um anel com identidade é uma estrutura algébrica (G;- : G* — G, + :
G*> — G) (um conjunto G munido de uma operagio bindria “” denominada multiplicacio

e outra operagdo bindria “+” denomindada adi¢do) que satisfaz os seguintes axiomas:

31,0 € G,Va,b,ce G :

a+(b+c)=(a+b)+c Associatividade da adicio (4.19)
at+b=b+a Comutatividade da adicio (4.20)
O+a=a=a+0 Elemento neutro ou identidade da adi¢io (4.21)

d—aeG: a+(—a)=0=(—a)+a Elemento inverso da adigio (4.22)
a-(b-c)=(a-b)-c Associatividade da multiplicacio (4.23)
a-l=a=1-a Elemento indentidade da multiplicacio (4.24)

a-(b+c)=a-b+a-c Distributividade da mult. sobre a adicio (4.25)
(a+b)-c=a-c+b-c Distributividade da mult. sobre a adicio (4.26)

Como exemplo, temos que os diversos conjuntos de niimeros (com excessdo dos natu-
rais) sio anéis com identidade, ou seja, (Z; -, +), (Q;-, +), (R; -, +) e (C; -, +) sdo aneis com

identidade. E ainda, as matrizes quadradas m x m sio aneis com identidade.

Observe que, se (G; -, +) é um anel, entdo

e (G;-) € um semigrupo;

® (G;+) ¢ um grupo abeliano;
e ainda que se (G; -, +) é um anel com identidade, entdo

® (G;-) ¢ um monoide;

® (G;+) ¢ um grupo abeliano.

Corpos

Avangando um pouco mais, chegamos a estrutura algébrica chamada corpo ou campo,
que ¢ de extrema importancia pois caracteriza as principais propriedades dos nimeros racio-

nais, reais e complexos:



4.2.4

4.2.4.1

Capitulo 4. Estruturas Algébricas e Algebra C* 67

Definigio 18. Um corpo é uma estrutura algébrica (K;- : K? — K, + : K* — K) (um
conjunto A munido de uma operagio bindria “” denominada multiplicacio e outra operagdo

binaria “+” denomindada adi¢do) que satistaz os seguintes axiomas:

31,0 € K, Va,b,c € A :

a+(b+c)=(a+b)+c Associatividade da adicio  (4.27)
a+b=b+a Comutatividade da adicio (4.28)

O+a=ua Elemento neutro ou identidade da adicio (4.29)

d—aeK: a+(—a)=0 Elemento inverso da adi¢io  (4.30)
a-(b-c)=(a-b)-c Associatividade da multiplicacio (4.31)

a-b=b-a Comutatividade da multiplicagio  (4.32)

a-1=a Elemento indentidade da multiplicacio (4.33)

a#0 = Ja'ecG:aa =1 Elemento inverso da multiplicacio (4.34)

a-(b+c)=a-b+a-c Distributividade da mult. sobre a adicio (4.35)

Os mais classicos exemplos de corpos sdo os nimeros racionais, reais, € complexos, ou
seja, (Q; -, +),(R; -, +) e (C; -, +) sdo corpos. Observe que (N; -, +) e (Z; -, +) ndo sdo corpos.

Nessa cadeia de estruturas algebricas, temos que todo corpo (K; -, +) é também um anel

com identidade.

Espacos Vetoriais e Algebras

Espagos vetoriais e algebras sio conceitos um pouco mais complexos que envolvem dois
conjuntos, e nio somente um como consta na defini¢do de estruturas algebricas, e envolvem

fungdes binarias, e nio somente operagdes.

Espacos Vetoriais

Um espago vetorial ou uma algebra é definido em termos de um outro conjunto, assim
sendo, define-se um “espago vetorial sobre o conjunto K” e nio simplesmente um “espago

vetorial”.

Defini¢do 19. Um espaco vetorial sobre o conjunto K é uma tripla (V;- : K x V —
V,+: V2 — V) em que K x V — V € denominado produto por escalares, e a operagio

+ : V2 — V € denominada soma vetorial, sendo que (K;-,+) é um corpo, e os seguintes
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u+(w+z)=(utv)+x Associatividade da adi¢io (4.36)

axiomas sdo satisteitas+ v = v + u Comutatividade da adi¢io (4.37)
10 € V. Va, 8 %TK% b eV Elemento neutro ou identidade da adicio (4.38)
J—ueV: u+(-u)=0 Elemento inverso da adi¢io (4.39)
a-(B-u)=(a-B) u Associatividade da mult. por escalar (4.40)

l-u=u Elemento indentidade da mult. por escalar (4.41)

a-(u+v)=a-u+a-v  Distributividade da mult. sobre a adi¢io (4.42)

a+B8)-u=a-u+pB-u  Distributividade da mult. sobre a adi¢io (4.43)

em que 1 é a unidade do corpo K.

Se (V; -, +) é um espago vetorial sobre algum corpo K, entdo (V;+) é um grupo abeli-

ano.

4.2.4.2 Algebras

Acrescentando a multiplicagdo ou produto e as propriedades convenientes a um espago
vetorial obtemos uma algebra. Como nenhuma ambiguidade maior resulta de utilizarmos a
mesma notagio para o produto de dois elementos da algebra e o produto por um escalar, e é
comum na pratica matematica utilizarmos a mesma notagio para ambos (a simples justaposi-
¢do dos simbolos),assim vamos, para simplificar, utilizar a mesma notagdo “-” para ambas as

fungdes.

Defini¢do 20. Uma dlgebra sobre o conjunto K ¢é um conjunto V, munido das fun¢bes
- : K x V — V denominada produto por escalares, - : V> — V denominada produto da
algebra, e + : V> — V denominada adi¢io vetorial, sendo que (K;-,+) é um corpo e os

seguintes axiomas sio satisteitos:

30 e V. Vo, 5 € K,Vu, v,z € V :
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u+(w+z)=(u+v)+z Associatividade da adicio (4.44)
ut+v=0v+u Comutatividade da adicio (4.45)

O+u=u Elemento neutro ou identidade da adi¢io (4.46)

d—ueV: ut(—u)=0 Elemento inverso da adi¢io (4.47)
a-(B-u)=(a-B) u Associatividade da mult. por escalar (4.48)

l-u=u Identidade da mult. por escalar (4.49)

a-(u+v)=a-u+a-v Distributividade da mult. sobre a adigio (4.50)
(a+pB) u=a-u+p- u Distributividade da mult. sobre a adicio (4.51)
u-(vtz)=u-v+tu-x Distributividade da mult. sobre a adicio (4.52)

(ut+v)-z=u-x4v-z Distributividade da mult. sobre a adicio (4.53)
(a-B) - (u-v)=(a-u) (6-v) (4.54)

em que 1 é a unidade do corpo K.

Estendendo a defini¢do de algebra, temos as algebras associativas, abelianas, e unitais que

serdo definidas de forma simplificada:

Defini¢do 21. Uma dlgebraV é dita uma algebra associativa se
Vuv, €V: wu-(v-z)=(u-v)-z.

Defini¢do 22. Uma dlgebraV é dita uma dlgebra abeliana ou comutativa se a multiplicacio

da algebra é comutativa, ou seja,
Vu,veV: wu-v=uv-u.

Definicio 23. Uma algebraV é dita uma algebra unital se existir um elemento identidade
da multiplicacio:
Jdly eV: YueV: u-ly=u=1ly-u.

Algebras-*

A fim de estudarmos a algebra C*, uma outra estrutura algébrica de fundamental im-
portancia é a dlgebra-*, ou algebra com involugdo. Vamos nos limitar a defini¢io de algebras-*
sobre os numeros complexos, e considerar a operagdo & - @ como sendo a conjugagio do

/. . .
numero complexo «, assim sendo definimos:

Defini¢do 24. Uma algebra associativa \ sobre o corpo dos complexos C é dita ter uma
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. ~ ’ . o e ~ /. .
involugdo ou ser uma algebra-* se existir uma operagio unaria x : V — V denominada

involugdo que satisfaz as seguintes propriedades:

Va,b e V,Va,p3 €V :

(a*)* = (4.55)
(ab)* =b*a” (4.56)
(a-a+B-b)*=a-a"+ B -b* (4.57)

Definicio 25. Quando um elemento x de dlgebra-*V satistaz x* = x dizemos que x é auto-

adjunto.

Um resultado fundamental é que quando uma algebra-* V possui uma identidade 1y,

necessariamente essa identidade é autoadjunta, ou seja,

Espacos Métricos, Norma e Produto Interno

Vamos agora nos restringir a espagos vetoriais e algebras sobre o corpo dos complexos
e definir algumas nog¢des importantes da algebra linear. Nesse ponto partimos para conceitos

« »

um pouco mais conhecidos e frequentemente omitiremos o simbolo da multiplicagio

Métrica

Primeiro definiremos uma métrica que ¢ uma fungio que define a ‘distancia’ entre dois
pontos de algum conjunto, de forma mais precisa, ela capta as propriedades essenciais da nossa

nogdo intuitiva de distancia entre dois pontos:

Defini¢io 26. Uma métrica em um conjuntoV é uma fungio d : V x V — R que satistaz

o0s seguintes ax10mas:

Yu,v,w € V
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d(u,v) >0 Nio-negatividade (4.58)
d(u,v) =0 <= u=v (4.59)
d(u,v) = d(v,u) Simetria (4.60)
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) Desigualdade triangular (4.61)

Vamos agora uma outra importante defini¢io, espagos métricos:
Defini¢do 27. Se X é um conjunto néo vazio e d é uma métrica em X, o par (X, d) é deno-

minado um espagco métrico.

Norma

A defini¢do de métrica é muito geral e ndo se limita a espagos vetoriais. Conectada esse

conceito temos a defini¢do de norma sobre um espago vetorial:

Defini¢io 28. Uma norma sobre um espago vetorial V definido sobre o corpo dos complexos

C éuma fungdo | - || : V — R que satistaz as seguintes propriedades:

Vu,v € V,Va € C:

Hu” >0 Nio-negatividade (4.62)
|u| =0 <= u=0 (4.63)
o] =l oh
|+ o] < [ul +|v] Desigualdade triangular (4.65)

Defini¢do 29. Um espago vetorial que possui uma norma é dito um espaco vetorial nor-

mado.

Todo espago vetorial normado possui naturalmente uma métrica especial, a métrica in-

duzida pela norma:

Definigdo 30. A métrica induzida pela norma | - || em um espago vetorial Vé dada por:

Yu,v €V,  d(u,v) = Hu — UH

A metrica d induzida pela norma || - || de um espago vetorial normado V satisfaz:

YVu,v e V,a € C:
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dlu+z,v+ x) = d(u,v) Invariancia Translacional (4.66)

d(au, av) = |a|d(u,v) Transformagio de Escala, (4.67)

E essas duas propriedades, quando satisfeitas, garantem que a métrica d é induzida por uma

norma, e essa norma satisfaz ||ul| = d(u, 0).

Produto Interno

Outra defini¢do importante € a de procuto escalar ou produto interno:

Defini¢io 31. Um produto escalar ou produto interno em um espago vetorial V definido
sobre o corpo dos complexos C é uma fungdo (-,-) : V x V. — C que satisfaz as seguintes

propriedades:

Yu,v,w € V,Va, € C:
(u, av + pw) = alu,v) + B{u,w) Linearidade na segunda variavel (4.68)
<u, U> = W Conjugacdo complexa (4.69)
u#0 = (u,u) >0 Positividade (4.70)

Um produto interno também define naturalmente uma norma, a norma induzida pelo

produto interno:

Definigdo 32. A norma | - | induzida pelo produto interno (-,-) em um espago vetorial

Yu eV : HUH = \/<u,u>.

Assim sendo, todo espago vetorial normado possui uma distancia e forma um espago

Vé dada por:

métrico; e todo espago vetorial com produto interno, é também um espago vetorial normado

e forma um espago métrico.

Convergéncia e Completeza em Espagos Métricos

Espagos métricos s3o importantes porque dentro deles podemos tratar de distancias e

convergéncia, para isso definiremos sequéncias e limite de sequéncias:

Definicio 33. Se X é um um conjunto nio-vazio, uma fungio a : N — X é dita ser uma

sequéncia em X. Utiliza-se usualmente a notagio a,, para denotar o valor de a no ponton, e
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a notagio {a, : n € N} ou ainda, numa abuso de linguagem, simplesmente a,, para denotar a

sequéncia a.

Limite e Convergencia

Defini¢do 34. Seja (X, d) um espago métrico; dizemos que uma sequéncia {a,, : n € N} em
X converge para um elemento (ou tem limite) x € X em relagdo a métrica d se para qualquer

e > 0 existir um numero natural N tal que d(x,a,) < € para todon > N; simbolicamente,

lima, =2 <= Ve€R>0: INeN: YneN :n>N = d(x,a,) <e.

n—oo

Utilizando as propriedades da métrica demonstra-se que, se o limite existe, ele é tnico,
e essa demonstragio requer o uso de todas as propriedades da métrica, o que mostra a impor-
tancia dessa defini¢do e de cada uma de suas propriedades. Observe também que sem uma

métrica ndo ¢é possivel falar de convergéncia e a no¢io de limite nio tem sentido.

Sequéncia de Cauchy

Defini¢do 35. Seja um espaco métrico (X, d); uma sequéncia {a, : n € N} em X é dita ser
uma sequéncia de Cauchy em relagio a métrica d se para todo € > 0 existir um nimero natural

N tal que d(a;,a;) < € paratodosi > N e j > n, simbolicamente,

VeeR>0: INeN: Vi,jeN: i,j>N = d(a;,aj) <e.

As sequéncias de Cauchy sio de grande importancia no estudo dos espagos métricos,

sendo essa uma de suas mais importantes propriedades:

Proposi¢do 3. Seja um espaco métrico (X, d) e seja {a,, : n € N} um sequéncia convergente
em relagdo a métrica d a algum elemento de X, entio {a,, : n € N} é uma sequéncia de Cau-

chy.

Como toda sequéncia convergente é de Cauchy, fica a pergunta: sera que toda sequéncia
de Cauchy é convergente? Essa pergunta € importante porque para saber se uma sequéncia € de
Cauchy ou nio s6 precisamos da propria sequéncia, enquanto que para saber se ela converge
¢ preciso encontrar um elemento para o qual ela satisfaga o critério de convergéncia. Mas a

resposta é negativa, existem sequéncias de Cauchy que nio sio convergentes. Um exemplo



4.3.4.3

4.3.5

4.3.5.1

74 Capitulo 4. Estruturas Algébricas e Algebra C*

classico é a sequéncia que converge para o nimero de Euler:

n

1
OJHIZE

i=1

e considerando que o0 nosso espago métrico é composto pelos racionais Q com a métrica
d(z,y) = |z — y|, verifica-se que essa sequéncia ¢ de Cauchy, mas ela converge para o nt-

mero de Euler, o qual nio é um nimero racional, e portanto ela nio tem limite nos racionais.

Completeza

Mas em alguns espagos especiais como nos reais e complexos, essa propriedade é valida:
todas as sequéncias de Cauchy convergem. Esses espacos recebem um nome especial, eles sio

ditos completos:

Defini¢do 36. Dizemos que um espagco métrico (X, d) é completo se toda sequéncia de Cau-

chy em X convergir para um valor em X.

Espacos de Banach e de Hilbert

Uma vez que tenhamos definido os conceitos de norma, produto interno, convergéncia e
completeza, podemos tratar dos espagos de Banach e de Hilbert. Ambos sdo espagos vetoriais

com propriedades métricas e de convergéncia: sio espagos métricos completos.

Espacos de Banach

Quando um espago vetorial B ¢ um espago métrico completo, ou seja, todas as sequén-

cias de Cauchy convergem, e cuja métrica € induzida pela norma,

B

Vu,v € B:  d(z,u) = |u—v

0 espago B ¢ o que chamamos de espago de Banach:

Defini¢do 37. Um espaco de Banach B é um espago vetorial normado que é um espago

métrico completo com relagio a métrica induzida pela norma.
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Espacos de Hilbert

Restringindo um pouco mais essa defini¢io, obtemos os chamados espacos de Hilbert.
Quando um espago vetorial H é um espago métrico completo cuja métrica é induzida pelo

produto interno,
Vu,v € B:  d(xz,u) = Hu—vH = <u—v,u—v>
dizemos que H € um espago de Hilbert:

Definicio 38. Um espago de Hilbert H é um espago vetorial com produto interno que é um

espaco métrico completo com relagio a métrica induzida pelo produto interno.

Todo espago de Hilbert é naturalmente um espago de Banach, mas a reciproca nio ¢é
verdadeira, pois nem todo espago de Banach possui um produto interno. Note ainda que essa
¢ a defini¢do moderna de espagos de Hilbert, e que ela difere da defini¢io original dada por von
Neumann, que foi quem cunhou o termo ‘espago de Hilbert’. Segundo von Neumann, um

. 7 . . . Ve ~
espago de Hilbert, além das propriedades aqui enunciadas, deve ser separavel; ocorreu entdo
uma mudanga de significado desse termo que passou a ser mais geral e o espago de Hilbert de

von Neumann passou a ser chamado de espaco de Hilbert separivel.

Algebra C*

Apos todo esse instrumental matematico, podemos finalmente definir a algebra C* e
abordar algumas de suas propriedades fundamentais. Primeiramente definimos o que é uma

algebra normada:

Definicio 39. Uma dlgebra V sobre os numeros complexos C é dita ser uma dlgebra nor-

mada se possuir uma fungéo || - | : V. — R denominada norma que satistaz:

Vu,v € V,Va € C:

|ul| >0 NZo-negatividade (4.71)
|ul| =0 <= u=0 (4.72)
Jou] = laf]u] (4.73)
ol < Jul + o (4.74)

el < lle] o] (4.75)
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Alternativamente, uma &lgebra \I sobre os nimeros complexos C é dita ser uma dlgebra

normada se possuir uma norma H - H : V — R que satistaga:

Va,be V:  |ab| < |la||o] Desigualdade do produto.

Definimos agora que seria uma involugdo sobre uma agebra associativa:

Defini¢do 40. Uma operagio undria * : V' — V € dita ser uma involucio, ou operacio de
adjunto sobre uma algebra associativaV definida sobre o corpo dos complexos se satistaz as

seguintes propriedades:

Va,B € C,VA, B €V :

A=A (4.76)
(AB)* = B*A* (4.77)
(A4 BB)* = a Ax + (3 Bx, (4.78)

em que @ é o complexo conjugado de .

As algebras associativas que possuem uma involugdo sdo chamadas dlgebras com involu-
¢do ou algebras-*. A operagdo de conjugagdo dos numeros complexos ¢ uma involugdo e é a

que da origem a essa defini¢do geral de involugio

Um importante resultado € que quando algebra-* possui identidade, a sua identidade ¢

autoadjunta.

Algebra de Banach

Com todos esses recursos em mios podemos facilmente definir as algebras de Banach,
Banach-* e C-*.

Definicio 41. Uma dlgebra de Banach é uma dlgebra associativa normada B que é completa

~ \ / . . .
em relagdo a métrica induzida pela norma.

Em uma algebra de Banach sempre ¢ possivel redefinir a norma de forma a termos que

2 . /
Hl” = 1, basta definirmos a nova norma H . H :

o]

i

4l =

bl
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e obtemos ||1 H/ = H = 1. Outra propriedade importante das algebras com identidade é que
il > 1,
supondo que nio estejamos no caso trivial || 1| # 0, pois || 1|| < Hi”z

Acrescentando a operagdo de involugio, e uma propriedade conveniente, obtemos a

algebra de Banach-*:

Defini¢io 42. Uma dlgebra de Banach-* é uma dlgebra de Banach B com involugio que

satistaz a propriedade adicional:

YAEV: |4 =|a°

Todas as algebra de Banach ou Banach-* sio também espagos de Banach, o que justifica

a origem do nome.

Algebra C*

Definicio 43. Uma dlgebra C* é uma ilgebra de Banach-*C que satistaz a propriedade adi-

cional:
VAeV: |[A*A 2

=14

denominada propriedade C*.

Alrernativamente, uma dlgebra C* é uma dlgebra associativa normada com involugio C
que é completa em relagdo a métrica induzida pela norma e satistaz a propriedade adicional:
A*A

vAeVv: |AA| =4

A Al = HAH2 automaticamente garante a propriedade da

Note que, a propriedade C* |

algebra de Banach-* | A|| = ||A*||, pois combinando-a com a inequagdo do produto ||AB| <
HAHHB , obtemos:

[AF = Jaza] < Al = Ja] < 147,
por outro lado,

[ = fAaa) < A = (4] <[4l
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de onde conclui-se que

4] =14

O principal exemplo de algebra C* de nosso interesse é formada pelos operadores limi-
tados £(H) de um espago de Hilbert . Por razdes didaticas é importante definirmos antes o

que ¢é o supremo de um conjunto. Seja A C R um subconjunto dos reais, entio
1. Um elemento M € R ¢é dito majorante ou limite superior de A se
Vee A: x<M.
2. Um elemento M € R é dito supremo de A se ele for o menor dos majorantes:
supA = M < (V:EEA: :ESM') = M <M
Assim, definindo a norma por:

VAe L(H): ||A] =sup {||A[L)] : |)

=1}, (4.79)

e utilizando as operagdes binarias de soma e produto de operadores, e como involugo a ope-

ragdo de adjunto, verifica-se que £(#) € uma algebra C*.

A propriedade da norma C* pode ser verificada fazendo:

4] = (p{ (ALY ALD)) < 1) € H, 1) = 1}) (4.80)
= sup {(A), Al¢)) : Y =1} (4.81)
— sup { ([, A" A[)) < [0 € 1, || )| = 1) 4.82)
< AAW | 1) € A, | 9] = 1) (4.83)
= ||A*A]. (4.84)

E importante aqui definirmos o que ¢ um operador limitado: um operador linear A

atuando em um espago de Hilbert # é limitado se existir um nimero real M tal que

vivye R [A[) | < M)

Para verificarmos a relagio da algebra C* com os operadores limitados, fazemos:

|AlD) ||
1)

=T | | < sw {[|A) | = [0} ] = 1. Jw) € #} = [[4]

Hw |
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de onde obtemos que

viv)e D(A): Al | < [ A]][lv)

e inferimos que A ¢ limitado. Isso nos mostra claramente que a algebra C* s6 admite opera-

., (4.85)

dores limitados, pois || 4| é um ntimero real.

A partir de agora, vamos tratar somente das dlgebras C* com identidade, e considerar 1
como sendo a indentidade da algebra. Sabemos que a identidade, quando existe, é unica, e é
definida por

VAeC: 1A=A=Al

Tomando o adjunto da equagio acima,
VA*€C: T'A"=A"=A"1" = VAc(C: 1"'A=A=A1,

verifica-se que 1* também ¢ uma identidade, e portanto a identidade é autoadjunta, 1* = 1.

Quanto a norma da identidade, verifica-se, a partir das relagdes

2

[ =11 =1 (4.86)

[l = [11A] < [T]]Al, (4.87)

que ||1|| = 0 ou 1, no entanto, o caso ||1|| = 0 nos leva ao caso trivial em que a identidade é
nula. Sendo assim, definimos que

11| = 1. (4.88)

Espectro

Vamos tratar agora do espectro de operadores de uma algebra C*, para isso é funda-
mental abordarmos primeiro a questdo do inverso de operadores. Dizemos que um elemento
A € C é inversivel se existir um elemento A™! € C que satisfaga:

AA=1=AA""1 (4.89)
nesse caso, o elemento A™! ¢ o inverso de A, e esse elemento é tinico. O conjunto de todos

elementos invertiveis de uma algebra C é denotado por Inv(C). Assim temos as seguintes

propriedades:

VA, B € Inv(C) :
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A* € Inv(C) (4.90)
(A= (A7) (4.91)
A7t € Inv(C) (4.92)
(A Ht=A4 (4.93)
AB € Inv(C) (4.94)
(AB) ' =B7'A7! (4.95)

Podemos agora definir o resolvente e o espectro de um operador:

Definicdo 44. Seja C uma dlgebra C* com identidade e um elemento A € C; o conjunto

resolvente de A é denotado por p(A) e definido por:
p(A)={ eC: A1 - Aec Inv(C)} (4.96)

Definicdo 45. Seja C uma dlgebra C* com identidade e um elemento A € C; o espectro A é

denotado por o(A) e definido por:

o(A)={AeC:\1—-A¢ Inv(C)} (4.97)

Para facilitar a compreensio dessa nogdo de espectro, vamos correlacionar essa defini¢do
com a nog¢io de autovalores e autovetores existente nos formalismos de Dirac e von Neumann.
Sabemos que nesses formalismos, o espectro de um operador é o conjunto dos autolavores do
operador, assim vamos mostrar a correspondéncia dessa no¢io com a defini¢io na algebra C*.

Consideremos que um operador A tem autovalor \ e autoestado |)), entdo:

Alp) = Al),

o que nos leva a

(A - A)[g) = 0.
Porém, se (A1 — A) for inversivel, obtemos uma contradicio:
AL —A)' M - A) ) =1|p) =) =0,

como [¢) é ndo nulo, para que A seja um autovalor, (A1 — A) nio pode ser inversivel. Isso
justifica a definig3o de espectro em uma algebra C* e mostra que ela corresponde com a nogio

de espectro nos formalismos de Dirac e von Neumann.
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Definimos algumas classes importantes de operadores:

Defini¢do 46. Um elemento X € C é normal se ele comuta com o seu adjunto, ou seja, se
XX"=X"X.

Defini¢io 47. Um elemento X € C é uma isometria se satistaz

e X é unitario se satistaz

O espectro de um elemento de uma algebra C* € limitado pela norma do elemento:

Proposicio 4. Se A € C é autoadjunto,

o(A) C [-||A]. |Al], (4% < o, || A]]

|4

0 que mostra que em uma algebra C* nfo podemos ter elementos cujo espectro contém
numeros arbitrariamente grandes, como por exemplo os operadores de posi¢do e momentum

da mecanica quantica.

Elementos Positivos

Uma das classes mais importantes de elementos de uma algebra C* é a classe dos ele-
mentos positivos, no¢do que introduz uma relagdo de ordem parcial com propriedades muito

semelhantes a relagio de ordem dos nlimeros reais.

Defini¢ido 48. Um elemento A de uma dlgebra C*C é dito positivo se existir um elemento

B € C ral que A = B*B.

Definicio 49. O conjunto de todos os elementos positivos de C é denotado porC, :
C.={B'B:BeC). (4.98)
Proposicdo 5. Todos os elementos positivos sdo autoadjuntos,

VAeC,: A"=A (4.99)

Temos ainda as seguintes caracterizagdes alternativas de um elemento positivo:
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Proposi¢do 6. Um elemento A de uma dlgebra C*C é positivo se, e somente se, A for auto-

adjunto e seu espectro for formado somente por niimeros nio negativos.

Proposi¢do 7. Um elemento A de uma algebra C*C é positivo se, e somente se, existir um

elemento autoadjunto B € C tal que A = B>.

Esta tltima proposi¢do nos permite definir a raiz quadrada de um operador positivo A,

a qual ¢ denotada por v/A e ¢é definida como sendo o (Gnico) elemento positivo B tal que
A = B? ou seja

A=B’¢Be(C, — VA=B. (4.100)

Todos os elementos positivos possuem uma raiz quadrada, e essa raiz é Gnica. Podemos ainda

definir 0 modulo de um operador autoadjunto A por
|A] = VA2 (4.101)

Uma outra propriedade importante € que vV A comuta com todo elemento que comuta com

A.

Vamos tratar agora da ordem parcial de elementos autoadjuntos induzida pela nogio de
positividade. Primeiro, deve-se observar que a intersecgdo entre C, e —C,. contém somente o

elemento nulo,

C, N (=Cy) = {0}, (4.102)

e que podemos associar a cada elemento autoadjunto A, os elementos A, e A_ definidos por

A, = |A|T+A, A = WT_A (4.103)
que satisfazem as seguintes propriedades:
AL A eC, (4.104)
A=A — A (4.105)
AfA =A A, =0. (4.106)

Verifica-se ainda que esses dois elementos sio os tinicos que satisfazem essas duas propriedades.
Isso nos permite decompor qualquer elemento autoadjunto de uma algebra C* em partes

positiva e negativa, e essas partes sio ortogonais, isto €, o produto delas é nulo.

Podemos agora introduzir as relags de ordem parcial > e < entre dois elementos auto

adjuntos:
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Definigdo 50. Sejam dois elementos autoadjuntos A e B da dlgebra C, entdo
A>B < A—-BeC(y, (4.107)

A<B < B-AeC(,. (4.108)

As duas relagBes estio correlacionadas por A > B <= B < A, e a relagdo > satisfaz,

para quaisquers elementos autoadjuntos A, B, C € C:

1. Reflexividade: A > A
2. Antissimetria: A> BeB>A — A=B

3. Transitividade: A > BeB>C = A>C

Essa relagdo é compativel com a operagdo de soma, A, B,C € C:
A>B = A+C>B+C (4.109)
e quando os elementos A e B comutam, ela é compativel com a multiplicagio:
A>0eB>0 — AB>0. (4.110)

Essas propriedades tornam essa relagio uma generalizagio da relagdo de ordem dos nimeros

reais. OQutras propriedades importantes sdo:

VA,B,C €C:
A>B>0 = |A]| >|B| (4.111)
A>0 = A|A|| > 4 (4.112)
|A|1> 4 (4.113)
A>B>0 = C*AC > C*BC > 0. (4.114)

4.4.5 Estados

Podemos agora finalmente chegar a defini¢do de estados, que é o que permite uma co-
nexio maior da algebra C* com os outros formalismos da mecanica quantica. Os estados de
algebra C* correspondem aos operadores densidade (operador positivo com trago 1) no for-
malismo de von Neumann, e, em um caso particular, aos vetores de estado no formalismo de

Dirac.
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Para definir o que é um estado, precisamos primeiramente definir o que ¢ um funcional

linear:

Defini¢do 51. Um funcional linear f sobre uma dlgebra C*C é uma fungio linear que mapeia

elementos da dlgebra em nimeros complexos, ou seja,

f:C—C (4.115)
VA,BeC,a,3cC: f(aA+BB)=af(A)+Bf(B). (4.116)

Definimos agora os funcionais lineares positivos e a norma de um funcional linear:

Definicio 52. Um funcional linear w sobre C é dito positivo se satistaz:

VAeC: w(A*A)eR>0.

Note que, um elemento positivo é sempre da forma A*A, logo um funcional linear
positivo sempre mapeia elementos positivos em niimeros reais nio-negativos, entdo a condi¢do

de positividade de w € equivalente a w ser nio-negativo em elementos positivos.

Uma propriedade muito importante dos funcionais lineares positivos é a concexio deles

com a relagio de ordem: seja um funcional linear positivo w:
VA,BeC: A>B = w(A)>w(B). (4.117)

Essa propriedade decorre do fato de que, se A > B, entdo, A — B ¢ positivo e w(A — B) =
w(A) —w(B) > 0. Outra propriedade que decorre da positividade é que os funcionais lineares

sdo limitados pela norma:
VAeC: w(A) < |A|wd). (4.118)

Defini¢io 53. Seja f um funcional linear sobre C, entdo define-se a norma de [ como:

| =sup {If(A)]: [A] =1, A€c}. (4.119)

A norma de um funcional linear positivo w é dada pelo valor desse funcional na identi-

dade:

”w” = sup {w(A) : HAH =1,A¢ C} = sup{HA”w(i) : HAH =1,A¢ C} = w(i)

Podemos agora definir o que é um estado:

Definigdo 54. Um estado de C é um funcional linear positivo w sobre C com |w| = 1, ou
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. . . /
seja, um funcional linear w € um estado se

VAeC: w(A™A)>0
Jwl =1,

alternativamente,

VAeC: w(A®A)

&

—~
—>

N~—
IV
)

E interessante que os funcionais lineares positivos satisfazem propriedades analogas ao

produto interno, inclusive a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

Proposicio 8. Sejaw um funcional linear positivo sobreC, entio, paraVA, B € C,«a, 5 € C ::

w(A(aB + B')) = aw(AB) + Sfw(AB') (4.120)
w(A*B) = (B*A) (4.121)
lw(A*B)|* < w(A*A)w(B*B) (4.122)

No formalismo de von Neumann, os funcionais lineares estdo associados a operadores

densidade, isto é, operadores positivos com trago 1, e podemos fazer a correspondéncia:
w(A) = Tr(pA),

em que p é um operador densidade. E imediato que w definido dessa maneira ¢ um funcional
linear, mas precisamos verificar que ele ¢ positivo e ||w|| = 1. Sabe-se que o trago de um
operador positivo, que von Neuman chama de definido, é sempre nio negativo, assim, verifica-

se a positividade fazendo:
w(A*A) =Tr(pA*A) = Tr(ApA*) > 0,

pois ApA* ¢ positivo. Como a norma de um funcional linear positivo é dada pelo seu valor
na identidade,
Hw” = w(1) =Tr(pl) = Tr(p) = 1.

Com isso demontramos que qualquer funcional da forma w(A) = Tr(pA) em que p é um

operador positivo com trago igual a unidade ¢ um estado de acordo com a definig3o da algebra

C*

No formalismo original de Dirac, ele considera que os estados sio vetores kets. Esse é
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um caso particular que atualmente chamamos de estados puros, e a correspondéncia com a
defini¢io de estados de uma algebra C* é dada da seguinte forma: qualquer ket normalizado

1) define um estado wy dado por

W) (A) = (Y] Al¢),

que corresponde a0 estado definido pelo operador densidade p = [¢) (¥]:

Wy)(A) = Tr(P) (¢ A) = (Y[ Al).

Isso faz a correspondéncia do formalismo da algebra C* com os formalismos de Dirac e
von Neumann. Todos esses formalismos possuem operadores lineares, e em todos os forma-
lismos, os operadores autoadjuntos representam observaveis do sistema. Os estados, por sua
vez, sio representados de forma diferente em cada formalismo:

® no formalismo de Dirac: vetores kets normalizados;
® no formalismo de von Neumann: operadores positivos com trago 1;
® no formalismo da algebra C*: funcionais lineares positivos com norma 1.

Com isso concluimos a apresentagio dos fundamentos basicos da algebra C* e de como

ela se relaciona com os outros formalismos da Mecanica Quantica.



CAPITULO 5

Conclusio

Expusemos as duas formulagdes originais do formalismo matematico atual da MQ: a
formulagio de Dirac e a de von Neumann. Em seguida expusemos a forma matematica atual
de alguns dos conceitos previamente definidos e da algebra C*, apresentando as estruturas
algébricas fundamentais e os conceitos basicos necessarios para a compreensio do tema. De-
finimos passo a passo todos os conceitos necessarios para a compreensio da algebra C*, de
forma que nossa abordagem foi autocontida, sendo necessario ao leitor pouco ou nenhum

conhecimento prévio do tema, exceto uma compreenso basica do linguajar matematico.

Essas duas formulagdes originais foram um marco para a matematica da MQ: funda-
mentaram os aspectos matematicos da teoria quantica, unificando a mecanica matricial de
Heisenberg-Born-Jordan e a mecanica ondulatoria de Schrodinger originando o que é a base

,. . \ . . ~ . ~ ’ ~ ..
matematica comum & maioria das formulagdes e interpretagdes da MQ. Até ento existiam
duas teorias distintas cuja equivaléncia havia sido provada. Apos esses trabalhos, mecanica
matricial e mecanica ondulatdria passaram a ser apenas duas representagdes diferentes de uma

mesma teoria.

Usualmente os dois formalismos sio meio que considerados equivalentes, o formalismo
de von Neumann apenas sendo mais rigoroso, ou seja, considera-se que os dois sdo capazes
de descrever os mesmos fendmenos fisicos, porém um é matematicamente mais rigoroso. O
préprio von Neumann sugere essa ideia no prefacio de seu livro: ele afirma que a mesma teoria
pode ser estabelecida de forma também clara e estabelecida mas sem obje¢es matematicas, o
que nos leva a entender que em esséncia se trata da mesma teoria. No entanto, elas foram
criadas num clima de grande rivalidade e muitas criticas por parte de von Neumann, ele até

mesmo ressaltou que a sua formulagio difere desde o principio da formulagdo de Dirac.

O formalismo de Dirac [ 13] ndo utiliza originalmente a estrutura de espagos de Hilbert;
os kets nio sio, originalmente, elementos de um espago de Hilbert. E muito comum utilizar-
mos o formalismo matematico de Dirac, (o de von Neumann por sua vez é pouco utilizado
devido as suas complexidades), e ainda assim dizermos que a MQ ¢é feita no espago de Hilbert;
o que nos leva a acreditar que o formalismo de Dirac utiliza o conceito de espagos de Hilbert.
O Préprio Dirac afirma [ 13, p. 40] que o espago que ele tuiliza nio € um ‘espago de Hilbert’,

e ndo considera em suas defini¢des as propriedades matematicas que caracterizam realmente
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essa estrutura. No caso, Dirac ndo impde a condi¢io de completeza do espago, que € a propri-
edade fundamental na defini¢gdo moderna que caracteriza um espago de Hilbert; na defini¢io

de von Neumann ¢é necessario ainda que o espago seja separavel.

O trabalho de von Neumann “On the foundations of Quantum Mechanics” [ 1] nio cor-
rige ou substitui completamente o formalismo de Dirac, e portanto nio é realmente correto
dizer que seu trabalho consolidou a formulagio matematica da MQQ atual. Von Neumann cri-
ticou a ‘fun¢io’ Delta e o rigor do formalismo de Dirac no geral, mas nio conseguiu realmente
resolver os seus problemas. Todo o formalismo de von Neumann abrange apenas a parte dis-
creta do formalismo de Dirac. Mesmo com tantas criticas a ‘fun¢do’ Delta, e afirmando que ira
fazer um formalismo em que ela nio é mais necessaria, von Neumann realmente desenvolve
um formalismo sem as mesmas obje¢des matematicas e sem a Delta, porém seu formalismo
contempla apenas uma parte do formalismo de Dirac: a parte em gue a Delta ndo é necessirial
Por incrivel que parega, a parte de formalismo de Dirac que podemos dizer que von Neumann
tornou mais rigorosa ¢ a parte de espectros discretos sendo que a Delta é utilizada apenas em
espectros continuos. Note ainda que esse elemento to criticado foi no entanto rigorosamente

estabelecida pela teoria das distribui¢des de Schwartz.

A MQ atual nfo ¢, e nio pode ser, formulada inteiramente no formalismo rigoroso de
von Neumann de [1]. O conceito de espagos de Hilbert usado e cunhado por von Neumann
¢ diferente do conceito atual, e nio admite sistemas com espectros continuos. Von Neumann
utiliza o que é atualmente denominado espaco de Hilbert separdvel, condi¢io que limita as
bases ortogonais possiveis a conjuntos contaveis, como {|z) : x € N}, e por isso, por exemplo,

a base das posi¢des {|z) : © € R} ndo pode ser tratada nesse formalismo.

A Algebra C* pode ser utilizada para descrever a MQ de operadores limitados. No
entanto, a MQ como um todo ndo pode ser feita no espaco dos operadores limitados e isso
pode gerar complica¢des no uso da alebra C*m pois os operadore de posi¢do e momento ndo
sdo limitados. Seguindo a demonstragdo de [17] e considerando dois operadores X e P que

satisfacam a relagdo de comutagio canonica
(X, P] = —il,
em que consideramos h = 1, fazendo:

inP" !
nf| P

n—1
n| P

n

2

VneN: [X,P"]=XP"—P"X
[x P+ | Px|

[XT2]" =+ 217)x]

vneN: x| 7]

AV AVARR1

v
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obtemos que X ou P devem ter uma norma infinita nfo sendo portanto limitados. Por outro
lado, como X e P podem ter autovalores arbitrariamente grandes, eles nio possuem uma

norma definida, e n3o s3o limitados.

Esso mostra em sintese que os pormenores do formalismo matematico da MQ nfo estdo
tio bem estabelecidos como acredita-se ou ndo foram estabelecidos tio cedo quanto imagina-
mos. O formalismo de Dirac parece [18] ter sido rigorosamente estabelecido com a teoria
do ‘espago de Hilbert equipado’ (rigged Hilbert space) que surgiu na década de 60 [19, 20].
Como nenhum desses formalismos, Dirac, von Neumann e algebra C* oferecem uma solu-
¢do rigorosa e definitiva para toda a MQ, indagamos: existe algum formalismo matematico
estabelecido rigoroso, algum livro ou artigo que estabelece uma fundamentagio matematica
unificada valida para toda a MQ, cobrindo todas as lacunas deixadas pelos formalismos de
Dirac, von Neumann e algebra C*? Existe um formalismo rigoroso que cubra espectros dis-
cretos e continuos de operadores limitados ou ndo? Seria a teoria do rigged Hilbert space quem

cumpre completamente esse papel?

Observa-se que von Neumann enfatiza o rigor matematico e Dirac enfatiza a pragmatica
e facilidade de uso [2], desenvolvendo uma notag¢io com diversas propriedade interessantes e
muito simples; mas isso nos leva a uma pergunta interessante: seria possivel, e como podemos,
unificar o rigor de von Neumann com a pragmatica e simplicidade de Dirac em um tnico for-
malismo matematico? Como podemos incorporar de forma rigorosa a notagdo de Dirac de
bras e kets ao formalismo de von Neumann? Uma resposta afirmativa a essas perguntas mos-
traria que é possivel reunir os ideais de rigor, pragmatismo e simplicidade numa tnica teoria
resultando em um formalismo que retine o melhor de Dirac e o melhor de von Neumann.
Esse formalismo poderia ser restrito ao dominio dos espagos de Hilbert separaveis, mas nesse

dominio ele seria simultaneamente rigoroso e elegante.

Vimos que o formalismo/notagdo de bras e kets é apenas uma notagio, e nfo forma até
entdo uma verdadeira algebra; para isso seria necessario definir as operagdes binarias de adi¢io

(+) e de multiplicagdo (-) de forma que tivéssemos:

{alb) = {al - |) |a){b] = la) - {a|
Xla)y= X -la) (a| X =(a]- X
aX =a-X Xa=X «
ala) =« -|a) (ala = {a] - «
|a)or =1a)- a afal = a-(al

Dirac construiu a notagdo intencionalmente de forma a tornar essa correspondéncia possi-
vel, pois gragas a ela as propriedades da notagdo de Dirac se assemelham as propriedades das

operagdes algébricas usuais. Mas como Dirac n3o definiu e caracterizou formalmente tais ope-
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ragdes, temos apenas uma notagio que simplesmente aparenta ser uma algebra em que bras,
kets e operadores podem ser somados e multiplicados. Porém isso nos leva a seguinte indaga-
¢do: ndo seria possivel definir as opera¢des de adi¢do e multiplicagdo e criar um formalismo
em que bras, kets, operadores e nimeros estdo formalmente sendo multiplicados e somados?
Com isso reduziriamos o nimero de axiomas ou propriedades necessarias para a defini¢io do

formalismo de Dirac tornado o mais elegante e formal.

Pelo que observamos, ainda ha espago para melhorias no formalismo matematico da
MQ. Além disso, verificamos a importancia de se estudar os trabalhos originais e de se integrar
os conhecimentos das diferentes abordagens. O estudo dos projetores por von Neumann e dos
operadores positivos pela algebra C*, por exemplo, raramente s3o discutidos nos livros texto
de MQ [21-23] mas fornecem ferramentas que podem ser de grande utilidade, uma vez que

projetores e operadores positivos sdo os elementos fundamentais para as medidas projetivas

ou POVMs.
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