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Resumo

Hieda, Lidiane Mayumi.Superfícies Mínimas com Curvatura Constante
nas Formas Espaciais4-Dimensionais. Goiânia, 2011.79p. Dissertação de
Mestrado. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Este trabalho foi baseado nos artigosOn Compact Minimal Surfaces with non-negative

Gaussian Curvature in a Space of Constant Curvature: Ie Minimal Surfaces with

Constant Curvature in 4-dimensional Space Formsde Katsuei Kenmotsu que consis-

tem em classificar superfícies mínimas com curvatura Gaussiana constanteK nas formas

espaciais 4-dimensionais, sem alguma hipótese global. Mostraremos que uma imersão

isométrica mínimax : M2(K) → M4(c), ondec é a curvatura seccional, ou é totalmente

geodésica, ou localmente um Toro de Clifford, ou localmenteuma superfície de Veronese.

Como corolário, temos que não existe uma imersão isométricamínima com curvatura

Gaussiana constante negativa numa esfera unitáriaS4(1) mesmo que localmente.

Palavras–chave

Superfícies mínimas, curvatura constante, imersões mínimas do 2-plano hiper-

bólico, forma fundamental de tensores.



Abstract

Hieda, Lidiane Mayumi.Minimal Surfaces with Constant Curvature in
4-Dimensional Space Forms. Goiânia, 2011.79p. MSc. Dissertation. Insti-
tuto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

This work was based on papersOn Compact Minimal Surfaces with non-negative

Gaussian Curvature in a Space of Constant Curvature: Iand Minimal Surfaces

with Constant Curvature in 4-dimensional Space Forms, by Katsuei Kenmotsu,

consisting in the classification of minimal surfaces with constant Gaussian curvatureK

in a 4-dimensional space form without any global assumption. We will show that an

isometric minimal immersionx : M2(K) → M4(c), wherec is sectional curvature, is

either totally geodesic, or locally Clifford Torus, or locally a Veronese surface. As a

corollary, we have that there is not isometric minimal immersions with constant negative

Gaussian curvature into unit sphereS4(1) even locally.

Keywords

Minimal surfaces, constant curvature, minimal immersionsof the hyperbolic

2-plane, fundamental forms tensors.
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Introdução

Um assunto muito estudado em Geometria Diferencial é a classificação de

superfícies, com alguma propriedade especial, mergulhadas ou imersas, em espaços de

curvatura constante. Por exemplo: existem muitos resultados classificando superfícies

mínimas ou com curvatura média constante não nula nos espaços modelos tridimensio-

nais. Continua sendo objeto de estudo, nos dias atuais, classificar superfícies, com alguma

propriedade adicional, em espaços com curvatura constantede dimensões superiores.

Nesta direção, B. Y. Chen provou em [6] que sex : M2(K) → M3(c) é uma

imersão isométrica mínima com curvatura Gaussiana constante K, entãoM é totalmente

geodésica ouc > 0 eM é localmente um Toro de Clifford.

Por um Teorema de Rigidez de Callabi [5], DoCarmo e Wallach [7], Chen [6], e

Barbosa [1], e um Teorema de Localização de Wallach [18], uma superfície mínima com

curvatura constante positiva emS4(1) = {p ∈ R
5;‖p‖ = 1} é localmente a totalmente

geodésicaS2(1) = {p∈ R
3;‖p‖ = 1} ou a superfície de Veronese.

Kenmotsu [14], encontrou todas as superfícies mínimas deR
2 em

Sn = {p ∈ R
n+1;‖p‖ = 1} cuja curvatura GaussianaK ≡ 0. Um dos problemas pro-

posto por S.T. Yau, em [20], é classificar superfícies mínimas fechadas com curvatura

negativa emSN. Neste trabalho mostramos uma resposta parcial, isto é, Kenmotsu

mostrou que não existe imersão isométrica mínima com curvatura Gaussiana constante

negativa numa esfera unitáriaS4(1) mesmo que localmente.

Kenmotsu, em [15], considerou uma variedade Riemanniana conexaMm(c)

de curvatura seccional constantec, classificou as superfícies mínimas com curvatura

Gaussiana constanteK, em formas espaciais 4-dimensionais sem alguma hipótese global.

Resultados parciais também foram obtidos para a classificação de imersões mínimas de

M2(K) emM5(c).

Neste trabalho estudamos o artigo do Kenmotsu [15] onde ele considerou
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o cason = 4, ou seja, sex : M2(K) → M4(c) é uma imersão isométrica mínima de

M2(K) em M4(c), entãox ou é totalmente geodésica, ou localmente um Toro de Clif-

ford, ou localmente uma superfície de Veronese. A saber,x é totalmente geodésica, se

K = c; x é localmente um Toro de Clifford em uma subvariedade totalmente geodésica

3-dimensionalS3(c) deS4(c), seK = 0, c> 0; x é localmente uma superfície de Veronese

emS4(c), seK = c/3, c > 0.

O método utilizado neste trabalho será a generalização do Teorema Fundamental

das superfícies para subvariedades, onde utilizaremos as equações de compatibilidade via

formas diferenciais e o método do referencial móvel.

No capítulo 1, apresentaremos o Método do Referencial Móvelem Geometria

Diferencial a partir de um mínimo pré-requisito, que pressupõe apenas um curso de

geometria diferencial de curvas e superfícies, noções de variedades diferenciáveis e uma

certa familiaridade com formas diferenciais em variedades. A fim de evitar apelos a

conhecimentos de Grupos de Lie, restringimo-nos à estrutura Riemanniana, que corres-

ponde ao grupo ortogonal, o qual possui aparentemente medida de complexidade que

torna o estudo da sua geometria uma tarefa não trivial porém tratável.

No capítulo 2, estudaremos de superfícies mínimas com curvatura Gaussiana

não-negativa nos espaço de curvatura constante. Adotaremos o método de Bochner,

isto é, usaremos campos escalaresf(b), K(b) e N(b), nas superfícies e calcularemos seus

Laplacianos. Definiremos o Espaço Osculador de ordem superior e asn-ésimas Formas

Fundamentais e definiremos os campos escalares mencionados. Calcularemos os Lapla-

cianos def(b) eK(b) e estudaremos a equação de Codazzi de ordem superior.

No capítulo 3, provaremos que sex : M2(K) → M4(c) é uma imersão isométrica

mínima deM2(K) em M4(c), então, oux é totalmente geodésica, seK = c; ou x é lo-

calmente um Toro de Clifford em uma subvariedade totalmentegeodésica 3-dimensional

S3(c) deS4(c), seK = 0, c > 0; oux é localmente uma superfície de Veronese emS4(c),

seK = c/3, c > 0. Este resultado implica que não existe imersão isométricamínima do

plano hiperbólicoH2(−1) emS4(1) mesmo que localmente.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos resultados de Geometria Riemanniana que uti-

lizaremos ao longo deste trabalho. Explicações mais precisas podem ser encontradas em

[8], [9] e [10].

1.1 Método do Referencial Móvel

Visando estabelecer os fatos fundamentais do método do referencial móvel,

adotamos como ponto de partida oR
n e iremos construindo progressivamente as situações

mais gerais. Entre as aplicações feitas, encontra-se um Teorema de E. Cartan sobre a

determinação local da métrica pela curvatura. O capítulo pode ser considerado como uma

breve introdução à Geometria Riemanniana pelo método do referencial móvel.

1.1.1 Equações de Estrutura doRn

Uma Variedade Riemanniana é uma variedade diferenciávelM tal que em cada

pontop∈ M, existe um produto interno positivo definido〈 , 〉p no espaço tangenteTpM

deM emp, que varia diferenciavelmente comp no seguinte sentido: seX eY são campos

diferenciáveis de vetores emM, então a funçãop 7→ 〈X,Y〉p, p ∈ M, é diferenciável em

M. Por convenção, diferenciável sempre significará de classeC∞. O produto interno〈 , 〉

é usualmente chamado de métrica Riemanniana emM.

A noção natural de equivalência entre variedades RiemannianasM eM′ é a noção

de isometria. Um difeomorfismo (uma aplicação injetiva cujainversa é diferenciável)

f : M → M′ de M em M′ é uma isometria se para todop ∈ M e todo parX,Y ∈ TpM,

tem-se

〈X,Y〉p = 〈d fp(X),d fp(Y)〉 f (p).

A importância da noção de variedade Riemanniana é que nela podemos definir

as noções métricas usuais da geometria euclidiana, como ângulo, comprimentos, áreas,

etc. Em verdade, a geometria euclidiana é o estudo das noçõesmétricas na mais simples
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de todas as variedades Riemannianas, a saber,R
n munido da estrutura diferenciável usual

e do seguinte produto interno: seu = (u1, . . . ,un) e v = (v1, . . . ,vn) são vetores doRn,

define-se, para todop∈ R
n,

〈u,v〉p = u1v1+ · · ·+unvn.

Observe que identificamos os espaços tangentes deR
n com o espaço vetorialRn.

Mesmo sendo a variedade Riemanniana mais simples, oR
n é, em um certo

sentido, a variedade Riemanniana universal. Isto ficará mais claro à medida que formos

desenvolvendo o método de referencial móvel.

Iniciaremos, portanto, estabelecendo as chamadas equações de estrutura doRn.

SejaU ⊂ R
n um aberto doRn e sejame1, . . . ,en n campos diferenciáveis de

vetores emU tal que, para todop ∈ U , tenha-se〈ei ,ej〉p = δi j , ondeδi j = 0 se i 6= j

e δi j = 1 se i = j, 1≤ i, j ≤ n. Um tal conjunto de campos de vetores é chamado um

referencial ortonormal móvel emU . A partir de agora omitiremos os adjetivos ortonormal

e móvel.

A partir do referencial{ei} podemos definir formas diferenciais lineares

ω1, . . . ,ωn pela condiçãoωi(ej) = δi j ; em outras palavras, em cada pontop ∈ U , a

base{(ωi)p} é a base dual da base{(ei)p}. O conjunto das formas diferenciais{ωi} é

chamado de coreferencial associado ao referencial{ei}.

Cada campoei pode ser pensado como uma aplicação diferenciável

ei : U ⊂ R
n → R

n. A diferencial (dei)p : R
n → R

n, em p ∈ U , é uma aplicação li-

near. Portanto, para todov∈ R
n, podemos escrever

(dei)p(v) = ∑
j
(ωi j )p(v)ej .

Observe que as expressões(ωi j )p(v), acima definidas, dependem linearmente dev.

Portanto,(ωi j )p é uma forma linear emRn. Comoei é um campo diferenciável,ωi j é

uma forma diferencial linear. Sendo assim, podemos escrever

dei = ∑
j

ωi j ej , (1-1)

como definição das formasωi j , que são chamadas formas de conexão doR
n no referencial
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{ei}. As formas de conexão são anti-simétricas nos índicesi, j, isto é,ωi j = −ω ji .

De fato, derivando a expressão〈ei ,ej〉 = δi j , temos

〈dei ,ej〉+ 〈ei,dej〉 = 0.

Por outro lado,

dei = ∑
s

ωises,

o que implica que,

〈dei ,ej〉 =

〈

∑
s

ωises,ej

〉

= ∑
s

ωis〈es,ej〉 = ωi j .

Portanto,

0 = 〈dei ,ej〉+ 〈ei,dej〉

= ωi j +ω ji ,

ou seja, as formas de conexãoωi j = −ω ji são anti-simétricas nos índicesi, j.

O ponto fundamental no método do referencial móvel é que as formasωi ,ωi j

satisfazem as chamadas equações de estrutura de Elie Cartan.

Antes de apresentarmos essa equações de estrutura, recordaremos um fato pura-

mente algébrico. Temos que seω1,ω2 são formas lineares em um espaço vetorialV de

dimensãon, então o produto exteriorω1∧ω2 deω1 comω2 é a forma bilinear alternada

ω1∧ω2 : V ×V → R dada por

(ω1∧ω2)(v1,v2) = ω1(v1)ω2(v2)−ω1(v2)ω2(v1), v1,v2 ∈V.

Além disto, se{ω1, . . . ,ωn} é base para o espaço das formas linearesV∗, entãoωi ∧ω j ,

i < j e 1≤ i, j ≤ n, formam uma base para o espaçoΛ2V∗ das formas bilineares alternadas

deV ×V.
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Teorema 1.1 (Equações de Estrutura doRn) Seja {ei} um referencial ortonormal

móvel em um aberto U⊂ R
n. Sejam{ωi} o coreferencial associado a{ei}, e ωi j as

formas de conexão de U no referencial{ei}. Então,

dωi = ∑
k

ωk∧ωki, (1-2)

dωi j = ∑
k

ωik ∧ωk j, (1-3)

com1≤ k≤ n.

Prova. Sejaa1 = (1,0, . . . ,0),a2 = (0,1,0, . . . ,0), . . . ,an = (0,0, . . . ,0,1) a base canônica

de R
n e sejaxi : U ⊂ R

n → R a função que corresponde a cadap = (x1, . . . ,xn) ∈ U

a i-ésima coordenada. Então,dxi é a forma diferencial emU , que satisfaz a condição

dxi(a j) = δi j , assim concluímos que{dxi} é o coreferencial associado ao referencial{ai}.

O referencial dado se exprime em termos dosai por

ei = ∑
j

βi j a j , (1-4)

onde osβi j ’s são as funções diferenciáveis emU e, para cadap∈U , a matriz(βi j (p)) é

uma matriz ortogonal. Comoωi(ej) = δi j , temos

ωi = ∑
j

βi j dxj . (1-5)

Diferenciando (1-4), obtemos

dei = ∑
k

dβikak = ∑
k

(

dβik ∑
j

β jkej

)

.

Comodei = ∑
j

ωi j ej , concluímos que

ωi j = ∑
k

dβikβ jk. (1-6)

Segue que

∑
j

ωi j β js = ∑
j ,k

dβikβ jkβ js

= ∑
k

dβikδks = dβis, (1-7)
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onde 1≤ s≤ n. Finalmente, diferenciando exteriormente (1-5) e usando (1-7), obtemos

dωi = ∑
j

dβi j ∧dxj

= ∑
j

(

∑
k

ωikβk j

)

∧dxj

= ∑
k

ωik ∧∑
j

βk jdxj

= ∑
k

ωik ∧ωk = −∑
k

ωk∧ωik

= ∑
k

ωk∧ωki,

que é a primeira equação de estrutura (1-2). Agora diferenciando (1-6) e usando (1-7),

obtemos

dωi j = ∑
k

d(dβik)∧β jk +(−1)1∑
k

dβik ∧dβ jk

= ∑
k

dβ jk ∧dβik

= ∑
k

{(

∑
l

ω jl βlk

)

∧

(

∑
s

ωisβsk

)}

= ∑
l

(

ω jl ∧∑
s

ωis∑
k

βlkβsk

)

.

Observe que,

∑
k

βlkβsk = δls.

Assim,

dωi j = ∑
l

(

ω jl ∧∑
s

ωis∑
k

βlkβsk

)

= ∑
l

(

ω jl ∧∑
s

ωisδls

)

= ∑
l

ω jl ∧ωil = −∑
l

ωil ∧ω jl

= ∑
l

ωil ∧ωl j = ∑
k

ωik ∧ωk j,

que é a segunda equação de estrutura (1-3). �

A ideia básica do método do referencial móvel pode ser descrita da seguinte

maneira.
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Sejax : Mn → R
n+q uma imersão de uma variedade diferenciável de dimensão

n em um espaço EuclidianoRn+q. É uma consequência do Teorema da Função Inversa

que, para todop ∈ M, existe uma vizinhançaU ⊂ M de p tal que a restriçãox|U de

x a U é injetiva. SejaV ⊂ R
n+p uma vizinhança dex(p) em R

n+p de tal modo que

x(U) ⊂V. AdmitamosV suficientemente pequeno para que exista um referencial móvel

{e1, . . . ,en,en+1, . . . ,en+q} em V com a propriedade que, quando restritos ax(U), os

vetorese1, . . . ,en sejam tangentes ax(U) e os vetoresen+1, . . . ,en+q sejam normais a

x(U). Um tal referencial é dito referencial adaptado a imersãox.

A existência de um referencial adaptado pode ser provada da seguinte maneira.

Se V é suficientemente pequeno, existe um difeomorfismog : V → g(V) ⊂ R
n+q tal

que g◦ x(U) é um aberto de uma subvariedade linear de dimensãon de R
n+q. Então,

existe um referencial{ f1, . . . , fn, fn+1, . . . , fn+q} adaptado ag◦x(U) emg(V). A imagem

inversa{g−1( f1), . . . ,g−1( fn+q)} de um tal referencial pode não ser ortonormal. Caso isto

ocorrer, usamos então o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt em cada ponto

deV. Observando que os vetores obtidos por este processo "variam diferencialmente"com

os vetores dados, obteremos assim, emV, um referencial ortonormal adaptado ax(U).

Em V estão definidas as formasωi do referencial{ei} e as formas de

conexão ωi j que satisfazem as equações de estrutura (1-2) e (1-3). A aplicação

x : U ⊂ M → V ⊂ R
n+q induz formas diferenciaisx∗(ωi), x∗(ωi j ) emU . Comox∗ co-

muta com a derivação exterior e com o produto exterior, tais formas emU satisfazem as

equações de estrutura (1-2) e (1-3). Observe que toda geometria métrica local da imersão

x está contida nestas equações de estrutura, o que reflete o caráter "universal" doRn.

1.1.2 Lema de Cartan e a Unicidade das Formas de Conexão

Lema 1.2 (Cartan) Seja V espaço vetorial de dimensão n. Sejamω1, . . . ,ωr : V → R,

r ≤ n, formas lineares de V linearmente independentes. Suponhaque existam formas

linearesθ1, . . . ,θr : V → R satisfazendo a seguinte condição:
r

∑
i=1

ωi ∧θi = 0. Então,

θi = ∑
j

ai j ω j , 1≤ i, j ≤ r, ai j = a ji .

Prova. Completemos as formasω1, . . . ,ωr , em uma base{ω1, . . . ,ωr ,ωr+1, . . . ,ωn} de

V∗, e escrevamos

θi = ∑
j

ai j ω j +∑
l

bil ωl , r +1≤ l ≤ n.
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Observemos que a condição
r

∑
i=1

ωi ∧θi = 0 implica que

0 =
r

∑
i=1

ωi ∧θi

=
r

∑
i=1

ωi ∧

(
r

∑
j=1

ai j ω j +
n

∑
l=r+1

bil ωl

)

=
r

∑
i=1

ωi ∧
r

∑
j=1

ai j ω j +
r

∑
i=1

ωi ∧
n

∑
l=r+1

bil ωl .

Restringindo os índices, isto é, fazendoi < j, temos

∑
i< j

(ai j −a ji )ωi ∧ω j +∑
i<l

bil ωi ∧ωl = 0,

ou seja,

∑
i< j

(ai j −a ji )ωi ∧ω j = 0 e ∑
i<l

bil ωi ∧ωl = 0.

Comoωk∧ωs, k< s, 1≤ k,s≤ n, são linearmente independentes, conclui-se queai j = a ji

ebil = 0. Portanto, com a condição∑
i

ωi ∧θi = 0, temos que

θi = ∑
j

ai j ω j , 1≤ i, j ≤ r, ai j = a ji .

�

Lema 1.3 Sejam M uma variedade Riemanniana, p∈ M, e U ⊂ M uma vizinhança

de p. Sejam e1, . . . ,en campos diferenciáveis de vetores em U com〈ei ,ej〉 = δi j um

referencial móvel em U. Sejamω1, . . . ,ωn formas diferenciais em U definidas pela

condiçãoωi(ej) = δi j o coreferencial de{ei}. Suponha que exista em U um conjunto

de 1-formas diferenciaisωi j satisfazendo as condições:

ωi j = −ω ji e dω j = ∑
k

ωk∧ωk j.

Então, um tal conjunto é único.

Prova. Suponhamos que exista um outro conjunto de formasωi j com

ωi j = −ω ji e dω j = ∑
k

ωk∧ωk j.



1.1 Método do Referencial Móvel 19

Então, temos que

∑
k

ωk∧ωk j = dω j = ∑
k

ωk∧ωk j,

o que implica que

∑
k

ωk∧ωk j −∑
k

ωk∧ωk j = 0,

isto é,

∑
k

ωk∧ (ωk j −ωk j) = 0.

Pelo Lema de Cartan,

ωk j −ωk j = ∑
i

B j
kiωi , B j

ki = B j
ik.

Observe que

ωk j −ωk j = −ω jk − (−ω jk)

= −(ω jk −ω jk)

= −∑
i

Bk
ji ωi .

Então,

∑
i

B j
kiωi = ωk j −ωk j = −∑

i
Bk

ji ωi

e comoωi são linearmente independentes, temos que

B j
ki = −Bk

ji .

Usando as simetrias obtidas, concluímos que

Bk
ji = −B j

ki = −B j
ik = Bi

jk = Bi
k j = −Bk

i j = −Bk
ji = 0,

ou seja,ωk j = ωk j. �

1.1.3 Subvariedades de um Espaço Euclidiano

Sejax : Mn → R
n+q uma imersão de uma variedade de dimensãon em R

n+q.

Sejap ∈ M eU uma vizinhança dep emM na qual a restriçãox|U seja injetiva. SejaV

uma vizinhança dex(p) emR
n+q de tal modo quex(U) ⊂ V e que emV esteja definido

um referencial adaptado{e1, . . . ,en+q}. Pensaremos emx como uma inclusão deU em

V ⊂ R
n+q e usaremos a mesma notação para uma entidade emV ou a sua restrição aU .

Admitiremos esta convenção sem maiores comentários.
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Usaremos os seguintes tipos de índices:

1≤ A,B,C, . . .≤ n+q,

1≤ i, j,k, . . .≤ n,

n+1≤ α,β,γ, . . .≤ n+q.

Dado o referencial{eA} emU , definimos o coreferencial{ωA} e as formas de

conexãoωAB emV por

dx = ∑
A

ωAeA, (1-8)

deA = ∑
B

ωABeB. (1-9)

As formasωA e ωAB satisfazem as equações de estrutura

dωA = ∑
B

ωB∧ωBA, (1-10)

dωAB = ∑
C

ωAC∧ωCB. (1-11)

As restrições das formasωA,ωAB aU ⊂V satisfazem ainda as equações (1-10) e (1-11),

com a relação adicionalωα = 0, para todoα. Esta última relação provém do fato de que os

vetoreseα são normais aU , e portanto, para todoq∈U e todov = ∑
i

viei ∈ TqM, tem-se

ωα(v) = ωα

(

∑
i

viei

)

= 0.

No que se segue só usaremos formas restritas aU .

Comoωα = 0, temos quedωα = 0.

Por outro lado,

dωα = ∑
B

ωB∧ωBα

= ∑
β

ωβ ∧ωβα +∑
i

ωi ∧ωiα

= ∑
i

ωi ∧ωiα.

Portanto,∑
i

ωi ∧ωiα = 0.
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Pelo Lema de Cartan,

ωiα = ∑
j

hα
i j ω j , hα

i j = hα
ji .

A forma quadrática definida por

II α = ∑
i

ωiωiα = ∑
i, j

hα
i j ωiω j

é chamada a segunda forma quadrática dex na direçãoeα.

O espaço normal da imersãox em p, p ∈ M, e indicado porNpM, é o espaço

gerado pelos vetores deRn+q que são normais adxp(TpM), para cadap∈ M. Um campo

diferenciável de vetores normais é uma aplicação diferenciável η : M → R
n+q com

η(p) ∈ NpM, p∈ M.

Dado um campo diferenciável unitário de vetores normaisη : U ⊂ M → R
n+q, em uma

vizinhançaU suficientemente pequena dep, podemos escolher um referencial adaptado

{eA} emU de tal modo queen+1 = η. A segunda forma quadráticaII n+1 é chamada a

segunda forma quadrática dex na direçãoη e indicada porII η.

Vamos agora escrever as equações (1-10) e (1-11), separando as partes tangen-

ciais (índicesi, j, . . .) das partes normais (índicesα,β, . . .). Então,

dωi = ∑
j

ω j ∧ω ji e dωα = ∑
β

ωβ ∧ωβα = 0, (1-12)

dωi j = ∑
C

ωiC ∧ωC j = ∑
k

ωik ∧ωk j +∑
α

ωiα ∧ωα j , (1-13)

dωiα = ∑
C

ωiC ∧ωCα = ∑
j

ωi j ∧ω jα +∑
β

ωiβ ∧ωβα, (1-14)

dωαβ = ∑
C

ωαC∧ωCβ = ∑
i

ωαi ∧ωiβ +∑
γ

ωαγ ∧ωγβ. (1-15)

Observe que a equação (1-13) é semelhante à equação de estrutura de um espaço

Euclidiano, com um termo de "correção" dado por

∑
α

ωiα ∧ωα j = Ωi j e Ωi j = −Ω ji .

Para esclarecer o significado das 2-formasΩi j , notemos que a imersão

x : Mn → R
n+q determina uma métrica Riemanniana〈 , 〉 emM dado por

〈v1,v2〉p = 〈dxp(v1),dxp(v2)〉, p∈ M, v1,v2 ∈ TpM,

onde o produto interno de segundo membro é o produto interno usual doR
n+q. A métrica
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Riemanniana〈 , 〉 em M é chamada a métrica induzida porx. A métrica induzida e a

parte tangente{ei} do referencial determinam as formasωi , donde as formasdωi . Pela

unicidade, as formasωi j ficam então inteiramente determinadas, o mesmo se verifica para

as formas

Ωi j = dωi j −∑
k

ωik ∧ωk j.

Portanto, a matriz anti-simétrica de 2-formas(Ωi j ) depende apenas da métrica induzida

e da escolha do referencial.

Isto sugere que a matriz(Ωi j ) é uma espécie de medida de quanto a métrica

induzida deixa de ser euclidiana.(Ωi j ) é chamada formas de curvatura no referencial

{ei}.

Observe que seMn = R
n, Ωi j = 0. Além disto, sex : M2 → R

3, temos que

Ω12 = dω12−
2

∑
k=1

ω1k∧ωk2

= −Kω1∧ω2,

o que mostra que(Ωi j ) generaliza a noção de curvatura Gaussiana de uma superfície.

Lembrando que a definição de curvatura Gaussiana de uma superfície Sem p é dada por

K = det(de3)p = λ1λ2 = h11h22− (h12)
2.

De fato, calculandodω12, temos

dω12 = ω13∧ω32,

sendo queω13 = h11ω1+h12ω2 e ω23 = h21ω1+h22ω2.

Substituindo,

dω12 = (h11ω1 +h12ω2)∧ (−h21ω1−h22ω2)

= −h11h21ω1∧ω1−h11h22ω1∧ω2−h12h21ω2∧ω1−h12h22ω2∧ω2

= −h11h22ω1∧ω2 +h12h21ω1∧ω2

= −h11h22ω1∧ω2 +(h12)
2ω1∧ω2

= −{h11h22− (h12)
2}ω1∧ω2

= −Kω1∧ω2.

Como hi j é a matriz simétrica, concluímos que a diferencial da aplicação normal de

Gauss é uma aplicação linear auto-adjunta. Por um resultadode Álgebra Linear, segue
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que os autovalores−λ1, −λ2 são números reais, e os vetores próprios são ortogonais.

Para associar um significado geométrico à matriz das formas de curvatura,

precisamos verificar como elas variam com a mudança da parte tangente do referencial

{ei}. A parte normal{eα} do referencial não afeta as formasΩi j . Será conveniente usar

a seguinte notação matricial.

As matrizes das formasωi j e Ωi j serão indicadas porW e Ω, respectivamente, e

o vetor coluna das formasωi , porω. As equações de estrutura (1-12) e (1-13) podem ser

escritas como

dω = W∧ω,

dW = W∧W+Ω.

Uma mudança na parte tangente{ei} do referencial será dada porei = ∑
j

ui j ej , onde

(ui j ) = U é uma matriz de funções diferenciáveis emM; além disso,U é ortogonal, isto

é,UU∗ = identidade, ondeU∗ indica a matriz transposta deU .

Lema 1.4 Por uma mudança do referencial tangente{ei} dada por ei = ∑
j

ui j ej , a matriz

das formas de conexão W é dada por

W = dUU∗+UWU∗, (1-16)

e a matriz das formas de curvaturaΩ é dada por

Ω = UΩU∗, (1-17)

onde a barra indica a entidade correspondente no referencial {ei}.

Prova. De ei = ∑
j

ui j ej decorre queωi = ∑
j

ui j ω j , isto é,ω = Uω o que implica que

ω = U∗ω. Portanto,

dω = dU∧ω +Udω

= dU∧ω +U(W∧ω)

= dU∧ (U∗ω)+U(W∧U∗ω)

= dUU∗∧ω+UW∧U∗ω

= dUU∗∧ω+UWU∗∧ω

= (dUU∗+UWU∗)∧ω.
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Por outro lado,dω = W∧ω.

Pelo Lema da Unicidade, temos

(dUU∗+UWU∗)∧ω = dω = W∧ω,

o que implica que.

W = dUU∗+UWU∗,

o que demonstra (1-16).

Agora observe quedUU∗ = −U(dU)∗.

CalculemosW∧W edW, obteremos

W∧W = (dUU∗+UWU∗)∧ (dUU∗+UWU∗)

= (dUU∗+UWU∗)∧ (−U(dU)∗+UWU∗)

= dUU∗∧ (−U(dU)∗)+dUU∗∧UWU∗ +UWU∗∧ (−U(dU)∗)+

+ UWU∗∧UWU∗

= −dUU∗U ∧ (dU)∗+dUU∗U ∧WU∗−UWU∗U ∧ (dU)∗+UWU∗U ∧WU∗

= −dU∧ (dU)∗+dU∧WU∗−UW∧ (dU)∗+UW∧WU∗,

e comoW = dUU∗ + UWU∗ = −U(dU)∗ + UWU∗, então derivando exteriormente,

obtemos

dW = −dU∧ (dU)∗+dU∧WU∗ +UdWU∗−UW∧ (dU)∗.

Portanto,

Ω = dW−W∧W

= UdWU∗−UW∧WU∗

= U(dWU∗−W∧WU∗)

= U(dW−W∧W)U∗

= UΩU∗,

o que demonstra (1-17). �

Decorre do Lema anterior que, fixadop∈M, quando mudamos o referencial tan-

gente{ei}, a matriz das formas((Ωi j )p) muda como a matriz de uma transformação linear

em TpM. Portanto, fixados dois vetoresX,Y ∈ TpM, a matriz numérica{(Ωi j )p(X,Y)}

representa uma transformação linear emTpM, que indicaremos por(RXY)p : TpM → TpM,

que é chamado operador curvatura da métrica induzida, e que não depende do referencial

tangente.
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Passaremos a analisar as equações (1-15) e escrevendo-as na forma

dωαβ = ∑
γ

ωαγ ∧ωγβ +Ωαβ,

onde

Ωαβ = ∑
i

ωαi ∧ωiβ = −∑
i

ωβi ∧ωiα = −Ωβα,

vemos que elas possuem uma certa analogia formal com as equações de estrutura de um

espaço Euclidiano com um termo de "correção"Ωαβ. Por um raciocínio análogo ao do

Lema anterior, verificaremos que a matriz de formas(ωαβ) = W⊥ e a matriz de formas

(Ωαβ) = Ω⊥ se transformam, por uma mudança da parte normal{eα} do referencial, de

modo semelhante às formasW e Ω, respectivamente. Por esta razão, chamaremosωαβ as

formas da conexão normal eΩαβ as formas da curvatura normal.

Quando fixamosp ∈ M e dois vetoresX,Y ∈ TpM, a matriz{(Ωαβ)p(X,Y)}

determina uma transformação linear(R⊥
XY)p : NpM → NpM. R⊥

XY é chamado operador de

curvatura normal da imersãox.

Como no caso de superfícies, as formasωi j possuem a seguinte interpretação

geométrica.

SejamX um campo diferenciável de vetores tangentes emM, Y ∈ TpM e seja

aindaα : (−ε,ε) → M uma curva diferenciável comα(0) = p e α′(0) = Y. Definamos

(∇YX)p = projeção sobre TpM de

(
dX
dt

)

t=0
,

ondet é o parâmetro da curvaα.

Vamos mostrar que∇YXsó depende da métrica induzida emM porX.

Para isto, escolhamos um referencial adaptado{eA} em uma vizinhançaU ⊂ M

e escrevamosX = ∑
i

xiei , ondexi são funções diferenciáveis emU . Como

dX
dt

=
d
dt

(

∑
i

xiei

)

= ∑
i

dxi

dt
ei +∑

i
xi

dei

dt

= ∑
j

dxj

dt
ej +∑

i
xi ∑

j
ωi j

(
∂
∂t

)

ej +∑
i

xi ∑
α

ωiα

(
∂
∂t

)

eα,
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temos que

(∇YX)p = ∑
j

{

dxj

dt
+∑

i
ωi j

(
∂
∂t

)

xi

}

ej

= ∑
j

{

dxj(Y)+∑
i

ωi j (Y)xi

}

ej

o que mostra que∇YX só depende dosωi j e, portanto, da métrica induzida.

(∇YX)p é chamada de derivada covariante do campoX segundo o vetorY no

pontop. SeX = ei , temos quedX
dt = dei

dt , então(∇Yei)p = dei
dt = dei(Y), e

〈∇Yei ,ej〉 = 〈dei(Y),ej〉 = ωi j (Y),

o que fornece um interpretação geométrica das formas de conexão ωi j em termos da

derivação covariante.

Uma interpretação análoga pode ser feita às formas de conexão normalωαβ.

De fato, sejamη um campo diferenciável de vetores normais emM ey∈ TpM. A

derivada covariante normal(∇⊥
y η)p deη em relação ay no pontop é a projeção sobre o

complemento ortogonalNpM deTpM da derivada usual
(

dη
dt

)

t=0
. Como anteriormente,t

é o parâmetro de uma curva diferenciávelα : (−ε,ε)→ M, comα(0) = p eα′(0) = y. De

maneira análoga à anterior, escolhamos um referencial adaptado{eA} e uma vizinhança

U ⊂ M e escrevamosη = ∑
α

ηαeα, ondeηα são funções diferenciáveis emU . Como

dη
dt

=
d
dt

(

∑
α

ηαeα

)

= ∑
α

dηα
dt

eα +∑
α

ηα
deα
dt

= ∑
β

dηβ

dt
eβ +∑

α
ηα ∑

β
ωαβ

(
∂
∂t

)

eβ +∑
α

ηα ∑
i

ωαi

(
∂
∂t

)

ei ,

temos que

(∇⊥
y η)p = ∑

β

(
dηβ

dt
+∑

α
ωαβ

(
∂
∂t

)

ηα

)

eβ

= ∑
β

(

dηβ(y)+∑
α

ωαβ(y)ηα

)

eβ,
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isto é,∇⊥
y η depende apenas das formasωαβ.

A interpretação geométrica das formasωαβ é obtida observando que, seη = eα, temos

〈∇⊥
y eα,eβ〉 =

〈
deα
dt

,eβ

〉

= 〈deα(y),eβ〉

= ωαβ(y).

Finalmente, observe que as equações

Ωi j = ∑
α

ωiα ∧ωα j , Ωαβ = ∑
i

ωαi ∧ωiβ,

relacionam as formas de curvatura da métrica induzida e as formas de curvatura normal

com as segundas formas quadráticas de imersão da seguinte maneira:

Sabemos que

ωiα = ∑
j

hα
i j ω j , hα

i j = hα
ji

e a segunda forma quadrática é dada por

II α = ∑
i

ωiωiα = ∑
i, j

hα
i j ωiω j .

Então, temos que

ωiα = ∑
k

hα
ikωk e ωα j = −ω jα = ∑

l

hα
jl ωl .

Assim, obtemos que

Ωi j = ∑
α

ωiα ∧ωα j

= ∑
α

{

∑
k

hα
ikωk∧

(

−∑
l

hα
jl ωl

)}

= −∑
α

(

∑
k

hα
ikωk∧∑

l

hα
jl ωl

)

= ∑
α

(

∑
l

hα
jl ωl ∧∑

k

hα
ikωk

)

= ∑
l<k

{

∑
α

(hα
ikhα

jl −hα
il h

α
jk)

}

ωl ∧ωk (1-18)
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e

Ωαβ = −∑
i

(

∑
k

hα
ikωk∧∑

l

hβ
il ωl

)

= ∑
k<l

{

∑
i
(hα

kih
β
il −hβ

kih
α
il )

}

ωk∧ωl . (1-19)

As equações (1-18) e (1-19) são chamadas as equações de Gauss e as equações de Ricci,

respectivamente. As equações (1-14) são chamadas de equações de Codazzi.

Isto tudo é como se a geometria da imersãox se decompusesse em duas, uma geometria

tangente e uma geometria normal, ligadas pelas segundas formas quadráticas, isto é,

nas formasωiα. As equações de Codazzi exprimem as diferenciais das segundas formas

quadráticas em termos das formasωiα, da conexão tangente e da conexão normal.

1.1.4 Variedades Riemannianas

As equações de estrutura relativas a uma métrica induzida por uma imersão, a

saber,

dωi = ∑
j

ω j ∧ω ji , (1-20)

nos sugerem a possibilidade de desenvolver o método do referencial móvel para uma

variedade RiemannianaMn. Desta forma, considerep ∈ M um ponto deM e U ⊂ M

uma vizinhança dep emM, onde seja possível definir campos diferenciáveis de vetores

e1, . . . ,en tais que〈ei ,ej〉 = δi j . O conjunto{ei}, 1 ≤ i ≤ n, será o referencial emU .

Sejaωi formas diferenciais emU definidas porωi(ej) = δi j o coreferencial associado

a {ei}. Vimos no Lema da Unicidade que se existirem formas diferenciais ωi j = −ω ji

satisfazendo (1-20), elas estarão inteiramente determinadas. O que garante que tais formas

existem a partir da métrica Riemanniana deM é o conteúdo do lema seguinte.

Lema 1.5 (Levi-Civita) Escolhido um referencial{ei} em um aberto U∈ M de uma

variedade Riemanniana M existe em U um (único) conjunto de formas diferenciaisωi j

que são anti-simétricas(ωi j = −ω ji ) e satisfazem (1-20).

Prova. Façamosdω j(ek,ei) = A j
ki, isto é,

dω j = ∑
k<i

A j
kiωk∧ωi , A j

ki = −A j
ik.
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Queremos determinar funçõesCi
k j = −Ci

jk tais que as formas diferenciais

ωk j = ∑
i

Ci
k jωi (1-21)

satisfazem (1-20). Se tais funções existirem, teremos

∑
k<i

A j
kiωk∧ωi = dω j

= ∑
k

ωk∧ωk j

= ∑
k

ωk∧

(

∑
i

Ci
k jωi

)

= ∑
k<i

(

Ci
k j −Ck

i j

)

ωk∧ωi .

Igualando os coeficientes de termos correspondentes nas equações acima, temos

A j
ki = Ci

k j −Ck
i j ,

Ak
i j = C j

ik −Ci
jk,

Ai
k j = C j

ki −Ck
ji .

Adicionando membro a membro, temos que

A j
ki +Ak

i j +Ai
k j = Ci

k j −Ck
i j +C j

ik −Ci
jk +C j

ki −Ck
ji ,

o que implica a condição necessária para a existência dosCi
k j dada por

Ci
k j =

1
2

(

A j
ki +Ak

i j +Ai
k j

)

.

DefinindoCi
k j pela equação anterior e as formasωi j por (1-21), assim elas satisfazem as

condições pedidas. �

As formasωi j são chamadas de formas de conexão deM no referencial{ei}. O

interesse geométrico das formas de conexão é que elas permitem definir uma noção de

derivação para campos de vetores emM.

Observe que em uma variedade diferenciável, podemos derivar funções, porém não

campos de vetores. O conteúdo do Lema1.4 e a proposição seguinte é que em uma

variedade Riemanniana uma tal derivação é bem definida.
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Proposição 1.6Sejam X e Y campos diferenciáveis de vetores em uma variedade

Riemanniana M e seja{ei} um referencial em um aberto U∈ M. Suponhamos que

Y = ∑
i

yiei e façamos

∇XY = ∑
j

{

dyi(X)+∑
i

ωi j (X)yi

}

ej . (1-22)

Então,∇XY não dependente do referencial{ei} e, portanto, está globalmente definido em

M.

A prova desta Proposição encontra-se em [8].

∇XY é chamada de derivada covariante deY em relação aX. A proposição

seguinte garante que a derivada covariante é uma derivação que tem as mesmas pro-

priedades da derivada covariante das superfícies emR
3.

Proposição 1.7Sejam X,Y,Z campos de vetores diferenciáveis em M, f,g funções dife-

renciáveis em M e a,b são números reais. Então,

1. ∇ f X+gZY = f ∇XY +g∇ZY,

2. ∇X(aY+bZ) = a∇XY +b∇XZ,

3. ∇X( fY) = f ∇XY +X( f )Y,

4. 〈∇XY,Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 = X(〈Y,Z〉),

5. Se p∈ M, (∇XY)(p) só depende do valor de X no ponto p e dos valores de Y ao

longo de uma curva parametrizadaα : (−ε,ε)→M, comα(0) = p eα′(0) = X(p).

A prova desta proposição segue da definição na Proposição1.6 da equação

(1-22).

Observe que a derivação covariante permite uma interpretação geométrica das

formas de conexão. Com efeito, de (1-22), temos

∇XY = ∑
j

{

dyj(X)+∑
i

ωi j (X)yi

}

ej , Y = ∑
i

yiei .

Então,

∇Xei = ∑
j
∑
i

ωi j (X)ei,

e assim

〈∇Xei ,ej〉 = ∑
j
∑
i

ωi j (X)〈ei,ej〉.

Portanto,ωi j (ek) = 〈∇ekei ,ej〉.
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Convém estender a noção de derivada covariante para campos de vetores

definidos ao longo de uma curva parametrizadaα : (a,b) → M da seguinte maneira.

Um campo diferenciável de vetores ao longo deα é uma correspondência que a

cadat ∈ (a,b) associa um vetorY(t)∈ Tα(t)M de tal modo que escolhendo um referencial

{ei} em torno deα(t), as funçõesyi(t) dadas porY(t) = ∑
i

yi(t)ei sejam diferenciáveis.

É claro que esta condição não depende do referencial escolhido.

Observe que

DY
dt

= ∑
j

{

dyi

dt
+∑

i
ωi j dα

(
∂
∂t

)

yi

}

ej

= ∑
j

{

dyi

dt
+∑

i
α∗ωi j

(
∂
∂t

)

yi

}

ej .

Pelo item (5) da Proposição1.7, temos

∇dα( ∂
∂t )

Y(t) =
DY
dt

= ∑
j

{

dyi

dt
+∑

i
α∗ωi j

(
∂
∂t

)

yi

}

ej ,

está bem definida, e é chamada derivada covariante deY ao longo deα.

Um campoY ao longo deα é dito paralelo seDY
dt ≡ 0. Uma curvaα é uma

geodésica se o seu campo de vetores tangentes (que é um campo ao longo deα) é

paralelo, isto é,Ddt ·
dα
dt = 0.

A condição para que o campoY(t) = ∑
i

yi(t)ei seja paralelo é

dyi

dt
+∑

i
α∗ωi j

(
∂
∂t

)

yi = 0, 1≤ j ≤ n.

É o equivalente a um sistema de equações diferenciais lineares emyi(t).

Passemos agora à introdução da curvatura em uma variedade Riemanniana.

Definimos

Ωi j = dωi j −∑
k

ωik ∧ωk j. (1-23)

As formasΩi j são chamadas formas de curvatura deM no referencial{ei}.
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O significado geométrico de tais formas é análogo ao das formas Ωi j da seção

anterior, a saber, para cada pontop ∈ M e cada par de vetoresX,Y ∈ TpM a matriz

{(Ωi j )p(X,Y)} é a matriz de uma aplicação linear

(RXY)p : TpM → TpM.

RXY é o operador de curvatura deM. Como Ωi j = −Ω ji e Ωi j é uma forma bilinear

alternada, temos as seguintes identidades para o operador de curvatura: SeX,Y,Z,T são

campos diferenciáveis de vetores emM, então

〈RXYZ,T〉 = −〈RYXZ,T〉, (1-24)

〈RXYZ,T〉 = −〈RXYT,Z〉. (1-25)

Derivando exteriormente a equação1-20, obtemos

d(dωi) = d

(

∑
k

ωk∧ωk j

)

= ∑
k

(dωk)∧ωk j +(−1)∑
k

ωk∧dωk j

= ∑
k

(

∑
i

ωi ∧ωik

)

∧ωk j −∑
i

ωi ∧dωi j

= ∑
i

ωi ∧

(

∑
k

ωik ∧ωk j

)

−∑
i

ωi ∧dωi j

= ∑
i

ωi ∧

{

−

(

dωi j −∑
k

ωik ∧ωk j

)}

= −∑
i

ωi ∧Ωi j .

Comod(dωi) = 0, então

∑
i

ωi ∧Ωi j = 0. (1-26)

Esta última equação é a primeira identidade de Bianchi.

Em termos do operador curvatura, ela se deduz da seguinte maneira: SeX,Y,Z

são campos diferenciáveis de vetores deM, então, para todo 1≤ j ≤ n,
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0 = ∑
i

ωi ∧Ωi j (X,Y,Z)

= ∑
i
{ωi(X)Ωi j (Y,Z)+ωi(Y)Ωi j (Z,X)+ωi(Z)Ωi j (X,Y)}

= 〈RYZX +RZXY +RXYZ,ej〉

donde

RY ZX +RZXY +RXYZ = 0. (1-27)

Assim como foi obtido (1-27) a partir de (1-26), podemos obter

〈RXYZ+RYZX +RZXY,T〉 = 0,

isto é,

〈RXYZ,T〉+ 〈RYZX,T〉+ 〈RZXY,T〉 = 0,

〈RYZT,X〉+ 〈RZTY,X〉+ 〈RTYZ,X〉 = 0,

〈RZTX,Y〉+ 〈RTXZ,Y〉+ 〈RXZT,Y〉 = 0,

〈RTXY,Z〉+ 〈RXYT,Z〉+ 〈RYTX,Z〉 = 0.

Somando as equações acima e usando as equações (1-24) e (1-25), obtemos

〈RZXT,Y〉 = 〈RTYZ,X〉. (1-28)

Derivando exteriormente (1-23), temos

0 = dΩi j −d(dωi j )+d

(

∑
k

ωik ∧ωk j

)

= dΩi j +∑
k

dωik ∧ωk j +(−1)∑
k

ωik ∧dωk j

= dΩi j +∑
k

(

∑
s

ωis∧ωsk+Ωik

)

∧ωk j −∑
k

ωik ∧

(

∑
l

ωkl ∧ωl j +Ωk j

)

= dΩi j +∑
k

Ωik ∧ωk j −∑
ik

∧Ωk j, (1-29)

e é chamada segunda identidade de Bianchi.
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Como as formasΩi j são formas de grau dois, elas podem ser escritas como

Ωi j = −
1
2∑

k,l

Ri jkl ωk∧ωl .

As funçõesRi jkl são chamadas componentes do tensor curvatura deM.

Observe que

〈Rekel (ei),ej〉 = Ω ji (ek,el )

= −
1
2 ∑

s,t
Rjistωs∧ωt(ek,el )

= Ri jkl

= 〈Reiej (ek),el〉.

As formas de curvatura permitem definir vários tipos de curvatura emM, sendo a mais

importante a curvatura que passaremos a introduzir.

Sejaπ ⊂ TpM um subespaço de dimensão dois do espaço tangenteTpM de M

em p∈ M. Escolhamos um referencial ortonormal{e1, . . . ,en} em uma vizinhança dep

de tal modo quee1,e2 geramπ. Vamos mostrar que o número(Ω12)p(e1,e2) dependem

apenas do subespaçoπ.

Para isto, seja{e1, . . . ,en} outro referencial em torno dep de modo quee1,e2

ainda geremπ. Então,

ei = ∑
j

ui j ej ,

ondeU = (ui j ) é da forma

U =







A
... 0

· · · · · · ·

0
... B







,

com

A =

(

cosθ senθ
−senθ cosθ

)

ou A =

(

−senθ cosθ
cosθ senθ

)

dependendo da orientação dee1,e2 relativamente ae1,e2. Pelo Lema1.4,

Ωi j = ∑
k,l

uikΩklu jl ,
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donde

Ω12 = ∑
k,l

u1ku2l Ωkl

= ±(cos2θΩ12−sen2θΩ21)

= ±(cos2θΩ12+sen2θΩ12)

= ±(cos2θ+sen2θ)Ω12 = ±Ω12,

onde o sinal depende da orientação. Como

Ω12(e1,e2) = ±Ω12(e1,e2)

= Ω12(e1,e2),

qualquer que seja a orientação adotada, segue queΩ12(e1,e2) só depende do subespaço

π. O número

Kp(π) = −(Ω12)p(e1,e2)

= 〈(Re1e2)p(e1),e2〉,

é chamado de curvatura seccional deM em p segundoπ.

Agora vamos obter a expressão da curvatura seccional em termos do operador de

curvatura. Para isso, tomemos dois vetores linearmente independentesX,Y ∈ π ⊂ TpM e

um referencial ortonormal{ei} tal quee1,e2 geremπ. Então, podemos escrever

X = x1e1+x2e2 e Y = y1e1 +y2e2.

Pela linearidade e pelas relações de simetria (1-24) e (1-25), temos

〈RXYX,Y〉 = 〈Rx1e1+x2e2,y1e1+y2e2(x1e1 +x2e2),y1e1+y2e2〉

= (x1y2−x2y1)〈Re1e2(x1e1 +x2e2),y1e1+y2e2〉

= (x1y2−x2y1)〈Rx1e1+x2e2,y1e1+y2e2e1,e2〉

= (x1y2−x2y1)
2〈Re1e2e1,e2〉 = (A(X,Y))2K(π),

ondeA(X,Y) é a área do paralelogramo formado porX,Y. Portanto,

K(π) =
〈RXYX,Y〉
(A(X,Y))2 . (1-30)
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Dizemos que uma variedade RiemannianaM é isotrópica emp∈M se todas as curvaturas

seccionais emp tem o mesmo valor, isto é, seKp(π) não depende deπ ⊂ TpM.

Proposição 1.8Seja M uma variedade Riemanniana, p um ponto de M e{ei} um

referencial em uma vizinhança de p. Então, M é isotrópica em pse e só se

Ωi j = −Kpωi ∧ω j . (1-31)

Prova. SejamX = ∑
i

xiei eY = ∑
i

yiei dois vetores linearmente independentes deTpM.

Pela linearidade,

〈RXYX,Y〉 =

〈

R∑i xiei ,∑ j y jej ∑
k

xkek,∑
l

yl el

〉

= ∑
i, j ,k,l

〈Reiej ek,el 〉xiy jxkyl

= ∑
i, j ,k,l

Ri jkl xiy jxl yk.

Por outro lado,

(A(X,Y))2 = |X|2|Y|2−〈X,Y〉

=

(

∑
i,k

xixkδik

)(

∑
j ,l

y jyl δ jl

)

−

(

∑
i, j

xiy jδi j

)

(xkyl δkl)

= ∑
i, j ,k,l

δikδ jl xixky jyl − ∑
i, j ,k,l

δi j δklxiy jxkyl

= ∑
i, j ,k,l

(δikδ jl −δi j δkl)xiy jxkyl .

Suponhamos queM seja isotrópica emp, isto é, para todoX,Y ∈ TpM, temos

〈RXYX,Y〉 = Kp(A(X,Y))2,

ou seja,

∑
i, j ,k,l

Ri jkl xiy jxkyl = Kp

{

∑
i, j ,k,l

(δikδ jl −δi j δkl)xiy jxkyl

}

,

para todoX,Y. Conclui-se que, para todoi, j,k, l ,

Ri jkl = Kp(δikδ jl −δi j δkl), (1-32)



1.1 Método do Referencial Móvel 37

e portanto,

Ωi j = −
1
2 ∑

k,l

Ri, j ,k,lωk∧ωl

= −Kp∑
k,l

(δikδ jl −δi j δkl)ωk∧ωl

= −Kpωi ∧ω j .

Revertendo os passos, provaremos a recíproca. �

Uma variedade RiemannianaM tem curvatura seccional constante seKp(π) não

depende dep e deπ.

O resultado seguinte mostra que sedimM≥ 3, a isotropia deM em todos os seus

pontos implica que a curvatura deM é constante.

Teorema 1.9 (Schur) Seja Mn uma variedade Riemanniana conexa, n≥ 3. Suponha que

M é isotrópica para todo p∈ M. Então, M tem curvatura seccional constante.

Prova. Derivando exteriormente a relação (1-31), obtemos

dΩi j = −dKpωi ∧ω j −Kpdωi ∧ω j +Kpωi ∧dω j .

Por outro lado, a segunda identidade de Bianchi, temos

dΩi j = −∑
k

Ωik ∧ωk j +∑
k

ωik ∧Ωk j

= ∑
k

(Kpωi ∧ωk)∧ωk j −∑
k

ωik ∧ (Kpωk∧ω j)

= Kpωi ∧∑
k

ωk∧ωk j −Kp

(

∑
k

ωk∧ωki

)

∧ω j

= Kpωi ∧dω j −Kpdωi .

Para todoi, j, temos

−dKpωi ∧ω j −Kpdωi ∧ω j +Kpωi ∧dω j = dΩi j

= Kpωi ∧dω j −Kpdωi .

Logo,

dKpωi ∧ω j = 0,

e portanto,dKp = 0 emM. ComoM é conexa,Kp não depende dep. �
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Agora mencionaremos que, seM é orientada, an-forma diferenciável

ω1 ∧ · · · ∧ωn = η não depende da escolha do referencial{ei}, contanto que tomemos

sempre referenciais na orientação deM. Com feito, o valor deη nos vetoresvi = ∑
j

ai j ej ,

1≤ i, j ≤ n, é dada por

(ω1∧· · ·∧ωn)

(

∑
j

a1 jej , . . . ,∑
j

an jej

)

= det(ai j )ω1∧· · ·∧ωn(e1, . . . ,en)

= det(ai j )

que é igual ao volume do paralelepípedo formado pelos vetores orientadosvi . A formaη
é portanto globalmente definida e é chamada de forma volume deM.

1.1.5 Tensores em Variedades Riemannianas

Seja Mn variedade Riemanniana. Um tensor de ordemr em M é uma cor-

respondênciaF que a cada pontop∈ M associa uma formar-linear

Fp : TpM×·· ·×TpM
︸ ︷︷ ︸

r

→ R.

Um tensorF é diferenciável emp ∈ M se escolhido um referencial{ei}, 1≤ i ≤ n, em

uma vizinhançaU de p, as funçõesFi1i2···ir dadas por

Fq(ei1, . . . ,eir ) = Fi1i2···ir (q), 1≤ i1, . . . , ir ≤ n, q∈U,

são diferenciáveis emp. Observe que esta condição não depende da escolha do referencial

{ei}. F é diferenciável emM se é diferenciável para todop∈ M. As funçõesFi1i2···ir são

chamadas de componentes do tensor no referencial{ei}.

De agora em diante só consideraremos tensores diferenciáveis, por conveniência

omitiremos o adjetivo diferenciável.

O tensor curvaturaR emM que faz corresponder a cadap∈ M e cada conjunto

de quatro vetoresX,Y,Z,T ∈ TpM o valor

Rp(X,Y,Z,T) = 〈RZTX,Y〉,
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é um tensor de ordem quatro e suas componentes em um referencial {ei} são dadas por

Rp(ei ,ej ,ek,el) = Ri jkl .

Observe que todak-forma diferencialω emM é automaticamente um tensor de ordemk

emM.

É possível definir a noção de tensor em uma variedade diferenciável sem es-

trutura Riemanniana mas, neste caso é necessário distinguir os tensores covariantes dos

contravariantes (que poderíamos definir utilizando o dual de TpM). No nosso caso é

desnecessário, pois a métrica Riemanniana faz corresponder a cada campo diferenciável

ω dada por

ωp(Y) = 〈X,Y〉p, para todo p∈ M e todo Y ∈ TpM.

Segundo a definição adotada, um campo diferenciável de vetoresX é um tensor de ordem

1 que faz corresponder a todop∈ M e todoY ∈ TpM o valor〈X,Y〉p.

Em uma variedade Riemanniana, é possível estender a noção dediferencial

covariante a tensores de ordemr. Seja F um tensor de ordemr em uma variedade

RiemannianaMn. Sejap∈ M e{ei} um referencial ortonormal em uma vizinhançaU de

p. A diferencial covariante∇F é um tensor de ordemr +1 definido da seguinte maneira:

as componentes

Fi1···ir ; j = ∇F(ei1,ei2, . . . ,eir ,ej), 1≤ i1, . . . , ir , j ≤ n,

de∇F no referencial{ei} são dadas por

∑
j

Fi1···ir ; jω j = dFi1···ir ; j +∑
j

Fji2···ir ω ji1 +∑
j

Fi1 j ···ir ω ji2 + · · ·+∑
j

Fi1···ir−1 jω ji r , (1-33)

ondeFi1···ir indica as componentes deF no referencial{ei}.

Observe que a definição acima não depende da escolha do referencial {ei}. Sendo assim,

como a fórmula obtida é frequetemente útil para o cálculo de∇F, vamos explicitá-la

∇F(X1, . . . ,Xr ,Y) = dF(X1, . . . ,Xr)(Y)−F(∇YX1, . . . ,Xr)−

− F(X1,∇YX2 . . . ,Xr)−·· ·−F(X1, . . . ,∇YXr).

A noção de derivada covariante se obtém a partir da noção de derivada covariante da

maneira usual. Mais explicitamente, defini-se a derivada covariante de um tensorF em
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relação a uma campo diferenciável de vetoresX como sendo o tensor∇XF de mesma

ordem queF dado por

∇XF(X1, . . . ,Xr) = ∇F(X1, . . . ,Xr ,X).

A derivação covariante de tensores permite estender às variedades Riemannianas

certos operadores diferenciais, como laplaciano, divergência, etc., de uso frequente no

R
n. Passaremos a expor alguns destes operadores.

Seja f : M → R uma função diferenciável em uma variedade RiemannianaM. O

gradiente def é um campo vetorial gradf emM definido por

〈gradf ,X〉p = d fp(X),

para todop ∈ M e todo X ∈ TpM. Em outras palavras, gradf é o dual na métrica

Riemanniana da formad f .

Considerando um referencial{ei} em um abertoU ⊂ M, podemos escrever, em

U , d f = ∑
i

fiωi . A função fi é chamada a derivada def na direçãoei . É imediato que, em

U ,

gradf = ∑
i

fiei .

A diferencial covariante ded f é dado por

∇(d f) = ∑
i, j

fi j ωiω j ,

onde,

∑
j

fi j ω j = d fi +∑
j

f jω ji .

A forma bilinear∇(d f) é chamada o hessiano def na métrica deM. O traço desta forma

bilinear, isto é, a função emM dada por

∑
i

fii = ∆ f

é chamada o laplaciano def . Observe que no caso em queM = R
n, hessiano e laplaciano

coincidem com os conceitos doR
n. As funções emM para os quais∆ f = 0 são chamadas

harmônicas.
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A partir de agora podemos falar em diferenciabilidade, derivação covariante,

hessiano, laplaciano.

1.1.6 Imersões Riemannianas

Sejam Mn uma variedade Riemanniana ex : Mn → M
n+q

uma imersão de

M em uma variedade RiemannianaM. Diremos quex é uma imersão isométrica (ou

Riemanniana) se

〈v1,v2〉p = 〈dx(v1),dx(v2)〉x(p),

para todo pontop ∈ M e todo parv1,v2 ∈ TpM. Em outras palavras,x é isométrica se a

métrica induzida coincide com a métrica original.

Dado um pontop ∈ M, escolheremos uma vizinhançaU ⊂ M de p tal quex|U
seja injetiva. SejaV ⊂ M uma vizinhança dex(p) em M tal queV ⊃ x(U) e que emV

seja possível definir um referencial ortonormal adaptado ax {eA}, 1≤ A≤ n+q, isto é,

restritos ax(U) os vetorese1, . . . ,en sejam tangentes ax(U) e os vetoresen+1, . . . ,en+q

sejam normais ax(U). Faremos a convenção usual de identificarU ⊂ M comx(U) ⊂ M,

e usaremos os seguintes domínios para os índices:

1≤ i, j, . . .≤ n,

n+1≤ α,β, . . .≤ n+q,

1≤ A,B, . . .≤ n+q.

O espaço tangenteTpM deM emp se decompõe em uma soma diretaTpM = TpM⊕NpM,

onde identificamosdxp(TpM) ≈ TpM e denotamos porNpM o complemento ortogonal

de TpM em TpM. NpM será chamado de espaço normal da imersãox em p. Um campo

normalη é uma correspondência que a cadap ∈ M associa um vetorη(p) ∈ NpM de

tal modo que para todo referencial adaptado em uma vizinhança V ⊂ M de p emV, as

funçõesηα dadas porη = ∑
α

ηαeα sejam diferenciáveis emp.

EmV temos as formasωA,ωAB que satisfazem as equações de estrutura

dωA = ∑
B

ωB∧ωBA,

dωAB = ∑
C

ωAC∧ωCB+ΩAB, ΩAB = −
1
2 ∑

C,D

RABCDωC∧ωD.
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As restrições destas formas emU ⊂ V satisfazem as mesmas equações de estrutura e,

como o referencial é adaptadoωα = 0. Decorre daí que

0 = dωα = ∑
i

ωi ∧ωiα,

e pelo Lema de Cartan,

ωiα = ∑
j

hα
i j ω j , hα

i j = hα
ji .

A forma quadráticaII α = ∑
i, j

hα
i j ωiω j é a segunda forma quadrática dex na direçãoeα.

Sejaη um campo unitário normal emM. É possível escolher a parte normal do

referencial{eα} emU de modo queen+1 = η emU . II η = II n+1 é então chamada segunda

forma quadrática dex na direçãoη. Para mostrar que a definição não depende da escolha

do referencial, sejaα : (−ε,ε) →U uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

comα(0) = p. Fazendoα′(0) = v, e escolhendo a parte tangente do referencial de modo

queα′(v) = e1, teremos

II η
p(v) = II n+1

p (e1)

=

(

∑
i

ωi,n+1ωi

)

(e1)

= ∑
i
〈∇e1ei ,en+1〉ωi(e1)

= 〈∇e1e1,η〉

= 〈∇α′(0)α′(0),η〉, (1-34)

isto é,II η
p(v) é a componente segundoη do vetor curvatura geodésica emM de uma curva

passando porp com vetor tangentev. Portanto,II η não depende da escolha do referencial

e está globalmente definida.

A transformação linear auto-adjunta emTpM associada à forma quadráticaII η

emTpM será indicada por

−Aη
p : TpM → TpM.

Como〈v,η〉 = 0, sev∈ TpM, teremos, usando (1-34),

〈Aη
p(v),v〉 = −II η

p(v)

= 〈∇vη,v〉.
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Às vezes é conveniente usar a aplicação bilinearB : TpM×TpM → NpM dada por

〈Bp(X,Y),η〉p = −〈Aη
p(X),Y〉p, X,Y ∈ TpM,η ∈ NpM.

Em termos de um referencial local adaptado,B é dada por

B(X,Y) = ∑
α

(

∑
i, j

hα
i j ωi(X)ω j(Y)

)

eα,

o que mostra queB é uma aplicação bilinear simétrica. O traço deB em p, isto é,

∑
α

(

∑
i

hα
ii

)

eα = nHp

dá origem a um vetor normalHp chamado de vetor curvatura média emp. Uma imersão

x : M → M é mínima seH ≡ 0.

Separando as equações de estrutura nas partes tangenciais enormais, obtemos

dωi = ∑
j

ω j ∧ω ji e dωα = ∑
β

ωβ ∧ωβα = 0, (1-35)

dωi j = ∑
k

ωik ∧ωk j +∑
α

ωiα ∧ωα j +Ωi j , (1-36)

dωiα = ∑
j

ωi j ∧ω jα +∑
β

ωiβ ∧ωβα +Ωiα, (1-37)

dωαβ = ∑
i

ωαi ∧ωiβ +∑
γ

ωαγ ∧ωγβ +Ωαβ. (1-38)

As formasωi j só depende da métrica Riemanniana deM e da parte tangente do referencial

{ei}. Por outro lado, as formasωαβ determinam uma derivação covariante para campos

de vetores normais, definida da maneira usual: Se{eA} é um referencial local adaptado,

X é um campo de vetores tangentes aM e ξ = ∑
α

ξαeα é um campo de vetores normais a

M, então o campo normal

∇⊥
X = ∑

α

{

dξα(X)+∑
β

ωβα(X)ξβ

}

eα,

não depende do referencial escolhido. As formasωαβ são formas de conexão normal e

∇⊥
X é a derivada covariante normal em relação ao campo tangenteX.

EstendendoX e ξ a campos vetoriais deM, podemos calcular∇Xξ, onde∇X é a

derivada covariante emM, da seguinte maneira
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∇Xξ = ∑
A

{

dξA(X)+∑
B

ωBA(X)ξB

}

eA

= ∑
α

{

dξα(X)+∑
β

ωβα(X)ξβ

}

eα +∑
i

(

∑
β

ωβi(X)ξβ

)

ei

= ∇⊥
X ξ+∑

i

(

∑
β

ωβi(X)ξβ

)

ei .

Portanto,∇⊥
X ξ é a componente normal de∇Xξ. Observe que∇Xξ não depende das

extensões consideradas. Só depende dos valores deX e ξ emM.

Analogamente se verifica que∇XY é a componente tangente de∇XY, ondeX,Y

são campos de vetores tangentes emM.

As formasdωi j −∑
k

ωik ∧ ωk j = Ωi j são as formas de curvatura da métrica

Riemanniana deM. As formasdωαβ−∑
γ

ωαγ∧ωγβ = Ωαβ são as formas de curvatura nor-

mal da imersão. Elas determinam um operador de curvatura normal(R⊥
XY) : NpM →NpM,

para todo par de vetoresX,Y ∈ TpM.

Da equação (1-36) decorre que o tensor curvaturaRi jkl de M está relacionado

com as componentesRi jkl do tensor curvatura deM por

−
1
2∑

k,l

Ri jkl ωk∧ωl = Ωi j

= dωi j −∑
k

ωik ∧ωk j

= ∑
α

ωiα ∧ωα j +Ωi j

=
1
2∑

k,l

(

∑
α

(hα
il h

α
jk −hα

ikhα
jl )

)

ωk∧ωl −
1
2∑

k,l

Ri jkl ωk∧ωl ,

ou seja,

Ri jkl = Ri jkl −∑
α

(hα
il h

α
jk −hα

ikhα
jl ), (1-39)

que é chamada a equação de Gauss. Pela linearidade, temos quea equação de Gauss pode
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ser escrita como

〈RXY(Z),T〉 = 〈RXY(Z),T〉−{〈B(X,T),B(Y,Z)〉−〈B(X,Z),B(Y,T)〉},

para todoX,Y,Z,T ∈ TpM, ou seja, em termos de curvaturas seccionais

K(X,Y) = K(X,Y)+{〈B(X,X),B(Y,Y)〉− (B(X,Y))2},

ondeK(X,Y) é a curvatura seccional do plano gerado porX eY.

Analogamente da equação (1-38) decorre que

−
1
2∑

i, j
Rαβi j ωi ∧ω j = Ωαβ

= dωαβ −∑
γ

ωαγ ∧ωγβ

= ∑
k

ωαk∧ωkβ +Ωαβ

=
1
2∑

i, j

(

∑
k

hα
k jh

β
ki −∑

k

hα
kih

β
k j

)

ωi ∧ω j −
1
2∑

i, j
Rαβi j ωi ∧ω j ,

ou seja,

Rαβi j = ∑
α

(hα
ikhβ

k j −hβ
ikhα

k j)+Rαβi j , (1-40)

que é chamada a equação de Ricci. Usando a linearidade, podemos escrever a equação de

Ricci na forma

〈R⊥
XYξ,η〉 = 〈(AξAη −AηAξ)(X),Y〉+ 〈RXYξ,η〉

= −〈[Aξ,Aη]X,Y〉+ 〈RXYξ,η〉,

para todoX,Y ∈ TpM e todoξ,η ∈ NpM, onde indicamos(AξAη −AηAξ) = [Aξ,Aη].

Observe que seM tem curvatura constante,Rαβi j = 0 para todoα,β, i, j donde

〈RXYξ,η〉 = 0. Portanto,

〈R⊥
XYξ,η〉 = −〈[Aξ,Aη]X,Y〉.

Observe que[Aξ
p,A

η
p] = 0, isto é,Aξ

p e Aη
p comutam se e só se existe uma base emTpM

que diagonaliza simultaneamenteAξ
p eAη

p. Decorre daí a seguinte proposição.
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Proposição 1.10Seja x : M → M uma imersão isométrica em uma variedade

RiemannianaM de curvatura constante. Então é possível diagonalizar simultanea-

mente todas as segundas formas quadráticas da imersão x em cada ponto p∈ M se e

somente se a curvatura normal da imersão é identicamente zero.

Uma imersãox : M → M é geodésica emp∈ M seII η
p = 0 para todoη ∈ NpM.

A imersão é totalmente geodésica se ela é geodésica em todo ponto p∈ M. A razão desta

terminologia é dada na proposição seguinte.

Proposição 1.11Uma imersão x: M → M é geodésica em p∈ M se e somente se toda

geodésicaγ de M partindo de p é geodésica deM em p.

Prova. Suponhamos quex é geodésica emp e parametrizemosγ pelo comprimento de

arcos, com γ(0) = p. Seja{eA} um referencial adaptado em uma vizinhança dep de

modo quee1 = γ′(s). Então, para todoη ∈ NpM,

II η
p(γ′(0)) = 〈∇γ′(0)γ′(0),η〉

= 0. (1-41)

Comoγ é geodésica emM,

〈∇γ′(0)γ′(0),ei〉 = ω ji (γ′(0))

= 〈∇γ′(0)γ′(0),ei〉

= 0, (1-42)

para todoei ∈ TpM. Decorre de (1-41) e (1-42) que ∇γ′(0)γ′(s) = 0 em p, isto é, γ é

geodésica emM em p.

Reciprocamente, suponhamos que toda geodésicaγ deM partindo dep é geodésica deM

em p. Sejav ∈ TpM um vetor unitário e sejaγ uma geodésica deM parametrizada pelo

comprimento de arco tal queγ(0) = p e γ′(0) = v.

Comoγ é geodésica deM em p, por (1-41), temos

II η
p(v) = 0,

para todoη ∈ NpM. Portanto, para todov∈ TpM, II η
p = 0, isto é,x é geodésica emp.

�



CAPÍTULO 2
Superfícies Mínimas com Curvatura Gaussiana

não-negativa em Espaço de Curvatura

Constante

Neste capítulo, provaremos alguns resultados sobre superfície mínimas com-

pactas com curvatura Gaussiana não-negativa no espaço de curvatura constante. Maiores

detalhes podem ser encontrados em [12].

Recordemos que se temosM uma variedade Riemanniana completa e de cur-

vatura seccional constantec, então o recobrimento universalM deM, com a métrica do

recobrimento, é isométrico a:Hn, sec = −1; ouR
n, sec = 0; ouSn, sec = 1.

Sejay : M → M uma imersão isométrica mínima de uma variedade Riemanniana

M orientada 2-dimensional em uma variedade RiemannianaM N-dimensional de cur-

vatura constantec. Como vimos no capítulo anterior, considerandoeA, 1≤ A,B, . . . ≤ N,

campos do referencial ortonormal local emM, a conexão de Levi-Civita define a derivada

covariante

DeA = ∑
B

ωABeB, ωAB = −ωBA.

SeωB é o coreferencial do campo dual aeA, as equações de estrutura do espaço são

dωA = ∑
B

ωB∧ωBA, (2-1)

dωAB = ∑
C

ωAC∧ωCB−cωA∧ωB. (2-2)

Adotaremos os seguintes índices:

1≤ i, j, . . . ≤ 2,

3≤ α,β, . . .≤ N,

1≤ A,B, . . .≤ N.
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Para estudar a geometria da superfície imersaM restringimos os campos do referencial

ortonormal sobreM tal queei são vetores tangentes deM e cada ponto destes domínios

de definição, temos que, para todoα,

ωα = 0.

Por (2-1) e o Lema de Cartan, temos

ωiα = ∑
j

hα
i j ω j , hα

i j = hα
ji . (2-3)

A condição de quey é mínima é equivalente a

∑
i

hα
ii = 0.

Por (1-33) definimos as derivadas covariantehα
i j ,k’s dehα

i j ’s por

Dhα
i j = ∑

k

hα
i j ,kωk

= dhα
i j +∑

s
hα

s jωsi +∑
s

hα
isωs j +∑

β
hβ

i j ωβα. (2-4)

Derivando exteriormente (2-3), obtemos

dωiα = ∑
j

dhα
i j ∧ω j +∑

j
hα

i j dω j .

Segue de (2-4) que

∑
j

dhα
i j ∧ω j = ∑

j

(

Dhα
i j −∑

s
hα

s jωsi−∑
s

hα
isωs j−∑

β
hβ

i j ωβα

)

∧ω j

= ∑
j

Dhα
i j ∧ω j −∑

j
∑
s

hα
s jωsi∧ω j −∑

j
∑
s

hα
isωs j∧ω j −∑

j
∑
β

hβ
i j ωβα ∧ω j

= ∑
j

Dhα
i j ∧ω j −∑

j
∑
s

hα
s jωsi∧ω j −∑

s
hα

is

(

∑
j

ω j ∧ω js

)

−∑
j
∑
β

hβ
i j ωβα ∧ω j

= ∑
j

Dhα
i j ∧ω j +∑

s

(

∑
j

hα
s jω j

)

∧ωis−∑
s

hα
isdωs+∑

β

(

∑
j

hβ
i j ω j

)

∧ωβα

= ∑
j

Dhα
i j ∧ω j +∑

s
ωsα ∧ωsi−∑

s
hα

isdωs+∑
β

ωiβ ∧ωβα

= ∑
j

Dhα
i j ∧ω j +∑

s
ωis∧ωsα −∑

s
hα

isdωs+∑
β

ωiβ ∧ωβα.
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Logo,

dωiα = ∑
j

dhα
i j ∧ω j +∑

j
hα

i j dω j

= ∑
j

Dhα
i j ∧ω j +∑

s
ωsα ∧ωsi−∑

s
hα

isdωs+∑
β

ωiβ ∧ωβα +∑
j

hα
i j dω j

= ∑
j

Dhα
i j ∧ω j +∑

s
ωis∧ωsα +∑

β
ωiβ ∧ωβα

= ∑
j

Dhα
i j ∧ω j +∑

C

ωiC ∧ωCα

Por outro lado,

dωiα = ∑
C

ωiC ∧ωCα.

Segue que

∑
j

Dhα
i j ∧ω j +∑

C

ωiC ∧ωCα = dωiα = ∑
C

ωiC ∧ωCα.

Portanto,∑
j

Dhα
i j ∧ω j = 0 e então

hα
i j ,k = hα

ik, j . (2-5)

ComoM minimalidade de dimensão 2, a equação (2-5) é equivalente a

hα
11,2 = hα

12,1, hα
12,2 = −hα

11,1. (2-6)

Agora defina

φ = ω1 + iω2,

H(2)
α = hα

11+ ihα
12 e H(2)

α,1 = hα
11,1 + ihα

12,1.

Da equação (2-4) e usando (2-6), temos

Dhα
11+ iDhα

12 = ∑
k

hα
11,kωk + i

(

∑
s

hα
12,sωs

)

= hα
11,1ω1+hα

11,2ω2 + i(hα
12,1ω1 +hα

12,2ω2)

= (hα
11,1+ ihα

12,1)ω1+(hα
11,2 + ihα

12,2)ω2

= H(2)
α,1ω1+(hα

12,2− ihα
11,1)ω2

= H(2)
α,1ω1− iH (2)

α,1ω2

= H(2)
α,1(ω1− iω2) = H(2)

α,1φ,
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ondeφ é o conjugado deφ. Por outro lado, temos que

Dhα
11+ iDhα

12 = dhα
11+2∑

s
hα

s1ωs1+∑
β

hβ
11ωβα + i

(

dhα
12+∑

l

hα
l2ωl1+∑

l

hα
1l ωl2+∑

γ
hγ

12ωγα

)

= (dhα
11+ idhα

12)+2i(hα
11+ ihα

12)ω12+∑
β

(hβ
11+ ihβ

12)ωβα

= dH(2)
α +2iH (2)

α ω12+∑
β

H(2)
β ωβα.

Portanto,

dH(2)
α +2iH (2)

α ω12+∑
β

H(2)
β ωβα = H(2)

α,1φ. (2-7)

Multiplicando a equação (2-7) por 2∑
α

H(2)
α , obtemos

d∑
α

(

H(2)
α

)2
+4i ∑

α

(

H(2)
α

)2
ω12+2∑

α,β
H(2)

α H(2)
β ωβα = 2∑

α
H(2)

α H(2)
α,1φ.

Observe que, restringindo os índicesβ < α, temos que∑
β<α

H(2)
α H(2)

β ωβα = 0. Portanto,

d∑
α

(

H(2)
α

)2
+4i ∑

α

(

H(2)
α

)2
ω12 = 2∑

α
H(2)

α H(2)
α,1φ. (2-8)

Pelas equações de estrutura deM, temos

dφ = d(ω1+ iω2) = dω1 + idω2

= ∑
k

ωk∧ωk1 + i ∑
j

ω j ∧ω j2

= ω2∧ω21+ iω1∧ω12

= −(ω2+ iω1)∧ω12 = −iω12∧ (ω1+ iω2)

= −iω12∧φ (2-9)

e

dω12 = −Kω1∧ω2 = −(−i2)Kω1∧ω2

= −
i
2

K(−2iω1∧ω2)

= −
i
2

K(ω1+ iω2)∧ (ω1− iω2)

= −
i
2

Kφ∧φ. (2-10)
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2.1 Espaço Osculador de Ordem Superior en-ésima For-

mas Fundamentais

No estudo de superfícies mínimas com codimensão superior emum espaço de

curvatura constante, o conceito de espaço osculador representa um papel importante.

Considerex(s) uma curva suaveC passando porx ∈ M e parametrizada pelo

comprimento de arco. Pela derivação covariante ao longo deC temos os campos vetoriais

Dx
ds

,
D2x
ds2 , . . . ,

Dnx
dsn , . . . . (2-11)

Osn primeiros vetores em (2-11) ems= 0 são chamados geradores do espaço osculador

de ordemn de x(s) em x = x(0). O n-ésimo espaço osculadorT(n)
x de M em x ∈ M é

definido como sendo o espaço gerado por todos os espaços osculadores de ordemn emx

das curvas suaves que passam porx e estão emM. Então, temos queT(1)
x = Tx ⊂ T(2)

x ⊂

·· · ⊂ T(n)
x ⊂ ·· ·. Coloquemos

p−1(x) = 0, p0(x) = 2, pa(x) = dimT(a+1)
x −dimT(a)

x , (2-12)

onde 1≤ a≤ n−1. Então, temos

dimT(n)
x =

n−1

∑
a=0

pa(x), n≥ 1. (2-13)

Um ponto x ∈ M é dito ponto regular de ordemb, se pa(x) é constante para cada

a = 1,2, . . . ,b−1, em uma vizinhança dex.

Suponha agora quex é um ponto regular de ordemn−1≥ 2. SejameA campos

do referencial ortonormal local, tal queeλ0
,eλ1

, . . . ,eλb
geremT(b+1)

x com 0≤ b≤ n−2.

Teremos os seguintes domínios para os índices

1+
b−3

∑
a=−1

pa(x) ≤ λb−2 ≤
b−2

∑
a=0

pa(x),

1+
n−2

∑
a=−1

pa(x) ≤ λn−1 ≤ N.

(2-14)

Como n − 1 ≥ 2, então λb ≥ 3, logo ωλb
= 0 com 1≤ b ≤ n − 2, temos, por

DeA = ∑BωABeB,

ωλb−1λa+1
= 0, (2-15)
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paraa = b,b+ 1, . . . ,n− 2 e b = 1,2, . . . ,n−2. Pela derivação exterior de (2-15), para

1≤ b≤ n−2, temos

0 = dωλb−1λa+1

= ∑
λb

ωλb−1λb
∧ωλbλa+1

−cωλb−1
∧ωλa+1

.

Comoa = b,b+1, . . . ,n−2, tomea = b,

∑
λb

ωλb−1λb
∧ωλbλb+1

−cωλb−1
∧ωλb+1

= 0.

Portanto, comoωλb
= 0 com 1≤ b≤ n−2,

∑
λb

ωλb−1λb
∧ωλbλb+1

= 0, b = 1,2, . . . ,n−2,

onde os índices se estendem sobre o domínio para os índices deλb não no domínio de

b. Isto nos permite introduzir por recorrência as quantidades hλb+1
i1i2···ib+2

definidas pelas

equações

∑
λb

hλb
i1i2···ib+1

ωλbλb+1
= ∑

ib+2

hλb+1
i1i2···ib+2

ωib+2, (2-16)

ondehλb+1
i1i2···ib+2

são simétricos em relação aos índicesi1, i2, · · · , ib+2. De fato, observe que

0 = ∑
λb

ωλb−1λb
∧ωλbλb+1

= ∑
λb

(

∑
ib+1

hλb
i1i2···ib+1

ωib+1

)

∧ωλbλb+1

= ∑
ib+1

(

ωib+1 ∧∑
λb

hλb
i1i2···ib+1

ωλbλb+1

)

.

Pelo Lema de Cartan, obtemos a equação (2-16). SejaΩb um conjunto aberto de todos os

pontos regulares de ordemb. Note queΩ1 = M e

Ω1 ⊃ Ω2 ⊃ ·· · ⊃ Ωn−1. (2-17)

Definimos

(eλb
,Dbx) =







∑
i1,...,ib

hλb−1
i1···ib

ωi1 · · ·ωib, se a = b−1, b≤ n,

0, se a≥ b, n > b,
(2-18)
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que são formas diferenciais de graub e são ditos deb-ésima formas fundamentais deM

emM.

Pela minimalidade e (2-16), obtemos

∑
j

hλb
j ji 3···ib+1

= 0, 1≤ b≤ n−1, (2-19)

desde quehλb
i1···ib+1

sejam simétricos em relação aos índicesi1, · · · , ib+1. O inteiro pa(x) é

igual ao número de vetores linearmente independentes entre

∑
λa

hλa
i1i2···ia+1

eλa
, i1 ≤ i2 ≤ ·· · ≤ ia+1. (2-20)

Portanto, para cada ponto deΩa, temos

pa(x) ≤ 2, 1≤ a≤ n−1. (2-21)

Seja

H(b)
α = hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

+ ihα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2, α ≥ µb−1, (2-22)

ondeµb−1 =
b−2

∑
a=0

pa(x) + 1. Novamente por (1-33) definimos as derivadas covariantes

hα
i1···ib,k

’s dehα
i1···ib

’s, α ≥ µb−1, por

Dhα
i1···ib = ∑k hi1···ib,kωk

= dhα
i1···ib +∑

s
hα

si2···ibωsi1 + · · ·+∑
s

hα
i1···ib−1sωsib + ∑

β≥µb−1

hβ
i1···ib

ωβα. (2-23)

Então, temos

dH(b)
α + ibH(b)

α ω12+∑
β

H(b)
β ωβα = H(b)

α,1ω1+H(b)
α,2ω2, (2-24)

ondeH(b)
α,1 = hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

,1+ ihα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2,1 eH(b)
α,2 = hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

,2+ ihα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2,2 comα ≥ µb−1.

Lema 2.1 Valem as seguintes relações:

H(b)
α = H(b−1)

α,1 , H(b)
α = iH (b−1)

α,2 , α ≥ µb−1, 3≤ b≤ n. (2-25)
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Prova. Da equação (2-16), temos

∑
λb−2

H(b−1)
λb−2

ωλb−2λb−1
= ∑

λb−2



hλb−2
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

+ ihλb−2
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

2



ωλb−2λb−1

=
2

∑
ib=1



hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

ib
+ ihλb−1

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

2ib



ωib

=



hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

+ ihλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2



ω1 +



hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2+ ihλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

22



ω2

=



hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

+ ihλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2



ω1 +



hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2− ihλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b



ω2

=



hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

+ ihλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2



ω1− i



hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

+ ihλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2



ω2

=



hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

+ ihλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2



(ω1− iω2)

= H(b)
λb−1

φ, 2≤ b≤ n, (2-26)

onde consideramosH(1)
1 = 1 eH(1)

2 = i. Uma vez queH(b−1)
λb−1

= hλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

+ ihλb−1
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2 = 0, pela

equação (2-18), obtemos

∑
k

H(b−1)
λb−1,k

ωk =
(b−1)

∑
λb−2

ωλb−2λb−1
e H(b−1)

λa,k
= 0, para a≥ b. (2-27)

De fato, observe que, pela equação (2-24) e pelo fato deH(b−1)
λb−1

= 0, paraa = b− 1 e

b≤ n, temos

H(b−1)
λb−1,1

ω1 +H(b−1)
λb−1,2

ω2 = ∑
k

H(b−1)
λb−1,k

ωk

= DH(b−1)
λb−1

= dH(b−1)
λb−1

+ ibH(b−1)
λb−1

ω12+∑
β

H(b−1)
β ωβλb−1

= ∑
β

H(b−1)
β ωβλb−1

= ∑
λb−2

H(b−1)
λb−2

ωλb−2λb−1
.
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Portanto, temos

∑
k

H(b−1)
α,k ωk = ∑

λb−2

H(b−1)
λb−2

ωλb−2λb−1
,

que é a equação (2-27). Assim, das equações (2-26) e (2-27), temos

H(b−1)
λb−1,1

ω1 +H(b−1)
λb−1,2

ω2 = ∑
k

H(b−1)
λb−1,k

ωk

= ∑
λb−2

H(b−1)
λb−2

ωλb−2λb−1

= H(b)
λb−1

φ

= H(b)
λb−1

(ω1− iω2)

= H(b)
λb−1

ω1− iH (b)
λb−1

ω2.

Então,

H(b−1)
λb−1,1

= H(b)
λb−1

e H(b−1)
λb−1,2

= −iH (b)
λb−1

.

Decorre daí que

H(b)
α = H(b−1)

α,1 , H(b)
α = iH (b−1)

α,2 , α ≥ µb−1, 3≤ b≤ n,

que são as relações (2-25). �

Agora construiremos os invariantes escalares de uma imersão isométrica mínima.

O vetorE1 = e1 + ie2 está definido a menos da transformaçãoE1 → E∗
1 = eiτE1 ondeτ é

um número real. Sob tal mudança,

H(b)
α →

(

H(b)
α

)∗
= ebiτH(b)

α . (2-28)

O sistema de vetores normais{eα}, α ∈ µb−1, está definido a menos da transformação

ẽa = ∑
β∈µb−1

Aαβeβ, α ∈ µb−1, (2-29)

onde(Aαβ) é uma matriz ortogonal. Sob tal mudança, temos

H̃(b)
α = ∑

β∈µb−1

AαβH(b)
β , α ∈ µb−1,
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e então

∑
α∈µb−1

(

H̃(b)
α

)2
= ∑

α∈µb−1

∑
β∈µb−1

(Aαβ)
2
(

H(b)
β

)2

= ∑
α∈µb−1

(Aαβ)
2 ∑

β∈µb−1

(

H(b)
β

)2

= ∑
β∈µb−1

(

H(b)
β

)2
. (2-30)

Segue das equações (2-28) e (2-30) que o valor do campo escalar real,

f(b) =

(

∑
α∈µb−1

(

H(b)
α

)2
)(

∑
α∈µb−1

(

H(b)
α

)2
)

, (2-31)

está globalmente definido nos componentes conexos deΩb−1, independente da mudança

do campo referencial.f(2) é uma função diferenciável globalmente definida emM.

Temos a seguinte decomposição def(b) emΩb−1: Seja

K(b) = ∑
α∈µb−1



(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

)2+(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)
2



 e

N(b) = ∑
α∈µb−1

(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

)2 ∑
α∈µb−1

(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)
2−



 ∑
α∈µb−1

(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

)(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)





2

.

(2-32)

Temos que

f(b) =

(

∑
α

(

H(b)
α

)2
)(

∑
α

(

H(b)
α

)2
)

=

∣
∣
∣
∣∑

α

(

H(b)
α

)2
∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∑
α

(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

+ ihα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)
2

∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

= ∑
α






[(hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

)2− (hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)
2]2+4[(hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

)(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)]
2







=






∑
α

[(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

)2+(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)
2]







2

−4






∑
α

(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

)2∑
α

(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)
2−∑

α
(hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b

hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

2)
2







= K2
(b)−4N(b) ≥ 0, 2≤ b≤ n,

ondeK(b) e N(b) são também invariantes da imersão isométrica mínimax deM definida

emΩb−1.

Quando a esferaS2 é minimamente imersa em um espaço de curvatura cons-
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tante, temosf(b) = 0, b = 2,3, . . .. Geometricamente,f(b) = 0 significa que os vetores
2b

∑
a=2b−1

hα
1···1eα e

2b

∑
a=2b−1

hα
1···12eα no espaço osculador deb-ésima ordem são perpendicu-

lares dois a dois e são de mesmo módulo. Por outro lado,N(b) = 0 significa que os dois

vetores são linearmente dependentes, pela igualdade de Cauchy-Schwartz. Além disso,

para o significado geométrico deK(b) e N(b), temos o seguinte lema por T.̄Otsuki em

[17].

Lema 2.2 (T.Ōtsuki ) Se M= Ωb e N(b) > 0 e K(b+1) = 0 em M, então existe uma

subvariedade totalmente geodésica2b-dimensional deM tal que M está contida na

subvariedade.

Se M= Ω(b−1) e N(b) = 0 e K(b) > 0 em M, então existe uma subvariedade totalmente

geodésica(2b−1)-dimensional deM tal que M está contida na subvariedade.

2.2 Laplaciano de f(b) e deK(b)

Usaremos os operadores∂,∂ relativos a uma estrutura complexa induzida por um

sistema de coordenadas isotérmica emM e

dc = i(∂−∂). (2-33)

Para uma função diferenciávelf com valores reais, seu laplaciano∆ f é definido por

ddc f =

(
i
2

)

∆ f φ∧φ. (2-34)

O seguinte lema é útil para o estudo daf(b).

Lema 2.3 Seja M uma variedade Riemanniana orientada2-dimensional. Seja H uma

função diferenciável de valores complexos em M e f= HH. Suponha que vale a igualdade

dH + tiHω12 = Aφ, (2-35)

onde t é uma constante real e A é uma função diferenciável em M.Então, temos

∆ f = 2t f K +2AA, (2-36)

∆log f = 2tK, se f 6= 0, (2-37)

onde K é a curvatura Gaussiana.
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Prova. Derivandof = HH e usando (2-35), temos

d f = HdH +HdH

= H(Aφ− tiHω12)+H(Aφ+ tiHω12)

= AHφ+AHφ (2-38)

e por (2-33), temos

dc f = i(AHφ−AHφ). (2-39)

Derivando exteriormente (2-35), temos

dA∧φ−A∧dφ = d(dH)+ tidH∧ω12+ tiH ∧dω12

Daí, pelas equações (2-9) e (2-10), obtemos

dA∧φ = tidH ∧ω12+ tiH ∧

(

−
i
2

Kφ∧φ
)

+A∧ (−iω12∧φ)

= tidH ∧ω12+
t
2

HKφ∧φ+ iAφ∧ω12. (2-40)

Observe que, das equações (2-35), (2-38) e (2-40), obtemos

d(AH)∧φ = AdH ∧φ+HdA∧φ

= A(Aφ+ tiHω12)∧φ+H
(

tidH ∧ω12+
t
2

HKφ∧φ+ iAφ∧ω12

)

= AAφ∧φ− tiAHφ∧ω12+ tiHdH∧ω12+
t
2

HHKφ∧φ+ iHAφ∧ω12

e

d(AH)∧φ = AdH∧φ+HdA∧φ

= A(Aφ− tiHω12)∧φ+H
(

−tidH ∧ω12+
t
2

HKφ∧φ− iAφ∧ω12

)

= −AAφ∧φ+ tiAHφ∧ω12− tiHdH ∧ω12−
t
2

HHKφ∧φ− iHAφ∧ω12.

Subtraindod(AH)∧φ ded(AH)∧φ, obtemos

d(AH)∧φ−d(AH)∧φ = 2AAφ∧φ− ti(AHφ+AHφ)∧ω12+ ti(HdH +HdH)∧ω12+

+ tHHKφ∧φ+ i(HAφ+HAφ)∧ω12

= (t f K +2AA)φ∧φ+ id f ∧ω12. (2-41)
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Derivando exteriormente (2-39) e usando (2-9) e (2-41), temos

ddc f = id(AHφ−Ahφ)

= i(d(AH)∧φ−AH∧dφ)− i(d(AH)∧φ−AH∧dφ)

= i[d(AH)∧φ−d(AH)∧φ]− i[AH∧dφ−AH∧dφ]

= i[(t f K +2AA)φ∧φ+ id f ∧ω12]− i[AH∧ (iω12∧φ)−AH∧ (−iω12∧φ)]

= i(t f K +2AA)φ∧φ−d f ∧ω12− (AHφ+AHφ)∧ω12

= i(t f K +2AA)φ∧φ−2d f ∧ω12.

Por outro lado, da equação (2-34), temos queddc f =

(
i
2

)

∆ f φ∧φ.

Logo,−2d f ∧ω12 = 0 e
1
2

∆ f = t f K +2AA. Portanto,

∆ f = 2t f K +2AA,

que é a igualdade (2-36).

De modo análogo, mostraremos a validade de (2-37). Primeiramente, observe que, se

f 6= 0,

d(log f ) = d(logHH) =
d(HH)

HH

=
dH
H

+
dH

H
=

Aφ− itHω12

H
+

Aφ+ itHω12

H

=
Aφ
H

+
Aφ
H

e então

dc(log f ) = i

(
Aφ
H

−
Aφ
H

)

.

Daí, segue que

d

(
A
H

)

∧φ =

(
HdA−AdH

H2

)

∧φ

=
1
H

(

tidH ∧ω12− iAω12∧φ+
t
2

HKφ∧φ
)

−
A

H2(Aφ− tiHω12)∧φ

= i
Aφ
H

∧ω12+
t
2

Kφ∧φ
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e

d

(
A
H

)

∧φ =

(
HdA−AdH

H
2

)

∧φ

=
1

H

(

−tidH∧ω12+ iAω12∧φ+
t
2

HKφ∧φ
)

−
A

H
2(Aφ+ tiHω12)∧φ

= −i
Aφ
H

∧ω12−
t
2

Kφ∧φ.

Subtraindod

(
A
H

)

∧φ e d

(
A
H

)

∧φ, obtemos

d

(
A
H

)

∧φ−d

(
A
H

)

∧φ =

(

i
Aφ
H

∧ω12+
t
2

Kφ∧φ
)

+

(

i
Aφ
H

∧ω12+
t
2

Kφ∧φ
)

= id(log f )∧ω12+ tKφ∧φ.

Agora derivando exteriormentedc(log f ), temos que

ddc(log f ) = id

(
Aφ
H

−
Aφ
H

)

= i

{

d

(
A
H

)

∧φ−
A
H

∧dφ
}

− i

{

d

(
A

H

)

∧φ−
A

H
∧dφ

}

= i

{

d

(
A
H

)

∧φ−d

(
A

H

)

∧φ
}

− i

{
A
H

∧dφ−
A

H
∧dφ

}

= i

{

id(log f )∧ω12+ tKφ∧φ+ i

(
Aφ
H

+
Aφ
H

)

∧ω12

}

= −2d(log f )∧ω12+ itKφ∧φ.

Por outro lado, da equação (2-34), temos queddc(log f ) f =

(
i
2

)

∆(log f )φ∧ φ, assim

−2d(log f )∧ω12 = 0 e
1
2

∆(log f )φ∧φ = tKφ∧φ. Portanto,

∆log f = 2tK, se f 6= 0,

que é a igualdade (2-37). �
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Teorema 2.4 Seja M uma superfície mínima em um espaçoM de curvatura constante.

Então, em uma vizinhança de um ponto regular de ordem n−1≥ 2, temos

H(b)
α,1 = iH (b)

α,2, para α ≥ µb−1 e 2≤ b≤ n; (2-42)

∆ f(b) = 4{b f(b)K +A(b)A(b)}; (2-43)

1
2

∆K(b) = −2
N(b)

N(b−1)
K(b−1) +bKK(b) +2K(b+1) +

+ 2 ∑
λb−1

(

H(b)
λb−1,1

H(b)
λb−1,1

)

, se N(b−1) 6= 0 e 2≤ b≤ n−1.(2-44)

Prova. A equação de Codazzi (2-6) implica (2-7). Provaremos por indução que

{

dH(b)
α + ibH(b)

α ω12+∑
β

H(b)
β ωβα

}

∧φ = 0, α,β ≥ µb−1. (2-45)

Observando (2-24), assumimos que

H(b−1)
α,1 = iH (b−1)

α,2 , α ≥ µb−2. (2-46)

Então, vemos

dH(b−1)
α + i(b−1)H(b−1)

α ω12+ ∑
β≥µb−2

H(b−1)
β ωβα = H(b−1)

α,1 φ, (2-47)

ondeα ≥ µb−2 eb≥ 3. Colocamos

dH(b−1)
α,1 + ibH(b−1)

α,1 ω12+∑
β

H(b−1)
β,1 ωβα = H(b−1)

α,1,1 ω1+H(b−1)
α,1,2 ω2. (2-48)

Derivando exteriormente (2-47), obtemos

i(b−1)
(

dH(b−1)
α ∧ω12+H(b−1)

α ∧dω12

)

+∑
β

(

dH(b−1)
β ∧ωβα +H(b−1)

β ∧dωβα

)

=

= dH(b−1)
α,1 ∧φ+H(b−1)

α,1 ∧dφ.

E pelas equações (2-2), (2-9), (2-10) e (2-47), temos que

dH(b−1)
α,1 φ+ ibH(b−1)

α,1 ω12∧φ+∑
β

H(b−1)
β,1 ωβα ∧φ = −i(b−1)H(b−1)

α Kω1∧ω2 +

+ ∑
β

H(b−1)
β ∑

B
ωβB∧ωBα.
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Por (2-48), temos

(

H(b−1)
α,1,1 ∧1+H(b−1)

α,1,2 ω2

)

∧φ = −i(b−1)H(b−1)
α Kω1∧ω2 +∑

β
H(b−1)

β ∑
B

ωβB∧ωBα.

Agora observe queH(b−1)
α,1,1 = hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

,1,1 + ihα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

2,1,1 e H(b−1)
α,1,2 = −hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

2,2,2 + ihα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

,2,2 e

que

(

H(b−1)
α,1,1 ω1 +H(b−1)

α,1,2 ω2

)

∧ (ω1− iω2) = −i
(

H(b−1)
α,1,1 −H(b−1)

α,1,2

)

ω1∧ω2.

Decorre que

−i
(

H(b−1)
α,1,1 −H(b−1)

α,1,2

)

ω1∧ω2 = −i{(hα
1· · ·1b−1
︸ ︷︷ ︸

,1,1+hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

,2,2)+ i(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

2,1,1+hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

2,2,2)}

= −i∆H(b−1)
α .

Assim,

−i∆H(b−1)
α ω1∧ω2 = −i(b−1)H(b−1)

α Kω1∧ω2 +∑
β

H(b−1)
β ∑

B
ωβB∧ωBα.

Portanto,

∆H(b−1)
α ω1∧ω2 = (b−1)H(b−1)

α Kω1∧ω2+ i ∑
β

H(b−1)
β ∑

B
ωβB∧ωBα, (2-49)

ondeB∈ λ̃b−3 =

{

A;1≤ A≤
b−3

∑
a=0

pa(x)

}

e

∆H(b−1)
α = (hα

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

,1,1+hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−1

,2,2)+ i(hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

2,1,1 +hα
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

2,2,2). (2-50)

Comoα,β ∈ µb−2 =
b−3

∑
a=0

pa(x)+1 eΩ1 = M ⊃ Ω2 ⊃ ·· · ⊃ Ωn, ainda

1+
b−4

∑
a=−1

pa(x) ≤ λb−3 ≤
b−3

∑
a=0

pa(x), b≥ 3,
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e de (2-49) implica que∆H(b−1)
α = 0. Assim, pelo Lema2.1 e (2-50), temos (2-45). A

fórmula (2-45) é a equação de Codazzi de ordem superior. Esta fórmula implica

dH(b)
α +bi∑

α

(

H(b)
α

)2
ω12+∑

β
H(b)

β ωβα = H(b)
α,1φ, β ≥ µb−1,

e assim temos

d∑
α

(

H(b)
α

)2
+2bi∑

α

(

H(b)
α

)2
ω12 = 2∑

α
H(b)

α H(b)
α,1φ. (2-51)

Chamaremos de

A = 2∑
α

H(b)
α H(b)

α,1, (2-52)

assim de (2-51) e pelo Lema2.3, temos

∆ f(b) = 2(2b f(b)K +2AA)

= 4(b f(b)K +AA), 2≤ b≤ n. (2-53)

Pelo Lema de T.̄Otsuki, estudaremos o caso deN(b) 6= 0, para 2≤ b ≤ n− 1. Então,

temos quepa(x) = 2 para 1≤ b ≤ n− 2, 2b+ 1 ≤ λb ≤ 2b+ 2, 2n− 1 ≤ λn−1 ≤ n e

α ≥ µb−1 = 2b− 1. Agora calculemos o termo ∑
A≤2b−4

ωβA ∧ωAα em (2-49). Para isto

observe quẽλb−3 = {A;1 ≤ A ≤ 2b−4} e 2b−5 ≤ λb−3 ≤ 2b−4. Da equação (2-26)

com 2b−3≤ λb−2 ≤ 2b−2 e seus conjugados, temos que, paraλb−2 = 2b−3,







H(b−2)
(2b−5)ω2b−5,2b−3 = H(b−1)

(2b−3)φ,
(

multiplica por H
(b−2)
(2b−4)

)

H
(b−2)
(2b−5)ω2b−5,2b−3 = H

(b−1)
(2b−3)φ

(

multiplica por H(b−2)
(2b−4)

)

e







H(b−2)
(2b−4)ω2b−4,2b−3 = H(b−1)

(2b−3)φ,
(

multiplica por H
(b−2)
(2b−5)

)

H
(b−2)
(2b−4)ω2b−4,2b−3 = H

(b−1)
(2b−3)φ.

(

multiplica por H(b−2)
(2b−5)

)



2.2 Laplaciano def(b) e deK(b) 64

Então, temos







(

H(b−2)
(2b−5)H

(b−2)
(2b−4) −H

(b−2)
(2b−5)H

(b−2)
(2b−4)

)

ω2b−5,2b−3 = H
(b−2)
(2b−4)H

(b−1)
(2b−3)φ−H(b−2)

(2b−4)H
(b−1)
(2b−3)φ,

(

H(b−2)
(2b−4)H

(b−2)
(2b−5) −H

(b−2)
(2b−4)H

(b−2)
(2b−5)

)

ω2b−4,2b−3 = H
(b−2)
(2b−5)H

(b−1)
(2b−3)φ−H(b−2)

(2b−5)H
(b−1)
(2b−3)φ.

Chamemos de

B(b−2) = H(b−2)
(2b−5)H

(b−2)
(2b−4) −H

(b−2)
(2b−5)H

(b−2)
(2b−4)

= −2i(h(2b−5)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

h(2b−4)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−3

2 −h(2b−4)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

h(2b−5)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−3

2 )

= −2i
√

N(b−2).

Observe que

N(b−2) =
2b−4

∑
α=2b−5

(h(α)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

)2
2b−4

∑
α=2b−5

(h(α)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−3

2)
2−





2b−4

∑
α=2b−5

h(α)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

h(α)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−3

2





2

= (h(2b−5)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

h(2b−4)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−3

2 −h(2b−4)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

h(2b−5)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−3

2 )2

Portanto,







B(b−2)ω2b−5,2b−3 = H
(b−2)
(2b−4)H

(b−1)
(2b−3)φ−H(b−2)

(2b−4)H
(b−1)
(2b−3)φ,

B(b−2)ω2b−4,2b−3 = H
(b−2)
(2b−5)H

(b−1)
(2b−3)φ−H(b−2)

(2b−5)H
(b−1)
(2b−3)φ,

(2-54)

onde






B(b−2) = H(b−2)
(2b−5)H

(b−2)
(2b−4) −H

(b−2)
(2b−5)H

(b−2)
(2b−4) = −2i

√
N(b−2),

√
N(b−2) = (h(2b−5)

1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

h(2b−4)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−3

2 −h(2b−4)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−2

h(2b−5)
1· · ·1
︸ ︷︷ ︸

b−3

2 ).
(2-55)

Agora, da equação (2-26) paraλb−2 = 2b−2, encontramos







B(b−2)ω2b−5,2b−2 = H
(b−2)
(2b−4)H

(b−1)
(2b−2)φ−H(b−2)

(2b−4)H
(b−1)
(2b−2)φ,

B(b−2)ω2b−4,2b−2 = H
(b−2)
(2b−5)H

(b−1)
(2b−2)φ−H(b−2)

(2b−5)H
(b−1)
(2b−2)φ.

(2-56)
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Observe que, de (2-54) e (2-56), obtemos







ω2b−5,2b−3 =
H(b−2)

(2b−4)H
(b−1)
(2b−3)

B(b−2)
φ−

H(b−2)
(2b−4)

H(b−1)
(2b−3)

B(b−2)
φ,

ω2b−4,2b−3 =
H(b−2)

(2b−5)
H(b−1)

(2b−3)

B(b−2)
φ−

H(b−2)
(2b−5)

H(b−1)
(2b−3)

B(b−2)
φ,

e







ω2b−5,2b−2 =
H(b−2)

(2b−4)H
(b−1)
(2b−2)

B(b−2)
φ−

H(b−2)
(2b−4)H

(b−1)
(2b−2)

B(b−2)
φ,

ω2b−4,2b−2 =
H(b−2)

(2b−5)H
(b−1)
(2b−2)

B(b−2)
φ−

H(b−2)
(2b−5)H

(b−1)
(2b−2)

B(b−2)
φ.

Fazendo o produto exterior das equações acima, temos

ω2b−3,2b−5∧ω2b−2,2b−5 = ω2b−5,2b−3∧ω2b−5,2b−2

=

∣
∣
∣H

(b−2)
(2b−4)

∣
∣
∣

2

B2
(b−2)

(

H(b−1)
(2b−2)H

(b−1)
(2b−3) −H(b−1)

(2b−3)H
(b−1)
(2b−2)

)

φ∧φ

e

ω2b−3,2b−4∧ω2b−2,2b−4 = ω2b−4,2b−3∧ω2b−4,2b−2

=

∣
∣
∣H

(b−2)
(2b−5)

∣
∣
∣

2

B
2
(b−2)

(

H(b−1)
(2b−2)H

(b−1)
(2b−3) −H(b−1)

(2b−3)H
(b−1)
(2b−2)

)

φ∧φ.

Assim

∑
A≤2b−4

ω2b−3,A∧ω2b−2,A =






∣
∣
∣H

(b−2)
(2b−5)

∣
∣
∣

2

B
2
(b−2)

+

∣
∣
∣H

(b−2)
(2b−4)

∣
∣
∣

2

B2
(b−2)




Bb−1φ∧φ,

onde B(b−1) = H
(b−1)
(2b−2)H

(b−1)
(2b−3) − H

(b−1)
(2b−3)H

(b−1)
(2b−2) = −2i

√
N(b−1). Pela equação (2-55)

segue que
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∑
A≤2b−4

ω(2b−3)A∧ωA(2b−2) = − ∑
A≤2b−4

ω(2b−3)A∧ω(2b−2)A

= −






∣
∣
∣H

(b−2)
(2b−5)

∣
∣
∣

2

B
2
(b−2)

+

∣
∣
∣H

(b−2)
(2b−4)

∣
∣
∣

2

B2
(b−2)




Bb−1φ∧φ

= 4






∣
∣
∣H

(b−2)
(2b−5)

∣
∣
∣

2
(B

2
(b−2))+

∣
∣
∣H

(b−2)
(2b−4)

∣
∣
∣

2
(B2

(b−2))

16(N(b−2))
2






√

N(b−1)ω1∧ω2

= −
K(b−2)

N(b−2)

√

N(b−1)ω1∧ω2, b≥ 3,

ondeH(1)
1 = 1, H(1)

2 = i segue queN(1) = 1 eK(1) = 2. Sendo assim, obtemos

∑
α

H
(b−1)
α ∆H(b−1)

α = (b−1)KK(b−1)−2
K(b−2)

N(b−2)
N(b−1). (2-57)

Por outro lado, em virtude de (2-47) e (2-48), temos

dK(b−1) = d

(

∑
α

H(b−1)
α H

(b−1)
α

)

= ∑
α

(

H
(b−1)
α dH(b−1)

α +H(b−1)
α dH

(b−1)
α

)

= ∑
α

(

H
(b−1)
α H(b−1)

α,1 φ+H(b−1)
α H

(b−1)
α,1 φ

)

.

Daí, temos que

dcK(b−1) = i ∑
α

(

H
(b−1)
α H(b−1)

α,1 φ−H(b−1)
α H

(b−1)
α,1 φ

)

.

Derivando a expressão acima, obtemos

ddcK(b−1) = id ∑
α

(

H
(b−1)
α H(b−1)

α,1 φ−H(b−1)
α H

(b−1)
α,1 φ

)

= i ∑
α

(

H
(b−1)
α ∆H(b−1)

α +2H(b−1)
α,1 H

(b−1)
α,1

)

φ∧φ.

Por outro lado,

ddcK(b−1) =
i
2

∆Kφ∧φ.
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Logo, pelo Lema2.1e (2-57), obtemos

1
2

∆K = ∑
α

(

H
(b−1)
α ∆H(b−1)

α +2H(b−1)
α,1 H

(b−1)
α,1

)

φ∧φ

= (b−1)KK(b−1)−2
K(b−2)

N(b−2)
N(b−1) +2∑

α
H(b−1)

α,1 H
(b−1)
α,1

= (b−1)KK(b−1)−2
K(b−2)

N(b−2)
N(b−1) +2K(b) +2 ∑

λb−2

H(b−1)
λb−2,1

H
(b−1)
λb−2,1

Portanto o Teorema está provado. �



CAPÍTULO 3
Superfícies Mínimas com Curvatura Constante

O objetivo deste capítulo é classificar as superfícies mínimas com curvatura

Gaussiana constanteK, nas formas espaciais 4-dimensionais sem alguma hipótese global,

ou seja, classificar as imersões isométricas mínimas deM2(K) em M4(c), ondec é a

curvatura seccional constante e denotemos porM2(K) uma superfície com curvatura

Gaussiana constantK. Resultados parciais são também obtidos para a classificação de

imersões mínimas deM2(K) emM5(c).

O principal resultado deste capítulo é o seguinte:

Teorema 3.1 Seja x: M2(K) → M4(c) uma imersão isométrica mínima de M2(K) em

M4(c). Se K= c, então x é totalmente geodésica. Caso contrário, ocorre somente os

seguintes casos

(a) K = 0, c > 0 e x é localmente um Toro de Clifford em uma subvariedade totalmente

geodésica 3-dimensional S3(c) de S4(c), ou

(b) K = c/3, c> 0 e x é localmente uma superfície de Veronese em S4(c).

Como um corolário do Teorema acima, segue que não existe imersão isométrica mín-

ima de superfície com curvatura Gaussiana negativa emS4(c) mesmo que localmente.

Isto nos dá uma resposta parcial para o problema 101 propostopor S. T. Yau em [20]

que é o seguinte: "Existe uma superfície mínima fechada emSN com curvatura negativa?".

Nosso objetivo agora é provar o Teorema3.1. A prova será feita em várias etapas.

Inicialmente provaremos o seguinte lema.

Lema 3.2 Considere x: M2(K) → M5(c) uma imersão isométrica mínima. Então, se

K = c, x é totalmente geodésica.

Prova. Sejamx : M2(K)→ M5(c) uma imersão isométrica mínima deM2(K) emM5(c) e

e1, . . . ,e5 campos locais de um referencial ortonormal emM5(c) tal que, restrito aM2(K),

e1 ee2 são tangentes aM2(K). Sejaωi , 1≤ i, j ≤ 2, eωα, 3≤ α,β, . . .≤ 5, os campos do
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referencial dual deeA, 1≤ A,B, . . .≤ 5. As equações de estrutura deM5(c) são dadas por

dωA = ∑
B

ωB∧ωBA, ωAB = −ωBA

dωAB = ∑
C

ωAC∧ωCB−cωA∧ωB.

Restringindo esses referenciais aM2(K), temos

dω12 = −Kω1∧ω2, ωα = 0, 3≤ α ≤ 5

Derivando exteriormenteωα obtemos

ωiα = ∑
α

hα
i j ω j e hα

i j = hα
ji ,

onde oshα
i j ’s são as componentes da 2a forma fundamental dex. Como a imersãox é

mínima, temoshα
11+hα

22 = 0, 3≤ α ≤ 5. Desta formulação, a equação de Gauss (1-39) é

dada por

∑
α

((hα
11)

2+(hα
12)

2) = c−K ≥ 0. (3-1)

Então,K = c ocorre somente quando a imersão é totalmente geodésica. �

Observe que da equação de Gauss (3-1) temos quec−K ≥ 0, como o caso em

quec = K foi provado no Lema acima, vemos que o casoc < K não pode ocorrer. A

partir de agora assumiremosc > K. Utilizaremos ainda a teoria desenvolvida no capítulo

anterior, fazendob = 2 nas expressões deK(b) eN(b). Então temos,

K(2) = ∑
α

((hα
11)

2+(hα
12)

2), (3-2)

N(2) =

∣
∣
∣
∣∑

α
hα

11eα ∧hα
12eα

∣
∣
∣
∣

2

. (3-3)

A função não negativaN(2) emM2(K) é o quadrado da área do paralelogramo gerado por

hα
11eα ehα

12eα.

B. Y. Chen em [6], provou o seguinte resultado.

Proposição 3.3 (B. Y. Chen)Se M é uma superfície mínima com curvatura Gaussiana

constante no espaço forma 3-dimensional M3(c), então ou M é totalmente geodésica ou

c > 0 e M é um aberto no Toro de Clifford.
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Utilizando a Proposição de Chen3.3 e o Lema deŌtsuki 2.2 provaremos no próximo

Lema que seN(2) = 0, entãoc > 0 ex(M2(K)) é um Toro de Clifford, ou seja,K = 0.

Lema 3.4 Seja x: M2(K) → M5(c) uma imersão isométrica mínima com c> K. Então,

se N(2) = 0 temos que c> 0 e x(M2(K)) é um aberto no Toro de Clifford.

Prova. Supondo queN(2) ≡ 0, pelo Lema dēOtsuki, existe uma subvariedade totalmente

geodésica 3-dimensionalM3(c) deM5(c) tal quex(M2(K)) está contido emM3(c) como

uma superfície mínima, então pela Proposição acima, temos quec > 0 ex(M2(K)) é um

aberto no Toro de Clifford, isto é, a curvatura GaussianaK = 0. �

No caso em que N(2) não é identicamente nulo, o conjunto

Ω2 = {p ∈ M2(K) : N(2) 6= 0} é um aberto emM2(K). Desde que∑hα
11eα e ∑hα

12eα

são linearmente independente para cada pontox ∈ Ω2, o segundo espaço osculador

T(2)
x é gerado por estes vetores eei , 1≤ i ≤ 2. SejaeA campos do referencial ortonormal

local tal queei , 1≤ i ≤ 2, eeα, 3≤α ≤ 4, geraT(2)
x , x∈Ω2. Então, emΩ2, temosωi5 = 0.

Derivando exteriormenteωi5 = 0 e pela equação de estrutura deM5(c), temos

0 = dωi5 =
4

∑
β=3

ωiβ ∧ωβ5

= ωi3∧ω35+ωi4∧ω45.

Assim aplicando o Lema de Cartan, definimos as quantidadesh5
i jk ’s das equações (2-16)

por

∑hα
i j ωα5 = ∑h5

i jkωk,

onde h5
i jk ’s são simétricos nos índicesi, j,k e são as componentes da terceira forma

fundamental dex|Ω2. Pela minimalidade dex e da equação (2-19) temos∑
k

h5
iik = 0.

Definimos a derivada covariante por

Dhα
i j = ∑hα

i j ,kωk

= dhα
i j +∑

s
hα

s jωsi +∑
s

hα
isωs j +∑

β
hα

i j ωβα (3-4)

Note queh5
i jk = h5

i j ,k. De fato, pela derivação covariante, com o domínio dei, j,k

é 1≤ i, j,k≤ 2, temos
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Dh5
i j = ∑h5

i j ,kωk

= dh5
i j +∑

s
h5

s jωsi +∑
s

h5
isωs j +∑

β
hβ

i j ωβ5

= ∑
β

hβ
i j ωβ5

= ∑h5
i jkωk.

Logo,h5
i jk = h5

i j ,k.

Definimos ainda

K(3) = (h5
111)

2+(h5
112)

2,

que é um invariante emx|Ω2 sob uma decomposição fixa do espaço normal, isto

é, eA é sempre considerado como um vetor normal ortogonal aT(2)
x . Consideremos

f(2) = K2
(2) −4N(2) e H(2)

α = hα
11+ ihα

12. Então, f(2) =

∣
∣
∣
∣∑

α

(

H(2)
α

)2
∣
∣
∣
∣

2

e a equação de Co-

dazzi implica

(

d∑
(

H(2)
α

)2
+4i

(

∑
(

H(2)
α

)2
)

ω12

)

∧ (ω1− iω2) = 0. (3-5)

Portanto, pelos Lema2.3e Teorema2.4, temos que

∆log f(2) = 8K, (3-6)

quandof(2) 6= 0, e obtemos

∆ f(2) = 8K f(2) +
|D f(2)|

2

f(2)
. (3-7)

Observe que, pela definição def(2), derivando-a, obtemos

D f(2) = 2

{

∑
α

(

H(2)
α

)2

∑
α

H
(2)
α D

(

∑
α

H
(2)
α

)

+∑
α

(

H
(2)
α

)2

∑
α

H(2)
α D

(

∑
α

H(2)
α

)}

.

Daí, como

∣
∣
∣
∣∑α

(

H(2)
α

)2
∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣∑α

(

H
(2)
α

)2
∣
∣
∣
∣

2

,
∣
∣
∣∑α H(2)

α

∣
∣
∣

2
=
∣
∣
∣∑α H

(2)
α

∣
∣
∣

2
e
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∣
∣
∣
∣
D∑

α
H(2)

α

∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣
D∑

α

(

H
(2)
α

)
∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣∑

α

(

H(2)
α,1ω1 +H(2)

α,2ω2

)
∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α,1

∣
∣
∣
∣

2

+

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α,2

∣
∣
∣
∣

2

=

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α,1

∣
∣
∣
∣

2

+

∣
∣
∣
∣
−i ∑

α
H(2)

α,1

∣
∣
∣
∣

2

= 2

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α,1

∣
∣
∣
∣

2

.

Portanto, temos

|D f(2)|
2 = 4

{

2

∣
∣
∣
∣∑

α

(

H(2)
α

)2
∣
∣
∣
∣

2

·

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α

∣
∣
∣
∣

2

·2

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α,1

∣
∣
∣
∣

2
}

= 16

∣
∣
∣
∣∑

α

(

H(2)
α

)2
∣
∣
∣
∣

2

·

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α

∣
∣
∣
∣

2

·

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α,1

∣
∣
∣
∣

2

= 4 ·4

∣
∣
∣
∣∑

α

(

H(2)
α

)2
∣
∣
∣
∣

2

·

∣
∣
∣
∣∑

α
H(2)

α H(2)
α,1

∣
∣
∣
∣

2

= 4AA f(2),

ondeA = ∑
α

H(2)
α H(2)

α,1, isto é,

4AA =
|D f(2)|

2

f(2)
.

Em geral, temos

1
4

∆K(2) = −
N(2)

N(1)
K(1) +KK(2) +K(3) + ∑

3≤α≤4
((hα

11,1)
2+(hα

11,2)
2),

= −2N(2) +KK(2) +K(3) + ∑
3≤α≤4

((hα
11,1)

2+(hα
11,2)

2) (3-8)

ondeN(1) = 1 eK(1) = 2. Pelas equações (3-1), (3-2) e (3-8), obtemos

|Dh3
11|

2+ |Dh4
21|

2 = 2N(2)−K(c−K)−K(3). (3-9)

Para provar o Teorema3.1, assumimos queK(3) ≡ 0. Então, pelo Lema dēOtsuki,

x(M2(K)) está contida em uma subvariedade totalmente geodésicaM4(c) deM5(c).
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Lema 3.5 Com a notação fixada anteriormente temos que a função f(2) satisfaz a

seguinte equação

|D f(2)|
2 = 8(c−K)−1 f 3

(2)−16(c−2K) f 2
(2) +8(c−K)2(c−3K) f(2). (3-10)

Prova. De fato, sef(2) ≡ 0, temos que (3-10) é trivial. Assumimos quef(2) 6= 0, então

existe um referencial ortonormaleA tal quehα
i j ’s satisfazemh3

12 = h4
11 = 0 eh3

11 > h4
12 > 0

em um abertoΩ2, ver em Wong [19]. Assim, com este referencial temos

K(2) = (h3
11)

2+(h4
12)

2 = c−K = constante> 0,

N(2) = (h3
11)

2(h4
12)

2.

(3-11)

Derivando (3-11), obtemos

DN(2) = D((h3
11)

2(h4
12)

2)

= (h3
11)

2D(h4
12)

2+(h4
12)

2D(h3
11)

2

= (h3
11)

2D((c−K)− (h3
11)

2)+(h4
12)

2D(h3
11)

2

= {−(h3
11)

2+(h4
12)

2}D((h3
11)

2)

= 2(h3
11){(h

4
12)

2− (h3
11)

2}D(h3
11)

Observe que derivando (3-11), obtemos

0 = D((h3
11)

2+(h4
12)

2)

= 2h3
11Dh3

11+2h4
12h

4
12

o que implica

|2h3
11Dh3

11|
2 = |−2h4

12h
4
12|

2,

isto é,

|h4
12|

2 =
(h3

11)
2

(h4
12)

2
|h3

11|
2.

Substituindo em (3-9), obtemos

|Dh3
11|

2 =
(h4

12)
2

(h3
11)

2+(h4
12)

2
(2N(2)−K(c−K)).
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Daí, segue que

|DN(2)|
2 = 4(h3

11)
2((h4

12)
2− (h3

11)
2)2|D(h3

11)|
2

= 4
(h3

11)
2h4

12)
2

(h3
11)

2+(h4
12)

2
{((h4

12)
2+(h3

11)
2)2−4(h3

11)
2(h4

12)
2}(2N(2)−K(c−K))

= 4
N(2)

c−K
(K2

(2)−4N(2))(2N(2)−K(c−K)).

ComoK(2) é constante e pela definição def(2), obtemos

|D f(2)|
2 = 16|DN(2)|

2

= 16
4N(2)

c−K
(K2

(2)−4N(2))(2N(2)−K(c−K))

= 16
4

c−K
·
(c−K)2− f(2)

4

{

2
(c−K)2− f(2)

4
−K(c−K)

}

f(2)

=
8

c−K
f 3
(2) −16(c−2K) f 2

(2) +8(c−K)2(c−3K) f(2),

que é a equação (3-10). �

Observe que analisamos o casoN(2) = 0 de uma imersão isométrica mínima.

Passaremos a estudar o casoN(2) 6= 0.

Lema 3.6 Seja x: M2(K) → M4(c) uma imersão isométrica mínima com N(2) 6= 0 em

M2(K). Então, temos K= c/3 e c> 0. Localmente x é uma superfície de Veronese em

S4(c).

Prova. Se f(2) ≡ 0 emM2(K), então∑hα
11eα e ∑hα

12eα são ortogonais e têm o mesmo

comprimento não nulo. Normalizando estes vetores, adotamos estes como uma parte da

base deT(2)
x , x∈ M2(K). Por estes novos campos do referencial, temos

h3
11 = h4

12 > 0 e h3
12 = h4

11 = 0.

A equação de Gauss implica

∑
α

((hα
11)

2+(hα
12)

2) = (h3
11)

2+(h4
12)

2 =
c−K

2
= constante> 0.

Observe queDh3
11 = dh3

11 e que 2ω12 = ω34. De fato,

0 = Dh3
12 = dh3

12+
2

∑
s=1

h3
s2ωs1 +

2

∑
s=1

h3
1sωs2 +

4

∑
β

hβ
12ωβ3

= 2h3
11ω12+h4

12ω43 = h3
11(2ω12−ω34).
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Derivando exteriormente a equação 2ω12 = ω34, temos que

2dω12 = dω34

=
4

∑
A=1

ω3A∧ωA4+Ω34

= ω31∧ω14+ω32∧ω24

= −(h3
11ω1 +h3

12ω2)∧ (h4
11ω1 +h4

12ω2)

= −2h3
11h

4
12ω1∧ω2.

Por outro lado,dω12 =−Kω1∧ω2. Portanto, temos queK = h3
11h

4
12. Comoh3

11 = h4
12 > 0

implica queK = (h3
11)

2 é positivo. Pela equação (3-9), temos

0 = |Dh3
11|

2+ |Dh4
21|

2

= 2N(2)−K(c−K)

= 2K2−K(c−K)

= K(3K−c).

ComoK > 0, então, temos queK = c/3 ec> 0. Observe que em [19], temos um teorema

que diz: EmS4 de curvatura escalarc > 0, existe somente um tipo deR-superfície de

curvatura Gaussiana constanteK. Para isso,K = c/3, e o círculo da curvatura(G) é

de raio constante(K)1/2 para toda superfície. EmR4, umaR-superfície tem curvatura

negativa, que não pode ser constante. Assim, sabemos que esta tal imersão representa

localmente uma superfície de Veronese.

Agora mostraremos que o casof(2) 6= 0 não pode ocorrer. Por (3-7) e (3-10),

obtemos

∆ f(2) = 8(c−K)−1 f 2
(2) −8(2c−5K) f(2) +8(c−K)2(c−3K). (3-12)

Se tomarmosf(2) = θ, temos que as equações (3-10) e (3-12) são expressas da seguinte

forma

|Dθ|2 = 8(c−K)−1θ3−16(c−2K)θ2+8(c−K)2(c−3K)θ,

∆θ = 8(c−K)−1θ2−8(2c−5K)θ+8(c−K)2(c−3K),

onde|Dθ|2 = f (θ) e ∆θ = φ(θ) são polinômios deθ com coeficientes constantes. Isto

então, prova queθ tem que ser constante. Seθ não for constante, então existe coordenadas
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locais(θ,τ) emM2(K) tal que a primeira forma fundamental é

ds2 =
1

f (θ)

(

dθ2+exp

(

2
∫

φ f−1dθ
)

dτ2
)

,

onde esta equação denota diferenciação com respeito aθ (ver [11], p. 164). E a curvatura

GaussianaK satisfaz

f K +(φ− f ′)

(

φ−
1
2

f ′
)

+ f

(

φ′−
1
2

f ′′
)

= 0. (3-13)

Observe que o primeiro membro da equação (3-13) é um polinômio emθ dado por

0 = f K +(φ− f ′)

(

φ−
1
2

f ′
)

+ f

(

φ′−
1
2

f ′′
)

= 8(c−K)−1(8c−27K)θ3−16{K(c−6K)+8(c−K)(c−3K)}θ2+

+ 8(c−K)2(c−3K)(8c−3K),

pois, temos

f ′(θ) = 24(c−K)−1θ2−32(c−2K)θ+8(c−K)2(c−3K),

f ′′(θ) = 48(c−K)−1θ32(c−2K),

φ′(θ) = 16(c−K)−1θ−8(2c−5K).

Assim,

φ− f ′ = −16(c−K)−1θ2+8(2c−3K)θ,

φ−
1
2

f ′ = −4(c−K)−1θ2+8Kθ+4(c−K)2(c−3K),

φ′−
1
2

f ′′ = −8(c−K)−1θ+8K.

Segue que,

f K = 8K(c−K)−1θ3−16K(c−2K)θ2+8K(c−K)2(c−3K)θ,

(φ− f ′)

(

φ−
1
2

f ′
)

= 64(c−K)−2θ4−32(c−K)−1(2c+K)θ3+

+ 64{2K(2c−3K)− (c−K)(c−3K)}θ2+32(c−K)2(c−3K)(2c−3K)θ,

f

(

φ′−
1
2

f ′′
)

= −64(c−K)−2θ4+64(c−K)−1(2c−3K)θ3+

+ 64{−2K(c−2K)− (c−K)(c−3K)}θ2+64K(c−K)2(c−3K)θ.

Desde que (3-13) seja um polinômio não trivial com coeficientes constantes,entãoθ deve
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ser constante. Portanto,f(2) é uma constante não nula, o que implica queK = 0 por

(3-6), pois comof(2) = constante6= 0 e∆log f(2) = 0. E pela definição def(2), temos que

f(2) = c2−4N(2). Por outro lado, por (3-12), temos

0 = ∆ f(2)

= 8(c−K)−1 f 2
(2) −8(2c−5K) f(2) +8(c−K)2(c−3K)

= 8c−1 f 2
(2)−16c f(2) +8c3

= 8

{
1
c

f 2
(2)−2c f(2) +c3

}

= 8( f(2)−c2)2,

o que implica quef(2) = c2. Segue queN(2) = 0, que é absurdo, pois assumimos que

N(2) 6= 0. �

Prova do Teorema3.1.

Pela Proposição3.3 se M é uma superfície mínima com curvatura Gaussiana

constante no espaço forma 3-dimensional, então ouM é totalmente geodésica ouc > 0

e M é um aberto do Toro de Clifford. E pelo Lema3.2, temos que seK = c, entãox é

totalmente geodésica. Já pelo Lema3.4, temos que sec > 0 eK > c, entãox(M2(0)) está

contida numa subvariedade totalmente geodésica 3-dimensionalM3 como parte do Toro

de Clifford.

QuandoN(2) 6= 0 e K(3) ≡ 0, aplicando o Lema3.6 em Ω2, desde quef(2) ≡ 0

emΩ2, N(2) é uma constante positiva emΩ2. Desde queΩ2 seja aberto e fechado, temos

Ω2 = M2(K), poisM2(K) é conexo por definição. Portanto, temos quex(M2(K)) é uma

superfície de Veronese emS4(c).

Concluindo com a prova do Teorema3.1, temos o seguinte corolário.

Corolário 3.7 Não existe uma imersão isométrica mínima com curvatura Gaussiana

constante negativa numa esfera unitária S4(1) mesmo que localmente.
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