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Resumo

Hieda, Lidiane Mayumi.Superficies Minimas com Curvatura Constante
nas Formas Espaciaist-Dimensionais Goiania, 201179p. Dissertacdo de
Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Unidaide Federal de Goias.

Este trabalho foi baseado nos artigars Compact Minimal Surfaces with non-negative
Gaussian Curvature in a Space of Constant Curvature: le Minimal Surfaces with
Constant Curvature in 4-dimensional Space Formsle Katsuei Kenmotsu que consis-
tem em classificar superficies minimas com curvatura Gangsionstant& nas formas
espaciais 4-dimensionais, sem alguma hipotese globaltrdtemos que uma imerséo
isométrica minima : M?(K) — M#(c), ondec € a curvatura seccional, ou é totalmente
geodésica, ou localmente um Toro de Clifford, ou localmanta superficie de Veronese.
Como corolario, temos que ndo existe uma imersao isométrinana com curvatura
Gaussiana constante negativa numa esfera un&ra mesmo que localmente.

Palavras—chave
Superficies minimas, curvatura constante, imersées ragao 2-plano hiper-
bdlico, forma fundamental de tensores.



Abstract

Hieda, Lidiane Mayumi.Minimal Surfaces with Constant Curvature in
4-Dimensional Space Forms Goiania, 201179. MSc. Dissertation. Insti-
tuto de Matematica e Estatistica, Universidade Federalai@sG

This work was based on pape@n Compact Minimal Surfaces with non-negative
Gaussian Curvature in a Space of Constant Curvature: land Minimal Surfaces
with Constant Curvature in 4-dimensional Space Forms by Katsuei Kenmotsu,
consisting in the classification of minimal surfaces witms@ant Gaussian curvatuke
in a 4-dimensional space form without any global assumptive will show that an
isometric minimal immersionx : M?(K) — M#(c), wherec is sectional curvature, is
either totally geodesic, or locally Clifford Torus, or ldlgaa Veronese surface. As a
corollary, we have that there is not isometric minimal imsi@ns with constant negative
Gaussian curvature into unit sphe&1) even locally.

Keywords
Minimal surfaces, constant curvature, minimal immersiohghe hyperbolic
2-plane, fundamental forms tensors.
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Introducéo

Um assunto muito estudado em Geometria Diferencial é aifitagsio de
superficies, com alguma propriedade especial, merguthaglamersas, em espacos de
curvatura constante. Por exemplo: existem muitos resdtathssificando superficies
minimas ou com curvatura meédia constante ndo nula nos espagelos tridimensio-
nais. Continua sendo objeto de estudo, nos dias atuaisifdassuperficies, com alguma
propriedade adicional, em espac¢os com curvatura constartinensdes superiores.

Nesta direcdo, B. Y. Chen provou e [que sex : M?(K) — M3(c) é uma
imersao isométrica minima com curvatura Gaussiana cae¥am®ntdoM é totalmente
geodésica oa > 0 eM € localmente um Toro de Clifford.

Por um Teorema de Rigidez de Callabj,[DoCarmo e Wallach{], Chen [], e
Barbosa 1], e um Teorema de Localizacéo de WallatB][ uma superficie minima com
curvatura constante positiva e&i(1) = {p € R | p|| = 1} é localmente a totalmente
geodésic& (1) = {p € R3;||p|| = 1} ou a superficie de Veronese.

Kenmotsu 4], encontrou todas as superficies minimas &8 em
S = {p € R™1;||p|| = 1} cuja curvatura Gaussiara= 0. Um dos problemas pro-
posto por S.T. Yau, en2[)], é classificar superficies minimas fechadas com curvatura
negativa emSY. Neste trabalho mostramos uma resposta parcial, isto émétsa
mostrou que nao existe imersao isométrica minima com auev&aussiana constante
negativa numa esfera unita®4(1) mesmo que localmente.

Kenmotsu, em I5], considerou uma variedade Riemanniana coneXc)
de curvatura seccional constardeclassificou as superficies minimas com curvatura
Gaussiana constarite em formas espaciais 4-dimensionais sem alguma hipotelsalgl
Resultados parciais também foram obtidos para a classiticde imersées minimas de
M?(K) emM>(c).

Neste trabalho estudamos o artigo do Kenmotkb| pnde ele considerou
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0 cason = 4, ou seja, se& : M?(K) — M?(c) é uma imersdo isométrica minima de
M?(K) em M#(c), entdox ou é totalmente geodésica, ou localmente um Toro de Clif-
ford, ou localmente uma superficie de Veronese. A sabériotalmente geodésica, se
K = ¢; x € localmente um Toro de Clifford em uma subvariedade totalengeodésica
3-dimensionaf’(c) deS*(c), seK = 0, ¢ > 0; x é localmente uma superficie de Veronese
emS*(c), seK =¢/3,c > 0.

O meétodo utilizado neste trabalho sera a generalizacaoatema Fundamental
das superficies para subvariedades, onde utilizaremagias@s de compatibilidade via
formas diferenciais e o método do referencial mével.

No capitulo 1, apresentaremos o Método do Referencial Mé&ivelGeometria
Diferencial a partir de um minimo pré-requisito, que preg§&uapenas um curso de
geometria diferencial de curvas e superficies, nocdes riledaaes diferenciaveis e uma
certa familiaridade com formas diferenciais em variedade$m de evitar apelos a
conhecimentos de Grupos de Lie, restringimo-nos a eseriRigmanniana, que corres-
ponde ao grupo ortogonal, o qual possui aparentemente amddidcomplexidade que
torna o estudo da sua geometria uma tarefa néo trivial paséavel.

No capitulo 2, estudaremos de superficies minimas com tcmav&aussiana
nao-negativa nos espagco de curvatura constante. Adotarenmeétodo de Bochner,
isto €, usaremos campos escalafigs K e Ny, nas superficies e calcularemos seus
Laplacianos. Definiremos o Espaco Osculador de ordem supedsn-ésimas Formas
Fundamentais e definiremos os campos escalares mencioadosiaremos os Lapla-
cianos def(,) e K(,) € estudaremos a equacao de Codazzi de ordem superior.

No capitulo 3, provaremos que seM?(K) — M%(c) é uma imers&o isométrica
minima deM?(K) em M“(c), entdo, ow é totalmente geodésica, Ke= c; ou x € lo-
calmente um Toro de Clifford em uma subvariedade totalmgedelésica 3-dimensional
S¥(c) deS*(c), seK = 0, ¢ > 0; oux é localmente uma superficie de VeroneseS(u),
seK = ¢/3, c > 0. Este resultado implica que n&o existe imersao isométricéma do
plano hiperbélicdH?(—1) emS*(1) mesmo que localmente.



CAPiITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos resultados de GeometriaaRniana que uti-
lizaremos ao longo deste trabalho. Explicacfes mais @repisdem ser encontradas em
(8], [9] e [10.

1.1 Meétodo do Referencial Moével

Visando estabelecer os fatos fundamentais do método deemefal movel,
adotamos como ponto de partid&®e iremos construindo progressivamente as situacées
mais gerais. Entre as aplicacdes feitas, encontra-se unermaode E. Cartan sobre a
determinacao local da métrica pela curvatura. O capitulie ger considerado como uma
breve introducdo a Geometria Riemanniana pelo método deerefial movel.

1.1.1 Equac®es de Estrutura d@R"

Uma Variedade Riemanniana é uma variedade diferendidval que em cada
pontop € M, existe um produto interno positivo definido ), no espago tangenigM
deM emp, que varia diferenciavelmente cqmmo seguinte sentido: s€eY sdo campos
diferenciaveis de vetores elih, entdo a funcé@ — (X,Y),, p € M, é diferenciavel em
M. Por convencdo, diferenciavel sempre significara de cl@8s® produto internd , )
€ usualmente chamado de métrica Riemannian®em

A nocdo natural de equivaléncia entre variedades Riemaasiihe M’ é a nogéo
de isometria. Um difeomorfismo (uma aplicagéo injetiva dojgersa é diferenciavel)
f:M— M deM emM’ é uma isometria se para togioc M e todo parX,Y € TpM,
tem-se

<X7Y>p = <d fp<x>7d fp<Y)>f(p)~

A importéancia da nocéo de variedade Riemanniana € que ne&ms definir
as noc¢Oes métricas usuais da geometria euclidiana, conuboacgmprimentos, areas,
etc. Em verdade, a geometria euclidiana é o estudo das nogigsas na mais simples
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de todas as variedades Riemannianas, a SAbenunido da estrutura diferenciavel usual
e do seguinte produto interno: ge= (uy,...,un) € V= (vi,...,Vy) Sdo vetores d@®",
define-se, para todpc R",

(U,V)p = UV1 + - - -+ UnVn.

Observe que identificamos os espacos tangent®& dem o espaco vetorid@".

Mesmo sendo a variedade Riemanniana mais simplés] 6, em um certo
sentido, a variedade Riemanniana universal. Isto ficard olaio a medida que formos
desenvolvendo o método de referencial mével.

Iniciaremos, portanto, estabelecendo as chamadas egugéstrutura diR".

SejaU c R" um aberto ddR" e sejamey,...,&, n campos diferenciaveis de
vetores enlJ tal que, para tod@ € U, tenha-sg(g, ej)p = djj, onded; = 0 sei # |
edj =1sei=j, 1<i,j <n Um tal conjunto de campos de vetores € chamado um
referencial ortonormal moével ebh. A partir de agora omitiremos os adjetivos ortonormal
e movel.

A partir do referencial{e} podemos definir formas diferenciais lineares
wy,...,wn pela condiciawi(ej) = &jj; em outras palavras, em cada poma U, a
base{(w)p} € a base dual da bagés)p}. O conjunto das formas diferencigey } €
chamado de coreferencial associado ao referefigipl

Cada campog pode ser pensado como uma aplicacdo diferenciavel
g :U C R" — R". A diferencial (dg)p : R" — R", em p € U, € uma aplicacdo li-
near. Portanto, para todoe R", podemos escrever

(da)p(v) = 3 (@))p(V)e.

]

Observe que as expresso@sij)p(v), acima definidas, dependem linearmentevde
Portanto,(wij)p € uma forma linear enk". Comog é um campo diferenciavely; é
uma forma diferencial linear. Sendo assim, podemos egcreve

de =5 wijej, (1-1)
]

como definigdo das formas;, que sdo chamadas formas de conexaR'tioo referencial
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{&}. As formas de conex&o séo anti-simétricas nos indigessto €,wjj = —wji.
De fato, derivando a expressé®, ej) = djj, temos

(da,ej) + (&,dgj) =0.

Por outro lado,
da = wises,
S

0 que implica que,
(da.gj) = <Zwises,ej>
S
= ) is(es, €)) = wij.
S
Portanto,

0 = (da,ej)+(g,dg)
= W+ Wwj,

ou seja, as formas de conex@g = —wji S&o anti-simeétricas nos indices.

O ponto fundamental no método do referencial mével € que rasafouy, o
satisfazem as chamadas equacdes de estrutura de Elie.Cartan

Antes de apresentarmos essa equacdes de estrutura, reswsgam fato pura-
mente algébrico. Temos que &g, w, sao formas lineares em um espaco vetdfiale
dimensaa, entdo o produto exteriam A wp dew; comwy, € a forma bilinear alternada
wm Awp:V xV — R dada por

(W1 Aux)(Ve,V2) = (V1) wp(V2) — wr(V2)un(Vi), Vi,Vo € V.

Além disto, se{w,...,wn} € base para o espago das formas linedrentéow A wj,
i < jel<i,j<n,formam uma base para o espag¥ * das formas bilineares alternadas
deV x V.
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Teorema 1.1 (EquacgOes de Estrutura d®") Seja {e} um referencial ortonormal
moével em um aberto U R". Sejam{w} o coreferencial associado &}, e w; as
formas de conex&o de U no referencial}. Entéo,

doy = ZWAWn (1-2)
dwyj = Z(ﬁik/\wkja (1-3)
coml<k<n.

Prova Sejaa; = (1,0,...,0),ap = (0,1,0,...,0),...,an,= (0,0,...,0,1) a base canbnica
deR" e sejax; : U C R" — R a fungdo que corresponde a cadla (X,...,%,) € U

a i-ésima coordenada. Entady; é a forma diferencial ertd, que satisfaz a condicao
dx(aj) = &j, assim concluimos quelx } é o coreferencial associado ao referenfég}.

O referencial dado se exprime em termos aqgsor

& => Bija, (1-4)
]

onde osf}j;’s sdo as fungbes diferenciaveis ehe, para cadp € U, a matriz(Bij(p)) €
uma matriz ortogonal. Comw; (ej) = &;j, temos

w =y Bijdx. (1-5)
]
Diferenciando {-4), obtemos
da = ZdBikak = Z (dBik;Bjkej> -
Comodg = Zooijej, concluimos que
]

wWj = ZdBikBjk (1-6)

Seqgue que

> wiBjs = ;dﬁikﬁjkﬁjs
] B
= Z dBikdks = dBis, (1-7)
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onde 1< s< n. Finalmente, diferenciando exteriormentes) e usandoX-7), obtemos

dwy = ZdBij N dX;
J

= Z(ZﬁlkBkj)/\de
]
= Zwik/\zﬁkjdxj
= ZmAtmz—Zm(Awik

= Zkawki,

gue é a primeira equacao de estrutur2). Agora diferenciandol(-6) e usando X-7),
obtemos

dwyj = Zd(dﬁwA&ﬁ(—l)lgd&mdsjk
= ZdBjk/\dBik

_ Z{ (Z oo,-.B.k> A (zmsk)}
- Z (ooj. A Z%ZBlkBsk) :

Observe que,

ZBIkBsk: Js-
Assim,
dwy; = Wi A W
j Z < i Z s%BIkBsk)
= Z (wjl A Zwis5|s>
S
= Z(Ujl/\wilz—zwil/\wjl
= ZMA&IJ‘:Z&&A&M,
gue é a segunda equacéo de estrutlhd.( O

A ideia basica do método do referencial mével pode ser dasda seguinte
maneira.



1.1 Método do Referencial Mével 17

Sejax : M" — R™9 uma imersdo de uma variedade diferenciavel de dimenséo
n em um espaco Euclidiari®™9. E uma consequéncia do Teorema da Funcéo Inversa
que, para todg € M, existe uma vizinhangd C M de p tal que a restricda|y de
x aU é injetiva. Sejav C R™P uma vizinhanga de(p) em R""P de tal modo que
x(U) C V. AdmitamosV suficientemente pequeno para que exista um referenciallméve
{e1,...,en,ens1,...,601q} €MV com a propriedade que, quando restritos(le), os
vetoresey, ..., e, sejam tangentes (U ) e 0s vetores,,1,...,enq S€jam normais a
x(U). Um tal referencial é dito referencial adaptado a imerséo

A existéncia de um referencial adaptado pode ser provadegianse maneira.
SeV é suficientemente pequeno, existe um difeomorfigmdy/ — g(V) c R tal
quegox(U) é um aberto de uma subvariedade linear de dimensd®R"*9. Entéo,
existe um referencigfy, ..., fn, fny1, ..., faiq} adaptado gox(U) emg(V). Aimagem
inversa{g~1(f1),...,971(fniq) } de um tal referencial pode n&o ser ortonormal. Caso isto
ocorrer, usamos entéo o processo de ortonormalizacdo de-&rhmidt em cada ponto
deV. Observando que os vetores obtidos por este processotmdifirencialmente”com
os vetores dados, obteremos assimMemm referencial ortonormal adaptada(® ).

Em V estdo definidas as formas; do referencial{g} e as formas de
conexdowj que satisfazem as equacbes de estrutdrd) (e (1-3). A aplicacéo
x:U CM —V cR" induz formas diferenciaig”(uw), X" (wij) emU. Comox* co-
muta com a derivacao exterior e com o produto exterior, tainds enJ satisfazem as
equacoOes de estruturk-p) e (1-3). Observe que toda geometria métrica local da imersao
X esta contida nestas equac0es de estrutura, o que refletger Caniversal” d@R".

1.1.2 Lema de Cartan e a Unicidade das Formas de Conexao

Lema 1.2 (Cartan) Seja V espaco vetorial de dimenséo n. Segaim ..,y : V — R,

r < n, formas lineares de V linearmente independentes. Supquéaxistam formas
r

linearesBy,...,6, : V — R satisfazendo a seguinte condi¢cay:w A 6; = 0. Entéo,

6i =) ajw;, 1<ij<r aj=aj.
]

Prova Completemos as formas,...,wy, em uma baséwy,..., 6y, Wy 1,...,0n} de
V*, e escrevamos

6; :Za.-jooj+Zbi|oo|, r+1<I1<n.
J
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;
Observemos que a condig%wi A B; = 0 implica que
i=

r

0 = i;wi/\ei

r r n
= Zq/\(Za”ijr Z bi|00|>
i= =1 I=r+1
r r r n
= WA aiw+ ) WA i @y .
240 TR0 g b

I=r+1

Restringindo os indices, isto €, fazenido j, temos

> (@i _aji>(‘q/\w1+zbilwi Awy =0,
i<] P

ou seja,
Z(a‘j —aj)wAw;j =0 e anwi Awy =0.

i<) 1<
Comoux Aws, k< s, 1<k, s<n, sdo linearmente independentes, conclui-seague aj;
e by = 0. Portanto, com a condigéz w; A B =0, temos que
|

6i=> ajw;, 1<ij<r aj=aj.
]

Lema 1.3 Sejam M uma variedade RiemannianacM, e U C M uma vizinhanca
de p. Sejam g¢...,e, campos diferenciaveis de vetores em U c@me;j) = &; um
referencial movel em U. Sejamy,...,w, formas diferenciais em U definidas pela
condigaowi(ej) = & o coreferencial de{e}. Suponha que exista em U um conjunto
de 1-formas diferenciaisyj satisfazendo as condigoes:

Wj=-Wji e owj= waoq(j.

Entdo, um tal conjunto é unico.

Prova Suponhamos que exista um outro conjunto de formasom

W =-Ww; e d(x)j = Zwk/\mkj.
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Ent&o, temos que
Z(Uk/\mkj = dwj :Zwk/\wkj,

0 que implica que
Zka@j—Zkawkj:Q

isto é,
Zwk/\(mkj —uxj) =0.

Pelo Lema de Cartan,
= _ j j _pi
@xj —Wxj =) By, Byj=Bj.
|

Observe que
Oj—0xj = —Ojk — (—Wjk)

= —(0jk — wjk)
k
|

Entéo,

S Bl =0 —oxj = — 5 B

| |
e comow; sao linearmente independentes, temos que

j _ Rk
B = —Bji-
Usando as simetrias obtidas, concluimos que
k _ pl _ _pl_pi _pi _ _pk__pgk__
Bji = —Byi = —Bj = Bjx = Byj = —Bfj = —Bj =0,

Ou sejakj = Uxj. O

1.1.3 Subvariedades de um Espaco Euclidiano

Sejax: M" — R4 uma imersédo de uma variedade de dimens&on R4,
Sejap € M eU uma vizinhanga d@ emM na qual a restricag|y seja injetiva. Sej&
uma vizinhancga d&(p) emR"™ 9 de tal modo que(U) C V e que enV esteja definido
um referencial adaptades,...,en.q}. Pensaremos emcomo uma incluséo dé em
V c R™Y e usaremos a mesma notacdo para uma entidadé @ sua restricdo @.
Admitiremos esta convengdo sem maiores comentarios.
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Usaremos os seguintes tipos de indices:
1<ABC,...<n+q,

1<i,j,k...<n

n+1<a,By,...<n+q.

Dado o referencia{ea} emU, definimos o coreferencidlwa} e as formas de
conexaawas emV por

dx = ;wAeA, (1-8)

den = %wABe& (1-9)
As formaswa e wap satisfazem as equacdes de estrutura

dwa = gwwH%m (1-10)

duag = Z(UAC/\(*)CB- (1-11)

As restricdes das formasa, wag aU C V satisfazem ainda as equacogsl() e (1-11),
com arelagéo adicional, = 0, para toda. Esta Ultima relacéo provém do fato de que os
vetorese, sdo normais 8, e portanto, para todgpe U e todov = Zvia € TgM, tem-se

|

cmW%ﬂm<Zwa>:0

No que se segue sO usaremos formas restriths a
Comowy = 0, temos quelwy = 0.
Por outro lado,

dwy = g%A%a
= > WAy + ) WAWG
B 1

= ZmAmm
|

Portanto,X W A Wig = 0.
|
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Pelo Lema de Cartan,
Wiq = Zhﬁwj, hj = hji.
]

A forma quadratica definida por
=% wowe = hijwiw,
1 [N
€ chamada a segunda forma quadratica ol direcace, .

O espaco normal da imers&em p, p € M, e indicado poN,M, é 0 espago
gerado pelos vetores @9 que s&o normais @x,(T,M), para cadgp € M. Um campo
diferenciavel de vetores normais é uma aplicacdo difedg@atin : M — R4 com
n(p) € NpM, p€ M.

Dado um campo diferenciavel unitario de vetores normais) ¢ M — R"9 em uma
vizinhancal suficientemente pequena gepodemos escolher um referencial adaptado
{ea} emU de tal modo que,,; = n. A segunda forma quadrati¢d™! ¢ chamada a
segunda forma quadratica d@a direcda e indicada potl".

Vamos agora escrever as equacdet(@ e (1-11), separando as partes tangen-
ciais (indices, j,...) das partes normais (indicasp,...). Entao,

dooi:Zooj/\wji e dwa:ZwB/\wBa:O, (1-12)
] B
dwij:ZMCAﬁbj:ZMk/\Q&j‘FZQG/\%j, (1-13)
a
dwmzZoqc/\ubazzoqj/\wjﬁzumwga, (1-14)
] B
dwypg = Zwac/\wcsz Zw(xi/\wiﬁ‘i‘gway/\wyﬁ- (1-15)
|

Observe que a equacad-{3 é semelhante a equacdo de estrutura de um espaco
Euclidiano, com um termo de "correcao" dado por

D WAy =Qij e Qjj=-Qj.
a

Para esclarecer o significado das 2-fornfag, notemos que a imerséo
x: M" — R™Y determina uma métrica Riemanniaha) emM dado por

(V1,V2)p = (dXp(V1),dXp(V2)), PEM, vi,Vv2 € TpM,

onde o produto interno de segundo membro é o produto intesural doR"*9. A métrica
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Riemanniang , ) emM é chamada a métrica induzida porA métrica induzida e a
parte tangentée } do referencial determinam as formas donde as formadw;. Pela
unicidade, as formasjj ficam entao inteiramente determinadas, 0 mesmo se verifiaa pa
as formas

Qij = duy; —Zwik/\wky

Portanto, a matriz anti-simétrica de 2-forn{&k;) depende apenas da métrica induzida
e da escolha do referencial.

Isto sugere que a matriXjj) € uma espécie de medida de quanto a métrica
induzida deixa de ser euclidiangQij) € chamada formas de curvatura no referencial

{e}.

Observe que skI" = R", Q;; = 0. Além disto, s&: M2 — R3, temos que

2
Q2 = dwpp— Zwlkle(z
K=1

= —Kw1 AWy,

0 que mostra quéQ;j) generaliza a nogéo de curvatura Gaussiana de uma superficie
Lembrando que a definicdo de curvatura Gaussiana de umdisigg®em p € dada por

K= det(deg,)p = A1A2 = hythoo — (hlz)z.
De fato, calculanddwy», temos
dowr2 = w13 A g2,

sendo qued 3 = h110 + h120p € w3 = houy + oo,
Substituindo,

dwiz = (h1101 +hg202) A (—h210y — hooty)
= —hi1hoiom A w1 — hy1h22001 A 6 — ha2hoi00p A 01 — hy2hzoep Aoy
= —hyihooom A 6 + h12hpie A o
= —hyahpotr A 0 + (h12) %00 A Gy
= —{huhyo— (h2)*twn Ay
= —Kwi Awp.

Como hjj € a matriz simeétrica, concluimos que a diferencial da apdicanormal de
Gauss é uma aplicacéo linear auto-adjunta. Por um resuli@ddgebra Linear, segue
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gue os autovaloresA1, —A2 SA0 nUMeros reais, e 0s vetores proprios sdo ortogonais.

Para associar um significado geomeétrico a matriz das forreasudvatura,
precisamos verificar como elas variam com a mudanca da pagerite do referencial
{a}. A parte normale,} do referencial ndo afeta as form@g. Sera conveniente usar
a seguinte notacao matricial.

As matrizes das formas;j e Q;j; seréo indicadas p&¥ e Q, respectivamente, e
0 vetor coluna das formas, porw. As equacdes de estrututa12) e (1-13) podem ser
escritas como

do = WAW,
dW = WAW-+Q.

Uma mudanca na parte tangedi} do referencial serd dada per= ZUijéj, onde
]

(uij) = U € uma matriz de funcbes diferenciaveis Bmalém dissol € ortogonal, isto
é,UU* = identidade, ond¥& * indica a matriz transposta tie

Lema 1.4 Por uma mudanca do referencial tangefigg} dada por ¢= Z Uij &), a matriz
]

das formas de conexao W é dada por
W = dUuU*4+UWU*, (1-16)
e a matriz das formas de curvatu€aé dada por
Q = UQu*, (1-17)

onde a barra indica a entidade correspondente no referér{@g-.
Prova De g = Uijej decorre quey =  Uij@j, isto €, =Uw o que implica que
] ]

W= U*w. Portanto,

dw = dUA®+Udw
= dUA®+UWAD)
= dUA(U'w)+UWAU w)
= dUU*Aw+UWAU*w
= dUU*A0+UWU Aw
= (dUU*+UWU") Aw.
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Por outro ladodw =W A w.
Pelo Lema da Unicidade, temos

(dUU* +UWU) Aw=dw=W A w,

0 que implica que.
W = dUU* + UWU*,

0 que demonstrdl(16).
Agora observe quaUU* = —U (dU)*.
CalculemosV AW e dW, obteremos

WAW

(dUU* +UWU*) A (dUU* +UWU¥)

(dUU* +UWU*) A (—U (dU)* +UWU*)

dUU* A (—U (dU)*) +dUU* AUWU* +UWU* A (—U (dU)*) +

+ UWU* AUWU*

—dUU*U A (dU)* +dUU*U AWU* —UWU*U A (dU)* +UWU*U AWU*
—dU A (dU)* +dU AWU* —UW A (dU)* + UW AWU™,

e comoW = dUU* + UWU* = —U(dU)* + UWU*, entdo derivando exteriormente,
obtemos
dW = —dU A (dU)* +dU AWU* +UdWU* —UW A (dU)*.

Portanto,
Q = dW-WAW
= UdwuU" —UWAWU*
= U(dWU* —WAWU*)
= U(dW-WAW)U*
= UQuU*,
0 que demonstral¢l17). O

Decorre do Lema anterior que, fixage M, quando mudamos o referencial tan-
gente{e }, a matriz das formagQjj) o) muda como a matriz de uma transformagcao linear
em TpM. Portanto, fixados dois vetoré§Y € T,M, a matriz numéricg (Qij)p(X,Y)}
representa uma transformacéo linearkM, que indicaremos pgRxy)p : TpM — TpM,
gue é chamado operador curvatura da métrica induzida, edquaapende do referencial
tangente.
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Passaremos a analisar as equachdd) e escrevendo-as na forma
dwO(B = ZwaonayB+QaB,
v

onde
Qup = Zwai/\(%: _Z(*)Bi/\wia = —Qgpq,
| |

vemos que elas possuem uma certa analogia formal com asbegude estrutura de um
espaco Euclidiano com um termo de "correc&tyg. Por um raciocinio analogo ao do
Lema anterior, verificaremos que a matriz de forrfiags) = W+ e a matriz de formas
(Qqp) = Q' se transformam, por uma mudanca da parte nof@gl do referencial, de
modo semelhante as formése Q, respectivamente. Por esta razao, chamarempss
formas da conexao normakg,g as formas da curvatura normal.

Quando fixamosp € M e dois vetoreX,Y € T,M, a matriz{(Qqg)p(X,Y)}
determina uma transformagé&o liné&)p : NpM — NpM. Ry, € chamado operador de

curvatura normal da imers&o

Como no caso de superficies, as formaspossuem a seguinte interpretacao
geomeétrica.

SejamX um campo diferenciavel de vetores tangentesMnY € T,M e seja
aindaa : (—€,€) — M uma curva diferenciavel com(0) = p ea’(0) =Y. Definamos

PPN dX
(OyX)p = projecdo sobre T,M de (E) :
t=0
ondet € o parametro da cun

Vamos mostrar quely Xs6 depende da métrica induzida &hpor X.

Para isto, escolhamos um referencial adaptadd em uma vizinhancdl ¢ M
e escrevamoX = ina, ondex; séo funcdes diferenciaveis éin Como
|

dX d

. o) 5By, o, 08
(3] g e
dx; 0 0
= ;d—tjej—f-lzxi;wij (a)eﬁlngwm(a)ea,
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temos que

= > {dxj (V) + > wj (Y)N}ej
J I
0 que mostra quily X so depende das;j e, portanto, da métrica induzida.

(OyX)p € chamada de derivada covariante do canipgegundo o vetoY no
pontop. SeX = g, temos quéﬂ% = ‘é—?, entéo(Uye)p = %—? =dq(Y), e

(Ove,e)) = (da(Y),e) = wij(Y),

0 que fornece um interpretacdo geométrica das formas dex@ouo® em termos da
derivagao covariante.

Uma interpretacé@o analoga pode ser feita as formas de aonex@alwgg.

De fato, sejanm um campo diferenciavel de vetores normaisdray € ToM. A
derivada covariante norma]];n)p den em relacdo & no pontop é a projecdo sobre o
complemento ortogon&,M de T,M da derivada usuaé%—?)tio. Como anteriormentg,
é o parametro de uma curva diferenciavel(—¢,€) — M, coma(0) = pea’(0) =y. De
maneira analoga a anterior, escolhamos um referenciatamta{es} € uma vizinhanca
U C M e escrevamog = 2 Na€q, ONdenq sao funcdes diferenciaveis i Como

a

w = alge)
=2 d;'t"eﬁgnacg—?
%%%+Zna%%s(%)eﬁ+gn02m (%)a,
temos que

(D)%rl)p = %(WJFX%B (E) ﬂa)ep,

— % (dr]B(y) + Zwas(y)na) e
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isto é,D?n depende apenas das fornasg.
A interpretagdo geométrica das formag € obtida observando que, ise= 4, temos

d
(Oyeu ) = <def,eg>

= (dex(y),ep)
= Wup(Y)-

Finalmente, observe que as equacoes
Qij = 5 Wa AWaj, Qap =) Wai AW,
a |
relacionam as formas de curvatura da métrica induzida eramfode curvatura normal
com as segundas formas quadraticas de imerséo da seguimggana

Sabemos que
o= hwj, h=h
]

e a segunda forma quadratica é dada por
=D Witka =y hjwioy.
[ N
Ent&o, temos que
Wig = Zhﬁ‘(wk e Wgj = —Wjg = Zhﬁ’icq.
Assim, obtemos que

Qij = ) o Awyj
0]

- gz ()

- —Z(Zh (JL)(/\Zh”cq)

_ Z(Zh (q/\Zh,k(,q(>

_ gk{ hSh )}wmm( (1-18)
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Qop = ( hiﬁk/\zhulﬁ)I)
_ Z{z h&hf — P he) }wk/\cq. (1-19)

As equacbesl(18) e (1-19 sao chamadas as equacgdes de Gauss e as equacoes de Ricci,
respectivamente. As equacoésld) sdo chamadas de equactes de Codazzi.

Isto tudo € como se a geometria da imers&e decompusesse em duas, uma geometria
tangente e uma geometria normal, ligadas pelas segundaadajuadraticas, isto €,

nas formaswog. As equacoes de Codazzi exprimem as diferenciais das sagfominas
guadraticas em termos das formag, da conexao tangente e da conexao normal.

1.1.4 Variedades Riemannianas

As equag0Oes de estrutura relativas a uma métrica induzidarpa imerséo, a
saber,

dwy = Z wj A Wi, (2-20)
J

nos sugerem a possibilidade de desenvolver o método demefat movel para uma
variedade Riemanniand". Desta forma, considerp € M um ponto deM eU C M
uma vizinhanga d@ emM, onde seja possivel definir campos diferenciaveis de \&tore
€1,...,6n tais que(e,ej) = &j. O conjunto{g}, 1 <i < n, sera o referencial erd.
Sejaw formas diferenciais ertd definidas porwi(ej) = &jj o coreferencial associado
a{e}. Vimos no Lema da Unicidade que se existirem formas diféaésay; = —wji
satisfazendol(-20), elas estaréo inteiramente determinadas. O que garamtaigdiormas
existem a partir da métrica Riemannianavl& o contetdo do lema seguinte.

Lema 1.5 (Levi-Civita) Escolhido um referencialg} em um aberto U= M de uma
variedade Riemanniana M existe em U um (Unico) conjunto dads diferenciaisu;
que sdo anti-simeétrica@ij = —wji) e satisfazemi(-20).

Prova Facamosiwj (e, &) = Aﬂ<I isto e,

dwj = ZAlj(iwk/\wi? A= —Al

k<l
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Queremos determinar fungd@, = —C}, tais que as formas diferenciais
o = Y Gy (1-21)
|
satisfazemX-20). Se tais funcdes existirem, teremos

S AkoxAer = doy
|

k<

= Zwk/\wkj

= Zoq(/\ (Zchwi>

=3 (cj(j —Ch)ook/\ooi.

k<l

Igualando os coeficientes de termos correspondentes nagd&sguacima, temos

. L
A = Cy—GCi,
) o
AIJ = C.L_ Ijk7
A = Ci—Cj.

Adicionando membro a membro, temos que
j k i i k ' i ' k

0 que implica a condicdo necessaria para a existénci@fg}mﬁda por

Cij = % (Alj<i+Aikj +ALJ')-

Definindon( j pela equacao anterior e as formag por (1-21), assim elas satisfazem as
condicoes pedidas. O

As formaswij séo chamadas de formas de conexaMdeo referenciafe }. O
interesse geométrico das formas de conexdo é que elas grerohéfinir uma nocao de
derivacéo para campos de vetoresMm
Observe que em uma variedade diferenciavel, podemos ddéumades, porém nao
campos de vetores. O contetudo do Leind e a proposicdo seguinte é que em uma
variedade Riemanniana uma tal derivacao é bem definida.
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Proposicédo 1.6Sejam X e Y campos diferenciaveis de vetores em uma variedade
Riemanniana M e sejge} um referencial em um aberto & M. Suponhamos que
Y = vyig e fagamos

2

OxY =% {dyu (X)+ > wj(X)yi } €. (1-22)
] ]

Entdo,0xY néo dependente do referencigl} e, portanto, esta globalmente definido em
M.

A prova desta Proposi¢cao encontra-se 8mn [

[xY é chamada de derivada covariantelem relacdo aX. A proposicéo
seguinte garante que a derivada covariante € uma derivagiteqn as mesmas pro-
priedades da derivada covariante das superficieREm

Proposicéo 1.7 Sejam XY, Z campos de vetores diferenciaveis em My funcdes dife-
renciaveis em M e & sao numeros reais. Entéo,

Oix4gzY = fOxY 4+ g0zY,

Dx(aY—l— bZ) =allxY +blxZ,

Ox (fY) = fOxY +X(f)Y,

(OxY,Z) +{Y,0xZ) = X({Y,Z)),

Se pc M, (OxY)(p) s6 depende do valor de X no ponto p e dos valores de Y ao
longo de uma curva parametrizada (—¢,€) — M, coma(0) = p ea’(0) = X(p).

a s wbde

A prova desta proposicdo segue da definicdo na Propodi¢ada equacao

(1-22).
Observe que a derivacao covariante permite uma intergietggométrica das
formas de conexao. Com efeito, deZ2), temos

OxY = Z{dy, +an }ej, Y=>yvye.
|
Entao,
Oxe =3 > wj(X)e
[
e assim

(Oxer,e) =5 > wij(X)(a,ej).
[

Portantowij (&) = (Ue &, €j).
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Convém estender a nogcdo de derivada covariante para canepestares
definidos ao longo de uma curva parametrizadda, b) — M da seguinte maneira.

Um campo diferenciavel de vetores ao longadé& uma correspondéncia que a
cadat € (a,b) associa um vetor(t) € Ty )M de tal modo que escolhendo um referencial
{e} em torno dex(t), as funcdey;(t) dadas pol (t) = Zyi (t)e sejam diferenciaveis.

|

E claro que esta condi¢&o ndo depende do referencial esoolhi

Observe que
Dy dy; _ o0\ | .

DY
aa(3)Y W = gr

_ dy ier (9 y L
- z{ajtlzq 0 (a)y.}e,,
estd bem definida, e é chamada derivada covarianteatddongo deo.

Um campoY ao longo dea é dito paralelo sext = 0. Uma curvao € uma

geodésica se 0 seu campo de vetores tangentes (que é um carnpma dea) é

; 4D da __
paralelo, isto g - ‘g = 0.

A condigdo para que o campdt) = Zyi (t)g seja paralelo é
|

dy; % 0 .
= 4+ z =)y = <j<n.
at I0((Ju)ij<a,[)y. 0, 1<j<n
E o0 equivalente a um sistema de equagdes diferenciaisdmeany; (t).

Passemos agora a introducdo da curvatura em uma variedadermiiana.
Definimos

Qij:dwij—gwik/\wkj- (1-23)

As formasQ;j séo chamadas formas de curvaturdvieo referenciafe }.
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O significado geométrico de tais formas é analogo ao das fofljada secao
anterior, a saber, para cada pomt& M e cada par de vetores,Y € To;M a matriz
{(Qij)p(X,Y)} é amatriz de uma aplicagéo linear

Rxy € o operador de curvatura dé¢. Como Qj; = —Qji e Q;; € uma forma bilinear
alternada, temos as seguintes identidades para o opedandtura: SX,Y,Z, T sao
campos diferenciaveis de vetores Bmentéo

(RxyZ,T) = —(RyxZ,T), (1-24)
(RxvZ,T) = —(RxvT,Z). (1-25)

Derivando exteriormente a equa¢&@0 obtemos

d(dwi) = d(ZwKAfw;)

= Z(duk)Aoq(ﬁ(—l)ngAd%

- Z <ch Awik) Noxj— > o Ada;

= .Zwi/\ (Zwik/\wkj> —Zwi A doyj
g o)

= — z i A Qjj.
|
Comod(dwy) = 0, entéo
Z wi A Qjj = 0. (1-26)
|

Esta ultima equacéo € a primeira identidade de Bianchi.

Em termos do operador curvatura, ela se deduz da seguin&raia®eX,Y,Z
sdo campos diferenciaveis de vetoredeentdo, para todo & j <n,



1.1 Método do Referencial Mével 33

0 = zooiAQij(XYZ)
_ Z{‘*" )Qii (Y, Z) + 05 (Y)Qij (Z,X) + o3 (Z2) Qi (X,Y) }

= <RYZX +RzxY +RxyZ, €j)
donde
RyzX 4+ RzxY +RxyZ = 0. (1-27)
Assim como foi obtido 1-27) a partir de {-26), podemos obter

(RxvyZ+RyzX+RzxY, T) = 0,

isto &,
<nyZ,T>—|—<Rsz,T>—|—<szY T) = O,
<Rsz,X>+<RZTY,X>—|—<RTYz X> = O,
(RzTX,Y) +(RrxZ,Y) + (RxzT,Y) = 0,
(RrxY,Z) + (RxyT,Z) +(Ry7X,Z) = O.

Somando as equacdes acima e usando as equdc@dse((1-25), obtemos
(RexT,Y) = (RryZ,X). (1-28)
Derivando exteriormentel{23), temos

0 = dQj —d(d(x)u)—l—d (Zwik/\wkj>

= dQjj +Zdwik/\w,<j+(—l)goqk/\dwkj

= dQ; +Z (zu)is/\%k+§2ik) /\wkj—ZwikA <Zwkl/\wlj +ij>
S

= inj—}-ZQik/\wkj—Z/\ij, (1-29)
i

e é chamada segunda identidade de Bianchi.
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Como as forma®)j; séo formas de grau dois, elas podem ser escritas como
1
Qij = —égRijkI(ﬂ(/\wl-

As fungdesR j sdo chamadas componentes do tensor curvatuvi de
Observe que

(Ree(8),8)) = Qji(e. @)
= _:_ZLZRjistws/\wt(aoa)
S
= Riu
= (Ree (&), ).

As formas de curvatura permitem definir varios tipos de durgaemM, sendo a mais
importante a curvatura que passaremos a introduzir.

Sejam C ToM um subespaco de dimensao dois do espaco tangghitele M
em p € M. Escolhamos um referencial ortonormay,...,e,} em uma vizinhanca dp
de tal modo quey, e, geramrt Vamos mostrar que o nime(Q12)p(e1, &) dependem
apenas do subesparno

Para isto, sejd®y,...,e,} outro referencial em torno de de modo qués;, &
ainda gerenm Entao,

8 => Uujg;
]

ondeU = (ujj) € da forma

com
A— cod serd ol A —ser® cod
—serf cod codH serd

dependendo da orientacao@ee, relativamente &1, e2. Pelo Lemal.4,

Qij = Zuikﬁklujl ,
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donde

Qi = gulkUZIﬁkl

]

= +(cos8Q1,—sertoQy1)
= +(cos8Q12+ serfbQ1)
— +(co$8+serf)Qio = +Q1o,

onde o sinal depende da orientacdo. Como

Quo(er, &) = +Qio(er,e)
= Qi(81,&),

qualquer que seja a orientagdo adotada, segu€g(e;, e>) s depende do subespaco
1. O numero

Kp(T) = —(Qi2)p(er,€)
= ((Rewe;)p(€1), €2),

€ chamado de curvatura seccionaMiem p segundat.

Agora vamos obter a expressao da curvatura seccional erngeloroperador de
curvatura. Para isso, tomemos dois vetores linearmengpamtlenteX,Y ¢ mcC T,M e
um referencial ortonormdle } tal quees, e, geremrt. Entdo, podemos escrever

X = X161 + X262 € Y =yi1€1 +Y26.
Pela linearidade e pelas relacdes de simetri24j e (1-25), temos

(RxyX,Y) = (Ruqertxoe yrer+yse (X181 +X2€2), Y1€1 + Y2€2)

(

(X1y2 —X2y1) (Reje, (X181 + X2€2), y1€1 + Y2€2)
= (X1y2 — X2Y1)(Rues +x0e0 y1e1-+y26,€1, €2)

(Xay2 — X2y1)*(Reye, €1, €2) = (A(X,Y))?K (1),

ondeA(X,Y) é a area do paralelogramo formado poY¥. Portanto,

(RxyX,Y)

MW = XY

(1-30)
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Dizemos que uma variedade Riemannikhd isotrépica enp € M se todas as curvaturas
seccionais enp tem o0 mesmo valor, isto &, $g (1) ndo depende deC TpoM.

Proposi¢céo 1.8Seja M uma variedade Riemanniana, p um ponto de Nigé um
referencial em uma vizinhanca de p. Entdo, M é isotrépica esa @ s6 se

Qij = —Kpwy Aw;j. (1-31)

Prova SejamX = ine. eY = zyia dois vetores linearmente independented gd.
| |

Pela linearidade,

<RXYX7Y> = <Rz,x.a,z]yjej ZxkemZYIQ>

= Z (Ree; &, €)X YjXYi
i7J? 7|

= Rijki XiYjX Yk-
i7J? 7|

Por outro lado,
(AX,Y))Z = [X[AIY[P=(X.Y)
= <zxixk6ik> (wa%) - (inyjéij> (X1 ki)
I’ ]’ I7J
= z ik Oji Xi XYY — Z Oij Ok XY XYl
i,k i),k

= z (BikOji — 8ij Ol ) Xi Y X -
i1,k
Suponhamos qué seja isotropica erp, isto €, para todX,Y € TpM, temos
(RxyX,Y) = Kp(A(X,Y))?,

ou seja,

Rijki XYjXy = Kp{ % (Bikdj1 — &ij Okl )XY XV },
i,], ,l ivJ? vl

para todoX,Y. Conclui-se que, para todoj, kI,

Rijk = Kp(dikdji —8ijdui), (1-32)
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e portanto,
Qij = —%gRi,j,k,l(Uk/\wl
= —Kpg(5ik5j| — 0jj Ok ) ik A Wy
= —pr’i A Wj.
Revertendo 0s passos, provaremos a reciproca. O

Uma variedade Riemanniadatem curvatura seccional constanteksgr) néo
depende d@ e dett

O resultado seguinte mostra quedseM > 3, a isotropia dé& em todos os seus
pontos implica que a curvatura e é constante.

Teorema 1.9 (Schur) Seja M' uma variedade Riemanniana conexa; 8. Suponha que
M é isotrépica para todo g M. Entdo, M tem curvatura seccional constante.

Prova Derivando exteriormente a relacéie 1), obtemos
dQjj = —dKpwy A wj — Kpdwy A wj + Kpuy A dw;.
Por outro lado, a segunda identidade de Bianchi, temos

dQj; = —ZQik/\wkj—f‘Zwik/\ij
= Z(Kp(ﬁ/\W)A“’KJ_ZMkA(KpW/\wJ‘)
= pri/\Zwk/\m(j—Kp<Zwk/\wki>/\wj
Para toda, j, temos

—dKpoy A wj — Kpdwy A wj +Kpuwy Adwj = dQjj

Logo,
dKpwy Aw;j =0,

e portantodK, = 0 emM. ComoM é conexaK ndo depende de. O
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Agora mencionaremos que, d& é orientada, an-forma diferenciavel
w1 A--- Ay =N ndo depende da escolha do referen¢&}, contanto que tomemos
sempre referenciais na orientagcadWieCom feito, o valor de) nos vetores; = Z aijj e,

]

1<i,j <n, édada por

(LA Awn) <Za1je]',...,zanje]'> = det(aj)wiA---Awn(er,...,en)
] ]
= det(ajj)

gue é igual ao volume do paralelepipedo formado pelos \&twientados;. A forman
€ portanto globalmente definida e € chamada de forma volurive de

1.1.5 Tensores em Variedades Riemannianas

SejaM" variedade Riemanniana. Um tensor de ordemm M é uma cor-
respondénci& que a cada pontp € M associa uma formalinear

r

Um tensorF é diferenciavel enp € M se escolhido um referenciég }, 1 <i <n, em
uma vizinhan¢& dep, as fun¢des,,...i dadas por

Fo(&y,---.8,) = Figipir (), 1<iq,...,ir <n, ge U,

sao diferenciaveis em Observe que esta condicdo ndo depende da escolha doce&feren
{e}. F é diferenciavel enM se é diferenciavel para togoc M. As fungbes,j,...;, S840
chamadas de componentes do tensor no referefeial

De agora em diante sO consideraremos tensores difereisgipgeconveniéncia
omitiremos o adjetivo diferenciavel.

O tensor curvatur® emM que faz corresponder a caga M e cada conjunto
de quatro vetoreX,Y,Z, T € T,M o valor

Ro(X,Y,Z,T) = (Rz1X,Y),
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€ um tensor de ordem quatro e suas componentes em um red¢fencsdo dadas por

Rp(e,€j,6.8) = Riju-

Observe que todieforma diferenciako emM é automaticamente um tensor de ordem
emM.

E possivel definir a no¢do de tensor em uma variedade diféxahsem es-
trutura Riemanniana mas, neste caso é necessario distogytensores covariantes dos
contravariantes (que poderiamos definir utilizando o dealgM). No nosso caso é
desnecessario, pois a métrica Riemanniana faz correspamadela campo diferenciavel
w dada por

wp(Y) = (X,Y)p, para todo pcM e todo Y € TyM.

Segundo a definicdo adotada, um campo diferenciavel deegd@ um tensor de ordem
1 que faz corresponder a togee M e todoY € TpM o valor (X,Y) .

Em uma variedade Riemanniana, é possivel estender a nocdidedencial
covariante a tensores de ordemSejaF um tensor de ordemn em uma variedade
Riemannian". Sejap € M e {g} um referencial ortonormal em uma vizinhangale
p. A diferencial covariantélF é um tensor de ordem+ 1 definido da seguinte maneira:
as componentes

F'l"'ir;j = DF(617327"-7amej>7 1§i17"'7il’7j Sna

deOF no referencial g } sdo dadas por
> Firciesj @) = AR + 3 Fjigei Wjiy + ) Figjoie Wi+ 4 ) By Wiy, (1-33)
] ] ] ]

ondeF;,..,;, indica as componentes éeno referenciafe }.
Observe que a definicdo acima n&o depende da escolha dmoiéfe }. Sendo assim,
como a formula obtida é frequetemente Gtil para o calculaiéevamos explicita-la

DF(XJ.?"'ervY) = dF<X177XI’>(Y)_F(DYX177Xr)_
— F(X,OyXa.. ., %) — - = F(Xg,..., Oy Xr).

A nocéo de derivada covariante se obtém a partir da nocao rdedk covariante da
maneira usual. Mais explicitamente, defini-se a derivadartante de um tensdf em
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relacdo a uma campo diferenciavel de vetofesomo sendo o tensadrxF de mesma
ordem qud~ dado por

DXF(X].?"WXI’) = DF(X].:?xr?X)

A derivagao covariante de tensores permite estender &slaaies Riemannianas
certos operadores diferenciais, como laplaciano, diveigé etc., de uso frequente no
R". Passaremos a expor alguns destes operadores.

Sejaf : M — R uma funcao diferenciavel em uma variedade Riemanrvar@
gradiente dé € um campo vetorial gréfdemM definido por

para todop € M e todo X € T,M. Em outras palavras, gr&dé o dual na métrica
Riemanniana da formaf.

Considerando um referenciéd } em um abertdJ C M, podemos escrever, em
u,df= Z fiwy. A funcéof; é chamada a derivada dena direcéag. E imediato que, em
I

U,
gradf = IZ fig.
A diferencial covariante dd f é dado por
O(df) = fijoyw,
1]
onde,
Z fijw, = dfi+z fjwji.
] ]

A forma bilinearJ(d f) é chamada o hessiano fi@ma métrica déJ. O traco desta forma
bilinear, isto é, a funcdo eM dada por

fi = Af
IZ i

€ chamada o laplaciano deObserve que no caso em gde= R", hessiano e laplaciano
coincidem com os conceitos @'. As funcdes enM para os quaidf = 0 sdo chamadas
harménicas.
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A partir de agora podemos falar em diferenciabilidade,vdeéo covariante,
hessiano, laplaciano.

1.1.6 Imersdes Riemannianas

Sejam M" uma variedade Riemannianaxe M" — M™ uma imersdo de
M em uma variedade RiemanniaWa Diremos quex € uma imerséo isométrica (ou
Riemanniana) se

(Vi,V2)p = (dX(v1),dX(V2))x(p);

para todo pontg € M e todo pawy,v, € ToM. Em outras palavrag, € isométrica se a
métrica induzida coincide com a métrica original.

Dado um pontg € M, escolheremos uma vizinhangaC M de p tal quex|y
seja injetiva. Sej% C M uma vizinhanca de&(p) emM tal queV D x(U) e que enV
seja possivel definir um referencial ortonormal adaptadde}, 1 < A< n+q, isto &,
restritos ax(U ) os vetorese, ..., &, sejam tangentesxU) e 0S vetore®n,1,...,6n4q
sejam normais &(U). Faremos a convengdo usual de identifidar M comx(U) C M,
e usaremos 0s seguintes dominios para os indices:

1<i,j,...<n,
n+1<a,B,...<n+q,
1<AB,...<n+aq.

O espago tangenigM deM emp se decompde em uma soma difgshl = ToM & NpM,
onde identificamoslxy(TpM) ~ TpM e denotamos paNpM o complemento ortogonal
de ToM em TpM. NpM serd chamado de espaco normal da imekséim p. Um campo
normaln € uma correspondéncia que a cgma M associa um veton(p) € N,M de
tal modo que para todo referencial adaptado em uma viziaharg M de p emV, as
funcdesny dadas pon = Znaea sejam diferenciaveis em

]

EmV temos as formama, wap que satisfazem as equacgdes de estrutura
doa = g wWB A\ WBA,

_ _ 1 _
dwap = ZwAC/\(*bB"r‘QAB, QAB=—§§RABCDOOC/\COD-
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As restricOes destas formas &inC V satisfazem as mesmas equacdes de estrutura e,
como o referencial é adaptadg = 0. Decorre dai que

0 = doxy =7} WA,
|

e pelo Lema de Cartan,

Xh wj, hj = hii.
A forma quadrétical ® 2 hIJ ww; € a segunda forma quadraticaxdea direcace,.

Sejan um campo unitario normal em. E possivel escolher a parte normal do
referencial{e, } emU de modo que, 1 =nemuU. 11" =111 é entdo chamada segunda
forma quadrética de na direcaa). Para mostrar que a definicdo ndo depende da escolha
do referencial, seja : (—€,€) — U uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
coma(0) = p. Fazenda'(0) = v, e escolhendo a parte tangente do referencial de modo

quea’(v) = e, teremos
= < 00in+100i> e)

(D8, ent1)wi(er)

( ):n), (1-34)

isto é,l1 B(v) é a componente segungalo vetor curvatura geodésica éinde uma curva
passando pop com vetor tangente Portanto)| " ndo depende da escolha do referencial
e esta globalmente definida.

A transformacéo linear auto-adjunta diyM associada a forma quadratidd
emTpM sera indicada por

—AL: T,M — ToM.
Como(v,n) =0, sev € TpM, teremos, usandd {34,

(AAV),v) = —113(v)
= (Oyn,V).
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As vezes é conveniente usar a aplicaco biliBeaF,M x T,M — NpM dada por

Em termos de um referencial local adaptagl@é dada por

B(X,Y) = z(zhﬁm(X)w,-(Y)>ea,
a \ 1]

0 que mostra quB é uma aplicacao bilinear simétrica. O tracoBlem p, isto &,

1> hi |ex = nHp
o |

da origem a um vetor normél, chamado de vetor curvatura media pnrma imerséo
X:M — M é minima séHd = 0.

Separando as equac0Oes de estrutura nas partes tangenoarsags, obtemos

dm:ZwJ/\in e dwa:%cog/\wsazo, (1-35)
]
dwij:;wik/\(*kj‘i‘gwia/\waj‘i‘ﬁij, (1-36)
dwig = Zwij N Qjg + %wiB/\wBa "’ﬁia, (1-37)
]
dwgg = Zw‘“ A g+ ;%VA%JFEGB. (1-38)
|

As formaswij s6 depende da métrica Riemannian®/de da parte tangente do referencial
{&}. Por outro lado, as formas,g determinam uma derivagao covariante para campos
de vetores normais, definida da maneira usuake&aé é um referencial local adaptado,
X é um campo de vetores tangentdd @ & = zfiaeq € um campo de vetores normais a

a

M, entdo o campo normal

Ox =Y {dEa(X> + Z%G(X)EB} €,
B

a

nao depende do referencial escolhido. As formgg sdo formas de conexao normal e
Oy € a derivada covariante normal em relagdo ao campo tangente

EstendendX e & a campos vetoriais dd, podemos calculdly&, ondely é a
derivada covariante eM, da seguinte maneira
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OxE = ;{dEA<x>+ngA<x>aB}eA
- g {0 Soine) ey (Soue)

= OxE+Y <zw&<><>zs)a
AN

Portanto,Jx& € a componente normal déx&. Observe quélxé ndo depende das
extensdes consideradas. SO depende dos valodeg §eemM.

Analogamente se verifica qigY é a componente tangente dgY, ondeX,Y
sao campos de vetores tangentedvm

As formasdwjj — Zwik A uxj = Qjj sdo as formas de curvatura da metrica
Riemanniana dbl. As formasdow,g — Z Way Awyg = Qqp S30 as formas de curvatura nor-
y

mal da imers&o. Elas determinam um operador de curvatunaahtRy ) : NoM — NpM,
para todo par de vetore§Y < T,M.

Da equacédol(-36) decorre que o tensor curvaturg, de M esta relacionado
com as componenté@;y do tensor curvatura dd por

1
—égRijmoq(/\oq = Qjj
= d(k)]j-%(ﬁk/\(kl(j

= Zwia/\w(xj‘f’ﬁij

— 2;( h o ))um(/\(q—%gﬁijklwk/\wl,

ou seja,

Rik = Rijn — Y (hiihji —hihj), (1-39)

a

gue é chamada a equacéao de Gauss. Pela linearidade, tensosquazdo de Gauss pode
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ser escrita como
(Rxv(2),T) = (Rxv(2),T)—{(B(X,T),B(Y,Z)) — (B(X,2),B(Y,T))},
paratodaoX,Y,Z, T € TpM, ou seja, em termos de curvaturas seccionais
KOX,Y) = KX,Y)+{(B(X,X),B(Y.Y)) = (B(X,Y))?},
ondeK(X,Y) é a curvatura seccional do plano geradoy@Y.

Analogamente da equacab-88) decorre que

1
—5 D Rapijd A0y = Qqp
1]
= dwaB—Zway/\wyB
Y

= Zw(xk/\(q(g—l—ﬁas
— 12 hehl — S hapt cq/\w-—}zﬁa--wmw-
2I,j Z kj' ki Z ki' 'k j ] 2I,j Bij j
ou seja,
Rogij = Z(hﬁ(th_hﬁ’(th)“"ﬁaBija (1-40)
[o]

gue é chamada a equacao de Ricci. Usando a linearidade, psésarever a equacéo de
Ricci na forma

(ReyE,n) = ((ARAT — AVAR)(X),Y) + (RxvE,n)
= —([AS, AMX,Y) + (RxvE,n),

para todoX,Y € TyM e todog,n € NpM, onde indicamogAS AN — ATAS) = (A A,
Observe que séVM tem curvatura constanteR,g; = O para todoa,p,i,j donde
(Rxy&,n) = 0. Portanto,

(ReyEom) = —(ASATXY).

Observe quéAE,AB] =0, isto é,AE, e A} comutam se e s6 se existe uma baseTgh
gue diagonaliza simultaneamem%eAB. Decorre dai a seguinte proposicao.
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Proposicdo 1.10Seja x: M — M uma imersdo isométrica em uma variedade
RiemannianaM de curvatura constante. Entdo é possivel diagonalizarukanea-
mente todas as segundas formas quadraticas da imerséo x @mpoato pc M se e
somente se a curvatura normal da imerséo € identicamente zer

Uma imersdo: M — M é geodésica erp € M sell ] = 0 para toda) € NpM.
A imersao é totalmente geodésica se ela € geodésica em totiogee M. A razdo desta
terminologia € dada na proposic¢ao seguinte.

Proposicédo 1.11Uma imersdo x M — M é geodésica em @ M se e somente se toda
geodésicy de M partindo de p é geodésica Neem p.

Prova Suponhamos que é geodésica erp e parametrizemog pelo comprimento de
arcos, comy(0) = p. Seja{ea} um referencial adaptado em uma vizinhangapdde
modo quee; = Y(s). Entéo, para todg € NpM,

= 0 (1-41)

= (OyY(0),&)
= 0, (1-42)

para todog € T,M. Decorre de 1-41) e (1-42 queﬁwo)\/(s) =0 emp, isto &,y é
geodésica erM emp.

Reciprocamente, suponhamos que toda geodgsied partindo dep é geodésica del
em p. Sejav € T,M um vetor unitario e sejg uma geodesica del parametrizada pelo
comprimento de arco tal qu€0) = pey(0) =v.

Comoy é geodésica del emp, por (1-41), temos

para toda) € NpM. Portanto, para todec TpM, Il 0 =0, isto éx é geodésica em.
0



CAPITULO 2
Superficies Minimas com Curvatura Gaussiana
nao-negativa em Espaco de Curvatura
Constante

Neste capitulo, provaremos alguns resultados sobre stipenfinimas com-
pactas com curvatura Gaussiana nao-negativa no espacovdéuca constante. Maiores
detalhes podem ser encontrados &aj.|

Recordemos que se tembsuma variedade Riemanniana completa e de cur-
vatura seccional constanteentdo o recobrimento univerddl de M, com a métrica do
recobrimento, é isométrico ", sec= —1; ouR", sec=0; ouS", sec = 1.

Sejay: M — M uma imerséo isométrica minima de uma variedade Riemanniana
M orientada 2-dimensional em uma variedade Riemanniarid-dimensional de cur-
vatura constante. Como vimos no capitulo anterior, consideramgpl < A,B,... <N,
campos do referencial ortonormal local &na conexao de Levi-Civita define a derivada
covariante

Dea = gwABeBa WaAB = —WBA.
Sewg € o coreferencial do campo duaég as equacdes de estrutura do espaco sao

doa = g wWg A\ WBA, (2-1)

dwag = ZwAC/\wCB_CwA/\U)B- (2-2)

Adotaremos os seguintes indices:

1<i,j,... <2,
3<a,B,... <N,
1<AB,...<N.
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Para estudar a geometria da superficie imdts@stringimos os campos do referencial
ortonormal sobréV tal queg sdo vetores tangentes ee cada ponto destes dominios
de definicdo, temos que, para tamo

Wy =0.
Por 2-1) e o Lema de Cartan, temos
Wig = Z h{j 0y, hj = hji. (2-3)
]
A condicao de qug € minima é equivalente a
Z ht = 0.
.
Por (1-33) definimos as derivadas covarianﬁe:k’s dehij’s por
Dhy = Zhﬂ KX
= dh‘}ihgjwsﬁgh%wsw%hﬁwm. (2-4)
Derivando exteriorment&(3), obtemos
doxg =) dhj Awj+H hijdaw.
] ]

Segue deZ-4) que

Ydijrw =y <Dhﬁ — Y hgjesi— Y hitesj - Zhﬁwsa> AW
] S S B

]
= ZDhﬁ/\wJ—ZZhgjwsi/\ooj—ZZh%wsj/\wj—ZZhﬁwBa/\wj
] S S T B

= ZDhﬂ/\wj—ZZhgjwsi/\wj—zhg<ij/\sz>—ZZhﬁwBa/\ooj
] S S ] TP

= ZDhﬂij+z(Zhgjcoj>/\wis—2h%dws+z(Zhﬁwj>AwBa
] S \J S §

]
= ZDhﬁ /\wj+Zoosa /\u)si—Zh%dwstZuxB/\wBa
] S S B

= ZDhﬁ A Wwj +Zwis/\wsa—2h%dws+ Z‘*’iB/\‘*’Ba'
] S S B



49

Logo,

doxa = 3 dhfj Awj+ Y hijdow;
] ]

= ZDhﬁ /\oo,-+wa/\u)si—Zhgdu)s+2(qBAoaga+Zhﬁdwj
| S S B ]

— zDhﬁ /\‘*’i+g°°is/\®w+%%/\%a
J

= Dhj /\w,-+goqc/\w<;a
J

Por outro lado,
dwiq = ZUOIC INOE

Segue que
> Dhij Aw ‘f’ZwiC/\wCa = dwyg = Zwic/\(x)cg.
]

Portanto,y Dhij Awj = 0 e entéo
]

hij k = hik j-
ComoM minimalidade de dimenséao 2, a equa¢ad) € equivalente a

h(ﬂz = hc112,17 hgz,z = _h(ﬂl-

Agora defina

Q= +iuy,

2 : 2 .
HE =hd +ihS, e Héi =hiy1+ihTz;.

Da equacaoZ-4) e usandoZ-6), temos

S
= h{j 01 +hi p00 +i(hf5 001 4 hi)H00)
= (h{y1+ihfo )wr + (hfy o +ihTp5) 0

2 .
= Hé,iwlﬂL(hgz,z—'hgl,l)wZ

He“1r — Hg 102
Hap (1 — i) = H%jo,

(2-5)

(2-6)
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onde@ é o conjugado de. Por outro lado, temos que

DhS, +iDh$, = dh‘{l+22h§‘1w51+2h§1w3a+i(dhﬁ‘2+Zh cq1+Zh1|w|2+Zh12wya>
s g
= (dhg,+idhSy) + 2i(h%, +ih%y) w12+z (h?, +ih8,) wgq
= dH +2H  wo+ Y HEP g
g

Portanto,

dHg? +2H wio+ Y HPwpe = HE @ (2-7)
g

Multiplicando a equacad®(7) por 22 Héz), obtemos
]
2 .
a5 (HE?)" +ai 3 (H§2)> w2+ Zazs HZH = 23 HPH e

Observe que, restringindo os indifes a, temos queX HéZ)HéZ)wBa = 0. Portanto,
B<a

2 2 _
dy (H?) +4y (M) o = 23 HPH e (2-8)
o] o] o]
Pelas equacdes de estruturaviiemos

dp = d(w;+iwy)=dw +idwp
= Z(ﬂ(/\(ﬂd—i—izwj/\wjz
]
= WpA0p1+iwg A2
= —(wp+iw) A= —iwA (W +iwp)

= —i(x)lz/\(p (2-9)
e
dwp, = —KwpAwp=—(—i®)KwyAwp
= —lZK(—Ziwl/\ooz)

— —iZK(ool—I—iooz) A (0 — i)

- —lZchA o (2-10)
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2.1 Espaco Osculador de Ordem Superior a-ésima For-
mas Fundamentais

No estudo de superficies minimas com codimensao superiamemspaco de
curvatura constante, o conceito de espaco osculador espaasm papel importante.

Considerex(s) uma curva suav€ passando pox € M e parametrizada pelo
comprimento de arco. Pela derivagao covariante ao longbtdmos os campos vetoriais

Dx D2x D"x

E,@,...,E,.... (2'11)

Osn primeiros vetores en2¢11) ems= 0 sdo chamados geradores do espaco osculador
de ordemn de x(s) em x = x(0). O n-ésimo espago osculaddi;(n) deM emxeM é
definido como sendo o espaco gerado por todos os espacoadizesl de ordem emx

das curvas suaves que passamx}perestao enM. Entédo, temos qu@m =Ty C TX(Z) C

.. TV ¢ .... Coloquemos

1) =0, po(¥) =2 pax) = dimT,*Y —dimT®, (2-12)

onde 1< a<n-1. Entao, temos
n—1
dimm"V = Z)pa(x), n>1. (2-13)
a=

Um pontox € M é dito ponto regular de ordefn, se pa(X) € constante para cada
a=12,...,b—1, emumavizinhanca de

Suponha agora queé um ponto regular de ordem- 1 > 2. Sejamea campos
do referencial ortonormal local, tal qeg,,e,,, ..., €\, gereme(bJr” com0<b<n-2.
Teremos 0s seguintes dominios para os indices

b-3 b—2

a=- a=0 (2-14)

Comon—12> 2, entdoAp > 3, logo wy,, = 0 com 1< b < n- 2, temos, por
Dea = > gwages,

('k))\b—l)\a-o—l = 07 (2-15)
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paraa=b,b+1,....n—2eb=1,2,...,n— 2. Pela derivacédo exterior d&-(5), para
1<b<n-2,temos

O = d('o)\bfl)\a-o-l
- Z Oy 1Ap N Ohphay — CONy 3 AW,y -
Ap

Comoa=b,b+1,....n—2,tomea=Db,
)\Zw)\b,l)\b Ay, —CO, AWy, = O
b
Portanto, comay,, =0 com 1< b <n-2,
}\wab_lbeooAbAbﬂ = 0, b=12...,n-2,
b

onde os indices se estendem sobre o dominio para os indidgsnde no dominio de

b. Isto nos permite introduzir por recorréncia as quantidahfiléz*fiw definidas pelas

equacoes
he - Rt oy (2-16)
Z |1|2~-~|b+1w)\b)\b+1 - Z i1ip-ipyn Mbi2s
b Ibt2
A . ~ . .
ondehilﬁ’;l,,iw séo simétricos em relacdo aos indigew, - - -, ip. 2. De fato, observe que

0 = 2 Whp-1Ap /N OhpApg
Ap

A
= )\Z <Z hilki)2~-~ib+1('0ib+l> /\('k))\b)\bJrl
b

ibr1

A
= Z <(Dib+l N z hil?z---ib+1(*)}\b)\b+l> .
Ap

ibr1

Pelo Lema de Cartan, obtemos a equaabg). SejaQp um conjunto aberto de todos os
pontos regulares de orddmNote queQ; =M e

Q1D0QD---DQn_1. (2-17)
Definimos
Ap_
b . Z hilk?..%b('oil"'(*xbu se a:b_17 bg n,
(&, D%) = i1, ip (2-18)

0, se a>b, n>b,
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gue sao formas diferenciais de gtae sédo ditos dé-ésima formas fundamentais e
emM.

Pela minimalidade €2¢16), obtemos

A
;hﬁymﬂ = 0, 1l<b<n-1l, (2-19)

desde quénll ibya sejam simétricos em relacédo aos indiges -,ip1. O inteiro pa(x) &
igual ao numero de vetores linearmente independentes entre

Z hi)\lai2~-~ia+le}\a7 Il S |2 S cee S ia+]_. (2-20)

a

Portanto, para cada ponto &g, temos

Pa(x) <2,  1<a<n-—1 (2-21)
Seja
(b)) _ pa -
Ho” = hi 1+'h1 125 a = Hp-1, (2-22)
IR

b—2
ondepy 1 = Z)pa + 1. Novamente por1(-33) definimos as derivadas covariantes

h{. i, 'S dehf.i's, o > pp_1, por

Iq-+ |b

Dhl..i, = Zk i, kK .
= 1 |b+zh5|2 |b(‘)5|1+ +Zhll A 15(*)Slb+ Z hi1~-~ibw[30(- (2-23)

B>Hp—1
Entado, temos
dHY” +ibHe @i+ Y H wpg = Hyjon +H 0, (2-24)
B

(of

b b—l b b—l

=iH%Y,  a>pw  3<b<n (2-25)
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Prova Da equacao-16), temos
b-1) >\b 2 Ao-2
H! Wy = Z hi>-1+ih W,
No_2 b—2Ab-1 1412 b-2Ab-1
Ab-2 Ab-2 b-1 b2
2
_ Ab-1 Ab-1
= hy> 3, +ihg” 1120 O
L\ ST
— b72
Ap—1 Ap— 1 )\b 1 Ap-1
= | hy? 1 +ihy wy+ | h] 2+|h1 109 | @2
R/-’ \/—/
b b—-1 b—l b—2
Ap_ )\ Ap_ o Ap
—— \,—/ —— —~—
b b-1 b—1 b
= [ R inet, fen—i | PP iy, | o
\/—/ \,-/ \/—/ R/-’
b b—-1 b b-1
A A
= [ h” 14+ 5, | (o —iay)
b b-1
= H” 9 2<b< 2-26
- )\b_l(pu sob=n, ( - )

onde consideramds,” = 1 eH" =i. Uma vez que-l)(\:*l) h)‘IO L ih)>t, =0, pela
- R/-’

b b-1
equacaoZ-18), obtemos
(b-1) e (b—1)
TH = 3 Oug, € Hy =0 paraazb (2:27)
Ap—2

De fato, observe que, pela equac2e2f) e pelo fato ddﬂ)E:__ll) =0,paraa=b—-1e
b <n, temos

(b-1) (b-1) _
Hy, 101+ Hy o = ZH)\blkwk

—= DHY

Ab-1

= dH> Y 4ibH® )w12+ZH S,

- ZH ('OB)\bl

- Z )Eb 2)00}\b 2Ab-1°

Ap—2

54
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Portanto, temos
(b-1)
ZHak W = )\Z H)\b_z W, A 1
b-2

gue é a equaca@4{27). Assim, das equacoed-g6) e (2-27), temos

(b—1) (b—-1) _ (b—1)
Hy, a0+ H, e = ZH)\b_l,kwk
_ (b-1)
- z Ao_2 Whp_oAp_1
b-2
_ b =
- H)\bflcp
b .
= H)Eb)_l(oo —iuy)
_ y® iy (b)
= H)\b_lco |H)\b_loo2.
Entéo,
(b-1) _ (b (b-1) (b)
H>\b—171_ Ao-1 € H)\b 1,2 _IH?\b 1
Decorre dai que
=Y, B =HEY,  azmwi  3<b<n,
gue sao as relacoez-p5). O

Agora construiremos os invariantes escalares de uma imis@@étrica minima.
O vetorE; = e +ie; esta definido a menos da transformagéoe— E; = €'E; ondet é
um namero real. Sob tal mudanca,

HE — (Hgm)* = P (2-28)
O sistema de vetores normdiy }, O € [y_1, esta definido a menos da transformagéo

€ = > Agpe O EH-1, (2-29)

BEhp-1

onde(Ayp) € uma matriz ortogonal. Sob tal mudanca, temos

AP = > AaBHéb), O € Pp-1,
BEHp-1
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e entao

<|_~|(§b)>2 _ z Z (AGB)2<Héb)>2

O€Hp-—1 OEHy—1BEW 1

= S A2 3 (W)

O0€Hp-1 Bekp-1

_ Bz (Héb))z. (2-30)
EHp-1

Segue das equacdesZ8) e (2-30) que o valor do campo escalar real,

foy = ( 5 (H§b>>2> <W> (2-31)

aefp_1 a1

esta globalmente definido nos componentes conexéx,dg independente da mudanca
do campo referenciafi,) € uma funcao diferenciavel globalmente definidadm

Temos a seguinte decomposicaofgg emQp_;: Seja

Temos que

2 2
fiy = )(@@):ng — S iR )2
b b—1

- Z{ R/} 1 12)] +4[(h? 1)(h1 12)]2}
2

2
= { v 1 12)2]} 4{Zhg 122 uz _Zhij i.:_;z)z}

—1

= 4N >0

= () 2<b<n,

Y

ondeK) € Ny, sdo também invariantes da imersao isométrica minxichkaM definida
emQp_1.

Quando a esfer& é minimamente imersa em um espaco de curvatura cons-
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tante, temosf,) = 0, b= 2,3,.... Geometricamentef,) = O significa que os vetores
2b 2b
; h{ ieq € ; h 1,ex no espacgo osculador deésima ordem sdo perpendicu-
a=2b—-1 a=2b—-1

lares dois a dois e sdo de mesmo maédulo. Por outro Mdgp~= 0 significa que os dois
vetores sdo linearmente dependentes, pela igualdade ddyc&ohwartz. Além disso,
para o significado geomeétrico d&y, e Ny, temos o seguinte lema por Otsuki em

[17].

Lema 2.2 (T.C_)tsuki) Se M= Qp e Ny > 0 e Kpy1) =0 em M, entdo existe uma
subvariedade totalmente geodésiZla-dimensional deM tal que M esta contida na
subvariedade.

Se M= Q1) € Np) =0e Kp) >0 em M, entdo existe uma subvariedade totalmente
geodésicd2b — 1)-dimensional déV tal que M esta contida na subvariedade.

2.2 Laplaciano def,) e deK,

Usaremos os operador@® relativos a uma estrutura complexa induzida por um
sistema de coordenadas isotérmicalra

d° = i(@-9). (2-33)

Para uma funcéao diferenciavelcom valores reais, seu laplaciafid é definido por

ddCf — (12) AFQAD. (2-34)
O seguinte lema € Util para o estudofgg.

Lema 2.3 Seja M uma variedade Riemanniana orientdddimensional. Seja H uma
funcao diferenciavel de valores complexos em M=eHfH. Suponha que vale a igualdade

dH+tiHw, = Ag, (2-35)
onde t € uma constante real e A é uma funcao diferenciavel eEnMo, temos

Af = 2tfK+2AA (2-36)
Alogf = 2tK, se f+£0, (2-37)

onde K é a curvatura Gaussiana.
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Prova Derivandof = HH e usandoZ-35), temos

df = HdH+HdH
= ﬁ(ﬁp—tiH 0012) —l—H(A(P—l-tiﬁ(x)]_z)
= AH@+AH® (2-38)

e por @-33), temos
d°f = i(AHp—AHQ). (2-39)
Derivando exteriorment&¢35), temos
dAA@—AAde = d(dH)+tidH A wz+tiH Adws
Dai, pelas equac6e2-0) e (2-10), obtemos
dAAQ@ = tidHAwp+tiH A <—12K<p/\c_p) +AA (—it2 A Q)

= tidH /\w12+%H KQA @+ iAQA wy2. (2-40)

Observe que, das equaco2s3h), (2-39) e (2-40), obtemos

d(AH)A@ = AdHA@+HJAAQ
= A(A@-+tiHw2) A@+H (tidH Ao+ %H KQA @+ iAQA colz)

_ - — t -
= AAPA @—tIAHOA w12 +tiIHAH A w2+ EHHK([)/\ O+ I1HAQA w12

d(AH)A@ = AdHA@+HdAA@
= ARG~ tiH ) A g+ H (—tidF A wns + %WK(_p/\ 0~ iAQN o)

= —AAPA Q+LIAHQA w2 —tIHAH A w2 — %ﬁH KQA @—iHAQA w2
Subtraindad(AH) A @ ded(AH) A @, obtemos

d(AH)A@—d(AH)AQ@ = 2AAQA @—ti(AHQ+AHQ) A wio+ti(HAH +HAH) A w2+
+ tHHK@A @+i(HAQ+HA®) A w2
= (tfK+2AA)QA @+id f A wo. (2-41)
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Derivando exteriorment®(39) e usandoZ-9) e (2-41), temos

dd°f = id(AHp—

>

h)

— i(d(AH) AQ—AH A dg) —i(d(AH) A g— AH A dg)

(
= i[d(AH) A@—d(AH) A @ — i[AH Adp— AH A dg)
[

(tfK —|—2AK)(p/\(_p—|— idf Awig] — i[m/\ (iwle(_p) —AHA (—iw2N Q)]
tfK +2AA) QA @—d f Ao — (AHQ+AHQ) A w2
tfK +2AA) QA @—2d f A o

(
= i(
Por outro lado, da equacd®-84), temos queld®f = <|§) AfQA@.
Logo, —2df Awio =0 e%Af =t fK + 2AA. Portanto,

Af = 2tfK+2AA

gue é aigualdade(36).
De modo analogo, mostraremos a validade 218%). Primeiramente, observe que, se

f£0,

d(logf) = d(logHﬁ):d(l_ll_:_'l_|>
B d_H+£ B Np—itleerA(eritﬁcolz
~ H H H H
_ Ao Ap
~ "R

e entao

Dai, segue que

J(BY s (HOA-AGHY
H)"® — H? @

1. — _ _ A _
=5 <tIdH A2 — 1AW A @+ EHK(pA(p> — m(A(p—tcholz)A(p

AQ t _
= I— AW KA
H 12+2 (O
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1 J— . t— — A —
=5 <—t|dH A w12+ 1AW A @+ EH KA cp) — — (AQ+tiHw12) A @
H

.AQ t —
e —:/\ __K /\ .
IH W12 > A,

Subtraindad (S) ANped (S) A @, obtemos
AY o—d (P ho = (1P eomt tkon) + (129 n o+ tkong
d<ﬁ)mp—d<ﬁ)/\(p = (IH Aco12+2K(pA(p)+(|ﬁ Aw12+2K(pA(p)
= id(logf) A2 +tKQA @

Agora derivando exteriorment#(logf), temos que

c _ g (Ae_Ae
dd(log f) = |d(H =

bl

A _ A
o(E)e o(8) ) o R
= i{id(logf)/\w12+tK(p/\(_p+i(?_I—(p+?_|:(p /\oolz}

= —2d(logf) A w2 +itKA @.
Por outro lado, da equacé@-84), temos quedd®(logf)f = (IE) A(logf)@A @ assim
—2d(logf) Aan2=0 e%A(Iogf)(p/\(_p: tK@A @. Portanto,
Alogf = 2tK, se f#0,

gue é aigualdade(37). O



2.2 Laplaciano dé, e deKy, 61

Teorema 2.4 Seja M uma superficie minima em um esplicde curvatura constante.
Entdo, em uma vizinhanca de um ponto regular de ordemi » 2, temos

b)

HY, = iHY, para a>pg e 2<b<n (2-42)
Ay = A{bfpK+ApAp)}; (2-43)
LAk = —20 KKy £ 2K s+
270 T TN gy Y () T 2Kbr1)

"l Z ( Mo-1.1 s 11) se Np1#0 e 2<b<n-1(2-44)
Prova A equacéo de CodazZ6) implica (2-7). Provaremos por indugéo que
{dHC(Xb)+in((Xb)w12+ZHéb)wBO(} /\(_p = 0, Cx7[32 Mp_1- (2_45)
B

ObservandoZ-24), assumimos que

Hyp o = Hgo ™, o =Hpo (2-46)
Entdo, vemos
dH Y 4ib-DHY Yo+ T OH Y = H e (247)
B>k

ondea > [, 2 eb > 3. Colocamos

gy bR Do Y H Ve = Mo Hy e (249)
B

Derivando exteriorment&{47), obtemos

i(b—1) (dHE ™ Az +HE ™ Adwn) + % (dH™ ™ A + H Y A da ) =
=dH Y A+ H Y A de

E pelas equacdel-Q), (2-9), (2-10 e (2-47), temos que

b-1)

dH, Vo+ibH Vo g+ Y HY Yaogg A = —i(b—1HE VKan Awp+
g

+ Y HY Y 3 pe /\ G
B
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Por 2-48), temos

(Hé?l_,ll) M +H§t,)1_,zl)w2) Ap = —i(b—DHY VKanAwp+ Y HE Y %00[33 A W
B
Agora observe qUHéll) = hi 111+'h1 1211 € Hélz) = _hl 1222 ML 1122 €
ey ey ey ey
que
b-1 : (L (b-1 b-1
<Hcg( 1, Von +H 12)002> (W —iup) = —i (Hcg(,l,l) - Hé,1,2)> 001 A 0.

Decorre que

b-1 b-1 .

— <H(§11)_H(§,1,2)> WA = _I{(hgulb,l,l,l—f—h?ml,Z,Z)+|(hl 1211+h 1222)}
—— S~
b—1 b—2 b—2
= —inHPY,

Assim,

—itHS Yoy Aoy = —i(b—1)H§b_l)Kc01/\ooz+ZHéb_l)gooBBAwBa.

B

Portanto,

MHE YAy = (b—l)Héb1)Kc01sz+izHébl)ngBAwBa’ (2-49)
g

. b—3
ondeBe Ap 3= {A; 1<AL Z)pa(x)} e
a=

b—1 .
AHP Y = (h? 111+hf 112 2) +i(hf 111 4+h0T 1555). (2-50)
bfl bfl b-2 b—2
b—3

Comoa,B € Yy_» = zopa(x) +1eQ1=M>DQ,D---DQ, ainda
a=

b—4 b-3
I+ > pa¥) <Ap3=< Z)pa(X), b>3,
a=

a=-—1
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e de @-49 implica queAHébfl) = 0. Assim, pelo Lem&.1 e (2-50), temos 2-45. A

formula 2-45) € a equacéo de Codazzi de ordem superior. Esta formulacenpli

2 _
dH 401y (HE ) @t S HP o = HO® B>oa,
a B
e assim temos
2 2 _
dy () +20iy (He) oz = 23 HH @ (2-51)
a a a
Chamaremos de
A =2y HHY), (2-52)
o]
assim de2-51) e pelo Lem&.3, temos
Af(b) = 2(2b f(b)K -+ ZAZ\)
= 4(bf(b)K —I—AZ\), 2<b<n. (2-53)

Pelo Lema de T5tsuki, estudaremos o0 caso bllg)) # 0, para 2< b < n-— 1. Entao,

temos quepa(X) =2 para 1< b <n—-2, 2+1<Ap<2b+2, 2n—1<Ap_1<ne

o > W1 = 2b— 1. Agora calculemos o termo Wpa A\ Wag €M 2-49). Para isto
A<ZH-4

observe qua\p 3={A;1<A<2b—4} e D—-5<Ap_3 < 2b—4. Da equacao-26)

com b—3 < Ay o <2b—2 e seus conjugados, temos que, paa = 2b— 3,

b—2 b—1) — . 7(b—2
H((Zbig)(x)zb_&zb_g =H ((be%)cp, <mult|pllca por H Ezmi))

—(b— —(b— - _
H EZbE;) Wph-520-3=H Ebeé)(p (multlpllca por H ((;’bi)l))
(b—2 b—1)

1) — o —(b—2
H (2b—4)f) Wh—a2p-3=H ((Zb—S) o, (multlpllca por H EZbJS))

(-2 (b—1 - b—
H EZb_L)wzb,4’2b,3 =H EZb—)S) ©. (multlpllca por H((Zb_zé)>
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Entao, temos
(b-2) 17(b-2) _ (b-2) |, (b-2) _ qb-2) L (b-1) = | (b-2) 3(b-1)
<H(2b—5) Hop 4 —H (2b—5)H(2b—4)> Wab-5.20-3 = H o4y H 5 30— Hop "4y H (2 3@,

(b-2) (b-2) _7(b-2) |, (b-2) _b-2) | (b-1) = (b-2) 1x(b-1)
<H(2b74) Hop 5 —H (2b74)H(2b—5)> Wap-4.20-3 = H o 5)H 5 30— Hzp 5)H 25" 5)@

Chamemos de

_ -2 x(b=2)  r(b-2) (b2
Bp2 = H(2b—5)H(2b—4)_H(Zb—S)H(Zb—4)

_ (h(Zb—S)h(Zb—4) h(2b—4)h(2b—5)>

1.1 .12 11 .12
—— —— —— ——
b—2 b—3 b-2 b—-3

Observe que

@2 @ e [ @ @ 2
N(b72) = ; (hyq) ; (hl---12> - h1---1hl---12
o= _5 —— = _5 —— a=2b—5 ~—— \:—/

b—2 b—3

(h(Zb—S) Ne h(2b—4)h(2b—5)) 2

1.-.1 '1...12 1...1 '1...12
—~ =~ —~ =
b-2 b-3 b-2 b-3
Portanto,
_pmb-2) y(b-1) = (b-2) 7(b-1)
Bb—2)Wab-520-3 = H o4 Hop 30— Hz, 4 Hap 3@
(2-54)
= (b=2) ,(b-1) = ,(b-2) (b-1)
Bb-2)Wab-4.20-3 = H o 5)Hon 30— Hz, 5 Hon-3®
onde
_ y(0=-2) m(0-2)  (b-2) | (b-2)
Bib-2 = H(2b—5) H (2b—4) H (2b75)H(2b74) = —2/Np-2),
(2b-5), (20-4) , (2b—4), (2b-5) (2-55)
Ve =Ny Mgz ~ My g2 )
b—-2 b—3 b—2 b-3
Agora, da equaca@{26) parair,_» = 2b— 2, encontramos
(b-2) (b-1) = ,(b—2) (b-1)
Bb—2)Wab-520-2 = H o, 4 Hop 2@ Hig, Hiop 2@
(2-56)
= (-2, (b-1) = ,(b-2) —(b-1)
Bib-2) 0204202 = H(Zb—S)H(Zb—Z)(p_ H(Zb—S)H (2b-2) @
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Observe que, d&(54) e (2-56), obtemos
(b2 b—-1 b—-2 b—1
o HEZb—ZI)H((Zb—;) H((2b L)I)ngb—)S)
W2h—52b—-3 = B2 B2 ()
o(b-2) ,(b-1) (b—2) 17(b—1)
H H _ H2YH
_ (25 (-3 1 (25 "(2b-3
W2b-4,20-3 Boo 7 Byay P
e
(b2 b—-1 b—2) 7(b—1
_HBAHEYC HBYARY
Wh-52b-2 = B2 B2 @,
(b2 b—-1 b—2) (b—1
Wb _42b 2 = HEZb;S)H((Zb—%)__ H((2b:5))HEZb—)2)(p
—4e- Bn-2) Bb-2) '
Fazendo o produto exterior das equagdes acima, temos
W2h-320-5/\NWpp-22b-5 = Wph-52p-3A\Wph-52p-2
e[
2b—4) ’ (b-1) r(b-1) (b-1) t(b-1) ) =
= > <H(2b72)H (20-3) ~ Hizp_3)H (2b72)> AP
Bb-2)
e
Woh-320-4/\Uh-22b—4 = Wp-42p-3/\W2h—42p-2
_ &Af
2b—5) ’ (b=1) r7(b-1) (b=1) gx(b-1) =
—2 <H(2b72)H (2b-3) ~ Hizp_3)H (2b72)> PAQ.
B2
Assim
( 2
’H(2b5 ’H2b4’ — _
b 3ANWL-2A = — 52 Bo-10A @,
A<ZB-4 Bib-2) (b—2)
(b-1) ,(b-1)  (b-1) ,(b-1)
ondeBy_1) = H(bez)Hébeé) — H(bec,,)H((2b 2) 2i,/Np_1). Pela equacao2(59

segue que
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% Wb A NWARD-2) = — Wi2b—3)A A W2b_2)A
A<2b—4 A<2b-4
(WSS HauL
(2b-5) -4y |- —
= + g Bo-10N @
B(b_z) (b—2)
2 _, 2
’sz 5‘ (Bio—2 +‘H2b 4‘ (Bib2

)

16(N(b—2))2

K
(b-2)

= — Np_1)01 A Gy, b>3,
N2, (b—1)

onderl) =1, Hél) =i segue qué\ ;) = 1 eK(y) = 2. Sendo assim, obtemos

b - <
SHY AHE ™Y = (b 1)KKp-g) 202Ny
) (b-2)
Por outro lado, em virtude d@{47) e (2-48), temos
dK b— = d< H(bl)ﬁ(bl))
(b-1) ; a 5
= Z(Wab_l)dHé 1)—|-H,§ )dH((xb_l)
a
= 3 (A H Yo+ He VR o)
a
Dai, temos que
Ky = 13 (A RS VG- VA Yg).

Derivando a expressao acima, obtemos
Aoy = 10y (Ha " Hay "o He VR o)
_ |z< Dang Y 2HE VR ) ene
Por outro lado,

ddCK(b,]_) = IEAK([)/\ (_p

N(p—1)01 A 0

(2-57)
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Logo, pelo Lem&.1e (2-57), obtemos

1 —(b— b— b—1) 7 (b— -
SAK = 3 (Ag VaHe Y +2H VG ) 0n o
a
K
(b—2) b—1)r(b-1)
= (b— 1)KK(b,1) - ZN(b—z) N(b—l) + 2; Hé,l )Ha,l
K
B (b—2) (b—1) ;7 (b-1)
= (b-— 1>KK(b—l) - 2N 2 Np-1) +2K(p) + 2)\ H)\b7271 Ab-2,1
b—2

Portanto o Teorema esta provado. O



CAPITULO 3
Superficies Minimas com Curvatura Constante

O objetivo deste capitulo é classificar as superficies nasigsom curvatura
Gaussiana constarke nas formas espaciais 4-dimensionais sem alguma hipdtesa,g
ou seja, classificar as imersdes isométricas minimagl4&) em M4(c), ondec ¢ a
curvatura seccional constante e denotemosNd&iK) uma superficie com curvatura
Gaussiana constait. Resultados parciais sdo também obtidos para a classdickca
imersdes minimas dé?(K) emM>(c).

O principal resultado deste capitulo € o seguinte:

Teorema 3.1 Seja x: M?(K) — M*(c) uma imers&o isométrica minima de?{K) em

M4(c). Se K= c, entdo x é totalmente geodésica. Caso contrario, ocorraesie 0s
seguintes casos

(@) K=0, c> 0e x é localmente um Toro de Clifford em uma subvariedadenietate
geodésica 3-dimensionaf@) de 3(c), ou

(b) K= ¢/3, c> 0 e x & localmente uma superficie de Veronese i) .S

Como um corolario do Teorema acima, segue que nao existsamésométrica min-
ima de superficie com curvatura Gaussiana negativ&8¥g) mesmo que localmente.
Isto nos da uma resposta parcial para o problema 101 propost8. T. Yau em Z0]

que é o seguinte: "Existe uma superficie minima fechad&@wom curvatura negativa?".

Nosso objetivo agora é provar o Teore®a A prova sera feita em varias etapas.
Inicialmente provaremos o seguinte lema.

Lema 3.2 Considere x M?(K) — M®(c) uma imers&o isométrica minima. Entdo, se
K = ¢, x é totalmente geodésica.

Prova Sejamx : M?(K) — M®(c) uma imers&o isométrica minima M&(K) emM>(c) e
e1,. .., e campos locais de um referencial ortonormali{c) tal que, restrito #2(K),
e1 e e sfo tangentesM?(K). Sejawy, 1<i,j <2, ewy, 3<a,B,... <5, os campos do



69

referencial dual dea, 1 < A B, ... < 5. As equacdes de estruturalé(c) sdo dadas por

dowa = %005 A WeA, WAB = —WRBA

dowag = ZwACAooCB— cwa /A Wg.

Restringindo esses referenciaiMa(K ), temos
dwir = —Kwy Ay, Wy =0, 3<a<5h
Derivando exteriorment&, obtemos
Wiq = Zhﬂ&)j e hij=nhi,

onde oshioj! 's sdo as componentes d& fdrma fundamental d&. Como a imersax é
minima, temo#, + hJ, = 0, 3< a < 5. Desta formulagéo, a equacéo de Galis39 é
dada por

S ((hf)?+(hfp)?) =c—K >0. (3-1)

a

Entdo,K = c ocorre somente quando a imerséao é totalmente geodésica. O

Observe gue da equacéo de Gas$)(temos que— K > 0, como o0 caso em
guec = K foi provado no Lema acima, vemos que o caso K ndo pode ocorrer. A
partir de agora assumiremos- K. Utilizaremos ainda a teoria desenvolvida no capitulo
anterior, fazendd = 2 nas expressoes #gy,) e N,). Entdo temos,

Ko = Z(( 17+ (hf)?), (3-2)
2

(3-3)

> hiiea Ahfseq
a

A fungao nao negativi ;) em M?(K) é o quadrado da area do paralelogramo gerado por
h};ex e hf,eq.

B. Y. Chen em §], provou o seguinte resultado.

Proposicéo 3.3 (B. Y. Chen)Se M é uma superficie minima com curvatura Gaussiana
constante no espago forma 3-dimension&{®), entdo ou M é totalmente geodésica ou
¢ > 0e M é um aberto no Toro de Clifford.
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Utilizando a Proposicdo de Chén3 e o Lema deOtsuki 2.2 provaremos no proximo
Lema que s&,) =0, entaac >0 ex(M?(K)) é um Toro de Clifford, ou sej& = 0.

Lema 3.4 Seja x M?(K) — M®(c) uma imers&o isométrica minima com-&. Ent&o,
se Ny =0temos quec-0e X(M?(K)) € um aberto no Toro de Clifford.

Prova Supondo qué;» =0, pelo Lema d©tsuki, existe uma subvariedade totalmente
geodésica 3-dimensionkl®(c) deM>(c) tal quex(M?(K)) esta contido envi3(c) como
uma superficie minima, entdo pela Proposigéo acima, temesg 0 ex(M2(K)) é um
aberto no Toro de Clifford, isto €, a curvatura Gausskanra0. O

No caso em queNgy ndo € identicamente nulo, o conjunto
Q2 = {p € M?(K) : N # 0} é um aberto enM?(K). Desde quey h ey e 3 hf,ey
séo linearmente independente para cada p&rioQ,, 0 segundo espac¢o osculador
TX(Z) € gerado por estes vetoreg el <i < 2. Sejaea campos do referencial ortonormal
localtalques, 1<i<2,eey,3<0 <4, geraTX(Z), x € Qo. Entdo, enQy, temoswis = 0.

Derivando exteriorment&s = 0 e pela equacio de estruturaldi®(c), temos

4
0 = dws= ) wpAoys
(=3

= 053 /\ W35+ Wig A\ Wys.

Assim aplicando o Lema de Cartan, definimos as quantidaméssdas equacde{16)
por

S hijoxs =5 hijox,

onde hﬁk’s sdo simétricos nos indicasj,k e sdo as componentes da terceira forma
fundamental d&|q,. Pela minimalidade dee da equagad¢19 temosz hﬁk =0.

Definimos a derivada covariante por

= dhoerZhgjwshLZh%wsﬁ%hﬁwsa (3-4)

Note queh?, =h? . De fato, pela derivagéo covariante, com o domini@ gle
é1<i,j,k<2, temos
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Dh? = > h? K0
= it + ¥ hSjosi+ S hwsi+ Y hfjops
S S [3
= 3 jors
B
Definimos ainda
Kz = (h910)%+ (h210)%,

que é um invariante enx|o, sob uma decomposicdo fixa do espago normal, isto
- - . 2 .
€, ea € sempre considerado como um vetor normal ortogonﬁf 4 Consideremos

3 ()

a

fo) = K(ZZ) — 4Ny e Héz) = h{; +ihJ,. Entdo,f,) = e a equacao de Co-

dazziimplica
<d S (H§2>)2+4i (z (H§2)>2) w12> AMwr—iwp) = O (3-5)
Portanto, pelos Lem2.3 e Teorem&.4, temos que
Alog f (5 = 8K, (3-6)

quandof ;) # 0, e obtemos

IDf2)| .

Af(z) =8K f(z) + (3-7)

Observe que, pela definicao g, derivando-a, obtemos
2 _ _ o\ 2
Dfpy = 2{2 (H?) YD (Z Hff)) +Y (AZ) Y HeD (Z H&Z)) } .
o] o] o] o] a a

s ()] =[5 ()’

2

2

2
Dai, como ,ZGHCSZ) zaﬁff) e
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2) =2
DY H — DS (A
P3| - Py ()
2
- (H(x?:)L(‘)l + H(f%(x)z)
a
el 2)[°
= |> Ha1| +|> He2
a a
el | 2"
- zHa,l +‘_|ZH01 =2 ZHal
0] a 0]
Portanto, temos
2 2\ e n@| @]
Digl = 432[y (H?)| - T HD| -2 HA
a a a
N2* eyl |en@l
= 16|y (He”)"] - |YHE| | HE
[o] 0] [o]
212 2
= 4.4ly (H?)] <[ HPHG
o a
= 4Mf(2),
ondeA= % HéZ)HéZ%, isto é,
[o]
_ Df
ani — Pfel
f)
Em geral, temos
}AK(Z) - N( )K(1)+KK +K)+ Z hlll hl:LZ) ),
4 N B
= —2N@g +KK(y) Z ((hf11)%+ (hf12)?) (3-8)

ondeN;) = 1 eK(y) = 2. Pelas equacoes-Q), (3-2) e (3-8), obtemos
D332+ |Dh3; |? = 2N — K(c— K) — K 3. (3-9)

Para provar o Teorengal, assumimos qui€ ) = 0. Entao, pelo Lema detsuki,
x(M?(K)) esta contida em uma subvariedade totalmente geodddica deM>(c).
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Lema 3.5 Com a notacgao fixada anteriormente temos que a funggp shtisfaz a
seguinte equacao

Dfy|* = 8(c—K) 3 —16(c—2K)ff +8(c—K)*(c—3K)fp. (3-10)

Prova De fato, sef = 0, temos que3-10 € trivial. Assumimos qué ) # 0, entao

existe um referencial ortonorme tal quehjj’s satisfazenh?, = h{; =0eh3, > h{, >0
em um abertd,, ver em Wong 19]. Assim, com este referencial temos

Kiz) = (h})?+ (h1,)* = c— K = constante> 0,
(3-11)

N = (h31)?(hip)%.
Derivando 8-11), obtemos
DN = D((hip)?(hi2)?)
)?D(htp)? + (hi2)*D(h3y)?
)?D((c—K) = (h$1)?) + (h1p)°D(hiy)?
—(h?y)? + (h1p)?}D((h$p)?)
= 2(hiy){(hiz)*— (hi)?}D(hy)

Observe que derivand811), obtemos

0 = D((hiy)?*+ (h1p)?)

= 2hj;Dh}; +2hhT,
0 que implica
|2h31Dh3,|* = | — 2hiohiol%,
isto &,
(hi)? 5 2
hiol? = il ”
(h?-.2>2 11
Substituindo em3-9), obtemos
(hip)
Dhiy|* = 12— (2N — K(c—K)).

— (hd)2+(hty)?
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Dai, segue que

[DN@)? = 4(hip)?((hp)? — (hfp)?)?|D(hiy?

B e
(hil)z_i_(hi,z)z{((hlz) + (h$1)%)? —4(hi1)?(h12)°} (2N — K(c— K))
No 2

= 4 (K —4N) (2N — K(c—K)).

ComoK,) € constante e pela definicdo fig, obtemos

|Df(2)|2 = 16|DN(2)|2

4N o
= 16— (Kl — 4Niz) (2N —K(c—K))

4 (c—K)P—fp [_(c—K)*—fy
= 1GC—K' a 2 1 —K(C—K) f(z)
8
= —% £ — 16(c—2K) {5 +8(c—K)*(c—3K)f(5),
gue é a equacad{10. O

Observe que analisamos o cadd$g) = 0 de uma imers&o isométrica minima.
Passaremos a estudar o cagg # 0.

Lema 3.6 Seja x: M?(K) — M#(c) uma imers&o isométrica minima conpN£ 0 em
M?(K). Ento, temos K= c¢/3 e ¢> 0. Localmente x é uma superficie de Veronese em

S(c).

Prova Se f; = 0 emM?(K), entdoy h{,e; e ¥ hf,ey s&o ortogonais e tém o mesmo
comprimento ndo nulo. Normalizando estes vetores, ad@&stes como uma parte da
base d&?, x M?(K). Por estes novos campos do referencial, temos

h3,=h{,>0 e h,=h};=0.
A equacao de Gauss implica

c—K
Y ((h2)?+ (h)?) = (hfy)?+ (hf,)? = == = constante- 0.
a

Observe qu®h3; = dh, e que 2x, = wa4. De fato,

2 2 4
0 = Dhi,=dhj,+ Zlhgzoosl+ Zlh?swsﬂ‘ ZhE20)83
S= S= B

= 2h3,012 + hotaz = h3; (20012 — 00aa).
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Derivando exteriormente a equacan; 2 = ws4, temos que

2dw2 = dwzg
4
= AZ A A\ Was + Q34
=1

= W31\ W14+ W32 A w24
= —(h}1001 +h3p02) A (hig001 + hipuy)
= —2h3;h},01 AWy

Por outro ladodu 2, = —Kwy A wyp. Portanto, temos qué = h3,ht,. Comoh3; =h{, >0
implica queK = (h3,)? é positivo. Pela equacas-g), temos

0

Dh?,|?+ |Dh3,|?
= 2N —K(c—K)
= 2K?2—K(c—K)
= K(3K—-o0).

ComoK > 0, entdo, temos qué€ = ¢/3 ec > 0. Observe que enif], temos um teorema
que diz: EmS* de curvatura escalar > 0, existe somente um tipo desuperficie de
curvatura Gaussiana constamte Para issoK = ¢/3, e o circulo da curvaturéG) é
de raio constantéK)/2 para toda superficie. ER*, umaR-superficie tem curvatura
negativa, que néo pode ser constante. Assim, sabemos guileshersao representa
localmente uma superficie de Veronese.

Agora mostraremos que o ca$g, # 0 nao pode ocorrer. PoB{7) e (3-10),
obtemos

Afp = 8(c—K) 75 —8(2c—5K)fz +8(c—K)*(c—3K).  (3-12)

Se tomarmod ;) = 6, temos que as equacoes 10 e (3-12) sao expressas da seguinte
forma

IDB]2 = 8(c—K) 8% 16(c— 2K)82 + 8(c— K)2(c— 3K)8,
NO = 8(0_K)7162_8(20—5K>9+8(C—K)Z(C—BK),

onde|D8|? = f(8) e AB = @(8) s&o polindmios d® com coeficientes constantes. Isto
entdo, prova qué tem que ser constante. 8@ao for constante, entédo existe coordenadas
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locais(8,T) emM?(K) tal que a primeira forma fundamental &

dg = TlG) (d92+exp(2/(pf_ld9) dTZ) ;

onde esta equacéo denota diferenciacdo com respeitees [11], p. 164). E a curvatura
Gaussian& satisfaz

fK + (— f') ((p—%f’)Jrf((d—%f”) - 0 (3-13)

Observe que o primeiro membro da equa¢gd® é um polindémio en® dado por

0 = fK+((p—f’)<cp—%f’)+f<q{—%f”)
= 8(c—K) 1(8c—27K)6° — 16{K(c— 6K)+8(c— K)(c— 3K)}6%+
+ 8(c—K)?(c—3K)(8c—3K),

pois, temos

f/(0) = 24(c—K)19?—32(c—2K)8+8(c—K)?(c—3K),
f7(8) = 48(c—K)1032(c—2K),
¢ = 16(c—K)10—8(2c—5K).

Assim,
o—f = —16(c—K) 18?+8(2c—3K)6,
o— %f’ —  _4(c—K) 102+ 8KB + 4(c— K)2(c— 3K),
G5 = —Blc—K) 848K,
Segue que,

fK = 8K(c—K)10°—16K(c—2K)8?+8K(c—K)?(c—3K)8,
(p—f') <(p—%f’) = 64(c—K)20*—32(c—K) L(2c+K)83+
+ 64{2K(2c—3K) — (c—K)(c—3K)}8%+32(c — K)?(c— 3K ) (2c — 3K)8,
f(qf—%f”) = —64(c—K)20*+64(c—K)1(2c—-3K)08 +

+ 64{—2K(c—2K) — (c—K)(c—3K)18?+ 64K (c— K)?(c— 3K)8.

Desde que3-13) seja um polindmio néo trivial com coeficientes constargetiod deve
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ser constante. Portantd,) € uma constante nao nula, o que implica ¢ue- 0 por
(3-6), pois comof ;) = constante# 0 eAlogf ;) = 0. E pela definicao dé ), temos que
fo) = c?— 4N7). Por outro lado, por3-12), temos

= 8(c—K) 'f —8(2c—5K)fp) +8(c—K)*(c—3K)
= 8c? f(22) — 16Cf(2) +8c3

1 2 3
= 8(f(2) _Cz>27

0 que implica quef;) = c?. Segue queN2) = 0, que € absurdo, pois assumimos que
Nz # 0. O

Prova do Teorema.l

Pela Proposica8.3 se M é uma superficie minima com curvatura Gaussiana
constante no espaco forma 3-dimensional, entdMautotalmente geodésica au> 0
e M é um aberto do Toro de Clifford. E pelo LerB&, temos que s& = ¢, entaox é
totalmente geodésica. Ja pelo LeBi4 temos que se > 0 eK > ¢, entdox(M?(0)) esta
contida numa subvariedade totalmente geodésica 3-diomeidl® como parte do Toro
de Clifford.

QuandoN(z) # 0 eK3 =0, aplicando o Lem&.6 em Q, desde qud ;) =0
emQy, N(2) € uma constante positiva eRp. Desde qué; seja aberto e fechado, temos
Q, = M?(K), poisM?(K) é conexo por definicdo. Portanto, temos g(M?(K)) é uma
superficie de Veronese e®(c).

Concluindo com a prova do Teorerd, temos o seguinte corolario.

Corolario 3.7 Nao existe uma imerséo isomeétrica minima com curvatura Saoa
constante negativa numa esfera unitarig 8 mesmo que localmente.
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