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Resumo

Nesta dissertagao estudamos os artigos The Surfaces of Delaunay, de Eells, James, e
Classification des Surfaces de Type Delaunay, de Ricardo Sa Earp e Eric Toubiana.
Baseado no primeiro trabalho classificamos as superficies de rotacao de curvatura média
constante conhecidas como superficies de Delaunay. Utilizando o segundo trabalho apre-
sentamos um estudo sobre superficies especiais de Weingarten, cuja curvatura média e
Gaussiana satisfazem a relagao H = f(H? — K), onde f uma fungao eliptica de classe C*.
Classificamos as superficies de rotacao completas, satisfazendo a relagao de Weingarten.

Elas sao conhecidas como superficies Tipo Delaunay.



Abstract

In this dissertation we have studied the articles The Surfaces of Delaunay, by James Eells,
and Classification des Surfaces de Type Delaunay, by Ricardo Sa Earp and Eric Toubiana.
Based on the first work we have classified the surfaces of revolution of constant mean
curvature known as surfaces of Delaunay. By using the second one we have looked at
special surfaces of Weingarten, whose mean and gaussian curvatures satisfies the relation
H = f(H? — K), where f is an elliptic function of class C'. We have classified the
complete surfaces of revolution, that satisfies the Weingarten relation. They are known

as surfaces of Delaunay Type.



Introducao

Superficies de rotacao em R3 sdo as superficies que sao invariantes por rotacoes em R3,
ou seja, por rotacoes em relacao a uma dada reta. Seu estudo se reduz ao estudo da curva
geratriz, isto é, a curva descrita pela interseccao da superficie com um plano que contenha

o eixo de rotacao.

Em 1827, o matemaético alemao Gauss definiu a curvatura Gaussiana K, de uma

superficie de R?, por K = A\ )\, onde \; e Ay sdo as curvaturas principais da superficie.

Depois de alguns anos, em 1831, a matematica francesa Sophie Germain introduziu a
- L 1 AL+ A .
definicao de curvatura Média H, por H = %, ao estudar um problema relacionado

com vibragoes de uma membrana.

A curvatura Gaussiana teve maior influéncia no meio matemético, enquanto a cur-
vatura média ficou esquecida, voltando a tona em 1951, com Hopf, despertando uma
quantidade consideravel de geometras para o estudo da mesma, principalmente das su-

perficies com curvatura média constante (H — cmc).

Os exemplos mais simples de superficie H — cme sao o plano (H = 0), a esfera de raio

1 1
r em R3 (H = :I:—) , € o cilindro circular reto de raio r (H =5 ) .
r r

O primeiro matemadtico a encontrar superficies H — eme (H # 0), além dos acima
citados, foi o frances C. Delaunay, em 1841, o mesmo mostrou que a curva plana descrita
por um dos focos de uma conica, quando esta rola sobre uma reta, sem deslizar, gera uma
superficie de revolucao H —cme, além disso, mostrou que toda superficie de revolucao H —
cme ¢é obtida dessa maneira. Estas superficies sdo chamadas de Catenéide (considerando
a pardbola), Onduldide (considerando a elipse) e Noddide (considerando a hipérbole).

As superficies de curvatura média constante, H — cmc, também englobam as superficies



minimas, H = 0.

Mais de um século depois, N. Kapouleas [?] em (1990), construiu outros exemplos de

superficies propriamente mergulhadas, de topologia finita e de curvatura média constante.

Em [?] os autores estudaram uma superficie M, retirando a hipdtese de curvatura
média constante H — eme e colocando uma relagao entre a curvatura média H = H(N)

e a curvatura de Gauss K satisfazendo a forma:
H= f(H2 - K)7

onde f é uma funcao de classe C' no intervalo [0, 00). Além disso, f tem que verificar a
relacao:

Vte0,00), 4(f' (1) < 1.
Neste caso, diremos que f é uma funcao eliptica e M é chamada superficie especial caso,

verifique as relagoes acima.

Quando f(0) # 0, a teoria de superficies especiais possuem principios e propriedades
equivalentes a teoria de superficies com curvatura média constante nao nula, e diremos
que M é uma superficie especial tipo curvatura média constante ou simplesmente que
M ¢é uma superficie especial. Mais ainda, se M é uma superficie de revolugao completa

diremos que M ¢é uma superficie do tipo Delaunay.
Nosso trabalho foi divido nas seguintes etapas.

No Capitulo 1, apresentamos os principais resultados sobre curvas e superficies que
serao usados nos demais capitulos. Estudamos a primeira e segunda forma fundamental
de uma dada superficie, terminando este capitulo com o calculo das curvaturas principais,

curvatura média e gaussiana de uma dada superficie de revolucao.

No Capitulo 2, estudamos superficie de revolucao com curvatura média constante e

nosso principal objetivo foi classificar as superficies de Delaunay.

Com o Capitulo 3, encerramos nosso trabalho fazendo um estudo detalhado de su-
perficies especiais de Weingarten completas de revolucao tipo curvatura média constante,
mostrando resultados gerais de existéncia e unicidade de superficies tipo Delaunay. No
Teorema 3.1 provamos a existéncia de uma tal superficie, onde a curva que gera a su-
perficie é uma curva periddica de periodo 2x,. Finalmente no Teorema 3.2 provamos que

toda superficie de revolugao completa tipo Delaunay é do tipo da obtida no Teorema 3.1.



Capitulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste capitulo algumas defini¢oes e propriedades de Geometria Diferencial
de Curvas e Superficies, as quais utilizaremos sem maiores detalhes no decorrer de nosso

trabalho. As demonstragdes e explicagoes podem ser encontradas em [?], [?] e [?].

1.1 Superficies Regulares

Nesta secao introduzimos a nocao de uma superficie regular em R3. Podemos dizer que uma
superficie regular em R? é obtida tomando pedacos do plano, deformando-os e colando-os
entre si, de tal modo que a figura resultante nao apresente pontas, arestas ou auto-
interseccoes e que tenha sentido falar em plano tangente nos pontos desta superficie. A
idéia é definir um conjunto que seja, em certo sentido, bi-dimensional e que seja também
suficientemente suave de forma que as nogoes usuais do Célculo possam ser estendidas a

um tal conjunto.

Definicao 1.1. Um subconjunto S C R3 é uma superficie reqular se, para cada P € S,
existe uma vizinhanga V de P em R3 e uma aplicagio X : U — V N S, de um aberto

U de R? sobre VNS C R? tal que

1. X € diferencidvel. Isto significa que se escrevemos
X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U,

as fungoes x(u,v),y(u,v), z(u,v) tém derivadas parciais continuas de todas as ordens em
U.



2. X € um homeomorfismo. Como X é continua pela Condi¢do 1, isto significa que X
tem inversa X1 : VNS — U que é continua.

3. Para todo q € U, a diferencial dX, : R* — R? € injetiva.

A aplicacao X é chamada uma parametrizagao ou um sistema de coordenadas locais
numa vizinhanga de P. A vizinhanca VNS de P em S é chamada uma vizinhanga

coordenada.

A definicao acima merece alguns comentarios. Primeiramente porque definimos uma
superficie como um subconjunto S de R3, e nao como uma aplicacao. Conseguimos isso

cobrindo S com tragos de parametrizagoes satisfazendo as Condigoes 1, 2 e 3.

A Condicao 1 é bastante natural se esperamos fazer alguma geometria diferencial
sobre S. A injetividade na Condicao 2 tem por objetivo excluir a possibilidade de auto-
intersecgoes em superficies regulares. A continuidade da inversa na Condi¢ao 2 tem um
proposito mais sutil. No momento, diremos apenas que esta condicao é essencial para
provar que certos objetos definidos em termos de uma parametrizagao nao dependem desta
parametrizacao, mas apenas do proprio conjunto S. Finalmente, a Condicao 3 garante a

existéncia de um plano tangente em todos os pontos de S.

Em seguida apresentaremos alguns exemplos de superficies regulares.

Exemplo 1.1. O cilindro circular reto de equacao x* + y? = r? é uma superficie reqular

que pode ser parametrizado por X (u,v) = (rcosu,rsinu,v), com (u,v) € R* e r > 0.

Figura 1.1: Parte de um cilindro



Exemplo 1.2. A esfera S? é uma superficie reqular, onde
X (u,v) = (cosusinv, sin usin v, cos v),

com (u,v) € (0,27) X (0,7) € uma parametriza¢io que cobre S* menos um meridiano.

Figura 1.2: Esfera

Exemplo 1.3. Seja a(u) = (f(u),0,g(uw)),u € I C R uma curva regular tal que g'(u) # 0
para todo u do intervalo I. Entao a superficie obtida pela rotacdo de a(u) em torno do eixo
z € uma superficie reqular parametrizada por X (u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinv, g(u)),v €
R.

Figura 1.3: Superficie rotacionada

Exemplo 1.4. Considere a hélice dada por o(u) = (cosu,sinu,au). Por cada ponto da
hélice, trace uma reta paralela ao plano xy e que intercepta o eizo Oz. A superficie gerada

por essas retas é chamada de helicoide. Uma parametriza¢ao do helicoide é dada por:

X(u,v) = (veosu,vsinu,au), 0 < u < 27, —o00 < v < 0.



X aplica uma faiza aberta de largura 2w do plano uv sobre a parte do helicdide que

corresponde a uma rotacao de 2w ao longo da hélice.

Figura 1.4: helicéide

Exemplo 1.5. Consideramos superficies obtidas pela rotagcao do angulo v em torno do
eizo z sequida da elevacao de dv da curva (2 + cosw,0,sinw). Uma parametrizacio para
tal superficie é X (u,v) = ((2 + cosu) cosv, (2 + cosu) sinv, sinu + 6v), (u,v) € R?, onde
d € um nimero real. Observamos que se 6 = 0, a parametrizacio X (u,v) descreve o toro

obtido pela rotagao do circulo no plano xOz de raio 1 e centro (0,2,0).

Figura 1.5: toro e hélice de um toro

Até aqui, tratamos as superficies sob o ponto de vista da diferenciabilidade. Agora
comecaremos o estudo de outras estruturas geométricas associadas a uma superficie.

Talvez a mais importante delas seja a primeira forma fundamental, que passamos a des-
crever agora.
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O produto interno natural em R?, induz em cada plano tangente 7,5, de uma superficie
regular S, um produto interno, que indicaremos por { , ),. Se wy, wy € T,S C R?, entao
(wy,ws), é igual ao produto interno de w; e wq, como vetores em R?. A esse produto
interno, que é uma forma bilinear simétrica (isto é, (wq,ws2), = (w2, w1), € (wy,wq), é

linear em w; e ws), corresponde uma forma quadratica I, : 7,5 — R dada por
L(w) = {w,w), = [w|* > 0. (1.1)

Definicao 1.2. A forma quadrdtica I, em T,S definida por (1.1), é chamada a primeira

forma fundamental da superficie reqular S C R® em p € S.

Deste modo, a primeira forma fundamental é meramente a expressao de como a su-
perficie S herda o produto interno natural do R3. Geometricamente, como veremos em
breve, a primeira forma fundamental nos possibilita fazer medidas sobre a superficie (com-
primentos de curvas, angulos de vetores tangentes, areas de regioes), sem fazer mengao

ao espaco ambiente R3, onde estd a superficie.

Vamos agora expressar a primeira forma fundamental na base X, X, associada a uma
parametrizacdo X (u,v) em p. Como um vetor tangente w € 7,5 é o vetor tangente a
uma curva parametrizada a(t) = X (u(t),v(t)), t € (—e€,€), com p = a(0) = X (up, vo),

obtemos

L(a'(0)) =

(@(0).2/(0)),
- |
(

Xou' + X0, X'+ X,0'),

KXoy Xup(u)? + 2(Xy, Xo)pt'v' + (X, Xo)p(v)?
= EW)*+2Fuv + G,

onde os valores das funcoes envolvidas sao calculados em t = 0, e

E(UO,U()) = <XuaXu>p

F(UO, UO) = <Xuv Xv>p

G(UO, UO) = <XU7 X’U>p )

sao os coeficientes da primeira forma fundamental na base X,,, X, de T,9.

Fazendo p variar na vizinhanga coordenada correspondente a (X, X, ), obtemos fungoes

E(u,v), F(u,v),G(u,v), que sdo diferenciaveis nessa vizinhanca.
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De agora em diante, omitiremos o indice p na indicagao do produto interno (, ), ou da

forma quadratica [, quando for claro pelo contexto a que ponto nos referimos.

Para ilustrarmos o que falamos acima considere o seguinte exemplo.

Exemplo 1.6. Sejam V ={(0,¢); 0<0 <7, 0<p <27} e X :V — R3 dada por

X(0,¢) = (sinf cos ¢, sin dsin ¢, cos 0).

Observamos que

Xo(0,p) = (cosfcosp,cosbsinp, —sinb),
X,(0,0) = (—sinfsing,sinfcosyp,0).

Logo,

0,0) = (Xg, Xp)=1
F0,) = (X0, X,) =0
G,p) = (X, Xy) = sin?(f).

Portanto, se w € um vetor tangente a esfera unitdaria em um ponto X (0, ), dado na base
associada a X (0, ) por
w = aXg+ bXyp,

entao o quadrado do modulo de w € dado por

lw|* = I(w) = Ea* + 2Fab + Gb* = a® + b* sin* 0.

Agora iremos discutir em que sentido, e quando, é possivel orientar uma superficie.
Intuitivamente, como cada ponto p de uma superficie regular S tem um plano tangente
T,S, a escolha de uma orientagao de 7,5 induz uma orientagao numa vizinhanga de p, isto
é, a nogao de movimento positivo ao longo de curvas fechadas suficientemente pequenas
em torno de cada ponto da vizinhanca. Caso seja possivel fazer essa escolha para cada
p € S de forma que na intersegao de quaisquer duas vizinhancas as orientacoes coincidam,

entao dizemos que S é orientavel. Caso contrario, dizemos que S é nao-orientavel.

Vamos precisar essas idéias. Fixada uma parametrizagdo X (u,v) de uma vizinhanga

de um ponto p de uma superficie regular S, determinamos uma orientacao do plano
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tangente 1,5, a saber, a orientagao associada a base ordenada X,, X,. Se p pertence a
uma vizinhanga coordenada de uma outra parametrizacao X (u,v), a nova base Xz, Xz é

expressa em termos da primeira por

— ou ov
XU - Xu__ Xv__a
ou + ou
— ou ov
Xﬂ - Xu__ Xv__7
0v + ov

onde u = u(u,v) e v = v(u, V) sdo as expressoes da mudanga de coordenadas. As bases

Xy, X, e X4, X5 determinam, portanto, a mesma orientacao de 7,5 se, e somente se, o

)
)

Jacobiano

4

(u,
d(u,

<

da mudanca de coordenadas é positivo.

Definicao 1.3. Uma superficie reqular S € orientdvel, se for possivel cobri-la com uma
familia de vizinhancas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence a duas
vizinhangas dessa familia, entao a mudanca de coordenadas tem Jacobiano positivo em
p. A escolha de uma tal familia € chamada uma orientacdo de S, e S, neste caso, diz-
se orientada. Se uma tal escolha nmao € possivel, a superficie € nao-orientdvel. Se S €
orientada, uma parametrizacao (local) X € compativel com a orientagdao de S se, juntando
X a familia de parametrizagoes dada pela orientagdo, obtém-se ainda uma (logo, a mesma)

oritentacao de S.

Convém chamar de campo diferenciavel de vetores normais em um aberto U C 5, a
uma aplicacao diferencidvel N : U — R3, que associa a cada ¢ € U um vetor normal

unitrio N(¢q) € R* a S em q.

Proposicao 1.1. Uma superficie reqular S C R? € orientdvel se, e somente se, existe um

campo diferencidvel N : S — R? de vetores normais em S.

Proposigao 1.2. Se uma superficie reqular é dada por S = (x,y,2) € R?; f(z,y, 2) = a,

onde f: U C R® — R € diferencidvel e a é um valor reqular de f, entdo S € orientdvel.

Orientacao certamente nao é uma propriedade local de uma superficie regular. Local-
mente, toda superficie regular é difeomorfa a um conjunto aberto do plano e, portanto,

orientavel. Orientagao é uma propriedade global, no sentido de envolver toda a superficie.
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A aplicagao utilizada na definicao seguinte mostra que conseguimos relacionar vetores
de um plano tangente com vetores de outro plano tangente. Todos os detalhes poderao
ser encontrados em [?], (pag 158 a 165). Em seguida definiremos a aplicagdo normal de

Gauss:

Definicao 1.4. A aplicacio de Gauss N : S C R® — S? em relacio a uma dada
parametrizacio X : U C R? — S num ponto p € definida por

N(u, v) Xy (u,v) A Xy (u,v) Xu N X,
u,v) = = :
’ | X (u, v) A Xy (u,v)] | Xu A Xy

O fato de dN, : T, — T,S ser uma aplicacao linear auto-adjunta nos permite
associar a dN, uma forma quadrética ) em T,S, dada por Q(v) = (dN,(v),v), v € T,S.
Para obter uma interpretagao geométrica desta forma quadratica, precisamos de algumas

defini¢oes. Por motivos que se tornarao claros depois, usaremos a forma quadratica —@).

Definicao 1.5. A forma quadrdtica 11,, definida em T,S por II,(v) = —(dN,(v),v) €

chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Definicao 1.6. Seja C' uma curva reqular em S passando por p € S, k a curvatura de
C em p, ecos = (n,N), onde n é o vetor normal a C e N ¢é o vetor normal a S em p.

O niamero k, = kcos é chamado a curvatura normal de C' C S em p.

Noutras palavras, k, é o comprimento da projecao do vetor kn sobre a normal a
superficie em p, com um sinal dado pela orientacao N de S em p. A curvatura normal de
C nao depende da orientacao de (', mas troca de sinal com uma mudanca de orientagao

da superficie.

Para dar uma interpretacao da segunda forma fundamental /1, considere uma curva
regular C' C S parametrizada por a(s), onde s é o comprimento de arco de C, com

a(0) = p. Se indicarmos por N(s) a restricao do vetor normal N a curva «(s), teremos
(N(s),d/(s)) =0, donde
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Portanto,

I,((0) = -

Em outras palavras, o valor da segunda forma fundamental 7/, num vetor unitério
v € 1,5 é igual a curvatura normal de uma curva regular passando por p e tangente a v.

Em particular, obtivemos o seguinte resultado.

Proposicao 1.3. (Meusnier) Todas as curvas de uma superficie S que tém, num ponto

p € S, a mesma reta tangente tém, neste ponto, a mesma curvatura normal.

Voltemos a aplicagao linear dN,. A cada p € S existe uma base ortonormal {e;,es}
de TpS7 tal que de(el) = —)\161, de(62> = —)\262. Além diSSO, )\1 e )\2 ()\1 Z )\2) sao
o maximo e o minimo da segunda forma fundamental /1, restrita ao circulo unitario de

T,S. Isto é, sao os valores extremos da curvatura normal em p. Com isso,

Definicao 1.7. O mdzimo da curvatura normal \y e o minimo da curvatura normal Ao,
sao chamados curvaturas principais em p; as direcoes correspondentes, isto €, as direcoes

dadas pelos auto-vetores e; e es sao chamadas direcoes principais em p.

O conhecimento das curvaturas principais em p permite calcular facilmente a curvatura
normal segundo uma diregao dada de 7,,S. Com efeito, se v € T),S e |[v| = 1, como €; e es
formam uma base ortonormal de 7,5, temos

v =e1co80 + eysinb,

onde 0 ¢é o angulo de e; a v na orientagao de 7,,S. A curvatura normal k, na direcao de

v é dada por
ke = I1(o) = —(dN,(0),0)
= —(dNp,(eycosf + egsinh), (e; cosf + ey sin b))
= (e1A;1cosf + exAg8in b, eq cos + ey sin 6)

= M\ cos?f+ \ysin 6.
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Esta 1ltima expressao é conhecida classicamente sob o nome de Férmula de Euler. Em

verdade, ela é simplesmente a expressao da Segunda Forma Fundamental na base ey, e;.

Seja X (u,v) uma parametrizagdo em um ponto p € S de uma superficie S, e seja
a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva parametrizada em S, com ay = p. Para simplificar a

notacao, convencionaremos que todas as funcoes que aparecem abaixo indicam seus valores

no ponto p.

O vetor tangente a a(t) em p é o/(t) = X, u'(t) + X,/ (t) e

AN (o (t)) = N'(u(t), v(t)) = Not/ + N,

Como N, e N, pertencem a 7},S, podemos escrever

N, = anXy+anX,
N, = a2 X, + anX,,

e portanto,
dN (o) = (apu’ + appv) Xy + (anu’ + anv’)X,.
Logo, a expressao da Segunda Forma Fundamental na base X, X, é dada por
II,(/) = —(dN(d),a)

= (N + N, X u' + X,0)

= o) 2+ g
onde

e = <qu7N> = _<XuaNu>

f = <Xuv7N> = _<Xu;Nu>
g = <va7N>:<vaNv>;

sao os coeficientes da Segunda Forma Fundamental.

Sem mais comentarios podemos enunciar a seguinte definicao que sera de grande valia

para a préxima secao.
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Definicao 1.8. Sejap € S e seja dN, : 1,5 — 1,5 a diferencial da aplica¢ao de Gauss.
O determinante de dN, é chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo
da metade do traco de dN, € chamado a curvatura média de S em p. Em termos das

curvaturas principais A1 € Ao, podemos escrever

1
K= )\1/\2 e H= 5()\1 + )\2)

Em um sistema de coordenadas X (u,v), e a curvatura média H e a curvatura Gaus-

siana K sao dadas por:
_gE —2fF +eG

H 2EG — F9) (1.2)
’ eg — f?
K = o2 (1.3)
onde
E ={(X,,X.)
F =(X,, X)) (1.4)
G = (X, Xo),

sao os coeficientes da Primeira Forma Fundamental.

Exemplo 1.7. As curvaturas média e gaussiana do cilindro circular reto, com parametriza¢do

dada por X (u,v) = (rcosu,rsinu,v) sao H = —g, € K =0.
r

Encerraremos esta se¢ao com um exemplo onde iremos calcular as curvaturas princi-
pais, curvatura média e curvatura Gaussiana de uma superficie de rotacao. Para efeito
de contas iremos considerar o eixo z como o eixo de rotagao, embora na préxima secao o

eixo de rotacao considerado é o x.

Exemplo 1.8. Superficies de Rotacao: Considere a superficie de rotacao parametrizada

por:
X (u,v) = (p(v) cosu, p(v) sinu, Y(v)), 0 <u<2m, a<v<b, p)>D0.
Os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por

E=¢* F=0, G=()+ ).
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Convém supor que a curva geratriz € parametrizada pelo comprimento de arco, isto €, que
(P + WP =G=1.
O cdlculo dos coeficientes da Sequnda Forma Fundamental é simples e fornece
e=—py, [=0, g=1'" ="y
e YW —v"y)

K=-— .
v

Convém exibir ainda uma outra expressao para a curvatura Gaussiana. Diferenciando
()2 + (¥)? =1, obtemos ©'@" = —'¢p". Assim,

K _w/<w/¢// o w”@/) _ (W)QSO" + (@’)290” _ ﬂ (15)
© 2 ¥

A equagao (1.5) é uma expressio conveniente para a curvatura Gaussiana de uma
superficie de rotacao. Ela pode ser usada, por exemplo, para determinar as superficies de

rotagao com curvatura Gaussiana constante.

Para o calculo das curvaturas principais, faremos primeiro uma observac¢ao geral: se
a parametrizacao de uma superficie reqular € tal que F' = f = 0, entao as curvaturas
L € g .
principais sao dadas por oheh De fato, nesse caso, a curvatura Gaussiana e a curvatura

média sao dadas por
eg _leG +gE

T EG’ 2 EG

Nossa afirmacao decorre imediatamente do fato de K ser o produto e 2H a soma das

K

curvaturas principais.

Assim, as curvaturas principais de uma superficie de rotacao sao dadas por

e V' Y
)\1 = —— —— = — —
E ©? ©

AQ — % — /éb/@,/ _¢//¢,7
dat, a curvatura média de uma tal superficie é
_ l_wl + S0(,lp/S0// _ ,l/}//(p/)

H .
2 ®
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1.2 Superficies Completas

O objetivo desta se¢ao é introduzir o conceito de superficies completas.

Defini¢ao 1.9. Uma superficie reqular (conexa) S é chamada estendivel, se existe uma
superficie reqular (coneza) S, tal que S C S como um subconjunto proprio. Se ndo eviste

uma tal S, S € chamada ndo-estendivel.

Infelizmente, a classe de superficies nao-estendiveis é muito grande para permitir re-

sultados interessantes. Uma hipdtese mais adequada é dada pela

Definicao 1.10. Uma superficie reqular S é denominada completa quando para qualquer
ponto P € R, qualquer geodésica parametrizada ~ : [0,e) — S de S, comecando em
P = 7, pode ser estendida numa geodésica parametrizada 7 : R — S, definida sobre

toda a reta real R.

O plano é evidentemente uma superficie completa. O cone menos o vértice nao é uma
superficie completa, pois quando estendemos suficientemente uma geratriz (que é uma
geodésica) atingimos o vértice, que nao pertence a superficie. A esfera é uma superficie
completa, pois as geodésicas parametrizadas (cujos tragos s@o os grandes circulos da
esfera) podem ser definidas para qualquer valor real. O cilindro também é uma superficie
completa pois as suas geodésicas sao circulos, retas e hélices, que estao definidas para

todos os valores reais.

Por outro lado, uma superficie S — P, obtida ao removermos um ponto P de uma
superficie completa S, nao é completa. De fato, alguma geodésica v de S deve passar
por P. Tomando um ponto @, proximo a P em ~, existe uma geodésica parametrizada de
S — P que comega em () e nao pode ser estendida até P. Assim, uma esfera menos um

ponto e um cilindro menos um ponto nao sao superficies completas.

Proposicao 1.4. Uma superficie completa S é nao-estendivel.
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1.3 Principio do Maximo para Superficies Especiais
Weingarten

O Principio do Méaximo para superficies com curvatura média constante foi generalizado

em [?] para para Superficies Especiais Weingarten, conforme descreveremos a seguir:

Teorema 1.1. Suponha M, e M, superficies de classe C? em R3, dadas como grdficos de
fungoesu,v : Q C R?2 — R. Suponha que o plano tangente de ambas M, e My encontram-
se no ponto (z,y, 2), isto €, Ty, My = Ty, My para z = u(z,y) = v(z,y), (z,y) € Q. Seja
H(Ny) e H(Ny) as fungoes curvatura de u e v com respeito aos normais unitdarios Ny e
Ny que coincidem em (z,vy, z). Seja K;, a curvatura Gaussiana de M;, i = 1,2. Suponha

que M; satisfaz

para [ satisfazendo
44(f'(1))* < 1.
Sew < v prozimo de (z,y) entdo My = My proximo de (x,y, z), isto é uw = v na vizinhanga

de (z,y).

A demonstracao deste resultado é encontrada em [?].

No Capitulo 3 precisaremos garantir a existéncia de solucao local de uma equagao
diferencial de segunda ordem. Para isto consideremos o conceito de funcao lipschitziana,

a seguir.

Uma aplicagao f :  C R x R® — R” chama-se lipschitziana em §2 relativamente a

segunda variavel ou, simplesmente, lipschitziana, se existe uma constante K tal que:

|f(t,x) = f(t,y)] < K|z —yl,

para todo (¢,z), (t,y) € ; K chama-se constante de Lipschitz de f.

A aplicagao f diz-se localmente lipschitziana em €2, se cada (tg, xo) tem uma vizinhanca
V =V (to, o) tal que f|V é lipschitziana em V.

Lembremos a seguir o Lema da Contracao e, principalmente, um corolario deste que

sera usado na demonstracao do Teorema de Picard.
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Lema 1.1. (Lema de Contragao) Sejam (X, d) um espago métrico completo e F' : X —
X wma contragao, isto é, d(F(x), F(y)) < Kd(x,y), 0 < K < 1. Eziste um inico ponto
fizo P, por F, isto é F(P) = P. Mais ainda, P é um atrator de F, isto é, F"(x) — P
quando n — oo, para todo x € X. F"(z) é definido por F(F"(x)).

Corolario 1.1. Seja X um espago métrico completo. Se F': X — X € continua e, para
algum m, F™ € uma contragao, entao existe um unico ponto P fixo por F. Mais ainda, P

é um atrator de F.

Teorema 1.2. Seja f continua e lipschitziana em Q) = I, X By, onde 1, = {t; [t—Ty| < a},

By = {x; |[z—x0| < b}. Se|f| < M em Q, existe uma tinica solu¢ao da equagdo diferencial

¥ = f(t,z), x(ty) = zo

I . b
em I, =min|a, — |.
M



Capitulo 2

Superficies de Rotacao com
Curvatura Média Constante

Superficies de rotagao sao as superficies que sao invariantes por uma familia a um parametro
de rotacoes em R3, ou seja, por rotacoes em relacao a uma dada reta. Seu estudo se reduz
ao estudo da curva geratriz, isto é, a curva descrita pela intersecgao da superficie com um

plano que contenha o eixo de rotagao.

Figura 2.1: Superficie de rotagao com geratriz «

Em 1827 o matematico alemao Gauss definiu a curvatura Gaussiana K, de uma su-

perficie de R3, por K = A\ Ay, onde \; e Xy sao as curvaturas principais da superficie.

Depois de alguns anos, em 1831, a matemaética francesa Sophie Germain introduziu a
A1+ Ao

definicao de curvatura Média H, por H = , ao estudar um problema relacionado

com vibragoes de uma membrana.

A curvatura Gaussiana teve maior influéncia no meio matemédtico, enquanto a cur-

21
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vatura média ficou esquecida, voltando com grande for¢ga em 1951, com Hopf, despertando
uma quantidade consideravel de geometras para o estudo da mesma, principalmente das

superficies com curvatura média constante (H — cmc).

Os exemplos mais simples de superficies H — ¢mc sao o plano (H = 0), a esfera de

1 1
raio r em R? (H = —) e o cilindro circular reto de raio r (H = —) )

r 2r

O primeiro matemdtico a encontrar superficies H — eme (H # 0), além dos acima
citados, foi o francés C. Delaunay. Em 1841, ele mostrou que a curva plana descrita
por um dos focos de uma conica quando esta rola sobre uma reta, sem deslizar, gera
uma superficie de rotacao H — cme. Além disso, mostrou que toda superficie de rotacao
H — c¢me é obtida dessa maneira. Estas superficies obtidas pelas roulettes (definiremos a
seguir) de uma conica sao chamadas de Catendide (considerando a parabola), Onduldide
(considerando a elipse), e Nodéide (considerando a hipérbole). As superficies de curvatura

média constante, H — cmc, também englobam as superficies minimas, H = 0.

O Teorema de C. Delaunay caracteriza as superficies de rotacao H — cmec.

Para isso ele utiliza o conceito de Roulettes de uma conica.

Definicao 2.1. Roulette € a curva descrita pelo foco de uma conica quando esta rola

sobre uma reta tangente sem deslizar.

O objetivo principal deste capitulo é provar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. (Delaunay) Uma superficie rotacional de curvatura média constante é

obtida pela rotacao da roulette de uma conica.
A demonstracao apresentada se baseia no artigo de Eells [?] e segue as seguintes etapas:

1°) descrever as roulettes das conicas;
2°) calcular as curvaturas médias das superficies obtidas pela rotacao destas curvas;

3°) via expressao da curvatura média, demonstrar que a curva geratriz de uma superficie
de rotacao de curvatura média constante nao-nula satisfaz as equagoes das roulettes

da elipse ou da hipérbole.
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2.1 As Roulettes das conicas

Comecaremos obtendo a roullete da parabola por ser uma figura de facil manipulagao e

visao geométrica.

2.1.1 A roulette da parabola

Uma parabola de foco F' e reta diretriz r é o conjunto de pontos K € R? tais que
dist(K, F) = dist(K,r). O ponto V, da pardbola com a menor distancia a r é denomi-
nado o vértice da pardbola. V estd na reta perpendicular a r que contém o foco F da
parabola, pois a reta que é perpendicular a r e passa por F' é a que da a menor distancia

entre I’ e a diretriz e portanto, a menor distancia entre a parabola e a diretriz.

Figura 2.2: Pardbola com foco F' = (0, ¢)

Tomando o sistema de coordenadas cartesianas (x,y), em que V = (0,0) e o eixo x é
paralelo a reta diretriz, sejam F' = (0,¢) o foco e y = —c a reta diretriz. A equagao da

parabola é:

l’2

Definicao 2.2. A roulette do foco F' em relacio a uma reta tangente a pardbola € a

y (2.1)

trajetoria que F' descreve enquanto a pardbola rola sobre esta reta sem deslizar.

O objetivo desta secao é mostrar que esta roulette é uma catendria. Para tal vamos
mostrar dois Lemas que mostram uma relagao surpreendente entre a reta tangente num
dado ponto, o eixo x e a reta que passa pelo foco da pardabola interceptando a reta tangente

no eixo x.
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2 2

x x
Lema 2.1. Sejam t a reta tangente a parabola y = 1o &M um ponto K = (mo, (z0) ) ,
c

4c

x
e P o ponto de intersec¢ao de t com o eixzo x. Entdio P = (5,0).

2
Demonstragao: A equacao de t é y = ?m — (ZL). Logo, para y = 0, temos
c c
Zo
pP= <—, 0). O
2

Para determinar a coordenada y da roulette, encontraremos um ponto P’ de ¢ tal que

P'F seja perpendicular a .

Lema 2.2. Com a notacao do Lema 2.1, F'P ¢ perpendicular a reta t.

Demonstragao: Sejam m o coeficiente angular da reta que passa por F' = (0,c¢)

x
e P = (70) , e m' o coeficiente angular de t. Basta mostrar que m.m’ = —1. Como
2c T 2c x
m=——em = —0, segue, m.m’ = Bl Logo F'P é perpendicular a t. O
To 2c Ty 2cC

A Figura (2.3) representa dois instantes diferentes em que a parabola rola sem deslizar

sobre o eixo x, que € a reta tangente do vértice.

e O primeiro instante representa o0 momento inicial do movimento em que a parabola
é tangente ao eixo z em V = (0,0) e o foco estd em F' = (0, ¢) e esta representada também

a reta tangente t em K.

e O segundo instante representa o momento em que a parabola rolou até o ponto K,

agora representado por K, é tangente ao eixo x.

Figura 2.3: Pardbola rolando
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No préximo lema encontraremos as equagoes para as coordenadas da roulette da
parabola.

Lema 2.3. Uma parametrizacao em coordenadas cartesianas da roulette da pardbola de

.732

— ¢
4c

x 2 2 2
5@):(/0 \/1+4r—02dr—%\/1+4x—62,0\/1+5?). (2.2)

2
~ , - X .
Demonstragao: A parabola de equacao y = » pode ser parametrizada por a(x) =
c

equacao y =

) Pelo Lema (2.2), ¢ P=(%.0). Logo |PF| \/2+m2 \/1+x2

xr,— |. elo Lema . €1110S que = | = . 0go = C — =C —_— .

e ’ q X 8 4 42
2

Analisando o instante em que o ponto K = | z, o) ¢ tangente ao eixo x, as coordenadas
c

do foco (agora representado por F) sio dadas por (|Vﬁ|, |ﬁﬁ\) = (|V]3|, |PF|). Ora,

usando a Figura (2.3) temos,
VP| = VK| - |PK],

onde |VI} | é o comprimento do arco da pardbola de 0 até z. Ou seja

. x x 7‘2
|VK|:/O |a'(r)|dr:/o VUt g
2 22\? 2 22
PK| = ( —-) ) =41+ =
IPK] \/ tTa) T (4c) oV e
. T 7,2 T 1’2
VP = [ 1+ —dr— 24/1+—.
Vel /0 TV e

Lema 2.4. Seja a(s) = (z(s),y(s)) a reparametrizagcao por comprimento de arco da
roulette da pardbola, dada por f(z) = (Z(z),y(x)), do Lema (2.3). Entao

Por outro lado,

Logo,

]

dz c
= w (2.3)
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Demonstragao: Como

2\ 1
—/

VR
o
&5

~~_

=
no
|

>
|8

N
N
g%

~1/2 B . L2\ 12
2 4c2

© 92 22 -1/2 2\ —1/2
— e R _ = aa
(z) = ‘82 < 402> 4c ( i 402>
Logo,
1 2\ a2 2\ 1
= 2 i 2 =—11 —_— — |1 — = —.
Tle) +7 (@) 4( +402) +1602( Tz 1
Como o parametro comprimento de arco s de 3 é dado por
sw = [ B0 = [ VT T
0 0
temos J
= = VT @ 7 @),
Logo,
dr 1 _o
ds /T (@(s)?+7(x(s)?
Assim, usando a regra da cadeia, obtemos
dv  drdr 1 ] z(s)? _1/22_ c  c 0
ds drds 2 4¢? T g(x(s)  y(s)

A seguir, veremos um resultado que nos diz qual é a roullete de uma parabola.
22
Proposicao 2.1. A roulette da pardbola de equagao y = » € a catendria de equacao
c

y = ccosh <£> )
c
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g = %s) Como ((z(s)) = B(s) é regular,

temos que a roulette da parabola é (localmente) o gréfico de uma funcéo (z,y(x)). Além

p N2 1/2
disso, @ 1+ el # 0, portanto,
dx dx
~1/2
dr_(, ()
ds dx '

(1 () -t 20

Demonstragao: Pela equagao (2.3)

Usando (2.3) obtemos,

Dali,
()7
dx c?
logo,
dy y? —c?
dr 2
ou seja,

d 1
/yQ _ 62 C
que € igual a

Tia
C

-
N

Fazendo y = ccosh v, temos que dy = csinhv dv. Assim,

inh
csinhv :§+d

dv

V2 cosh? v — 2 ¢

T
UV =—
c
Como y_ cosh v, temos que v = arccosh <y> Logo,

c c

arccosh <g> _ +d.

Dali,
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Logo,
y(x) = ccosh (j:% + d>

Considerando y(0) = ¢, resulta que

0
¢ =y(0) = ccosh (— + d) )
c
que implica em
1 = coshd,

portanto
d=0.

Como a funcao y = cosh é uma par, obtemos

y(x) = ccosh <i£> = ¢ cosh <£> :

c c



29

1.5—

1.4

—
w
L

Figura 2.4: catenéria, c=1

2.1.2 Roulettes em relacao a uma reta

A subsecao anterior é a motivacao desta subsecao. Determinaremos propriedades uteis
das roulettes em relacao a uma reta as quais serao de fundamental importancia para as

proximas secoes.

Definicao 2.3. A roulette de um ponto F associado a curva C' em relagdo a uma reta
tangente a C' € a trajetoria descrita por F' enquanto C rola sobre esta reta tangente sem

deslizar.

A préxima proposicao sera de fundamental importancia para demonstracao dos proximos

resultados.

Proposicao 2.2. Seja C' uma curva reqular com curvatura que nao se anula e F um

ponto que nao pertence a C, com 3 a roulette de ' associado a C em relagdo a uma reta
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tangente a C' e F um ponto de [3, Ko ponto de contato de C' com o eizo x(nesse instante).
Entao a roulette de F' em relacdo a reta tangente de C' é uma curva reqular. Além disso,
a reta normal a roulette em F passa por [?; ou seja, o segmento FK é perpendicular a

reta tangente a roulette em F.

Demonstracao: Consideramos a roulette de F' = (zg,yy) associada a curva C
parametrizada por «(3), onde 5 é o parametro comprimento de arco da curva C'.

A Figura 2.5 representa dois instantes diferentes.

e No primeiro instante, antes de C' comecar a rolar, estao indicados o ponto F' =
(zo,Y0), a reta t tangente a C' em K = «(3), o ponto P € t, tal que FPLt e os vetores

tangente e normal a C' (/(3) = o e n(s) = n).

e O segundo momento representa o instante em que C' rolou sobro o eixo x, sem

deslizar, até o ponto K (agora representado por K ) ser tangente ao eixo x.

Figura 2.5: Uma roulette

Esta demonstracao sera feita em trés etapas:
. —
1) determinaremos o vetor FK;

2) determinaremos uma parametrizacao 3(s) para a roulette;
==
3) calcularemos <F K,o (§)>, concluindo a demonstragao.

Suponhamos C' orientada, de tal modo que o vetor normal unitario n(s) em K = «(3)

aponte para “dentro” (veja figura (2.5)).
— —_— —
Temos FK = <FK, o/> o + <FK,n>n = |PK|a' — |PF|n.
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No segundo instante, C' rolou até K ser tangente ao eixo x (K agora representado por
K ). Nesse instante os vetores (1,0) e (0,1) desempenham o papel de vetores tangente e

normal, respectivamente, a C' em K e

—

FK = (<ﬁ%,a'>, <ﬁ€,n>) — (|PK|,|PF)).

As coordenadas de F' = (Z,7) sao dadas por

{55 = |VK| - |PK| = [VK| - |PK| (25)

y =|PF|=|PF|,
onde |VK| é igual ao comprimento de arco de C' entre V = a(0) e K = a(5). Logo

|[VK| =73, pois 5 é o parametro comprimento de arco de C. Como

IPK| = (FK,d/)

|PF| = —(FK,n),

uma parametrizacao da roulette de F' é

B(E) = (5 — (FK,d), —(FK,n)). (2.6)
— d —
O vetor FK = a(s) — F, dai, EFK = «/. Assim o vetor tangente de 3(35) é
5

#6) = (1- 4 (FR.a'), — o (FR.n)

5 5
d — — d — —
= 1—(<EFK,0/>+<FK,0/’) ,—<}FK,n>+(FK,n’>)
5 — i—)
= (1= ((a"a) + (FE,a")) , ~(a,n) + (FK, )
— —
= (~(FK.a"),~(FE,n))
— ——
= & (-(FK,n>, <FK,O/>>
= k(£[PF|,£|PK]),
pois pela férmula de Frenet, o/ = kn e n’ = —ka/, onde k é a curvatura de C' em «a(3).

Portanto, .
(FK,F(5)) = k(=|PK|.|PF| + |(=PF)|(—| PK])) = 0,
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o que conclui a demonstracao. A afirmacao de que a roulette é uma curva regular é

resultado imediato da equacao '(s) = k(—|PF|,—|PK]), pois k # 0.

]

Observacao 2.1: Na demonstracao da Proposicao 2.2, para deduzirmos uma equacao

para [(3) utilizamos a hip6tese de que a reta t, tangente a C, tem inclinagao positiva

(figura 2.5). No entanto, se t tivesse inclina¢do negativa, com a mesma escolha de orien-

tagdo em C, obterfamos a mesma parametrizacao ((3) para a roulette.

Observacao 2.2: A Proposicao 2.2 foi demonstrada sob a hipotese de que a curvatura

de C nao se anula, o que garante que a trajetéria de F' é uma curva regular.

Coroldrio 2.1. Seja v(s) = (z(s),y(s)) a reparametrizacdo de B(3) pelo parametro com-

primento de arco s. Entao, com a mesma notacao da Proposicao 2.2,
~~ ~~ (dz\ ! AN
FK|=4|PF||— =*dy(s) | —
FRI=+1PFI(5) =20 (%)
onde K é o ponto de contato de C' com o eizo x.

Demonstracao: Com efeito, como visto na proposicao anterior,

B'(5) = w(=|PF|,=|PK]|) = =s(|PF|,|PK]), logo

3'(3)| = |6V IPF]? + |PK|? = |s]|[ FK].

Por hipotese, k # 0, dai

PO (1L 1P,

15 (3)] [FK|" |FK]
Como 7/'(s) = (x(s),y(s)) é a reparametrizacao pelo comprimento, entao
dr__|PF| _ o5
ds T |FK| T |FK|

2.1.3 A Ondularia

(2.7)

Nesta secao faremos um estudo da onduldria. A Proposigao (2.4) é a parte central e aqui

alguns resultados serao admitidos e usados sem prova, bem como alguns calculos serao

omitidos.
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A elipse de focos F; = (—¢,0) e Fy = (¢,0) é o conjunto dos pontos K € R? tais que
a soma dos comprimentos dos raios focais é constante, ou seja
|F1 K|+ |F,K| =2a > 0, onde a > ¢ é o comprimento do semi-eixo maior, e b = va? — ¢?
o comprimento do semi-eixo menor.

Sabemos que, a(t) = (acos(t),bsin(t)), t € R é a curva cujo trago é a elipse de equagao

2 2

x Y ) ab
— + = =1 e sua curvatura é K(t) =
a?  b? (t) (a2 sin?(t) + b2 cos?(t))3/2
pela Proposigao (2.2) segue imediatamente que

. Por esta afirmacao e

Figura 2.6: elipse

Proposicao 2.3. A roulette de um dos focos de uma elipse (onduldria) em relag¢do a uma

reta tangente € uma curva reqular.

Analogamente ao caso da parabola, faremos uso de propriedades da tangente ¢, para

deduzir uma equacgao para a onduldria.

Proposicao 2.4. Seja B(s) = (x(s),y(s)) a parametrizacao da onduldria pelo compri-

mento de arco. Entdo a fung¢ao coordenada x(s) satisfaz
d 24 p?
ar _ M (2.8)
ds 2ay(s)

W@ »

sendo “a”o semi-eizo maior e “b”o semi-eixo menor da elipse.

Demonstragao: Vamos considerar a elipse de centro O e semi-eixos maior e menor
dados por a e b. Consideramos ainda o circulo de centro O e raio a. Relativamente a

elipse e o circulo, temos
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1) O angulo formado pelos raios focais e a tangente ¢ sdo iguais (figura 2.7);

2) Os pontos P; e P, de interseccao de t com o circulo de centro O e raio a, sdo tais

que PlFl_Lt (§] PQFQ_Lt,

3) |PLFL||PaFy| = b2,

As duas ultimas propriedades s@o menos conhecidas, por isso as admitiremos. Na figura
2.8, consideramos a trajetoria do foco Fy da elipse enquanto ela rola sem deslizar sobre o

eixo x.

Os triangulos F1 P K e Fy P, K sao semelhantes. Logo

|PLFY| K

— ) 2.9
|PF|  [FRK| (2.9

Manipulando (2.9), e usando 3) temos

PRy |PRPE B

| Py (| P2 Fyl)? (|PaF])?
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Figura 2.7: Segmentos ortogonais na elipse

AN

Figura 2.8: Elipse rolando

P

Além disso,
|FLK | |FoK | |[ILK|  |RK|

L,
e, portanto,
¥ 2a
(|RF])?  [FK|

Pela Proposicao 2.3 a roulette de uma elipse é uma curva regular e portanto admite

1. (2.10)

parametrizacao pelo comprimento de arco. O segmento | PoFy| é a coordenada y da roulette

IFoJ| = 4y(s) (d”“")

da elipse e pelo Corolario 2.1,

ds

que, ao ser substituida em (2.10), da

oo (i) a1
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sendo s o parametro comprimento de arco da roulette. Entao

de iy(S)2 + b?
ds — 2ay(s) ’
o que demonstra a proposi¢ao. Esta tltima equagao possui solugao em termos de funcoes
elipticas.
dx y(s)? + b2

Observacao 2.3: Consideragoes sobre a equacao — =
ds 2ay(s)

a) no caso em que a = b a elipse é um circulo de raio a e focos F; = F;, e a roulette se
reduz a uma reta da forma y = a;
b) no caso limite b = 0 isto é,

de y(s)

lim — =+2~
bli% ds 2a

a elipse degenera-se em um segmento de reta de comprimento 2a, e F» em um dos extremos

do segmento. Nesse caso, a roulette é constituida por semi-circulos de raio 2a.

2.1.4 A Nodaria

Por fim faremos estudo da nodaria, e neste caso a Proposicao 2.6 é o ponto central desta

secao. Também, aqui nao apresentaremos todas as contas e alguns resultados serao aceitos.

Definicao 2.4. A Hipérbole de focos Fy e Fy € o conjunto dos pontos K do plano tais
que

em que a < c. Sendo a o semi-eizo transverso e b =+/c* — a? o semi-eixo conjugado. Os

segmentos |F1K| e |Fo K| sao denominados raios focais.
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Figura 2.9: Hipérbole de focos F}, F5, centrada na origem

Pela Proposicao (2.2) temos que:

Proposicao 2.5. A roulette de um dos focos de uma hipérbole (noddria) em relag¢io a

uma reta tangente € uma curva regular.

Analogamente aos casos da parabola e da elipse, faremos uso de propriedades da

tangente t, para deduzir uma equacao para a nodaria.

Proposigao 2.6. Seja 3(s) = (z(s),y(s)) a parametriza¢iao da noddria pelo comprimento

de arco. Entao

dx y(s)? — b2
R AN
ds 2ay(s)

sendo a e b os semi-eizos transverso e conjugado da hipérbole.

(2.13)

Demonstracgao: Em relagao a hipérbole de semi-eixos a e b, centro O e focos Fi e Fy
temos:
1) seja t a reta tangente a hipérbole em K, entao ¢ é a bissetriz do angulo determinado

pelos raios focais.
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P

/KN

Figura 2.10: Segmentos ortogonais na hipérbole
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v

&N

Figura 2.11: Hipérbole rolando

2) t intercepta o circulo de raio a e centro O, em pontos P, e P, tais que Py Fj Lt e
PQFQJ_t,

3) | PLFL|.| P Fy| = b2,

Na figura (2.11), consideramos a trajetéria do foco Fy enquanto a hipérbole rola sobre

0 eixo x.

Como PQIA(Pl = PIIA(FQ e FlaK = K@Fg = g, observamos que os triangulos Fy K P,

e Fy K P, sao semelhantes (trés angulos iguais), logo

|PLFY| |

AR (2.14)
Manipulando (2.14) temos,
\PFy|  |PF||RF] b
|PFy |PRR)? |REBP
Além disso,
K|  |FRK|—-|BK|  |FRK| 2a

= ==+ + 1.
[F2K]| [F2K]| [F2K]| 2K
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Portanto

b2 2a
_ =4 — 1. 2.15
BEP 1B (2.15)

Pela Proposicao 2.5 a roulette da hipérbole é uma curva regular. Pelo Corolario 2.1

dz\ ™"
|FoK| = ty(s) = que, ao ser substituida em (2.15), mostra que a equagao da
s

roulette de F5 satisfaz
b? _, 2a dx

= — + 1, (2.16)
y*(s)  y(s)ds
sendo s o parametro comprimento de arco da roulette.
Entao,
d 2 o b2
de _ v s) =0
ds 2ay(s)
o que demonstra a proposicao. O

Novamente, a equacao anterior possui solucao em termos de funcoes elipticas.

AR

Figura 2.12: Nodéaria

2.1.5 A Curvatura Média do Catenéide, Onduléide e do Noddide

Nesta secao realizaremos o calculo das curvaturas médias das superficies obtidas pela
rotacao das roulettes: a catenaria, a ondularia e a nodaria, que originam o catendide, o
onduldide e o nodoide, respectivamente. Em seguida, na préxima segao iremos fazer a

volta do Teorema de Delaunay assim mostraremos o objetivo deste capitulo.

No Capitulo 1, observamos que uma superficie de rotacao pode ser parametrizada por
X(u,v) = (x(u),y(u)cosv, y(u)senv), e que a expressao da curvatura média é dada por
2" (w)y'(u) — o' (u)y" (u) ' (u)

B =ty P? . s @? + g @
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ou

" / / " x/(s)
H = a"(s)y'(s) — 2'(s)y" (s) — —=, (2.17)
y(s)
se a curva geratriz da superficie estd parametrizada pelo comprimento de arco.

Lema 2.5. Se a curva geratriz de uma superficie de rotagao com eixo de rota¢ao x estd

parametrizada pelo comprimento de arco s e x'(s) = f(y(s)), entdo

o= <f’(y> " %) - (2.18)

Demonstracao: Se 2'(s) é como acima, entao
y'(s) = £(1 = f2(y))"?
o que nos da,
y' == L)Y = —f W) (),
enquanto que

nos da

Entéao, pela equagao (2.17),

H = —% (fQ(y)f'(y) 4 )1 = f2y) + M) _ _% <f’(y) . @) -
y y
Pela equa(;éo (23) % = %7 por (29) % _ :ty221—yb27 & (214) Z_:Z _ j:yQQ;ylﬁ .

por (2.19) calculamos H das superficies obtidas pela rotagao das roulettes das conicas,

respectivamente:

xCatendide Se f(y) = g, entao
Y

1 c c
H=--(—-——=+—)=0.
2( y2+y2>

Pelos céalculos acima, a curvatura média do catendide é H = 0, portanto o catendide é

uma superficie minima observando que a tnica superficie minima de rotagao (Teorema de
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Catalan).
*Onduléide, Cilindro e Esfera Se f(y) = + , entao
ay
1 4 2 2 2 2 2 2 1
oo L day (y +b)aiy +0b b
2 4a?y? 2a1? 2a
y2 . b2
+*Nodéide Se f(y) = £ :
2ay
1 4 2 2 _ 12 2 2 _ 12 1
g Y Ay -y —b)2a g b 1
2 4a?y? 2a1? 2a

2.1.6 Superficies de Rotacao com Curvatura Média Constante

Nesta se¢cao vamos estudar uma superficie rotacional S de curvatura média diferente de

zero e verificar que esta superficie satisfaz as mesmas condi¢oes do Onduldide e Nodoide.

Pelo que vimos anteriormente, se uma superficie rotacional S com curva geratriz

parametrizada pelo comprimento de arco (x(s), y(s),0) satisfaz

dx y(s)? + b2
R A
ds 2ay(s)

para constantes a e b, entao a curvatura média de S é nao nula.

Proposicao 2.7. Uma superficie rotacional S possui curvatura média constante H # 0

se, e somente se, a curva geratriz de S satisfaz
2 dx 2
Yy~ + 2ay— +b° =0, (2.19)
ds
onde a e b sao constantes.

Demonstragao: Como S é uma superficie parametrizada regular podemos supor que
localmente a sua curva geratriz é o grafico de uma funcao, isto €, sua curva geratriz pode
ser parametrizada por (z,g(x),0). Logo,

H:1<(¢@) S ! ). (2.20)

2\ T+ J@+7P)7
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. - 1
Como S ¢ de curvatura média constante, escrevemos H = % > 0. Logo
a

( ~”($ - 1 ) 1

A+ 7)) g)A+7(@)*)?)  a
equivalentemente

(@) = A+ (@)%

J(@)(1+ 7 (x)?)%?

=1,

ou seja,
J'(z) - (1+7(@)?)
(ETEE

Multiplicando ambos os membros desta ultima expressao por 27 (x), obtemos

o T@) — (147 (2)?)
2ay (l’) (1 + g/($)2)3/2

— 27/ (z)y(z) = 0. (2.21)
A expressao (2.21), pode ser integrada em z. E assim,

—j(z)? = £b% (2.22)

sendo b? uma constante. Agora, reparametrizando pelo comprimento de arco

s = [ \/1+ ¢ (t)2dt, obtemos
dz

—2ay(s)$ —y(s)? = £b% (2.23)

d d
pois & = (1+ 4'(x)?)~/2. Isolando % em (2.23), resulta em

ds ds
de  y(s)® £
ds  2ay(s)

Considerando também o caso a < 0, obtemos
dx y(s)? + b2
— =t
ds 2ay(s)
Considerando, também, o caso em que H = 0, e ja tomando a curva geratriz da superficie

parametrizada pelo comprimento de arco, obtemos

B 1 ~//(x) B 1
H = 5 <(1 +§(x)2)3?  g(x)(1 —i—gj’(x)?)l/Q) .
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Fazendo H = 0 em (2.20), obtemos

gjl/(x) _ 1
T+ 7@? )
d d d
Definindo u(z) = §'(z), obtemos ¢"(z) = ﬁ = d—ggj’(a:) = d—gu Substituindo este
resultado na ultima equacao, obtemos
du
—U
dy 1
1+a2 g’
Y\ 2
que possui y = ¢(1+u?) como solugao, onde ¢ # 0 é uma constante. Daf ' = (—) -1,
c

. ~ X ~ . , . .
cuja solucao é y = ccosh (— + c), ou seja, a catenaria. Reciprocamente, se a curva gera-
c
triz de uma superficie rotacional S satisfaz (2.20), ou é uma catendria, pelos calculos da

secao anterior concluimos que S possui curvatura média constante. O

Teorema 2.2. (Delaunay) Uma superficie rotacional de curvatura média constante é

obtida pela rotacao da roulette de uma conica.

Demonstracao: Pela Proposigao (2.7) a curva geratriz de S satisfaz

y* + 2ay2—§ +b6°=0, ()

onde a e b sdo constantes. As superficies rotacionais cujas geratrizes satisfazem (*) sao as
geradas pelas roulettes das conicas como visto nas Proposicoes 2.1, 2.4, 2.6. Concluindo

assim a prova do Teorema de Delaunay. O]

As superficies rotacionais de curvatura média constante nao nula sao ditas Superficies

de Delaunay.
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Figura 2.13: As roulettes de Delaunay
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Figura 2.14: As superficies de Delaunay com H # 0



Capitulo 3

Classificacao das Superficies de
Rotacao Completas Tipo Delaunay

3.1 Condicoes para Existéncia de Superficies
de Rotacao Tipo Delaunay

No século passado, mais precisamente no ano de (1841), C. Delaunay [?] descobriu e
classificou as superficies de rotacao com curvatura média constante. Mais de um século
depois, (1990) N. Kapouleas [?] construiu outros exemplos de superficies propriamente
mergulhadas, de topologia finita e de curvatura média constante. Ricardo e Toubiana
consideraram superficies M de classe C? C R? orientdveis por um campo de vetores
normais unitarios N em que a curvatura média H = H(N) e a curvatura de Gauss K

satisfazem uma relacao da forma:
H = f(H - K), (3.1)
onde f é uma fungao de classe C* no intervalo [0,00). Supomos ainda que f verifica a

relagao:

Vte(0,00), 4t(f' (1) < 1. (3.2)

Neste caso, diremos que f é uma funcao eliptica. Se uma superficie M satisfaz a relacao
(3.1), onde f é uma fungao eliptica, diremos que M é uma superficie especial. Além disso,

diremos que M esta dentro da classe de f.

47
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Quando f(0) # 0 a teoria de superficies especiais possuem principios e propriedades
equivalentes a teoria de superficies com curvatura média constante nao nula. Por exemplo,
as superficies especiais satisfazem o seguinte principio do méximo (ver [?]). Consideremos
duas superficies M; e M, tangentes num ponto interior P com M; acima de M, numa
vizinhanca de P. Supomos que M; e M, verificam a mesma relacao 3.1 em relacao
a mesma funcao eliptica f, e com a mesma orientacao normal N, nestas condicoes as

superficies sao iguais numa vizinhanca de P.

Quando f(0) # 0 diremos que M é uma superficie especial tipo curvatura média
constante ou simplesmente que M é uma superficie especial. Mais ainda, se M é uma

superficie de rotagao completa diremos que M ¢é uma superficie do tipo Delaunay.

As superficies especiais completas de rotacao verificando
2aH + K = b, com a,b >0,

foram tratadas em [?]. Podemos enunciar teoremas do tipo Hopf [?], ou Alexandrov [?7],
para as superficies especiais. Se M é uma superficie especial compacta sem bordo imersa
em R3 do mesmo tipo topoldgico que a esfera, entao M é necessariamente a esfera de raio
———— ver [?]. Ainda mais, Meeks mostra que a tnica superficie especial compacta e
| f(0) | :

mergulhada é a esfera na classe de f, considerando a esfera de raio W Existe outro

resultado falando de superficies especiais que é analogo ao resultado de uma superficie

com curvatura média constante.

Se M é uma superficie especial completa com curvatura de Gauss identicamente nula,

M tera que ser um cilindro reto.
Neste capitulo faremos o estudo detalhado das superficies Tipo Delaunay.

Nosso objetivo é mostrar que existe uma tnica superficie de rotagao Tipo Delaunay.
No Teorema 3.1 provaremos a existéncia de uma superficie de rotagao completa Tipo
Delaunay, onde a curva que gera a superficie é uma curva periédica. Finalmente no
Teorema 3.2 provaremos que toda superficie de rotagao completa tipo Delaunay é do tipo

da obtida no Teorema 3.1.

Todas as superficies considerdveis serdo em cada caso conexas e de classe C?. Lembre-

mos que suporemos sempre que a funcao f é eliptica, ou seja que f verifica a desigualdade
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(3.2), igualmente f(0) # 0, o caso f(0) = 0 j4 foi tratado pelos autores em [?](ver também

[?]). Igualmente todas as superficies de rotagao terdo sempre eixo x como central.

Consideremos inicialmente a seguinte definicao:

Definicao 3.1. Chamaremos F' a funcdo definida por:

2
F(a7675): g - ! _f ( g + ! )1> )

2(1+32):  2a(l+ B2)3 21+ 52):  2a(l+ 32
onde a >0, R ed eR.

Observamos que como f é eliptica, para todo ag > 0, By € R, dg € R temos

%—?(ao,ﬁo,éo) > 0. De fato,

OF 1 ar 1\’ b 1 1
s 3 f 5+ 1 2 3+ 1 3
) 2C> , 2C> 2003 2C2 2202/ 2(1+ 32)2
= ——— (1= f'(t»)2t) > 0,
201 ) ( (t%)2t)

) 1
onde C=1+p% ¢ t= =+ -
20+ 322 2a(14 52)2
Em consequéncia, F' é estritamente crescente com respeito a terceira variavel.

Para fixar as notagoes provaremos o seguinte Lema.

Lema 3.1. Sejay : (a,b) — (0,00) uma funcao estritamente positiva de classe C%. Seja
M a superficie obtida pela rotacao do grdfico de y com respeito ao eixo x. Sejam A1, As
e H respectivamente as curvatura principais e a curvatura média de M calculada com re-
speito ao campo de vetores normal N de M apontado na direcao oposta ao eixo de rotacao,
0 eizo dos x (chamaremos este campo de campo normal exterior). Nestas condi¢oes temos:

" - 1
A = y ¢ — cos(f) |

1+ w)?) v ()
onde 6 ¢ o angulo que faz o eizo x com a tangente do grafico de vy, _TW <0< 5
Em consequéncia M é uma superficie especial (isto €, satisfaz H(N) = f(H? — K)) se, e

Njw

3
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somente se, y verifica a equacdo diferencial.

v 3 ! T / ( v 3 T ! 1) ) (3~3)
20+ )22 2y(1+(y)?)2 21+ (y)?)z 2y(1+(y)?)2
ou seja F(y,y',y") = 0.

O Lema 3.1 é uma simples consequéncia das propriedades de superficie de rotacao.
Demonstragao: Seja (z,0) = (z,y(z) cos(d),y(z)sin()), a < x < b, 0 <0 < 27, uma

parametrizacio do grifico de y em torno do eixo z. Nestas condicoes temos:
e = (Ly/(z) cos(0), y'(z) sin(¥)),
o = (0, —y(z) sin(0), y(z) cos(9)),
Yue = (0,9 (x) cos(0), y" (x) sin(0)),

0), —y(z)sin(9)),

0), y'(x) cos(0)).

<

8

>

I
—~ —~
=

|
—~

&
~—

w0

=

=
N —~

VEG — F2 =|, ANy |; E = (g, 1,);

F = (Yo, %0); G = (Ug, Yg);

_ (@Z}x:w%wazw)‘ f _ (wx,@be,@/{w) eg= <¢m7w97w99)

B |77Z)ac/\¢0|’ |77Z}$/\77Z}0| N |¢x/\¢9|7

com (¢, Vg, V¥,e) representando o determinante, segue que:

e

/"

1+ @)

€ = —

E=1+()* F=0c¢ G=y>

Ora, como M é uma superficie de rotagao temos que:

!
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ho= L = - -
G y y(1+ (y)?)z

Para mostrarmos que y satisfaz a equagao (3.3) basta substituir \; e Ay em H = f(H*—K).

Observacao 1: No Lema 3.1, A\; é uma das curvaturas principais da superficie de
rotacao M, é igualmente a curvatura do grafico de y, ou seja a curva que descreve M.
Por convengao ao longo deste trabalho, se M é uma superficie de rotacao, A\; serd sempre
a curvatura da curva que descreve M e Ay a outra curvatura principal de M. Além disso
as curvaturas principais serao sempre calculadas com a mesma orientacao normal que foi

adotada no Lema 3.1, a menos que seja mencionado o contrario.

Corolario 3.1. Nas hipdteses do Lema 3.1, se o grdfico de y possuit um ponto horizontal,
ou seja, se existe xg € R, tal que y'(xo) = 0, o grdfico de y é simétrico com respeito ao
reta vertical x = xq. Em consequéncia a superficie de rotagao M gerada pelo grdfico de y

€ simétrico com respeito ao plano vertical x = xg.

Demonstracao: O Teorema da Funcao Implicita e a observacao seguinte a Defini¢ao
3.1 mostram que préximo de zy a equacao 3.3 é equivalente a dizer que y é solugao
de uma equagao diferencial de segunda ordem. De fato, F'(y(zo),y (x0),y"(z0)) = 0 e
F' é crescente com respeito a terceira variavel, logo existe uma vizinhanca U do ponto
(y(z0),0) em R? de uma vizinhanga V de y”(xy) em R e de uma tinica fungao h de classe
C' de U em V verificando:

h(y(z0),0) = y"(z0) eV (o, 3) €U, Y6 €V, F(c, 3,0) =0 < § = h(a, ().
Consideremos a equacao diferencial
y' = hy.y), com y(zo) =7 e y'(z0) = 0. (3.4)

Concluimos observando que a fungao z(z) = y(2z9 — x) é solu¢do da mesma equagao
diferencial com as mesmas condigbes iniciais. De fato, z(zo) = y(2x9 — x9) = y(xo);
2 (w9) = —y'(2x0 — o) = —y/'(20) = 0; 2"(20) = y" (230 — w0) = y"(w0) = h(y,y'). Por fim
¢ so notar que z(z) satisfaz a equagao (3.3).

O seguinte resultado, caracteriza a esfera de raio como sendo a tnica superficie

1
| f(0) |

especial (relativamente a f) de rotacgdo com um ponto umbilico.
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Lema 3.2. Consideremos uma superficie especial de rotacao M, se M possui um ponto

Ol

nula e tem um

Em con-

umbilico entao M ¢é obrigatoriamente parte de uma esfera de raio i
sequéncia, se M nao é uma superficie esférica, a fungio (A — A2) ndo

sinal constante em M.

Demonstracgao: Suponhamos para comecar que M possui um ponto umbilico P fora
do eixo de rotagao, isto é, o eixo x. Seja 7 a curva plana que gera M e passa por P.
Notamos que a tangente de v em P nao é ortogonal ao eixo de rotagao caso contrario, a
curvatura principal Ay(P) de M em P serd nula e do fato que P é um ponto umbilico a
outra curvatura principal A\;(P) serd igualmente nula. Dai f(0) = 0, o que contradiz a
hipétese f(0) # 0.

Deduzimos disto que préximo de P a curva v é o grafico de uma funcao y de = e para
uma translagdo podemos supor que P é um ponto de abscissa 0, ou seja P = (0,y(0)).
Como no Coroldrio 3.1, e utilizando o Teorema da Funcao Implicita, podemos mostrar
que, préoximo de x = 0, y é a solucao de uma equacao diferencial de segunda ordem,
©" = h(p,¢'), com as condigdes iniciais ¢(0) = y(0) e ¢'(0) = 3/'(0). Além disso, a
hipétese A1 (P) = Ao(P) implica que o centro de curvatura () de v em P se encontra no
eixo dos z, tal que a distancia de P a @) é igual ao raio de curvatura de v em P, que
é m Finalmente, do fato que M é uma superficie especial e que P é um ponto

umbilico deduzimos que:

M(P) = X(P) = f(0).

Isto nos permite concluir que a fungao z(x) cuja grafico é a semi-circunferéncia orto-

gonal ao eixo = de centro () e raio r = é solucao da mesma equacao

AP [ F(0)]

diferencial y com as mesmas condigoes iniciais no ponto x = 0, sendo assim M ¢ esférica.

Supomos agora que M possui um ponto umbilico P no eixo dos x. Chamaremos de
novo 7 a curva plana que gera M passando por P. Como supomos M de classe C2, v
terd que ser perpendicular ao eixo z no ponto P. O mesmo tipo de raciocinio aplicado

anteriormente mostra entao que M ¢é esférica.

Observacao: O Lema 3.2 mostra que se M é uma superficie especial de rotagao nao

esférica entao M nao possui pontos umbilicos. Em consequéncia, se v é a curva plana que
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gera M, todo ponto de 7 tera seu centro fora do eixo x.

Lema 3.3. Seja M uma superficie especial de rotacdo nao-esférica gerada pelo grdfico de
uma fungao y de classe C? definida em um intervalo (a,b), —oo < a < b < co. Sejam A\
e Xy as curvaturas principais de M calculadas com respeito ao campo normal exterior, ou

seja, no sentido oposto ao eixo de rotacao. Entao temos que:
/

Yz € (a,b), Ny(z) = ‘%(}\1 ~ ).

Em consequéncia, se iy’ possui um sinal constante entdo as fungdes N\ e Ny sdo estrita-

mente mondtonas no intervalo (a,b) com sentido de crescimento oposto.
Demonstragao: Como
Ay = ——— seque que

My(z) = y(1+ (y)H)2 2yy'y"
2 v+ W) 201+ )23 (r2(1+ (¥)2)

ou seja,

A’Q(x)—i( L,V )
v st )t 11w

o que implica em

/

o) = ¥ ! v’ _ Y -
Ay(x) = < + ) y()\l Aa).

O tnico ponto nao trivial a mostrar é que A;(x) e Ay(x) sdo igualmente mondtonas
com sentido de crescimento oposto. Para isso é suficiente mostrar que \}(z) possui sinal

oposto ao de Ay(x) para todo x em (a,b). Utilizando o fato que M ¢é uma superficie

especial temos que:

oe(ap ) | @ ((Al(x) - )\2(3[;))2> |

2 2

Derivando a ltima igualdade obtemos:

( Q;x) _ <()\1§x) - )\géx)>2> ) (xlgv) - A;;@) ()\’léx) - A;f)))

>
Red
=

=
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logo, temos que:

logo,
N (2) + Ny(z)] < [Nj(x) — Ny(z)|. Portanto, Nj(z) tem sinal oposto ao de \j(x).

Podemos agora enunciar as condigoes necessarias para a existéncia de superficies es-

peciais.

Proposicao 3.1. Suponha que existe uma superficie especial M completa de rotagao e
mergulhada tal que a curva geratriz v possui um minimo local em um ponto (0,7), 7 > 0.
Nestas condicoes a curva v € um grafico que estd acima do eizo de rotagao. Além disso,

f e T verificam necessariamente:

(a) —%—f((%) ) <0;
o) Jim (6= (%) >

(e) lim (1 = f(t)) < 0

(d) f(0) <0, e arelagio (a) é uma igualdade se, e somente se, M € o cilindro especial

da classe.

Demonstracao: Suponhamos que uma tal superficie M existe. Chamaremos v a
curva plana que gera M. Por hip6tese v tem um minimo local no ponto (0, 7) com 7 > 0.
Vamos comecar mostrando que v é um grafico. Supomos o contrario, v possui um ponto
P, onde a tangente é vertical, ou seja perpendicular ao eixo dos x. Como v é simétrica
com respeito a reta x = 0 (ver Coroldrio 3.1), podemos supor que x; abscissa de P; é

positiva, 1 > 0. Suporemos igualmente que P; é um primeiro ponto vertical de abscissa
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positiva. Observemos que se 7 possuisse um outro ponto horizontal (xg, 3o), o > 0, entre
o minimo P = (0,7) e o ponto Pj, a curva 7y serd igualmente simétrica com respeito a
reta vertical © = xy (Ver Coroldrio 3.1). Desse fato 7 seria um grafico no eixo dos z e
nao teria ponto vertical, o que contradiz a existéncia de P;. Deduzimos entao que entre

os ponto P e P;, v é o grafico de uma funcao estritamente crescente e convexa.

Observamos igualmente que no ponto P; a curvatura principal Ay de M correspondente
a direcao perpendicular a v é nula visto que a tangente de v neste ponto é ortogonal ao
eixo dos z (ver Lema 3.1). As duas observagdes precedentes mostraram que no ponto Py

a curvatura A\, de v ¢é estritamente positiva visto que temos em cada ponto de y
Mo A M A
< 2 T3 > =/ ( > 2 ’
com f(0) # 0.

Desse fato, a curva v é tangente de um lado da reta x = x;. Observamos que v nao
pode mais interceptar o eixo x = 0 depois de P;. Com efeito, supomos por outro lado que
esta interseccao se desse com um angulo reto, v seria uma curva de Jordan mergulhada
gerando uma superficie especial compacta e mergulhada de grau 1 o que, como mostra o
Principio do Maximo isto é absurdo. Por outro lado, se esta interseccao nao se faz com
um angulo reto, v nao seria mergulhada (visto que = é simétrica com respeito ao eixo
x = 0), que mostra a afirmagdo. Além disso v nao pode ter ponto horizontal depois Py
entre os sentidos x = x; e x = 0, caso contrario, v seria simétrico com respeito a vertical
passando por este novo ponto e nao serd entao mergulhada. Sai dessas observagoes que
a Unica possibilidade é que  possui outro ponto vertical P, depois de P, com zy < w1,
onde x5 é a abscissa de P,. Supomos que P, é o primeiro ponto vertical de v depois de P;.
A curva v serd, entre esses dois pontos, o grafico de uma funcao estritamente monoétona
ainda assim o Lema 3.3 mostra que entre esses dois pontos a curvatura principal Ay é uma
funcao estritamente mondtona. Chegariamos assim a uma contradicao visto que, como ja

observamos a curvatura As é nula em cada ponto vertical.
Mostramos entao que vy nao possui ponto vertical e desse fato é o grafico de uma funcao

y. Nos resta observar que o caso seguinte é igualmente impossivel:

lim y(z) = oo,
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com 0 < X < +4o00. Caso contrario, teriamos

lim A (z) = lim Ay (z) =0,

r—X r—X
assim f(0) = 0, o que é falso. Por consequéncia, v é um grafico que esta acima do eixo
b )

de rotagao.

Mostraremos agora as relagoes (a) — (d). A curva v é um grafico de uma funcao y(x)
de classe C? definida em R verificando F(y,y’,y") = 0 (ver Lema 3.1). Em particular
para z = 0 teremos:

F(7,0,y"(0)) = 0.

Relembremos que como x = 0 é um minimo local de y, a curvatura de v perto de
x = 0 é direcionada para cima, ou seja que y”(x) > 0 para = perto de zero. Utilizando o
fato que F'(«, 3,0) é uma funcao estritamente crescente com respeito a iltima varidvel 0,

deduzimos que F(7,0,0) < 0, ou seja

1 I
—— (=) ) <o
27 / ((27’) ) -
o que mostra (a). Mostraremos a desigualdade (b). Conservando 7 e observando que a

igualdade F'(7,0,y”(0)) = 0 é equivalente a:

y'(0) 1 y'(0) 1V _1
2 +§_f<( > +z)):;7

yl/(o)
2 T
o fato que a fungdo hy(t) = t — f(t?) é estritamente crescente (visto que f ¢ eliptica)

1
ou seja, — = to — f(t3), onde ty = + —. Desta maneira temos t; > 0 e utilizando
T

obtemos: '
lim (t — f(t%)) > =,
-

t—-4o00

e (b) estd demonstrado. Temos ainda que

lim (t— f(t3) = lim (—t — f(£2)),

t——o0 t——+o00

e utilizando o fato que a fungao hy(t) = ¢ + f(t?) é estritamente crescente concluimos:

i (0= () < —5-— J ((Zi)) <o
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onde temos a desigualdade (c).

Mostraremos a ultima desigualdade (d). Para isto observamos que «y tem necessari-

amente um ponto de inflexdo @) depois do minimo P. No ponto () temos A;(x) = 0 e assim

()

com Ay < 0.

Utilizando o fato que a funcao hy(t) =t — f(t?) é estritamente crescente concluimos

f(0) < 0. Supomos para terminar que o minimo local 7 de v satisfaca a igualdade:

—% _f ((%)j — 0. (3.5)

Neste caso a fungao constante ¢(x) = 7 é solugao da equagao (3.3) e deduzimos que
o cilindro C' de raio 7 em torno do eixo dos = é uma superficie especial (com respeito a
f). Desse fato as fungoes y e ¢ satisfazem a mesma equagao diferencial com as mesmas
condicoes iniciais no ponto z = 0. Concluimos que estas fungoes sao iguais perto de x = 0
e para uma vizinhanca temos, M = C'. De maneira inversa se M ¢ cilindro mostramos
como anteriormente que seu raio r, tem que satisfazer a igualdade (3.5). Concluimos ai

que o minimo local 7 de M satisfaz (3.5) se, e somente se, M é um cilindro. Il

Observacao 3: Consideremos uma funcao eliptica f verificando:
f0)<0Oe lim (t— f(#*) <o.

Neste caso do fato que a funcdo hi(t) =t — f((t)?) é estritamente crescente e além
disso:
M (0) = —f(0) > 0e lim (hy(t)) <0,
1

concluimos que existe um unico real positivo r, r > 0, verificando hq (—2—> = 0, ou seja,
r
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Desse fato nao existe além de um tnico cilindro reto especial e seu raio é inteiramente
determinado pela igualdade anterior. Isto mostra, usando a Proposi¢ao 3.1, que existe
uma superficie especial completa de rotacao, mergulhada, gerada por uma curva que
possui um minimo local se, e somente se, existe um cilindro reto especial. Além disso,
utilizando o fato que a funcao h; € estritamente crescente, nao importando qual minimo
local 7 de uma tal superficie satisfazendo a desigualdade 7 < r, com igualdade se, e

somente se, esta superficie é um cilindro de raio 7.

Podemos agora mostrar a existéncia de onduldides especiais sob certas condigoes sobre

3.2 Superficies de Rotacao Tipo Delaunay

Teorema 3.1. (Existéncia de onduldides especiais) Seja f uma fungao eliptica

satisfazendo:
f(0)<0e lim (t— f(#*) <o.

Seja T > 0 um numero real verificando:

2
s>t e~ ((5) ) <0

Nestas condigoes, existe uma unica superficie especial de rotagao O, completa e mergu-
lhada, tal que a curva geratriz v, € o grdfico de uma funcao y, de classe C?* definida em
R, com um minimo T em 0. Além disso, v, € uma curva geometricamente andloga aos

onduloides de Delaunay, mais precisamente existe um real T, > 0 tal que:

a) Ve eR, y(x+1T,) =y ()
b) - € simétrica com respeito as retas x =0 e x = ?T;

17 . P . 17
c) entre 0 e > a fungao y, € estritamente crescente com um mdximo R, em ?;

T , . .
d) entre 0 e - @ curva Y, tem wm unico ponto de inflexao x;
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e) o ponto de inflexdo x, e o mdrimo R, verificam:

L
F0)’

0<y-(z,)<r e r<R, <-—

onde, v € o raio do unico cilindro especial e — € o raio da unica esfera especial

L
£(0)

relativamente a f.

Demonstragao: Iremos construir a curva v,. As condi¢oes em 7 implicam a desigual-

F(r,0,0) = —% _y ((%)3 <0.

dade seguinte

Além disso,
5 1 5 1\?
lim F(7,0,0) = li — - — = - —
Jim F(7,0,0) = lim (2 or f((z 2T> ))
ou seja,
lim F(1,0,9) ! + lim (t— f(#*)) > ! + L
im T = —— im (¢t — —— 4+ —-=
d—400 T T d—400 T T ’
) 1 : ) . "
onde colocamos t = 3 + o Deduzimos que existe um tunico real positivo, 7" > 0,
T

verificando:
F(7,0,7") = 0.

Podemos entao aplicar o Teorema da Funcao Implicita e obter assim a existéncia de
uma vizinhanga U do ponto (7,0) em R? de uma vizinhanca V' de 77 em R e de uma

tinica funcao h de classe C! em U em V verificando:

h(1,0)=7"¢eV (a,8) €U, Vo€V, F(a,3,0) =0< 0§ =h(a,[3).
Consideremos a equagao diferencial
y" = h(y,y'), com y(0) =7 e y'(0) = 0. (3.6)

O Teorema de Picard afirma que existe uma tnica solucao y, desta equacao, ela é
definida num intervalo da forma (—z,x;), com x; > 0. Observemos que (0,7) é um

minimo local de y, visto que y”(0) = 7 > 0. Além disso, pelo Coroldrio 3.1 temos que
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Yy, € simétrico com respeito a reta x = 0. Iremos agora prolongar y, depois de xy, por

simetria prolongaremos da mesma forma antes de —x;.

Supomos que a derivada y, se anula entre 0 e x; e chamaremos xy o primeiro zero
de y.. Desse fato, 7., o grafico de y,, é simétrico com respeito a reta x = ¢ e utilizando
a primeira simetria o grafico de y, pode ser prolongado numa curva completa usando a
translagao horizontal do vetor (2z9,0). A funcao y, pode ser entdo expandida na reta R
toda numa fungao periédica de periodo (2xy). Observamos, além disso, que entre 0 e x
a derivada y. ¢é estritamente positiva, assim y, tem um maximo em x = xy. Observamos
igualmente que 7, terd que possuir necessariamente um ponto de inflexao entre 0 e xy,
e como a funcao y, é monotona neste intervalo, a curvatura A; de y, é estritamente
mondétona (ver Lema 3.3). Concluimos dai que v, tem um tnico ponto de inflexdo entre
0 e xo e assim, fazendo T, = 2z, a curva y, possui todas as propriedades de (a) — (d)
indicadas no enunciado do Teorema 3.1, com excecao das desigualdades (e) a respeito do

maximo R, e do ponto de inflexao z, de y, que mostraremos no fim da demonstracao.

E suficiente entao mostrar que Y. possui um zero num outro ponto que nao seja o zero.
Para isso suponhamos que y.(x) > 0 para todo z entre 0 ¢ x;. Suponhamos, além disso,
que y”’(x) > 0 entre 0 e z1. Nesse caso y, e y. sdo estritamente crescente, positivos, e
possuindo entao um limite positivo em x; que chamaremos respectivamente y; e y;. Como

Y, € solucao de (3.6), ela verificard igualmente a igualdade equivalente:

(NI

1 A n 1 iy ( A . 1 )2
21+ (y)2)2 201+ ()22 2u-(1+ (1)?)2 21+ ()22 2y-(1+ (y)?) 7

1 " 1
——— = hy(t), colocando t = i T + ;
2(1+ (y7)%)2 200+ (y7)%)2 2u-(1+ (y)?)2
hi(t) = t — f(#*). Utilizando o fato que t é positivo e que h;(t) é uma fungdo crescente

ou seja, e

obtemos:

oz e (0,21), — > hy(0) = —f(0) > 0.

21+ (1))?
Deduzimos que os limites de y, e y. em z; s@o finitos. Observamos que por con-

tinuidade, e do fato que F' é crescente com respeito a ultima variavel, esses limites verifi-
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caln:

F(y1,97,0) = — ! — f L 2 <0
I T (T ) 2w+ ) ) T

Temos ainda,
6liI+Il F(y1,9,,0) = lim (t— f(t*)) + lim ().

d——400 T—T]

Como a fungao y, é crescente, a curvatura principal \y(x) é estritamente crescente
(ver Lema 3.3) e concluimos usando as hipdteses sobre 7 que

S Fyn,y1,0) > 0.

Deduzimos do que passou, que existe um tunico real positivo y{ > 0, verificando
F(y1,91,y{) = 0 e como anteriormente utilizando o Teorema da Funcao Implicita podemos

estender y, além de x1, até um real x5, com x; < 5.

Observemos agora que nao podemos estender y, em (0,00) com as derivadas y.. e y/
estritamente positivas, caso contrario teriamos:
lim (y,(x)) = +o0.
r—+00

Desse fato as curvaturas principais A; e Ay da superficie especial O, gerada pela revo-

lucdo do grafico de y, tenderd a zero e f satisfarda f(0) = 0, o que é falso.

Se y. é estritamente positivo percorrendo a extensao de y,, os resultados anteriores
nos mostram que devemos ter um ponto x,, x, > x; onde a segunda derivada se anula,

y"(z;) = 0. Desse fato a curvatura A; de 7, se anula também. Observamos que temos:

Vo e (0,z,), yo(x) >0 e A(z) >0 > A(2).

Deste fato, o Lema 3.3 permite concluir que a curvatura A (z) é uma fungao estri-
tamente decrescente enquanto que y.(z) é estritamente positivo. Deduzimos entao que
depois de = = x, a curvatura \;(z) é estritamente negativa da mesma forma que para a

fungao y”(x). Com os mesmos argumentos utilizados anteriormente mostraremos que ¥,
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pode ser estendida sobre R. Além disso, utilizando o fato que A;(x) é estritamente decres-
cente, enquanto que y.(z) é positivo, podemos mostrar que . (z) terd de ter um outro
zero. Por consequéncia concluimos como no comego que ., o grafico de y,, possui as pro-
priedades (a)-(d) enunciadas. Agora s6 resta mostrar as desigualdades (e) considerando

o ponto de inflexao y,(x,) e o maximo R, de y,.

No ponto & = x, temos A\; = 0, a funcao y, verificara entao:

| 1 i
— —(xr) — 1 Tr =0.
20-(1 + (y1)2)z o) =1 (2%(1 + (y’T)Q)?) (o)

Além disso,

SIS

h2 ( ! (x‘r)) = Oa
2y-(1+ (,)?)

ho(t) =t + f(t%).

com

1
Como a fungao ho(t) é estritamente crescente e hy (2—> = 0, concluimos que
r

1 1
— = -(x,), e assim:
" 2y (1 )

yr(z,) <.

T T
No ponto de maximo, ou seja para r = 2 temos [ (RT,O,y’T’ (5)) = 0. Temos

T 1
ainda y” (5) < 0, e deduzimos que F(R,,0,0) > 0, ou seja hy <2R < 0.

Como anteriormente, do fato que a fungao hy é estritamente crescente e que

1
hs (—) = 0, concluimos:

2r
r<R,.

Supomos para terminar que temos:

ou seja,
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Observemos que temos no ponto =z = 0:

visto que,

T.
Desse fato por continuidade existe um real zy € >y

1 1

>

=2 ( >
( ) tal que:

) =—F0)

y-(L+ (y7)?)2

Observemos para concluir que a fungao W(a,b) = a + b — f((a — b)?) ¢é estritamente

crescente com respeito as duas variaveis a e b, visto que f é uma funcao eliptica. Ob-

SErvemos que temos:

1 1
Wil — 1 (JJO), - T (ZL‘O) =0.
2y-(1 4 (y7)?)2 2y (14 y;)?)2
Deduzimos necessariamente que:
y//

—————(w0) = —f(0),

yr(1+ (11)%)?
e deste fato (zg, y- (o)) é um ponto umbilico de O, o que é um absurdo, visto que O, nao

é esférico (ver Lema 3.2). Agora mostraremos a propriedade (e).

A unicidade de O, provém da unicidade de solugoes de equagoes diferenciais com as

condicoes iniciais dadas. O]

Finalmente podemos enunciar um resultado de classificacao para as superficies espe-

ciais Tipo Delaunay.

Teorema 3.2. (Classificacdo dos onduldides especiais) Seja f uma fungao eliptica
e seja M uma superficie especial completa, mergulhada e de rotagao nao-esférica. Nessas

condigoes, M é necessariamente um dos onduldides especiais O, dadas pelo Teorema 3.1.

Demonstragao: Seja v a curva plana que gera M. Observamos que v nao pode cortar

o eixo de rotacao, o eixo dos x. Com efeito, esta interseccao deveria ser ortogonal visto que
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M é de classe C?, mais neste caso o principio do maximo a respeito das superficies especiais
mostram que M é esférica, o que é falso. Podemos entao supor que v se encontra no semi-
plano (z,y),y > 0. Observemos que usando a Proposi¢iao 3.1 ¢ o Teorema 3.1 é suficiente
mostrar que v possui um minimo local. Supomos o contrario. Os mesmos argumentos
utilizados na Proposicao 3.1 mostrariam que  possuem um arco que ¢ um grafico e que
converge decrescentemente a uma direcao horizontal. Este arco terd entao que possuir
pontos onde a curvatura A; é positiva. Pelo Lema 3.3 temos que A; é crescente neste

arco, o que contradiz o fato que este arco assintota uma direcao, concluindo a prova. [



Conclusao

Nesta dissertacao, observamos que para provar a existéncia e unicidade de uma superficie
completa Tipo Delaunay foi necessario entender o Teorema de Delaunay, varios conceitos

que envolvem o estudo de curvas em R? e superficies de rotacao.

Nosso principal resultado foi conseguir provar a existéncia de uma superficie de rotacao
que satisfizesse uma relagdo entre curvatura média H = H(N) e a curvatura Gaussiana

K da seguinte forma:
H = f<H2 - K)7

onde f é uma funcio de classe C' no intervalo [0, 00) e, além disso, vamos supor igual-

mente que f verifica a relagao:

Vtel0,00), 4t(f'(t)* < 1.

A construcao de superficies no Espaco Euclidiano satisfazendo certas propriedades
especiais é de grande interesse para o desenvolvimento da geometria e continua sendo

estudado por varios pesquisadores nos dias atuais.
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