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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos o artigo ” Conformally Flat Hypersurfaces in Euclidean 4-
space II”, de Suyama, onde é apresentado um estudo sobre hipersuperficies conformemente
planas no espaco Euclidiano R*. A partir de superficies em R?® ou S?, com curvatura
gaussiana constante negativa ou positiva, construimos uma familia de hipersuperficies
conformemente planas em R*, com trés curvaturas principais distintas.

i



Abstract

In this work we develop the article ” Conformally Flat Hypersurfaces in Euclidean 4-space
I1”, of Suyama, where is presented the study on conformally flat hypersurfaces in the
Euclidean 4-spaces R*. From a surface with constant Gaussian curvature positive or
negative in either Euclidean 3-space R? or the standard 3-sphere S3, we constructed a
family of conformally flat hypersurfaces in R*, with three distinct principal curvatures.

il



Introducao

Um problema bastante estudado em Geometria é a classificacao de hipersuperficies con-
formemente planas no espago Euclidiano. No desenvolvimento desta teoria, a dimensao da

hipersuperficie desempenha um papel muito importante conforme descreveremos a seguir:

Considerando n a dimensao da hipersuperficie, temos que se n = 2 o problema
esta resolvido, pois, toda superficie pode ser parametrizada por parametros isotérmicos,

mostrando assim que, toda superficie imersa em R? é conformemente plana.

Quando n > 4, temos um resultado muito importante, conhecido como Teorema de
Cartan-Schouten, (ver [6], [14]), que ¢ o seguinte: Seja M™ uma hipersuperficie imersa
em R n >4, entdao M™ é conformemente plana com a métrica induzida se, e somente
se, pelo menos n — 1 das curvaturas principais coincidem em cada ponto. Usando este
resultado Kulkarni, Nishikawa e Maeda, deram em [11] e [13], uma classificacao local para

hipersuperficies conformente planas em R™"! n > 4.

Em [1], Blair mostrou que o catenéide generalizado e os hiperplanos sao as unicas
hipersuperficies minimas e conformemente planas em R"™!' n > 4. Em [2], Carmo,
Dajczer e Mercuri, apresentaram uma classificagao topolégica para hipersuperficies con-
formemente planas, compactas e imersas em R"™! com n > 4. Em [7], Ferrandez, Garay e
Lucas, deram uma classificacao das hipersuperficies conformemente planas completas em
R™! n > 4, usando a condicao que o vetor curvatura média é um auto valor do operador
Laplaciano de M™. Observamos ainda que todos os trabalhos desenvolvidos sobre hiper-
superficies conformemente planas imersas em R"*!, com n > 4, sao baseados no Teorema

de Cartan—Schouten.

O cason = 3 é mais delicado, pois neste caso, nao vale o Teorema de Cartan—Schouten.

Em [12], Lancaster construiu exemplos de hipersuperficies conformemente planas em R*



com trés curvaturas principais distintas. Em [7] Ferrandez, Garay e Lucas, considerando
que o vetor curvatura média é um auto valor do operador Laplaciano, eles classificaram
as hipersuperficies conformemente planas completas em R*. Em [10], Hertrich-Jeromin
construiu mais exemplos de hipersuperficies conformemente planas em R* com trés cur-
vaturas principais distintas e em [9] considerou o mesmo problema com duas curvaturas
principais distintas. O caso n = 3 é muito diferente do caso n > 4, pois, para variedades
Riemannianas de dimensao n > 4, temos que uma condi¢ao necessaria e suficiente para
que estas variedades sejam conformente planas é que o tensor de Weyl seja nulo, e isto
é equivalente a estudar uma equacgao diferencial nao—linear de segunda ordem. Quando
n = 3, o tensor de Weyl é nulo para qualquer variedade, e neste caso, um critério usado
para uma hipersuperficie ser conformemente plana é que a derivada covariante do tensor
de Schouten comuta, e esta condicao é equivalente a estudar equacoes diferenciais nao—
lineares de terceira ordem, aumentando assim, o grau de dificuldade do problema. Cartan
mostrou em [5] que as hipersuperficies conformemente planas em R* com trés curvaturas
principais distintas podem ser parametrizadas por linhas de curvatura onde a primeira e

a segunda formas fundamentais sao respectivamente, dadas por:

g = PO () 4+ 0 (o) + (d2°)} 1)

s = eP@IN(@)e2 @ (dz')? + p(z)e? @ (da?)? + v(x)(da®)?}, (2)

onde P(z) = P(x' 2% 2%), f(x) = f(a', 2% 2?), h(z) = h(z!, 2% 23) e AN(z), u(z) e v(z)

sao as curvaturas principais das curvas ', 22 e 22 respectivamente.

Em [15], Suyama construiu também novos exemplos de hipersuperfies conformemente
planas com trés curvaturas principais distintas em R*, considerando casos particulares da

métrica dada acima.

Utilizando a caracterizagao apresentada em (1) e (2) por Cartan, Hertrich-Jeromin
mostrou que toda hipersuperficie conformemente plana em R* com trés curvaturas prin-
cipais distintas admite uma parametrizacao por linhas de curvatura onde a primeira e a

segunda formas fundamentais sao dadas por:

g = PO cos? p(x)(dx')? + sin® p(z)(dz?)? + (dz®)*} (3)
s = 2P@IN(x) cos? p(z)(dr")? + p(z) sin® p(z) (da?)? + v(x)(de?)?} (4)



ou

g = P@lcosh? p(z)(dz")? + sinh? p(z)(dz?)? + (dz*)*} (5)
s = XPOIN(x) cosh? p(x)(dat)? + p(z) sinh? o(z)(d?)? + v(z)(dz®)?} (6)

onde P(z) = P(z!, 2% 2%) e p(x) = (2!, 2%, 2%), e M), p(x) e v(x) sdo as curvaturas

principais das curvas z!, 2% e 23, respectivamente.

Em [16], Suyama construiu uma familia de novas hypersuperficies conformemente
planas com trés curvaturas principais distintas, utilizando as expressoes apresentadas por
Hertrich-Jeromin. Considerando os resultados obtidos em [15] e [16], Suyama apresentou
uma classificacao para hipersuperficies conformemente planas em R*, com trés curvaturas
principais distintas, no caso particular em que a fungao P(x) dada em (3) e (5) depende

apenas de z°.

Construimos nesta dissertacao uma familia de hipersuperficies conformemente planas
em R* com trés curvaturas principais distintas, e o nosso trabalho estd dividido da
seguinte forma: No capitulo 1, enunciamos varios resultados importantes de geometria
Riemanniana, que foram fundamentais para a compreensao do trabalho. Para maiores

detalhes ver [3], [4] e [17].

No capitulo 2, encontramos condi¢oes necessarias para a existéncia de hipersuperficies
conformemente planas em R*, e supondo que P = P(z%) temos que ¢(z) = A(x!, 2?) +
B(x?). Usando o fato que o tensor de Schouten comuta mostramos que as fungoes A e B,

dadas acima, devem satisfazer certas condicoes especiais.

No capitulo 3, inicialmente construimos um exemplo explicito de uma hipersuperficie
conformemente plana em R* com trés curvaturas principais distintas. Este exemplo foi
construido através de um superficie em R3, com curvatura constante negativa, conhecida
como hélice Dini. Em seguida, construimos uma familia de hipersuperficies conforme-

mente planas a partir de superficies com curvatura constante, negativa ou positiva, em

R3 ou S3.



Capitulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste capitulo algumas defini¢oes e propriedades basicas de Geometria
Riemanniana, que utilizaremos sem maiores detalhes no decorrer do nosso trabalho. As

demonstragoes e explicagoes mais precisas podem ser verificadas em [3], [4] e [17].

1.1 Variedades Riemannianas

Para esta secao ja estamos considerando o conceito de variedade diferenciavel.

Definicao 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M € uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (,), no espago
tangente T,M , que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M
¢ um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,xa,...,x,) = q € z(U) e
%(q) = dx(0,...,1,....,0), entdo (%(q), %(q»q = ¢;j(x1,...,xn) € uma fungdo diferen—
ciavel em U.

As funcoes g;; = g;; sao chamadas expressoes da métrica Riemanniana no sistema
J j
de coordenadas x : U C R"™ — M. Uma variedade diferencidavel com uma métrica

Riemanniana chama-se variedade Riemanniana.

Considere X(M) o conjunto dos campos de vetores em M e D(M) o conjunto das

funcoes diferenciaveis em M.



Proposicao 1.2. Sejam X eY campos diferencidveis de vetores em uma variedade
diferencidvel M. Entao eziste um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € D(M),
Zf=(XY -YX)f.

Este campo é chamado de colchete e é denotado por [X,Y] = XY — Y X.
De agora em diante adotaremos ¢(X,Y) = (X,Y), X, Y € X(M).

Definigao 1.3. Duas métricas (,) e ((,)) em uma variedade diferenciavel M sdo con-
formes, se existe uma funcao diferenciavel f : M — R, positiva tal que ¥V p € M e

u,v € T,M tem-se

{u, 0)p = [(p)((w, 0))p:

Defini¢ao 1.4. Uma variedade Riemanniana (M™, g) é conformemente flat, se para todo
ponto existe uma vizinhanca que é conforme a um conjunto aberto do espaco Fuclidiano,

ou seja, a métrica g € conforme a métrica Fuclidiana.

1.2 Conexoes Afins e Riemanniana

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por

D (M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.5. Uma conexdao afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
V:X(M)xX(M)— X(M)
que satisfaz as sequintes propriedades:
1. VixigvZ = fVxZ + gVy 2,
2. Vx(Y+2)=VxY+VxZ,

5. Vx(fY) = [VxY + X(f)Y

onde X, Y, Z € X(M) e f,g € D(M).



Proposicao 1.6. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao
eriste uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva
diferencidvel ¢ : I — M um outro campo vetorial [;;/ ao longo de ¢, denominado derivada
covariante de V' ao longo de c, tal que:

a)dt(V—l—W) DV + DW

BV = 4V 4 g8y

onde W € um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma funcao diferencidvel em I.
c)Se V é induzido por um campo de vetores Y € X, isto €, V(t) = Y (c(t)),

entio 2¥ =V dc

Escolhendo um sistema de coordenadas (x1, ..., ;) em torno de p e escrevendo

X = E xiXh Y = § yjy}a
( J
0
onde X; = —, teremos
813-

i i

Se fizermos Vx, X; = Z rk Xk, concluimos que I‘ sao fungoes diferenciaveis e que

VY = Z(Zx,yjr + X (y )) X,

o que mostra que VxY (p) depende de z;(p), yx(p) e das derivadas X (yx)(p) de yx segundo
X.

Definicao 1.7. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um

campo vetorial ao longo de uma curva ¢ : I — M € dito paralelo se %—t = 0, para todo
tel.

As fungoes F,’fj definidas em U sao os coeficientes da conexao V em U ou os simbolos

de Christoffel da conexao. Os simbolos de Christoffel sao dados por

1 0 0 0
T =N g+ = g — 5 i (9 1.1
ij 9 k {axl g]k + al'j Gki &ck gz]} g ( )



Esta é a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana em termos

dos Gij-

Definicao 1.8. Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexdo é dita compativel com a métrica (,), quando para
toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao

longo de c, tivermos (P, P') = cte.

Proposicao 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdao NV em M € com-
pativel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d DV Dw

Corolario 1.10. Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com

a métrica se, e somente se,
X(Y,Z) = (VxY.Z) + (Y.VxZ), X,Y,Z € X(M). (13)

Definicao 1.11. Uma conezao afim V em uma variedade diferencidavel M é dita simétrica
quando
VxY = VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M). (1.4)

Em um sistema de coordenadas (U, z), se V é simétrica, temos para todo i,7 = 1,...,n,

0

(1.5)

k

Sendo assim, Ffj = I'};, 0 que justifica o nome simétrica.

Teorema 1.12. (Levi-Civita).Dada uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma tunica
conexao afim NV em M satisfazendo as condicoes:
a) V € simétrica.

b)V € compativel com a métrica Riemanniana

Esta conexao é chamada de conezdao de Levi-Civita ou conexao Riemanniana.



1.3 Curvaturas

Defini¢ao 1.13. A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M,g) é uma corres—
pondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) : X(M) — X (M)
dada por

R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ +VxyZ,

onde V é a conexao Riemanniana de M.

Proposicao 1.14. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz:
a)R € bilinear em X(M) x X(M).
b)Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X(M) € linear.

A partir de agora denotaremos (R(X,Y)Z,T) por R(X,Y, Z,T).

Em um sistema de coordenadas (U, x) em torno de p € M, sendo X; = d , temos

R(X;, X;) Xy = ZR”,CXZ (1.6)

R! ik 530 os coeficientes do operador curvatura R em (U, z) e em termos dos sfmbolos de

Christoffel, sao dados por
5 0
R, = § I, — § [ rik ax-ré"“‘ (1.7)

Também denotaremos

<R(XZ7X )Xk? Z Rz]k)gls - Rz]ks (18)

Proposicao 1.15. Seja o C T,M um subespaco bi-dimensional do espago tangente T,M

e sejam {x,y} uma base de o. Entao

('r7 y? x? y)

(1.9)
nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.

K(z,y) = K(0) é chamada de curvatura seccional de o em p.



Seja r = z, um vetor unitario em 7, M ; tomemos uma base ortonormal {21, 29, ..., 2,1}

do hiperplano de T, M ortogonal a = e consideremos as seguintes médias:

1

Ric,(z) = w—

Z(R(m,zi)x, zi), 1=1,2,...,n—1.

)

K(p) = %ZRicp(zj) = ﬁ;(R(zi,zj)zi,zj% j=1,..n.

Em um sistema de coordenadas locais

K(p) = s 3 R, Xi)g™ (1.10)

n(n—1) .

i,k=1
As expressoes acima sao combinacoes importantes da curvatura seccional ; nao dependem
da base escolhida e sao chamadas de curvatura de Riccit na direcao x e curvatura escalar

respectivamente.

1.4 Tensores em Variedades Riemannianas

Definigao 1.16. Um tensor de ordem r em uma variedade Riemanniana (M,qg) € uma
aplicacao multilinear

T X(M) % ... x X(M) = D(M)-

N J
'

rfatores

Exemplo 1.17. O tensor curvatura R : X(M)x X(M)x X(M)xX(M) — D(M) definido
por

R(X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W), X,Y,Z,W € X(M),
€ um tensor de ordem 4.
Exemplo 1.18. O tensor métrico g : X(M) x X(M) — D(M) é um tensor de ordem 2

definido por
g(X7 Y) = <X7Y>7 X»Y € %(M)

Exemplo 1.19. O tensor de Ricci é um tensor de ordem 2 definido por:
Ric(X,Y) = trago da aplicagcio {T(Z) = R(X,Y)Z}-
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Em um sistema de coordenadas locais, temos que:

Ric(X;, X)) = ZRW (1.11)

onde R’

1ir foram dados em (1.7).

Exemplo 1.20. O Tensor de Weyl € um tensor de ordem / definido por

W(X,Y,Z,T) = R(X,Y,Z,T)— %(Rz'c(x, Z)(Y,T)
+ Ric(Y,T)(X, Z) — Ric(X,T)Y, Z) — Ric(Y, Z)(X,T))

T G ne oy AT - (X THY, Z)):

Muitas vezes o campo X € X(M) é identificado com o tensor X : X(M) — D(M)
dado por X(Y) = (X,Y), VY € X(M).

Definicao 1.21. Seja T' um tensor de ordem r. A diferencial covariante V'T' de T' € um

tensor de ordem (r + 1) dado por

Para cada Z € X(M), a derivada covariante V7T de T em relagio a Z é um tensor de
ordem r dado por

Exemplo 1.22. O Tensor de Schouten € um tensor de ordem 2 definido por

! 5 (Ric(X, Y) — ﬁ(){, Y>)

S(X,Y) =

n —
onde n € a dimensao da variedade.
Exemplo 1.23. O tensor de Bach ¢ um tensor de ordem 3 definido por

B(X,Y,Z) = (VxS)(Y, Z) = (VyS)(X,Y): (1.14)
Em um sistema de coordenadas locais o tensor de Bach serd denotado por

B(X;, X, X)) = Bl (1.15)
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1.5 Imersoes Isométricas

Sejam (M",g) e (M”Jrk,ﬁ) variedades Riemannianas e considere a aplicagao f : M" —
Mn—l—k
injetiva para todo p € M. Se M tem uma métrica Riemanniana , f induz uma métrica
Riemanniana em M por (u,v), = (dfy(u), dfp(v)) s, u,v € T,M. A métrica de M ¢é

chamada a métrica induzida por f, e f é uma imersao isométrica.

Dizemos que f é uma imersao se f ¢ diferencidvel e df, : T,M — Tf(p)ﬂ é

Seja f : M" — M uma imersdo. Identificaremos U com f(U) e cada vetor

veT,M,qecU, comdfy(v) € TyqyM

Para cada p € M , o produto interno em T,M decompde T, M na soma direta
T,M =T,M & (T,M)*,

onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. A conexdo Riemanniana de
M sera indicada por V. Se X e Y s@o campos locais de vetores em M, e X e Y sdo

extensoes locais em M, definimos
VyY = (VYY)
Sejam X,Y € X(M) e X, Y sio extensdes de X e Y em M, respectivamente,
B(X,Y)=VxY —VxY

é um campo local em M normal a M, que ndo depende das extensoes X e Y.

Indicando por X+ o espaco dos campos diferencidveis de vetores normais a M, a
aplicacdo B pode ser considerada como um tensor B : X(M) x X(M) x X+ (M) — D(M)
definido por

B(X,Y,N)=(B(X,Y),N)-

Proposigao 1.24. Se X, Y € X(U), a aplicagio B : X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y) =VxY — VxY,

é bilinear simétrica.
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Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Sejap € M e N € (T,M)*+. A
aplicacao Hy : TpM x T,M — R dada por

Hy(X,)Y)=(B(X,Y),N), XY eT,M,
é, pela Proposicao 1.24, uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.25. A forma quadrdtrica 11y definida em T,M por
IIn(X) = Hy(X, X),
¢ chamada de sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal N.

Observe que a aplicacao bilinear H y fica associada a uma aplicacao linear auto—adjunta
Sy : T,M — T,M, por

<SNX7 Y> = HN(X, Y) = <B<X7 Y)? N>
Temos, a partir de alguns cédlculos, que

SyX = —(VxN)T.

~ . ~ . o , . , —n+1
Observacao 1.26. Quando a codimensao de uma imersao € 1, isto é, f: M™ — M

f(M) C M, dizemos que M ¢ uma hipersuperficie de M.

Teorema 1.27. (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entao

K(z,y) — K(z,y) = (B(z,x), B(y,y)) — |B(z,y)[* (1.16)

n+1

Observacao 1.28. No caso de hipersuperficie f : M™ — M, a féormula de Gauss
(1.16) admite uma expressao mais simples. Sejamp € M e N € (T,M)*. Seja{ey,...e,}
uma base ortonormal de T,M para a qual Sy = S € diagonal, isto é, S(e;) = \ie;, @ =
L,...,n, onde A ..., \, sdo as curvaturas principais. Entao H(e;,e;) = \; e H(e;,ej) =0,

se i # j. Portanto a equagdo (1.16) se escreve

K(ei,ej) —F(ei,ej) = )\'L>\] (117)
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A conexao normal V+ da imersao , é dada por
VN = (VxN)N.

De maneira analoga ao caso do fibrado tangente, introduz-se a partir da V+ uma nocao
de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal R+ da imersao definida
por

RY(X,Y)N = VxVyN — VyVxN — Vix yN- (1.18)

Teorema 1.29. Sejam XY, Z, T € X(M) en,( € X*+(M), temos:
a) Equagao de Gauss

(R(X,Y)Z,T) = (R(X,Y)Z,T) = (B(Y,T), B(X, Z)) + (B(X,T), B(Y. Z));
b) Equacio de Ricci
(RX,Y),€) — (RE(X, V)0, €) = ([Sy, SIX,Y),
onde [S,, S¢] indica o operador S, 0 S — S¢ 0 S,.

Observacgao 1.30. Dizemos que o fibrado normal de uma imersio € plano se R+ = 0.
Admita que o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante. Entdo a equacdo de
Ricer se escreve

(RH(X,Y)n, €)= —=([Sy, S X, V)
Teorema 1.31. (Equagao de Codazzi) A segquinte equacdo se verifica
<E(X> Y)27 77> = (vYBxX? Z> 77) - (vXBxYa Zv 77)

Observacgao 1.32. Se o espaco ambiente M tem curvatura seccional constante, a equacdo
de Codazzi se reduz a:
(vXB)(Ya Z, 77) - (vYB)(Xv Z, 77)'

Se , além disto, a codimensdo da imersdao € 1, V)L(n =0, donde,

VB(Y.Zn) = X(S,(Y).2) ~ (S,(VxY), Z) - (S,(Y), Vx2)
— (Vx(8,(Y)), Z) — (5,(VxY), 2)-

Portanto, neste caso, a equacao de Codazzi se escreve

Vx(5(Y)) = Vy (9,(X)) = 5, ([X, Y])-
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A importancia das equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci é que, no caso em que o espago
ambiente tem curvatura seccional constante, elas desempenham um papel andlogo aos das

equacoes de compatibilidade na teoria local das superficies.

Enunciaremos em seguida o Teorema fundamental das superficies, que sera usado no

capitulo 3.

Teorema 1.33. Sejam E, F', G, e, f, g funcoes diferencidaveis definidas em um conjunto
aberto V C R?, com E > 0, G > 0. Suponha que as funcoes dadas satisfacam as equacoes
de Gauss e Mainardi-Codazzi e que EG — F? > 0. Entdo, para todo ¢ € V existe uma
vizinhanga U C 'V de q e um difeomorfismo © : U — x (U) C R? tal que a superficie
reqular ¢ (U) CR3 tem E, F, G, e, f, g como coeficientes da primeira e sequnda formas

fundamentais, respectivamente. Além disto, se U € conexo e se
z:U—z(U)CR

¢ um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condi¢oes, entdo existe uma translagao

T e uma transformacao ortogonal prépria p em R? tal que € =T opo x.

Observamos que este Teorema pode ser generalizado para dimensoes superiores, no
caso em que o espaco ambiente tem curvatura seccional constante, e neste caso as equagoes
de compatibilidade sao dadas pelas equacoes de Gauss, Codazzi e de Ricci. Para maiores
detalhes ver [18].

Definicao 1.34. Uma hipersuperficie M € dita genérica quando todas as suas curvaturas

principais sao distintas.



Capitulo 2

Condicoes necessarias para a
existencia de hipersuperficies
conformemente planas no espaco

Euclidiano R*

Cartan mostrou em [5] que uma hipersuperficie conformemente plana genérica em R?,
pode ser parametrizada por linhas de curvatura, e que neste sistema de coordenadas
(2, 2% 23) a primeira e a segunda formas fundamentais g e s, sao representadas respec-

tivamente por:

g = PO @) (qrh)? 4 M) (dx?)? + (da®)?}- (2.1)
s = PO IN2)eX @ (dx')? + p(2)e® @ (da?)? + v(z)(da®)?}- (2.2)
onde P(x) = P(z', 22, %), f(x) = f(z*, 2%, 23) e h(z) = h(x', 22, 2°), e M), u(z) e v(z)

3

sao as curvaturas principais da direcoes principais z!, 22 e 23, respectivamente.

Utilizando o trabalho de Cartan, Hertrich-Jeromin em [10], mostrou que toda hiper-
superficie conformemente plana genérica pode ser parametrizada por linhas de curvatura
e que nestas coordenadas, a primeira e a segunda formas fundamentais, podem ser repre-

sentadas por:
g = *P@{cos? p(x)(da')? + sin® p(z)(dz?)? + (dz®)?} (2.3)

15
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s = 2P IN(2) cos® p(x)(da")? + p(w) sin? p(x)(da?)? + v(x)(dz®)?} (2.4)
g = 2P {cosh? p(z)(dz')* + sinh? p(z) (dz?)? + (dz®)*} (2.5)
s = 2P@I\(2) cosh? p(z)(da")? 4 p(x) sinh? () (dz?)? + v(x)(dz®)?} (2.6)

onde P(x) = P(z!, 2%, 2%), p(x) = p(z',2%,23) e M), u(x) e v(z) sdo as curvaturas

3

principais das direcoes ', 2% e 22, respectivamente.

Neste capitulo encontraremos algumas condigoes necessarias para a existéncia de hiper-
superficies conformemente planas genéricas em R*. Finalmente, considerando P = P(x3),
mostraremos que p(x!, 22 2%) = A(z!, 2?) + B(23) e que as fungoes A e B satisfazem
condicoes especiais. Neste trabalho usamos as seguintes notacoes: z° representa a i—ésima
coordenada, f; representa a derivada parcial da funcao f em relacao a i—ésima coorde-
nada e f;; representa a derivada parcial de f em relagao a i—ésima e a j—¢ésima coordenada

respectivamente.

O fato da primeira forma fundamental em (2.1) ser diagonalizavel, temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.1. Seja g uma métrica do tipo (2.1), entdao valem as sequintes equagoes:

(P+ f)o(P+ h)y — Pia = fohy, (2.7)
Py(P + h)s — Pog = fos + fo(f — h)s, (2.8)
P (P+ f)s — Pig=hiz — hi(f — h)s. (2.9)

Demonstracao: Segue diretamente da equacao de Gauss que
Ri323 = Ri232 = Ro131 = 0-
Como g é diagonalizavel temos pela equacao (1.8) que

3
Ry393 = Ry35933,
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e pela equagao (1.7)

3
Rl =TT, - z P, + T — 2T
Como a métrica g é diagonal temos que
=0 Vi#tj#k
Sendo assim,
Ril))32 = F%2F§1 + F%2P§2 - F§2F?3 - aimlrgf

Calculando os simbolos de Christoffel da equagao (2.11), temos que:

1( 0 0 0 1( 0
. — _ n_*) 9 el —2P+p)
12 = {3 o go1 + Ot gi1 Er 912}9 5 {8:(:2 e e

ou seja,

M= (P4 flo

1 0 0 0 1( 0
3 _ 1 33 _ 1 oPp | _—opP
it 2 {8x3 913 0x, 933 03 g31} g 2 {8;151 ¢ }e

F§1 =P
1 0 0 1( 0
2 1] 0 _ 22 _ L ] 9 optn) 2(P+h)
12 2{8 1922+8x2 g21 82912}9 2{89516 e

dai temos que,

Finalmente,

ou seja,
3 _

Substituindo (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15) em (2.11) temos

R?32:(P+f)2pl+(P+h)1P2—P2P1—P12-

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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Como gs3 # 0 entdao Ris, = 0, que é equivalente a
(P+ fl2Pr+ (P +h)1 P — PPy — Py = 0 (2.17)
Somando f>h; nos dois lados da equagao (2.17) e agrupando os termos convenientemente,

obtemos a equagao (2.7).

Da equagao (1.8), temos

2
Rya30 = R1239227

€ como

3
R%z:& = Z Iy ng Z I3 F%s F%s 8:661 Fgga
s=1
segue por (2.10) que
R?23 = F%3F§1 + F?3F§3 - F§3F32 - aiwlrg?f (2.18)
De modo analogo aos casos anteriores temos que
ls = (P+f)s e I35 = (P+ h)s (2.19)

Substituindo as equagoes (2.13), (2.14) e (2.19) em (2.18), temos
Riy; = (P+ f)3(P+h)1 + Pi(P+h)s — (P+h)3(P+h) — (P+ h)s, (2.20)
como R%,; = 0, e simplificando o segundo membro da equacao (2.20), temos que
PP+ f)s+h(f —h)s— Pz —hiz =0, (2.21)

obtemos assim a equagao (2.9).

Como

1
Ro131 = Ryp3911

3
0
R%l?) - ZF Fis ZF F%s Fés 8_1’2F%3’
s=1
segue por (2.10), que

0

Ryy3 = 3501, 4+ [55015 — T,05, — e

I, (2.22)



19

Para obter a equagao (2.8) basta substituir (2.12), (2.15) e (2.19) na equacao (2.22) e

usar o fato que R} 5 = 0. O

Utilizando as equagbes do Teorema (2.1) obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Eriste uma fungdo v = (x', 2, x3) satisfazendo as sequintes condigoes:

Y12 = (P + f)2(P + h)1 — Pra (2.23)
i3 = (P+ f)sPr — Pis (2.24)
Yoz = (P + h)3Py — Py (2.25)

Além disso, a funcdo ¢ € determinada unicamente no sequinte sentido: se existe outra
fungdo v satisfazendo as mesmas equagoes, entio (', x?,23) = (at, 22, 2%) + A(x') +

B(x?) 4+ C(z?).

Demonstragao: Usando (2.7), (2.8) e (2.9) mostraremos inicialmente que as seguintes

equacoes sao satisfeitas:

{P+ flaPi}e={(P+h)3Ps}1, (2.26)
{Pa(P +h)str = {(P+ f)2(P + h)1}s, (2.27)
{(P4+h)1(P+ fa}s ={Pi(P+ f)s}o (2.28)

Temos que

{(P+ f)sPi}s —{(P+h)sPo}s = (P+ f)asPr+ (P+ f)sPia— (P+ h)13Po— (P + h)3Pis
= (P+ f)asPr — (P + h)isPo+ (f — h)3Pro
= (Pag+ fo3)Pr — (Pis + has) Py + (f — h)3Pia.

Isolando Ps3 e Pj3 nas equagoes (2.8) e (2.9), respectivamente, e substituindo na uiltima

igualdade da equagao acima temos:

{(P+ [)sPite ={(P+h)sPehr = (PP +h)s— fos— fo(f = h)s + fa3) P2
— (PP +f)s—hiz+(f —h)s+ hiz) P+ (f — h)sPr
= PiPy(h—[)s = (f = h)s(foPr + haPs — Pr2)
= (h=f)s(PiPs + foPr + ha Py — Pra)- (2.29)
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Por outro lado, de (2.7) temos:
PiPy + Py + foPy + fahy — Pia = foha,
que equivale a

PP+ h Py + foPy — Po =0, (2.30)

e substituindo (2.30) em (2.29) obtemos (2.26). De modo analogo, prova-se que (2.27) e
(2.28) sao satisfeitas.

Agora demonstraremos que existe uma funcao L = L(z', 22, 23) tal que
L12 = (P + f)Q(P + h)l, L13 = (P + f)gPl € ng = (P + h)3P2. (231)

Utilizando a comutatividade das derivadas mistas, segue por (2.26), (2.27) e (2.28) que

existemn funcoes K = K (2!, 22, 2%), K = K (2}, 2%, 2%) e K = K(a',22,2%) tal que

Ky, = (P+ f)sh, Ky = (P+h)sP, Ky = (P+ f)2(P+h)y,
Ky = P(P+h)s, Ks=P(P+f);, Ko=(P+h)(P+ [ (232

Segue de (2.32) que K; = }A(g, Ky, = Kq,K, = Ks. Sendo assim, existem funcgoes
L ,23) tal que

L= L(z', 2% 2%), L = L(2', 22, 2°) e L = (2!, 22
L1:[?7 LBZK, EQIF, z:;IK, 31:[/(\', EQIF
Portanto, temos L, = El = IA(, Ly=L;=KelL,= Eg = K, que equivale a, (L—E)l =0,

(L—L)3=0¢e (L— Z)g = 0. Entao podemos concluir que

L—E:U<l’2gx3>7 L_Z V(Il,IQ) € L—E:W<I1,Q’I3), (233)

segue de (2.33) que

~ ~

Wt o*y=L-L=(L—-L)—(L—L)=U(%2% —V(z 2% (2.34)
De (2.34) temos que: Wi3 = 0,Us3 = 0 e Vip = 0, ou seja
U(z®,2%) = X(23) + Y(2%), V(2! 2?) = Z(2') + X (2*) e W(2*,2%) = Y (2®) — Z(2')-

Deste modo, podemos concluir que as fungoes L, L e L sao iguais a menos de fungoes de
variaveis separadas, e satisfaz a afirmagao (2.31).

Para concluirmos a demonstracao deste Teorema basta definir ¢ = L — P. O]

Uma consequéncia imediata dos Teoremas (2.1) e (2.2) é o seguinte:
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Corolario 2.3. Considerando a fungio ¢ (x', 2% x3) dada no Teorema (2.2), entao temos

as sequintes equagoes:
Yno = fahi, V13 = his — hi(f — h)s € o3 = fos + fo( f — h)s. (2.35)

A prova segue diretamente das equagoes (2.23), (2.24) e (2.25) e das (2.7), (2.8) e
(2.9).

Aplicando o Corolario (2.3) para a métrica dada em (2.3) obtemos em seguida uma
condicao de integrabilidade para ¢. Neste caso vamos ter que:

cos? p(x) = 2@ (0 < e2/@) < 1), que é equivalente a, f(z) = In (cos p(z))

sin? p(z) = 2@ (0 < M®) < 1), ou seja, h(z) = In (sin p(z)),

e dai chegamos nos seguintes resultados:

g = —p1p2, Y13 = P13 0ot p, haz = —(pa3 tan p- (2.36)
Derivando a segunda equacao de (2.36) em relacao a z? temos:
123 = P13 COt © — Y1305 CsC? - (2.37)
Agora derivando a terceira equacao de (2.36) em relacao a x! temos:
123 = —@123 tan ¢ — a3y sec” - (2.38)

Subtraindo (2.38) de (2.37) e isolando 123, chegamos na condi¢ao de integrabilidade de
¢ dada por:
P123 = —P1ep3 tan @ + P13 cot - (2.39)

No caso da métrica (2.5), temos:

cosh? p(x) = e2/@ (27 > 1), que é equivalente a, f(x) = In (cosh ¢(x))

sinh? p(z) = e?M®) isto é, h(z) = In (sinh p(x)),

dai chegamos nos seguintes resultados:

P12 = P12, Y13 = pizcothg, 1hag = a3 tanh - (2-40)
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Usando o mesmo procedimento acima, temos que a condi¢ao de integrabilidade para ¢ é

dada por
123 = P13 tanh ¢ + pa13 coth - (2.41)

Em seguida, estudaremos hipersuperficies conformemente planas genéricas em R* com

a primeira forma fundamental dada por:
g = e2"@) cos? p(z)(da')? + sin® p(z)(dz?)? + (dz*)?}, (2.42)

com a hipdtese que ¢; # 0 (para i = 1,2,3) se verifica.

Um resultado importante que temos, é que uma hipersuperficie M é conformemente
plana se, e somente se, o tensor de Schouten é um tensor do tipo Codazzi, que equivale
a dizer que o tensor de Bach é nulo, para melhores detalhes ver [15]. Como a métrica
g = 1@ (dx)? + (@) (dz?)? + (dz®)? é conformemente plana, entdo pela equacio (1.15)

Bj’?i = 0, em particular, temos:

B3 =0 B3 =0 B3 =0. (2.43)

Nosso objetivo agora é encontrar condigoes necessarias para a existéncia de hipersu-
perficies conformemente planas em R?* no caso particular em que P(z) = P(z®). Em
seguida, explicitaremos as equagoes (2.43), pois elas nos dardao condigoes necessarias im-
portantes para a existéncia de hipersuperficies conformemente planas no caso particular
que vamos tratar. Como a métrica g é diagonal, temos que g(X;, X;) =0, se ¢ # j, e pela

equagao (1.14) temos:

B§3 = (VX3S>(X27X3) - (VXQS)(X37X3> - va(RiC(X27X3))
K K

- sz(zg(XzaX:a)) — Vi, (Ric(X3, X3)) + VXQ(ZQ(X?”X?»))' (2.44)

Como ¢(X;, X;) =0, se i # j, e g(X3, X3) =1 a equacao (2.44)passa a ser dada por
ng = Xg(RiC(XQ,Xg)) - RiC<VX3X2, X3) - RiC(XQ, VX3X3)

X5(K)
—

- XQ(RiC(Xg, X3)) + RiC(V)QXg, Xg) + R’iC(Xg,, VX2X3> +
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Usando que, Vx, X, = ka Xi, ( Fk = Fk) e que um tensor de ordem dois é uma

aplicagao bilinear, temos que

3 3
By = X3(Ric(Xy, X3)) — Z T, Ric(X;, Xs) — Z TLRic(Xo, X)) — Xo(Ric(X3, X3))

Xo(K)
Y

+ ZF23RZC X1, X3) + ZF JRic(X3, X)) +

ou seja,

3
B§3 = X3<RiC(X2, X3)) - Z Fé3RiC(X2, Xl) - XQ(RiC(X:;, Xg))

=1

(9.%2

3
. X5(K)
Ty Ric(X3, X : 2.45
Calculando os simbolos de Christoffel da métrica g temos que:
I =T3,=T5=0, (m=1, 2, 3) e I'33 = hs: (2.46)
Substituindo (2.46) em (2.45), temos que
Xo(K
ng = X3(RiC(X2, Xg)) — XQ(RiC(Xg, Xg)) + h3RiC(X3, XQ) + 251 ),
e pela defini¢ao de tensor de Ricci (ver (1.11)), temos que
Ric(Xy, X3) = Z R}
Como
0
Ry3 = Z 9Ty + Z IR T3 F%?, 81’21—‘%3’
segue que
Ryy3 = fahs — fofs — fos: (2.47)
Usando o mesmo procedimento, temos
- )
Rgzs = ZF F%l Z F F%l + Fg:a ng =0 (2.48)
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0

3
R§33:ZF 5T — ZF F%l"‘ F%:a (93:21%3:0.
=1

Portanto
Ric(Xa, X3) = fahs — fafs — fos:

De maneira analoga temos

Ric(X3, X3) = — fs3 — (f3)* — has — (ha)?

Ric(X3, Xo) = —fa3 — [ofs + fahs:
Pela equacao (1.10) a curvatura escalar é dada por

1
K:— ZRZC X, X1 g™,

n(n —1) Py

ou seja,

K = Ric(X1, X1)g'" + Ric(Xs, X3)9* + Ric(X3, X3)g*

De modo analogo aos casos anteriores temos que:

Ric(X1,X1) = —(fa+ (f2)* — faho)e? ™"

— (hu+ (h1)2 — fihy) — €2f(f33 + (f3)2 + f3hs)

Ric(Xy, Xa) = —far — (f2)?

e (hyy + (h)? = fihn) + € (= fshs — hss — (hs)?)-

Substituindo (2.51), (2.54) e (2.55) em (2.53) temos

K= — 2(fa+ (f2)? = faho)e ™ —2(hi1 — (h)?* = fih1)

— 2fshs — 2fa3 — 2(f3)* — 2ha3 — 2hy-

Pelas equacdes (2.50), (2.51), (2.52) e (2.56), dizer que B, = 0, equivale a

{7 (faz + (f2)* — foho)}o + {7 (har + (h1)® — fih1)}o

— {fss+ (f3)* + hags + (h3)® — f3hs}a

= —2{foz + fofs — fohs}s — 2{fos + fofs — foha}hs-

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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Analogamente, mostra—se Bg’l = 0, é equivalente a

{e(for + (f2)” = faha)}1 + {7 (ha1 + (h)? = fika) b
— {fss+ (f3)* + sz + (h3)* — fahsh
= —2{hiz+ hihs — fshi}s — 2{hi3 + hahs — fshi} f5, (2.58)

e que By = 0, é equivalente a

e frn + (f2)? = fahats + {e7® (hu + (h1)? = fih1)}s
+ {fshs + has + (hs)® — fss — (f3)*}s
= 27" fos + fofs — fahs}a — 2¢7{ fas + fofs — fahs}ho
+ 2e7{hy3 + hihg — fshy}hy
— 2¢"H{hi1 + (M) — fiha}hs + 2{fs3 + (f3)* — fshs}hs: (2.59)

Se considerarmos a métrica g = cos? p(z)(dz')? + sin? p(z)(dz?)? + (dx?)?, temos que as

trés equagoes acima passam a ser dadas por:

208 20p9(p22 — p11) + sin2¢(pi12 — P222) — sin 20233
= —2c0S2pY3pa3 + 23023 — 20233, (2.60)

2082001 (a2 — p11) +  sin2p(p111 — @122) + sin 200133
= 2 COS 2@0@3@13 + 2@3@13 — 2@1(,033, (261)

sin 2¢(p113 + P23 + Pa33) — 2008 20(3p33 + L1013 + P2p23)
= 28019013 - 2@29023 - 2903(%1 - <,022)- (2~62)

Considerando P = P(z%), mostraremos em seguida o seguinte resultado.

Proposigao 2.4. Considerando g a métrica dada em (2.3), onde P € fun¢ao apenas de
2% entdo temos que
p(at 2%, 2°) = A(a', 2?) + B(2°)
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Demonstracao: Provar a afirmacao acima é equivalente a provar que 13 = @3 = 0-
Como por hipétese P = P(z3), entao de (2.24) e (2.25) temos que

V13 =13 =0
por (2.36), isto é equivalente a
p3cotp =0e — poztany = 0-

Logo temos que,
P13 = p23 = 0-
O

O préximo resultado nos fornece uma condicao necessaria importante para existéncia

de hipersuperficies conformemente planas em R*.

Proposicao 2.5. Considerando a métrica g dada em (2.42) e suponha que a funcao ¢
dada por
o(x', 2%, 2%) = A2, 2%) + B(2%) (2.63)
satisfaz, Bs # 0, Ay # 0 e Ay # 0.
Entao, temos que:
(I) A fungao A(x',x?) satisfaz a equagio de Sine-Gordon:
2

E
All - AQQ = 7 SIH(QA)

(II) A funcio B(x®) é uma funcao amplitude de Jocobi (uma funcgdo eliptica), satis-

fazendo:

Bs = \/G2 — E?sin® B(z?)

onde E e G sao constantes positivas.

Demonstragdo: Provaremos primeiramente que a funcao A(x!,z?) satisfaz a equagao

de Sine-Gordon

2

E
All - AQQ = 7 SIH(QA - QF) (264)

onde F e F' sao constantes.
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Pelas equagoes (2.60), (2.61) e (2.63) temos que
2 COS 2%0142(1422 — All) + Sin 2(10(14112 — A222> = —2142333, (265)

2 COS 2(,0A1 (AQQ — All) —|— Sin 290(14111 — A122) = —2A1B33' (266)
dividindo (2.65) por As e (2.66) por A;, temos que
(All - A22>1 (All - A22)2 .

Ay As

Definimos uma fungao C(z!, z%) por

(All - A22)1

20(xt, 2?) = — 1

(2.67)

onde consideramos A; # 0 e Ay # 0. Definimos agora as fungoes D(z', 2?) e ((2!, 2?) por

D(.Tl, ZCQ) = All - AQQ, (268)
VC2(xh, 22) + D2(x), 22) cos (', 2?) = CO(at,2?), (2.69)
VC2 (a1, 22) + D2(21, 22)sin (2!, 2%) = D(z!,2?) (2.70)

Isolando Bss em (2.65) (ou (2.66)) e substituindo (2.67) e (2.68), temos

Bss = Csin2p+ Dcos2p = VC? + D?cos(sin2¢ + vVC? + D?sin ( cos 2¢
= VC?2+ D?sin (2p+ () = VC? + D?sin (2(A+ B) + ()
= VC?+4 D?%sin (2A + () cos 2B + vC? 4+ D? cos (2A + () sin 2B- (2.71)
Como B = B(z?), entao pela equagao (2.71) as fungoes
C= <\/ C? + D?sin (2A + C)) (z',2%) e D = (\/ C? + D? cos(2A + C)) (z', 2%)

sdo constantes. Portanto, as fungdes (v/C? + D?) (z',27) e (2A + ¢) (z*, 2%) também sao
constantes. Entao temos
Bss = C cos2B + Dsin 2B- (2.72)

Por outro lado, da equagao (2.62), temos

sin 2@3333 = QBg(COS 2@333 - All + AQQ)' (273)
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Da equagao (2.72), temos

Bsss = —2B3C'sin 2B + 2Bs D cos 2B- (2.74)

Substituindo (2.72) e (2.74) em (2.73), temos
2B sin 2¢0(—C'sin 2B + D cos 2B) = 2B3 {cos 20(C'cos 2B + Dsin2B) — Ay + A22} ,
por hipétese Bz # 0, entao
sin 2¢p(—C'sin 2B + D cos 2B) = cos 2¢(C cos 2B + Dsin 2B) — Ay + Ay,

isolando A1 — Agg, obtemos

Ay — Agy = C(sin 2 sin 2B + cos 2¢ cos 2B) + D(cos 2 sin 2B — sin 2 cos 2B),
ou seja,

Ay — Agy = Ccos2(p — B) — Dsin2(p — B)-

Por (2.63) temos que
Ay — Asy = Ccos2A — Dsin 2A- (2.75)

Tomanos uma constante F, tal que vVC2 + D2sin2F = —C e v/C? + D2 cos2F = —D
e definimos E? = 24/C? + D2, substituindo estas expressoes em (2.75), obtemos
2

E
Ay — Agy = 7(— sin2F cos 2A + cos 2F sin 2A)

ou seja,
EQ
All - A22 = 7 sin (214 - 2F>, (276)
como p = A+ B = (A— F)+ (B + F), para concluir a demonstragdo de (I), basta
substituir A no lugar de A — F' na equagao (2.76) .

A funcao B(z?) é determinada pela seguinte equagao:

Bs(2%) = \/G? — E2(sin (B(23) + F))? (2.77)

onde F e F' sido as mesmas constantes dadas acima e G é outra constante.
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De fato, da equagao (2.72), temos que

{(B;)?}, = 2B3Bs; =2B5{Ccos2B + Dsin2B}
= —2B;j {\/02 + D2sin2F cos2B + vV C? + D2 cosQFsin2B}
— 9B, {\/02 F D2sin2B + 2F} -

Pondo E? = 2v/C? + D2, temos
{(Bs)*}, = —B3E”sin (2B + 2F)- (2.78)

Integrando (2.78) em relagao a x3, obtemos
E2
(Bs)> =c+ 5 cos (2B + 2F) (2.79)

com c constante.

Portanto, fazendo G? = ¢ + v/C? + D? e substituindo em (2.79), temos
E2 2 E2 E2
(Bo)* = G? — — + 5 cos (2B +2F) = G* - 7(1 — cos (2B + 2F))7, (2.80)
substituindo a relagao trigonométrica

1 — cos 260
2

sin®f =
na ultima igualdade da equagao (2.80), obtemos
(Bs3)* = G* — E?sin®* (B + F)- (2.81)

Para concluir a demonstragao da Proposicao, basta trocar B + F' por B na equacao
(2.81). O



Capitulo 3

Hipersuperficies conformemente
planas em R* com trés curvaturas
principais distintas

3.1 Exemplos de hipersuperficies conformemente planas
em R*

O objetivo desta secao é construir um exemplo de uma hipersuperficie conformemente
plana genérica em R*. Este exemplo ¢é construido a partir de uma superficie em R? com

curvatura constante negativa.

Exemplo 3.1. Considerando uma constante o € (—g,g) e uma fungio u(zt,x?) =

(2* — 2 sino)

, defina a sequinte aplicacado:
coso

2

flz*, 2*) = (coshu) (= cososinz', cos o cos x', 2 cosh u — cos o sinh )- (3.1)

A superficie gerada por f é conhecida como hélice de Dini e tem curvatura -1 (ver [10]).

Se 0 =0 a hélice é exatamente a pseudo—esfera.

O wvetor normal unitdrio N(x', x2?) € dado por

N = (coshu) '(—cososinz'sinhu + sin o cos 2' cosh u,

cos o cos z' sinh u + sin o sin 2" cosh u, cos 7)- (3.2)

30
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Definimos as fungoes I(z®) e m(x3) por

V1-G?

@) = —tan B@"), mae") = oo

sendo B(x®) a fungdo dada na Proposi¢io (2.5) satisfazendo G*> < E* =1 e B(0) = 0.

Entdo, a aplicagio p(x', x? 2%) em R* dada por
p(z' 2%, 2%) = (flz',2%),0) + (((=°) N(z', 2%), m(z%)) (3.3)
define uma hipersuperficie conformemente plana genérica.

De fato: Por calculos diretos obtemos que:

fi = (coshu) ?(—cosocosz! coshu — sin o sinx' sinh u,
— cososina' coshu + sino cos ' sinh u, sin o) (3.4)
e
f, = sinhu(coshu) ?(sinz', — cos #*, sinh u)- (3.5)

sinh u

coshu
funcao A(x!, 2?) serd definida para a hélice de Dini pelas relagoes abaixo:

1 2
Logo temos que || f; [|’= ——5— ¢ | £ ||*= ( ) , onde estamos supondo u > 0. A
cosh” u

sinh u
f) ||[=cos A = e ||[f2]|=sinA = : 3.6
I ] o € I i (3.6)
Calculando N; e Ny, obtemos:
sinh u 1 : R
N, = 5—(—cosocosx” coshu —sinosinz” sinhu,
cosh™ u
— cososina’ coshu + sino cos z' sinh u, sin o)
e
Ny = —(coshu)?(sinz', — cos #', sinh u) = —(sinh u) ! sinh u(coshu) ?(sin ', — cos 2!, sinh u)-

Pelas equagoes (3.4) e (3.5)

N, =sinhu f; e Ny = —(sinhu) 'fy: (3.7)
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Para a aplicagao p(x!, 22, 2%), temos
p; = (f1,0) + (INy,0) = (£1,0) + (Isinhuf;,0) = (1 + Isinh u)(f;, 0),

Py = (f2,0) + (INy,0) = (f2,0) + (I(—sinhu) f;,0) = (1 — I(sinhu)*)(f;, 0)

P3s = (l3N7 m3)'

Sendo assim,

) 1 4 Isinhu)?
I By 2= (1 + Isinha)? | £ ||= Ot !sinhe)”

cosh’u
‘ ~ _ B sinhu\”  (sinhu — )2
I Pz = (1 = ifsinhu) ™) || £ ||*= (1 = i(sinbw) )(u) ——

s [I7= ()" | N [I* +(ms)* = (I3)* + (m3)*

(Se tomarmos [3 com [(0) = 0, entao as fungdes (1 + Isinhu) e (sinhu — [) sdo positivas

em torno de 2% = 0.)

Queremos que as fungoes (I(z3), m(z3)) satisfaca as equagoes

| Py || .
(13)? + (mg3)?

| py |l
(13) + (m3)?

cos(A+ B) = , sin(A+B)= (3.8)
De fato, se existe tais funcdes, como (p;, p;) = 0 se i # j, entdo a métrica g induzida de
pé
9= ((I3)* + (m3)?) {cos®(A + B)(dz")?* + sin*(A + B)(dz*)* + (dz®)*} -
Ve

Por outro lado se, I(2%) = tan B(2®) e ms(2*) = (eos (B isto implica,
cos (B(z

I3 = —Bssec® B, logo
(I3)* 4 (m3)? = (Bs)?*sec* B + sec* B(1 — G?), (3.9)
pela Proposigao (2.5) e usando E? = 1, temos

(Bs)* = G* — sin® B- (3.10)
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Substituindo (3.10) em (3.9), temos que
(I3)* + (m3)® = sec’ B(G* —sin® B) + sec® B(1 — G?)
= sec’ B(1 — sin® B) = sec* B cos® B
= sec?B=1+tan’B=1+[* (3.11)
Logo
g = (1+1°) {cos’(A + B)(dz")* + sin*(A + B)(dz?)* + (dz*)*}, (3.12)
onde (1 + [?) depende apenas de 23, e a métrica g é conformemente plana.

Suponhamos que as funcoes I(z3) e m(x?) satisfazem as equagoes (3.8), entao

P, |
(I3)? + (m3)?

cos Acos B —sin Asin B =

I, |

sin Acos B + cos Asin B =
(I3)? + (m3)?

resolvendo o sistema acima, temos

1 l
cos B = e sinB=—

(1s)® + (m3)? (Is)® + (mg)?.

Portanto,
I(2*) = —tan B(2?)-

> 5» € pela Proposicao (2.5) (no caso E? = 1), temos

Neste caso, I3 = —W
CoS

’ (cos B)4
Além disso, de (1 +1?) = ((I3)* + (m3)?), obtemos

G? —sin®’ B sin? B G? —sin’B
2 2 2 2
(1ms) * (Is) i (cos B)* i cos? B cos* B
_cos* B+ cos? Bsin® B—G? +sin? B 1—G?
N cos* B ~ cost B
V1-G?
Logo G?* < 1emg = oD Reciprocamente, quando temos [ = —tan B e mg =
Ccos

V1-—G?

, a equacao (3.8) é satisfeita.
75 quacao (3.8)
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Provaremos agora que as curvas coordenadas de p sao linhas de curvatura. O vetor

normal unitario de p é dado por

N*(2!' 22, 2%) = 11+ 2 (m3N, —l3)-
Entao,
N*, = (m3Ny,0) = ! (mgsinhuf,0) = mﬂhu@l’ 0)-
1+ 2 1+17? Vi+1P?
Observe que
1—G? G2—sinzB_ 1

L+ = (1) + (my)? =

(cos B)4 - (cos B)* - (cos B)27

Nigrez

e como mg = s B substituindo mg e a equacdo (3.14) em (3.13), temos
cos
V1—G? . Vv1-G? .
N*l = W cos B sinh U(fl, 0) = W sinh U(fl, 0)
VvV1-G? . 1+lsinhu( ) V1 —G?sinhu
e ———F—F—F—F—  S1n _—_— =
cosB ul—l—lsinhu b cos B + [ cos Bsinhu

V1 —G?sinhu

cos B — cos B tan B sinh up1

ou seja,
V1 — G?%sinhu

N*, — )
'™ cos B — sin Bsinh upl

Usando o mesmo raciocinio temos

1 1
: (msN2, 0) = Z2==5

NiESE
_ V1i-=-G? _ V1-G* 1—I(sinhu)”!
cos Bsinhu 1 — [(sinhu)~!

ms

(—mgs(sinhu) £, 0) = —

f. = f
cosBsinhu(z’o) (£, 0)

v 2
= — : ¢ (1 — I(sinhu)~")(fy,0)
cos B sinhu + cos Btan B

ou seja,
V1—-G?

N*, = — .
2 sin B + cos B sinh up2

V1 +[2sinhu

(3.13)

(3.14)

(1 + [sinhu)(fy, 0)

(3.15)

(f27 O)

(3.16)
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1 V1— G2 VG2 —sin’ B

Como =cos B, mz = 3= , entao N* pode ser escrito
V1412 (cos B)? (cos B)?
da seguinte forma:
V1-— G2 VG2 —sin’? B
N* —
N cos B N, cos B
assim
Vv1-— G2N33 sin B Bg;ﬁ?@jg cos B — /G — sin” B(—Bjsin B)
N* — S
’ (cos B)? ’ (cos B)?
B V1 G2N33 sin B —Bysin B cos? B + (G? — sin® B) B3 sin B
(cos B)? , V/G? — sin® B(cos B)?
1-G?)sinB VI— @
- VI Gsin BNl - L= G)smBY i (N, VA&
(cos B?) (cos B)?
= V1 — G2sin B (Nls, ms)
ou seja,

N*; = —sin BV1 — G? py- (3.17)

Observe que N; = dN(e;) = —Ne; (i = 1,2,3), onde ¢; é uma base do espaco tangente e
\; sdo as curvaturas principais correspondentes as curvas x’. Pelas equagoes (3.15), (3.16)

e (3.17) as curvaturas principais sao:

V1= GZsinh Ni=re:
Gisinhu G A3 = sin BvV1 — G2-

- K s 2 = N
cos B — sin Bsinhu’ sin B 4 cos Bsinhu’

Agora, mostraremos que as curvaturas principais sao distintas. Suponhamos que duas

delas sejam iguais. Se A\; = A\ teriamos que

sinh u B 1
cos B —sin Bsinh B sin B + cos B sinh u

isto é equivalente a,
—sinh u(sin B 4 cos B sinhu) = cos B — sin Bsinh u

ou seja,
cos B(sinh*u + 1) = 0
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mas cos B # 0, pois [(23) = —tan B, logo sinh®u + 1 = 0, absurdo, pois sinh*u + 1 =
cosh?u # 0. Logo \; # As.
Se A1 = A3 terifamos que

sinh u
cos B —sin Bsinh B

=sin B
isto é equivalente a,
—sinhu = sin B cos B — sin? Bsinhu,

logo

cos? Bsinhu = — sin B cos B

ou seja,

sinhu = — tan B-

Como u = u(x',2%) e B = B(2?), entdo
sinhu = —tan B =k (k constante).

Dai temos,

(sinhu)y = ug coshu = 0,

1
como coshu # 0 entao us = 0, ou seja, = 0, que é uma contradigao. Logo A1 # As.
cos o

Se Ay = A3 terfamos que

1
sin B + cos Bsinh u

sin B =
que é equivalente a,
sin® B + sin Bcos Bsinhu = 1

assim,

sin B cos B sinhu = cos® B

ou seja,

sinhu = cot B,
que implica em Ay # A3.

Portanto as curvaturas principais sao distintas, completando assim a construcao do

exemplo. n
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3.2 A construcao de uma familia de hipersuperficies
conformemente planas

Nosso objetivo agora é extender os resultados obtidos no exemplo (3.1) para superficies
com curvatura constante negativa em R? e S3. Nesta direcao, construiremos em seguida
uma nova familia de hipersuperficies conformemente planas genéricas com a métrica
(2.42), que serdo construidas a partir de superficies com curvatura constante negativa
em R? ou S* com a métrica § = cos® A(dz!')? + sin® A(dz?)?2. Construiremos também
uma nova familia de hipersuperficies conformemente planas genéricas com a métrica
g = 2P {cosh? p(z)(dz")? + sinh? p(z)(dz?)? + (dz*)?}, que serdo construidas a par-
tir de superficies com curvatura constante positiva em R? ou S?® com a métrica § =

cosh? A(dz')? + sinh® A(dz?)?. Mostraremos inicialmente o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Seja f: R? — R* uma superficie imersa em R*. Suponhamos que existe

uma base ortonormal { N, N} do fibrado normal de f satisfazendo as sequintes condigies:
Ny = k(2" 2D, , No=ko(a',2%)f, (3.18)
Ny = k(2" 28 f, , Ny =ko(z', 2 f, (3.19)
onde k; e k; denotam as curvaturas principais de f. Além disso, suponhamos que, a partir

da superficie f e de duas fungoes [(z®) e m(z®) com m(0) = 1(0) = 0 a hipersuperficie

p: (2 2% 23) — p(at, 2%, 23) € R* € definida da sequinte forma:
p(at, 2? 2°) = fla', 2?) + () N(', %) + m(z*) N(2', 2?)- (3.20)
Entdo, temos o sequinte fato: Se (I(x3),m(z?®)) ndo é uma reta em R? e a primeira

forma fundamental de p é representada em termos das func¢oes A(x', 2?) e B(z®) (B(0) =

0) dadas na Proposi¢ao (2.5) por
2P {cos® (A + B)(da")? + sin(A + B)(dz?)? + (dz*)?}, (3.21)
entdo a superficie f mencionada acima estd contida no hiperplano R? ou na esfera padrao

S® em R4,

Demonstragdo: Considere primeiramente p(z', 2% 0). Entdo, p,(z',2%0) = f; e

po(z!, 2%,0) = f,, e a primeira forma fundamental da fungao f é

PO {cos? A(da")? + sin® A(dx?)?}-
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2P(0

Podemos substituir e2”Of(z!, 22) por f(z!, 2?), desde que, supomos e’©® =1 e

(I2+m3)(0) =1.

Prosseguindo, pelas equagoes (3.18), (3.19) e (3.20) temos:

p,=fi +IN, + mN; = (1+ 1k +mk))f; (3.22)
Py = fg + lNQ + mNQ = (1 + lk’g + mEg)fg (323)
p; = 5N+ msN- (3.24)

Pelas equagoes (3.22), (3.23) e (3.24) temos:

| py [IP= (L + 1k +mEk)? || £ |2 = (14 1k +mki)? cos® A, (3.25)
H P2 H2: (1 + le + mE2)2 H f2 H2 = (1 + lk’g + mEQ)Q Sin2 A, (326)
Ips P= G [IN|*+m3 | N[> = 5 +m3 (3.27)

Suponhamos cos A > 0, sin A > 0, (1 + lk; +mk;) > 0 e 1+ lky +mky > 0. Pelas
equagoes (3.21), (3.25), (3.26) e (3.27), temos

cos(A+ B) = MCOSA

1+ 1k k
sin(A+ B) = Rl Bl )

\ VI +m3

Resolvendo o sistema acima, temos:

1

VI3 +m3

\/%(kl cos® A + ko sin® A)
3 T M3

m
\/1 2(

cos B —

+ ———(kycos® A + kosin® A) (3.28)
§+mj3

sin B = sin A cos A { (3.29)

[ m _ _
L k) (R —F1) b
l§+m§( ? 1) l§+m§( ? 1)}
) m

VIE+mE I+ m3
dependem apenas de z° e além disso (I(z3), m(x?®)) ndo é uma reta, entao existem cons-

tantes C, Cy, C3 e Cy, tal que

Nas equagoes (3.28) e (3.29) as fun¢oes do lado esquerdo e as fungoes

(kycos® A+ kysin® A) = Oy, (kycos® A + kosin? A) = Cy, (3.30)
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sin Acos A(ky — k1) = Cs, sin Acos A(ky — k) = Cy- (3.31)

Multiplicando a primeira equagao de (3.30) por cos A e a primeira equagao (3.31) por

sin A, e subtraindo—as obtemos:
kl = Cl — Cg tan A- (332)

Usando o mesmo raciocinio, multiplicando a primeira equacao de (3.30) por sin A e a

primeira equacao de (3.31) por cos A e somando—as obtemos:
]{32 = 01 —+ 03 cot A- (333)
Fazendo o mesmo para as segundas equagoes de (3.30) e (3.31), temos

k1 =Cy—Cytan A, ko= Cy+ Cycot A (3.34)

Substituindo (3.32), (3.33) e (3.,34) em (3.18) e (3.19), temos que:
N, = (C; — Cstan A)f; |, Ny = (C; + Czcot A)fy, (3.35)
N, = (Cy — Cytan A)f; | Ny = (Cy 4+ Cycot A)fy- (3.36)
Pelas equagoes (3.35) e (3.36), para i = 1,2
(C4N — CsN); = (C1Cy — Cy03)f;- (3.37)

Na equagao (3.37), se (C1C4,—C5C3) = 0, entdo a superficie f estd contida em R3, ortogonal
ao vetor constante (C4N — C3N).

Finalmente, estudamos o caso (C;Cy — C3yC5) # 0. Sem perda de generalidade, supon-
hamos (C1Cy — C5C3) = 1. Pela equacao (3.37) existe um vetor constante a tal que

CyN — (5N = a + f. Quando diferenciamos ambos os lados de
((CiN = C3N), f) = (a.f) + (£ f)
com respeito a z' (i = 1,2) temos
(i, f) + ((CaN — C3N), £) = (a, f;) + 2(f;, f)-

Como N e N sdo normais a f, temos que (a + f,f;) = 0. Logo (a +f,a + f) é constante.

Portanto, a superficie f estd na esfera padrao S® com centro —a. O
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Em seguida, estudaremos o problema de existéncia de superficies em R3 e S3, satis-

fazendo as seguintes condigoes:
(I) A superficie tem uma métrica § = cos? A(dz')? + sin® A(dz?)2.

(IT) Existe uma base ortonormal, para o fibrado normal satisfazendo as condigoes
(3.35) e (3.36).
Além disso, quando uma superficie em R*%, estd contida em R3, tomamos como um dos
campos de vetores normais um vetor constante ortogonal a R?, enquanto a superficie
estd contida em S? tomamos como um dos campos de vetores normais, o vetor posicao
satisfazendo as condigoes da Proposigao (2.5) em cada ponto. Serd denotado por S*(1) a

esfera padrao com raio 1.

Lema 3.3. Para qualquer funcio A(x', x?) satisfazendo as condi¢oes da Proposicio (2.5),
considere § = cos? A(dxt)? + sin? A(dx?)? e § = E'sin Acos A{(dz')? — (dz?)?}, formas
quadrdticas em R3. Entdo existe uma imersao f: R? — R3 em R? admitindo § e s como

a primeira e sequnda formas fundamentais.

Demonstragdo: Pelo Teorema (1.33), para mostrar que existe a imersao em R3 tendo
g e 5 como a primeira e a segunda formas fundamentais, basta mostrar que as fungoes
dadas em g e s satisfazem as equacoes de Gauss e Mainardi-Codazzi, que sao dadas,

respectivamente, como segue:
(P%)1 — (T)2 + TpIY + T0%, — T 05, — T T, = —EK, (3.38)

onde F = g1 e K é a curvatura Gaussiana,

E, g
€2 9 (E G) ( )
e
Gl g
= 3.40
9= <E + G) (3.40)
onde F =Gy =cos’ A, G =Gy =sin’ A, e =5, = EsinAcos A e
g = S99 = —E'sin Acos A.
Por um célculo direto temos que os simbolos de Christoffel sao:
sin A sin A cos A cos A
r,=-4 = —Ay—— T2, =A 2 =r3=A 3.41
H Yeos A Zcos A’ 12 YsinA’ "1 22 *sin A (3-41)



41

Agora calcularemos a curvatura Gaussiana. Como g;; = 0 para ¢ # j, a curvatura

Gaussiana é dada por:

< (730). - (7).}

entao,
1 2sin Acos A 2sin Acos A
K=o (—p,25macosa A, S ACOS 2
2sin Acos A {( ? sin A cos A )2 * ( "sin A cos A )1}
ou seja,
Agr — Ay
= 3.42
sin A cos A (3-42)
Como a funcao A(x!, x?) satisfaz Sine-Gordon temos que K = —FE?.
Substituindo as equagoes (3.41) no lado da equagao (3.38), obtemos:
(Tlo)i = (T2 + Tl + TH,TT, — TS, — T T, = (A — Ass) cot A
— (A7 — Ad)csc? A — A+ (A7 — Ad)cot® A+ A2
Ay — A —
= (A; — Ap)cot A= —cos® A 22 LI —-FK, (3.43)

sin A cos A

mostrando assim que a equagao de Gauss esta satisfeita.

Em seguida, mostraremos que vale as equacoes de Mainardi-Codazzi. Considerando
o lado direito da equagao (3.39), obtemos:
e sin A cos A
£y ! E

E, .
—(=+Z)=-A A A(E —
2 (E+G) 2 sin A cos A( cos A sinA>

= —AyE(sin® A—cos? A) = ey (3.44)

Calculando o lado direito da equagao (3.40), obtemos:

Gy e _ sin A cos A ,
71(? + %) = A; sin A cos A(EcosA - EsinA> = A E(sin® —cos® A) = g1+ (3.45)
Das equagoes (3.43), (3.44) e (3.45) concluimos o Lema. O

Observagao 3.4. O Lema (3.3), também € vdlido para uma superficie em S?, basta

substituir a sequnda forma fundamental por:

5= VE? + 1sin Acos A{(dz")? — (dz*)*}.

Utilizando o Lema (3.3) provaremos o seguinte resultado.
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Teorema 3.5. Sejam A(x',2%) e B(x®) fungdes satisfazendo a Proposicao (2.5). Seja
f uma superficie com curvatura constante negativa em R?® determinada no Lema (3.3),

onde a primeira e a sequnda formas fundamentais sao:
g = cos® A(dz")? +sin® A(dz?)?, 5= Esin Acos A{(dx")* — (dz*)*}-

Entao, a aplicagao p(x', 22, 23) em R, gerada pela imersao f e a funcio B(x®) dada
por (3.20), define uma hipersuperficie conformemente plana genérica se, e somente se, a
constante G? satisfaz E* > G?. Além disso, a hipersuperficie p estd parametrizada por

linhas de curvatura.

Demonstragdo: Seja N(z',2?) um vetor normal unitério de f em R3. Entao, a funcao

p(zt, 2%, 23) dada por (3.20) é determinada por
p(z', 2% 2°%) = (f(z', 2%) + {(2*)N(a', 2%), m(2?)),
como s;; = 0, se ¢ # j na segunda forma fundamental, temos
Ni =-Mfi, Nop=-Xb

onde \; (i = 1,2) sado as curvaturas principais de f. Como a primeira e a segunda formas

fundamentais de f sdo diagonalizaveis, temos:

onde g;; e s;; sao os coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais, respecti-

vamente. Entao

Esin Acos A
)\1—COS—2A—EtaHA,
Esin Acos A
No o sndcos A p oy
sin® A

Logo N} = —FE tan Af; e Ny = E cot Af,. Usando o mesmo raciocinio do Exemplo (3.3),
temos:

p, = (f +IN;,0) = (1 — [Etan A)(f, 0),
Py = (fQ + lNQ,O) = (1 + [ E cot A)(fQ,O)
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e
p; = (5N, m3),
dai temos:
| py [I?= (1 — Eltan A) cos® A,
| py |I2= (1 + IE cot A)sin2 A
e
| P3 H2: l§ + m:%,‘
Queremos encontrar as funcoes (I(z3), m(x?)) tal que
cos (A + B) = lg fﬂﬂ sin(A+ B) = lg fﬂ})
Assim,

cos Acos B —sin Asin B =

(1—-IEtanA)cos A
V/m3 +m3
(14+1EcotA)sin A

VI3 +m}

sin Acos B +sin Bcos A =

resolvendo o sistema temos

1 lE
cos B = ————, sinB = ———- (3.46)

VE+mE 13 +m3
Se existem tais fungoes [(z%) e m(z?) satisfazendo (3.46), entao a aplicagao p define uma

hipersuperficie conformemente plana.

Das equagoes (3.46), temos

[(z°)E = tan B(2%), 5 +m3=——- 3.47
(@B = tan B), Bmi= (3.47)
Da Proposigao (2.5), temos que Bz = VG2 — E2sin® B, entdo
o Bs VG- Esi’B
5T Fcos?B E cos? B ’
dai,
1 G? — E?’sin’ B E? - G?
me = sin (3.48)

cos2 B F?2cost B E2cos'B
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Das equagoes (3.47) e (3.48), as fungoes [ e m sao respectivamente determinadas por

NG e

tan B(z3)
E cos? B(z3)

l(at) = 2,

(3.49)

ma(2®) =

Logo | e m existem se, e somente se, £? > G2.

Provaremos que as curvas coordenadas de p sao linhas de curvatura. O vetor normal

unitario de p é dado por: .

N* =~ (m3N, —13),
VR
como I3 = \/GQ_EZSiHQBe _ VB -G e observemos que [2 + m2 = !
Hi 5 FE cos? B "= TEcos? B FVCHIOS qUE 33 1M = o2 B’
entao
N* — cos B VE? = N V@ -E’sin’BY \/EQ—GQN_\/GQ—EQSinQB
N E cos2B Ecos? B ~\ EcosB E cos B
dai temos,
E?2 — G? E?2 — G?
N* = (——N = — | —=———=—FEtan Af
! ( Ecos B 1’0) (ECOSB o 1’0)
VvE?2 —G? 1—[Ftan A
= Al (f =—|——tanA )| —— | (f
( COSB tan )<1’0) ( cosB " )(1—1EtanA)( 0)
VE 2tan A
- — Gtan (1 — [E tan A)(£,,0)
cos B(1 — tan Btan A)
ou seja,
N* — VE? —G?tan A
"7 \cosB—sinBtan A
/B2 _ (2 /E? _ (2
N*, = (X2 - N = | ————F cot Af.
? ( Ecos B 2’O> ( EcosB =~ ° 2’0)
VvV E? — G? Vv E? — G? 1+I1FEcot A
= —GcotA (f5,0) = —GcotA - himcot A (f5,0)
cos cos 1+IlFcotA
VE? —G?cot A
= 1+ 1Ecot A)(f
(cosB(l—l—tanBcotA)>< 1B cot A)(E,0)
ou seja,

N* ( VE? —G?cot A >
2:

cos B + sin B cot A
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—FE? sin B cos? BB3 2 12 o2 .
VET=GEPsn BBN et + VG — E?sin® BE sin BBy

E?cos? B ’ E?cos? B ’

N*,; =

como B3 = \/G2 — E2sin? B, temos

VG2 — E?2sin? B__ E%sin Beos? B — (G? — E?sin® B) sin B
N*; = |VE2—G?sinB N
5 S FEcos? B ’ Ecos? B

2 _ 2ain2 2 _ 2
= \/EQ—GQSinB\/G E”sin BN,sinBu>

Ecos? B FE cos? B
= (VG? — E?sin B)(I3N,m3)

2_E2'2B VE?2 — G2
- \/EQ—GQSinB\/G o N,\/EQ—GQSinB—G)

ou seja,

N*; = (VE? — G?sin B)p;-

Portanto as curvaturas principais correspondentes as curvas z', 2% e 22, sao respecti-
vamente,
VE? — G?tan A VE? —G?cot A )
A= v=+vFE?—G?sin B-

" cosB —sinBtan A’ H= cos B +sin Becot A’

Observe que, se F? = G?, temos A = u = v = 0, ou seja, a hipersuperficie nao é
genérica. Agora, se F? > G2, mostraremos que a hipersuperficie é genérica. Suponhamos

que duas das curvaturas principais sejam iguais, ou seja, se A = u teriamos que

tan A B cot A
cosB—sinBtan A  cos B +sin Beot A

que é equivalente a,
—tan A(cos B + sin B cot A) = cot A(cosB — sin Btan A)

ou seja,
cos B(tan A 4 cot A) = 0-
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tan
Como [ = 5 para a existéncia de [, cos B # 0, logo tan A + cot A = 0, o que é um

absurdo, pois tan A + cotA = # 0. Logo \ # p.

sin A cos A

Se A = v teriamos que

tan A
cosB —sin Btan A

= sin B,

que é equivalente a,
—tan A = sin B(cos B — sin B tan A)

ou seja,
tan A = —tan B-

Como A = A(z',2?) e B = B(2?), temos

tanA = —tan B =K

1

0s? B 0s? B
que é um absurdo, pois B # 0, pela Proposi¢ao (2.5). Logo A # v.

sendo K uma constante. Entao (tan B)3; = B3 = 0, mas # 0, logo B3 = 0,
c

Se = v terfamos

cot A

=sin B
cos B 4 sin B cot A

isto é equivalente a,
cot A = sin B(cos B + sin B cot A)

ou seja,

cot A = tan B-

Pelo mesmo raciocinio do item anterior, temos que \ # v.
Portanto as curvaturas principais sao distintas, isto completa a demonstracao do Teo-

rema. O

Teorema 3.6. Sejam A(z!,z?) e B(z®) fungoes satisfazendo as condi¢des da Proposi¢ao

(2.5) e f uma superficie com curvatura constante negativa em S*(1) determinada para a
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fungdo A(x',x?), e g e S a primeira e sequnda formas fundamentais de f respectivamente

dadas por:
g = cos® A(dz")? +sin® A(dz?)?, § =V E?2+ 1sin Acos A{(dz")* — (dz*)*}-

Entdo, a aplicagio p(zt,z* x3) em R* | gerada por f e por B(z*) do mesmo modo
de (3.20), define uma hipersuperficie conformemente plana genérica, se, e somente se, a
constante G? satisfaz E* +1 > G?%. Além disso, a hipersuperficie p estd parametrizada

por linhas de curvatura.

Demonstragdo: Por hipétese f(x!, 22) estd contida em S?(1), seja N um vetor normal
unitdrio de f em S*(1). Temos também que f(z!, 2?) é outro campo normal unitdrio de f

em R* e a funcdo p serd determinada por:

p(z', 2%, %) = (1 + 1(2*))f(2', 2%) + m(2®)N(2', 2?)- (3.50)

Como s;; = 0, se © # j, na segunda forma fundamental, temos que
Nl - _)\lfla N2 = _)\2f27

onde \; (i = 1,2), s@o as curvaturas principais de f. Como a primeira e a segunda formas

fundamentais sao diagonalizaveis, temos

VE? + 1sin Acos A
+ 1sin A cos _ /—E2+1tanA,

N —
! cos? A
VE? 4+ 1sin Acos A
Ay = — + Lsin Acos = VE2+1cot A-

sin? A
Logo

N1 = —V E2 + 1tan Af1 Ng =V E2 + 1 cot Af2 (351)
Por outro lado, temos

(1+1)cosA—VE?+1msin A ¢
1

P = (]_ + l)fl —+ le = COSA

)

1+1)sin A+ VE? + Imcos A
p2:(1+l)f2+mN2=<( l)sinA + VE? + Imcos >f2

sin A
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P3s = (lgf + mgN)

Pela primeira forma g, temos

cos A

2
1+1 A—+VE?+1msinA
| py [*= (( + {) cos +msin ) cos? A= ((1+1)cos A— VE? + Imsin A)?

e

sin A

2
1 2
H Dy H2: ((1+Z)SIIIA+ \/E +1mCOSA) SiHQA: ((1—|—l)SiHA—|—‘/E2+1mCOSA)2-

Usando o mesmo raciocinio do Teorema (3.2), temos:

;

(1+1)cosA—VE?+1msin A

1 in A E?2+1 A
sin(A—i—B):( +1)sin A + v E? + 1m cos

\ VI +m3

resolvendo o sistema, obtemos

cos(A+ B) =

141 1
i snp = Y2 T (3.52)

VB +m3 VI +m}

Se existe as fungoes [(z%) e m(x?) satisfazendo as equagoes (3.52), entao a aplicagao

cos B =

p define uma hipersuperficie conformemente plana.

Por simplicidade, denotemos [ = (1+1), C(z®) = /(12 + m32)(23). Entdo, da equacio
(3.52), temos )
[tan B 52

m=—— [ +(E?>+1)m?=C> 3.53
Ve | TEH (3.53)

l5sin B cos B + [ B;
VE? +1cos? B

Quando, substituimos m da primeira equagao de (3.53) e m3 =

na segunda equagao de (3.53), obtemos:

’sin® B s (I3sin B cos B + [B3)?
=15+
(E?+41)cos? B (E%2+1)cos*B

P+ (E*+1)
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isto implica,

— 2 —
[ l3
cos® B(E? cos®> B+1) (73) +2Bssin B cos B < ; > +{B; — (E*+1)cos®* B} = 0- (3.54)

l
Como (B3)? = G? — E%sin? B, temos que o discriminante de (7?’) da equacao quadratica
(3.54),
= (B> + 1)(E* +1—G?) cos* B-

l

Logo 73 ¢ uma funcao real se, e somente se, E? +1 > G?. Assim se E? +1 > G2, temos
duas fungoes I(x?) com a condigao [(0) = m(0) = 0. (Aqui, assumimos B(0) = 0). Além
disso, se (x?) é determinada, entdao m(x3) também é determinada.

Se E% + 1 = G?, entao todas as curvaturas principais sao constantes igual a A = p =

v=-—1.

Mostraremos que as curvas coordenadas de p sao linhas de curvatura. O vetor normal

unitario de p ¢ dado por:

1
N* = ————(msf — [3N),
I2+m3
entao temos:
1 1
* _ o 2
N 1 = —ZQ n mg (m3f1 l3N1) lQ n m3 (m3 + 13 vV E 1tan A)

1 (14+1)—VE?*>+ 1mtan A
= +I3VE?+1tan A fi,
\/l2+m3(m3 ’ “ >( +1) —VE?+ 1Imtan A

ou seja,
N* . m3—|—l3vE2+1tanA p
! VIE+m3((1+1) — VE?+ Imtan A) v
1 1
N*, = ————=(msfs — 3Ny) = —2(m3 — 3V E? + 1cot A)fy

VB +m3 134+ m3
1 (14+1)+VE*>+ 1mcot A
= ————=(m3—I3VE?+1cot A f
\/l2+m3< T )(1+l)+\/E2—|—1mcotA2
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ou seja,
N*, — mz — l3v/E? + 1cot A
2 VE+m3((1+1) + VE? + Imcot A) P2
e
(s = IssN) /B + 3 — (myf — 1yN) alesmamaa)
N*3 = 3 3
134+ m3
1
— m((m?ﬁf— I33N) — (msf — 13N)(I3l33 + m3mss))
3 3
1
= @ gy Uomass = malsa) (sl + msN))
ou seja,

N. — l3mizs — mglss Do
BEUERT R

Logo as curvaturas principais correspondentes as curvas z',22 e 23

m3+l3vE2—|—1tanA _ m3—l3\/E2+1COtA
VE+m2((1+1) —VE2+ Imtan A)’ : VI 4+m3(1+1)+ VE? 4+ Imcot A)

sao, respectivamente

lsmigs — m3133'
(13 + m3)*72

Analogamente ao Teorema (3.5), mostra—se que as curvaturas principais sao distintas.
]

Nosso objetivo agora ¢ construir Hipersuperficies conformemente planas genéricas em

R* com a primeira forma fundamental
g = 2P {cosh? p(x)(dz")? + sinh? () (dz?)? + (dz®)?}- (3.55)
Pelo que j4 foi visto acima, a condicdo para a métrica § = cosh® ¢(x)(dx')?+sinh? (z)(dz?)?+

(dx®)? ser conformemente plana, equivale a dizer que o tensor de Bach seja nulo. Entao

considerando a métrica g dada acima nas equagoes (2.57), (2.58) e (2.59), obtemos:

P2ap33 + 20323 sinh? © — o33 sinh p cosh
= @olp11 + 9022)(sinh2 ©+ cosh? ) — (@11 + @22)2 sinh p cosh ¢, (3.56)
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P1933 — 2036013 cosh® ¢ + 33 sinh g cosh ¢
= ¢1(p11 + gpgg)(simh2 ¢ + cosh? ©) — (p11 + @22)1 sinh ¢ cosh ¢, (3.57)

2Q01<)013 COSh2 Y — 2@2()023 sinh2 @ =+ ©223 sinh (2 COSh Y — @3((,011 —+ ()022)
= —(p333(sinh?  + cosh? @) + (@113 — V23 + Pa33) sinh @ cosh ¢ (3.58)

Proposicao 3.7. Seja g a métrica dada em (3.55). Suponhamos que a fungdo ¢ é repre—
sentada como
p(a! 2%, 2”) = A(z', 2?) + B(2°),
onde as fungoes A e B satisfazem By # 0, Ay # 0 e Ay # 0. Entdo, as fun¢oes A(x!, x?)
e B(23) sdo respectivamente determinadas pelas equagoes, nos sequintes 8 casos.
1 1

([) All + A22 = —§E sinh 214, (33)2 = §<E cosh 2B + G)

(II) A1y + Agy = Ecosh2A, (B3)? = Esinh2B + G

([[[) All + AQQ = E€72A, (33)2 = EBQB + G

Demonstra¢ao: Usando as equagoes (3.56) e (3.57), temos

AQng = AQ(AH -+ AQQ)(SiHh2 @ + COSh2 QD) — (All + A22)2 sinh gDCOSh @, (359)
ABss = Aj(Aj + Ag)(sinh? ¢ + cosh® ) — (Ay; + Agy); sinh g cosh - (3.60)

Como sinh2p = w e cosh2¢ = sinh? ¢ + cosh® ¢, e isolando W

(i = 1,2), em (3.59) e (3.60), temos: l
(All + A22)i _ —2333 + 2(1411 + Agg) COSh 2@ (3 61)

A; sinh 2¢ ' '
Logo definimos C(z', 2?) por
A+ A
20 (x', 2?) = _(Au + An)r (3.62)
A
Em seguida definimos D(z!, 2?) e ((z!, 2?) por:

D(z',2?) = An+ Ay (3.63)
C2? — D2(x*, %) cosh ((at,2?) = CO(a*,2%) (3.64)

C2 — D2(z', %) sinh ¢ (', 2%) = D(a',2?) (3.65)
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Isolando Bss em (3.61) e substituindo (3.62) e (3.63), temos

B33 = D cosh2p + C'sinh 2¢
— /C? — D%sinh ( cosh 2¢p + v/C? — D2 cosh ( sinh 2¢
= V/C? — DZsinh (2¢ + ¢)
= /C? — D2sinh (24 + ¢) cosh 2B + v/C? — D2 cosh (24 + ¢) sinh 2B-(3.66)
Como B = B(x?*), temos que C = v/C? — D?sinh (24 + () e D = v/C? — D2 cosh (24 + ()

sao fungoes constantes, deste modo, as fungdes (C? — D?) e (2A + ¢) também sao cons-

tantes. Entao

Bss = C cosh 2B + Dsinh 2B- (3.67)
Por outro lado de (3.58)
Ay 4 Ayy = Bss cosh 2 — 5 ;’j sinh 2¢- (3.68)
De (3.67), obtemos
Byss = 2B35C sinh 2B + 2B3 D cosh 2B- (3.69)

Substituindo (3.69) e (3.67) em (3.68), temos

Ay + Ay = (Ccosh2B + Dsinh2B) cosh2¢ — (Csinh 2B + D cosh 2B) sinh 2¢p
= ('(cosh 2B cosh 2¢ — sinh 2B sinh 2¢) + D(sinh 2B cosh 2¢ — cosh 2B sinh 2¢)
C cosh (2¢ — 2B) — Dsinh (2¢ — 2B)

ou seja,
Ajq + Asy = C cosh2A — Dsinh 24, (3.70)
_ — E
como C' = C? — D?sinh2F e D = +/C? — D?cosh 2F, definiremos vC? — D? = 5 e

substituindo em (3.70) temos que:

E E E
A+ Ay = E(sinh 2F cosh2A — 5 cosh 2F sinh 2A) = 3 sinh (2A — 2F)-

Por outro lado de (3.67), temos que:
{(Bs)*}3s = 2B3Bs3 = 2B3{C cosh2B + Dsinh 2B}
= 2ng{sinh 2F cosh 2B + cosh 2F sinh 2F'}
= DB3Esinh (2F +2B) (3.71)
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integrando (3.71), obtemos:
9 E
(B3)*=c+ 5 cosh (2B + 2F),
G
fazendo ¢ = 5 temos:
1
(B3)? = 5 (Ecosh(2B +2F) + G) -

Por um argumento andlogo & Proposigao (2.5), concluimos a prova de (I).

Procedendo de modo anédlogo & demonstracao de (I), s6 que, redefinindo ¢ por:

VD2 — C2%sinh( = CO(a',2%) (3.72)
VD2 — C2cosh¢ = D(z' 2?), (3.73)

e isolando Bss em (3.61) e substituindo (3.62) e (3.63), temos que

B33 = D cosh2p + C'sinh 2¢
= /D2 — C?cosh ¢ cosh 2¢ + v D? — C? sinh ¢ sinh 2¢
= /D2 — (2 cosh (2¢ + Q)
= VD2 — C?cosh (2A + ¢) cosh 2B + v/ D? — C?sinh (2A + ¢) sinh 2B-(3.74)

Analogamente, C = /D? — C2 cosh(24+() e D = /D? — C?sinh(2A + (). Substituindo
C e D em (3.74), obtemos:

Bss3 = C cosh 2B + Dsinh 2B (3.75)

3333 = ZBgﬁsinh 2B + 2335 cosh 2B, (376)
substituindo (3.75) e (3.76) em (3.68), temos que

Ay + Ay = (Ccosh2B + Dsinh2B) cosh2¢ — (Csinh 2B + D cosh 2B) sinh 2¢

C'(cosh 2B cosh 2¢ — sinh 28 sinh 2¢) — D(cosh 2B sinh 2¢ — sinh 25 cosh 2¢)
C cosh(2¢p — 2B) — Dsinh(2p — 2B)

ou seja,
Ay + Agy = Ccosh2A — Dsinh 24 (3.77)
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como C = /D2 —C?cosh2F ¢ D = /D? — C?sinh 2F e definimos v/D? — C2? = E,

temos:

All + AQQ = FE cosh (2A - QF)
Por outro lado de (3.67), temos

{(83)2}3 = 233333 = 233{6(3081'1 2B + ﬁsinh QB}
= 2B3FE{cosh2F cosh2B + sinh 2F sinh 2B}
— 2ByEsinh (2F + 2B) (3.78)

integrando (3.78), obtemos
(Bs)? = G + Esinh (2B + 2F)

o que completa a prova de (I7).
Agora para demonstrar (/11), iremos redefinir a funcao ¢ da seguinte maneira:

1..2

C(zt, 2?) = ¢@2) = D(a?, 22), (3.79)

como ja vimos que Bsg = D cosh 2¢ + C'sinh 2, entao substituindo (3.79) em Bss, temos

2¢p —2¢ 20 ,—2¢p
Bss = ¢° (—e —|—2€ ) + €S (_e 26 ) = 024628,

Como B = B(z?) entdo €24 ¢ constante e chamaremos de E. Entao
Bss = Be?P, (3.80)

por (3.80), temos que
Bsss = 2EBse?b. (3.81)

Substituindo (3.79) e (3.80) em (3.68), obtemos:

2¢p —2¢ 2¢p —2¢
e*+e et +e
—> — Ee2B (—

AH + A22 = EeQB ( 5 B

) = Ee*Be2%

ou seja,
AH + A22 == E6_2A'
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Por outro lado, temos que
(B3)23 = 2B3B33 = 2EB362B' (382)

Integrando (3.82), obtemos
(Bs)* = Ee*” + G

0 que completa a demonstracao. O]

Quando substituimos a métrica (3.21) do Teorema (3.2) pela métrica
e2P@) fcosh?(A + B)(dz')? + sinh?(A + B)(dz?)? + (da®)?}, (3.83)

onde a fungoes A(z!,z?) e B(x?) sdo as fungoes determinadas pela Proposigao (3.7), a
afirmacao do Teorema (3.2) é também verdadeira neste caso. Além disso, as equagoes
(3.35) e (3.36) para uma base ortonormal {IN,N} que apareciam na prova do Teorema

(3.2) sao substituidas pelas seguintes equagoes:

N1 = (Cl + Cg tanh A)fl s N2 = (Cl -+ Cg coth A)fg, (384)
N; = (Cy + Cytanh A)f; , Ny = (Cy + Cy coth A)f, (3.85)

onde (', Cy, C5 e (4 sao constantes numéricas.

De maneira andloga ao Lema (3.3) obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.8. Sejam A(z',x*) uma fungdo satisfazendo as condi¢oes da Proposi¢io (3.7-
(1)), e § = cosh® A(dz')? + sinh?® A(dz?)?> e § = —+/Esinh Acosh A{(dz")? + (dz?)?}
formas quadrdticas em R3. Entdo existe uma superficie f: R?> — R3 admitindo § e 5

como a primeira e sequnda formas fundamentais.

Demonstragao: Pelo Teorema (1.33), para mostrar que existe uma superficie f em
R? tendo § e § como a primeira e segunda formas fundamentais, de modo andlogo ao
Lema (3.3), basta mostrar que as fun¢oes dadas em g e s satisfazem as equagdes de
Gauss e Mainardi-Codazzi, que foram dadas nas equagoes (3.38), (3.39) e (3.40), onde
E = cosh® A, G =sinh? A, e = g = —V/E sinh A cosh A.

Por um célculo direto temos que os simbolos de Christoffel sao:

sinhA sinh A cosh A

Loosh A’ 127 “2.0sh A’ Ysinh A’

cosh A
[, =-I% =A,———  (3.86)

1 _
Fh=4 sinh A

F%zzA
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Agora calcularemos a curvatura Gaussiana. Pelo fato g;; = 0 para ¢ # j, a curvatura

Gaussiana é dada por:

<~z (7). (720

entao A A
11 + Ao
= "= 3.87
sinh A cosh A ( )
Substituindo as equagoes (3.86) no lado da equagao (3.38), obtemos:
cosh A
(1?2)1 - (F%1)2 + Fbr%l + F%QF%Q - F%1Fg2 - Fhrfz = (A1 + Ag) sinh A
1 cosh? A
— (A2 4 A% ——— — A2+ (A% A —— — A2
(A7 + Z)SinhQA >+ (A7 + Q)SinhQ 1
A+ Ag =
= (A, —A tA=cosh?’A—————=_ = _FK 3.88
(An 22) €0 o8 sinh A cosh A ’ (3.88)

mostrando assim que a equacao de Gauss esta satisfeita.

Em seguida, mostraremos que vale as equacoes de Mainardi-Codazzi. Considerando

o lado direito da equagao (3.39), obtemos:

E
72(% + %) — — A,VE(sinh® A + cosh® A) = ey (3.89)

Calculando o lado direito da equagao (3.40), obtemos:

&(i + i) = —A;VE(sinh? A 4 cosh? A) = g;- (3.90)
2'FE G
Das equagoes (3.88), (3.89) e (3.90), mostramos o Lema. O

Observagao 3.9. O Lema (3.8), também € vdlido para uma superficie em S?, basta

substituir a sequnda forma por:

5= —VE — 1sinh A cosh A{(dz")* + (dz*)}.

Utilizando o Lema (3.8) provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.10. Sejam A(z', 2?) e B(2?) fungées satisfazendo a condigio (I) com a cons—

tante E > 0, da Proposicao (3.7). Seja f: U C R* — R3 uma superficie com curvatura
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constante positiva em R® determinada pela fungio A obtida no Lema (3.8) e g e 5 a

primeira e sequnda formas fundamentais dadas por

g = cosh? A(dz")? + sinh? A(dz?)?, 5= —v/ Esinh Acosh A{(dz")* + (dz?)*}-

Entdo a aplicagao p(x', 2%, x3) em R, gerada por f e B(x?), define uma hipersuperficie

conformemente plana genérica se, e somente se, a constante G satisfaz E > G.

Além disso, a hipersuperficie p estd parametrizada por linhas de curvatura.

Demonstragio: Seja N um vetor normal unitdrio a f em R3. Entdo, de (3.20) a

aplicagao p(x', 2%, %) é determinada por

p(at, 2%, 2%) = (f(a', 2?) + [(z*)N(z", 2%), m(z?))-

Como a primeira e a segunda formas fundamentais sao diagonalizaveis, temos
Sii .
Ai=— (i=1,2)
Gii
onde \; s@o as curvaturas principais e g; e s; sao os coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais de f, respectivamente. Entao, temos

AL = —+VEtanh A

€
Ay = —VE coth A-
Logo N; = VE tanh Af; e Ny = V/E coth Af,. Daf temos
p, = (1 + VEl tanh A)(f;,0),
py = (1+ VElcoth A)(fy,0),
(&

p3 - (l3N7 m3>7

assim, temos

| py |*= (1+ VEltanh A)? cosh® A,
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| Py |I>= (1 + V/Elcoth A)?sinh? A,

I ps "= 15 + ms:

Temos que a hipersuperficie p é conformemente plana, se e somente se, existem funcoes

[(z%) e m(z?), satisfazendo:

o Vi

cosh (A+ B) =

Resolvendo o sistema temos,

1 El
coshB=————, sinhB= %,
VI +m3 l3 +m3
dai temos LB
tan
l=——, P4+mi=1-EP
\/E 3 3
l Bs la Proposicio (3.7- 1), t
como [3 = ——————— e pela Proposicao (3.7- I), temos que
’ V'E cosh® B P posIs b

9 Esinh®* B Ecosh2B + G
my = 1- 2n 1
FE cosh” B 2F cosh® B
2F cosh* B — 2F sinh? B cosh? B — E cosh2B — G

2F cosh* B
_ 2Ecosh’ B — E(cosh? B + sinh® B) — G
N 2F cosh* B
E-G
= (3.91)
2F cosh® B

De (3.91), temos que m(z?) existe se, e somente se, £ > G.

Em seguida, provaremos que as curvas coordenadas de p sao linhas de curvaturas. O

vetor normal unitario a p é dado por:
1

N* = (m3N, —l3),
2 +m§( N, =ls)
) VEcosh2B + G E-G b 21 om? 1
como [3 = e m3 = —————, observemos que m; = ———,
8 T T 2Ecosh’B 5 JBEcosh’ B dUe i s = sh? B
entao

N*:coshB( E-G N_\/ECOSth"'G)_( vE -G N_\/Ecosh2B—|—G>

V/2F cosh? B ’ V/2F cosh? B B vV2F cosh B ’ V2F cosh B
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dai temos,
E— E—
N¥, = <—GN1, 0) _ (—VG VE tanh Af, 0)
v2F cosh B v2F cosh B

= <E—_G tanhA) (f1,0) = (E—_G tanhA> L+ VEltanh A (f1,0)
V2 cosh B V2 cosh B 1+ v/Eltanh A

( VE — G tanh A
V2 cosh B(1 + tanh B tanh A)

) (14 VEltanh A)(f;,0)

ou seja,

N* v E — Gtanh A )
1:

(\/i(cosh B + sinh B tanh A)

N*, — ( —E_G NQ,()) ( \/_cothAfg,)
v2F cosh B v2F cosh B

_ <_VE—GcothA) (£,,0) = <_VE—GcothA) Lt VELeoh A (o
V2 cosh B V2 cosh B 1+ vVElcoth A

< VE ~ Geoth A )(1+¢Ez th A) (£, 0)
= co ,
V2 cosh B(1 + tanh B coth A) ?
ou seja,
N*. — ( VE — G coth A )
? v/2(cosh B + sinh B coth A) P2

e
N* _VE - GV2Esinh BB3N ESinj;ég;;ggr?BS — v/ E cosh2B + Gv2E sinh BBs

3 =

2F cosh? B 2F cosh? B

1
Pela Proposicao (3.7-1), By = \/§(E cosh 2B + ), temos

N* (\/E—GsinhB\/Ecosh2B+GN VE-GsinhB VE-G )
’ V2 V2FE cosh? B 7 V2 V2F cosh? B
_ (vE—\C/J;th) (1sN, m5)
ou seja,

% v E — Gsinh B
N 3= — \/§ Ps-
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3

Portanto as curvaturas principais correspondentes as curvas z', 2% e 23, sdo respecti-

vamente,
\ VE — Gtanh A VE — Gcoth A VE —Gsinh B
= — s = — s UV = .
v/2(cosh B + sinh B tanh A) a V/2(cosh B + sinh B coth A) V2

Observe que, se £ = G, temos A = u = v = 0, ou seja, a hipersuperficie nao é genérica.
Agora se I/ > (G, mostraremos que a hipersuperficie é genérica. De fato.

Se A = p terfamos que

tanh A B coth A
cosh B + sinh Btanh A cosh B + sinh B coth A

que é equivalente a,
tanh A(cosh B + sinh B coth A) = coth A(coshB + sinh B tanh A)
ou seja,
cosh B(tanh A — coth A) = 0-

Como cosh B # 0, entao tanh A —coth A = 0, o que é um absurdo pois, tanh A —coth A =
T — . L )
sinAcosA%O 080 A 7 1

Se A\ = v teriamos que

tanh A B —_
cosh B +sinh Btanh A St

que é equivalente a,
tanh A = — sinh B(cosh B + sinh B tanh A)
ou seja,
tanh A = — tanh B-
Como A = A(z',2?) e B = B(x?), temos

tanh A = —tanh B = K,

1

2 cosh® B
Bs = 0, que é uma absurdo pois, B3 # 0, pela Proposigao (3.7). Logo A # v.

sendo K uma constante. Entao (tanh B); = B; = 0, mas # 0, entao
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Se pu = v terifamos que

coth A LB
cosh B +sinh Bcoth A >

que é equivalente a
coth A = — sinh B(cosh B + sinh B coth A)
ou seja,
coth A = —tanh B-

Pelo mesmo raciocinio do item anterior chegariamos a um absurdo. Logo A\ # v.

Portanto as curvaturas principais sao distintas, o que completa a demonstracao do

Teorema. O

Utilizando a observagao (3.9), provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.11. Sejam A(z',2%) e B(x®) fungoes satisfazendo (I) na Proposicao (5.7),
E > 1. Seja f uma superficie com curvatura constante positiva em S*(1) determinada

pela funcao A, g e s a primeira e a sequnda formas fundamentais de f, dadas por:
g = cosh® A(dx")? + sinh® A(dz?)?, 5= —VE — 1sinh Acosh A{(dz")? + (dz?)*}-

Entdo a aplicagao p(xt, 22, 2%) em R4, gerada por f e B(x3), define uma hiperfuperficie

conformemente plana genérica se, e somente se, a constante G satisfaz E > G + 2.

Além disso, as curvas coordenadas de p sao linhas de curvatura.

Demonstragao: Como f estd contida em S?(1), seja N um vetor normal unitdrio de f
em S3(1). Visto que f(z!, 2?) é outro vetor normal unitdrio de f em R?*, entdo a funcao p

¢ determinada por:

p(z', 2%, 2%) = (1 + 1(2*))f(2', 2%) + m(2®)N(2', 2?)- (3.92)

Da segunda forma fundamental, temos que s;; = 0 se ¢ # j, dalf,

Nl = _>\1f17 N2 = _)\2f2
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onde \; (i = 1,2), sdo as curvaturas principais. Como a primeira e a segunda formas

fundamentais sao diagonalizaveis, temos

vV E — 1sinh Acosh A
A\ = suo_ S A2 VE— 1tanh A,

g11 cosh? A
v/ E — 1sinh A cosh A
Ny = S22 _ ‘sz oS = —/E — 1coth A-
922 sinh* A
Logo
N1 =V FE — 1tanh Afl N2 =V E — 1coth Af2 (393)

Por outro lado, temos

1 h A E — 1msinh A
by = (14 D)fy + mN, = <( + 1) cosh A + v/ m sin )fh

cosh A

p; = (1 +Df + mN, = (<1 +1)sinh A + \/mmcoshA) £,

sinh A

P3 = (l3f+ mgN)

Pela primeira forma g, temos

| p ||2_ ((1+Z)COShA+\/E—1mSinhA
L1P=

2
cosh? A = ((1+1) cosh A+ E — 1m sinh A)?
cosh A

€

I p, 2= (14+1)sinh A+ +E — Imcosh A
P2l = sinh A

2
) sinh? A = ((1+1) sinh A++/E — 1m cosh A)*.

Temos que a hipersuperficie p é conformemente plana se, e somente se, existem funcoes
I(z%) e m(x?) satisfazendo:

;

1+1)coshA++E —1msinh A

VI3 +m3

sinh(A + B) = (1+1) SlﬂhA—F\/mmcoshA'

resolvendo o sistema temos

cosh(A+ B) = (

cosh B = I—H sinh B = L —1m

VE+mE 12 4+ m?

(3.94)
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Se existem as fungoes [(z?®) e m(x?) satisfazendo as equagoes (3.94), entao a aplicagao

p define uma hipersuperficie conformemente plana.
Denotemos [ = (1 +1), C(2®) = /(I3 + m3)(z3). Entdo, da equacdo (3.94), temos

[tanh B -
- aEn 2 P~ (E—1)m?=C2 (3.95)

I3 sinh B cosh B + [Bs
VE —1cosh’B '’

Quando substituimos m descrito na primeira equacao de (3.95) e mg =

na segunda equagao de (3.95), obtemos:

*sinh?® B = (Iysinh B cosh B + 1Bs)?

2
I"'—(E-1 =1
( )(E— 1) cosh® B 3 (E —1)cosh* B

que é equivalente a,

2

cosh? B(E cosh®’ B — 1) (7?’) + 2Bjgsinh Bcosh B (%3)
+ {B2 - (E —1)cosh?’ B} = 0- (3.96)

Como da Proposicao (3.7 - 1), (B3)* = = (Ecosh2B + G), temos que o discriminante da

1
2
equagao quadratica (3.96) na variavel ( ) é dado por:

% = %(E —1)(F — G —2)cosh’ B

[
Logo 2 ¢ uma fungao real se, e somente se, £ > G + 2 (pois, por hipotése F > 1).

Assim se E* +1 > G?, temos duas fungoes [(z®) com a condigao [(0) = m(0) = 0.
(Aqui, assumimos B(0) = 0). Além disso, se [(z*) é determinada, entao m(z?) também é
determinada.

Se ' = G + 2, entao todas as curvaturas principais sao constantes igual a A = p =
v=1.

Em seguida, mostraremos que as curvas coordenadas p sao linhas de curvaturas. O

vetor normal unitario a p é dado por

1
N* = ——— (myf — [sN)-
I2+m3
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Assim temos:

1 1
*« _ B B —
N* = P (mafy — I3Ny) = —l§ —— (m3 — I3V E — 1tanh A)f)
1 1+ 1) ++E — Imtanh A
= (mg—lgx/E—ltanhA)( +h+ mtan .
I3 +m3 (1+1)++VE—1mtanh A

ou seja,

N*, — ms + lsvE — 1tanh A
: VE+mi((1+1)++VE — Imtanh A) Py

1
l5+m3
1 1+ 1) ++E — Imcoth A
- —(m:a—ls\/E—lcothA)( O+ mco )
I3 +mj (1+1)++E —1Imcoth A

1
————(m3 — [3vVE — 1coth A)f,

3+ m3

ou seja,

* mg — l3v/E —1coth A
S VE+m3((1+1) + VE — Imcoth A) P2

(masf — L3sN) /BB + 3 — (myf — [5N) (alaztmamas)

13 4+ m3
- m((mggf— I33N) — (msf — I3N)(I3l33 + m3mss))
— W((lsmgs — mglss) (Isf + msN))
ou seja,
N*, — % .
122 a3

Portanto, as curvaturas principais correspondentes as curvas x*, = e x°, sao, respectiva-

mente:

L m3 + l3vE — 1tanh A _ m3z — l3v/E — 1coth A
VE+mi((1+1)+VE = Imtanh A)’ : VB +m3((1+1) +VE — Imcoth A)

_ lsmas — mals;
(13 +m3)3/?
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De maneira anédloga ao Teorema (3.10), mostra—se que as curvaturas principais sao

distintas.

]

Lema 3.12. Sejam A(z',z*) uma fungdo satisfazendo as condigées da Proposicao (3.7-
III),e § = cosh? A(dz')? 4 sinh? A(dz?)? e § = VEe *{cosh A(dz"')? — sinh A(dz?)?}
formas quadrdticas em R3. Entao ewxiste uma superficie f: R? — R3 em R® admitindo g

e s como a primeira e sequnda formas fundamentais.

Demonstragao: De maneira andloga ao Lemas (3.3) e (3.8) basta mostrar que as

funcoes dadas g e s satisfazem as equacoes de Gauss e Mainardi-Codazzi.
Por um calculo direto temos que os simbolos de Christoffel sao:

cos A
2 .
sin A

sin A sin A cos A
M= A, —— T = A —— T2 =A—— T2 =T2=-A
1 TcosA? 12 Zcos AT 12 YsinAa’ 11 22

(3.97)

Como a curvatura Gaussiana neste caso depende apenas da primeira forma funda-
mente, como foi visto nos Lemas (3.3) ¢ (3.8), e como a primeira forma fundamental deste

Lema é igual a primeira forma fundamental do Lema (3.8), entdo a curvatura Gaussiana

¢ dada por:
A11 + AQQ 4F
K =— = . 3.98
sinh AcoshA e4 —1 ( )
Substituindo as equagoes (3.97) no lado da equagao (3.38), obtemos:
cosh A
(F%)l - (F%1)2 + Fbr%l + F%2F%2 - F%1F§2 - Fhrfz = (A1 + Ag) sinh A
1 cosh? A
—A2—|—A2 —A2—|—A2+A2 _AQ
(4 2)sinh2A 2+ (4 2) sinh? A !
A + Ago =
= (A — A tA=cosh®? A——— "= _ — _FK 3.99
(An 2) o €0 sinh A cosh A ’ ( )

mostrando assim que a equacao de Gauss esta satisfeita.

Em seguida, mostraremos que valem as equagoes de Mainardi-Codazzi. Considerando

o lado direito da equacdo (3.39), obtemos:

Sl

72(% + %) — AyVEe ™ (sin A — cos® A) = e,- (3.100)
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Calculando o lado direito da equagao (3.40), obtemos:

G

(: %) AVEe *(sinh A — cos A) = g (3.101)

Das equagoes (3.99), (3.100) e (3.101) mostramos o Lema. O
Utilizando o Lema (3.12), temos o seguinte resultado.

Teorema 3.13. Sejam A(z',2?) e B(z®) fungoes satisfazendo a Proposicio (3.7 - II),
E > 0. Seja f: R? — R? uma superficie determinada por A, G e s a primeira e a sequnda

formas fundamentais dadas por:

g = cosh? A(dz")? + sinh? A(dz?)?,  §= vV Ee *{cosh A(dz')? — sinh A(dz?)?}-

Entdo a aplicagao p(x', 2% x®) em R, gerada por f e B(x?), define uma hipersuperficie
conformemente plana genérica se, e somente se, a constante G satisfaz G < 0 e Ee?B +

G > 0.

Além disso, a hipersuperficie p estd parametrizada por linhas de curvatura.

Seja N um vetor normal unitario a f em R®. Entao, a aplicagdao p(z!, 22, 23) é deter-
minada por
p(z', 2% a%) = (fa', 2%) + U(z*)N(z', 2%), m(z?))-

Como a primeira e a segunda formas fundamentais sao diagonalizaveis, temos
Sii .
A= (i=1,2)
Gii
onde \; sao as curvaturas principais, s; e ¢;; sao os coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais, respectivamente. Entao, temos que

\/F&‘A

- cosh A
e

VEe 4
do= -T2

sinh A

VEe 4 VEe 4
L N, =— fieN, = f,. Dai
080 T cosh A ' ¢z sinh A al temos

le=AVE
P = (fl + lNl,O) = (1 — m) (fl,O),
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le=*VE
Py = (f2 +INy,0) = <1+ ‘ \/_> (£2,0),

sinh A
e
Ps = (l3N7 m3>7
dai temos
2
hA—le4VE
I'py I°= <COS hil \/_> cosh? A = (cosh A — le*VE)?,
cos
2
: —A
I p, [I*= <Smhi.—£}f; \/E> sinh® A = (sinh A + le*A\/E)2,
i
e

I Py [I= 15+ m3-

Temos que a hipersuperficie p é conformemente plana se, e somente se, existem funcoes

I[(z%) e m(z?), satisfazendo:

H P2 ||

|| | 51 H

cosh(A+ B) = sinh(A + B) =

Resolvendo o sistema temos,

1 —+El VEI

cosh B = , sinh B = ———,
VI +m3 VI3 +m3
dai temos JE
El
tanh B = 2+m?=1-2VEl (3.102)

1—VEIl

Da primeira equacao de (3.102), temos
(e’ —e PY1 = VEIl) = (e’ + e P)WEI

ou seja,
1 — e—?B
| = ———, 3.103
Wi (3.103)

da equagao (3.103), obtemos:
(3.104)
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Como (Bs)? = Ee?P 4+ G, pela Proposicao (3.7 - II), e substituindo a equagao (3.104) na

segunda equagao (3.102), temos que:
m? = 1-2VEl -

= 1—-(1—-e?B)—

2 —4B

ou seja,
—4B
2 Ge”

(3.105)

De (3.105), temos que, m(z?) existe se, e somente se, G < 0 e I3 existe se, e somente
se, Ee?B + G > 0, mas da Proposicao (3.7 - III) Bz # 0, logo I3 existe se, e somente se,
Ee* + G > 0.

Em seguida, provaremos que as curvas coordenadas de p sao linhas de curvaturas. O

vetor normal unitdrio a p é dado por:
1
N* = ——(m3N, —1l3),

VIE+m3
e 2B\/Ee?B + G atvarel g

e msg = , e observemos que [2 +m2 = e
VE ’ VE P

1 (e‘QB\/—GN e By\/Ee?B + G)

como I3 = , entao

N*

e—2B VE . VE
B 6_23\/—_GN _6_2Bx/m
VE ’ VE

V=GN, Ee?B + G) ,

= €
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dai temos,

N*, — %(@Nl,())——( @\C/EEA& >

(YA / (A+B) cosh A—le=4VE
= eiB _i (flu O) — G@ cosh A (fla O)
cosh A cosh A cosh A—l}f;‘A\/E

B _( V—Ge (AtB) ) cosh A — leE (£,.0)
B cosh A — le=AV/E cosh A b

ﬂ
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ou seja,

G- (A+B)
N*l = — ( ) P1,
cosh A — le=AE

efB

N*, = i(\/—_GNg,0>:—<\/—_G\/E€1:f2,O>

VE B sinh
— —_A — —(A+B) sinh A.—f—lefA\/E
_ 6—B (v Ge ) (f2’ O) _ (\/ Ge ) ( sinh A ) (fQ’ 0)

sinh A sinh A sinh A+le—AVE

sinh A

V—Ge=(A+B) sinh A + le 4VE

= . (f2> 0)
sinh A + le AV E sinh A

ou seja,

N*;, = ( : ) P2
sinh A + le=AVE

1

B —BE 2B
N*, = (—BgeB\/—GN, By BVEeP 1 G+ u)

Ee?B + @G

—_B —B E 2B B fBE 2B
(_336_3 &N, e P (Ee*” + G) + Bse e )
V VEPE 1 G

(_336—3,/_01\] _B3e—_BG)
" VEe2B+ @
B (_Bge_B\/—GN _e_BG>
VE " VE

é\‘“@‘“m

ou seja,

Portanto as curvaturas principais correspondentes as curvas x!, 2% e 23, sdo respecti-

vamente,

me—(A‘FB) \/__Ge—(A+B)
7 - 7
cosh A — le=AVE a sinh A + le-AVE

= eB\/ _G
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Observe que, se G = 0, temos A = = v = 0, ou seja, a hipersuperficie nao é genérica.

Agora se G < 0, mostraremos que a hipersuperficie é genérica. De fato.

Se A = p terfamos que

1 1
cosh A — le=A/E " sinh A +1le=AE

que é equivalente a,

cosh A —le™*VE = —(sinh A + le ™ *VE)

ou seja,
e = 0,
que é uma contradigao. Logo A # p.
Se A\ = v teriamos que
o~ (A+B)

B

=e
cosh A — le=AVE
que ¢é equivalente a,

A —A
eww% e VE) =1

que é equivalente a,
B +1—-2VE) =2
pela equagao (3.103), temos,

623(€2A + 6723) — 2’

ou seja,
e2(A+B) _ 1.

Portanto A + B = 0, como A = A(z!,2?), e B(z?), entao A = —B = K (K constante),
que é uma contradigao, pois pela Proposicao (3.7) B3 # 0, A; #0e Ay # 0. Logo A # v.

Se = v terfamos que

o~ (A+B) .

= —¢
sinh A + le=AVE
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que é equivalente a,

ed —e4
62B+A(T + ZG_A E) —
logo,
623(62A o 672B> - _9
ou seja,
62(A+B) — _1

que é uma contradicao, logo A # v.

Portanto as curvaturas principais sao distintas, isto completa a demonstracao do Teo-

rema. L]

Observagao 3.14. No Teorema acima, a superficie utilizada na construcdo da hipersu-

perficie p nao tem curvatura Gaussiana constante.

Observacao 3.15. Observemos que, no caso (II) da Proposicao (3.7) nao € possivel
construir nenhuma superficie, pois considerando a fungdo A do tipo (II) da Proposi¢ao

(3.7), nao satisfaz as equagoes de codazzi.



Conclusao

Nesta dissertagao construimos uma familia de hipersuperficies conformemente planas em
R*, com trés curvaturas principais distintas. Observamos que o problema de classificar as
hipersuperficies conformemente planas no espaco Euclidiano R*, nao estd completamente

resolvido, e por isso esta sendo estudado por varios pesquisadores nos dias atuais.
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