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Resumo

Neste trabalho desenvolvemos o artigo ”Conformally Flat Hypersurfaces in Euclidean 4-
space II”, de Suyama, onde é apresentado um estudo sobre hipersuperf́ıcies conformemente
planas no espaço Euclidiano R4. A partir de superf́ıcies em R3 ou S3, com curvatura
gaussiana constante negativa ou positiva, constrúımos uma famı́lia de hipersuperf́ıcies
conformemente planas em R4, com três curvaturas principais distintas.
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Abstract

In this work we develop the article ”Conformally Flat Hypersurfaces in Euclidean 4-space
II”, of Suyama, where is presented the study on conformally flat hypersurfaces in the
Euclidean 4-spaces R4. From a surface with constant Gaussian curvature positive or
negative in either Euclidean 3-space R3 or the standard 3-sphere S3, we constructed a
family of conformally flat hypersurfaces in R4, with three distinct principal curvatures.
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Introdução

Um problema bastante estudado em Geometria é a classificação de hipersuperf́ıcies con-

formemente planas no espaço Euclidiano. No desenvolvimento desta teoria, a dimensão da

hipersuperf́ıcie desempenha um papel muito importante conforme descreveremos a seguir:

Considerando n a dimensão da hipersuperf́ıcie, temos que se n = 2 o problema

está resolvido, pois, toda superf́ıcie pode ser parametrizada por parâmetros isotérmicos,

mostrando assim que, toda superf́ıcie imersa em R3 é conformemente plana.

Quando n ≥ 4, temos um resultado muito importante, conhecido como Teorema de

Cartan-Schouten, (ver [6], [14]), que é o seguinte: Seja Mn uma hipersuperf́ıcie imersa

em Rn+1, n ≥ 4, então Mn é conformemente plana com a métrica induzida se, e somente

se, pelo menos n − 1 das curvaturas principais coincidem em cada ponto. Usando este

resultado Kulkarni, Nishikawa e Maeda, deram em [11] e [13], uma classificação local para

hipersuperf́ıcies conformente planas em Rn+1, n ≥ 4.

Em [1], Blair mostrou que o catenóide generalizado e os hiperplanos são as únicas

hipersuperf́ıcies mı́nimas e conformemente planas em Rn+1, n ≥ 4. Em [2], Carmo,

Dajczer e Mercuri, apresentaram uma classificação topológica para hipersuperf́ıcies con-

formemente planas, compactas e imersas em Rn+1 com n ≥ 4. Em [7], Ferrandez, Garay e

Lucas, deram uma classificação das hipersuperf́ıcies conformemente planas completas em

Rn+1, n ≥ 4, usando a condição que o vetor curvatura média é um auto valor do operador

Laplaciano de Mn. Observamos ainda que todos os trabalhos desenvolvidos sobre hiper-

superf́ıcies conformemente planas imersas em Rn+1, com n ≥ 4, são baseados no Teorema

de Cartan–Schouten.

O caso n = 3 é mais delicado, pois neste caso, não vale o Teorema de Cartan–Schouten.

Em [12], Lancaster construiu exemplos de hipersuperf́ıcies conformemente planas em R4
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com três curvaturas principais distintas. Em [7] Ferrandez, Garay e Lucas, considerando

que o vetor curvatura média é um auto valor do operador Laplaciano, eles classificaram

as hipersuperf́ıcies conformemente planas completas em R4. Em [10], Hertrich–Jeromin

construiu mais exemplos de hipersuperf́ıcies conformemente planas em R4 com três cur-

vaturas principais distintas e em [9] considerou o mesmo problema com duas curvaturas

principais distintas. O caso n = 3 é muito diferente do caso n ≥ 4, pois, para variedades

Riemannianas de dimensão n ≥ 4, temos que uma condição necessária e suficiente para

que estas variedades sejam conformente planas é que o tensor de Weyl seja nulo, e isto

é equivalente a estudar uma equação diferencial não–linear de segunda ordem. Quando

n = 3, o tensor de Weyl é nulo para qualquer variedade, e neste caso, um critério usado

para uma hipersuperf́ıcie ser conformemente plana é que a derivada covariante do tensor

de Schouten comuta, e esta condição é equivalente a estudar equações diferenciais não–

lineares de terceira ordem, aumentando assim, o grau de dificuldade do problema. Cartan

mostrou em [5] que as hipersuperf́ıcies conformemente planas em R4 com três curvaturas

principais distintas podem ser parametrizadas por linhas de curvatura onde a primeira e

a segunda formas fundamentais são respectivamente, dadas por:

g = eP (x){e2f(x)(dx1)2 + e2h(x)(dx2)2 + (dx3)2} (1)

e

s = eP (x){λ(x)e2f(x)(dx1)2 + µ(x)e2h(x)(dx2)2 + ν(x)(dx3)2}, (2)

onde P (x) = P (x1, x2, x3), f(x) = f(x1, x2, x3), h(x) = h(x1, x2, x3) e λ(x), µ(x) e ν(x)

são as curvaturas principais das curvas x1, x2 e x3 respectivamente.

Em [15], Suyama construiu também novos exemplos de hipersuperf́ıes conformemente

planas com três curvaturas principais distintas em R4, considerando casos particulares da

métrica dada acima.

Utilizando a caracterização apresentada em (1) e (2) por Cartan, Hertrich-Jeromin

mostrou que toda hipersuperf́ıcie conformemente plana em R4 com três curvaturas prin-

cipais distintas admite uma parametrização por linhas de curvatura onde a primeira e a

segunda formas fundamentais são dadas por:

g = e2P (x){cos2 ϕ(x)(dx1)2 + sin2 ϕ(x)(dx2)2 + (dx3)2} (3)

s = e2P (x){λ(x) cos2 ϕ(x)(dx1)2 + µ(x) sin2 ϕ(x)(dx2)2 + ν(x)(dx3)2} (4)
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ou

g = e2P (x){cosh2 ϕ(x)(dx1)2 + sinh2 ϕ(x)(dx2)2 + (dx3)2} (5)

s = e2P (x){λ(x) cosh2 ϕ(x)(dx1)2 + µ(x) sinh2 ϕ(x)(dx2)2 + ν(x)(dx3)2} (6)

onde P (x) = P (x1, x2, x3) e ϕ(x) = ϕ(x1, x2, x3), e λ(x), µ(x) e ν(x) são as curvaturas

principais das curvas x1, x2 e x3, respectivamente.

Em [16], Suyama construiu uma famı́lia de novas hypersuperf́ıcies conformemente

planas com três curvaturas principais distintas, utilizando as expressões apresentadas por

Hertrich-Jeromin. Considerando os resultados obtidos em [15] e [16], Suyama apresentou

uma classificação para hipersuperf́ıcies conformemente planas em R4, com três curvaturas

principais distintas, no caso particular em que a função P (x) dada em (3) e (5) depende

apenas de x3.

Constrúımos nesta dissertação uma famı́lia de hipersuperf́ıcies conformemente planas

em R4, com três curvaturas principais distintas, e o nosso trabalho está dividido da

seguinte forma: No caṕıtulo 1, enunciamos vários resultados importantes de geometria

Riemanniana, que foram fundamentais para a compreensão do trabalho. Para maiores

detalhes ver [3], [4] e [17].

No caṕıtulo 2, encontramos condições necessárias para a existência de hipersuperf́ıcies

conformemente planas em R4, e supondo que P = P (x3) temos que ϕ(x) = A(x1, x2) +

B(x3). Usando o fato que o tensor de Schouten comuta mostramos que as funções A e B,

dadas acima, devem satisfazer certas condições especiais.

No caṕıtulo 3, inicialmente constrúımos um exemplo expĺıcito de uma hipersuperf́ıcie

conformemente plana em R4 com três curvaturas principais distintas. Este exemplo foi

constrúıdo através de um superf́ıcie em R3, com curvatura constante negativa, conhecida

como hélice Dini. Em seguida, constrúımos uma famı́lia de hipersuperf́ıcies conforme-

mente planas a partir de superf́ıcies com curvatura constante, negativa ou positiva, em

R3 ou S3.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Apresentaremos neste caṕıtulo algumas definições e propriedades básicas de Geometria

Riemanniana, que utilizaremos sem maiores detalhes no decorrer do nosso trabalho. As

demonstrações e explicações mais precisas podem ser verificadas em [3], [4] e [17].

1.1 Variedades Riemannianas

Para esta seção já estamos considerando o conceito de variedade diferenciável.

Definição 1.1. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que associa a cada ponto p de M um produto interno 〈, 〉p no espaço

tangente TpM , que varia diferenciavelmente no seguinte sentido: Se x : U ⊂ Rn → M

é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1, x2, ..., xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(0, ..., 1, ...., 0), então 〈 ∂

∂xi
(q), ∂

∂xj
(q)〉q = gij(x1, ..., xn) é uma função diferen–

ciável em U .

As funções gij = gji são chamadas expressões da métrica Riemanniana no sistema

de coordenadas x : U ⊂ Rn → M . Uma variedade diferenciável com uma métrica

Riemanniana chama-se variedade Riemanniana.

Considere X(M) o conjunto dos campos de vetores em M e D(M) o conjunto das

funções diferenciáveis em M .
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Proposição 1.2. Sejam X e Y campos diferenciáveis de vetores em uma variedade

diferenciável M . Então existe um único campo vetorial Z tal que, para todo f ∈ D(M),

Zf = (XY − Y X)f .

Este campo é chamado de colchete e é denotado por [X,Y ] = XY − Y X.

De agora em diante adotaremos g(X,Y ) = 〈X, Y 〉, X,Y ∈ X(M).

Definição 1.3. Duas métricas 〈, 〉 e 〈〈, 〉〉 em uma variedade diferenciável M são con-

formes, se existe uma função diferenciável f : M → R, positiva tal que ∀ p ∈ M e

u, v ∈ TpM tem-se

〈u, v〉p = f(p)〈〈u, v〉〉p.

Definição 1.4. Uma variedade Riemanniana (Mn, g) é conformemente flat, se para todo

ponto existe uma vizinhança que é conforme a um conjunto aberto do espaço Euclidiano,

ou seja, a métrica g é conforme a métrica Euclidiana.

1.2 Conexões Afins e Riemanniana

Denotaremos por X(M) o conjunto dos campos de vetores de classe C∞ em M e por

D(M) o anel das funções reais de classe C∞ definidas em M .

Definição 1.5. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

∇ : X(M)× X(M) → X(M)

que satisfaz as seguintes propriedades:

1. ∇fX+gY Z = f∇XZ + g∇Y Z,

2. ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

3. ∇X(fY ) = f∇XY + X(f)Y

onde X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ D(M).
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Proposição 1.6. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Então

existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial V ao longo da curva

diferenciável c : I → M um outro campo vetorial DV
dt

ao longo de c, denominado derivada

covariante de V ao longo de c, tal que:

a)D
dt

(V + W ) = DV
dt

+ DW
dt

b)D
dt

(fV ) = df
dt

V + f DV
dt

onde W é um campo de vetores ao longo de c e f é uma função diferenciável em I.

c)Se V é induzido por um campo de vetores Y ∈ X, isto é, V (t) = Y (c(t)),

então DV
dt

= ∇ dc
dt

Y .

Escolhendo um sistema de coordenadas (x1, ..., xn) em torno de p e escrevendo

X =
∑

i

xiXi, Y =
∑

j

yjYj,

onde Xi =
∂

∂xi

, teremos

∇XY =
∑
ij

xiyj∇Xi
Xj +

∑
ij

xiXi(yi)Xj.

Se fizermos ∇Xi
Xj =

∑

k

Γk
ijXk, conclúımos que Γk

ij são funções diferenciáveis e que

∇XY =
∑

k

(∑
ij

xiyjΓ
k
ij + X(yk)

)
Xk,

o que mostra que ∇XY (p) depende de xi(p), yk(p) e das derivadas X(yk)(p) de yk segundo

X.

Definição 1.7. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇. Um

campo vetorial ao longo de uma curva c : I → M é dito paralelo se DV
dt

= 0, para todo

t ∈ I.

As funções Γk
ij definidas em U são os coeficientes da conexão ∇ em U ou os śımbolos

de Christoffel da conexão. Os śımbolos de Christoffel são dados por

Γm
ij =

1

2

∑

k

{
∂

∂xi

gjk +
∂

∂xj

gki − ∂

∂xk

gij

}
gkm. (1.1)
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Esta é a expressão clássica dos śımbolos de Christoffel da conexão Riemanniana em termos

dos gij.

Definição 1.8. Seja M uma variedade diferenciável com uma conexão afim ∇ e uma

métrica Riemanniana 〈, 〉. A conexão é dita compat́ıvel com a métrica 〈, 〉, quando para

toda curva diferenciável c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P ′ ao

longo de c, tivermos 〈P, P ′〉 = cte.

Proposição 1.9. Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexão ∇ em M é com-

pat́ıvel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao

longo da curva diferenciável c : I → M tem-se

d

dt
〈V,W 〉 =

〈
DV

dt
, W

〉
+

〈
V,

DW

dt

〉
, t ∈ I. (1.2)

Corolário 1.10. Uma conexão ∇ em uma variedade Riemanniana M é compat́ıvel com

a métrica se, e somente se,

X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉, X, Y, Z ∈ X(M). (1.3)

Definição 1.11. Uma conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável M é dita simétrica

quando

∇XY −∇Y X = [X, Y ] para todo X, Y ∈ X(M). (1.4)

Em um sistema de coordenadas (U, x), se ∇ é simétrica, temos para todo i, j = 1, ..., n,

∇Xi
Xj −∇Xj

Xi = [Xi, Xj] = 0, Xi =
∂

∂xi

· (1.5)

Sendo assim, Γk
ij = Γk

ji, o que justifica o nome simétrica.

Teorema 1.12. (Levi-Civita).Dada uma variedade Riemanniana (M, g) existe uma única

conexão afim ∇ em M satisfazendo as condições:

a) ∇ é simétrica.

b)∇ é compat́ıvel com a métrica Riemanniana

Esta conexão é chamada de conexão de Levi-Civita ou conexão Riemanniana.
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1.3 Curvaturas

Definição 1.13. A curvatura R de uma variedade Riemanniana (M, g) é uma corres–

pondência que associa a cada par X, Y ∈ X(M) uma aplicação R(X,Y ) : X(M) → X(M)

dada por

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇Y Z +∇[X,Y ]Z,

onde ∇ é a conexão Riemanniana de M .

Proposição 1.14. A curvatura R de uma variedade Riemanniana satisfaz:

a)R é bilinear em X(M)× X(M).

b)Para todo par X,Y ∈ X(M), o operador curvatura R(X,Y ) : X(M) → X(M) é linear.

A partir de agora denotaremos 〈R(X,Y )Z, T 〉 por R(X, Y, Z, T ).

Em um sistema de coordenadas (U, x) em torno de p ∈ M , sendo Xi = ∂
∂xi

, temos

R(Xi, Xj)Xk =
∑

l

Rl
ijkXl. (1.6)

Rl
ijk são os coeficientes do operador curvatura R em (U, x) e em termos dos śımbolos de

Christoffel, são dados por

Rl
ijk =

∑
s

Γs
ikΓ

l
js −

∑
s

Γs
jkΓ

l
is +

∂

∂xj

Γl
ik −

∂

∂xi

Γl
jk. (1.7)

Também denotaremos

〈R(Xi, Xj)Xk, Xs〉 =
∑

l

Rl
ijkgls = Rijks (1.8)

Proposição 1.15. Seja σ ⊂ TpM um subespaço bi-dimensional do espaço tangente TpM

e sejam {x, y} uma base de σ. Então

K(x, y) =
(x, y, x, y)

|x ∧ y|2 (1.9)

não depende da escolha dos vetores x, y ∈ σ.

K(x, y) = K(σ) é chamada de curvatura seccional de σ em p.
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Seja x = zn um vetor unitário em TpM ; tomemos uma base ortonormal {z1, z2, ..., zn−1}
do hiperplano de TpM ortogonal a x e consideremos as seguintes médias:

Ricp(x) =
1

n− 1

∑
i

〈R(x, zi)x, zi〉, i = 1, 2, ..., n− 1.

K(p) =
1

n

∑
j

Ricp(zj) =
1

n(n− 1)

∑
ij

〈R(zi, zj)zi, zj〉, j = 1, ..., n.

Em um sistema de coordenadas locais

K(p) =
1

n(n− 1)

n∑

i,k=1

Ric(Xi, Xk)g
ik· (1.10)

As expressões acima são combinações importantes da curvatura seccional , não dependem

da base escolhida e são chamadas de curvatura de Ricci na direção x e curvatura escalar

respectivamente.

1.4 Tensores em Variedades Riemannianas

Definição 1.16. Um tensor de ordem r em uma variedade Riemanniana (M, g) é uma

aplicação multilinear

T : X(M)× ...× X(M)︸ ︷︷ ︸
rfatores

→ D(M)·

Exemplo 1.17. O tensor curvatura R : X(M)×X(M)×X(M)×X(M) → D(M) definido

por

R(X,Y, Z, W ) = 〈R(X, Y )Z,W 〉, X, Y, Z,W ∈ X(M),

é um tensor de ordem 4.

Exemplo 1.18. O tensor métrico g : X(M) × X(M) → D(M) é um tensor de ordem 2

definido por

g(X,Y ) = 〈X, Y 〉, X, Y ∈ X(M)·

Exemplo 1.19. O tensor de Ricci é um tensor de ordem 2 definido por:

Ric(X,Y ) = traço da aplicação {T (Z) = R(X, Y )Z}·
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Em um sistema de coordenadas locais, temos que:

Ric(Xi, Xk) =
∑

j

Rj
ijk, (1.11)

onde Rj
ijk foram dados em (1.7).

Exemplo 1.20. O Tensor de Weyl é um tensor de ordem 4 definido por

W (X,Y, Z, T ) = R(X, Y, Z, T )− 1

n− 2
(Ric(X,Z)〈Y, T 〉

+ Ric(Y, T )〈X,Z〉 −Ric(X, T )〈Y, Z〉 −Ric(Y, Z)〈X, T 〉)
+

r

(n− 1)(n− 2)
(〈X,Z〉〈Y, T 〉 − 〈X,T 〉〈Y, Z〉)·

Muitas vezes o campo X ∈ X(M) é identificado com o tensor X : X(M) → D(M)

dado por X (Y ) = 〈X,Y 〉, ∀ Y ∈ X(M).

Definição 1.21. Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante ∇T de T é um

tensor de ordem (r + 1) dado por

∇T (Y1, ..., Yr) = Z(T (Y1, ..., Yr))− T (∇ZY1, ..., Yr)− ...− T (Y1, ...∇ZYr)· (1.12)

Para cada Z ∈ X(M), a derivada covariante ∇ZT de T em relação a Z é um tensor de

ordem r dado por

∇ZT (Y1, ..., Yr) = ∇T (Y1, ..., Yr, Z). (1.13)

Exemplo 1.22. O Tensor de Schouten é um tensor de ordem 2 definido por

S(X,Y ) =
1

n− 2

(
Ric(X,Y )− K

2(n− 1)
〈X,Y 〉

)

onde n é a dimensão da variedade.

Exemplo 1.23. O tensor de Bach é um tensor de ordem 3 definido por

B̂(X, Y, Z) = (∇XS)(Y, Z)− (∇Y S)(X, Y )· (1.14)

Em um sistema de coordenadas locais o tensor de Bach será denotado por

B̂(Xi, Xj, Xk) = Bk
ji· (1.15)
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1.5 Imersões Isométricas

Sejam (Mn, g) e (M
n+k

, g) variedades Riemannianas e considere a aplicação f : Mn →
M

n+k
. Dizemos que f é uma imersão se f é diferenciável e dfp : TpM → Tf(p)M é

injetiva para todo p ∈ M . Se M tem uma métrica Riemanniana , f induz uma métrica

Riemanniana em M por 〈u, v〉p = 〈dfp(u), dfp(v)〉f(p), u, v ∈ TpM . A métrica de M é

chamada a métrica induzida por f , e f é uma imersão isométrica.

Seja f : Mn → M
n+m=k

uma imersão. Identificaremos U com f(U) e cada vetor

v ∈ TpM , q ∈ U , com dfq(v) ∈ Tf(q)M .

Para cada p ∈ M , o produto interno em TpM decompõe TpM na soma direta

TpM = TpM ⊕ (TpM)⊥,

onde (TpM)⊥ é o complemento ortogonal de TpM em TpM . A conexão Riemanniana de

M será indicada por ∇. Se X e Y são campos locais de vetores em M , e X e Y são

extensões locais em M , definimos

∇XY = (∇XY )T ·

Sejam X, Y ∈ X(M) e X, Y são extensões de X e Y em M , respectivamente,

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é um campo local em M normal a M , que não depende das extensões X e Y .

Indicando por X⊥ o espaço dos campos diferenciáveis de vetores normais à M , a

aplicação B pode ser considerada como um tensor B : X(M)×X(M)×X⊥(M) → D(M)

definido por

B(X, Y, N) = 〈B(X, Y ), N〉·

Proposição 1.24. Se X, Y ∈ X(U), a aplicação B : X(U)× X(U) → X(U)⊥ dada por

B(X, Y ) = ∇XY −∇XY,

é bilinear simétrica.
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Agora podemos definir a segunda forma fundamental. Seja p ∈ M e N ∈ (TpM)⊥. A

aplicação HN : TP M × TpM → R dada por

HN(X, Y ) = 〈B(X, Y ), N〉, X, Y ∈ TpM,

é, pela Proposição 1.24, uma forma bilinear simétrica.

Definição 1.25. A forma quadrátrica IIN definida em TpM por

IIN(X) = HN(X, X),

é chamada de segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal N .

Observe que à aplicação bilinear HN fica associada a uma aplicação linear auto–adjunta

SN : TpM → TpM , por

〈SNX, Y 〉 = HN(X,Y ) = 〈B(X, Y ), N〉·

Temos, à partir de alguns cálculos, que

SNX = −(∇XN)T ·

Observação 1.26. Quando a codimensão de uma imersão é 1, isto é, f : Mn → M
n+1

;

f(M) ⊂ M , dizemos que M é uma hipersuperf́ıcie de M .

Teorema 1.27. (Gauss). Sejam p ∈ M e x, y vetores ortonormais de TpM . Então

K(x, y)−K(x, y) = 〈B(x, x), B(y, y)〉 − |B(x, y)|2· (1.16)

Observação 1.28. No caso de hipersuperf́ıcie f : Mn → M
n+1

, a fórmula de Gauss

(1.16) admite uma expressão mais simples. Sejam p ∈ M e N ∈ (TpM)⊥. Seja {e1, . . . en}
uma base ortonormal de TpM para a qual SN = S é diagonal, isto é, S(ei) = λiei, i =

1, . . . , n, onde λ1 . . . , λn são as curvaturas principais. Então H(ei, ei) = λi e H(ei, ej) = 0,

se i 6= j. Portanto a equação (1.16) se escreve

K(ei, ej)−K(ei, ej) = λiλj· (1.17)
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A conexão normal ∇⊥ da imersão , é dada por

∇⊥
XN = (∇XN)N ·

De maneira análoga ao caso do fibrado tangente, introduz–se a partir da ∇⊥ uma noção

de curvatura no fibrado normal que é chamada curvatura normal R⊥ da imersão definida

por

R⊥(X, Y )N = ∇⊥
X∇⊥

Y N −∇⊥
Y∇⊥

XN −∇⊥
[X,Y ]N · (1.18)

Teorema 1.29. Sejam X,Y, Z, T ∈ X(M) e η, ζ ∈ X⊥(M), temos:

a) Equação de Gauss

〈R(X,Y )Z, T 〉 = 〈R(X, Y )Z, T 〉 − 〈B(Y, T ), B(X,Z)〉+ 〈B(X,T ), B(Y, Z)〉;

b) Equação de Ricci

〈R(X, Y )η, ζ〉 − 〈R⊥(X, Y )η, ζ〉 = 〈[Sη, Sζ ]X, Y 〉,

onde [Sη, Sζ ] indica o operador Sη ◦ Sζ − Sζ ◦ Sη.

Observação 1.30. Dizemos que o fibrado normal de uma imersão é plano se R⊥ = 0.

Admita que o espaço ambiente M tem curvatura seccional constante. Então a equação de

Ricci se escreve

〈R⊥(X,Y )η, ζ〉 = −〈[Sη, Sζ ]X, Y 〉·
Teorema 1.31. (Equação de Codazzi) A seguinte equação se verifica

〈R(X, Y )Z, η〉 = (∇Y B)(X, Z, η)− (∇XB)(Y, Z, η)·

Observação 1.32. Se o espaço ambiente M tem curvatura seccional constante, a equação

de Codazzi se reduz a:

(∇XB)(Y, Z, η) = (∇Y B)(X, Z, η)·
Se , além disto, a codimensão da imersão é 1, ∇⊥

Xη = 0, donde,

∇XB(Y, Z, η) = X〈Sη(Y ), Z〉 − 〈Sη(∇XY ), Z〉 − 〈Sη(Y ),∇XZ〉
= 〈∇X(Sη(Y )), Z〉 − 〈Sη(∇XY ), Z〉·

Portanto, neste caso, a equação de Codazzi se escreve

∇X(Sη(Y ))−∇Y (Sη(X)) = Sη([X, Y ])·
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A importância das equações de Gauss, Codazzi e Ricci é que, no caso em que o espaço

ambiente tem curvatura seccional constante, elas desempenham um papel análogo aos das

equações de compatibilidade na teoria local das superf́ıcies.

Enunciaremos em seguida o Teorema fundamental das superf́ıcies, que será usado no

caṕıtulo 3.

Teorema 1.33. Sejam E, F , G, e, f , g funções diferenciáveis definidas em um conjunto

aberto V ⊂ R2, com E > 0, G > 0. Suponha que as funções dadas satisfaçam as equações

de Gauss e Mainardi–Codazzi e que EG − F 2 > 0. Então, para todo q ∈ V existe uma

vizinhança U ⊂ V de q e um difeomorfismo x : U → x (U) ⊂ R3 tal que a superf́ıcie

regular x (U) ⊂ R3 tem E, F , G, e, f , g como coeficientes da primeira e segunda formas

fundamentais, respectivamente. Além disto, se U é conexo e se

x̃ : U → x̃ (U) ⊂ R3

é um outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas condições, então existe uma translação

T e uma transformação ortogonal própria ρ em R3 tal que x̃ = T ◦ ρ ◦ x.

Observamos que este Teorema pode ser generalizado para dimensões superiores, no

caso em que o espaço ambiente tem curvatura seccional constante, e neste caso as equações

de compatibilidade são dadas pelas equações de Gauss, Codazzi e de Ricci. Para maiores

detalhes ver [18].

Definição 1.34. Uma hipersuperf́ıcie M é dita genérica quando todas as suas curvaturas

principais são distintas.



Caṕıtulo 2

Condições necessárias para a
existência de hipersuperf́ıcies
conformemente planas no espaço
Euclidiano R4

Cartan mostrou em [5] que uma hipersuperf́ıcie conformemente plana genérica em R4,

pode ser parametrizada por linhas de curvatura, e que neste sistema de coordenadas

(x1, x2, x3) a primeira e a segunda formas fundamentais g e s, são representadas respec-

tivamente por:

g = eP (x){e2f(x)(dx1)2 + e2h(x)(dx2)2 + (dx3)2}· (2.1)

e

s = eP (x){λ(x)e2f(x)(dx1)2 + µ(x)e2h(x)(dx2)2 + ν(x)(dx3)2}· (2.2)

onde P (x) = P (x1, x2, x3), f(x) = f(x1, x2, x3) e h(x) = h(x1, x2, x3), e λ(x), µ(x) e ν(x)

são as curvaturas principais da direções principais x1, x2 e x3, respectivamente.

Utilizando o trabalho de Cartan, Hertrich-Jeromin em [10], mostrou que toda hiper-

superf́ıcie conformemente plana genérica pode ser parametrizada por linhas de curvatura

e que nestas coordenadas, a primeira e a segunda formas fundamentais, podem ser repre-

sentadas por:

g = e2P (x){cos2 ϕ(x)(dx1)2 + sin2 ϕ(x)(dx2)2 + (dx3)2} (2.3)

15
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e

s = e2P (x){λ(x) cos2 ϕ(x)(dx1)2 + µ(x) sin2 ϕ(x)(dx2)2 + ν(x)(dx3)2} (2.4)

ou

g = e2P (x){cosh2 ϕ(x)(dx1)2 + sinh2 ϕ(x)(dx2)2 + (dx3)2} (2.5)

e

s = e2P (x){λ(x) cosh2 ϕ(x)(dx1)2 + µ(x) sinh2 ϕ(x)(dx2)2 + ν(x)(dx3)2} (2.6)

onde P (x) = P (x1, x2, x3), ϕ(x) = ϕ(x1, x2, x3) e λ(x), µ(x) e ν(x) são as curvaturas

principais das direções x1, x2 e x3, respectivamente.

Neste caṕıtulo encontraremos algumas condições necessárias para a existência de hiper-

superf́ıcies conformemente planas genéricas em R4. Finalmente, considerando P = P (x3),

mostraremos que ϕ(x1, x2, x3) = A(x1, x2) + B(x3) e que as funções A e B satisfazem

condições especiais. Neste trabalho usamos as seguintes notações: xi representa a i–ésima

coordenada, fi representa a derivada parcial da função f em relação a i–ésima coorde-

nada e fij representa a derivada parcial de f em relação a i–ésima e a j–ésima coordenada

respectivamente.

O fato da primeira forma fundamental em (2.1) ser diagonalizável, temos o seguinte

resultado:

Teorema 2.1. Seja g uma métrica do tipo (2.1), então valem as seguintes equações:

(P + f)2(P + h)1 − P12 = f2h1, (2.7)

P2(P + h)3 − P23 = f23 + f2(f − h)3, (2.8)

P1(P + f)3 − P13 = h13 − h1(f − h)3. (2.9)

Demonstração: Segue diretamente da equação de Gauss que

R1323 = R1232 = R2131 = 0·

Como g é diagonalizável temos pela equação (1.8) que

R1323 = R3
132g33,
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e pela equação (1.7)

R3
132 =

3∑
s=1

Γs
12Γ

3
3s −

3∑
s=1

Γs
32Γ

3
1s +

∂

∂x3

Γ3
12 −

∂

∂x1

Γ3
32·

Como a métrica g é diagonal temos que

Γm
ij = 0 ∀ i 6= j 6= k· (2.10)

Sendo assim,

R3
132 = Γ1

12Γ
3
31 + Γ2

12Γ
3
32 − Γ3

32Γ
3
13 −

∂

∂x1

Γ3
32· (2.11)

Calculando os śımbolos de Christoffel da equação (2.11), temos que:

Γ1
12 =

1

2

{
∂

∂x1

g21 +
∂

∂x2

g11 − ∂

∂x1

g12

}
g11 =

1

2

{
∂

∂x2

e2(P+f)

}
e−2(P+f)

ou seja,

Γ1
12 = (P + f)2· (2.12)

Γ3
31 =

1

2

{
∂

∂x3

g13 +
∂

∂x1

g33 − ∂

∂x3

g31

}
g33 =

1

2

{
∂

∂x1

e2P

}
e−2P

isto equivale a,

Γ3
31 = P1· (2.13)

Γ2
12 =

1

2

{
∂

∂x1

g22 +
∂

∂x2

g21 − ∂

∂x2

g12

}
g22 =

1

2

{
∂

∂x1

e2(P+h)

}
e−2(P+h)

dáı temos que,

Γ2
12 = (P + h)1· (2.14)

Finalmente,

Γ3
32 =

1

2

{
∂

∂x3

g23 +
∂

∂x2

g33 − ∂

∂x3

g32

}
g33 =

1

2

{
∂

∂x2

e2P

}
e−2P

ou seja,

Γ3
32 = P2· (2.15)

Substituindo (2.12), (2.13), (2.14) e (2.15) em (2.11) temos

R3
132 = (P + f)2P1 + (P + h)1P2 − P2P1 − P12. (2.16)
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Como g33 6= 0 então R3
132 = 0, que é equivalente a

(P + f)2P1 + (P + h)1P2 − P2P1 − P12 = 0· (2.17)

Somando f2h1 nos dois lados da equação (2.17) e agrupando os termos convenientemente,

obtemos a equação (2.7).

Da equação (1.8), temos

R1232 = R2
123g22,

e como

R2
123 =

3∑
s=1

Γs
13Γ

2
2s −

3∑
s=1

Γs
23Γ

2
1s +

∂

∂x2

Γ2
13 −

∂

∂x1

Γ2
23,

segue por (2.10) que

R2
123 = Γ1

13Γ
2
21 + Γ3

13Γ
2
23 − Γ2

23Γ
2
12 −

∂

∂x1

Γ2
23· (2.18)

De modo análogo aos casos anteriores temos que

Γ1
13 = (P + f)3 e Γ2

23 = (P + h)3· (2.19)

Substituindo as equações (2.13), (2.14) e (2.19) em (2.18), temos

R2
123 = (P + f)3(P + h)1 + P1(P + h)3 − (P + h)3(P + h)1 − (P + h)13, (2.20)

como R2
123 = 0, e simplificando o segundo membro da equação (2.20), temos que

P1(P + f)3 + h1(f − h)3 − P13 − h13 = 0, (2.21)

obtemos assim a equação (2.9).

Como

R2131 = R1
213g11

e

R1
213 =

3∑
s=1

Γs
23Γ

1
1s −

3∑
s=1

Γs
13Γ

1
2s +

∂

∂x1

Γ1
23 −

∂

∂x2

Γ1
13,

segue por (2.10), que

R1
213 = Γ2

23Γ
1
12 + Γ3

23Γ
1
13 − Γ1

13Γ
1
21 −

∂

∂x2

Γ1
13· (2.22)



19

Para obter a equação (2.8) basta substituir (2.12), (2.15) e (2.19) na equação (2.22) e

usar o fato que R1
213 = 0.

Utilizando as equações do Teorema (2.1) obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2. Existe uma função ψ = ψ(x1, x2, x3) satisfazendo as seguintes condições:

ψ12 = (P + f)2(P + h)1 − P12 (2.23)

ψ13 = (P + f)3P1 − P13 (2.24)

ψ23 = (P + h)3P2 − P23. (2.25)

Além disso, a função ψ é determinada unicamente no seguinte sentido: se existe outra

função ψ satisfazendo as mesmas equações, então ψ(x1, x2, x3) = ψ(x1, x2, x3) + A(x1) +

B(x2) + C(x3).

Demonstração: Usando (2.7), (2.8) e (2.9) mostraremos inicialmente que as seguintes

equações são satisfeitas:

{P + f)3P1}2 = {(P + h)3P2}1, (2.26)

{P2(P + h)3}1 = {(P + f)2(P + h)1}3, (2.27)

{(P + h)1(P + f)2}3 = {P1(P + f)3}2. (2.28)

Temos que

{(P + f)3P1}2 − {(P + h)3P2}1 = (P + f)23P1 + (P + f)3P12 − (P + h)13P2 − (P + h)3P12

= (P + f)23P1 − (P + h)13P2 + (f − h)3P12

= (P23 + f23)P1 − (P13 + h13)P2 + (f − h)3P12.

Isolando P23 e P13 nas equações (2.8) e (2.9), respectivamente, e substituindo na última

igualdade da equação acima temos:

{(P + f)3P1}2 − {(P + h)3P2}1 = (P2(P + h)3 − f23 − f2(f − h)3 + f23) P1

− (P1(P + f)3 − h13 + h1(f − h)3 + h13) P2 + (f − h)3P12

= P1P2(h− f)3 − (f − h)3(f2P1 + h1P2 − P12)

= (h− f)3(P1P2 + f2P1 + h1P2 − P12)· (2.29)
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Por outro lado, de (2.7) temos:

P1P2 + h1P2 + f2P1 + f2h1 − P12 = f2h1,

que equivale a

P1P2 + h1P2 + f2P1 − P12 = 0, (2.30)

e substituindo (2.30) em (2.29) obtemos (2.26). De modo análogo, prova–se que (2.27) e

(2.28) são satisfeitas.

Agora demonstraremos que existe uma função L = L(x1, x2, x3) tal que

L12 = (P + f)2(P + h)1, L13 = (P + f)3P1 e L23 = (P + h)3P2. (2.31)

Utilizando a comutatividade das derivadas mistas, segue por (2.26), (2.27) e (2.28) que

existem funções K = K(x1, x2, x3), K = K(x1, x2, x3) e K̂ = K̂(x1, x2, x3) tal que

K1 = (P + f)3P1, K2 = (P + h)3P2, K1 = (P + f)2(P + h)1,

K3 = P2(P + h)3, K̂3 = P1(P + f)3, K̂2 = (P + h)1(P + f)2. (2.32)

Segue de (2.32) que K1 = K̂3, K2 = K3, K1 = K̂2. Sendo assim, existem funções

L = L(x1, x2, x3), L = L(x1, x2, x3) e L̂ = L̂(x1, x2, x3) tal que

L1 = K̂, L3 = K, L2 = K, L3 = K, L̂1 = K̂, L̂2 = K.

Portanto, temos L1 = L̂1 = K̂, L3 = L3 = K e L2 = L̂2 = K, que equivale a, (L−L̂)1 = 0,

(L− L)3 = 0 e (L− L̂)2 = 0. Então podemos concluir que

L− L̂ = U(x2, x3), L− L = V (x1, x2) e L− L̂ = W (x1, x3), (2.33)

segue de (2.33) que

W (x1, x3) = L− L̂ = (L− L̂)− (L− L) = U(x2, x3)− V (x1, x2)· (2.34)

De (2.34) temos que: W13 = 0, U23 = 0 e V12 = 0, ou seja

U(x2, x3) = X(x2) + Y (x3), V (x1, x2) = Z(x1) + X(x2) e W (x1, x3) = Y (x3)− Z(x1)·

Deste modo, podemos concluir que as funções L,L e L̂ são iguais a menos de funções de

variáveis separadas, e satisfaz a afirmação (2.31).

Para concluirmos a demonstração deste Teorema basta definir ψ = L− P .

Uma consequência imediata dos Teoremas (2.1) e (2.2) é o seguinte:
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Corolário 2.3. Considerando a função ψ(x1, x2, x3) dada no Teorema (2.2), então temos

as seguintes equações:

ψ12 = f2h1, ψ13 = h13 − h1(f − h)3 e ψ23 = f23 + f2(f − h)3. (2.35)

A prova segue diretamente das equações (2.23), (2.24) e (2.25) e das (2.7), (2.8) e

(2.9).

Aplicando o Corolário (2.3) para a métrica dada em (2.3) obtemos em seguida uma

condição de integrabilidade para ϕ. Neste caso vamos ter que:

cos2 ϕ(x) = e2f(x) (0 < e2f(x) ≤ 1), que é equivalente a, f(x) = ln (cos ϕ(x))

e

sin2 ϕ(x) = e2h(x) (0 < eh(x) ≤ 1), ou seja, h(x) = ln (sin ϕ(x)),

e dáı chegamos nos seguintes resultados:

ψ12 = −ϕ1ϕ2, ψ13 = ϕ13 cot ϕ, ψ23 = −ϕ23 tan ϕ· (2.36)

Derivando a segunda equação de (2.36) em relação a x2 temos:

ψ123 = ϕ123 cot ϕ− ϕ13ϕ2 csc2 ϕ· (2.37)

Agora derivando a terceira equação de (2.36) em relação a x1 temos:

ψ123 = −ϕ123 tan ϕ− ϕ23ϕ1 sec2 ϕ· (2.38)

Subtraindo (2.38) de (2.37) e isolando ϕ123, chegamos na condição de integrabilidade de

ϕ dada por:

ϕ123 = −ϕ1ϕ23 tan ϕ + ϕ2ϕ13 cot ϕ· (2.39)

No caso da métrica (2.5), temos:

cosh2 ϕ(x) = e2f(x) (e2f(x) ≥ 1), que é equivalente a, f(x) = ln (cosh ϕ(x))

e

sinh2 ϕ(x) = e2h(x), isto é, h(x) = ln (sinh ϕ(x)),

dáı chegamos nos seguintes resultados:

ψ12 = ϕ1ϕ2, ψ13 = ϕ13 coth ϕ, ψ23 = ϕ23 tanh ϕ· (2.40)
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Usando o mesmo procedimento acima, temos que a condição de integrabilidade para ϕ é

dada por

ϕ123 = ϕ1ϕ23 tanh ϕ + ϕ2ϕ13 coth ϕ· (2.41)

Em seguida, estudaremos hipersuperf́ıcies conformemente planas genéricas em R4 com

a primeira forma fundamental dada por:

g = e2P (x3){cos2 ϕ(x)(dx1)2 + sin2 ϕ(x)(dx2)2 + (dx3)2}, (2.42)

com a hipótese que ϕi 6= 0 (para i = 1, 2, 3) se verifica.

Um resultado importante que temos, é que uma hipersuperf́ıcie M é conformemente

plana se, e somente se, o tensor de Schouten é um tensor do tipo Codazzi, que equivale

a dizer que o tensor de Bach é nulo, para melhores detalhes ver [15]. Como a métrica

g = e2f(x)(dx1)2 + e2h(x)(dx2)2 + (dx3)2 é conformemente plana, então pela equação (1.15)

Bk
ji = 0, em particular, temos:

B3
23 = 0 B3

31 = 0 B2
23 = 0. (2.43)

Nosso objetivo agora é encontrar condições necessárias para a existência de hipersu-

perf́ıcies conformemente planas em R4, no caso particular em que P (x) = P (x3). Em

seguida, explicitaremos as equações (2.43), pois elas nos darão condições necessárias im-

portantes para a existência de hipersuperf́ıcies conformemente planas no caso particular

que vamos tratar. Como a métrica g é diagonal, temos que g(Xi, Xj) = 0, se i 6= j, e pela

equação (1.14) temos:

B3
23 = (∇X3S)(X2, X3)− (∇X2S)(X3, X3) = ∇X3(Ric(X2, X3))

− ∇X3(
K

4
g(X2, X3))−∇X2(Ric(X3, X3)) +∇X2(

K

4
g(X3, X3))· (2.44)

Como g(Xi, Xj) = 0, se i 6= j, e g(X3, X3) = 1 a equação (2.44)passa a ser dada por

B3
23 = X3(Ric(X2, X3))−Ric(∇X3X2, X3)−Ric(X2,∇X3X3)

− X2(Ric(X3, X3)) + Ric(∇X2X3, X3) + Ric(X3,∇X2X3) +
X2(K)

4
·
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Usando que, ∇Xi
Xj =

∑

k

Γk
ijXk, (Γk

ij = Γk
ji) e que um tensor de ordem dois é uma

aplicação bilinear, temos que

B3
23 = X3(Ric(X2, X3)) −

3∑

l=1

Γl
32Ric(Xl, X3)−

3∑

l=1

Γl
33Ric(X2, Xl)−X2(Ric(X3, X3))

+
3∑

l=1

Γl
23Ric(Xl, X3) +

3∑

l=1

Γl
23Ric(X3, Xl) +

X2(K)

4
,

ou seja,

B3
23 = X3(Ric(X2, X3)) −

3∑

l=1

Γl
33Ric(X2, Xl)−X2(Ric(X3, X3))

+
3∑

l=1

Γl
23Ric(X3, Xl) +

X2(K)

4
· (2.45)

Calculando os śımbolos de Christoffel da métrica g temos que:

Γm
33 = Γ3

12 = Γ3
23 = 0, (m = 1, 2, 3) e Γ2

23 = h3· (2.46)

Substituindo (2.46) em (2.45), temos que

B3
23 = X3(Ric(X2, X3))−X2(Ric(X3, X3)) + h3Ric(X3, X2) +

X2(K)

4
,

e pela definição de tensor de Ricci (ver (1.11)), temos que

Ric(X2, X3) =
3∑

j=1

Rj
2j3·

Como

R1
213 =

3∑

l=1

Γl
23Γ

1
1l +

3∑

l=1

Γl
13Γ

1
2l +

∂

∂x1

Γ1
23 −

∂

∂x2

Γ1
13,

segue que

R1
213 = f2h3 − f2f3 − f23· (2.47)

Usando o mesmo procedimento, temos

R2
223 =

3∑

l=1

Γl
23Γ

2
2l −

3∑

l=1

Γl
23Γ

2
2l +

∂

∂x2

Γ2
23 −

∂

∂x2

Γ2
23 = 0 (2.48)
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e

R3
233 =

3∑

l=1

Γl
23Γ

3
3l −

3∑

l=1

Γl
33Γ

3
2l +

∂

∂x3

Γ3
23 −

∂

∂x2

Γ3
33 = 0· (2.49)

Portanto

Ric(X2, X3) = f2h3 − f2f3 − f23· (2.50)

De maneira análoga temos

Ric(X3, X3) = −f33 − (f3)
2 − h33 − (h3)

2 (2.51)

e

Ric(X3, X2) = −f23 − f2f3 + f2h3· (2.52)

Pela equação (1.10) a curvatura escalar é dada por

K =
1

n(n− 1)

3∑

i,k=1

Ric(Xi, Xk)g
ik,

ou seja,

K = Ric(X1, X1)g
11 + Ric(X2, X2)g

22 + Ric(X3, X3)g
33· (2.53)

De modo análogo aos casos anteriores temos que:

Ric(X1, X1) = −(f22 + (f2)
2 − f2h2)e

2f−2h

− (h11 + (h1)
2 − f1h1)− e2f (f33 + (f3)

2 + f3h3) (2.54)

e

Ric(X2, X2) = −f22 − (f2)
2

− e2h−2f (h11 + (h1)
2 − f1h1) + e2h(−f3h3 − h33 − (h3)

2)· (2.55)

Substituindo (2.51), (2.54) e (2.55) em (2.53) temos

K = − 2(f22 + (f2)
2 − f2h2)e

−2h − 2(h11 − (h1)
2 − f1h1)

− 2f3h3 − 2f33 − 2(f3)
2 − 2h33 − 2h3· (2.56)

Pelas equações (2.50), (2.51), (2.52) e (2.56), dizer que B3
23 = 0, equivale a

{e−2h(f22 + (f2)
2 − f2h2)}2 + {e−2f (h11 + (h1)

2 − f1h1)}2

− {f33 + (f3)
2 + h33 + (h3)

2 − f3h3}2

= −2{f23 + f2f3 − f2h3}3 − 2{f23 + f2f3 − f2h3}h3· (2.57)
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Analogamente, mostra–se B3
31 = 0, é equivalente a

{e−2h(f22 + (f2)
2 − f2h2)}1 + {e−2f (h11 + (h1)

2 − f1h1)}1

− {f33 + (f3)
2 + h33 + (h3)

2 − f3h3}1

= −2{h13 + h1h3 − f3h1}3 − 2{h13 + h1h3 − f3h1}f3, (2.58)

e que B2
23 = 0, é equivalente a

e−2h{f22 + (f2)
2 − f2h2}3 + {e−2f (h11 + (h1)

2 − f1h1)}3

+ {f3h3 + h33 + (h3)
2 − f33 − (f3)

2}3

= 2e−2h{f23 + f2f3 − f2h3}2 − 2e−2h{f23 + f2f3 − f2h3}h2

+ 2e−2f{h13 + h1h3 − f3h1}h1

− 2e−2f{h11 + (h1)
2 − f1h1}h3 + 2{f33 + (f3)

2 − f3h3}h3· (2.59)

Se considerarmos a métrica g = cos2 ϕ(x)(dx1)2 + sin2 ϕ(x)(dx2)2 + (dx3)2, temos que as

três equações acima passam a ser dadas por:

2 cos 2ϕϕ2(ϕ22 − ϕ11) + sin 2ϕ(ϕ112 − ϕ222)− sin 2ϕϕ233

= −2 cos 2ϕϕ3ϕ23 + 2ϕ3ϕ23 − 2ϕ2ϕ33, (2.60)

2 cos 2ϕϕ1(ϕ22 − ϕ11) + sin 2ϕ(ϕ111 − ϕ122) + sin 2ϕϕ133

= 2 cos 2ϕϕ3ϕ13 + 2ϕ3ϕ13 − 2ϕ1ϕ33, (2.61)

sin 2ϕ(ϕ113 + ϕ223 + ϕ333) − 2 cos 2ϕ(ϕ3ϕ33 + ϕ1ϕ13 + ϕ2ϕ23)

= 2ϕ1ϕ13 − 2ϕ2ϕ23 − 2ϕ3(ϕ11 − ϕ22). (2.62)

Considerando P = P (x3), mostraremos em seguida o seguinte resultado.

Proposição 2.4. Considerando g a métrica dada em (2.3), onde P é função apenas de

x3 então temos que

ϕ(x1, x2, x3) = A(x1, x2) + B(x3)
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Demonstração: Provar a afirmação acima é equivalente a provar que ϕ13 = ϕ23 = 0·
Como por hipótese P = P (x3), então de (2.24) e (2.25) temos que

ψ13 = ψ23 = 0

por (2.36), isto é equivalente a

ϕ13 cot ϕ = 0 e − ϕ23 tan ϕ = 0·

Logo temos que,

ϕ13 = ϕ23 = 0·

O próximo resultado nos fornece uma condição necessária importante para existência

de hipersuperf́ıcies conformemente planas em R4.

Proposição 2.5. Considerando a métrica g dada em (2.42) e suponha que a função ϕ

dada por

ϕ(x1, x2, x3) = A(x1, x2) + B(x3) (2.63)

satisfaz, B3 6= 0, A1 6= 0 e A2 6= 0.

Então, temos que:

(I) A função A(x1, x2) satisfaz a equação de Sine-Gordon:

A11 − A22 =
E2

2
sin(2A)

(II) A função B(x3) é uma função amplitude de Jocobi (uma função eĺıptica), satis-

fazendo:

B3 =
√

G2 − E2 sin2 B(x3)

onde E e G são constantes positivas.

Demonstração: Provaremos primeiramente que a função A(x1, x2) satisfaz a equação

de Sine-Gordon

A11 − A22 =
E2

2
sin(2A− 2F ) (2.64)

onde E e F são constantes.
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Pelas equações (2.60), (2.61) e (2.63) temos que

2 cos 2ϕA2(A22 − A11) + sin 2ϕ(A112 − A222) = −2A2B33, (2.65)

2 cos 2ϕA1(A22 − A11) + sin 2ϕ(A111 − A122) = −2A1B33· (2.66)

dividindo (2.65) por A2 e (2.66) por A1, temos que

(A11 − A22)1

A1

=
(A11 − A22)2

A2

·

Definimos uma função C(x1, x2) por

2C(x1, x2) = −(A11 − A22)1

A1

(2.67)

onde consideramos A1 6= 0 e A2 6= 0. Definimos agora as funções D(x1, x2) e ζ(x1, x2) por

D(x1, x2) = A11 − A22, (2.68)
√

C2(x1, x2) + D2(x1, x2) cos ζ(x1, x2) = C(x1, x2), (2.69)
√

C2(x1, x2) + D2(x1, x2) sin ζ(x1, x2) = D(x1, x2)· (2.70)

Isolando B33 em (2.65) (ou (2.66)) e substituindo (2.67) e (2.68), temos

B33 = C sin 2ϕ + D cos 2ϕ =
√

C2 + D2 cos ζ sin 2ϕ +
√

C2 + D2 sin ζ cos 2ϕ

=
√

C2 + D2 sin (2ϕ + ζ) =
√

C2 + D2 sin (2(A + B) + ζ)

=
√

C2 + D2 sin (2A + ζ) cos 2B +
√

C2 + D2 cos (2A + ζ) sin 2B· (2.71)

Como B = B(x3), então pela equação (2.71) as funções

C =
(√

C2 + D2 sin (2A + ζ)
)

(x1, x2) e D =
(√

C2 + D2 cos(2A + ζ)
)

(x1, x2)

são constantes. Portanto, as funções
(√

C2 + D2
)
(x1, x2) e (2A + ζ) (x1, x2) também são

constantes. Então temos

B33 = C cos 2B + D sin 2B· (2.72)

Por outro lado, da equação (2.62), temos

sin 2ϕB333 = 2B3(cos 2ϕB33 − A11 + A22)· (2.73)
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Da equação (2.72), temos

B333 = −2B3C sin 2B + 2B3D cos 2B· (2.74)

Substituindo (2.72) e (2.74) em (2.73), temos

2B3 sin 2ϕ(−C sin 2B + D cos 2B) = 2B3

{
cos 2ϕ(C cos 2B + D sin 2B)− A11 + A22

}
,

por hipótese B3 6= 0, então

sin 2ϕ(−C sin 2B + D cos 2B) = cos 2ϕ(C cos 2B + D sin 2B)− A11 + A22,

isolando A11 − A22, obtemos

A11 − A22 = C(sin 2ϕ sin 2B + cos 2ϕ cos 2B) + D(cos 2ϕ sin 2B − sin 2ϕ cos 2B),

ou seja,

A11 − A22 = C cos 2(ϕ−B)−D sin 2(ϕ−B)·
Por (2.63) temos que

A11 − A22 = C cos 2A−D sin 2A· (2.75)

Tomanos uma constante F , tal que
√

C2 + D2 sin 2F = −C e
√

C2 + D2 cos 2F = −D

e definimos E2 = 2
√

C2 + D2, substituindo estas expressões em (2.75), obtemos

A11 − A22 =
E2

2
(− sin 2F cos 2A + cos 2F sin 2A)

ou seja,

A11 − A22 =
E2

2
sin (2A− 2F ), (2.76)

como ϕ = A + B = (A − F ) + (B + F ), para concluir a demonstração de (I), basta

substituir A no lugar de A− F na equação (2.76) .

A função B(x3) é determinada pela seguinte equação:

B3(x
3) =

√
G2 − E2(sin (B(x3) + F ))2 (2.77)

onde E e F são as mesmas constantes dadas acima e G é outra constante.
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De fato, da equação (2.72), temos que

{
(B3)

2
}

3
= 2B3B33 = 2B3

{
C cos 2B + D sin 2B

}

= −2B3

{√
C2 + D2 sin 2F cos 2B +

√
C2 + D2 cos 2F sin 2B

}

= −2B3

{√
C2 + D2 sin 2B + 2F

}
·

Pondo E2 = 2
√

C2 + D2, temos

{
(B3)

2
}

3
= −B3E

2 sin (2B + 2F )· (2.78)

Integrando (2.78) em relação a x3, obtemos

(B3)
2 = c +

E2

2
cos (2B + 2F ) (2.79)

com c constante.

Portanto, fazendo G2 = c +
√

C2 + D2 e substituindo em (2.79), temos

(B2)
2 = G2 − E2

2
+

E2

2
cos (2B + 2F ) = G2 − E2

2
(1− cos (2B + 2F ))

E2

2
, (2.80)

substituindo a relação trigonométrica

sin2 θ =
1− cos 2θ

2

na última igualdade da equação (2.80), obtemos

(B3)
2 = G2 − E2 sin2 (B + F )· (2.81)

Para concluir a demonstração da Proposição, basta trocar B + F por B na equação

(2.81).



Caṕıtulo 3

Hipersuperf́ıcies conformemente
planas em R4, com três curvaturas
principais distintas

3.1 Exemplos de hipersuperf́ıcies conformemente planas

em R4

O objetivo desta seção é construir um exemplo de uma hipersuperf́ıcie conformemente

plana genérica em R4. Este exemplo é construido a partir de uma superf́ıcie em R3 com

curvatura constante negativa.

Exemplo 3.1. Considerando uma constante σ ∈ (−π

2
,
π

2
) e uma função u(x1, x2) =

(x2 − x1 sin σ)

cos σ
, defina a seguinte aplicação:

f(x1, x2) = (cosh u)−1(− cos σ sin x1, cos σ cos x1, x2 cosh u− cos σ sinh u)· (3.1)

A superf́ıcie gerada por f é conhecida como hélice de Dini e tem curvatura -1 (ver [10]).

Se σ = 0 a hélice é exatamente a pseudo–esfera.

O vetor normal unitário N(x1, x2) é dado por

N = (cosh u)−1(− cos σ sin x1 sinh u + sin σ cos x1 cosh u,

cos σ cos x1 sinh u + sin σ sin x1 cosh u, cos σ)· (3.2)

30



31

Definimos as funções l(x3) e m(x3) por

l(x3) = − tan B(x3), m3(x
3) =

√
1−G2

(cos B(x3))2

sendo B(x3) a função dada na Proposição (2.5) satisfazendo G2 < E2 = 1 e B(0) = 0.

Então, a aplicação p(x1, x2, x3) em R4 dada por

p(x1, x2, x3) =
(
f(x1, x2), 0

)
+

(
l(x3)N(x1, x2),m(x3)

)
(3.3)

define uma hipersuperf́ıcie conformemente plana genérica.

De fato: Por cálculos diretos obtemos que:

f1 = (cosh u)−2(− cos σ cos x1 cosh u− sin σ sin x1 sinh u,

− cos σ sin x1 cosh u + sin σ cos x1 sinh u, sin σ) (3.4)

e

f2 = sinh u(cosh u)−2(sin x1,− cos x1, sinh u)· (3.5)

Logo temos que ‖ f1 ‖2=
1

cosh2 u
e ‖ f2 ‖2=

(
sinh u

cosh u

)2

, onde estamos supondo u > 0. A

função A(x1, x2) será definida para a hélice de Dini pelas relações abaixo:

‖ f1 ‖= cos A =
1

cosh u
e ‖ f2 ‖= sin A =

sinh u

cosh u
· (3.6)

Calculando N1 e N2, obtemos:

N1 =
sinh u

cosh2 u
(− cos σ cos x1 cosh u− sin σ sin x1 sinh u,

− cos σ sin x1 cosh u + sin σ cos x1 sinh u, sin σ)

e

N2 = −(cosh u)−2(sin x1,− cos x1, sinh u) = −(sinh u)−1 sinh u(cosh u)−2(sin x1,− cos x1, sinh u)·

Pelas equações (3.4) e (3.5)

N1 = sinh u f1 e N2 = −(sinh u)−1f2· (3.7)
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Para a aplicação p(x1, x2, x3), temos

p1 = (f1, 0) + (lN1, 0) = (f1, 0) + (l sinh uf1, 0) = (1 + l sinh u)(f1, 0),

p2 = (f2, 0) + (lN2, 0) = (f2, 0) + (l(− sinh u)−1f2, 0) = (1− l(sinh u)−1)(f2, 0)

e

p3 = (l3N,m3)·
Sendo assim,

‖ p1 ‖2= (1 + l sinh u)2 ‖ f1 ‖= (1 + l sinh u)2

cosh2 u
,

‖ p2 ‖2= (1− l(sinh u)−1)2 ‖ f2 ‖2= (1− l(sinh u)−1)2

(
sinh u

cos u

)2

=
(sinh u− l)2

cosh2 u

e

‖ p3 ‖2= (l3)
2 ‖ N ‖2 +(m3)

2 = (l3)
2 + (m3)

2·
(Se tomarmos l3 com l(0) = 0, então as funções (1 + l sinh u) e (sinh u − l) são positivas

em torno de x3 = 0.)

Queremos que as funções (l(x3),m(x3)) satisfaça as equações

cos (A + B) =
‖ p1 ‖√

(l3)2 + (m3)2
, sin (A + B) =

‖ p2 ‖√
(l3)2 + (m3)2

· (3.8)

De fato, se existe tais funções, como 〈pi,pj〉 = 0 se i 6= j, então a métrica g induzida de

p é

g = ((l3)
2 + (m3)

2)
{
cos2(A + B)(dx1)2 + sin2(A + B)(dx2)2 + (dx3)2

} ·

Por outro lado se, l(x3) = tan B(x3) e m3(x
3) =

√
1−G2

(cos (B(x3)))2
, isto implica,

l3 = −B3 sec3 B, logo

(l3)
2 + (m3)

2 = (B3)
2 sec4 B + sec4 B(1−G2), (3.9)

pela Proposição (2.5) e usando E2 = 1, temos

(B3)
2 = G2 − sin2 B· (3.10)
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Substituindo (3.10) em (3.9), temos que

(l3)
2 + (m3)

2 = sec4 B(G2 − sin2 B) + sec4 B(1−G2)

= sec4 B(1− sin2 B) = sec4 B cos2 B

= sec2 B = 1 + tan2 B = 1 + l2· (3.11)

Logo

g = (1 + l2)
{
cos2(A + B)(dx1)2 + sin2(A + B)(dx2)2 + (dx3)2

}
, (3.12)

onde (1 + l2) depende apenas de x3, e a métrica g é conformemente plana.

Suponhamos que as funções l(x3) e m(x3) satisfazem as equações (3.8), então





cos A cos B − sin A sin B =
‖ p1 ‖√

(l3)2 + (m3)2

sin A cos B + cos A sin B =
‖ p2 ‖√

(l3)2 + (m3)2

resolvendo o sistema acima, temos

cos B =
1√

(l3)2 + (m3)2
e sin B = − l√

(l3)2 + (m3)2
·

Portanto,

l(x3) = − tan B(x3)·
Neste caso, l3 = − B3

(cos B)2
, e pela Proposição (2.5) (no caso E2 = 1), temos

(l3)
2 =

G2 − sin2 B

(cos B)4
·

Além disso, de (1 + l2) = ((l3)
2 + (m3)

2), obtemos

(m3)
2 = 1 + l2 − (l3)

2 = 1 + l2 − G2 − sin2 B

(cos B)4
= 1 +

sin2 B

cos2 B
− G2 − sin2 B

cos4 B

=
cos4 B + cos2 B sin2 B −G2 + sin2 B

cos4 B
=

1−G2

cos4 B
·

Logo G2 < 1 e m3 =

√
1−G2

cos2 B
. Reciprocamente, quando temos l = − tan B e m3 =√

1−G2

cos2 B
, a equação (3.8) é satisfeita.
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Provaremos agora que as curvas coordenadas de p são linhas de curvatura. O vetor

normal unitário de p é dado por

N*(x1, x2, x3) =
1√

1 + l2
(m3N,−l3)·

Então,

N*1 =
1√

1 + l2
(m3N1, 0) =

1√
1 + l2

(m3 sinh uf1, 0) =
m3 sinh u√

1 + l2
(f1, 0)· (3.13)

Observe que

1 + l2 = (l3)
2 + (m3)

2 =
1−G2

(cos B)4
+

G2 − sin2 B

(cos B)4
=

1

(cos B)2
, (3.14)

e como m3 =

√
1−G2

(cos B)2
, substituindo m3 e a equação (3.14) em (3.13), temos

N*1 =

√
1−G2

(cos B)2
cos B sinh u(f1, 0) =

√
1−G2

cos B
sinh u(f1, 0)

=

√
1−G2

cos B
sinh u

1 + l sinh u

1 + l sinh u
(f1, 0) =

√
1−G2 sinh u

cos B + l cos B sinh u
(1 + l sinh u)(f1, 0)

=

√
1−G2 sinh u

cos B − cos B tan B sinh u
p1

ou seja,

N*1 =

√
1−G2 sinh u

cos B − sin B sinh u
p1· (3.15)

Usando o mesmo racioćınio temos

N*2 =
1√

1 + l2
(m3N2, 0) =

1√
1 + l2

(−m3(sinh u)−1f2, 0) = − m3√
1 + l2

1

sinh u
(f2, 0)

= −
√

1−G2

cos B sinh u
(f2, 0) = −

√
1−G2

cos B sinh u

1− l(sinh u)−1

1− l(sinh u)−1
(f2, 0)

= −
√

1−G2

cos B sinh u + cos B tan B
(1− l(sinh u)−1)(f2, 0)

ou seja,

N*2 = −
√

1−G2

sin B + cos B sinh u
p2· (3.16)
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Como
1√

1 + l2
= cos B, m3 =

√
1−G2

(cos B)2
e l3 =

√
G2 − sin2 B

(cos B)2
, então N* pode ser escrito

da seguinte forma:

N* =

(√
1−G2

cos B
N,

√
G2 − sin2 B

cos B

)
,

assim

N*3 =



√

1−G2NB3 sin B

(cos B)2
,
−B3 sin B cos B√

G2−sin2 B
cos B −

√
G2 − sin2 B(−B3 sin B)

(cos B)2




=

(√
1−G2NB3 sin B

(cos B)2
,
−B3 sin B cos2 B + (G2 − sin2 B)B3 sin B√

G2 − sin2 B(cos B)2

)

=

(
−
√

1−G2 sin BNl3,−(1−G2) sin B

(cos B2)

)
= −

√
1−G2 sin B

(
Nl3,

√
1−G2

(cos B)2

)

= −
√

1−G2 sin B (Nl3,m3)

ou seja,

N*3 = − sin B
√

1−G2 p3· (3.17)

Observe que Ni = dN(ei) = −λiei (i = 1, 2, 3), onde ei é uma base do espaço tangente e

λi são as curvaturas principais correspondentes as curvas xi. Pelas equações (3.15), (3.16)

e (3.17) as curvaturas principais são:

λ1 = −
√

1−G2 sinh u

cos B − sin B sinh u
, λ2 =

√
1−G2

sin B + cos B sinh u
, λ3 = sin B

√
1−G2·

Agora, mostraremos que as curvaturas principais são distintas. Suponhamos que duas

delas sejam iguais. Se λ1 = λ2 teŕıamos que

− sinh u

cos B − sin B sinh B
=

1

sin B + cos B sinh u

isto é equivalente a,

− sinh u(sin B + cos B sinh u) = cos B − sin B sinh u

ou seja,

cos B(sinh2 u + 1) = 0
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mas cos B 6= 0, pois l(x3) = − tan B, logo sinh2 u + 1 = 0, absurdo, pois sinh2 u + 1 =

cosh2 u 6= 0. Logo λ1 6= λ2.

Se λ1 = λ3 teŕıamos que

− sinh u

cos B − sin B sinh B
= sin B

isto é equivalente a,

− sinh u = sin B cos B − sin2 B sinh u,

logo

cos2 B sinh u = − sin B cos B

ou seja,

sinh u = − tan B·
Como u = u(x1, x2) e B = B(x3), então

sinh u = − tan B = k (k constante).

Dáı temos,

(sinh u)2 = u2 cosh u = 0,

como cosh u 6= 0 então u2 = 0, ou seja,
1

cos σ
= 0, que é uma contradição. Logo λ1 6= λ3.

Se λ2 = λ3 teŕıamos que

sin B =
1

sin B + cos B sinh u

que é equivalente a,

sin2 B + sin B cos B sinh u = 1

assim,

sin B cos B sinh u = cos2 B

ou seja,

sinh u = cot B,

que implica em λ2 6= λ3.

Portanto as curvaturas principais são distintas, completando assim a construção do

exemplo.
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3.2 A construção de uma famı́lia de hipersuperf́ıcies

conformemente planas

Nosso objetivo agora é extender os resultados obtidos no exemplo (3.1) para superf́ıcies

com curvatura constante negativa em R3 e S3. Nesta direção, construiremos em seguida

uma nova famı́lia de hipersuperf́ıcies conformemente planas genéricas com a métrica

(2.42), que serão constrúıdas a partir de superf́ıcies com curvatura constante negativa

em R3 ou S3 com a métrica ĝ = cos2 A(dx1)2 + sin2 A(dx2)2. Construiremos também

uma nova famı́lia de hipersuperf́ıcies conformemente planas genéricas com a métrica

g = e2P (x3){cosh2 ϕ(x)(dx1)2 + sinh2 ϕ(x)(dx2)2 + (dx3)2}, que serão constrúıdas a par-

tir de superf́ıcies com curvatura constante positiva em R3 ou S3 com a métrica ĝ =

cosh2 A(dx1)2 + sinh2 A(dx2)2. Mostraremos inicialmente o seguinte resultado:

Teorema 3.2. Seja f : R2 7→ R4 uma superf́ıcie imersa em R4. Suponhamos que existe

uma base ortonormal {N,N} do fibrado normal de f satisfazendo as seguintes condições:

N1 = k1(x
1, x2)f1 , N2 = k2(x

1, x2)f2 (3.18)

N1 = k1(x
1, x2)f1 , N2 = k2(x

1, x2)f2 (3.19)

onde ki e ki denotam as curvaturas principais de f. Além disso, suponhamos que, a partir

da superf́ıcie f e de duas funções l(x3) e m(x3) com m(0) = l(0) = 0 a hipersuperf́ıcie

p : (x1, x2, x3) 7→ p(x1, x2, x3) ∈ R4 é definida da seguinte forma:

p(x1, x2, x3) = f(x1, x2) + l(x3)N(x1, x2) + m(x3)N(x1, x2)· (3.20)

Então, temos o seguinte fato: Se (l(x3),m(x3)) não é uma reta em R2 e a primeira

forma fundamental de p é representada em termos das funções A(x1, x2) e B(x3) (B(0) =

0) dadas na Proposição (2.5) por

e2P (x3){cos2(A + B)(dx1)2 + sin2(A + B)(dx2)2 + (dx3)2}, (3.21)

então a superf́ıcie f mencionada acima está contida no hiperplano R3 ou na esfera padrão

S3 em R4.

Demonstração: Considere primeiramente p(x1, x2, 0). Então, p1(x
1, x2, 0) = f1 e

p2(x
1, x2, 0) = f2, e a primeira forma fundamental da função f é

e2P (0){cos2 A(dx1)2 + sin2 A(dx2)2}·
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Podemos substituir e2P (0)f(x1, x2) por f(x1, x2), desde que, supomos eP (0) = 1 e

(l23 + m2
3)(0) = 1.

Prosseguindo, pelas equações (3.18), (3.19) e (3.20) temos:

p1 = f1 + lN1 + mN1 = (1 + lk1 + mk1)f1 (3.22)

p2 = f2 + lN2 + mN2 = (1 + lk2 + mk2)f2 (3.23)

p3 = l3N + m3N· (3.24)

Pelas equações (3.22), (3.23) e (3.24) temos:

‖ p1 ‖2= (1 + lk1 + mk1)
2 ‖ f1 ‖2 = (1 + lk1 + mk1)

2 cos2 A, (3.25)

‖ p2 ‖2= (1 + lk2 + mk2)
2 ‖ f2 ‖2 = (1 + lk2 + mk2)

2 sin2 A, (3.26)

‖ p3 ‖2= l23 ‖ N ‖2 +m2
3 ‖ N ‖2 = l23 + m2

3· (3.27)

Suponhamos cos A ≥ 0, sin A ≥ 0, (1 + lk1 + mk1) ≥ 0 e 1 + lk2 + mk2 ≥ 0. Pelas

equações (3.21), (3.25), (3.26) e (3.27), temos




cos (A + B) =
1 + lk1 + mk1√

l23 + m2
3

cos A

sin (A + B) =
1 + lk2 + mk2√

l23 + m2
3

sin A

Resolvendo o sistema acima, temos:

cos B − 1√
l23 + m2

3

=
l√

l23 + m2
3

(k1 cos2 A + k2 sin2 A)

+
m√

l23 + m2
3

(k1 cos2 A + k2 sin2 A) (3.28)

e

sin B = sin A cos A

{
l√

l23 + m2
3

(k2 − k1) +
m√

l23 + m2
3

(k2 − k1)

}
· (3.29)

Nas equações (3.28) e (3.29) as funções do lado esquerdo e as funções
l√

l23 + m2
3

,
m√

l23 + m2
3

dependem apenas de x3 e além disso (l(x3),m(x3)) não é uma reta, então existem cons-

tantes C1, C2, C3 e C4, tal que

(k1 cos2 A + k2 sin2 A) = C1, (k1 cos2 A + k2 sin2 A) = C2, (3.30)
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sin A cos A(k2 − k1) = C3, sin A cos A(k2 − k1) = C4· (3.31)

Multiplicando a primeira equação de (3.30) por cos A e a primeira equação (3.31) por

sin A, e subtraindo–as obtemos:

k1 = C1 − C3 tan A· (3.32)

Usando o mesmo racioćınio, multiplicando a primeira equação de (3.30) por sin A e a

primeira equação de (3.31) por cos A e somando–as obtemos:

k2 = C1 + C3 cot A· (3.33)

Fazendo o mesmo para as segundas equações de (3.30) e (3.31), temos

k1 = C2 − C4 tan A, k2 = C2 + C4 cot A· (3.34)

Substituindo (3.32), (3.33) e (3.,34) em (3.18) e (3.19), temos que:

N1 = (C1 − C3 tan A)f1 , N2 = (C1 + C3 cot A)f2, (3.35)

N1 = (C2 − C4 tan A)f1 , N2 = (C2 + C4 cot A)f2· (3.36)

Pelas equações (3.35) e (3.36), para i = 1, 2

(C4N− C3N)i = (C1C4 − C2C3)fi· (3.37)

Na equação (3.37), se (C1C4−C2C3) = 0, então a superf́ıcie f está contida em R3, ortogonal

ao vetor constante (C4N− C3N).

Finalmente, estudamos o caso (C1C4−C2C3) 6= 0. Sem perda de generalidade, supon-

hamos (C1C4 − C2C3) = 1. Pela equação (3.37) existe um vetor constante a tal que

C4N− C3N = a + f. Quando diferenciamos ambos os lados de

〈(C4N− C3N), f〉 = 〈a, f〉+ 〈f, f〉

com respeito a xi (i = 1, 2) temos

〈fi, f〉+ 〈(C4N− C3N), fi〉 = 〈a, fi〉+ 2〈fi, f〉·

Como N e N são normais a f, temos que 〈a + f, fi〉 = 0. Logo 〈a + f, a + f〉 é constante.

Portanto, a superf́ıcie f está na esfera padrão S3 com centro −a.
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Em seguida, estudaremos o problema de existência de superf́ıcies em R3 e S3, satis-

fazendo as seguintes condições:

(I) A superf́ıcie tem uma métrica ĝ = cos2 A(dx1)2 + sin2 A(dx2)2.

(II) Existe uma base ortonormal, para o fibrado normal satisfazendo as condições

(3.35) e (3.36).

Além disso, quando uma superf́ıcie em R4, está contida em R3, tomamos como um dos

campos de vetores normais um vetor constante ortogonal a R3, enquanto a superf́ıcie

está contida em S3 tomamos como um dos campos de vetores normais, o vetor posição

satisfazendo as condições da Proposição (2.5) em cada ponto. Será denotado por S3(1) a

esfera padrão com raio 1.

Lema 3.3. Para qualquer função A(x1, x2) satisfazendo as condições da Proposição (2.5),

considere ĝ = cos2 A(dx1)2 + sin2 A(dx2)2 e ŝ = E sin A cos A{(dx1)2 − (dx2)2}, formas

quadráticas em R3. Então existe uma imersão f : R2 → R3 em R3 admitindo ĝ e ŝ como

a primeira e segunda formas fundamentais.

Demonstração: Pelo Teorema (1.33), para mostrar que existe a imersão em R3 tendo

ĝ e ŝ como a primeira e a segunda formas fundamentais, basta mostrar que as funções

dadas em ĝ e ŝ satisfazem as equações de Gauss e Mainardi–Codazzi, que são dadas,

respectivamente, como segue:

(Γ2
12)1 − (Γ2

11)2 + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22 − Γ1

11Γ
2
12 = −EK, (3.38)

onde E = ĝ11 e K é a curvatura Gaussiana,

e2 =
E2

2
(
e

E
+

g

G
) (3.39)

e

g1 =
G1

2
(
e

E
+

g

G
), (3.40)

onde E = ĝ11 = cos2 A, G = ĝ22 = sin2 A, e = ŝ11 = E sin A cos A e

g = ŝ22 = −E sin A cos A.

Por um cálculo direto temos que os śımbolos de Christoffel são:

Γ1
11 = −A1

sin A

cos A
, Γ1

12 = −A2
sin A

cos A
, Γ2

12 = A1
cos A

sin A
, Γ2

11 = Γ2
22 = A2

cos A

sin A
· (3.41)
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Agora calcularemos a curvatura Gaussiana. Como ĝij = 0 para i 6= j, a curvatura

Gaussiana é dada por:

K = − 1

2
√

EG

{(
E2√
EG

)

2

+

(
G1√
EG

)

1

}
,

então,

K = − 1

2 sin A cos A

{(
−A2

2 sin A cos A

sin A cos A

)

2

+

(
A1

2 sin A cos A

sin A cos A

)

1

}

ou seja,

K =
A22 − A11

sin A cos A
· (3.42)

Como a função A(x1, x2) satisfaz Sine–Gordon temos que K = −E2.

Substituindo as equações (3.41) no lado da equação (3.38), obtemos:

(Γ2
12)1 − (Γ2

11)2 + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22 − Γ1

11Γ
2
12 = (A11 − A22) cot A

− (A2
1 − A2

2) csc2 A− A2
2 + (A2

1 − A2
2) cot2 A + A2

1

= (A11 − A22) cot A = − cos2 A
A22 − A11

sin A cos A
= −EK, (3.43)

mostrando assim que a equação de Gauss está satisfeita.

Em seguida, mostraremos que vale as equações de Mainardi–Codazzi. Considerando

o lado direito da equação (3.39), obtemos:

E2

2
(
e

E
+

g

G
) = −A2 sin A cos A(E

sin A

cos A
−E

cos A

sin A
) = −A2E(sin2 A−cos2 A) = e2· (3.44)

Calculando o lado direito da equação (3.40), obtemos:

G1

2
(
e

E
+

g

G
) = A1 sin A cos A(E

sin A

cos A
− E

cos A

sin A
) = A1E(sin2− cos2 A) = g1· (3.45)

Das equações (3.43), (3.44) e (3.45) concluimos o Lema.

Observação 3.4. O Lema (3.3), também é válido para uma superf́ıcie em S3, basta

substituir a segunda forma fundamental por:

ŝ =
√

E2 + 1 sin A cos A{(dx1)2 − (dx2)2}.

Utilizando o Lema (3.3) provaremos o seguinte resultado.
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Teorema 3.5. Sejam A(x1, x2) e B(x3) funções satisfazendo a Proposição (2.5). Seja

f uma superf́ıcie com curvatura constante negativa em R3 determinada no Lema (3.3),

onde a primeira e a segunda formas fundamentais são:

ĝ = cos2 A(dx1)2 + sin2 A(dx2)2, ŝ = E sin A cos A{(dx1)2 − (dx2)2}·

Então, a aplicação p(x1, x2, x3) em R4, gerada pela imersão f e a função B(x3) dada

por (3.20), define uma hipersuperf́ıcie conformemente plana genérica se, e somente se, a

constante G2 satisfaz E2 > G2. Além disso, a hipersuperf́ıcie p está parametrizada por

linhas de curvatura.

Demonstração: Seja N(x1, x2) um vetor normal unitário de f em R3. Então, a função

p(x1, x2, x3) dada por (3.20) é determinada por

p(x1, x2, x3) = (f(x1, x2) + l(x3)N(x1, x2),m(x3)),

como sij = 0, se i 6= j na segunda forma fundamental, temos

N1 = −λ1f1, N2 = −λ2f2

onde λi (i = 1, 2) são as curvaturas principais de f. Como a primeira e a segunda formas

fundamentais de f são diagonalizáveis, temos:

λi =
sii

gii

, (i = 1, 2)

onde gii e sii são os coeficientes da primeira e da segunda formas fundamentais, respecti-

vamente. Então

λ1 =
E sin A cos A

cos2 A
= E tan A,

λ2 = −E sin A cos A

sin2 A
= −E cot A·

Logo N1 = −E tan Af1 e N2 = E cot Af2. Usando o mesmo racioćınio do Exemplo (3.3),

temos:

p1 = (f1 + lN1, 0) = (1− lE tan A)(f1, 0),

p2 = (f2 + lN2, 0) = (1 + lE cot A)(f2, 0)
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e

p3 = (l3N,m3),

dáı temos:

‖ p1 ‖2= (1− El tan A) cos2 A,

‖ p2 ‖2= (1 + lE cot A) sin2 A

e

‖ p3 ‖2= l23 + m2
3·

Queremos encontrar as funções (l(x3),m(x3)) tal que

cos (A + B) =
‖ p1 ‖
l23 + m2

3

, sin (A + B) =
‖ p2 ‖
l23 + m2

3

·

Assim, 



cos A cos B − sin A sin B =
(1− lE tan A) cos A√

m2
3 + m2

3

sin A cos B + sin B cos A =
(1 + lE cot A) sin A√

l23 + m2
3

resolvendo o sistema temos

cos B =
1√

l23 + m2
3

, sin B =
lE√

l23 + m2
3

· (3.46)

Se existem tais funções l(x3) e m(x3) satisfazendo (3.46), então a aplicação p define uma

hipersuperf́ıcie conformemente plana.

Das equações (3.46), temos

l(x3)E = tan B(x3), l23 + m2
3 =

1

cos2 B
· (3.47)

Da Proposição (2.5), temos que B3 =
√

G2 − E2 sin2 B, então

l3 =
B3

E cos2 B
=

√
G2 − E2 sin2 B

E cos2 B
,

dáı,

m2
3 =

1

cos2 B
− G2 − E2 sin2 B

E2 cos4 B
=

E2 −G2

E2 cos4 B
· (3.48)
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Das equações (3.47) e (3.48), as funções l e m são respectivamente determinadas por

l(x3) =
tan B(x3)

E
, m3(x

3) =

√
E2 −G2

E cos2 B(x3)
· (3.49)

Logo l e m existem se, e somente se, E2 ≥ G2.

Provaremos que as curvas coordenadas de p são linhas de curvatura. O vetor normal

unitário de p é dado por:

N* =
1√

l23 + m2
3

(m3N,−l3),

como l3 =

√
G2 − E2 sin2 B

E cos2 B
e m3 =

√
E2 −G2

E cos2 B
, e observemos que l23 + m2

3 =
1

cos2 B
,

então

N* = cos B

(√
E2 −G2

E cos2 B
N,−

√
G2 − E2 sin2 B

E cos2 B

)
=

(√
E2 −G2

E cos B
N,−

√
G2 − E2 sin2 B

E cos B

)

dáı temos,

N*1 =

(√
E2 −G2

E cos B
N1, 0

)
= −

(√
E2 −G2

E cos B
E tan Af1, 0

)

= −
(√

E2 −G2

cos B
tan A

)
(f1, 0) = −

(√
E2 −G2

cos B
tan A

)(
1− lE tan A

1− lE tan A

)
(f1, 0)

= −
( √

E2 −G2 tan A

cos B(1− tan B tan A)

)
(1− lE tan A)(f1, 0)

ou seja,

N*1 =

( √
E2 −G2 tan A

cos B − sin B tan A

)
p1,

N*2 =

(√
E2 −G2

E cos B
N2, 0

)
=

(√
E2 −G2

E cos B
E cot Af2, 0

)

=

(√
E2 −G2

cos B
cot A

)
(f2, 0) =

(√
E2 −G2

cos B
cot A

)(
1 + lE cot A

1 + lE cot A

)
(f2, 0)

=

( √
E2 −G2 cot A

cos B(1 + tan B cot A)

)
(1 + lE cot A)(f2, 0)

ou seja,

N*2 =

( √
E2 −G2 cot A

cos B + sin B cot A

)
p2
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e

N*3 =



√

E2 −G2E sin BB3N

E2 cos2 B
,−

−E2 sin B cos2 BB3√
G2−E2 sin2 B

+
√

G2 − E2 sin2 BE sin BB3

E2 cos2 B


 ,

como B3 =
√

G2 − E2 sin2 B, temos

N*3 =

(√
E2 −G2 sin B

√
G2 − E2 sin2 B

E cos2 B
N,

E2 sin B cos2 B − (G2 − E2 sin2 B) sin B

E cos2 B

)

=

(√
E2 −G2 sin B

√
G2 − E2 sin2 B

E cos2 B
N, sin B

E2 −G2

E cos2 B

)

=

(√
E2 −G2 sin B

√
G2 − E2 sin2 B

E cos2 B
N,
√

E2 −G2 sin B

√
E2 −G2

E cos2 B

)

= (
√

G2 − E2 sin B)(l3N,m3)

ou seja,

N*3 = (
√

E2 −G2 sin B)p3·

Portanto as curvaturas principais correspondentes as curvas x1, x2 e x3, são respecti-

vamente,

λ = −
√

E2 −G2 tan A

cos B − sin B tan A
, µ =

√
E2 −G2 cot A

cos B + sin B cot A
, ν =

√
E2 −G2 sin B·

Observe que, se E2 = G2, temos λ = µ = ν = 0, ou seja, a hipersuperf́ıcie não é

genérica. Agora, se E2 > G2, mostraremos que a hipersuperf́ıcie é genérica. Suponhamos

que duas das curvaturas principais sejam iguais, ou seja, se λ = µ teŕıamos que

− tan A

cos B − sin B tan A
=

cot A

cos B + sin B cot A

que é equivalente a,

− tan A(cos B + sin B cot A) = cot A(cosB − sin B tan A)

ou seja,

cos B(tan A + cot A) = 0·



46

Como l =
tan B

E
, para a existência de l, cos B 6= 0, logo tan A + cot A = 0, o que é um

absurdo, pois tan A + cotA =
1

sin A cos A
6= 0. Logo λ 6= µ.

Se λ = ν teŕıamos que

− tan A

cos B − sin B tan A
= sin B,

que é equivalente a,

− tan A = sin B(cos B − sin B tan A)

ou seja,

tan A = − tan B·
Como A = A(x1, x2) e B = B(x3), temos

tan A = − tan B = K

sendo K uma constante. Então (tan B)3 =
1

cos2 B
B3 = 0, mas

1

cos2 B
6= 0, logo B3 = 0,

que é um absurdo, pois B3 6= 0, pela Proposição (2.5). Logo λ 6= ν.

Se µ = ν teŕıamos

cot A

cos B + sin B cot A
= sin B

isto é equivalente a,

cot A = sin B(cos B + sin B cot A)

ou seja,

cot A = tan B·
Pelo mesmo racioćınio do item anterior, temos que λ 6= ν.

Portanto as curvaturas principais são distintas, isto completa a demonstração do Teo-

rema.

Teorema 3.6. Sejam A(x1, x2) e B(x3) funções satisfazendo as condições da Proposição

(2.5) e f uma superf́ıcie com curvatura constante negativa em S3(1) determinada para a
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função A(x1, x2), e ĝ e ŝ a primeira e segunda formas fundamentais de f respectivamente

dadas por:

ĝ = cos2 A(dx1)2 + sin2 A(dx2)2, ŝ =
√

E2 + 1 sin A cos A{(dx1)2 − (dx2)2}·

Então, a aplicação p(x1, x2, x3) em R4 , gerada por f e por B(x3) do mesmo modo

de (3.20), define uma hipersuperf́ıcie conformemente plana genérica, se, e somente se, a

constante G2 satisfaz E2 + 1 > G2. Além disso, a hipersuperf́ıcie p está parametrizada

por linhas de curvatura.

Demonstração: Por hipótese f(x1, x2) está contida em S3(1), seja N um vetor normal

unitário de f em S3(1). Temos também que f(x1, x2) é outro campo normal unitário de f

em R4 e a função p será determinada por:

p(x1, x2, x3) = (1 + l(x3))f(x1, x2) + m(x3)N(x1, x2)· (3.50)

Como sij = 0, se i 6= j, na segunda forma fundamental, temos que

N1 = −λ1f1, N2 = −λ2f2,

onde λi (i = 1, 2), são as curvaturas principais de f. Como a primeira e a segunda formas

fundamentais são diagonalizáveis, temos

λ1 =

√
E2 + 1 sin A cos A

cos2 A
=
√

E2 + 1 tan A,

λ2 = −
√

E2 + 1 sin A cos A

sin2 A
= −

√
E2 + 1 cot A·

Logo

N1 = −
√

E2 + 1 tan Af1 N2 =
√

E2 + 1 cot Af2· (3.51)

Por outro lado, temos

p1 = (1 + l)f1 + mN1 =

(
(1 + l) cos A−√E2 + 1m sin A

cos A

)
f1,

p2 = (1 + l)f2 + mN2 =

(
(1 + l) sin A +

√
E2 + 1m cos A

sin A

)
f2
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e

p3 = (l3f + m3N)·
Pela primeira forma ĝ, temos

‖ p1 ‖2=

(
(1 + l) cos A−√E2 + 1m sin A

cos A

)2

cos2 A = ((1 + l) cos A−
√

E2 + 1m sin A)2

e

‖ p2 ‖2=

(
(1 + l) sin A +

√
E2 + 1m cos A

sin A

)2

sin2 A = ((1 + l) sin A +
√

E2 + 1m cos A)2·

Usando o mesmo racioćınio do Teorema (3.2), temos:





cos(A + B) =
(1 + l) cos A−√E2 + 1m sin A√

l23 + m2
3

sin(A + B) =
(1 + l) sin A +

√
E2 + 1m cos A√

l23 + m2
3

resolvendo o sistema, obtemos

cos B =
1 + l√
l23 + m2

3

, sin B =

√
E2 + 1m√
l23 + m2

3

· (3.52)

Se existe as funções l(x3) e m(x3) satisfazendo as equações (3.52), então a aplicação

p define uma hipersuperficie conformemente plana.

Por simplicidade, denotemos l = (1 + l), C(x3) =
√

(l23 + m2
3)(x

3). Então, da equação

(3.52), temos

m =
l tan B√
E2 + 1

, l
2
+ (E2 + 1)m2 = C2· (3.53)

Quando, substitúımos m da primeira equação de (3.53) e m3 =
l3 sin B cos B + lB3√

E2 + 1 cos2 B
na segunda equação de (3.53), obtemos:

l
2
+ (E2 + 1)

l
2
sin2 B

(E2 + 1) cos2 B
= l

2

3 +
(l3 sin B cos B + lB3)

2

(E2 + 1) cos4 B
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isto implica,

cos2 B(E2 cos2 B +1)

(
l3

l

)2

+2B3 sin B cos B

(
l3

l

)
+{B2

3− (E2 +1) cos2 B} = 0· (3.54)

Como (B3)
2 = G2−E2 sin2 B, temos que o discriminante de

(
l3

l

)
da equação quadrática

(3.54),
D

4
= (E2 + 1)(E2 + 1−G2) cos4 B·

Logo
l3

l
é uma função real se, e somente se, E2 + 1 ≥ G2. Assim se E2 + 1 > G2, temos

duas funções l(x3) com a condição l(0) = m(0) = 0. (Aqui, assumimos B(0) = 0). Além

disso, se l(x3) é determinada, então m(x3) também é determinada.

Se E2 + 1 = G2, então todas as curvaturas principais são constantes igual a λ = µ =

ν = −1.

Mostraremos que as curvas coordenadas de p são linhas de curvatura. O vetor normal

unitário de p é dado por:

N* =
1√

l23 + m2
3

(m3f− l3N),

então temos:

N*1 =
1√

l23 + m2
3

(m3f1 − l3N1) =
1√

l23 + m2
3

(m3 + l3
√

E2 + 1 tan A)f1

=
1√

l23 + m2
3

(m3 + l3
√

E2 + 1 tan A)
(1 + l)−√E2 + 1m tan A

(1 + l)−√E2 + 1m tan A
f1,

ou seja,

N*1 =
m3 + l3

√
E2 + 1 tan A√

l23 + m2
3((1 + l)−√E2 + 1m tan A)

p1,

N*2 =
1√

l23 + m2
3

(m3f2 − l3N2) =
1√

l23 + m2
3

(m3 − l3
√

E2 + 1 cot A)f2

=
1√

l23 + m2
3

(m3 − l3
√

E2 + 1 cot A)
(1 + l) +

√
E2 + 1m cot A

(1 + l) +
√

E2 + 1m cot A
f2,
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ou seja,

N*2 =
m3 − l3

√
E2 + 1 cot A√

l23 + m2
3((1 + l) +

√
E2 + 1m cot A)

p2

e

N*3 =
(m33f− l33N)

√
l23 + m2

3 − (m3f− l3N) (l3l33+m3m33)√
l23+m2

3

l23 + m2
3

=
1

(l23 + m2
3)

3/2
((m33f− l33N)− (m3f− l3N)(l3l33 + m3m33))

=
1

(l23 + m2
3)

3/2
((l3m33 −m3l33)(l3f + m3N))

ou seja,

N3 =
l3m33 −m3l33

(l23 + m2
3)

3/2
p3·

Logo as curvaturas principais correspondentes as curvas x1,x2 e x3 são, respectivamente

λ = − m3 + l3
√

E2 + 1 tan A√
l23 + m2

3((1 + l)−√E2 + 1m tan A)
, µ = − m3 − l3

√
E2 + 1 cot A√

l23 + m2
3((1 + l) +

√
E2 + 1m cot A)

e

ν = − l3m33 −m3l33

(l23 + m2
3)

3/2
·

Analogamente ao Teorema (3.5), mostra–se que as curvaturas principais são distintas.

Nosso objetivo agora é construir Hipersuperf́ıcies conformemente planas genéricas em

R4 com a primeira forma fundamental

g = e2P (x3){cosh2 ϕ(x)(dx1)2 + sinh2 ϕ(x)(dx2)2 + (dx3)2}· (3.55)

Pelo que já foi visto acima, a condição para a métrica g̃ = cosh2 ϕ(x)(dx1)2+sinh2 ϕ(x)(dx2)2+

(dx3)2 ser conformemente plana, equivale a dizer que o tensor de Bach seja nulo. Então

considerando a métrica g̃ dada acima nas equações (2.57), (2.58) e (2.59), obtemos:

ϕ2ϕ33 + 2ϕ3ϕ23 sinh2 ϕ− ϕ233 sinh ϕ cosh ϕ

= ϕ2(ϕ11 + ϕ22)(sinh2 ϕ + cosh2 ϕ)− (ϕ11 + ϕ22)2 sinh ϕ cosh ϕ, (3.56)
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ϕ1ϕ33 − 2ϕ3ϕ13 cosh2 ϕ + ϕ133 sinh ϕ cosh ϕ

= ϕ1(ϕ11 + ϕ22)(sinh2 ϕ + cosh2 ϕ)− (ϕ11 + ϕ22)1 sinh ϕ cosh ϕ, (3.57)

2ϕ1ϕ13 cosh2 ϕ− 2ϕ2ϕ23 sinh2 ϕ + ϕ223 sinh ϕ cosh ϕ− ϕ3(ϕ11 + ϕ22)

= −ϕ3ϕ33(sinh2 ϕ + cosh2 ϕ) + (ϕ113 − ϕ223 + ϕ333) sinh ϕ cosh ϕ (3.58)

Proposição 3.7. Seja g a métrica dada em (3.55). Suponhamos que a função ϕ é repre–

sentada como

ϕ(x1, x2, x3) = A(x1, x2) + B(x3),

onde as funções A e B satisfazem B3 6= 0, A1 6= 0 e A2 6= 0. Então, as funções A(x1, x2)

e B(x3) são respectivamente determinadas pelas equações, nos seguintes 3 casos.

(I) A11 + A22 = −1

2
E sinh 2A, (B3)

2 =
1

2
(E cosh 2B + G)

(II) A11 + A22 = E cosh 2A, (B3)
2 = E sinh 2B + G

(III) A11 + A22 = Ee−2A, (B3)
2 = Ee2B + G

Demonstração: Usando as equações (3.56) e (3.57), temos

A2B33 = A2(A11 + A22)(sinh2 ϕ + cosh2 ϕ)− (A11 + A22)2 sinh ϕ cosh ϕ, (3.59)

A1B33 = A1(A11 + A22)(sinh2 ϕ + cosh2 ϕ)− (A11 + A22)1 sinh ϕ cosh ϕ· (3.60)

Como sinh 2ϕ =
sinh ϕ cosh ϕ

2
e cosh 2ϕ = sinh2 ϕ + cosh2 ϕ, e isolando

(A11 + A22)i

Ai
(i = 1, 2), em (3.59) e (3.60), temos:

(A11 + A22)i

Ai

=
−2B33 + 2(A11 + A22) cosh 2ϕ

sinh 2ϕ
. (3.61)

Logo definimos C(x1, x2) por

2C(x1, x2) = −(A11 + A22)1

A1

· (3.62)

Em seguida definimos D(x1, x2) e ζ(x1, x2) por:

D(x1, x2) = A11 + A22 (3.63)
√

C2 −D2(x1, x2) cosh ζ(x1, x2) = C(x1, x2) (3.64)
√

C2 −D2(x1, x2) sinh ζ(x1, x2) = D(x1, x2)· (3.65)
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Isolando B33 em (3.61) e substituindo (3.62) e (3.63), temos

B33 = D cosh 2ϕ + C sinh 2ϕ

=
√

C2 −D2 sinh ζ cosh 2ϕ +
√

C2 −D2 cosh ζ sinh 2ϕ

=
√

C2 −D2 sinh (2ϕ + ζ)

=
√

C2 −D2 sinh (2A + ζ) cosh 2B +
√

C2 −D2 cosh (2A + ζ) sinh 2B·(3.66)

Como B = B(x3), temos que C =
√

C2 −D2 sinh (2A + ζ) e D =
√

C2 −D2 cosh (2A + ζ)

são funções constantes, deste modo, as funções (C2 −D2) e (2A + ζ) também são cons-

tantes. Então

B33 = C cosh 2B + D sinh 2B· (3.67)

Por outro lado de (3.58)

A11 + A22 = B33 cosh 2ϕ− B333

2B3

sinh 2ϕ· (3.68)

De (3.67), obtemos

B333 = 2B3C sinh 2B + 2B3D cosh 2B· (3.69)

Substituindo (3.69) e (3.67) em (3.68), temos

A11 + A22 = (C cosh 2B + D sinh 2B) cosh 2ϕ− (C sinh 2B + D cosh 2B) sinh 2ϕ

= C(cosh 2B cosh 2ϕ− sinh 2B sinh 2ϕ) + D(sinh 2B cosh 2ϕ− cosh 2B sinh 2ϕ)

= C cosh (2ϕ− 2B)−D sinh (2ϕ− 2B)

ou seja,

A11 + A22 = C cosh 2A−D sinh 2A, (3.70)

como C =
√

C2 −D2 sinh 2F e D =
√

C2 −D2 cosh 2F , definiremos
√

C2 −D2 =
E

2
e

substituindo em (3.70) temos que:

A11 + A22 =
E

2
(sinh 2F cosh 2A− E

2
cosh 2F sinh 2A) = −E

2
sinh (2A− 2F )·

Por outro lado de (3.67), temos que:

{(B3)
2}3 = 2B3B33 = 2B3{C cosh 2B + D sinh 2B}

= 2B3
E

2
{sinh 2F cosh 2B + cosh 2F sinh 2F}

= B3E sinh (2F + 2B) (3.71)
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integrando (3.71), obtemos:

(B3)
2 = c +

E

2
cosh (2B + 2F ),

fazendo c =
G

2
, temos:

(B3)
2 =

1

2
(E cosh(2B + 2F ) + G) ·

Por um argumento análogo à Proposição (2.5), conclúımos a prova de (I).

Procedendo de modo análogo à demonstração de (I), só que, redefinindo ζ por:

√
D2 − C2 sinh ζ = C(x1, x2) (3.72)

√
D2 − C2 cosh ζ = D(x1, x2), (3.73)

e isolando B33 em (3.61) e substituindo (3.62) e (3.63), temos que

B33 = D cosh 2ϕ + C sinh 2ϕ

=
√

D2 − C2 cosh ζ cosh 2ϕ +
√

D2 − C2 sinh ζ sinh 2ϕ

=
√

D2 − C2 cosh (2ϕ + ζ)

=
√

D2 − C2 cosh (2A + ζ) cosh 2B +
√

D2 − C2 sinh (2A + ζ) sinh 2B·(3.74)

Analogamente, C =
√

D2 − C2 cosh(2A+ ζ) e D =
√

D2 − C2 sinh(2A+ ζ). Substituindo

C e D em (3.74), obtemos:

B33 = C cosh 2B + D sinh 2B (3.75)

e

B333 = 2B3C sinh 2B + 2B3D cosh 2B, (3.76)

substituindo (3.75) e (3.76) em (3.68), temos que

A11 + A22 = (C cosh 2B + D sinh 2B) cosh 2ϕ− (C sinh 2B + D cosh 2B) sinh 2ϕ

= C(cosh 2B cosh 2ϕ− sinh 2B sinh 2ϕ)−D(cosh 2B sinh 2ϕ− sinh 2B cosh 2ϕ)

= C cosh(2ϕ− 2B)−D sinh(2ϕ− 2B)

ou seja,

A11 + A22 = C cosh 2A−D sinh 2A (3.77)
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como C =
√

D2 − C2 cosh 2F e D =
√

D2 − C2 sinh 2F e definimos
√

D2 − C2 = E,

temos:

A11 + A22 = E cosh (2A− 2F )·

Por outro lado de (3.67), temos

{(B3)
2}3 = 2B3B33 = 2B3{C cosh 2B + D sinh 2B}

= 2B3E{cosh 2F cosh 2B + sinh 2F sinh 2B}
= 2B3E sinh (2F + 2B) (3.78)

integrando (3.78), obtemos

(B3)
2 = G + E sinh (2B + 2F )

o que completa a prova de (II).

Agora para demonstrar (III), iremos redefinir a função ζ da seguinte maneira:

C(x1, x2) = eζ(x1,x2) = D(x1, x2), (3.79)

como já vimos que B33 = D cosh 2ϕ + C sinh 2ϕ, então substituindo (3.79) em B33, temos

B33 = eζ

(
e2ϕ + e−2ϕ

2

)
+ eζ

(
e2ϕ − e−2ϕ

2

)
= eζ+2Ae2B·

Como B = B(x3) então eζ+2A é constante e chamaremos de E. Então

B33 = Ee2B, (3.80)

por (3.80), temos que

B333 = 2EB3e
2B· (3.81)

Substituindo (3.79) e (3.80) em (3.68), obtemos:

A11 + A22 = Ee2B

(
e2ϕ + e−2ϕ

2

)
− Ee2B

(
e2ϕ + e−2ϕ

2

)
= Ee2Be−2ϕ

ou seja,

A11 + A22 = Ee−2A·



55

Por outro lado, temos que

(B3)
2
3 = 2B3B33 = 2EB3e

2B· (3.82)

Integrando (3.82), obtemos

(B3)
2 = Ee2B + G

o que completa a demonstração.

Quando substitúımos a métrica (3.21) do Teorema (3.2) pela métrica

e2P (x3){cosh2(A + B)(dx1)2 + sinh2(A + B)(dx2)2 + (dx3)2}, (3.83)

onde a funções A(x1, x2) e B(x3) são as funções determinadas pela Proposição (3.7), a

afirmação do Teorema (3.2) é também verdadeira neste caso. Além disso, as equações

(3.35) e (3.36) para uma base ortonormal {N,N} que apareciam na prova do Teorema

(3.2) são substitúıdas pelas seguintes equações:

N1 = (C1 + C3 tanh A)f1 , N2 = (C1 + C3 coth A)f2, (3.84)

N1 = (C2 + C4 tanh A)f1 , N2 = (C2 + C4 coth A)f2 (3.85)

onde C1, C2, C3 e C4 são constantes numéricas.

De maneira análoga ao Lema (3.3) obtemos o seguinte resultado.

Lema 3.8. Sejam A(x1, x2) uma função satisfazendo as condições da Proposição (3.7-

(I)), e ĝ = cosh2 A(dx1)2 + sinh2 A(dx2)2 e ŝ = −√E sinh A cosh A{(dx1)2 + (dx2)2}
formas quadráticas em R3. Então existe uma superf́ıcie f : R2 → R3 admitindo ĝ e ŝ

como a primeira e segunda formas fundamentais.

Demonstração: Pelo Teorema (1.33), para mostrar que existe uma superf́ıcie f em

R3 tendo ĝ e ŝ como a primeira e segunda formas fundamentais, de modo análogo ao

Lema (3.3), basta mostrar que as funções dadas em ĝ e ŝ satisfazem as equações de

Gauss e Mainardi–Codazzi, que foram dadas nas equações (3.38), (3.39) e (3.40), onde

E = cosh2 A, G = sinh2 A, e = g = −√E sinh A cosh A.

Por um cálculo direto temos que os śımbolos de Christoffel são:

Γ1
11 = A1

sinh A

cosh A
, Γ1

12 = A2
sinh A

cosh A
, Γ2

12 = A1
cosh A

sinh A
, Γ2

22 = −Γ2
11 = A2

cosh A

sinh A
· (3.86)
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Agora calcularemos a curvatura Gaussiana. Pelo fato ĝij = 0 para i 6= j, a curvatura

Gaussiana é dada por:

K = − 1

2
√

EG

{(
E2√
EG

)

2

+

(
G1√
EG

)

1

}
,

então

K = − A11 + A22

sinh A cosh A
= E· (3.87)

Substituindo as equações (3.86) no lado da equação (3.38), obtemos:

(Γ2
12)1 − (Γ2

11)2 + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22 − Γ1

11Γ
2
12 = (A11 + A22)

cosh A

sinh A

− (A2
1 + A2

2)
1

sinh2 A
− A2

2 + (A2
1 + A2

2)
cosh2 A

sinh2 A
− A2

1

= (A11 − A22) cot A = cosh2 A
A11 + A22

sinh A cosh A
= −EK, (3.88)

mostrando assim que a equação de Gauss está satisfeita.

Em seguida, mostraremos que vale as equações de Mainardi–Codazzi. Considerando

o lado direito da equação (3.39), obtemos:

E2

2
(
e

E
+

g

G
) = −A2

√
E(sinh2 A + cosh2 A) = e2· (3.89)

Calculando o lado direito da equação (3.40), obtemos:

G1

2
(
e

E
+

g

G
) = −A1

√
E(sinh2 A + cosh2 A) = g1· (3.90)

Das equações (3.88), (3.89) e (3.90), mostramos o Lema.

Observação 3.9. O Lema (3.8), também é válido para uma superf́ıcie em S3, basta

substituir a segunda forma por:

ŝ = −
√

E − 1 sinh A cosh A{(dx1)2 + (dx2)2}.

Utilizando o Lema (3.8) provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.10. Sejam A(x1, x2) e B(x3) funções satisfazendo a condição (I) com a cons–

tante E > 0, da Proposição (3.7). Seja f : U ⊂ R2 → R3 uma superf́ıcie com curvatura
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constante positiva em R3 determinada pela função A obtida no Lema (3.8) e ĝ e ŝ a

primeira e segunda formas fundamentais dadas por

ĝ = cosh2 A(dx1)2 + sinh2 A(dx2)2, ŝ = −
√

E sinh A cosh A{(dx1)2 + (dx2)2}·

Então a aplicação p(x1, x2, x3) em R4, gerada por f e B(x3), define uma hipersuperf́ıcie

conformemente plana genérica se, e somente se, a constante G satisfaz E > G.

Além disso, a hipersuperf́ıcie p está parametrizada por linhas de curvatura.

Demonstração: Seja N um vetor normal unitário a f em R3. Então, de (3.20) a

aplicação p(x1, x2, x3) é determinada por

p(x1, x2, x3) = (f(x1, x2) + l(x3)N(x1, x2),m(x3))·

Como a primeira e a segunda formas fundamentais são diagonalizáveis, temos

λi =
sii

gii

(i = 1, 2)

onde λi são as curvaturas principais e gii e sii são os coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais de f, respectivamente. Então, temos

λ1 = −
√

E tanh A

e

λ2 = −
√

E coth A·

Logo N1 =
√

E tanh Af1 e N2 =
√

E coth Af2. Dáı temos

p1 = (1 +
√

El tanh A)(f1, 0),

p2 = (1 +
√

El coth A)(f2, 0),

e

p3 = (l3N,m3),

assim, temos

‖ p1 ‖2= (1 +
√

El tanh A)2 cosh2 A,
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‖ p2 ‖2= (1 +
√

El coth A)2 sinh2 A,

e

‖ p3 ‖2= l23 + m2
3·

Temos que a hipersuperf́ıcie p é conformemente plana, se e somente se, existem funções

l(x3) e m(x3), satisfazendo:

cosh (A + B) =
‖ p1 ‖√
l23 + m2

3

, sinh(A + B) =
‖ p2 ‖√
l23 + m2

3

·

Resolvendo o sistema temos,

cosh B =
1√

l23 + m2
3

, sinh B =

√
El

l23 + m2
3

,

dáı temos

l =
tanh B√

E
, l23 + m2

3 = 1− El2,

como l3 =
B3√

E cosh2 B
e pela Proposição (3.7- I), temos que

m2
3 = 1− E sinh2 B

E cosh2 B
− E cosh 2B + G

2E cosh4 B

=
2E cosh4 B − 2E sinh2 B cosh2 B − E cosh 2B −G

2E cosh4 B

=
2E cosh2 B − E(cosh2 B + sinh2 B)−G

2E cosh4 B

=
E −G

2E cosh4 B
· (3.91)

De (3.91), temos que m(x3) existe se, e somente se, E ≥ G.

Em seguida, provaremos que as curvas coordenadas de p são linhas de curvaturas. O

vetor normal unitário a p é dado por:

N* =
1√

l23 + m2
3

(m3N,−l3),

como l3 =

√
E cosh 2B + G√

2E cosh2 B
e m3 =

√
E −G√

2E cosh2 B
, observemos que l23 + m2

3 =
1

cosh2 B
,

então

N* = cosh B

( √
E −G√

2E cosh2 B
N,−

√
E cosh 2B + G√

2E cosh2 B

)
=

( √
E −G√

2E cosh B
N,−

√
E cosh 2B + G√

2E cosh B

)
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dáı temos,

N*1 =

( √
E −G√

2E cosh B
N1, 0

)
=

( √
E −G√

2E cosh B

√
E tanh Af1, 0

)

=

( √
E −G√

2 cosh B
tanh A

)
(f1, 0) =

( √
E −G√

2 cosh B
tanh A

) (
1 +

√
El tanh A

1 +
√

El tanh A

)
(f1, 0)

=

( √
E −G tanh A√

2 cosh B(1 + tanh B tanh A)

)
(1 +

√
El tanh A)(f1, 0)

ou seja,

N*1 =

( √
E −G tanh A√

2(cosh B + sinh B tanh A)

)
p1,

N*2 =

( √
E −G√

2E cosh B
N2, 0

)
=

( √
E −G√

2E cosh B

√
E coth Af2, 0

)

=

( √
E −G√

2 cosh B
coth A

)
(f2, 0) =

( √
E −G√

2 cosh B
coth A

) (
1 +

√
El coth A

1 +
√

El coth A

)
(f2, 0)

=

( √
E −G coth A√

2 cosh B(1 + tanh B coth A)

)
(1 +

√
El coth A)(f2, 0)

ou seja,

N*2 =

( √
E −G coth A√

2(cosh B + sinh B coth A)

)
p2

e

N*3 =


−

√
E −G

√
2E sinh BB3N

2E cosh2 B
,−

E sinh 2B cosh B
√

2EB3√
E cosh 2B+G

−√E cosh 2B + G
√

2E sinh BB3

2E cosh2 B


 ·

Pela Proposição (3.7-I), B3 =

√
1

2
(E cosh 2B + G), temos

N*3 =

(√
E −G sinh B√

2

√
E cosh 2B + G√

2E cosh2 B
N,−

√
E −G sinh B√

2

√
E −G√

2E cosh2 B

)

= −
(√

E −G sinh B√
2

)
(l3N,m3)

ou seja,

N*3 = −
(√

E −G sinh B√
2

)
p3·
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Portanto as curvaturas principais correspondentes as curvas x1, x2 e x3, são respecti-

vamente,

λ = −
√

E −G tanh A√
2(cosh B + sinh B tanh A)

, µ = −
√

E −G coth A√
2(cosh B + sinh B coth A)

, ν =

√
E −G sinh B√

2
·

Observe que, se E = G, temos λ = µ = ν = 0, ou seja, a hipersuperf́ıcie não é genérica.

Agora se E > G, mostraremos que a hipersuperf́ıcie é genérica. De fato.

Se λ = µ teŕıamos que

tanh A

cosh B + sinh B tanh A
=

coth A

cosh B + sinh B coth A

que é equivalente a,

tanh A(cosh B + sinh B coth A) = coth A(coshB + sinh B tanh A)

ou seja,

cosh B(tanh A− coth A) = 0·
Como cosh B 6= 0, então tanh A−coth A = 0, o que é um absurdo pois, tanh A−coth A =

− 1

sin A cos A
6= 0. Logo λ 6= µ.

Se λ = ν teŕıamos que

tanh A

cosh B + sinh B tanh A
= − sinh B

que é equivalente a,

tanh A = − sinh B(cosh B + sinh B tanh A)

ou seja,

tanh A = − tanh B·
Como A = A(x1, x2) e B = B(x3), temos

tanh A = − tanh B = K,

sendo K uma constante. Então (tanh B)3 =
1

cosh2 B
B3 = 0, mas

1

cosh2 B
6= 0, então

B3 = 0, que é uma absurdo pois, B3 6= 0, pela Proposição (3.7). Logo λ 6= ν.
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Se µ = ν teŕıamos que

coth A

cosh B + sinh B coth A
= − sinh B

que é equivalente a

coth A = − sinh B(cosh B + sinh B coth A)

ou seja,

coth A = − tanh B·
Pelo mesmo racioćınio do item anterior chegaŕıamos a um absurdo. Logo λ 6= ν.

Portanto as curvaturas principais são distintas, o que completa a demonstração do

Teorema.

Utilizando a observação (3.9), provaremos o seguinte resultado.

Teorema 3.11. Sejam A(x1, x2) e B(x3) funções satisfazendo (I) na Proposição (3.7),

E > 1. Seja f uma superf́ıcie com curvatura constante positiva em S3(1) determinada

pela função A, ĝ e ŝ a primeira e a segunda formas fundamentais de f, dadas por:

ĝ = cosh2 A(dx1)2 + sinh2 A(dx2)2, ŝ = −
√

E − 1 sinh A cosh A{(dx1)2 + (dx2)2}·

Então a aplicação p(x1, x2, x3) em R4, gerada por f e B(x3), define uma hiperfuperf́ıcie

conformemente plana genérica se, e somente se, a constante G satisfaz E > G + 2.

Além disso, as curvas coordenadas de p são linhas de curvatura.

Demonstração: Como f está contida em S3(1), seja N um vetor normal unitário de f

em S3(1). Visto que f(x1, x2) é outro vetor normal unitário de f em R4, então a função p

é determinada por:

p(x1, x2, x3) = (1 + l(x3))f(x1, x2) + m(x3)N(x1, x2)· (3.92)

Da segunda forma fundamental, temos que sij = 0 se i 6= j, dáı,

N1 = −λ1f1, N2 = −λ2f2
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onde λi (i = 1, 2), são as curvaturas principais. Como a primeira e a segunda formas

fundamentais são diagonalizáveis, temos

λ1 =
s11

g11

= −
√

E − 1 sinh A cosh A

cosh2 A
= −

√
E − 1 tanh A,

λ2 =
s22

g22

= −
√

E − 1 sinh A cosh A

sinh2 A
= −

√
E − 1 coth A·

Logo

N1 =
√

E − 1 tanh Af1 N2 =
√

E − 1 coth Af2· (3.93)

Por outro lado, temos

p1 = (1 + l)f1 + mN1 =

(
(1 + l) cosh A +

√
E − 1m sinh A

cosh A

)
f1,

p2 = (1 + l)f2 + mN2 =

(
(1 + l) sinh A +

√
E − 1m cosh A

sinh A

)
f2

e

p3 = (l3f + m3N)·
Pela primeira forma ĝ, temos

‖ p1 ‖2=

(
(1 + l) cosh A +

√
E − 1m sinh A

cosh A

)2

cosh2 A = ((1+l) cosh A+
√

E − 1m sinh A)2

e

‖ p2 ‖2=

(
(1 + l) sinh A +

√
E − 1m cosh A

sinh A

)2

sinh2 A = ((1+l) sinh A+
√

E − 1m cosh A)2·

Temos que a hipersuperf́ıcie p é conformemente plana se, e somente se, existem funções

l(x3) e m(x3) satisfazendo:




cosh(A + B) =
(1 + l) cosh A +

√
E − 1m sinh A√

l23 + m2
3

sinh(A + B) =
(1 + l) sinh A +

√
E − 1m cosh A√

l23 + m2
3

·

resolvendo o sistema temos

cosh B =
1 + l√
l23 + m2

3

, sinh B =

√
E − 1m√
l23 + m2

3

· (3.94)
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Se existem as funções l(x3) e m(x3) satisfazendo as equações (3.94), então a aplicação

p define uma hipersuperficie conformemente plana.

Denotemos l = (1 + l), C(x3) =
√

(l23 + m2
3)(x

3). Então, da equação (3.94), temos

m =
l tanh B√

E − 1
, l

2 − (E − 1)m2 = C2· (3.95)

Quando substitúımos m descrito na primeira equação de (3.95) e m3 =
l3 sinh B cosh B + lB3√

E − 1 cosh2 B
,

na segunda equação de (3.95), obtemos:

l
2 − (E − 1)

l
2
sinh2 B

(E − 1) cosh2 B
= l

2

3 +
(l3 sinh B cosh B + lB3)

2

(E − 1) cosh4 B

que é equivalente a,

cosh2 B(E cosh2 B − 1)

(
l3

l

)2

+ 2B3 sinh B cosh B

(
l3

l

)

+ {B2
3 − (E − 1) cosh2 B} = 0· (3.96)

Como da Proposição (3.7 - I), (B3)
2 =

1

2
(E cosh 2B + G), temos que o discriminante da

equação quadrática (3.96) na variável

(
l3

l

)
é dado por:

D

4
=

1

2
(E − 1)(E −G− 2) cosh4 B·

Logo
l3

l
é uma função real se, e somente se, E ≥ G + 2 (pois, por hipotése E > 1).

Assim se E2 + 1 > G2, temos duas funções l(x3) com a condição l(0) = m(0) = 0.

(Aqui, assumimos B(0) = 0). Além disso, se l(x3) é determinada, então m(x3) também é

determinada.

Se E = G + 2, então todas as curvaturas principais são constantes igual a λ = µ =

ν = 1.

Em seguida, mostraremos que as curvas coordenadas p são linhas de curvaturas. O

vetor normal unitário a p é dado por

N* =
1√

l23 + m2
3

(m3f− l3N)·
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Assim temos:

N*1 =
1√

l23 + m2
3

(m3f1 − l3N1) =
1√

l23 + m2
3

(m3 − l3
√

E − 1 tanh A)f1

=
1√

l23 + m2
3

(m3 − l3
√

E − 1 tanh A)
(1 + l) +

√
E − 1m tanh A

(1 + l) +
√

E − 1m tanh A
f1,

ou seja,

N*1 =
m3 + l3

√
E − 1 tanh A√

l23 + m2
3((1 + l) +

√
E − 1m tanh A)

p1,

N*2 =
1√

l23 + m2
3

(m3f2 − l3N2) =
1√

l23 + m2
3

(m3 − l3
√

E − 1 coth A)f2

=
1√

l23 + m2
3

(m3 − l3
√

E − 1 coth A)
(1 + l) +

√
E − 1m coth A

(1 + l) +
√

E − 1m coth A
f2,

ou seja,

N*2 =
m3 − l3

√
E − 1 coth A√

l23 + m2
3((1 + l) +

√
E − 1m coth A)

p2

e

N*3 =
(m33f− l33N)

√
l23 + m2

3 − (m3f− l3N) (l3l33+m3m33)√
l23+m2

3

l23 + m2
3

=
1

(l23 + m2
3)

3/2
((m33f− l33N)− (m3f− l3N)(l3l33 + m3m33))

=
1

(l23 + m2
3)

3/2
((l3m33 −m3l33)(l3f + m3N))

ou seja,

N*3 =
l3m33 −m3l33

(l23 + m2
3)

3/2
p3·

Portanto, as curvaturas principais correspondentes as curvas x1, x2 e x3, são, respectiva-

mente:

λ = − m3 + l3
√

E − 1 tanh A√
l23 + m2

3((1 + l) +
√

E − 1m tanh A)
, µ = − m3 − l3

√
E − 1 coth A√

l23 + m2
3((1 + l) +

√
E − 1m coth A)

e

ν = − l3m33 −m3l33

(l23 + m2
3)

3/2
·
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De maneira análoga ao Teorema (3.10), mostra–se que as curvaturas principais são

distintas.

Lema 3.12. Sejam A(x1, x2) uma função satisfazendo as condições da Proposição (3.7-

III),e ĝ = cosh2 A(dx1)2 + sinh2 A(dx2)2 e ŝ =
√

Ee−A{cosh A(dx1)2 − sinh A(dx2)2}
formas quadráticas em R3. Então existe uma superf́ıcie f : R2 → R3 em R3 admitindo ĝ

e ŝ como a primeira e segunda formas fundamentais.

Demonstração: De maneira análoga ao Lemas (3.3) e (3.8) basta mostrar que as

funções dadas ĝ e ŝ satisfazem as equações de Gauss e Mainardi–Codazzi.

Por um cálculo direto temos que os śımbolos de Christoffel são:

Γ1
11 = −A1

sin A

cos A
, Γ1

12 = −A2
sin A

cos A
, Γ2

12 = A1
cos A

sin A
, Γ2

11 = Γ2
22 = A2

cos A

sin A
· (3.97)

Como a curvatura Gaussiana neste caso depende apenas da primeira forma funda-

mente, como foi visto nos Lemas (3.3) e (3.8), e como a primeira forma fundamental deste

Lema é igual a primeira forma fundamental do Lema (3.8), então a curvatura Gaussiana

é dada por:

K = − A11 + A22

sinh A cosh A
=

4E

e4A − 1
· (3.98)

Substituindo as equações (3.97) no lado da equação (3.38), obtemos:

(Γ2
12)1 − (Γ2

11)2 + Γ1
12Γ

2
11 + Γ2

12Γ
2
12 − Γ2

11Γ
2
22 − Γ1

11Γ
2
12 = (A11 + A22)

cosh A

sinh A

− (A2
1 + A2

2)
1

sinh2 A
− A2

2 + (A2
1 + A2

2)
cosh2 A

sinh2 A
− A2

1

= (A11 − A22) cot A = cosh2 A
A11 + A22

sinh A cosh A
= −EK, (3.99)

mostrando assim que a equação de Gauss está satisfeita.

Em seguida, mostraremos que valem as equações de Mainardi–Codazzi. Considerando

o lado direito da equação (3.39), obtemos:

E2

2
(
e

E
+

g

G
) = A2

√
Ee−A(sin A− cos2 A) = e2· (3.100)
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Calculando o lado direito da equação (3.40), obtemos:

G1

2
(
e

E
+

g

G
) = A1

√
Ee−A(sinh A− cos A) = g1· (3.101)

Das equações (3.99), (3.100) e (3.101) mostramos o Lema.

Utilizando o Lema (3.12), temos o seguinte resultado.

Teorema 3.13. Sejam A(x1, x2) e B(x3) funções satisfazendo a Proposição (3.7 - III),

E > 0. Seja f : R2 → R3 uma superf́ıcie determinada por A, ĝ e ŝ a primeira e a segunda

formas fundamentais dadas por:

ĝ = cosh2 A(dx1)2 + sinh2 A(dx2)2, ŝ =
√

Ee−A{cosh A(dx1)2 − sinh A(dx2)2}·

Então a aplicação p(x1, x2, x3) em R4, gerada por f e B(x3), define uma hipersuperf́ıcie

conformemente plana genérica se, e somente se, a constante G satisfaz G < 0 e Ee2B +

G > 0.

Além disso, a hipersuperf́ıcie p está parametrizada por linhas de curvatura.

Seja N um vetor normal unitário a f em R3. Então, a aplicação p(x1, x2, x3) é deter-

minada por

p(x1, x2, x3) = (f(x1, x2) + l(x3)N(x1, x2),m(x3))·

Como a primeira e a segunda formas fundamentais são diagonalizáveis, temos

λi =
sii

gii

(i = 1, 2)

onde λi são as curvaturas principais, sii e gii são os coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais, respectivamente. Então, temos que

λ1 =

√
Ee−A

cosh A

e

λ2 = −
√

Ee−A

sinh A
·

Logo N1 = −
√

Ee−A

cosh A
f1 e N2 =

√
Ee−A

sinh A
f2. Dáı temos

p1 = (f1 + lN1, 0) =

(
1− le−A

√
E

cosh A

)
(f1, 0),
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p2 = (f2 + lN2, 0) =

(
1 +

le−A
√

E

sinh A

)
(f2, 0),

e

p3 = (l3N,m3),

dáı temos

‖ p1 ‖2=

(
cosh A− le−A

√
E

cosh A

)2

cosh2 A = (cosh A− le−A
√

E)2,

‖ p2 ‖2=

(
sinh A + le−A

√
E

sinh A

)2

sinh2 A = (sinh A + le−A
√

E)2,

e

‖ p3 ‖2= l23 + m2
3·

Temos que a hipersuperf́ıcie p é conformemente plana se, e somente se, existem funções

l(x3) e m(x3), satisfazendo:

cosh (A + B) =
‖ p1 ‖√
l23 + m2

3

, sinh(A + B) =
‖ p2 ‖√
l23 + m2

3

·

Resolvendo o sistema temos,

cosh B =
1−√El√

l23 + m2
3

, sinh B =

√
El√

l23 + m2
3

,

dáı temos

tanh B =

√
El

1−√El
, l23 + m2

3 = 1− 2
√

El· (3.102)

Da primeira equação de (3.102), temos

(eB − e−B)(1−
√

El) = (eB + e−B)
√

El

ou seja,

l =
1− e−2B

2
√

E
, (3.103)

da equação (3.103), obtemos:

l3 =
e−2BB3√

E
. (3.104)
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Como (B3)
2 = Ee2B + G, pela Proposição (3.7 - III), e substituindo a equação (3.104) na

segunda equação (3.102), temos que:

m2
3 = 1− 2

√
El − B2

3e
−4B

E

= 1− (1− e−2B)− (Ee2B + G)e−4B

E

ou seja,

m2
3 = −Ge−4B

E
· (3.105)

De (3.105), temos que, m(x3) existe se, e somente se, G ≤ 0 e l3 existe se, e somente

se, Ee2B + G ≥ 0, mas da Proposição (3.7 - III) B3 6= 0, logo l3 existe se, e somente se,

Ee2B + G > 0.

Em seguida, provaremos que as curvas coordenadas de p são linhas de curvaturas. O

vetor normal unitário a p é dado por:

N* =
1√

l23 + m2
3

(m3N,−l3),

como l3 =
e−2B

√
Ee2B + G√

E
e m3 =

e−2B
√−G√
E

, e observemos que l23 + m2
3 = e−2B, então

N* =
1√
e−2B

(
e−2B

√−G√
E

N,−e−B
√

Ee2B + G√
E

)

= eB

(
e−2B

√−G√
E

N,−e−2B
√

Ee2B + G√
E

)

=
e−B

√
E

(√
−GN,

√
Ee2B + G

)
,

dáı temos,

N*1 =
e−B

√
E

(√
−GN1, 0

)
=

e−B

√
E

(
−
√
−G

√
Ee−A

cosh A
f1, 0

)

= e−B

(
−
√−Ge−A

cosh A

)
(f1, 0) = −

(√−Ge−(A+B)

cosh A

) (
cosh A−le−A

√
E

cosh A

cosh A−le−A
√

E
cosh A

)
(f1, 0)

= −
( √−Ge−(A+B)

cosh A− le−A
√

E

) (
cosh A− le−A

√
E

cosh A

)
(f1, 0)
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ou seja,

N*1 = −
( √−Ge−(A+B)

cosh A− le−A
√

E

)
p1,

N*2 =
e−B

√
E

(√
−GN2, 0

)
=

e−B

√
E

(
√
−G

√
Ee−A

sinh A
f2, 0

)

= e−B

(√−Ge−A

sinh A

)
(f2, 0) =

(√−Ge−(A+B)

sinh A

) (
sinh A+le−A

√
E

sinh A

sinh A+le−A
√

E
sinh A

)
(f2, 0)

=

( √−Ge−(A+B)

sinh A + le−A
√

E

) (
sinh A + le−A

√
E

sinh A

)
(f2, 0)

ou seja,

N*2 =

( √−Ge−(A+B)

sinh A + le−A
√

E

)
p2

e

N*3 =
1√
E

(
−B3e

−B
√
−GN,−B3e

−B
√

Ee2B + G +
B3e

−BEe2B

√
Ee2B + G

)

=
1√
E

(
−B3e

−B
√
−GN,

−B3e
−B(Ee2B + G) + B3e

−BEe2B

√
Ee2B + G

)

=
1√
E

(
−B3e

−B
√
−GN,− B3e

−BG√
Ee2B + G

)

=

(
−B3e

−B
√−G√
E

N,−e−BG√
E

)

= −eB
√
−G

(
B3e

−2B

√
E

N,
e−2B

√−G√
E

)

= −eB
√
−G(l3N,m3)

ou seja,

N*3 = −eB
√
−G p3·

Portanto as curvaturas principais correspondentes as curvas x1, x2 e x3, são respecti-

vamente,

λ =

√−Ge−(A+B)

cosh A− le−A
√

E
, µ = −

√−Ge−(A+B)

sinh A + le−A
√

E
, ν = eB

√
−G·
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Observe que, se G = 0, temos λ = µ = ν = 0, ou seja, a hipersuperf́ıcie não é genérica.

Agora se G < 0, mostraremos que a hipersuperf́ıcie é genérica. De fato.

Se λ = µ teŕıamos que

1

cosh A− le−A
√

E
= − 1

sinh A + le−A
√

E

que é equivalente a,

cosh A− le−A
√

E = −(sinh A + le−A
√

E)

ou seja,

eA = 0,

que é uma contradição. Logo λ 6= µ.

Se λ = ν teŕıamos que

e−(A+B)

cosh A− le−A
√

E
= eB

que é equivalente a,

e2B+A(
eA + e−A

2
− le−A

√
E) = 1

que é equivalente a,

e2B(e2A + 1− 2l
√

E) = 2

pela equação (3.103), temos,

e2B(e2A + e−2B) = 2,

ou seja,

e2(A+B) = 1·
Portanto A + B = 0, como A = A(x1, x2), e B(x3), então A = −B = K (K constante),

que é uma contradição, pois pela Proposição (3.7) B3 6= 0 , A1 6= 0 e A2 6= 0. Logo λ 6= ν.

Se µ = ν teŕıamos que

e−(A+B)

sinh A + le−A
√

E
= −eB
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que é equivalente a,

e2B+A(
eA − e−A

2
+ le−A

√
E) = −1

logo,

e2B(e2A − e−2B) = −2

ou seja,

e2(A+B) = −1

que é uma contradição, logo λ 6= ν.

Portanto as curvaturas principais são distintas, isto completa a demonstração do Teo-

rema.

Observação 3.14. No Teorema acima, a superf́ıcie utilizada na construção da hipersu-

perf́ıcie p não tem curvatura Gaussiana constante.

Observação 3.15. Observemos que, no caso (II) da Proposição (3.7) não é posśıvel

construir nenhuma superf́ıcie, pois considerando a função A do tipo (II) da Proposição

(3.7), não satisfaz as equações de codazzi.



Conclusão

Nesta dissertação constrúımos uma famı́lia de hipersuperf́ıcies conformemente planas em

R4, com três curvaturas principais distintas. Observamos que o problema de classificar as

hipersuperf́ıcies conformemente planas no espaço Euclidiano R4, não está completamente

resolvido, e por isso está sendo estudado por vários pesquisadores nos dias atuais.
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[6] CARTAN E. - La déformation des hypersurfaces dans l’espace conforme rell a n ≥ 5

dimensions, Bull. Soc. Math. France, 45 (1917), 57–121;

[7] FERRANDEZ A., GARAY O. J. e LUCAS P. - On a certain class of conformally flat

Euclidean hypersufaces, Proc. Conference on Global Analysis and Global Diferential

Geometry, Lecture Notes in Math., vol. 1481, Springer–Verlag, Berlin and new york,

1990, pp. 48–54;

[8] GARAY O. J., A classification of certain 3–dimensional conformally flat Euclidean

hypersurfaces, Pacific Journal of Math., vol. 162, 1 (1994), 13–25;

[9] HETRICH-JEROMIN - Conformally Flat Hypersurfaces Of R4, Acta Math. Hungar.,

89 (4) (2000), 347–354;

73



74

[10] HETRICH-JEROMIN - On conformally flat hypersufaces and Guichard’s nets, Beitr.

Alg. Geom., 35 (1994), 315–331;

[11] KULKARNI R. S., - Conformally flat manifolds, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 69

(1972), 2675–2676;

[12] LANCASTER G. M., - Canonical metrics for certain conformally Euclidean spaces

of three dimension and codimension one, Duke Math. J., 40 (1973), 1–8;

[13] NISHIKAWA S. e MAEDA Y., Conformally flat hypersurfaces in a conformally flat
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