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Resumo

Furtado, M.C.F.. Curvas Esféricas com Curvatura Proporcional a
Fungao Altura. GOIANIA, 2024. 87p. Dissertacio de Mestrado. Programa
de Pos-Graduagao em Matematica, Instituto de Matematica e Estatistica
(IME), Universidade Federal de Goias (UFG).

No trabalho, analisamos o estudo de [17] sobre a caracterizagao das solugoes soliton
do Fluxo Redutor de Curvas (FRC) em superficies de revolugao no espaco R3,
demonstrando que tais solugoes assintotam os paralelos que sao geodésicas.

Além disso, abordaremos o trabalho realizado por [8] que caracteriza as solugdes
solitons na esfera unitaria S?. Aplicaremos uma metodologia similar para descrever

curvas cuja curvatura dependem da funcgao altura.

Palavras—chave

Fluxo Redutor de Curvas, Séliton, Superficie de Rotacgao, Esfera.



Abstract

Furtado, M.C.F.. SPHERICAL CURVES WITH CURVATURE
PROPORTIONAL TO HEIGHT FUNCTION. GOIANIA, 2024.
87p. MSc. Dissertation. Programa de Pos-Graduacao em Matematica, Ins-
tituto de Matematica e Estatistica (IME), Universidade Federal de Goias
(UFG).

In the work, we analyze the study by [17] on the characterization of soliton
solutions of the Curve Shortening Flow (CSF) on revolution surfaces in the space
R3, demonstrating that such solutions asymptote the parallels that are geodesics.

Furthermore, we will address the work carried out by [8] that characterizes soliton
solutions on the unitary sphere S?. We will apply a similar methodology to describe

curves with curvature depends on the height function.

Keywords

Curve Shortening Flow, Soliton, Revolution Surface, Sphere.
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Introducao

Neste trabalho, estudaremos sobre o Fluxo Redutor de Curvas (FRC) em
superficies de revolugao. Mostraremos a caracterizacao dos solitons na esfera, isto
é, curvas que sao solucao para o FRC que se movimentam por meio de isometrias,
além de apresentar solugoes de curvas cuja curvatura geodésica depende da fungao
altura.

O FRC é uma equagao de evolucao que move uma curva na direcao da
normal, com velocidade igual & curvatura geodésica em cada ponto em uma variedade
Riemanniana bidimensional. Este fluxo é um caso particular do Fluxo de Curvatura
Média (FCM) no qual trocamos hipersuperficies de uma variedade Riemanniana por
curvas e a Curvatura Média pela Curvatura Geodésica.

Naturalmente, as curvas que sao geodésicas de uma superficie sao solugoes
triviais para o FRC, uma vez que elas ndo se movem (velocidade normal igual a
zero), enquanto, para o FCM, as solugoes triviais sdo as superficies minimas. O
fluxo redutor de curva comecou a ser estudado em ciéncias de materiais, aparecendo
na modelagem de fendémenos fisicos, como a propagacao de chamas, além de ser
utilizado no processamento de imagens e na criagado de modelos digitais em 3D [19].

Os principais avangos ocorreram entre meados e fins da década de 1980,
quando foi possivel caracterizar o comportamento do fluxo em detalhes. Atualmente,
esse estudo vem sendo aprofundado em diversas areas do conhecimento, como
topologia [2], [4], relatividade geral [16], e processamento de geometria digital [3],
que sao modelos e algoritmos matematicos da ciéncia da computagcao.

Este trabalho consiste em quatro capitulos. No Capitulo 1, apresentaremos
algumas defini¢des e conceitos béasicos que serao utilizados ao longo do texto. As
Subsegoes 1.1 e 1.2 referem-se & Geometria Diferencial de Superficies [6], [7], [8], [17]
e |25]. A Subsegao 1.3 trata do estudo de Campos de Vetores em Variedades |9
e [22].

No Capitulo 2, desenvolvemos os resultados de Tenenblat e dos Reis [8], que
classificam as solugoes soliton do fluxo redutor de curvas na esfera, provando que
uma curva em S? C R? é um soliton do FRC se, e somente se, a curvatura geodésica

é proporcional ao angulo entre o vetor tangente 7' e um vetor fixo v € R\ 0.
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Na Proposicao 2.2, sao definidas as funcgoes 7, v, a e a curvatura geodé-
sica Ky, = (T,v) = ar em funcao de 7, onde, a menos de isometria, v = (0,0, 1),
que descreve essa curvatura em termos de um sistema de equagoes diferenciais. Isso
possibilitara a descricao de um campo @ definido pelas equagoes desse sistema e,
consequentemente, entender o comportamento desses soélitons na esfera através do
retrato de fase do campo . Em seguida, apresentaremos alguns lemas que sao fun-
damentais para a demonstracao do Teorema 2.13, o qual descreve o comportamento
de cada curva. A segao sera concluida com a ilustragao desse teorema.

No Capitulo 3, serao apresentados os resultados desenvolvidos por [17] sobre
o Fluxo Redutor de Curvas em Superficies de Revolucao, apresentando dois teoremas
principais: o Teorema 3.1, que caracteriza os s6litons do FRC nessas superficies, e
o Teorema 3.5, que mostra que tais superficies, onde as curvas parametrizadas pelo
comprimento de arco X (u,v) = (¢(u) cos v, ¢(u) sin v, ¥(u)) sao soéliton para o FRC,

que satisfazem

16,16 < o0 e [[my(s)|? = / ()2 < o0,

I
terao seus extremos convergindo para os paralelos, que sao geodésicas.

Além disso, apresentaremos uma aplicacao desses resultados a um sistema
de EDO do toro T2. Este ¢ um caso interessante, pois nao temos um sinal definido
para a curvatura geodésica. Por fim, plotaremos algumas solu¢oes numéricas nas
quais se aplica o Teorema 3.5 e em outras que nao se aplicam, a saber, o toro e o
catenoide, respectivamente [17]. A andlise foi conduzida com a ajuda do software
Maple.

No Capitulo 4, apresentamos novos resultados obtidos ao estudar a caracte-
rizagao dos solitons na esfera, conforme apresentado em [8]. Consideramos a curva-
tura geodésica como k, = aa, onde a > 0 ¢ uma constante e a(s) = (X, e3), sendo
X uma curva parametrizada pelo comprimento de arco sobre a superficie.

Com essa abordagem, construimos um campo sobre a esfera e analisamos
o comportamento do retrato de fase. Utilizamos o conceito de campos em varieda-
des [20], que nos permitiu estudar esse campo no espago bidimensional, compreen-
dendo assim o comportamento dessas trajetorias tanto no plano quanto na esfera.
Essas analises foram realizadas com o auxilio dos softwares Maple e Mathematica.
Finalmente, apresentamos uma proposicao que descreve o comportamento das cur-

vas cuja curvatura geodésica é proporcional a fungao altura a.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e conceitos basicos que
serao utilizados nos demais capitulos. Os conceitos apresentados nessa se¢ao bem
como as demonstragoes podem ser encontradas em [6], [7], [8], [9], [12], [18], [20], [22]
e [25].

1.1 Geometria Diferencial de Superficies

Consideraremos o espaco euclidiano R? o espaco ambiente. Seja M? C R3
uma superficie regular orientada e X uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco em M?2. Seja 1 o campo normal unitario de M?, T'=X"e N =nAT.

O referencial ortonormal {T', N,n} é denotado Triedro de Darbouzr satisfa-

zendo as seguintes equagoes
T' = kyN + kK, N =T+, 17 =-K,T—7N. (1-1)

onde, kg4, K, € T 520, a curvatura geodésica, a curvatura normal e a torgao geodésica

de X, respectivamente. Tais equagoes sao chamadas de Fquacgoes de Darboux.
Sendo Y (u, v) uma superficie de R?, uma curva regular ®(s) = Y (u(s), v(s))

é uma geodésica de Y se, e somente se, satisfaz o sistema de equacgoes diferenciais,

veja [7], pag 304.

) 1)
0,

u” + Ty (w)? + 20 u'v" + Top(v)?
v+ T3 () + 205,00 + D5, (v')?

onde os simbolos de Christoffel sao dados por

L (Ogu | Ogij  Ogi
Ik = - : - N 2
Y2 (8&:3 T e "o )9 2)
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i, k={1,2}, 2 =u, 2* =ve

o E F
gZ]_ F Ga

é a primeira forma fundamental.

Seja M = S? a esfera unitaria no espaco euclidiano R3, dada por
S* = {x = (z1, 72, 73) € R¥|{x,2) =1},
com a métrica induzida de R3.

Definicao 1.1 Seja X : I € R — S? uma curva parametrizda reqular em S2.

Dizemos que X é uma imersao diferencidvel se X'(s) # 0, para todo s € I.

Iremos considerar X uma curva parametrizada pelo comprimento de arco. O campo

tangente unitdrio é definido por

T(s) = X'(s) = - X(s),

e o campo normal unitdrio a X (s) no espago tangente TX(S)82 é definido por
N(s)=T(s) N X(s).
Definicao 1.2 O numero real
kg(s) = (T"(s), N(s)) (1-2)
€ denominado a curvatura geodésica da curva X no instante s.

Como o vetor posicao é ortogonal a esfera n = X, ao longo da curva o
conjunto {T(s), N(s), X(s)} corresponde com o triedro de Darboux (1-1) da curva

X. Satisfazendo as equacgoes
N'(s) = —rg(s)T(s), (1-3)
(

O Teorema seguinte garante que dada a curvatura geodésica, a menos de
isometria sempre existird uma curva parametrizada pelo comprimento de arco na

esfera, ver [23].
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Teorema 1.3 (Teorema Fundamental das Curvas na Esfera) Dada uma fungao
kg : I = R, existe uma curva parametrizada reqular X : I — S?, tal que s € o
pardmetro por comprimento de arco e kg € a curvatura de X. Além disso, qualquer
outra curva X satisfazendo as mesmas condicgoes, difere de X por uma isometria de

S?, isto €, existe uma transformagdo ortogonal A € o(3), tal que X = AX(s).

O lema a seguir serd fundamental na demonstracao do Lema 2.10 e do

Teorema 3.5.

Lema 1.4 (Barbalat). Se a fun¢io diferencidvel f(s) possui limite finito quando

s — 00, e se f'(s) € uniformemente continua, entao f'(s) — 0, quando s — oo.

Ver [24] Lema 4.2.

1.2 Fluxo Redutor de Curvas

O Fluxo Redutor de Curvas [10] estuda a evolugao de uma curva em uma

variedade, dependendo da curvatura geodésica em cada ponto.

Definicao 1.5 Seja ® : U C R — Q2 uma curva em uma variedade Riemanniana
bidimensional Q2. Uma famdia a um pardmetro de curvas ®'(-) = ®(-,t) ¢ uma

solugao para o Fluxo Redutor de Curvas com condi¢ao inicial ® se

Ot o
QT(S) = Ky (s)n'(s),
(s) = ®(s),

onde, /-ztg e n' representam a curvatura geodésica e o campo normal unitdrio de ®°,

respectivamente.

Ou seja, a curvatura geodésica satisfaz,

<aa;i:,nt> = /i;. (1-4)

A curva ® é um soliton do FRC quando a familia de curvas ®(-) = ®'(-,¢) puder

ser escrita como
O'(s) = R'(D(s)), (1-5)

onde, R'(-) = R'(-,t) ¢ uma familia a um parametro de isometrias de ? tal que
RY(:) = Id ¢ a aplicagao identidade.
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O fluxo redutor de curvas tem sido estudado em varios espagos diferentes.
Por exemplo, em [5], foram classificadas as soluges solitons do FRC no espago
hiperbolico H? C R3, onde R? é o espaco tridimensional de Minkowski. Os autores
mostraram que a curvatura geodésica é dada pelo produto interno entre seu campo
vetorial tangente e um vetor fixo v € R?, evidenciando que a curvatura geodésica
em seus extremos converge para uma constante.

Tenenblat e dos Reis [8] classificaram as solugoes solitons do FRC na esfera,
evidenciando que os extremos de tais solugoes convergem para o equador da esfera,
ortogonais a um vetor fixo v = ||[v|[(0, 0, 1).Um caso mais geral foi estudado por [17],
que classificaram o comportamento qualitativo das solugoes solitons em superficies
de revolucao, mostrando que os extremos de cada solucao assintotizam o equador,
que é uma geodésica.

Ao longo do fluxo, podem ocorrer singularidades. Uma importante classe de
solugoes para o FRC envolve isometrias e homotetias; essas solugoes sao chamadas
de auto-similares. Duas delas bem conhecidas sao a reta, que possui curvatura nula e
nao é afetada pelo fluxo, e o circulo, que encolhe homoteticamente em um ponto em
tempo finito. Existem outras curvas, além do circulo, que encolhem homoteticamente
ao longo do fluxo em tempo finito, classificadas por Abresh e Langer [1].

Outra solugao é a curva de Grim Reaper, dada pelo grafico da funcao

T
f(z) = —Incos(z), z € (— -, —)
22
cujo vetor tangente unitario é dado por T'(z) = (cosx,sinz) e o vetor normal

n(x) = (—sinx,cosz). Portanto, a curvatura geodésica, definida por [25] é dada

por
Kg(x) = J") -1 cos(x
AT Gt sl
satisfaz a identidade ry(x) = (I'(z),v), onde v = (0, 1).

De acordo com Giga [13], essa é a unica curva no plano que envolve

translacgoes. Além disso, varios autores encontraram diversos comportamentos dessas
solugdes auto-similares, como encolhimento, expansao e rotac¢ao sob o fluxo. Em [14]
e [15], Halldorsson estudou solugoes auto-similares que combinam dois ou mais desses
movimentos, completando assim a descricao de todas as solugoes auto-similares nos
planos euclidiano e de Minkowski. Para dimensoes maiores no espaco euclidiano, os
exemplos mais simples de solugoes auto-similares sao as esferas e os cilindros, que

se qualificam como hipersuperficies autocontrateis [23].
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1.3 Campo de Vetores em Variedades

Essa segao pode ser estudada com detalhes em [20] e [22]. Seja M™ C R*
uma variedade diferenciavel. Um campo de vetores de classe C" em M™ é uma

aplicagao de classe C"
X:M"— R

que a cada ponto p € M™ associa um vetor X (p) € T,M. Isto corresponde a uma
aplicagao C" X : M™ — T'M tal que 7X é a identidade em M™, onde 7 é a projecao
natural de TM em M™. Denotamos por X"(M) o conjunto dos campos de vetores
de classe C" em M™.
Uma curva integral de X € X"(M) passando por um ponto p € M™ é uma,
aplicagao diferenciavel
ol — M™,

onde I é um intervalo contendo 0, tal que

para todo t € I. A imagem de uma curva integral é chamada de 6rbita ou trajetoria.
Seja N® C R! uma variedade diferencidvel. Se f : M™ — N for um
difeomorfismo de classe C"' e X € X"(M) entao Y = f, X, definido por

Y(q) = df, - X(p)

com g = f(p), ¢ um campo de classe C" em N" pois f,X =df o X o f71.

Se o : [ — M™ for uma curva integral de X, entao
foa:I— N"

é uma curva integral de Y. Em particular, f leva trajetorias de X em trajetorias de
Y. Assim se z : U — Uy C R™ for uma carta local, Y = x,X é um campo de classe

C" em Up; dizemos que Y ¢é a expressao de X na carta local (z,U).

Exemplo 1.3.1 Seja f : R — R wuma aplicagao de classe C™ satisfazendo as



1.3 Campo de Vetores em Variedades 21

sequintes condigoes:

f(t) >0 para t #0,

1
f(t) = ;7 para t>1,

o4

Sa) " T -

£(0)

Considere o campo vetorial X em R2 definido por

X(rcos@,rsinf) = (rf(r)cosf,rf(r)sinb).

O campo vetorial X ¢ radial e a origem € a unica singularidade, d)?(O) =0ce
1@ =1 sep>1.

Seja py o polo norte, ps o polo sul e 7 : S* — {pn} — R? a projegio
estereogrdfica. Definimos o campo X em S? por X (p) = dW;é))A(:(W(p)) sep#py e
X(pn) = 0. Note que X é C™ e possui dois pontos singulares px e ps. Mostraremos
que existe um campo vetorial C" proximo a X tendo uma orbita fechada. Seja Y o

campo vetorial em R? definido por

Y (rcos@,rsind) = (rl(r)cosd + rg(r)sind, —rg(r) cos 0 + ri(r) sin ),

ondel, g : R — R sao aplicagoes de classe C*°. O circulo S, com centro na origem e
raio a € uma orbita fechada de Y desde que Y ¢ tangente a S, em cada ponto. Fora
do disco de raio 1, Y = X. Assim, Y define um campo vetorial Y em S? que tem os
polos nortes e sul como singularidades "atrativas”e uma orbita fechada "repulsiva’

v =m""(Sa).

Para aprofundar o entendimento sobre a estabilidade de campos na esfera
S?, consulte [21]. No capitulo 4, utilizaremos esses conceitos para analisar o retrato
de fase do campo definido na esfera. Para isso, definiremos um campo no plano
bidimensional, o que nos permitira trabalhar com um niimero reduzido de variéveis.
Apos analisarmos o comportamento das trajetérias no retrato de fase do campo
no plano, retornaremos a esfera,"transferindo" o comportamento das trajetérias em

torno dos pontos singulares.



CAPITULO 2

Solucao Séliton Para o Fluxo Redutor de

Curvas na Esfera

Neste capitulo apresentaremos resultados que podem ser encontrados no
artigo [8]. Iremos caracterizar os solitons do FRC na esfera como as curvas cuja
curvatura é proporcional ao Angulo entre o vetor tangente e um vetor fixo de R*\ {0}.

Seja X : I ¢ R — §* C R?® uma curva regular parametrizada pelo
comprimento de arco s. Denote por T'(s) = X'(s) o vetor tangente, N(s) =
T'(s) A X(s) vetor unitario normal, e k4(s) = (T"(s), N(s)) a curvatura geodésica de
X.

Teorema 2.1 Seja X : I C R — S? uma curva regular parametrizada pelo
comprimento de arco nao geodésica. Entao X € uma solugao sdliton para o fluxo

redutor de curvas se, e somente se, existe um vetor v € R*\ {0} tal que
(T,v) = Ky, (2-1)

onde T € o vetor tangente e Kk, € a curvatura geodésica de X .

Demonstrag¢ao. Suponha X (s) p.c.a. Se X é um soliton do fluxo redutor de curvas
na esfera, temos que (1-5) X*(s) = A(t)X(s), onde A(t) é uma isometria. Considere
A(t) = Ay (1) As(t) As(t), tal que

1 0 0 cos (&2(t)) 0 sin (&(t))
Ai(t) = | 0 cos(&i(t)) —sin(&i(t)) [ A2(t) = 0 1 0 )
0 sin(&i(2))  cos(&i(?)) —sin (&(t)) 0 cos (€(t))

cos (§3(t)) —sin(&(1)) O
As(t) = | sin(&(t))  cos(&(t) 0,
0 0 1

e & J — R sdo funcoes reais tais que &(0) = 0 para todo i = 1,2,3. E claro que
qualquer isometria de A(t) pode ser decomposta como Aj(t)As(t)As(t). Isto segue
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do fato de que qualquer triedro ortonormal pode ser construido como o produto de
trés rotagoes (Euler angles), uma rotacao em volta de cada eixo.
Tomando a derivada de (1-5)

W) = AWX(s)

Em ¢t = 0 temos

5.0 = (A0)+ 40 + 40) X(s)
- 00 O 0 01 0 -1 0
= [&go]o 0 —1]+&0 |0 o ol+go) |1 o of [X(s
- 01 O -1 0 0 0 0 O
0 &0 &)
=m0 —go | X6

—&0) &) 0

Além disso, temos X (s) = (z1(s), xa(s), x3(s)) € S?, logo,

) 0 —=&(0) &)\ [fzi(s)

%—f(s,()) = | &0 0 =&(0) | | zals)

=60 &0 0/ \us(s)
—5(5)€5(0) 4 x3(5)€5(0)

= 21(5)&5(0) — 23(5)€1(0)
—21(5)&5(0) 4+ z2(5)&1(0)

Como z3 + 22 + 22 =1, x7] + 297 + 2375 = 0,
N<57 0) = N(s) =T(s) N X(s) = (zhrs — xzxé, —T1x3 + xlxé«n Ty — 12h)(s)

e omitindo o s, temos
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0 )

(

< —983(0) + 2385(0), 2185(0) — 231 (0), —21€5(0) + 22£1(0)), (N1, Na, N3)>

(—22€5(0) + 23€5(0)) N1 + (21€5(0) — 231 (0)) Na + (—21£5(0) + 22€1(0)) N3

(—2285(0) + 23&5(0)) (2323 — 2225) + (21€5(0) — 2361(0))(— w123 + 2125)

+(=21£5(0) + 2263(0)) (29 — 2125)

—222523835(0) + T2222385(0) + w3732585(0) — 22232385(0) — 2124 2385(0)

+21217383(0) + 232321 £1(0) — 21237581 (0) — 2121 2265(0) + 21217565(0)

2275711 (0) — 21222561 (0)

&1(0)(z3w3z| — T1237% + Toxox| — Ty woXh)

+&5

+&3
€(0) [, (#5

&(0) [y (2] + 23) — w3(212) + o]

E (02 (1 = aF) — w1 (—212))] + &(0)[25(1 — 23) — wo(—woa))]

&3(0)[a5(1 — 23) — w3(—w323)]

§(0)7) + &(0)x5 + &5(0)4

1(0),£5(0), £5(0)), (2, 25, 25))

) = *,

(0) (w3237 — Tom3why — T T T + 1171 7%)
(0)(—xowyxs + ToTowy — Ty T T3 + T12115)

(@5 + a3) — 1 (@l + wsah)] + & (0)[2h (2] + 23) — 2o(12) + 2325)]
5

/

1

+

((&
(T,

onde v = (£1(0),£5(0),£4(0)). Portanto, segue de (1-4) em ¢t = 0 que (2-1) é vélido.

Reciprocamente, seja X (s) uma curva em S? C R3 p.c.a. tal que

= (T, v),

para algum vetor v € R?®\ {0}. A menos de isometria, podemos considerar que

v =a(0,0,1) = aeg, para a > 0. Logo,

ky(s) = axly(s), para todos € I.

Defina X*(s) = A(t)X(s), onde

cos (at) —sin(at) 0
A(t) = | sin(at) cos(at) 0]. (2-2)
0 0 1
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Nosso objetivo é demonstrar que X! ¢ uma solucao do fluxo redutor de curvas.
Observe que £,'(s) = k4(s), uma vez que isometrias preservam as curvaturas. Além

disso, temos que

N'(s,0) = N(s) = T(s) A X(s) = (zhxs — moahy, —a x5 + 212, Th 9 — T12))
N ~~ o ~~ o ~~ o
ni no n3

~

e N'(s) = A(t)N(s), para todo ¢ € R. Dessa forma, omitindo o s nas contas, temos

N(s) = A(t)N(s)
cos (at) —sin(at) 0\ [m
= | sin(at) cos(at) 0] | no
0 0 1

= (cos (at)ny — sin (at)nsg, sin (at)ny + cos (at)ng, n3).

ns

Além disso,

—asinat —acosat 0
X(s) = (z1,29,23) e A'(t)=| acosat —asinat 0
0 0 0

Assim, derivando X ¢t obtemos
0X . . .
E(s, t) = A'(t)X(s) = a(—sin (at)z; — cos (at)xs, cos (at)z — sin (at)z,, 0).

Portanto,
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<aa—)t((s,t),]\7(s,t)> = a|(—sin(at)z, — cos (at)x2)(cos (at)ny — sin (at)ng)

+

[
(cos (at)zy — sin (at)xs)(sin (at)ny + cos (at)ng)]
= a[ — sin (at)z; — cos (at)xe)(Thrs — T2xy)

+(cos (at)a1 — sin (at)zs)(—2,a5 + mg)}
= alsin® (at)z) (—2) 23 + 717%) — cos® (at)wy(Thrs — To7h)
+ cos? (at)w1 () a3 + 212%) — sin? (at)wy(vhrs — To7h)]
= alri(—2iws + x125) — xo(vyxs — Toxy)]
= alzh(z] + 23) — z3(017) + 227))]

= alrh(1 — 23) — 23(—x32%)]

O

O valor de a representa a velocidade angular com que o séliton do FRC na
esfera esta girando ao longo do fluxo.
Observe que o Teorema 2.1 é um caso particular do Teorema 3.1. De fato,

dada uma curva na esfera unitéria S?, parametrizada por
X (u,v) = (cosucosv,cosusinv,sinu),
temos, T'= X' = v/ X, + v/ X, o vetor tangente a curva, é dado por
T = (u' —sinucosv — v cosusinv, —u' sinwusinv + v’ cosu cos v, u' cos u).

Assumindo X nas hipoteses do Teorema 2.1 e a menos de isometria tome v =
a(0,0,1), a partir de (2-1) temos que
K

g = (T, v) = acosuu’ = agu',

obtendo assim (3-11).

2.1 Caracterizacao dos Sélitons do FRC na Esfera

Todos os resultados dessa se¢ao podem ser encontrados em |[8]. No Teorema

2.1 vimos que as solugoes soOlitons nao triviais para o FRC na esfera se restringe
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em descrever todas as curvas nao geodésicas que satisfazem (2-1) para algum
v € R¥\{0}. O proximo resultado define (2-1) em termos de um sistema de equagoes

diferenciais.

Proposigao 2.2 Seja X : J C R — S? uma curva reqular parametrizada pelo

comprimento de arco nao geodésica e a > 0. Defina as fungoes
7(s) = (T'(s),e3) v(s) = (N(s),es) a(s) = (X(s),es), (2-3)
ondeT e N sao os campos unitdrios tangente e normal a X, respectivamente. Entao
kg(s) = at(s), (2-4)

para todo s € I, se, e somente se, as fungoes T,V e a salisfazem o sistema

V' = —at?, (2-5)

com condigao inicial (7(0),v(0),a(0)) satisfazendo 72(0) + v2(0) + o2(0) = 1.

Demonstragao. Suponha ry(s) = ar(s), para todo s € I. Por uma aplicagao direta

das equagoes de Darboux (1-3), e derivando as fungoes (2-3) temos

T = (T e3) = Kkg(N,e3) — (X, e3)
Vo= (N es) = —ky(T, e3)
Od/ = <X/, 63).

Dessa forma, as fungoes (2-3) satisfazem,

7'(5) = Rg(s)r(s) — als),
(8) = —rg(s)7(s), (2-6)

a(s) =7(s).

<

Substituindo k, = a7 no sistema, obtemos (2-5).
Reciprocamente, suponha as fungoes 7, v e « satisfazendo (2-5). Igualando com (2-6),
temos

aTV — @ = RglV —

2 _
—aT" = —Kg4T,
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equivalentemente,

(at — kg )y =0 e (ar — Kky)T =0.

Observe que, quando (at — k,) # 0, temos v = 0 e 7 = 0 se anulando simultanea-
mente em +e3 = (0,0, £1), pois pela condi¢ao inicial teremos o« = +1, caso contrario
segue o resultado ry = ar.

O

A seguir estudaremos o comportamento dos sélitons do FRC na esfera

usando a Proposicao 2.2.

Proposigao 2.3 Dada uma solugao (7(s),v(s),a(s)) para o sistema (2-5) em um
intervalo J, com a > 0 e condi¢io inicial (7(0),v(0),a(0)) satisfazendo 7%(0) +
v2(0) + o*(0) = 1, emiste uma curva suave X : J — S? parametrizada pelo

comprimento de arco s tal que seus campos de vetores unitdrios tangente e normal
T e N satisfazem (2-3).

Demonstra¢ao. Como (7(s),v(s), a(s)) satisfaz (2-5), entao

%(72(3) +12(s) +a%(s)) = 27(s)7(s) + 2v(s)V/(s) + 2a(s)a(s)
= 27(s)(a7(s)v(s) — a(s)) + 2v(s)(—at?(s))
+2a(s)7(s)
= 0.

Portanto, pela condigao inicial implica que 72(s) + v%(s) + a?(s) = 1 ¢ constante
para todo s.
0

Dessa forma, pelo Teorema 1.1 e por movimentos rigidos existe uma tnica
curva X : J — S? cuja curvatura é r,(s) = at(s); i.e., X(s), N(s),T(s) satisfazem
as equagoes de Darboux.

Além disso, a curva X (s) é determinada unicamente pelas condigdes iniciais

ortonormais 7°(0), N(0), X (0) que pode ser escolhido tal que
7(0)T(0) + v(0)N(0) + a(0)X (0) = es.

Derivando a expressao 7(s)7'(s) + v(s)N(s) + a(s)X(s), usando (2-5) e assumindo
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kg = a1, temos que

d%(rT +vN+aX) = 7T+7T"+VN+vN + X + aX'
= (atv — )T + 7(kyN — X) + (—at®)N
+v(—k) +7X + T
= arvT + 75,N — at’N — vk, T

= 0,

para todo s. Assim, 7(s)7(s) + v(s)N(s) + a(s)X(s) = ez e portanto, (2-3) ¢é
satisfeito.
Iremos estudar o comportamento qualitativo das solugoes soliton do FRC

na esfera e para isso considere a seguinte observagao:

Observagao 2.1.1 Seja X (s) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

s.
(i) Seja T a geodésia de S* C R?® ortogonal a ez, chamado de equador.

(ii) Seja H, (resp., Hs) o hemisfério sem a fronteira delimitado por I' que contém

o ponto es (resp., —es), o qual é chamado de hemisfério norte (resp., hemisfério sul).

As fungoes T,v, e «, definidas por (2-3), tem as sequintes interpretagoes

geométricas:

(1) As fungoes T,v, e «, sao os cossenos dos dngulos entre ez e os vetores T, N e
X, respectivamente. Uma vez que as fungoes sao dadas por (2-3) implicard que cada

uma € limitada por 1;
(2) « € a funcgao altura (com sinal) em relagao a es;
(3) X(s) €T se, e somente se, a(s) =0;
(4) X(s) € H, (resp., X(s) € Hy) se, e somente se, a(s) >0 (resp., a(s) <0);
(5) Se X satisfaz (2-4), entdao |ky4| < a.

A partir de agora usaremos a notagao da Proposicao 2.2. Comecando por
definir os autovalores dos pontos criticos do campo de vetores sobre a esfera unitaria
definida por (2-5). Isto nos permite entender o comportamento das curvas integrais
desse campo.

Introduziremos uma série de lemas que auxiliard na demonstragao do

principal Teorema 2.13 desta secao.
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Lema 2.4 Seja a > 0 uma constante e seja 1 : S* — T'S? um campo definido na

esfera unitdria por
V(1 v,a) = (atv — o, —a7?, 7). (2-7)

Entao os pontos singulares de ¥ sio ey = (0,4£1,0), e os autovalores de di)e,

(resp., dip_.,) sao

a++vVa?—4 —a++va2 -4

A= 5 , (resp., A = 5

). (2-8)

Se 0 < a < 2 entao os autovalores de 1 sdao nimeros complexos, e se a > 2, entdo

0s autovalores sao niumeros reais.
Demonstragao. Os pontos singulares de 1 sao ¥(7,v,a) = (0,0,0), i,e.,

atv —a =0,

T=0,

ou seja, T = a = 0 e pela condic¢ao inicial v = £1. Portanto, os pontos singulares de
Y sdo teq = (0,£1,0).

Além disso, a diferencial de ¢ é dada por

av ar —1
dp=|—-2ar 0 0
1 0O 0

Aplicando no ponto ey, temos

d¢62 =

—_ O 2
o O O

Portanto, A ¢ um autovalor de di., se existe v € T.,S? = {v = (v1,0,v3) : v1,v3 € R}
tal que dibe,(v) = Av, i.e.,

a 0 —1 (] U1
de,(v) =10 0 0 ol=xlo0],
1 0 0 V3 U3
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isso implica que,
avy —vg = vy, (i)
V1 = )\’03. (’lZ)
Considerando vy # 0, caso contrario, pelo sistema acima teriamos v3 = v; = 0.

Substituindo a equagao (i7) na equagao (7), obtemos a seguinte equagao:

alvs —v3 = N
Nvg —alvs+v3 = 0

(A2 —aX+1)vs = 0.
Ou seja, A2 — a)\ + 1 = 0, onde concluimos que \ é

at++va2—4
5 .

A:

De forma analoga se mostra para —es, onde

—a 0 -1
dp_e, =10 0 0
1 0 0

Portanto, A é um autovalor de di)_,, se existe v € T_,S* = {v = (v1,0,v3) : v1,v3 €
R} tal que

—a 0 -1 vy U1
dp_e,(v) =10 0 0 0Ol=Xx|0],
1 0 0 (%] (%]

semelhantemente, resolvendo o sistema obtido a partir da equacgao acima, teremos
A2 +a)\ + 1= 0. Onde concluimos que \ é

—a+t+va? -4
5 )

A:

O

Note que, quando 0 < a < 2, os autovalores da diferencial do campo ¥
nos pontos singulares sao complexos. Assim, as curvas integrais se movimentam em
forma espiral, indo de —ey até es e intersectando a geodésica I' (quando a = 0)
infinitas vezes. Por outro lado, quando a > 2, os autovalores sao nimeros reais
nao nulos, e as curvas integrais saem de —e; e chegam em ey de maneira "bem

comportada", desde que estejam suficientemente proximas desses pontos.



2.1 Caracterizacao dos Solitons do FRC na Esfera 32

O retrato de fase do campo ¢ (2-7) nos permitira compreender melhor o

comportamento dos soélitons.

Figura 2.1: a < 2 Figura 2.2: a > 2

Nosso proximo lema descreve a geometria da curva X nos pontos criticos

da funcao altura a.

Lema 2.5 Seja X : J — S* uma curva ndio geodésica nas condi¢oes da Proposi¢ao

2.2. Se sy é um ponto critico de a(s), entao:

(1) X(s0) ¢ T';
(2) X(so) € H, (resp., X(so) € Hy) se, e somente se, sg € um ponto de mdximo local

(resp., minimo) de

(3) X(so) € Hy,, (resp., X(so) € Hs) se, e somente se, em uma vizinhan¢a de X (o)
a curva X estd abaizo (resp., acima) do paralelo (circulo de S* ortogonal a e3) que

passa por X (sp).

Demonstragao. (1) Seja sg ponto critico de o e suponha por absurdo que X (sq) € T.
Entao a(sg) = o/(sg) = 0 e do sistema (2-5) temos 7(sg) = &'(sg) = 0, ou seja, da
condigao inicial 72(sq) + 1%(s0) + a?(sg) = 1 temos v(sy) = 1. Com essa condigao
inicial, a tnica solugao do sistema (2-6) é a(s) = 0 para todo s, pois observe que a
geodésica T satisfaz 72(sg) + v%(s0) + @?(sg) = 1, v(sg) = +1 e também o sistema
(2-6). Portanto, pela unicidade temos X (s) € I' para todo s, absurdo!

(2) Assumindo sy ponto critico de «, e usando o fato de que o/(s) = 7(s),

temos

a’(s) =7'(s)

at(s)v(s) — a(s)

= ad/(s)v(s) — a(s).
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Considerando s = sg, temos

a’(sg) = —a(so).

Note que a(sg) # 0, pois caso contrario teriamos X (sg) € I'. Entao pela Observagao
2.1.1 segue o resultado.

(3) Como « é a fungao altura de X com respeito a ez temos que X esta
abaixo (resp., acima) do paralelo que passa por X(sg) se, e somente se, sy ¢ ponto

de méximo local de «. Portanto, o item (2) implica no item (3).

O

Os dois lemas a seguir consideram os pontos criticos das funcgoes 7 e v

definido por (2-3).

Lema 2.6 Seja X : J — S? uma curva nao geodésica nas condicoes da Proposicdao
2.2. Se sy € um ponto critico de 7(s) = (T'(s), e3), entdo so € um ponto de minimo

local (resp., mdzimo local) de T se, e somente se, T(sg) < 0 (resp., T(s9) > 0).

Demonstra¢ao. Assumindo que sy é ponto critico de 7 e derivando 7'(s) =

at(s)r(s) — a(s) temos
7 (s) = a7’ (s)v(s) + at(s)V'(s) — &/ (s).
Aplicando em s = sy e usando (2-5),

) = ar(so)(s0) — o (s0)
= at(sp)(—at*(s0)) — 7(s0)

= —7(s0)(at?(s9) +1).

Assim, (at2(sg) + 1) > 0, logo se 7"(sg) = 0, temos que 7(sg) = 0, como 7/(s¢) = 0
do sistema (2-5) implica que 0 = «(sg) = /(s¢) o que é uma contradi¢do, pois
X(so) € I' e pelo Lema 2.5 item (1) mostramos que para pontos criticos de a tem
se X(sg) ¢ T
Logo, 7"(so) # 0, portanto, 7"(sg) > 0 (resp., 7"(s9) < 0) se, e somente se,
7(s0) < 0 (resp., T(sg) > 0).
O

Lema 2.7 Seja X : J — S* uma curva ndio geodésica nas condi¢oes da Proposicao
2.2. Entao v(s) = (N(s),e3) € uma fungao nao crescente. Além disso, se sy € um

ponto critico de v, entao sq € um ponto de inflexdo de v.
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Demonstragao. De (2-5) temos 1/(s) = —at?(s) = —a(c/(s))? < 0 para todo s, entao

v & uma fungao decrescente. Seja sy ponto critico de v. De (2-5), temos 7(s¢) =0 e

a'(s9) = 0. Além disso, as duas primeiras derivadas de /(s) = —a7?(s) em s = s
sao
V" (s0) = —2a71(s0)7'(s0) = 0,
e
V'(s) = —2a(7'(s))* — 2at(s)7"(s)
V"(s0) = —2a(7'(s0))?
= —2a0’(sp).

Como o/(sg) = 0, segue do Lema 2.5 item 1) que X(so) ¢ I'; isto é, a(sg) # 0.
Portanto, temos 1/(s9) = v"(s9) = 0 e v"(sg) # 0, logo sp ¢ um ponto de inflexdo
de v.

O

Por substitui¢ao direta em (2-5) temos o seguinte:

Observagao 2.1.2 Seja X : J — S* uma curva nao geodésica nas condicoes da

Proposicao 2.2. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) 7(s9) =0;
(2) V'(sg) =0;
(3) o/(so) = 0.

Dada as condigoes da Proposicao 2.2 temos que a fungdao a nao pode ser
constante, pois supondo «(s) = ¢ para todo s € (s1,82), temos 7(s) = a/(s) =0 e
kg(s) = ar(s) = 0, para todo s € (s1,s2), no qual terfamos X (s) uma geodésica no
intervalo (si, s2).

Um soéliton nem sempre intersecta o equador duas vezes, mas quando isso
acontece a curva tem um comportamento simples entre dois pontos consecutivos de

intersecgao, como mostraremos no seguinte lema.

Lema 2.8 Seja X : J — S? uma curva nao geodésica nas condicoes da Proposicao
2.2. Entao entre dois pontos consecutivos onde X intersecta o equador existe um

tinico ponto critico so da fungao altura o(s). Além disso, K4(sg) = 0.

Demonstracao. Seja s; < So dois pontos onde X intersecta I'. Pela Observacao 2.1.1

item (3), temos que X(s) € I' se, e 80 se, a(s) = 0, ou seja, a(s;) = a(sy) =0 e
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a(s) # 0 para todo s € (s1, $2). Entéo pelo Teorema de Rolle existe so € (s1, $2) tal
que o'(sg) = 0.

Como « nao muda de sinal em (s1, s2), segue do Lema 2.5 item (2) que o
ponto critico de o em (1, $2) ¢ um maximo ou minimo, dependendo se X ((s1, s2))
esta contido em H,, ou H,, respectivamente.

Suponha agora que existam dois pontos criticos de o em (1, $2), sendo eles
So € Sy, como « é nao constante e positiva se X ((s1,2)) € H, (resp., negativa se
X((s1,82)) € Hy), entdao sy e Sy s@o pontos de méximo (resp., minimo) em (s1, S2)
e pela continuidade de « existe um ponto s* € (sg, Sp) que é minimo em H,, (resp.,
méaximo em Hy) contrariando o Lema 2.5 item (2). Portanto obtemos a unicidade
do ponto critico.

Além disso, k4(so) = at(sg) = acd/(sg) = 0.

Lema 2.9 Seja X : J — S* uma curva ndio geodésica nas condi¢oes da Proposicao
2.2. Se s1 < $9 sao dois pontos criticos de «, tal que v(s;) > 0 (resp., v(s;) < 0)),
para i = 1,2, entao [a(s1)| < |a(sz)] (resp., |a(s1)| = |a(s2)]).

Demonstracao. Defina f(s) = /1 — v?(s). Como v é uma fun¢ao decrescente, segue
que f é uma fungao crescente (resp. decrescente) no intervalo onde v é positiva
(resp., negativa).

Além disso, como 7%(s) + v%(s) + a?(s) = 1, segue que
a?(s) =1 —7%(s) — 3(s),
da Observacao 2.1.2 e tomando s = s;, para i = 1, 2, temos
a(si)| = V1= v3(si) = f(s:):
Portanto, se v(s;) > 0 (resp., v(s;) < 0), temos

la(s1)| = f(s1) < f(s2) = |als2)l,  (resp.[a(s1)] = f(s1) = f(s2) = [a(s2)])-

Lema 2.10 Seja X : J — S? uma curva nao geodésica nas condicoes da Proposicao

2.2. Entao X (s) € assintotica a I' quando s — £o0.
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Demonstracao. Segue da Observagao 2.1.1 item (3) basta provar que limg_, 1o a(s) =

0. Comegaremos provando que

lim 7(s) = 0. (2-9)

s—+oo
Como v é decrescente e limitada |v| < 1, temos que o limite de v existe. Além disso,

/ 2

vV o= —ar?,
Vo= —2ar7,
IV = |2at(atv — @)
< 2al7|(alrv| + |af)
< 2a(a+1).

Ou seja, ' é diferencidvel com derivada limitada, portanto, v/ é uniformemente

continua, consequentemente pelo Lema de Barbalat 1.1,

. / _
Como V/(s) = —at?(s), temos que lim, 4, 7(s) = 0.
Agora provaremos que
lim 7'(s) =0. (2-10)
s—=o0

Tomando a segunda derivada de 7 e usando (2-5), temos

" = ar'v+ar —d

= a*r? —aav — a3 — 7,
™l < @l + alav| + a7 + |7

< 2a®+a+1.

Isso implica que 7’ é uniformemente continua, entao pelo Lema de Barbalat 1.1
obtemos (2-10).
Portanto, de (2-5), (2-9), (2-10) e como v ¢ limitado, temos que

Sggloooz(s) = Sgrinoo(aT(s)y(s) —7'(s)) =0.
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Lema 2.11 Seja X : J — S? wma curva nao geodésica nas condicoes da Proposicao
2.2. Se existe sy € R, tal que X ((s9, +00)) C H,, (resp., X((s9,+00)) C Hs). Entao

existe s, > So tal que v € decrescente (resp., crescente) em (s,,+00).

Demonstracao. Primeiro observe que existe no maximo um ponto critico de o em
(84, +00). De fato, suponha que existam dois pontos criticos sy, so de o em (s, +00).
Pelo Lema 2.5 item (2), estes dois sdo pontos de maximo (resp., minimo), assim existe
um ponto de minimo (resp., méximo) de « entre s; e sq, contradizendo o Lema 2.5,
item (2).

Assim, existe um s, € (sg,+00) tal que « é estritamente mon6tona em
(80, +00). Como a fun¢do « é positiva (resp., negativa) neste intervalo, o limite
vai para zero quando s — 400, temos que « é decrescente (resp., crescente) neste

intervalo.

O

De forma anéloga, temos o seguinte lema.

Lema 2.12 Seja X : J — S? uma curva nao geodésica nas condicoes da Proposicao
2.2. Se existe s € R, tal que X ((—o0,s9)) C H, (resp., X((—o0,s0)) C Hs). Entao

existe s, < So tal que a € crescente (resp., decrescente) em (—00, Sy).

O teorema a seguir descreve o comportamento qualitativo das solugoes

soliton para o FRC, dependendo principalmente da norma do vetor v.

Teorema 2.13 Para cada v € R3 nao nulo, existe uma familia a dois parametro
nao trivial de solitons do fluzo redutor de curvas na esfera X : R — S?, definida em

R. Os dois fins de cada curva sao assintoticas a mesma geodésica I' ortogonal a v.

Além disso, considere a fun¢do altura a(s) = (X(s),ﬁ) e a fungao
v
v(s) = (N(s), 7—)-
o]

o Assuma que X intersecta I' em mais de um ponto. Entao entre dois pontos
consecutivos existe um unico ponto critico sg de o que € mdzximo local (resp.,
minimo) se a(sg) > 0 (resp., a(sg) <0);

e Se0 < ||v| <2, entao X intersecta I em infinitos pontos. Além disso, a norma
da fungao altura |a| nos pontos criticos de o forma uma sequéncia crescente
quando v(s) > 0 e decrescente quando v(s) < 0;

e Se ||v]| > 2, Entao X intersecta no mdzimo em uwm nimero finitos de pontos,

e cada um dos fins de X converge para I' sem se auto intersectar.
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Demonstracao. Sem perda de generalidade, assuma v = aes, onde a > 0. Sob as
condicoes da Proposigao 2.2, temos que k,4(s) = a7(s) e as funcoes 7, v, o satisfazem
(2-5).

Esse sistema define o campo
U(1,v,a) = (atv — o, —at?, 7),

sobre a esfera unitaria, como no Lema 2.4. Considerando o retrato de fase de 1,
cada curva integral de 1) corresponde a um séliton do FRC. Como consequéncia da
Proposicao 2.2 para cada a > 0 temos uma familia a dois-parametros dessas curvas
X. Os dois parametros sao dados pelas condigdes iniciais (7(0),7(0), «(0)) tal que
72(0) + 2(0) + ?(0) = 1.

Como a variedade em questao é compacta, o campo ¥ é completo, o que implica
que cada soéliton esté definido para todo s € R. Em conjunto com o Teorema 1.1,
existem as funcoes 7,v e a. Além disso, conforme o Lema 2.10, os extremos de X
sao assintoticos a I' quando s — +oc.

Pelo Lema 2.8, entre dois pontos onde X intersecta I' a funcao altura o
possui um unico ponto critico sendo de maximo local se estiver no hemisfério norte
e de minimo local se estiver no hemisfério sul.

Se 0 < a < 2, pelo Lema 2.4 X intersecta infinitas vezes I'. Além disso, do
Lema 2.9 a norma de « nos pontos criticos de o forma uma sequéncia estritamente
crescente quando v é positivo e uma sequéncia estritamente decrescente quando v é
negativo. Note que, por (2-5) implica que v é estritamente decrescente, e pelo Lema
2.10 temos

lim v(s) = F1,

s—do0
portanto, v possui um, e somente um, zero.
Se a > 2, pelo Lema 2.4 implica que existem s_,s; € R tal que a tem no
méximo um numero finito de zeros nos intervalos (—oo,s_] e [s.,+00). Suponha

que « tenha uma infinidade de zeros em [s_, s ], isto é, existem
S_ <851 <8y < <5y, < s XSy

satisfazendo a(s,) = 0 para todo n € N. Segue do Lema 2.8, para cada n € N existe
sy, tal que

Sp <8k <spy1 e T(sh)=d/(s;)=0.

Assim, temos as sequéncias crescentes (s,) e (s%) definidas no compacto [s_, sy].
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Desta forma, existe sg € [s_, s4] tal que

. . *
lim s, = lim s, = so.
n—+o00 n—+400

Pela continuidade de « e 7, implica que

a(sg) = nl—iglooa(%> =0 7(s9) = nETwT(SZ) = 0.
Portanto, v(sg) = 1, o que é uma contradigao. Assim, concluimos que «
zera no maximo em ndmero finito de pontos de R. Além disso, os Lemas 2.11 e
2.12, a fungao altura a converge para zero de forma estritamente mondtona, o que
é equivalentemente dizer que os fins de X converge para o equador I' sem se auto-
intersectar quando s — 4o0.
O

A seguir, ilustraremos o Teorema 2.13 com valores distintos da norma do
vetor v. Para isso, apresentaremos um sistema de EDO sendo uma aplicacao direta

do Teorema 3.1 cuja solugdo pode ser encontrada em |[8].

Proposicao 2.14 Uma curva da esfera X : R — S* C R?® parametrizada pelo

comprimento de arco
X(s) = (sinu(s) cosv(s),sinu(s)sinv(s), cosu(s)) (2-11)

¢ um sdliton do FRC da esfera satisfazendo (2-4) se, e somente se, as fungoes u e

v satisfazem

u” = v sinu(v' cosu — au’ sinu),
(2-12)
V" =/ (au' — 20" cotu).

Note que ambos os fins de cada curva soéliton sao assintoticas a geodésica I’

ortogonal ao vetor v = ||v][(0,0,1). As imagens foram produzidas por [§].
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Figura 2.3: a = 0,5

Figura 2.5: a = 2

Figura 2.4: a =1

—=—F
.

Figura 2.6: a = 3



CAPITULO 3

Fluxo Redutor de Curvas em Superficies de

Revolucao

Todos os resultados descritos nesse capitulo poderao ser encontradas em [17].
Mostraremos que para superficies de revolugao certas solugoes soliton para o FRC
sao assintoticas aos paralelos que sao geodésicas.

Considere a curva geratriz a(u) = (¢(u),0,9(u)) parametrizada pelo
comprimento de arco, tal que ¢(u) > 0. Seja M? uma superficie de revolugao em R?,

gerada pela rotagao da curva geratriz em torno do eixo z, parametrizada por

X(u,v) = (¢(u) cosv, p(u) sinv, 1 (u)), (3-1)

onde, ¢ e 1 sao fungoes suaves, comu € I CRe 0 < v < 27.

O tensor métrico é dado por
g = du® + ¢*(u)dv®
Considere o seguinte referencial ortonormal

e = (chos v, ¢sinwv, ?/1)

es = (—sinwv, cosv,0) (3-2)
- (_¢ COS v, _¢ sin v, gb)a
onde N = e; A ey. Simplificando a notagao usaremos

do . d¢ . d2¢ . d2¢

b=, ="t = d=—.

Além disso, a derivada em relacao aos parametros s ou t denotaremos por . Por

exemplo,

() = uls) e €(1) = ()
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Como a curva geratriz é p.c.a. temos, (¢)? + (¢/)> = 1. Derivando essa
expressao obtemos ¢¢ + ¢ = 0. Usando este fato e escrevendo os coeficientes da

primeira e segunda formas fundamentais nos termos (3-2), obtemos

X, = (gz'ﬁcosv,q'ﬁsinv,zl}) =e, X,=(—¢sinv,¢pcosv,0)=pes, (3-3)
qu = (¢ Cos v, ésinv, w) = _(¢¢ - ¢¢)N7 Xuv = ¢&€2, va = _¢$61 + (wa

Considerando M? o espago ambiente, seja ®(s) = X (u(s),v(s)) uma curva

parametrizada pelo comprimento de arco, entao

T=uX,+vX,=ue + ¢v'ey, (3-4)
n=NAT = —V¢e, +ue,, (3-5)

onde T'= &’ é o campo vetorial tangente unitario e n € o campo vetorial normal de
® com respeito a M2,
Note que os campos vetoriais {7',n, N} formam o triedro de Darboux (1-1)

tal que
T =km+ kN, 0 =—-k,T+7N e N =-—kx,T—1n, (3-6)

onde Ky, Ky, € T 520 a curvatura geodésica, a curvatura normal, e a torgao geodésica

de uma curva P, respectivamente.

Além disso, 7" = ®” e usando (3-2), teremos

T = u'X, +0"X, + 200 Xy + ()2 X + (V) Xy
= [u" = (V)*¢dler + [v") + 20 dles + [~ (u)* (90 — 91) + (V') GY]N.

Da equagao (3-6) obtemos,
kg = (T',0) = (—u"v' +0"u)p + /(1 + («/))9, (3-7)
onde usamos que a curva ¢ é p.c.a, i.e.,
(W) + (v')*¢* = 1. (3-8)
Tomando a derivada de (3-8) em relagao a s, temos
i 4+ 0" p* 0 (V)20 = 0. (3-9)

Uma curva ®(s) € M? é uma rotacao soliton do FRC se satisfazer (1-4) e
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(1-5) tal que

cosé(t) —sin&(t) 0
R(t) = | sin&(t) cos&(t) 0 |, (3-10)
0 0 1

onde ¢ é uma funcdo suave e £(0) = 0. Essa tltima condigao garante que ®(s) é a
condicao inicial do FRC.

O teorema a seguir caracteriza os solitons nas superficies de revolugao.

Teorema 3.1 Seja ® : I C R — M? uma curva regular parametrizada pelo
comprimento de arco. Entao ®(s) = X(u(s),v(s)) é um sdliton do FRC se, e

somente se,

kg = ad(s)u'(s), (3-11)

onde, kg € a curvatura geodésica de ® e a € uma constante. Se a = 0 temos uma

geodésica.

Demonstragdo. Seja ®(s) p.c.a uma solucao soliton para o FRC em M?. Entao de
(1-4), temos

00

— 1) = Ry, 3-12

(5 = Ay (312)
onde, K, é a curvatura geodésica e n = —v'¢e; + u'es 0 campo normal unitario de

®. Além disso, por ser solucdo soliton, ®' = R(®) (3-10), derivando em ¢

09! OR(t)®
o ot

onde, R(t)® = (xcos{(t) — ysin(t), zsin&(t) + ycos&(t), z), assim

0??) =& (t)(—zsiné(t) —ycos&(t), xcos&(t) — ysin&(t),0),
em t = 0, temos SRI0)
R(0 ,
o £'(0)(—y,x,0).

Como z,y € M2, temos

x = ¢(u)cosv e y = ¢(u)sinv,
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logo
ag_f) — £(0)(—(u) sin v, d(u) cos v, 0)
— £(0)(u)(— sinv, cos v, 0)
= &' (0)p(u)es.
Denotando a = £(0) oR
# — ad(w)es.

Substituindo em (3-12) concluimos a primeira parte da prova,
kg = (ages, —v'per + u'es) = agu’.
Reciprocamente, seja ®(s) = X (u(s),v(s)) uma curva p.c.a em M? tal que
Kg(s) = ag(s)u'(s).

Como ®(s) é uma curva em M? entéo as fungoes z(s),y(s), z(s) sao dadas por (3-1)
e o normal unitario n = (1,12, 7n3) de ® dadas por (3-5). Defina uma familia a um
parametro de curvas ®'(s) = R(t)®(s) onde ®(s) = ®(s) e

cosat —sinat 0

~

R(t) = | sinat cosat 0
0 0 1

Vamos mostrar que ®(s) ¢ uma solucao para o FRC em M2

Como R(t) é uma isometria em M2, temos que fy(s) = ky(s) para todo ¢, pois

isometrias preservam curvaturas e

it = R(t)n(s)

cosat —sinat 0 m
= sinat cosat 0 2
0 0 1 73

= (m cosat — ngsinat, n; sinat + 1y cos at, n3).



45

Por outro lado,

n=(v)per +u'ey
= —v' (P cos v, gsinv, ) + u/(—sinwv, cos v, 0)

= (=v' ¢ cosv — U sinv, —v'posinv + u’ cosv, —v'¢1)).

m 2 3
Substituindo 71,7y € 13 em 7' temos

it =[(—=v'¢ cosv — v sinw) cos at — (—v'pdsin v + v’ cos v) sin at,

(—v' ¢ cosv — u' sinv) sin at 4+ (—v'¢ppsinv + v’ cosv) cos at, —v' )]

(—v'¢p¢p cosv cosat — u' sinwv cos at + v'p¢ sin v sin at — v’ cos v sin at,

— V¢ cosvsinat — u' sinvsinat — v'pg sin v cos at + u’ cos v cos at, —v' Pi).
Usando as relagoes trigonométricas
cosacosb = cos (a+ b) + sinasin b,

sin (a + b) = sina cos b + sin b cos a,

obtemos,
it = [V cos (at +v) — V') sin at sin v + o'y sin at sin v
—u/(sinw cos at + cos v sin at), —v' ¢y (cos v sin at + sin v cos at)
—u/(sinwsin at) + u/(cos (at + v) + sin at sinv), —v'¢].
Ou seja,

it = (—v'¢n) cos (at + v)—u' sin (at + v), —v' ¢t sin (at + v)+u' (cos (at + v), —v'v)).

Além disso, ®(s) = (x(s),y(s), z(s)) = (pcosv,¢sinv, ) e de (1-5) e usando as

relagoes trigonométricas ja explicitadas temos,

A

®' = R(t)®(s) = (v cosat — ysinat, x sinat + y cos at, z)
= (¢ cosvcosat — ¢sinvsinat, ¢ cosvsinat + ¢sinwv cos at, V)

= (¢ cos (at + v), ¢sin (at + v), ).
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Derivando,

00t . OR(t)

W(S) 7CID(s) = a¢(—sin (at + v), cos (at + v, 0).

Assim, para que uma familia seja solugao soliton deve satisfazer (1-4), logo

<8a;i;t, nt> = <a¢(— sin (at 4 v), cos (at + v),0), (—v'¢d cos (at + v) — u'sin (at + v),
—v'¢psin (at + v) 4 v/ (cos (at + v), —v'¢¢)>
= ag[v'ddsin (at 4 v) cos (at + v) + o' sin? (at + v)
—v' ¢ sin (at + v) cos (at + v) + ' cos? (at + v)]

= a(pu) = Ky = K.

O

A seguir, forneceremos um sistema de equacoes diferenciais das solucoes
soliton para o FRC em M?2.

Proposigao 3.2 Seja ® : I ¢ R — M? C R? uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco de uma superficie de revolugio. Entao ®(s) = X (u(s),v(s)) €

um soliton do FRC se, e somente se,

u' = —au' V' + (V) oo

(3-13)
V! = a(u/)z 2u'v gb
¢
Além disso, se a =0 obtemos o sistema de EDO das geodésicas de M? (1).
Demonstragao. Igualando as curvaturas (3-7) e (3-11) temos
( u"v + U”Ul)qb + Ul(l + (u1)2)¢ _ a¢ul’

ou seja,

—(—=u"v" + ") + au’ — V' (1 + (u’)z)g =0. (3-14)

Multiplicando a derivada (3-9) por v/

(u )2 " + UIU/U”¢ + (ul)Q(/U/)ngq; — 07 (l)
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e (3-14) por —v'¢?
Ul¢2< UHU/ + v"u’) au’v’gb2 + (U/)2<1 + (u/>2)¢¢ — 07 (”>
igualando as equagoes (i) e (i7) e usando o fato de que a curva é p.c.a (3-8).

(U/ )2 " + ulvlvllgb _|_ (u/>2(vl)2¢¢ — U/¢2( UHUI + Ul/ul) aulvl¢2

W)L+ (0)?) oo
— _(UI)ZUI¢ +ul / //¢ aulvl¢2
W) (0) 200 + (') 0.

Assim (u/)2u” + (V)2 ¢? = —au'v'¢? + (v')2p, logo,
((u’)2 + (v’)2¢2>u” = —au'v'$® + (V) %p¢.
Portanto,
u' = —au'v'¢? + (V)2pp.
Por outro lado, multiplicando a derivada (3-9) por v/
u'u" 4 (V)" (V)b =0 (i)
e (3-14) por v/
¢

—/ (—u"v + ") + a(u)? — V(1 + (u')2)$ =0, (i1)

igualando as equagoes (i) e (i) e usando o fato de que a curva é p.c.a (3-8)

u'u/'v'+( )2 //¢ +u( >3¢¢ — —U( u"v'—l—v"u/)—l—a(u/)2—u/v/(l+(u/)2)

UIUHUI+( )2 //¢ +U,( )¢¢ — U/U”’Ul—( )20//+a( ) U,U,?—(U,)SU/

( )2 //¢2 ( )2 noo_ a(u/)2 _u/v/? —u’(u')QU’? _ulvl<vl)2¢¢

¢
[(v’)2¢2 + (W) = a()? —u [1 + (u')* + (v')ngQ];i; .

¢
z
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Portanto,

O

Para provar o proximo resultado vamos definir a seguinte funcao auxiliar

/
As) = —2) (3-15)
V1= (u(s))?
Como ®(s) = X(u(s),v(s)) esta parametrizada pelo comprimento de arco, A esta
bem definida, i.e., 1 — (u/)? = (v/)%¢? > 0. Além disso, como ¢ > 0, entdo

1-@W)?=0sv=0.

Assumiremos que o conjunto de parametros para os quais v = 0 é nao
denso. De fato, observe que em um aberto onde v' = 0, i.e., v é constante, a curva
® no Toro T? ¢ um meridiano, que por sua vez ¢ uma geodésica. Deste modo, nao
iremos trabalhar com pontos isolados ja que geodésicas sao solugoes triviais para o
FRC, no qual nao estamos interessados.

Portanto, 1 — (u/)? > 0, logo [v/| < 1, ou seja, v/ ¢ limitada.

Teorema 3.3 Seja ® : I ¢ R — M? C R?® uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco de uma superficie de revolugao. Se ®(s) = X(u(s),v(s)) é

um séliton do FRC em M2, entdo,

Kgls) = £A(s) (e + /1 £2(5)), (3-16)

onde c € R.

Demonstragao. Podemos reescrever a derivada (3-9) isolando v”

0 _u/(v/)2¢q'5 — " _ _ulvlq's B i _ _UIU/Q.S B v
U/¢2 ¢ Ul¢2 ¢ (U/)2¢27
ou seja, '
0 _?u/v/ B vy
¢ (v)2?

Usando o fato de que a curva é p.c.a (3-8) temos

(b i
" — —&Ul?}/ — 1——(u/)2 (3-17)
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Igualando (3-17) com a segunda equagao de (3-13) temos

Q‘s [ /U,u/u” N2 !/ /q'b
P - 7 = —oulv' 2
¢uv E a(u’) u'v 5
Qg ) '
S = —al -

Substituido a expressao acima em (3-17), obtemos

1o, 0,0

v'u'u
v = —a(u)? — 2(—)
A 1ltima expressao pode ser reescrita como

y L= @)Y (—aw)?) = 2wy’

1— (u)?
Logo,
?J// QU/UH?}/ L a(u/)2
WP E-WpP T I W)
1)”[1 _ (ul)2] +2u'u" _ a(u/)Q
1= (u)?? 1—(w)*

Note que —v'[1 — (¢)?) = 2u/u"v'. Entao,

Equivalentemente,

d% (1 —U(/uf)2> - ;L%,);- (3-18)

Isolando v’ de (3-8) temos

De (3-11) com a equagao anterior
kgv' = tau'y/1 — (u)?,

podendo ser reescrita como
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Dividindo ambos os lados por 1 — (u')?

v au’

S o B—
1— (u)? kgy/1— (uW)?

derivando,
d v’ d [, au’
ds \1—(u)?2) ~ ds \" kg /T— (W)?)’
e substituindo (3-18) na equagao acima, obtemos
—a(u')? d n au’
1— ()2 ds \ ke /T— (W)2)’
v N A a
TV w)) T ds\ k1o W)/

e substituindo na equacao acima,

Considerando a funcéo auxiliar A(s)

temos —aA? = d%(inigA), logo

A? = idii (A) (3-19)

.. K2 K2A? .
Multiplicando =% por A%, temos “4— = +-4 <—A ), assim,
K K ds \ kg

&)

O
Kg
Integrando ambos os lados, obtemos que

[ri=s((2) ) ==L+

g

HCI
/{zz:l:ds Kg o <

—
N—
|
_H
==
/N
S| =
N—
L

Portanto,

onde, ¢ € R.
O

A seguir apresentaremos um lema, juntamente com o Lema 1.1 que sera

fundamental para a demonstragao dos teoremas seguintes.

Lema 3.4 Seja ® uma curva simples e fechada em uma superficie M. Seja dt sua

evolugao pelo fluxo redutor de curvas. Denote por R, a regiao delimitada por Pt e
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por A(t) a drea de R;. Suponha que Ry seja uma regiao simples. Entao,

% = / KdA — 2m.
dt Ry

Demonstracao. A primeira variacao da area é expressa pela equacao a seguir,

conforme discutido em [26], Segao 2:

dA__/
T M

onde v ¢é a velocidade do fluxo na direcao da normal.

Como &' ¢ solucao do FRC, temos

o= ()=

Sendo R; é uma regiao simples, pelo Teorema de Gauss-Bonnet, segue-se que

%:—/ /ftds:/ KdA — 2.
dt R 9 R

Teorema 3.5 Seja ® : I € R — M? C R?® uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco de wma superficie de revolugao. Se ®(s) = X(u(s),v(s)) é

um séliton do FRC em M? com curvatura geodésica total limitada, i.e,
[ R = sy (s) P < o

e 9|, |o| < oo, entao as duas extremidades da curva sao assintdticas aos paralelos

que sao geodésicas.

Demonstracao. Observe que a derivada de A é

e u”( 1-— (u’)2) - u/( _111/(1:;)2> _ u//<1 o (u/)2) 4 (u/)zuu _ u’
L (u)? (1— ()

Derivando a equagao da curvatura geodésica (3-11), temos

Wy = ald()? + ou'].
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Multiplicando a equacao /@’g por ,@_Ag temos

A au’

Por outro lado, de (3-19) obtemos

si() =
Nkg — A/ilg
2

A
—rp = N kA (id)
Rg

= +A?

K

[gualando as duas tltimas equagoes (i) e (i7).

o(u')’

AN+ lng2 = gbl——(u’)Q +A'[1 - (U,)z]
(0 1)2
:t/igAZ — ¢ %L(,li)(u/)z o A/(U,,)Q
A/<ul)2 — gb(UI)Q - :l:ligA2

¢v1f(w)
¢ + Rg
oy/1— ()2 ()

Substituindo A do lado direito da equagao, temos

— 2
A = SA2.

g u 2 o) o agu o (u))? b
(=) P ovimwr © SR wp) v ar

apu’ )
= W) o1 ()

= =+

Y



53

substituindo A’, temos

u” B a¢u/ ¢
Y S e ) Y py oy
"o agbu, ? _ N2
u' = <i—1—(u’)2+¢)(1 (u')?).
Logo,
nmoo_ agu’ ¢ ’ agu’ |¢| |¢|
isto é,
u’| < a¢ + % (3-20)

Defina

Note que [ = /{3 > 0, logo f é nao decrescente, e como a curvatura geodésica total
¢ limitada, 1.¢, f < oo entdo o limite lim o, f(s) existe.
Mostraremos que f’ ¢ uniformemente continua, ou seja, basta mostrar que f” é

limitada. De fato, temos f” = 2k k,, entao

1= 2la(é(u)? + ¢u")agu|

= 2a°¢|(¢(u') + pu")|||

< 2a°¢(|o(u)?| + lu”))
2a*¢(|9| + ¢lu"]) de (3-20)
< 2d°¢(|9] + lal¢® +|4])
= 2d°9(2|9] + |a]¢?).

Com isso, concluimos que |f”| é limitada, e portanto, f’ é uniformemente continua.

Sob as condigoes da fungao f podemos aplicar o Lema de Barbalat 1.1, ou seja,

lim f'(s) = lim ,(s)* = 0. (3-21)

S§—00 S§—00

Mostrando assim que as extremidades de ® sao asssintoticas as geodésicas. Mostra-

remos agora que essas geodésicas sao os paralelos. Denote por 6 o angulo entre a
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curva ¢ com o meridiano de X, i.e,

(X, T)

cosf) = ———-,
| Xl [T

onde, X, =e; e & =T = u'e; + v'ey sdo vetores tangentes unitarios. Logo,

cos = (e, u'e; +v'ey)

cosf = .

Utilizando a equag@o da geodésica (3-11) em conjunto com o limite (3-21), temos

0= lim £2(s) = lim (agu’)?,
§—00 §—00

lim v/ = lim cos@ = 0.
S§— 00 S§— 00

Isso mostra que as extremidades de ® sao perpendiculares aos meridianos. Portanto,

® deve ser assintotica aos paralelos que sao geodésicas.
O

Corolario 3.6 Seja ® um soliton do FRC em M2, com ® integrdvel. Se ® ¢ uma

curva fechada e simples, entao ® € um paralelo e geodésica.

Demonstragao. Seja h(u) uma funcao tal que h'(u) = = ¢(u). Suponha que a
regiao R delimitada por ® seja simples.

Pelo Teorema de Gauss Bonnet podemos escrever

/ /igds+//KdA:27r.
OR R

Da primeira variacao da area (3.4) temos

dA
Ko ds + — = 0.
/6R g dt

Uma vez que isometrias preservam areas, devemos ter A(t) constante, dai,

/ kg ds = 0.
OR

Pela equagao da curvatura geodésica (3-11)

O:/ kgds=a | o¢u ds=ah(u)+c,
OR OR
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onde ¢ € R. Ou seja, ah(u) 4+ ¢ = 0, derivando ambos os lados,

= agu’,

como ¢ > 0. Logo, ' = 0. Portanto, ® deve ser um paralelo de M? e pelo Teorema

3.5 uma geodésica.

3.1 Toro T2

O

Essa segao é uma aplicagao dos resultados obtidos anteriormente. O Toro

T? ¢ uma superficie de revolugdo em R? obtida quando o circulo a(u) = (R +

rcosu,0,rsinu) é a curva geratriz de raio r com centro (R,0,0) tal que R > 7.

Seja a parametrizacao do Toro T? dada por

X (u,v) = ((R+rcosu) cosv, (R+rcosu)sinv, rsinu),

onde 0 < u,v < 2.

Xy
X
Xy
Xy
Xow

S3

S

<

Logo,

—rsinwucosv, —rsinusinv, r cos u);

—(R + rcosu)sinv, (R+ rcosu)cosv,0);
—7 COS U COS U, —T" COS uSin v, —r sin u);
rsinusinv, —rsinwu cos v, 0);

(
(
= (
(
(

—(R 4+ cosu) cosv, —(R + cosu) sinv, 0).

Um campo unitario normal é dado por

N — Xu N X,
| Xy A X[
N - (—r(R 4+ 7 cos u)(cos u cos v, sin v cos u, sin u cos? v + sin u sin? v)

V/1r2(R 4+ rcosu)?

N = (—cosucosv,—sinvcosu,—sinu).

Y

(3-22)
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Os coeficientes da Primeira Forma Fundamental sao dados por

&
|

< Xy, Xy >= 7"2,
< Xy, Xy >=0,
G = <X, X,>=(R+rcosu)’

T
I

Os Coeficientes da Segunda Forma Fundamental sao dados por

= < qua N >= r,
f = < Xuva N >= O,
g = <Xy, N>=(R+ cosu)cosu.

O Tensor Métrico é dado por

g = gndu2 + 2g1odudv + gggalv2

= E(u,v)du® + 2F (u,v)dudv + G(u,v)dv?

= r?du®+ (R + rcosu)dv?,

A Curvatura Gaussiana e Curvatura Média respectivamente,

eg—f* cos u
EG—F?2  r(R+rcosu)’

1

eG—2fF +gF R+ 2cosu

Os simbolos de Christoffel sao [6],
rr? =0,
2, (R+rcosu)? =0,
I'lyr? =0,
% (R + rcosu)? = —r(R + rcosu) sinu,

[3,r? = r(R + 7 cosu) sinu,
['3,(R + rcosu)? = 0.

EG — F? )ZQT‘(R—FTCOSU)‘

(3-23)

(3-24)

(3-25)
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Portanto,
1 2 1 2
Fn - Fn - F12 - F22 =0,

—rsinu
riZ = ———— 3-26
12 R+ rcosu’ ( )

1 (R + rcosu)sinu
F22 — , .

Substituindo os simbolos de Christoffel no sistemas de Equacoes Diferenciais

das Geodésicas (1), temos,

(R4 rcosu)sinu

u// + . <U/)2 — 07
(3-27)
2rsinu
1 1,/
- =0.
v R+rcosuuv

A seguir iremos investigar as isometrias de T? que pode ser encontrada
em [17]. Além disso, todas as propriedades usadas nas demonstragoes seguintes

podem ser verificadas em [6], [7] e [24].

3.1.1 Isometrias em T2

Considere um campo tangente ¢ sobre T? que esté parametrizado por (3-22),
entao

¢ = CMu,v) Xy (u,v) + Clu, v) X, (u,v),

onde (' sao fungoes diferencidveis i = {1,2}. Suponha ¢ é um campo de Killing,
isto ¢, um campo para a qual a derivada de Lie da métrica g se anula L.g = 0. A

equagao anterior é chamada de equagao de Killing, veja [6] Cap 3, [11]| Cap 4.
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Em coordenadas a equacao de Killing é dada por

0 = Leg(Xu, Xo)

= 9(Vx,(, Xy) + 9(Xu, Vx,()

= 9(Vx,0 Xo) + 9(Xu, Vx,0) + 9(VeXu, X)) — 9(VeXo, Xo)
+9(Xo, VeXy) = 9(Xo, Ve Xy)

= 9(VeXy, Xy) + 9(Xy, VeX,) — 9(Ve X, Xy) +9(Vx, ¢, Xy)
—9(Xo, Ve Xy) + 9(Xu, Vi, Q)

= 9(VeXu Xo) + 9(Xo, VX)) — 9(Ve X, Xo) — 9(=Vx,(, Xo)
—9(Xo, VeXy) — 9(Xu, =V, ()

= 9(VeXu, Xo) + 9(Xo, VeXy) = 9(VeXy = Vi, (, Xo)
—9(VeXy — Vi, (, Xu)

= 9(VeXu, Xo) + 9(Xo, VeXo) — g([¢, Xu], Xo) — 9([¢, Xo), Xu)

= (9(Xu, Xo) = 9([¢, Xu], Xo) = 9([¢, Xo], Xo)

Portanto,

0= Cg(XuaXv) - g([C7Xu]7 Xv) - g(KaXvLXu) (3_28>

Denote 0; = X, e 0o = X,,. Usando a propriedade (d), ver [6], Proposi¢ao 5.3, para

cada parcela da equagao acima temos

Cg(XuaXv) = Clalg(XuaXv) + CzaQQ(XuaXv)
= ('019(01, D) + C2329(31> 0s)
= (Clal + C232)9127
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—g(lc. X %) = —g(1¢"Xu+ (PX0, X, X))

(105, 8] + CD2(1)0 — 01(C2)n), 0 )

= —g( = (¢ = 0u(c?)n, 02)
= —g(=01(¢")0h,05) — g(=01(¢*) D2, Do)
¢")g(01,02) + 01(¢*)g(D2, Ds)
M grz + 01(C%) ga2-

De forma analoga se mostra que

—g([¢, Xo], Xu) = 32(C1)g11 + 32(C2>912-

Dessa forma, de (3-28) temos

(€101 + CP02)g12 + 01(CH) grz + O1(C) g2z + 02(¢M) g1 + 02(¢%)g12 = 0,

podendo ser reescrito como

(¢"Ogi; + 0:C* gjx + 0;¢Fgun) = 0.

WE

e
Il

1
Usando a notacao 0;(-) = (-), segue se que
2
> (P gijw+ Cgie + i) =0, (3-29)
k=1
no qual,
g =9(Xu, Xu); 912 = 9(Xu, Xo); go2 = g(Xy, Xo).

A partir de (3-23), temos que

g =71 g2=0 e go=(R+rcosu)’
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Entao a equagao de Killing (3-29) para i = 1, j = 2 obtemos

2 2
(CFgrom + C;’ig% + C}’égm) = Z(C;klg% + Cégik)
k=1 k=1
oct oct 02 02

0=

oct o¢?
"o G
Logo,
1 2
88%7“2 + %%(R +rcosu)? = 0. (3-30)

Fazendo ¢ = j = 1 na equagao (3-29), obtemos

dg11 3Ck 3Ck
k
(¢ ok + Du g1k + 0 g1k)

|
NE

0= (Ckgn;k + C;klgm + Cﬁglk)

2
k=1

o

v |
—

0 ock
k=1

0 oct 0 oC?
o Cl% + Qa—cugn + §2% + 2%912

dg11 8C1
1_ —_—
ou + ou gn
or? ot

_ 17 el
=( u +2 Du g11
oct

= 2%911
_od
~ ou gi1-

=<

Dali,
oct B

7 =0. (3-31)

Para 1 = 57 = 2, temos

2
0= Z(Ckgm;k + (592 + Chgar)

0 ¢t oct 9, o¢? o¢?
ZClﬂ%—%ng-f—8—€)921+C2%+i922+8—i922

Ju 0 Jv
0922 0922 a¢?
_ 19922 2092 06"
=6 ou 6 Jv +28v922
2,2 2,2 2
:Cla(R+rcos u) +C28(R+rcos u) —|—28L(R+rcos2u)2.

ou ov ov
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Logo,
2
CM2(R + rcosu)(—rsinu)] + Q%L(R +rcosu)? = 0.
v

Mrsinu) = aa—cj(R + rcosu). (3-32)

Assim teremos de (3-30), (3-31) e (3-32), respectivamente,
d¢?

(o¢" , 2
50" —i-%(R—H“cosu) =0,

8(1_
0 Y

1 —
\C (rsinu) = U(R—l—'r’cosu).

De (3-31) concluimos que ¢! nao depende de u, apenas de v, logo, ¢! = w(v).
Reescrevendo (3-30) e (3-32) obtemos

Ow , aCQ 2
57 + %(R +rcosu)” =0, (3-33)
a¢? rsinu

g o___reme 34
v (R—l—'r’cosu)w (3-34)

Integrando (3-34) em relagao a v temos

a—Cde = /—r sinu wdv
ov ) (R+rcosu) '

e assim,

9 rsinu
= ———— [wdv.
¢ (R—i—?"cosu)/w !

Escrevendo a primitiva [ wdv = Q(v) + o(u), entdo

¢ = mﬂ(v) + o(u). (3-35)

Substituindo (3-35) em (3-33)
0 [< rsimu (Q(v) +o(u)| (R +rcosu)® =0,

wrl+ — | m———
OuL(R +rcosu)
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ou seja,
0 rsinu
) 2 , ,
—(—2"" 0 ) } o
W [3U<R+rcosu (v) )40 (u) [(R+rcosu)* =0
Resolvendo,
8( rsinu ) _ (rcosu)(R+rcosu) — (rsinu)(—rsinu)
Ou\R+rcosu/ (R+rcosu)?
_ (rcosu)(R+rcosu) + r?sin’u
- (R + rcosu)? :
Portanto,

e K(rcosu)(R—krcosu) +r?sin*u
w'r

(R + rcosu)? >Q(U) + a’(u)] (R+rcosu)® =0,

logo,
w'r? + [((r cosu)(R + rcosu) + 7% sin” u) Q(v)] +0'(u)(R+rcosu)? = 0.
Derivando em v
wW"r? + [(rcosu)(R 4 7 cosu) + r?sin® u]Q(v) = 0.
Derivando em u
[rsinu(R + r cosu) + 2r? sin u cos ujw = 0.

Em particular, tome u = 7. Assim, da equagdo acima teremos (rR)w = 0 no qual
w =0 e como w(v) = ¢!, temos
¢t =0.
2
Isto 6, w = 0. Utilizando este fato em (3-35) concluimos que —— = 0. Logo,

u
9¢? = w(u) ¢ uma funcdo apenas de u. Voltando a equacao (3-33) podemos afirmar
2

que — = 0, ou seja,

ou

onde A € R é uma constante. Portanto a tnica solugao para (3-29) é dada pelo

gerador de rotagoes em torno do eixo z, veja [11], 4.6.12, i.e.,

¢ =0X, + AX,.
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Denotando por {9y, 02,05} a base canénica de R? e

X (u,v) = (\(R—l—rci)rsu) coszi,\(R+rc?rsu) sinvj,rsinu).

z Y

z

Lembre que X, =0 e X, = (—y,z,0) = —yd; + x0s, escrevendo o campo na base

Desse modo, se ¥ é uma familia a 1-parametro de isometrias de T? entao

d

E‘I’t(p) = ((V'(p));

U(p)=p; peT

Vamos encontrar as coordenadas de W' = (z(¢), y(t), 2(t)) que satisfagam o

sistema acima. Entao,

(@'(t),y/ (1), 2 (1)) = 88—\15 = ((¥'(p)) = (—Ay(t), Az(t),0).
Dai,
a'(t) = —Ay(t),
y'(t) = Ax(t),

Os autovalores da matriz M sdo Ay = —itA e Ay = 1A associados aos autovetores
vy = (—i,1) e v = (i,1), respectivamente. Como os autovetores sao L.I., uma

solucdo geral para o sistema Y'(t) = MY (¢) ¢ dado por
Y (t) = c;et;,

onde, ¢; sao constantes, para ¢ = 1,2. Assim,
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x = Csin(At)+ Cy cos (At),
y = Cysin(At) — C cos (At),
z = (.
Para mais detalhes sobre as solugoes de equacgoes diferenciais e exponenciais de

matrizes, veja [22].

Aplicando o P.V.I, em ¢t = 0 e ¢° = (2(0), y(0), 2(0)) = (z,y, z) = p, temos
x=ux cos(At) —ysin(At),
y=xsin(At) +y cos(At),
z=z.
Portanto,
U (z,y,2) = (vcost — ysint,ycost + xsint, z),
onde )
(R— \ x? +y2) + 22 =72
Além disso, dada uma curva parametrizada pelo comprimento de arco ® em
T2, escrevendo ®(s) = (z(s), y(s), 2(s)), temos

cos{(t) —sin&(t) 0\ [z(s)
Pl(s) = U(P(s)) = | sin&(t) cosé(t) Of |wls) |, (3-36)
0 0 1 z(s)

onde ¢ é uma fungao diferenciavel tal que £(0) = 0. Deste modo, concluimos que as

isometrias de T? geradas por campos de Killing podem ser escritas na forma

cos&(t) —sin&(t) 0
[(t) = | sin&(t) cosé&(t) 0f. (3-37)
0 0 1

Este resultado mostra que o Teorema 3.5 descreve todas as solugoes so6liton
do FRC no toro.

A proposicao a seguir fornece um sistema de EDO no qual as solugdes sao
solitons para o FRC no toro T2 Usando a Proposi¢ao 3.2 ¢ ¢ = (R + rcosu),

podemos ver que:

Proposigao 3.7 Seja ® : I ¢ R — T? C R?® uma curva parametrizada pelo

comprimento de arco em T?. Entio ®(s) = X (u(s),v(s)) € um soliton do FRC em
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T? se, e somente se,

,  sinu(R +rcosu)

u’ + (v')* = —a(R + r cosu)*u'v/,
r

" 2rsin u oyl 2(,,\2

v (R—l—rcosu)uv = ar(u)”

Além disso, se a =0 obtemos o sistema de EDO das geodésicas de T? (3-27).

As figuras abaixo sao algumas solucoes numéricas do sistema obtido da

Proposicao 3.7 feitas em um programa matematico Maple.

&2 C2

Figura 3.1: Condigao inicial: Figura 3.2: Condigao inicial:
u(0) =%, v(0) = 7§, v/(0) =0, u(0) =7, v(0) = F, v/(0) =0,
V(0) =1, €(0) = 1. (0) =1, €(0) = 2.

Figura 3.3: Condigao inicial: Figura 3.4: Condigao inicial:
u(0) =7, v(0) = 7, v'(0) = 1, u(0) = m, v(0) = 7, v'(0) =1,

v'(0) =1, £(0) =1 v'(0) =1, £(0) =2



3.1 Toro T? 66

Figura 3.5: Condigao inicial: Figura 3.6: Condigao inicial:
u(0) =0, v(0) =7, ¥/(0) =1, u(0) =0, v(0) =7, ¥/(0) =1,
v'(0) =1, £(0) = —0, 1. v'(0) =1, £(0) = 10.

E de suma importancia que as condicoes do Teorema 3.5 sejam satisfeitas
em uma superficie de revolugao. De fato, o Catendide dado pela parametrizacao

S

X(u,v) = ()\cosh ()\

) cos u, A cosh (;) sinu, s),
onde s = Aln (”J“— “/’\24"\2), e A € R. A catenéria dada por

a(v) = <)\ cosh (;), 0, 5) :

é a curva geratriz do catenoide. Apesar de ser p.c.a, ela nao satisfaz as condigoes
de limitagao, i.e., ndo temos |¢|,|¢] < oo. Ou seja, nesse caso nao teremos
necessariamente solugdes que convergirao para o equador central. As solugoes

numéricas a seguir foram feitas pelos autores em [17].

Figura 3.7: Condigao inicial: Figura 3.8: Condigao inicial:
u(0) =1, v(0) = 1, w'(0) = 2, u(0) =2, v(0) = 1, w'(0) = -1,
V'(0) =1, £(0)=1. v'(0) =1, £(0) =1.
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Figura 3.9: Condigao inicial:
u(0) =0, v(0) =0, «/'(0) = %,
V()= 5, €0) = 1.

Figura 3.10: Condigao inicial:
u(0) =4, v(0) =0, v/(0)

v'(0) =

55 e
100~

(0) =

1
=

1

=1



CAPITULO 4

Curvas Esféricas Com Curvatura Geodésica

Proporcional A Funcao Altura

Neste capitulo, vamos descrever as curvas da esfera cuja curvatura geodésica
¢é proporcional a funcao altura. Este resultado representa uma contribuigao original
desta dissertacao, na qual aplicamos técnicas semelhantes as desenvolvidas por Reis
e Tenenblat [8] no Capitulo 2. Embora as técnicas utilizadas sejam inspiradas na
metodologia precedente, a aplicacao e os resultados aqui apresentados sao novos e
foram especificamente desenvolvidos para esta pesquisa.

Ou seja, construimos curvas sobre a esfera cuja a curvatura geodésica é
equivalente a um sistema de EDO que dependende da funcao altura. A partir desse
sistema definimos um campo sobre a esfera e descrevemos o comportamento desse
campo através do retrato de fase. Para o retrato de fase utilizamos o conceito da se¢ao
1.3. A ideia de estudar os campos bidimensionais era fornecer respostas completas
nos retratos de fase, assim como os autores fizeram em [8|. Fizemos isso porque nao
temos hiperbolicidade em todos os casos. O problema que surge aqui é o famoso
problema de Sistema Din&dmicos, chamado centro-foco que consiste em determinar
se um ponto singular com autovalores imaginarios puros é do tipo centro-foco.

Por fim, construimos um sistema de segunda ordem que caracteriza essas

curvas na esfera.

Proposigao 4.1 Seja X : J C R — S? uma curva reqular parametrizada pelo

comprimento de arco nao geodésica e a > 0. Defina as fungoes

7(s) = (T(s),e3) v(s)=(N(s),e3) als)=(X(s),es3), (4-1)
ondeT e N sao os campos unitdrios tangente e normal a X, respectivamente. Entao

kg(s) = aa(s), (4-2)
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para todo s € I, se, e somente se, as func¢oes T,V e « satisfazem o sistema

' =aav — «a,

V' = —aar, (4-3)

com condigao inicial (7(0),v(0),a(0)) satisfazendo 72(0) + v2(0) + o2(0) = 1.

Demonstragao. Suponha k,(s) = aa(s), para todo s € I. Por uma aplicac@o direta
das equagoes de Darboux (1-3), podemos verificar que essas fungoes (4-1) satisfazem

as seguintes equagoes.

Substituindo k, = aa no sistema, obtemos (4-3).
Reciprocamente, suponha as fungoes 7, v e « satisfazendo (4-3). Igualando com (4-4),
temos

aav —a = Kgr — Q,

—aaT = —Kg4T,

equivalentemente,

(aa —kg)v =0 e (aa—kKy)T =0.

Note que quando (aa—ry) # 0, temos que v = 0 e 7 = 0 se anulara simultaneamente
em +ez = (0,0, £1), pois pela condigao inicial teremos o = +1, caso contrario segue

o resultado k4, = ac.
O

Observe que um exemplo trivial de curvas na esfera que dependem da funcao

altura sao os paralelos, uma vez que mantém a altura constante, Figura 4.1.
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Figura 4.1: Paralelos da esfera unitéaria

A seguir, analisaremos o comportamento do campo na esfera, utilizando as

condicoes estabelecidas na Proposicao 4.1.

Proposigao 4.2 Dada uma solugao (7(s),v(s),a(s)) para o sistema (4-3) em um
intervalo J, com a > 0 e condi¢ao inicial (7(0),v(0),«(0)) satisfazendo 7%(0) +
v2(0) + o*(0) = 1, emiste uma curva suave X : J — S? parametrizada pelo
comprimento de arco s tal que seus campos de vetores unitdrios tangente e normal
T e N satisfazem (4-1).

Demonstracao. Como (7(s),v(s), a(s)) satistaz (4-3), entdo

d

£(72(8) +12(s) +a%(s)) = 27(s)7'(s) + 2v(s)V/(s) + 2a(s)d/(s)
= 27(s)(at(s)v(s) — a(s)) + 2v(s)(—at?(s)) + 2a(s)T(s)

= 0.

Portanto, pela condic¢ao inicial implica que 72(s) + v%(s) + a?(s) = 1 ¢ constante
para todo s.

O

Dessa forma, usando o Teorema 1.1 e por movimentos rigidos existe uma
Gnica curva X : J — S? cuja curvatura é r,(s) = aa(s); i.e., X(s), N(s),T(s)

satisfazem as equagoes de Darboux.
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Além disso, a curva X (s) é determinada unicamente pelas condigoes iniciais

ortonormais 7'(0), N(0), X (0) que pode ser escolhido tal que
7(0)T(0) + v(0)N(0) + (0) X (0) = es.

Derivando a expressao 7(s)7'(s) + v(s)N(s) + a(s)X(s), usando (4-3) e assumindo

Kg = ar,

d
d—(TT—I—VN—i-aX) = 7T+7T"+VN+vN' +dX +aX’
s

= ao/T + T7kgN — aaTN — vk =0,

para todo s.
Assim, 7(s)T'(s) + v(s)N(s) + a(s) X (s) = e3 e portanto, (4-1) é satisfeito.

Iremos considerar a Observagao 2.1.1, utilizando a notagao da Proposicao
4.1. Iniciaremos encontrando os autovalores do campo nos pontos singulares na
esfera unitaria, conforme especificado por (4-3). Isto nos permitird entender o

comportamento das curvas integrais desse campo.

Lema 4.3 Seja a > 0 uma constante e seja 1 : S* — T'S? um campo definido na

esfera unitdria por
(1, v,a) = (aaw — a, —aar, 7). (4-5)

Entao os pontos singulares de v e os respectivos autovalores de dip em cada ponto

singular sao

s =(0,1,0), A=+va—1,

—ey=(0,-1,0), A==+vV—a—1,

1 2—-1
g=0,-+Y" ") A=+vV_@ 1L (4-6)
a a
Para i = 1,2 e a > 0 teremos que os autovalores de di) poderio ser reais ou

complexos com parte real nula.
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Demonstracao. Os pontos singulares de 1 sao ¥(7,v,a) = (0,0,0), i,e.,

(av — 1)a =0,

T =0,

de (av — 1)a = 0 temos
o a=0,
como o = 7 = ( pela condicao inicial teremos v = +1, ou seja, os pontos singulares
Sa0
ea=(0,1,0) e —ey=(0,—1,0).

e Se a#0,

:t\/a2—1

temos v = %, e 02+ a% +a? =1, logo, a = , entao os pontos singulares sao:

1 a?—1 1 a?—1
YD e =00, - Y (47)

q1 = (Oa_
a a a

Além disso, a diferencial de v é dada por

0 aa av-—1
dp =1\ —aa 0 —at
1 0 0

Aplicando no ponto ey, temos

0 0 a—1
dwez - 0 0 0
1 0 0

Portanto, A ¢ um autovalor de di., se existe v € T.,,S* = {v = (v1,0,v3) : v1,v3 € R}
tal que di.,(v) = v, i.e.,

0 0 a—1 U1 U1
dpe,(v) =10 0 0 ol=x]|o0
10 0 V3 (%]

Isso implica que,
(CL - 1)”3 = )\,Ula (7’)

V1 = /\Ug. (ZZ)
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Tome vz # 0, pois caso contrario pelo sistema acima teridmos vy = v; = 0.

Substituindo a equagao (i7) do sistema na equagao (i) obtemos

(a—1vs = g
Moz —(a—1)vs = 0
N —a+1Dvy = 0.

Logo, A2 — a + 1 = 0. Resolvendo a equacdo obtemos
A=+va—1.

De forma anéloga se mostra para —es.

0 0 —a-—-1
dy_., =10 0 0
1 0 0

Portanto, A ¢ um autovalor de di_., se existe v € T_.,S* = {v = (v1,0,v3) : v1,v3 €
R} tal que dy_,(v) = Av.

0 0 —a-—1 o U1
dy_e,(v)=10 0 0 ofl=x[o
1 0 0 V3 Vs

Obtemos o sistema
(—a—1Dvg = vy, (i)

V1 = )\’03. (’lZ)
De forma anéloga tomaremos vz # 0. Substituindo a equacgao (i7) do sistema em (7)

temos N> —a+1=0.
Logo,

A==+vV—a-—1.
1 vVa?-1

Aplicando a diferencial de 1 no ponto singular ¢; = (0, =

a’ a

), temos

0 az—1 0
dipg, = | —Va? -1 0 0
1 0 0

Assim, A é autovalor de ¢; se existe v € T, S* onde
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implicando,

vy = —Va? — lus,

ou seja, v = (vy, —va? — lvs, v3). Dessa forma, A é um autovalor de v se di),, (v) =

Av, i.e.,
0 a?—1 0 v Uy
dipg, (v) = | —Va?2 -1 0 0 —va?—1lvg | = A | —va?— 1us
1 0 0 V3 Vs
Assim,
—(CL2 - 1)7)3 = )\1)1, (Z)
—va? — 1lv; = —vVa? — 1wvg,  (i1)
V1 = Al)g. (lll)

Substituindo a equagao (i7i) em (i) temos

—(a* — v = Mg,
Moz + (@ — vy = 0,
(AN + (a®* —1))vs = 0.

Tomando v3 # 0, temos A2 + a? — 1 = 0. Portanto,

A=+vV—a?+1.

De maneira analoga facamos para ¢ = (0, X ——V“Z_l)

a’

. Portanto,
A=+vV—-a?+1.

O

Para o retrato de fase deste campo, usaremos o conceito da se¢ao 1.3 sobre
campos em variedades Riemannianas. Ou seja, vamos obter a expressao do campo de
vetores ¢ (7, v, @) = (aaw — a,, —aaT, T) na carta para trabalharmos com um campo
bidimensional. O nosso objetivo ¢ induzir um campo f em R?, para isso tomamos

um ponto ¢ em R? e, através de uma transformacao difeomoérfica, associamos ¢ a
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um ponto na esfera S?. Em seguida, aplicamos o campo de vetores 1) nesse ponto da
esfera e retornamos ao plano pela diferencial da transformacéo, i.e., f = dg,¢(p).

Em termos matematicos, considere ¢(7,a) = (7,v/1 —a® —72,a) a apli-
cacao que associa cada ponto do plano euclidiano a esfera unitaria em uma vizi-
nhanga de e = (0,1,0). Observe ainda que a diferencial da aplicacdo ¢ leva o
espaco tangente de R? ao espaco tangente de S?. Aplicando o campo de vetores
e tomando a diferencial da transformagao, obtemos o campo na carta f(7,«a) =
(—a +ao/1 —a2 — 72, 7).

Os pontos singulares de f sao

0,0), pr=0,——) e pp=(0,———) (4-8)
De fato, tomando f(7,«) = (0,0), entao

—a+aavVl—a?—-12 = 0,
T = 0.

Resolvendo o sistema temos,

—a+aaVl—a? = 0,

(a* —a*a®* —1)a? = 0.

Para o = 0 temos o ponto (0,0). Para  # 0 temos (a* — a®a® — 1) = 0, portanto
obtemos (4-8).

Observe que o ponto singular (0,0) de f corresponde ao ponto singular e,
de 1, enquanto que os pontos singulares p; de f correspondem aos pontos ¢; (4-7)
de v para ¢ = 1,2, respectivamente. De fato, observe que a transformacao ¢ que
associa um ponto do plano a um ponto da esfera leva os pontos singulares do campo

f a pontos singulares do campo 1.

(b(OvO) = (07170)2627

¢(07pi> = qb(O?j:—) = (O’ 17:*:—) = G-

para i =1,2.
Além disso, os autovalores de df em cada ponto singular (0,0),p; e po
coincidem com os autovalores da diferencial de 1 na esfera, nos pontos es, q; € qo,

respectivamente.
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De fato, a matriz jacobiana é dada por

_ara —1+avl—a?—72—

df (t,a)) = 1—a?—12 11—

1 0

Aplicando no ponto singular (0,0) temos

df(0,0) = (2 _10+ “) .

A é um autovalor de v se diy(0)(v) = Av, entao

o= (0 ) (2) (1),

(—1 -+ Cl)’UQ = )\Ul, (7/)

Obtemos o sistema

V1 = /\UQ. (ZZ)

Substituindo a equagao (i4) em (i) e tomando vy # 0, obtemos A\* +1 —a = 0.

Portanto o autovalor de df g ) €
A==*v—-1+a,

correspondente ao autovalor de diy em es.

Para o ponto p; = (0, —V“;’l) temos

a? +1 0 —a’+1
df (0, = )
0 58, _(0 )

A & um autovalor de v se dify, (v) = Av, entdo

0 —a?+1
df g (v) = CER () ().
©, a ) 1 0 (%) (%)

Obtemos o sistema
(—CL2 + ].)UQ = )\’017 (Z)

v = )\Uz. (ZZ)

Substituindo a equacao (i) em (4) e tomando v, # 0, temos A?+a?—1 = 0. Portanto,

A=+vV1— a2
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correspondente ao autovalor diy em g;.

De forma analoga se mostra que A = +v/1 — a2 é um autovalor para dfp,
correspondente ao autovalor de dy em gs.

Agora tome g(7,a) = (—a — aay/1 — a2 — 72,7) como sendo a expressio
do campo 1 em torno do ponto —ey = (0, —1,0) e ®(7,0) = (1, =1 — a® — 72, )
a aplicac¢ao do plano euclidiano na esfera unitéaria tal que ®(0,0) = (0, —1,0). Como
a segunda entrada de ¢ é sempre negativa, a carta g nao mapeia os pontos q; e go
como no caso anterior.

De maneira semelhante, obtemos o ponto singular (0,0). Logo,

- (1) () ()

Resolvendo o sistema obtido a partir da igualdade acima, obtemos a equagao

A? — (=1 —a) = 0. Portanto os autovalores de dg( ) sao
A=+vV-1—a,

equivalentemente ao autovalor de diy) em —e,.

Dessa forma, concluimos que os e autovalores correspondentes aos campos
na carta f e g coincide com os autovalores da diferencial de i) na esfera. Sendo assim,
podemos analisar o comportamento das trajetorias no plano para cada intervalo de
a que corresponderd com o mesmo comportamento na esfera.

Para 0 < a < 1 temos os pontos singulares (0,0) de f e g e os autovalores
sao nao-hiperbdlicos A = +v/a—1 e A\ = £v/—a — 1, respectivamente, i.e., sao
complexos com parte real nula (imaginario puro). Dessa forma, as curvas integrais
se movimentam em torno dos pontos singulares de maneira circular. Veja a Figura
4.2, a esquerda plotaremos o retrato do campo na carta e a direita do campo na

esfera.
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Figura 4.2: a < 1.

Para a = 1, temos novamente os pontos singulares (0,0) de f e g, cujos
autovalores sao nulos A = 0 e imaginéarios puros A\ = 4+/—2, respectivamente.
Assim, ambos se movem em forma circular. Veja na Figura 4.3 o comportamento

das curvas para a funcao g e na Figura 4.4 para a funcao f quando a = 1.

Figura 4.3: a = 1 no campo g.

Observe que no campo g o movimento permanece padrao, enquanto que para
f em a = 1 temos que o movimento circular comeca a apresentar uma dilatacgao.
Veja 4.4.
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Figura 4.4: a =1 no campo f.

Essa dilatagao decorre do fato de que para a > 1 o campo [ tera mais dois

pontos singulares, a saber, os pontos p; = (O,:I:—V“Z’l)

, ¢ = 1,2, para isso iremos
analisar os autovalores de cada ponto singular quando a > 1 em cada campo na
carta.

Para o campo ¢ no ponto (0, 0) teremos ainda autovalores imaginarios puros
e o comportamento segue inalterado. Por outro lado, os autovalores do campo f serao
reais A = +v/a — 1 em (0, 0) com sinais opostos, portanto teremos um ponto de sela.

(0, ¥2=) (0, ==

Para os pontos singulares p; = os autovalores

€ Py =
A=+V1—a%?e -\ = —+1—a? sdo imaginéarios puros, ou seja, nos pontos p; e ps

teremos movimentos circulares. Observe na Figura 4.5.

Figura 4.5: a > 1 no campo f.

Note que quanto maior for o valor de a mais os pontos ¢; € ¢, se aproximam

dos polos da esfera,
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A proposicao a seguir nos fornecera o comportamento das curvas cuja

Figura 4.6: a > 1.

curvatura geodésica é proporcional a fungao altura («) sobre a esfera.

Proposicao 4.4 Uma curva da esfera X : R — S* C R?® parametrizada pelo

comprimento de arco

X(s) = (sinu(s) cosv(s),sinu(s)sinwv(s), cosu(s)), (4-9)
tal que ky(s) = aa(s) entao, as fungoes u e v satisfazem
u" = av'sinucosu + (v')*sin® ucosu — 2(u')?(v')? sinu cos u, (410)

"

Demonstracao. Note que

Xy
Xy

v" = —au cotu —u' (V')

3cosu — 2(v')? cotu — (v')3u/ sinu cos u.

(cosu cosv, cosusinv, —sinu),

(—sinwusinv, sinu cosw, 0).

O campo tangente e o campo normal unitarios é dado respectivamente, por

T = X, +vVX,

= (u'cosucosv — v sinusinv, v cosusinv + v’ sinu cos v, —u' sinu),

N = TAX

= (u'sinv + v sinucosucos v, —u’ cosv 4 v’ sin u sin v cos u, —v' sin” ).
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T' = (u" cosucosv — (u')*sinucosv — 2u/v' cosusinv — v” sinusinv — (v/)? sinu cos v,
" : N2 2 : [ n . N2 2 :
v’ cosusinv — (u')*sinusinv + 2u'v' cosucosv + v” sinu cosv — (v')“ sinusin v,

—u" sinu — (u')? cosu).
Facamos N = (Ny, No, N3) e T" = (11,15, T3). Logo,
<T/, N) == N1T1 + N2T2 + N3T3.

Calculando cada parcela individualmente temos

"

NT, u” cosucos v)(u'sinv + v sinu cos u cos v)

(u')? sinu cos v) (v sinv + v’ sin u cos u cos v)

=
—
— (2u/v" cosusinv) (v sinv + v’ sinw cos u cos v)
(
(

V" sinusinv) (v’ sin v + v’ sin u cos u cos v)

(v')? sin u cos v) (u' sin v + v’ sin u cos u cos v),

u" cosusinv)(—u' cosv + v’ sin usin v cos u)

N2T2

(u')? sinusinv)(—u' cos v + v’ sin u sin v cos u)

- -

(
(
(2u'v" cosucosv)(—u' cosv + v’ sinusin v cos u)
(v" sinwu cosv)(—u' cosv + v’ sinusin v cos u)

(

(v")?sinusinv)(—u’ cos v 4 v sin usin v cos u),

N3T3 = (—u"sinu)(—v sin?u) — ((u')? cos u)(—v'sin® u)

= u"v'sin®u + (u')*v' cosusin® u.
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Assim,

g T.N; = u"u cosucosvsinv+ u"v'sinucos?® ucos? v

— ()?*sinucosvsinv — (u')*v' sin? u cos u cos® v

2

— 2(u)* cosusin® v — 2u/(v')? cos® u sin v sin u cos v

— "' sinusin® v — v’ sin? w sin v cos u cos v

3 2 2

— /(v')*sinucosvsinv — (v')* sin u cos u cos® v
",/ . "ol i 02 2
— u"u' cosusinv cosv + u"v’ sinusin® v cos” u
+ (v')?sinusinvcosv — (u')*v’ sin® usin® v cos u
N2, 2 FIN2 e 0 i g
— 2(u")"v" cosu cos® v 4 2u'(v")” cos” usin usin v cos v

— "' sinu cos? v + v’ sin? w sin v cos u cos v

3 2

+ /(v)?sinusinvcosv — (v')? sin® usin® v cos u

+ "' sin® u + (u')*v’ cos usin® u.

Agrupando os termos e usando a relacao trigonométrica sin? a 4+ cos? a = 1 obtemos

a curvatura geodésica definida por (1-2)

dcosusinu — 2(u)*v cosu, (4-11)

kg = (T",N) = u"v'sinu — v'v" sinu — (V')
por outro lado, temos (4-2), i.e.,
kg =aa =a < X,e3 >= acosu, (4-12)
igualando (4-11) e (4-12), temos
acosu = u"v' sinu — u'v” sinu — (v')? cosusinu — 2(u')*v’ cos u,
logo,
u"v' sinu — u'v” sinu = acosu + (v')? cosusinu — 2(u')*v’ cos u. (4-13)
Derivando (u)? + (v')?sin®u = 1 temos
w'y” + v'v" sin? u = —(v')*u’ sinu cos u. (4-14)
Facamos (v'sinu)(4-11), u/(4-12) e somando temos

u” = av'sinwu cosu + (v')* sin® u cos u — 2(u')?(v")? sin u cos u.
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Fazendo —u/(4-11), (v'sinu)(4-12) e somando, obtemos

"

V" = —au' cotu — u'(v')? cosu — 2(v')? cot u — (v')?

u' sin u cos u.

g

Vejamos o comportamento dessas curvas para a < 1 e a > 1 com condigoes

iniciais diferentes nas Figuras a seguir.

Figura 4.7: Condigao inicial: a = 0,5 Figura 4.8: Condigao inicial: a = 0,5
u(0) =%, v(0) =%, v'(0) =0, u(0) = 5, v(0) = §, v'(0) = 0,5,
v'(0) = 1. v'(0) = 1.

Figura 4.9: Condigao inicial: a = 1 Figura 4.10: Condigao inicial: a = 1
u(0) =7, v(0) = F, v/(0) =0, u(0) = 3, v(0) = §, v/(0) = 0,5,
v'(0) = 1. v'(0) = 1.
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Figura 4.11: Condigao inicial: a = 3 Figura 4.12: Condigao inicial: a = 3
u(0) = 3, v(0) = 7, v/ (0) = 0,5, u(0) =2, v(0) = =, w/(0) = 0,5,
v'(0) = 1. v'(0) = 1.

E importante ressaltar que a variedade considerada é compacta, o que
implica que o campo ¥ é completo. Assim, em conjunto com o Teorema Fundamental
das Curvas na Esfera 1.1, podemos afirmar a existéncia das funcoes 7,v e a.

Problema futuro: Completar a analise do retrato de fase, assim como fizeram
os autores [8].

Problema Centro-Foco: Aplicar a teoria de Lyapunov para determinar se
um ponto singular é do tipo centro ou foco. Em termos gerais, identificar constantes
que, se todas forem nulas, indicam que o ponto singular é do tipo centro. Para
autovalores nulos, aplicar a teoria de Blow-Up. Estas abordagens sao baseadas nas

teorias de Sistemas Dinamicos.
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