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Resumo

O modelo de Baxter-Wu foi inicialmente proposto em 1972 por D. W. Wood e H.
P. Griffiths e resolvido exatamente por R. Baxter e F. Wu. O modelo é definido em uma
rede triangular bidimensional que pode ser decomposta em três sub-redes triangulares,
de modo que qualquer face triangular contém um spin de cada sub-rede em cada vértice.
O estado fundamental do modelo é quatro vezes degenerado, sendo formado pela fase
ferromagnética positiva e três fases ferrimagnéticas. O modelo também possui uma
proposta para uma rede tridimensional feita por L. N. Jorge, L. S. Ferreira e A. A.
Caparica inspirado na rede bidimensional, sendo o estado fundamental apenas formado
pela fase ferromagnética, e possui uma transição ordem-desordem descontínua. O modelo
de Baxter-Wu de rede unidimensional foi proposto por M. F. Calvacante e J. A. Plascak,
no estudo do modelo de Baxter-Wu em diferentes dimensionalidades de rede através
da aproximação de campo médio, onde apresentou uma transição de ordem-desordem
descontínua. Neste trabalho, estudamos o modelo de Baxter-Wu unidimensional usando a
contagem de estados e simulações entrópicas. Calculamos as propriedades termodinâmicas
para diferentes valores de campo e temperatura e obtivemos as configurações para o estado
fundamental de três diferentes regiões que estão separadas em H = 0 e H = −3. Somente
nas interfaces encontramos efeito de tamanho finito e um estudo de tamanho finito foi
realizado para H = 0, obtendo a temperatura crítica e os expoentes críticos.

Palavras - chave: O modelo de Baxter-Wu, rede unidimensional, simulação entrópica,
transição de fase.



Abstract

The Baxter-Wu model was initially proposed in 1972 by D. W. Wood and H.
P. Griffiths and solved exactly by R. Baxter and F. Wu. The model is defined in a
two-dimensional triangular lattice that can be decomposed into three triangular sub-
lattice, so that any triangular face contains a spin from each sub-lattice at each vertex.
The ground state of the model is four times degenerate, being formed by the positive
ferromagnetic phase and three ferrimagnetic phases. The model also has a proposal for a
three-dimensional lattice made by L. N. Jorge, L. S. Ferreira and A. A. Caparica inspired
by the two-dimensional lattice, the ground state being only formed by the ferromagnetic
phase and has a discontinuous order-disorder transition. The Baxter-Wu model of one-
dimensional lattice was proposed by M. F. Calvacante and J. A. Plascak in the study of the
Baxter-Wu model in different dimensionalities of lattices through the mean-field approach,
where it presented a discontinuous order-disorder transition. In this work we studied the
one-dimensional Baxter-Wu model using state counting and entropic simulations. We
calculated the thermodynamic properties for different field and temperature values and
obtained the ground state settings for three different regions that are separated at H = 0
and H = −3. Only on the interfaces we found out a finite size effect and a finite size study
was performed for H = 0, obtaining the critical temperature and the critical exponents.

Key -words: The Baxter-Wu model, one-dimensional lattice, entropic simulation, phase
transition.
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Introdução

Em 1972, D. W. Wood e H. P. Griffiths propuseram para o modelo de Ising
bidimensional uma rede triangular com o uso de interações triplas entre spins-1/2 [2]. A
solução exata foi obtida por R. Baxter e F. Wu [3, 4, 5]. O modelo possui um estado
fundamental quatro vezes degenerado, sendo um estado ferromagnético e outros três
estados ferrimagnéticos. A expansão para uma rede tridimensional foi proposta por L.
N. Jorge, L. S. Ferreira e A. A. Caparica, onde realizaram um estudo das propriedades
termodinâmicas do sistema através de simulações de Monte Carlo pela amostragem de
Wang-Landau e estimaram a temperatura de transição do sistema [6]. Já o modelo de
rede unidimensional foi proposto por M. F. Calvacante e J. A. Plascak em seus estudos
da teoria do campo médio aplicado a diferentes dimensionalidades desse modelo [7].

O nome Monte Carlo é aplicado para uma classe de métodos matemáticos adotado
por Ulam e Metropolis e seus colaboradores que trabalharam no desenvolvimento de armas
nucleares em Los Alamos na década de 1940 [8]. As simulações de Monte Carlo utilizam-se
da geração de números aleatórios para realizar uma caminhada aleatória sobre os estados
do sistema. O algoritmo de amostragem de importância de Metropolis foi a técnica mais
comum em simulações de Monte Carlo, na qual as configurações são geradas de um estado
anterior usando uma probabilidade de transição que depende da diferença das energias
dos estados finais e iniciais [9]. Em outra linha, o algoritmo desenvolvido por de F. Wang
e D. P. Landau estima a densidade de estados, permitindo calcular médias canônicas das
propriedades termodinâmicas para qualquer temperatura [10, 11].

O algoritmo de Wang-Landau realiza um passeio aleatório no espaço de energia
através da mudança de estado dos spins, em que a energia associada com cada configuração
é aceita com uma probabilidade recíproca à densidade de estados. Durante o passeio
aleatório, um histograma é acumulado no espaço de energia que é usado para controlar
a frequência que os níveis de energia são visitados. Então, a atual densidade de estados
é modificada por um fator de modificação e com a nova densidade de estados um novo
passeio aleatório é realizado. Cada passeio aleatório produz um histograma nivelado para
a distribuição de energia. Uma das vantagens deste algoritmo é que a densidade de estados
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não depende da temperatura e, portanto, com a função de partição podemos calcular todas
as quantidades termodinâmicas de interesse do sistema, através da média canônica [11].
Com o objetivo de obter mais informações, acerca de um sistema durante as simulações,
como por exemplo o efeito da magnetização, podemos realizar uma passeio aleatório tanto
no espaço de energia quanto no parâmetro de ordem, sendo também necessário para
sistemas com ordens mais complexas. [12].

O objetivo deste trabalho consiste em estudar o modelo de Baxter-Wu de
rede unidimensional através de duas maneiras. Inicialmente, com o uso de simulações
entrópicas, estudamos o comportamento das quantidades termodinâmicas como função da
temperatura e do campo magnético externo, onde observamos duas regiões de interface
entre as configurações de estados ordenados. Em um segundo momento, estudamos o
modelo com ausência de campo externo através de duas abordagens. Primeiramente,
estudamos o comportamento das quantidades termodinâmicas usando a função de partição
dada pela contagem das configurações, onde usamos o parâmetro de ordem como a soma
dos módulos da magnetização das sub-redes, pois esta permite diferenciar as configurações
ordenadas da configuração desordenada do sistema. Em seguida, realizamos simulações
entrópicas para redes de tamanhos maiores, onde calculamos a temperatura crítica que
apresenta o valor Tc = 0.20361(22) e obtivemos os expoentes críticos ν = 2.480651(75),
γ = 2.974(11) e β = 0.0215(16), sendo que esses expoentes não obedecem uma lei de
escala e não se encaixam em nenhuma clase de universalidade.

Esta dissertação está organizada da seguinte forma: No capítulo 2, apresentamos
uma breve revisão da mecânica estatística no equilíbrio, além da definição de transições
de fase, fenômenos críticos e dos efeitos de escala de tamanho finito. No capítulo 3,
abordamos o método Monte Carlo e da técnica de amostragem de Wang-Landau. No
capítulo 4, fazemos uma breve revisão histórica do modelo de Baxter-Wu e expomos os
objetivos do nosso trabalho. No capítulo 5, apresentamos os nossos resultados. No capítulo
6, apresentamos as conclusões e as perspectivas de continuidade.

Instituto de Física – UFG
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Revisão da Mecânica Estatística

Neste capítulo, faremos uma breve revisão de algumas características básicas
da termodinâmica e da mecânica estatística que serão usados na produção e análise dos
nossos resultados. Definiremos o limite termodinâmico, as transições de fase, os fenômenos
críticos e a teoria de escala de tamanho finito.

2.1 Mecânica Estatística no Equilíbrio

O objetivo da mecânica estatística é obter todas as propriedades de equilíbrio de
um sistema molecular macroscópico a partir das leis das dinâmicas moleculares. Portanto,
seu objetivo não é apenas derivar as leis gerais da termodinâmica, mas também as funções
específicas de um dado sistema. A mecânica estatística, contudo, não descreve como um
sistema se aproxima do equilíbrio e nem determina se o sistema já pode ser encontrado
no equílibrio, apenas afirma qual é a situação de equilíbrio para um determinado sistema
[13].

Definindo um conjunto de pesos ωi(τ) que representam a probabilidade do sistema
estar no estado i no instante τ . A evolução temporal de ωi(τ) é representada por:

dωi(τ)
dτ

=
∑

j

[ωj(τ)P (j → i)− ωi(τ)P (i→ j)] , (2.1)

em que a Equação (2.1) governa o tempo de desenvolvimento da quantidade ωi(τ). O
primeiro termo do lado direito representa a taxa de transição do estado j para o estado
i, enquanto o segundo termo do lado direito representa a taxa de transição do estado i
para o estado j. A soma das probabilidades deve ser unitária para todos os tempos τ :

∑

i

ωi(τ) = 1, (2.2)

dado que o sistema deve sempre estar em algum estado. Sendo Q alguma quantidade,
tomando o valor de Qi em algum estado i, podemos definir o valor esperado para esta
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quantidade em algum instante para o sistema como:

〈Q〉 =
∑

τ

Qiωi(τ). (2.3)

Quando o sistema atinge um estado em que os dois termos do lado direito da
Equação (2.1) cancelam um ao outro para todos os estados i, então a variação temporal
das probabilidades será nula e os pesos serão constantes para o resto do tempo:

ωiP (i→ j) = ωjP (j → i), (2.4)

que corresponde ao estado de equilíbrio do sistema. As taxas de transições P (i → j)
adquirem valores que surgem da natureza térmica da interação do sistema e do reservatório
térmico. A priori, os valores de equilíbrio dos pesos são conhecidos e são denominados de
probabilidades de ocupação de equilíbrio:

Pi = lim
τ→∞

ωi(τ). (2.5)

Em 1902, Gibbs mostrou que para um sistema em equilíbrio térmico com um
reservatório térmico, a probabilidade Pi do sistema ser encontrado no microestado i é
proporcional a exp(−βEi), conhecido como fator de Boltzmann, sendo β = 1/kBT , em
que kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura do sistema e Ei é a energia do
microestado i [8]. Desde que o sistema deve sempre estar em algum estado, a soma sobre
todas as probabilidades Pi deve ser um, e a probabilidade normalizada é, portanto,

Pi = exp(−βEi)
Z

, (2.6)

onde a Equação (2.6) é denominada de probabilidade de distribuição de Boltzmann. A
constante de normalização Z, também denominada de função de partição, contém todas
as informações essenciais sobre o sistema em consideração. A forma mais geral para um
sistema clássico é dada por

Z =
∑

i

exp(−βEi), (2.7)

onde a soma é sobre todos os possíveis estados do sistema e, portanto, depende do tamanho
do sistema e do número de graus de liberdade para a partícula. Contudo, há poucos
exemplos em que é possível extrair resultados exatos para sistemas muito grandes de
partículas interagentes, sendo que em geral a função de partição não pode ser calculada
exatamente [14].

Instituto de Física – UFG



Capítulo 2. Revisão da Mecânica Estatística 21

A conexão entre a termodinâmica e a mecânica estatística ocorre através da
energia livre de Helmholtz do sistema:

F = −kBT lnZ, (2.8)

as outras quantidades termodinâmicas mais facilmente observadas são todas obtidas pela
diferenciação apropriada da Equação (2.8). Por exemplo, a energia interna é definida como
a média da energia de um sistema em equilíbrio térmico:

U ≡ 〈E〉 =
∑

i

PiEi =
∑
iEi exp(−βEi)∑
i exp(−βEi)

= − 1
Z

(
∂Z

∂β

)

N,V

= −
(
∂ lnZ
∂β

)

N,V

. (2.9)

Para estudar as flutuações da energia definimos o desvio quadrático médio como:

(δU)2 = 〈(E − 〈E〉)2〉 = 〈E2〉 − 〈E〉2, (2.10)

em que a média do quadrado da energia pode ser obtida diferenciando novamente a função
de partição:

〈E2〉 =
∑
iE

2
i exp(−βEi)∑

i exp(−βEi)
= 1
Z

(
∂2Z

∂β2

)

N,V

, (2.11)

substituindo as equações (2.9) e (2.11) na Equação (2.10) temos:

(δU)2 = 〈E2〉 − 〈E〉2 = 1
Z

(
∂2Z

∂β2

)

N,V

−

 1
Z

(
∂Z

∂β

)

N,V




2

=
(
∂2 lnZ
∂β2

)

N,V

. (2.12)

O calor específico cV pode ser definido como a taxa de variação da energia U em
relação à temperatura T por sítio:

cV = 1
N

(
∂U

∂T

)

N,V

= kBβ
2

N

(
∂2 lnZ
∂β2

)

N,V

, (2.13)

em que N é o número de partículas do sistema. Logo, tomando a Equação (2.13) e
substituindo na Equação (2.12) temos:

(δU)2 = 〈E2〉 − 〈E〉2 = NcV
kBβ2 , (2.14)

consequentemente, a flutuação da energia do sistema será

δU = (NkBT 2cV )1/2, (2.15)

que é um resultado completamente geral e não depende de nenhuma propriedade específica
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do sistema a ser considerada. Percebe-se que desde que o calor específico cresça linearmente
com o tamanho do sistema, as flutuações de energia fracionárias cai com a raíz quadrada
do tamanho do sistema [15]:

δU

U
∼ 1√

N
, (2.16)

portanto, as flutuações tornam-se insignificantes no limite no qual o tamanho do sistema
vai para o infinito e, por causa disso, este limite é denominado de limite termodinâmico.
A exceção para esse comportamento surge quando o calor específico do sistema diverge,
então as flutuações não desaparecem à medida que o sistema se torna maior, mas está
presente em todas as escalas, sendo um indicativo de um tipo de transição de fase [15].

Para um sistema magnético formado, por exemplo, por um conjunto de dipolos, a
magnetização sofre uma mudança em resposta a um campo magnético externo H. Agora,
a energia livre de Helmholtz será uma função do campo externo H e da temperatura T .
Portanto, a magnetização é definida através da Equação (2.8) como:

M = −
[
∂F (H,T )

∂H

]

T

, (2.17)

em que as flutuações em torno do valor médio da magnetização está relacionada com a
susceptibilidade por dipolo do sistema:

χ(H,T ) = 1
N

lim
H→0

(
∂M

∂H

)

T

= 〈M
2〉 − 〈M〉2
NkBT

. (2.18)

2.2 O limite termodinâmico

A energia livre é extensiva para um sistema grande. Portanto, espera-se que para
um sistema finito possamos escrever:

FΩ = V (Ω)fb + S(Ω)fs +O(Ld−2) (2.19)

em que Ω é uma região de amostra do sistema, L é a dimensão linear, fb é a energia livre
por unidade de volume e fs é a energia livre por unidade de área que são definidos como:

fb[K] ≡ lim
V (Ω)→∞

FΩ[K]
V (Ω) , (2.20)

fs[K] ≡ lim
S(Ω)→∞

FΩ[K]− V (Ω)fb[K]
S(Ω) , (2.21)

se os limites existem e são independentes de Ω. [K] representa o conjunto de constantes
de acoplamento do sistema. Para um sistema definido sobre uma rede, com locais de rede
N(Ω), a energia livre por local é dada por:
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fb[K] ≡ lim
N(Ω)→∞

F(Ω)

N(Ω) , (2.22)

se o limite existe e é independente de Ω. As equações (2.20), (2.21) e (2.22) são conhecidas
como limite termodinâmico.

2.3 Transições de Fase e Fênomenos Críticos

Em 1933, Ehrenfest propôs uma classificação para as transições de fase para
sistemas em equilíbrio térmico que sofrem uma transição do tipo ordem-desordem [16].
Podendo ocorrer dois tipos de transição:

• Primeira ordem ou descontínua: Quando a primeira derivada da energia livre
é descontínua na temperatura de transição.

• Segunda ordem ou contínua: Quando a primeira derivada da energia livre é
contínua na temperatura de transição. Enquanto que a segunda derivada da energia
livre apresenta singularidades em alguns valores de temperatura e campo.

Para exemplificar iremos utilizar um sistema magnético que consiste de uma rede
cristalina com spins localizados nos vértices. O Hamiltoniano deste sistema é dado por:

H = −J
∑

〈i,j〉
σiσj −H

N∑

i=1
σi, (2.23)

em que σ são os spins localizados nos vértices que podem apontar ou para cima (σ = 1) ou
para baixo (σ = −1),H é o campo magnético externo e J é a constante de acoplamento dos
spins. Se J > 0, os pares de spin apontam na mesma direção, isto é, fase ferromagnética.
Se J < 0, os pares de spins apontam em direções opostas, isto é, fase antiferromagnética.

Quando o sistema está em equilíbrio, a rede cristalina e os spins terão os graus
de liberdade descritos por uma única temperatura T . Com J > 0 e H = 0 em altas
temperaturas (T � J/kB), o sistema se encontra na fase paramagnética, ou seja, os
spins apontam em ambas as direções com igual frequência, portanto nenhuma direção
é privilegiada e, consequentemente, o momento magnético total será zero. Contudo,
em baixas temperaturas (T � J/kB) os spins tendem a se alinhar ao longo de uma
direção particular no espaço, mesmo na ausência de campo externo, ou seja, existe uma
magnetização espontânea e, portanto, o sistema se encontra na fase ferromagnética.

A característica distintiva da maioria das transições de fase é o parâmetro de
ordem, ou seja, de alguma propriedade do sistema que é diferente de zero na fase ordenada,
mas zero na fase desordenada. O parâmetro de ordem é definido diferentemente em
diferentes tipos de sistemas físicos [14]. Para o sistema magnético em questão, o parâmetro
de ordem é definido como a magnetização por spin da rede cristalina:
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T

H

Tc
0

T

m

Tc

Figura 2.1: Do lado esquerdo: O diagrama de fases de um sistema magnético, no qual H é
o campo magnético externo e T a temperatura. Do lado direito: O parâmetro de ordem m,
escolhido como a magnetização espontânea por spin do sistema, como função da temperatura T
em campo magnético externo H = 0. Tc é a temperatura crítica.

m = 〈M〉
N

= 1
N

〈
N∑

i=1
σi

〉
. (2.24)

O lado esquerdo da Figura 2.1 representa o diagrama de fases do sistema,
enquanto o lado direito ilustra o comportamento do parâmetro de ordem em função da
temperatura. Observa-se que o parâmetro de ordem diminui à medida que a temperatura
aumenta e torna-se nulo depois de uma temperatura específica. Portanto, ocorre uma
transição de fase contínua entre as fases ferromagnética (m 6= 0) e paramagnética (m = 0),
em H = 0, numa temperatura particular denominada de temperatura crítica (T = Tc).

2.3.1 Os Expoentes Críticos

Um problema básico na teoria de transições de fase é estudar o comportamento
de um dado sistema na vizinhança de seu ponto crítico. Sabe-se que seu comportamento é
marcado pelo fato de que diversas quantidades físicas do sistema possuem singularidades
no ponto crítico. É habitual expressar as singularidades no ponto crítico em termos de
leis de potências caracterizadas por um conjunto de expoentes críticos que determinam a
natureza qualitativa do comportamento crítico de um sistema[17]. Inicialmente, iremos
definir um parâmetro adimensional t chamado de temperatura reduzida que mede a
distância que o sistema se encontra da temperatura crítica:

t = T − Tc
Tc

, (2.25)

No limite t → 0 (ou seja, T → Tc) qualquer quantidade termodinâmica pode
ser decomposta numa parte regular, que permanece finita podendo ser contínua ou
descontínua, mais uma parte singular que pode ser divergente ou ter derivadas divergentes.
Supõe-se que a parte singular seja proporcional a alguma potência de t, geralmente
fracionária. Os quatro primeiros expoentes críticos são α, β, γ e δ e são definidos como:
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Capacidade calorífica:
C ∼ |t|−α, (2.26)

Parâmetro de ordem:
M ∼ |t|β. (2.27)

Susceptibilidade:
χ ∼ |t|−γ, (2.28)

Equação de estado (t = 0)

M ∼ H1/δ, (2.29)

As três primeiras relações se referem a uma transição de fase, logo compreende-se
que H = 0. A última, por outro lado, especificamente refere-se ao caso H 6= 0. Deve-
se manter em mente que estes comportamentos se referem à parte singular, ou seja, se
α = 0, por exemplo, a capacidade calorífica não possuirá uma parte singular, contudo
ainda poderá possuir uma descontinuidade finita em t = 0.

As definições acima supõem implicitamente que as singularidades são do mesmo
tipo quando nos aproximamos abaixo ou acima da temperatura crítica, exceto na Equação
(2.29), pois é apenas útil abaixo da temperatura crítica, desde queM seja nula para t > 0.
Os outros dois expoentes críticos são η e ν e dizem respeito à função de correlação, que
pode assumir a forma Ornstein-Zernike [13]:

Γ(r) −→
t→0

r−pe−r/ξ, (2.30)

então, serão definidos como:
Comprimento de correlação:

ξ ∼ |t|−ν , (2.31)

Decaimento da lei de potência em t = 0:

p = d− 2 + η. (2.32)

O significado dos expoentes críticos reside em sua universalidade. Isto significa que
os valores dos expoentes críticos se dividem em um número de classes de universalidade
e todos os modelos que se encaixam numa dessas classes de universalidade possuem os
mesmos valores para esses expoentes.

Os expoentes críticos α, β, γ, δ, η e ν não são todos independentes. Podemos
escolher apenas dois como independentes e obter os demais através das relações de
superescala [13]:
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Fisher:
γ = ν(2− η), (2.33)

Rushbrook:
α + 2β + γ = 2, (2.34)

Widom:
γ = β(δ − 1), (2.35)

Josephson:
dν = 2− α, (2.36)

em que d é a dimensionalidade do sistema.

2.4 Teoria de Escala de Tamanho Finito

O método de escala de tamanho finito (finite-size scaling em inglês) é uma
forma de extrair valores para os expoentes críticos observando como as quantidades
termodinâmicas variam com o tamanho L do sistema. Para exemplificar este método
podemos utilizar o caso do expoente crítico da susceptibilidade. Partindo das equações
(2.28) e (2.31) podemos expressar a susceptibilidade em termos da função de correlação
na vizinhança da transição por:

χ ∼ ξγ/ν . (2.37)

Em um sistema finito, o comprimento de correlação é limitado ao tamanho do
sistema e, consequentemente, a susceptibilidade também será limitada. Em sistemas
finitos, a susceptibilidade nunca realmente diverge. Se representarmos ξ pelo valor que
o comprimento de correlação apresenta em um sistema infinito em temperatura t, então
a limitação surge quando ξ > L. Enquanto, ξ � L, o valor χ da susceptibilidade deve
corresponder ao mesmo que para um sistema infinito:

χ = ξγ/νχ0(L/ξ), (2.38)

em que χ0 é uma função adimensional de uma única variável x = L/ξ que possui as
seguintes propriedades:

χ0 = constante, para x� 1, (2.39)

e

χ0 ∼ xγ/ν com x→ 0, (2.40)
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Definindo a função adimensional χ̃:

χ̃(x) = x−γ/νχ0(xν)⇒ χ0(xν) = χ̃(x)xγ/ν , (2.41)

Substituindo a Equação (2.41) na Equação (2.38) temos:

χ = ξγ/νχ̃(x)xγ/ν , (2.42)

Consequentemente,

χ = Lγ/νχ̃(L1/νt), (2.43)

em que x = L1/νt. A Equação (2.43) reescreve o comportamento da susceptibilidade
magnética à medida que a susceptibilidade varia com o tamanho L do sistema próximo à
temperatura crítica. A função χ̃(L1/νt) é denominada de função de escala e é constante
na temperatura crítica.

O método pode ser facilmente extendido para outras quantidades, por exemplo,
para o calor específico e para o parâmetro de ordem[18, 19, 20]:

c = Lα/ν c̃(L1/νt), (2.44)

m = L−β/νm̃(L1/νt), (2.45)

entretanto, somente para tamanhos de rede suficientemente grandes e em temperaturas
muito próximas da temperatura crítica.

Derivadas e logaritmo das derivadas da magnetização são quantidades impor-
tantes para estudar fenômenos críticos. Algumas relações são úteis para determinar a
temperatura crítica e o expoente crítico estático ν [21, 22, 23]:

V1 ≡ 4
[
m3
]
− 3

[
m4
]
, (2.46)

V2 ≡ 2
[
m2
]
−
[
m4
]
, (2.47)

V3 ≡ 3
[
m2
]
− 2

[
m3
]
, (2.48)

V4 ≡
(
4 [m]−

[
m4
])
/3, (2.49)

V5 ≡
(
3 [m]−

[
m3
])
/2, (2.50)

V6 ≡ 2 [m]−
[
m2
]
. (2.51)

Instituto de Física – UFG



2.4. Teoria de Escala de Tamanho Finito 28

Em que:

[mn] ≡ ln ∂〈m
n〉

∂T
. (2.52)

A partir da Equação (2.45) é fácil mostrar que:

Vi ≈ (1/ν) lnL+ Vi(tL1/ν), (2.53)

para i = 1, 2, ..., 6. Na temperatura crítica Tc(t = 0) os Vi devem ser constantes
independentes do tamanho do sistema. Desta forma, o expoente crítico ν é determinado
pelos picos destas funções. Com a estimativa para o expoente crítico ν é possível
determinar a temperatura crítica localizando os máximos nas seguintes quantidades
[21, 22]:

χ = L
〈(m− 〈m〉)2〉

T
, (2.54)

DK2 ≡
∂〈(m− 〈m〉)2〉

∂T
, (2.55)

DK3 ≡
∂〈(m− 〈m〉)3〉

∂T
, (2.56)

DK4 ≡
∂(〈(m− 〈m〉)4〉 − 3〈(m− 〈m〉)2〉2)

∂T
, (2.57)

segundo as equações (2.43) e (2.45) as localizações dos extremos destas funções variam
assintoticamente como:

Tc(L) = Tc + aL−1/ν . (2.58)

em que a é uma constante dependente da quantidade, permitindo então a determinação
de Tc.

Para uma transição de fase descontínua, a compreensão do efeito de tamanho
finito não pode ser mais relacionada à lei de potência. Utiliza-se a teoria de flutuação [24].
O cumulante de quarta-ordem da energia e magnetização são definidos como:

UX(T ) ≡ 1− 〈X
4〉T

3〈X2〉2T
, (2.59)

em que X ≡ E,M , sendo E a energia e M a magnetização [6]. O comportamento do
cumulante apresenta um mínimo onde a temperatura de transição escala como:

TL = Tc + aL−d, (2.60)

sendo a uma constante e d a dimensão do sistema. A extrapolação para L → ∞ fornece
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a temperatura de transição Tc para o sistema infinito, enquanto o mínimo do cumulante
de quarta-ordem escala como:

UE(L) = U∞E + bL−1, (2.61)

em que U∞E é o valor do cumulante para uma rede infinita e b uma constante. O
comportamento do cumulante também sugere uma transição de fase descontínua, onde
há a presença de mínimos agudos e o cruzamento das curvas de diferentes tamanhos de
redes ocorrendo em torno da temperatura de transição [25, 26].

Outra forma de encontrar a temperatura de transição é a análise dos picos da
probabilidade de energia. Na região da temperatura de transição esta probabilidade deve
apresentar dois picos de mesma altura e a região entre os picos deve ter uma probabilidade
nula [27]. No ensemble canônico, a distribuição de probabilidade da energia é calculada
como:

P (E, T ) = g(E) exp(−E/kBT ). (2.62)

Esse método permite calcular o calor latente da transição como a diferença de energia
∆EL entre os dois picos que obedecem a relação de escala L−1 [26]. As temperaturas onde
os picos atingem o mesmo peso também escalam com a Equação (2.60).

Se a entropia é dada como uma função da energia, pode-se calcular a temperatura
inversa microcanônica diretamente pela definição:

β = 1
T

= ∂S

∂E
, (2.63)

e o comportamento desta quantidade muda com a ordem da transição de fase. Nas
transições descontínuas, tem uma forma de S e uma linha reta na temperatura de transição
a divide em duas áreas do mesmo tamanho[28].

As simulações de Monte Carlo são utilizadas para verificar e testar diversos
aspectos da teoria de escala de tamanho finito. Por outro lado, a teoria é utilizada
para analizar e interpretar dados de simulações de Monte Carlo. Como por exemplo,
um sistema sofrendo uma transição de fase de ordem desconhecida. Nesses casos, as
simulações sempre produzirão comportamentos suaves, independentemente da ordem
de transição no limite termodinâmico. As singularidades nas derivadas da energia livre
ocorrem quando o tamanho do sistema está no infinito e, portanto, para sistemas finitos
a natureza descontínua da transição de primeria ordem não é notável, encontrando
apenas comportamentos suaves nas quantidades termodinâmicas de modo semelhante
as transições contínuas [24].
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Simulações Entrópicas

3.1 Método Monte Carlo

A determinação de médias termodinâmicas no equilíbrio de sistemas modelo é
realizada pela geração de uma sequência de microestados que são escolhidos do ensemble
de equilíbrio do modelo. Há duas técnicas utilizadas para determinar as médias: As
simulações de Dinâmica Molecular (DM) e as simulações de Monte Carlo (MC). Uma
simulação de DM pode ser usada para integrar as equações de movimento de Newton
para gerar séries temporais de estados no espaço de fase à medida que o sistema explora
as hipersuperfícies de energia constante do Hamiltoniano. Enquanto que uma simulação de
MC tradicional gera uma sequência de estados escolhidos, por uma caminhada aleatória,
os microestados configuracionais do ensemble canônico. Ambos os métodos são exemplos
de amostragem de importância que concentra o esforço computacional na geração de
microestados que são representativos do ensemble de equilíbrio, ao invés de amostrar todo
o espaço de fase. A sequência de estados produzidos pelos dois métodos podem ser usados
para estimar médias no equilíbrio. O método padrão de MC é o algoritmo de Metropolis
[9]. Contudo, algoritmos mais eficientes desempenham grande importância ao permitir
que as simulações atinjam a resolução que é necessária para localizar e caracterizar as
transições de fase. Dentre esses algoritmos, a técnica de simulação utilizada neste trabalho
é a técnica de amostragem de Wang-Landau [10, 11].

3.1.1 Amostragem de Wang-Landau

A amostragem de Wang-Landau (WL) [10, 11] realiza um passeio aleatório no
espaço de energia através da mudança de estado dos spins, em que a energia associada com
cada configuração é aceita com uma probabilidade recíproca a densidade de estados g(E).
Durante o passeio aleatório, um histograma é acumulado no espaço de energia que é usado
para controlar a frequência que os níveis de energia são visitados. A atual densidade de
estados é então modificada por um fator modificador e com a nova densidade de estados
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um novo passeio aleatório é realizado. Cada passeio aleatório produz um histograma
nivelado para a distribuição de energia. Através deste método, a função de partição pode
ser calculada por:

Z =
∑

E

g(E) exp(−βE), (3.1)

em que β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta.
Uma das vantagens do algoritmo de Wang-Landau é que a densidade de estados

não depende da temperatura e, portanto, com a função de partição podemos calcular
todas as quantidades termodinâmicas de interesse do sistema, através da média canônica:

〈X〉 =
∑
E〈X〉Eg(E) exp(−βE)
∑
E g(E) exp(−βE) , (3.2)

em que 〈X〉E é a média microcanônica obtida durante as simulações. Como a densidade
de estados se torna muito grande durante as simulações é preferível trabalhar com o
logaritmo da densidade de estados:

S(E) = ln g(E), (3.3)

em que S(E) é a entropia microcanônica.
No início da simulação, a densidade de estados é desconhecida e, portanto, se

atribui para todos os possíveis níveis de energia g(E) = 1, ou seja S(E) = 0. O passeio
aleatório é realizado para todos os níveis de energia de Emin até Emax. Se E1 é a energia
da atual configuração e E2 é a energia da nova possível configuração, a probabilidade de
transição de E1 para E2 será:

P (E1 → E2) = min (exp [S(E1)− S(E2)] , 1) , (3.4)

isto é, se S(E2) ≤ S(E1), a nova configuração é aceita, caso contrário, será aceita com
uma probabilidade g(E1)/g(E2), ou seja, se um número aleatório r escolhido entre 0 e 1
for maior ou igual a g(E1)/g(E2). Quando uma nova configuração é aceita, o histograma
é atualizado, H(E2) → H(E2) + 1, e a densidade de estados é modificada na forma
S(E2) → S(E2) + Fi, sendo Fi = ln fi, e fi é o i-ésimo fator de modificação. Caso a
tentativa de configuração não seja aceita, então os atuais H(E1) e S(E1) são novamente
atualizados, ou seja, H(E1)→ H(E1) + 1 e S(E1)→ S(E1) + Fi.

O fator de modificação inicial é tomado como sendo f = f0 = e = 2, 71828....
O critério de nivelamento dos histogramas será x% da média do histograma 〈H(E)〉, no
qual x% é escolhido de acordo com o tamanho e complexidade do sistema e da precisão
desejada da densidade de estados. Durante as nossas simulações, o critério de nivelamento
foi 80% da média do histograma 〈H(E)〉, sendo verificada a cada L passos de Monte Carlo,
em que L é o tamanho linear do sistema [19]. Se a condição de nivelamento for satisfeita,
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atualizamos o fator de modificação para um menor por fi+1 =
√
fi e o histograma é

reiniciado, H(E) = 0.
As médias microcanônicas são acumuladas quando ln f = ln fmicro definida

pelas médias microcanônicas durante as simulações. Originalmente, as simulações eram
interrompidas quando ln f ≈ 10−8. Entretanto, Caparica e Cunha-Netto mostraram
para o modelo de Ising bidimensional que as simulações podem ser realizadas até um
ln f = ln f13 = 1.2208 × 10−4 e simulações com fatores modificadores mais altos
são desnecessários [19]. Portanto, para as nossas simulações, os fatores de modificação
escolhidos para o modelo de Baxter-Wu unidimensional são fmicro = f7 e ffinal = f16.

O algoritmo pode ser esquematizado da seguinte forma:

• Inicie a simulação no estado fundamental;

• Atribua para todos os possíveis níveis de energia S(E) = 0;

• Proponha uma nova configuração;

• Se S(E2) ≤ S(E1) a configuração é aceita, caso contrário, um número aleatório r no
intervalo 0 < r < 1 será escolhido e se g(E1)/(E2) ≤ r, então a nova configuração
será aceita;

• Atualize S(E) e H(E) após L passos de Monte Carlo: S(E) → S(E) + Fi e
H(E)→ H(E) + 1;

• Continue até que o histograma obedeça a condição de nivelamento: todos H(E) >
0.8〈H(E)〉;

• Atualize o fator de modificação para um menor, fi+1 =
√
fi, e reinicie o histograma,

H(E) = 0;

• A partir de f7, acumule as médias microcanônicas;

• Encerre a simulação quando f = f16.

3.1.2 Densidade de estados conjuntas

Para os estudos do efeito da magnetização sobre o sistema, podemos realizar
um passeio aleatório tanto no espaço de energia E quanto no parâmetro de ordem M .
Um passeio aleatório bidimensional pode ser necessário para sistemas com ordens mais
complexas, por exemplo, um modelo de spin-glass tridimensional mesmo na ausência de
campo externo [12].

O algoritmo funciona como descrito anteriormente, mas agora, o passeio aleatório
será realizado com uma probabilidade de transição:

Instituto de Física – UFG



Capítulo 3. Simulações Entrópicas 33

P (E1,M1 → E2,M2) = min (exp [S(E1,M1)− S(E2,M2)] , 1) , (3.5)

em que E1 e M1 é a energia e o parâmetro de ordem da atual configuração e E2 e M2 é
a energia e o parâmetro de ordem da nova possível configuração e, durante a simulação,
um histograma bidimensional H(E,M) é acumulado.

O histograma e a densidade de estados serão atualizados da seguinte maneira:

S(E,M)→ S(E,M) + Fi, (3.6)

H(E,M)→ H(E,M) + 1. (3.7)

Uma vez estimada a densidade de estados conjunta g(E,M), a função de partição
pode ser calculada como:

Z(T,H) =
∑

E,M

g(E,M) exp [−β(E −HM)] . (3.8)

A partir da função de partição, podemos obter as quantidades termodinâmicas
para todos os valores de temperatura e campo magnético através da média canônica:

〈X〉 =
∑
E,M〈X〉E,Mg(E,M) exp [−β(E −HM)]
∑
E,M g(E,M) exp [−β(E −HM)] , (3.9)

em que 〈X〉E,M é a média microcanônica acumulada durante a simulação.
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O Modelo de Baxter-Wu

O intuito deste capítulo é inicialmente fazer uma breve cronologia do modelo de
Baxter-Wu desde sua proposta de rede triangular bidimensional até a rede unidimensional.
Depois propor os objetivos deste trabalho sobre o modelo de rede unidimensional.

4.1 Rede bidimensional

O modelo foi inicialmente proposto por D. W. Wood e H. P. Griffiths [2] em 1972
e resolvido exatamente por R. Baxter e F. Wu [3, 4, 5]. O sistema é definido em uma rede
triangular bidimensional, conforme a Figura 4.1, de modo que a interação entre os spins
é dada pelo hamiltoniano:

HBW2D = −J
∑

〈ijk〉
σiσjσk, (4.1)

onde os spins estão localizados nos vértices da rede e podem assumir os valores σi = ±1,
sendo J a constante de acoplamento que define a escala de energia e a soma se estende a
todas as faces triangulares da rede.

Figura 4.1: Rede triangular cristalina do modelo de Baxter-Wu bidimensional.
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Figura 4.2: Os estados fundamentais do modelo de Baxter-Wu bidimensional: O estado
ferromagnético e os três estados ferrimagnéticos.

Uma das razões que inspiraram a elaboração do modelo de Baxter-Wu foi a
construção de um modelo magnético que não apresentasse uma simetria por inversão de
spins e que exibisse uma transição ordem-desordem [27]. A rede de Baxter-Wu pode ser
decomposta em três sub-redes triangulares, de modo que qualquer face triangular contém
um spin de cada uma delas.

O hamiltoniano do modelo (Equação 4.1) apresenta uma tripla interação de spins
vizinhos próximos, sendo que se os spins de quaisquer duas sub-redes forem invertidos,
o estado resultante terá igual probabilidade que o estado inicial [29], portanto, o estado
fundamental do modelo é quatro vezes degenerado, sendo que em um deles todos os sítios
da rede são preenchidos por spins positivos σ = +1, o estado ferromagnético, e os outros
três restantes apresentam duas sub-redes preenchidas por spins negativos σ = −1, os
estados ferrimagnéticos, conforme a Figura 4.2.

Um resultado bastante curioso é apresentado pela solução exata da temperatura
de transição resolvida por Wood e Griffths [2], em que o modelo de Baxter-Wu para spin-
1/2 apresenta o mesmo ponto crítico que o modelo bidimensional de interação de pares
de spins, o modelo de Ising numa rede quadrada, kBTc/J = 2/ ln(1 +

√
2) = 2.26918531,

mas sem a mesma classe de universalidade.
O parâmetro de ordem do modelo de Baxter-Wu pode ser definido de diferentes

maneiras. Novotny e Landau [30] definiram como parâmetros de ordem a polarização p,
em que a polarização é a raíz do valor quadrático médio da função de correlação entre
spins vizinhos de diferentes sub-redes, e a magnetizaçãom sendo a raíz do valor quadrático
médio da magnetização das três sub-redes. Entretanto, Santos e Figueredo [31], no seu
estudo da dinâmica crítica do modelo, definiram como a média da magnetização por spin,
ou seja, o parâmetro de ordem no estado fundamental para o caso ferromagnético é igual
a +1 e para os estados ferrimagnéticos é −1/3.
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4.2 Rede tridimensional

O modelo de Baxter-Wu para uma rede tridimensional foi proposto por L. N.
Jorge, L. S. Ferreira e A. A. Caparica [6] inspirado na rede bidimensional. A estrutura
deste modelo é dada pela Figura 4.3, onde no plano horizontal há um hexágono regular
formado pelos pontos (1 − 6) e no centro o ponto 0 (zero), onde cruzam três eixos que
formam um ângulo de 60◦, sendo que para cada eixo pode-se associar um outro hexágono
regular. Os outros hexágonos são formados pelos pontos (1, 9, 8, 4, 12, 10), (2, 9, 7, 5, 12, 11)
e (3, 8, 7, 6, 10, 11). Logo, um spin da rede possui um total de 12 vizinhos próximos e 24
faces triangulares circundando-o. Os três locais do plano superior estão localizados acima
do centro de três faces triangulares alternadas, enquanto que os outros três locais no plano
inferior estão localizados abaixo do centro das outras três faces triangulares.

62 Capítulo 4. Modelo de Baxter-Wu

Figura 4.7: a) Rede tridimensional do modelo de Baxter-Wu. b)Perspectiva do plano XY
da rede tridimensional do modelo de Baxter-Wu. As linhas contínuas indicam as ligações
na frente do plano e as linhas pontilhadas denotam as ligações atrás do plano.

constante de acoplamento que fixa a escala de energia da rede, e é a mesma para as
interações em quaisquer dos planos.

Essa rede pode ser transposta isomorficamente em uma rede cúbica, de modo que
dois planos, o (3, 8, 7, 6, 10, 11) e o (1, 9, 8, 4, 12, 10), serão coincidentes aos planos XZ e
Y Z, conforme mostra a Fig. 4.8.a. Porém o plano (2, 9, 7, 5, 12, 11) consistirá em um plano
oblíquo aos planos XZ e Y Z, conforme mostra a Fig. 4.8.b. Sendo assim, o hamiltoniano,
Eq. 4.15, toma a forma

HBW3D =− J

 ∑

<i,j,k>

sisjsk



XY

− J

 ∑

<i,j,k>

sisjsk



XZ

− J

 ∑

<i,j,k>

sisjsk



Y Z

− J

 ∑

<i,j,k>

sisjsk



Obliquo

,

onde as somas se estendem sobre os triângulos da rede em cada plano XY , XZ, Y Z e o
plano oblíquo, respectivamente.

Seguindo a transposição da rede triangular para a rede quadrada, neste cenário
tridimensional, a energia de uma configuração para uma rede cúbica definido pelo
hamiltoniano 4.1 pode ser calculado como
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Figura 4.3: Rede tridimensional do modelo de Baxter-Wu. Reproduzido com a permissão do
autor [1].

A energia deste modelo é dada pelo seguinte hamiltoniano:

HBW3D = −J
∑

〈i,j,k〉
σiσjσk, (4.2)

onde a soma se estende sobre todas as possíveis faces triangulares da rede, e as variáveis de
spin que podem assumir os valores σ = ±1 estão localizados nos vértices dos triângulos.
J é a constante de acoplamento que escala a energia da rede, sendo a mesma em
todas as direções. Uma clara diferença entre a rede tridimensional e a bidimensional
são as configurações do estado fundamental, que para a rede tridimensional apresenta
unicamente o estado ferromagnético. Com o uso de simulações entrópicas, os autores
demonstraram que o modelo apresenta uma transição ordem-desordem descontínua, cuja
temperatura de transição é dada por kBT/J = 11.377485(29).
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4.3 Rede unidimensional

O modelo de Baxter-Wu de rede unidimensional foi proposto recentemente na
literatura por M. F. Calvacante e J. A. Plascak [7], no estudo do modelo de Baxter-
Wu em diferentes dimensionalidades de rede através da aproximação de campo médio. O
modelo de rede unidimensional apresentou uma transição de ordem-desordem descontínua
com a temperatura de transição dada por kBT/J = 1.4879.

A Figura 4.4 apresenta a estrutura deste modelo com as suas sub-redes sendo
denominadas por A, B e C, onde a energia pode ser descrita como:

HBW1D = −J
L∑

i=1
σiσi+1σi+2 −H

L∑

i=1
σi, (4.3)

em que J é a constante de acoplamento e L é o número de spins na rede que podem
assumir os valores σi = ±1, obedecendo as condições periódicas de contorno: σL+1 = σ1 e
σL+2 = σ2.

A

B

C

A

B

C

A

B

C

A

B

i

i+ 1

i+ 2

Figura 4.4: Rede unidimensional do modelo de Baxter-Wu. Os índices A, B e C representam
as sub-redes do sistema.

A solução exata do modelo de rede unidimensional ainda não foi apresentada
na literatura, contudo há trabalhos que abordam outros modelos de curta interação em
sistemas unidimensionais, por exemplo, Mermin e Wagner [32] afirmam que o modelo
de Heisenberg isotrópico na ausência de campo externo não possui ferromagnetismo ou
antiferromagnetismo em uma ou duas dimensões. A técnica da matriz de transferência
do modelo de Ising unidimensional aponta a existência de ferromagnestimo espontâneo
apenas em Tc = 0 [33, 34]. Entretanto, Ferreira et al. abordam a possibilidade de transição
de fase no modelo de Ising unidimensional através da escolha apropriada do parâmetro de
ordem, em que utilizaram-se da solução exata e das simulações entrópicas para estimar a
temperatura de transição, Tc = 0.171008(63)J/kB [35].

Em nosso trabalho, iremos estudar o modelo de Baxter-Wu de rede unidimensio-
nal através do comportamento das quantidades termodinâmicas do sistema como função
da temperatura e do campo externo. Em seguida, iremos estudar o comportamento des-
sas quantidades em campo externo nulo tomando como parâmetro de ordem a soma dos
módulos da magnetização das sub-redes do sistema.
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Resultados e Discussões

Neste capítulo, falaremos dos resultados obtidos para o modelo de Baxter-Wu
unidimensional. Inicialmente, abordaremos o comportamento das quantidades termodi-
nâmicas como função da temperatura e do campo externo. Em um segundo momento,
estudaremos o modelo para campo externo H = 0 através de duas abordagens. Primeira-
mente, estudaremos o comportamento das quantidades termodinâmicas usando a função
de partição dada pela contagem das configurações, onde usamos o parâmetro de ordem
como a soma dos módulos da magnetização das sub-redes. Em seguida, realizamos simu-
lações entrópicas para redes de tamanhos maiores e calculamos a temperatura crítica e os
expoentes críticos.

5.1 Campo magnético externo H

O hamiltoniano do modelo (Equação (4.3)) nos permite estudar o comportamento
do sistema para diferentes valores de campo H. Dessa forma, iremos estudar o modelo
através de amostragens entrópicas, que nos possibilitam, pela estimativa da densidade
de estado conjunta, o acesso a qualquer grandeza termodinâmica como função de T e
H. Através das grandezas termodinâmicas podemos determinar qual a configuração do
estado fundamental e entender o que acontece com o sistema para diferentes valores de T
e H.

Inicialmente, realizamos as simulações entrópicas com os tamanhos de rede
L = 60, 72, 81 com N = 20, 20, 20 rodadas independentes e, então, calculamos as
médias canônicas para as quantidades termodinâmicas como a magnetização, a energia,
a susceptibilidade magnética e o calor específico para o intervalo de campo externo
H = [−5, 5] com uma taxa de variação de dH = 0.1. Na Figura 5.1, apresentamos o
comportamento da magnetização como função da temperatura T e do campo externo
H no plano tridimensional (figura superior) e no plano bidimensional (figura inferior),
onde as cores estão associadas ao valor da grandeza, sendo preto para m = −1 e
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amarelo para m = +1. Observamos que para H > 0 na região de baixas temperaturas,
a região de platô apresenta uma configuração ferromagnética positiva e à medida que
a temperatura aumenta, torna-se paramagnético. Já para H < 0 temos duas regiões
distintas em baixas temperaturas, a primeira no intervalo −3 < H < 0, onde m = −1/3,
evidenciando que a região de platô é uma configuração ferrimagnética, e a segunda região
em H < −3, a região de platô é uma configuração ferromagnética negativa. Nota-
se que ao fixamos a temperatura em algum valor na região de baixas temperaturas e
variarmos o campo externo H, a transição entre as configurações ferromagnética positiva
e ferrimagnética ocorre abruptamente em H = 0, enquanto que a transição entre as
configurações ferrimagnética e ferromagnética negativa ocorre de maneira mais suave em
torno de H = −3. Dessa forma, podemos definir dois pontos onde existe a coexistência de
mais de uma fase nos estados ordenados:H = 0 e em torno deH = −3. Esse tipo de análise
é conhecido como diagrama de fases, pois extraímos informações do comportamento das
quantidades termodinâmicas nas fases de equilíbrio e na interface entre as fases.

A Figura 5.2 apresenta o comportamento da energia como uma função da
temperatura T e do campo externo H no plano tridimensional (figura superior) e no plano
bidimensional (figura inferior), onde as cores estão associadas ao valor da grandeza, sendo
preto para e = −1 e amarelo para e = +1. Observa-se que na região −3 < H < 5 em
baixas temperaturas, as regiões de platôs pertencentes as configurações ferromagnética
positiva e ferrimagnética apresentam o mesmo valor energético de e = −1 e à medida
que a temperatura aumenta torna-se nula. Na região −5 < H < −3, a região de platô
pertencente a configuração ferromagnética negativa apresenta o valor energético de e = +1
e também com o aumento da temperatura torna-se nula. Na interface em H = 0 em baixas
temperaturas, entre as configurações ferromagnética positiva e ferrimagnética não há uma
mudança na energia, pois o modelo é quatro vezes degenerado no estado fundamental
a campo magnético externo nulo. Contudo, na interface em torno H = −3, entre as
configurações ferrimagnética e ferromagnética negativa, ocorre uma quebra do valor da
energia relacionada com a mudança da configuração dos spins, onde os spins positivos das
sub-redes do sistema na fase ferrimagnética tornam-se negativos devido ao aumento da
intensidade do campo.

Estudaremos agora o comportamento das flutuações da magnetização e da
energia através da susceptibilidade magnética e do calor específico. Na Figura 5.3,
apresentamos o comportamento da susceptibilidade magnética do sistema como uma
função da temperatura e do campo externo no plano tridimensional (figura superior)
e no plano bidimensional (figura inferior), onde a cor preta está associada a χ/L = 0 e a
cor amarela a χ/L = 5, a cor branca está associada com valores maiores que o intervalo
apresentado para a susceptibilidade magnética. Observa-se que nos estados ordenados do
modelo, as configurações ferromagnéticas e ferrimagnéticas, a susceptibilidade magnética
apresenta um máximo suave com o aumento da temperatura. Entretanto, percebe-
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Figura 5.1: Comportamento da magnetização como função da temperatura e do campo externo
para L = 81. A figura superior apresenta o comportamento no plano tridimensional, enquanto
a figura inferior apresenta no plano bidimensional, onde as cores estão relacionada ao valor
da grandeza. Percebemos três diferentes regiões que nomeamos de ferrogmanética (H > 0),
ferrimagnética (−3 < H < 0), e ferrogmanética negativa (H < −3).

Instituto de Física – UFG



Capítulo 5. Resultados e Discussões 41
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Figura 5.2: Comportamento da energia como função da temperatura e do campo externo para
L = 81. A figura superior apresenta o comportamento no plano tridimensional, enquanto a
figura inferior apresenta no plano bidimensional, onde as cores estão relacionadas ao valor da
grandeza. Percebemos que na região de -3 < H < 5 as configurações ordenadas apresentam a
mesma energia e em torno de H = −3 ocorre uma mudança do valor da energia.
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Figura 5.3: Comportamento da susceptibilidade como função da temperatura e do campo
externo para L=81. A figura superior apresenta o comportamento no plano tridimensional,
enquanto a figura inferior apresenta no plano bidimensional, onde as cores estão relacionadas ao
valor da grandeza. Observa-se que em torno de H = 0 e H = −3 a susceptibilidade magnética
diverge.
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Figura 5.4: Comportamento do calor específico como função da temperatura e do campo
externo para L = 81. A figura superior apresenta o comportamento no plano tridimensional,
enquanto a figura inferior apresenta no plano bidimensional, onde as cores estão relacionadas ao
valor da grandeza. Observa-se que em torno de H = −3 o calor específico diverge.
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Figura 5.5: Comportamento da energia (a esquerda) e do calor específico (a direita) do sistema
em H = 0 para os tamanhos de rede L = 60, 72, 81, 243.

se um aumento do valor da susceptibilidade magnética em baixas temperaturas nas
regiões de coexistência entre as configurações ordenadas. Na interface em H = 0, as
configurações, como visto no diagrama de fases da energia na Figura 5.2, apresentam o
mesmo valor energético, contudo, segundo o diagrama de fases da magnetização na Figura
5.1, não apresentam os mesmos valores para a magnetização, dessa forma as flutuações da
magnetização entre m = +1 e m = −1/3 é evidenciada pela susceptibilidade magnética.
Na interface em H = −3, os estados ordenados não apresentam os mesmos valores de
energia e as flutuações na magnetização ocorre entre m = −1/3 e m = −1, sendo também
evidenciada pela susceptibilidade magnética, porém, sendo mais suave que em H = 0.

Na Figura 5.4, apresentamos o comportamento do calor específico como função
da temperatura e do campo externo no plano tridimensional (figura superior) e no plano
bidimensional (figura inferior), onde as cores novamente estão associadas a intensidade
da quantidade, sendo a cor preta cV = 0 e a cor amarela cV = 5, enquanto que a cor
branca representa valores maiores que o intervalo apresentado ao calor específico. No
intervalo de 0 < H < 5, na região de configuração da fase ferromagnética positiva, o
calor específico apresenta um máximo suave com o aumento da temperatura. Na região
−3 < H < 0, na região de configuração da fase ferrimagnética, à medida que o campo
se aproxima de H = −3, observa-se um aumento do valor do calor específico para a
região de baixas temperaturas, entretanto, tornando-se nula à medida que a temperatura
aumenta. Conforme a Figura 5.1, em H = 0, as configurações ferromagnética positiva
e ferrimagnética, apresentam o mesmo valor para energia, logo o calor específico não
apresenta grandes valores para esta interface. Entretanto, em torno de H = −3, as
configurações ferrimagnética e ferromagnética negativa não apresentam o mesmo valor
energético, logo as flutuações da energia ocorre entre os valores e = −1 e e = +1, mas à
medida que a temperatura aumenta, as flutuações tornam-se nulas.

Com o objetivo de estudar o comportamento dessas quantidades termodinâmicas
na região de interface entre as configurações do estado fundamental, fixamos o valor do
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Figura 5.6: Comportamento da magnetização (a esquerda) e da susceptibilidade magnética (a
direita) do sistema em H = 0 para os tamanhos de rede L = 60, 72, 81.

campo externo em H = 0. A região em torno de H = −3 ficará para trabalhos futuros,
pois as quantidades termodinâmicas apresentam um comportamento que para ser melhor
caracterizado necessita de estudos mais aprofundados. Na Figura 5.5, apresentamos o
comportamento da energia (a esquerda) e o calor específico (a direita) do sistema como
uma função da temperatura. Observa-se que o valor mínimo da energia que o sistema
apresenta é e = −1 que está relacionado com as configurações ferromagnética positiva
e ferrimagnética e à medida que a temperatura aumenta tende a zero suavemente, em
conformidade com o diagrama de fases da energia na Figura 5.2. No comportamento
do calor específico como função do temperatura, podemos observar a presença de dois
máximos suaves na região de baixas temperaturas e à medida que a temperatura aumenta,
o calor específico suavemente diminui. Os tamanhos de rede podem ser diferenciados
através do primeiro máximo do calor específico que é um efeito de tamanho finito do
sistema que diminui à medida que o tamanho da rede aumenta que pode ser melhor
visualizado para o tamanho de rede L = 243. Observa-se a ausência de efeito de tamanho
finito entre os tamanhos de rede para a energia.

Na Figura 5.6 apresentamos o comportamento da magnetização (a esquerda)
e da susceptibilidade magnética (a direita) como função da temperatura. Como as
configurações são degeneradas e com a ausência de campo externo, a magnetização é
nula ao longo de todo o intervalo de temperatura, conforme a Figura 5.1. No regime
de baixas temperaturas a magnetização flutua entre os valores m = +1 e m = −1/3,
sendo evidenciado pelo alto valor da barra de erro. O valor dessa quantidade é nula em
todo o intervalo de temperatura, pois em baixas temperaturas temos uma configuração
ferromagnética e três ferrimagnéticas tornando a média da magnetização nula, e para
altas temperaturas temos uma configuração paramagnética. Essas flutuações são melhores
observadas através do comportamento da susceptibilidade magnética como função da
temperatura. Como visto anteriormente na Figura 5.3, a susceptibilidade diverge na região
de baixas temperaturas. Observa-se a presença de efeito de tamanho finito apenas para a
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susceptibilidade magnética no regime de baixas temperaturas.
Vemos que nessa região de interface, o parâmetro de ordem tomado como sendo

a magnetização total da rede, não diferencia as configurações de estado fundamental, for-
madas pelas fases ferromagnética positiva e ferrimagnéticas, da configuração desordenada
formada pela fase paramagnética. Dessa forma, utilizamos uma nova abordagem para
estudar o modelo de Baxter-Wu de rede unidimensional nessa região, onde adotamos a
soma dos módulos da magnetização das sub-redes como parâmetro de ordem.

5.2 Campo magnético externo H = 0

Para H = 0, iremos estudar o modelo de Baxter-Wu numa rede unidimensional
usando duas abordagens: a contagem analítica de configuração para pequenos tamanhos
de rede e a simulação entrópica. Para realizar a contagem das configurações de spin,
utilizamos um parâmetro de ordem que permite distinguir uma fase ordenada de uma fase
desordenada. Como o estado fundamental é quatro vezes degenerado, composto por um
estado ferromagnético e outros três estados ferrimagnéticos, uma escolha que difere essas
quatro configurações de uma fase desordenada é a soma dos módulos da magnetização
das sub-redes A, B e C do sistema (conforme a Figura 4.4), o parâmetro de ordem M ′.
Desta forma, podemos reescrever o hamiltoniano da Equação (4.3) como:

H̃ = −J
L∑

i=1
σiσi+1σi+2 −H

(
|
∑

i∈A
σi|+ |

∑

i∈B
σi|+ |

∑

i∈C
σi|
)

= −JEj −HM ′
j, (5.1)

com a condição de contorno σL+1 = σ1 e σL+2 = σ2. O índice j representa uma
configuração em particular. A função de partição é dada por:

Z̃ =
∑

j

eβ(JEj+HM ′
j), (5.2)

onde a soma é sobre todas as possíveis configurações. Em termos da densidade de estados
conjunta gL(E,M ′) para uma rede de tamanho finito L temos:

Z̃L =
L∑

E=−L

L∑

M=0
gL(E,M ′)eβ(JE+HM ′), (5.3)

sendo somente válida quando H = 0.
Para o tamanho de rede L = 6, utilizamos a Equação (5.3) para determinar a

energia de interação dos spins e o módulo da magnetização de cada sub-rede para todas
as possíveis configurações dos spins, conforme a Figura 5.7, e obtivemos a seguinte função
de partição:
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Figura 5.7: As densidades de estados para o modelo de Baxter-Wu unidimensional para o
tamanho de rede L = 6. As densidades representadas por g(E,M) usam a magnetização como
a soma dos spins, enquanto que g(E,M ′) usam a soma dos módulos da magnetização das sub-
redes. As densidades de estados para as cinco primeiras configurações estão representadas acima
e a configuração invertendo todos os spins em baixo. Para a sexta configuração, em cima estão
as configurações em que a magnetização é nula independente do parâmetro de ordem e em baixo
as que dependem da escolha.

Z̃6 = 4e6βJe6βH + 12e2βJe2βH + 24e4βH + 12e−2βJe2βH + 4e−6βJe6βH + 8. (5.4)

Qualquer função termodinâmica pode ser obtida uma vez conhecida a função de
partição. Portanto, utilizando a Equação (2.8) para definir a energia livre de Helmholtz
para este tamanho de rede, calculamos o parâmetro de ordem como:

M̃L = lim
H→0

(
−∂FL
∂H

)
, (5.5)

onde obtemos:

M̃6 = 6
[

cosh(6βJ) + cosh(2βJ) + 2
cosh(6βJ) + 3 cosh(2βJ) + 4

]
. (5.6)

Para o tamanho de rede L = 9, utilizamos o mesmo processo anterior e obtivemos
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Figura 5.8: Parâmetro de ordem como uma função da temperatura. Observa-se que o com-
portamento do parâmetro de ordem exibe um comportamento de escala de tamanho finito. As
linhas representam o comportamento analítico para as redes e os pontos os resultados simulados.
Os erros são menores que os símbolos.

a função de partição como:

Z̃9 = 4e9βJe9βH + 36e5βJe5βH + 36e3βJe7βH + 36e3βJe5βH

+ 36e3βJe3βH + 36eβJe5βH + 72eβJe3βH + 36e−βJe5βH

+ 72e−βJe3βH + 36e−3βJe7βH + 36e−3βJe5βH + 36e−3βJe3βH

+ 36e−5βJe5βH + 4e−9βJe9βH ,

(5.7)

onde a magnetização é dada por:

M̃9 = 9
[

cosh(9βJ) + 5 cosh(5βJ) + 15 cosh(3βJ) + 11 cosh(βJ)
cosh(9βJ) + 6 cosh(5βJ) + 27 cosh(3βJ) + 27 cosh(βJ)

]
. (5.8)

O processo de determinar a função de partição de forma analítica está limitado as
redes de tamanhos pequenos, contudo, a simulação entrópica pode ir a qualquer tamanho
de rede que for necessário. Então, realizamos para os tamanhos de rede L = 6 e L = 9,
o número de 50 rodadas de simulações de amostragem entrópica gerando uma densidade
de estados conjunta. Uma vez obtida a densidade de estados, calculamos a média do
parâmetro de ordem spin. Na Figura 5.8 observa-se que o comportamento do parâmetro
de ordem obtida através das simulações e o comportamento analítico combinam com uma
boa precisão e que exibem efeitos de tamanho finito, sugerindo um estudo de escala de
tamanho finito.

Realizamos as nossas simulações com os tamanhos de rede L =
243, 324, 405, 486, 567, 648 com N = 24, 24, 20, 20, 20, 16 rodadas independentes,
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Figura 5.9: Comportamento do parâmetro de ordem (a esquerda) e da susceptibilidade
magnética (a direita) como função da temperatura para os tamanhos de rede L = 243, 405, 648
obtidos pelas simulações entrópicas. Os erros são menores que os símbolos.

respectivamente. As médias termodinâmicas foram calculadas para campo externo nulo,
H = 0.

A Figura 5.9 apresenta o comportamento do parâmetro de ordem (a esquerda) e
da susceptibilidade magnética (a direita) como função da temperatura para os tamanhos
de rede L = 243, 405, 648. Observa-se o mesmo efeito de tamanho finito no parâmetro
de ordem que na Figura 5.8. Para a susceptibilidade magnética, observa-se que à medida
que ocorre um aumento do tamanho da rede, o seu máximo sofre um aumento da sua
intensidade e a sua posição é deslocada para a esquerda em direção à temperatura crítica
do sistema para uma rede de tamanho infinito. Este comportamento sugere que para uma
rede de tamanho infinito, observaremos uma divergência na susceptibilidade magnética
na temperatura crítica, ou seja, uma evidência de transição de fase contínua.

Lançando mão das equações (2.46)-(2.51) obtemos 1/ν com a inclinação das retas
Vj como função de lnL na temperatura crítica. Cada inclinação fornece o coeficiente an-
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Figura 5.10: Dependência de Vj com o logaritmo do tamanho de rede na temperatura crítica,
na qual as inclinações fornecem 1/ν (a esquerda). Dependência de tamanho das localizações dos
extremos em diferentes quantidades termodinâmicas (a direita). As barras de erro são menores
que os símbolos.

Instituto de Física – UFG



5.2. Campo magnético externo H = 0 50

gular 1/ν e então realizamos uma média destes valores e o erro desta média é determinado
a partir dos erros individuais. No lado esquerdo da Figura 5.10 apresentamos os ajustes
desses pontos e em nosso trabalho estimamos que 1/ν = 0.40312(46). Consequentemente,
o valor do expoente crítico é ν = 1/(1/ν)± (1/ν)2∆(1/ν) = 2.480651(75). Após estimar-
mos o expoente crítico ν podemos utilizar a Equação (2.58) para determinar Tc como a
extrapolação para uma rede de tamanho infinito (L→∞, em que L−1/ν = 0) dos ajustes
lineares das localizações dos máximos das funções definidas pelas equações (2.54)-(2.57),
conforme o lado direito da Figura 5.10, onde este conjunto de ajustes convergem para Tc.
O valor final para a temperatura crítica encontrado foi Tc = 0.20361(22).

Com a estimativa do expoente crítico ν e da temperatura crítica Tc, podemos
calcular os expoentes críticos γ e β. Segundo a Equação (2.43), o máximo da suscepti-
bilidade numa rede de tamanho finito definida pela Equação (2.54) é assintoticamente
proporcional a Lγ/ν . No lado esquerdo da Figura 5.11 está o gráfico do ajuste linear e
obtemos γ/ν = 1.1991(44) e calculamos então γ = ν(γ/ν) ± ∆γ = 2.974(11), em que
∆γ = (γ/ν)∆ν + ν∆(γ/ν). De modo análogo, para calcular o expoente crítico β utiliza-
mos a Equação (2.45) para estimar a razão β/ν a partir das propriedades de escala do
parâmetro de ordem. No lado direito da Figura 5.11 apresentamos o ajuste linear destes
pontos e encontramos um coeficiente de inclinação β/ν = 0.00868(66) e, portanto, calcu-
lamos β = ν(β/ν)±∆β = 0.0215(16), onde ∆β é calculada da mesma maneira que ∆γ.
Dessa forma, vemos que os expoentes críticos não obedecem uma lei de escala e não se
encaixam em nenhuma classe de universalidade, indicando a necessidade de um estudo
teórico para sistemas unidimensionais.
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Figura 5.11: Dependência do logaritmo da susceptibilidade magnética (a esquerda) e da
magnetização (a direita) com o logaritmo do tamanho de rede na temperatura crítica.
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Conclusões e Perspectivas Futuras

Neste trabalho estudamos o modelo de Baxter-Wu em uma rede unidimensio-
nal através de simulações entrópicas pelo comportamento das quantidades termodinâmi-
cas como função da temperatura e campo externo. Os diagramas de fases do modelo de
Baxter-Wu unidimensional apresentam três regiões de configurações de estados ordenados,
formadas pelas fases ferromagnética positiva, ferromagnética negativa e as fases ferrimag-
néticas. As regiões de interface entre as configurações de estados ordenados, encontram-se
em torno dos valores de campo H = 0 e H = −3. No regime de altas temperaturas, o
modelo se encontra na fase paramagnética. Neste trabalho também adotamos uma nova
abordagem para estudar o modelo na região de campo externo H = 0, no qual definimos
um parâmetro de ordem como sendo a soma dos módulos da magnetização das sub-redes
do sistema. Isto nos permitiu diferenciar as quatro fases ordenadas da fase desordenada em
campo externo nulo e calcular diretamente a função de partição para redes de tamanhos
pequenos. O nosso sistema apresentou um efeito de tamanho finito no comportamento do
parâmetro de ordem e da susceptibilidade e uma transição de fase contínua. Com o uso
de simulações entrópicas e da teoria de escala de tamanho finito, calculamos a tempe-
ratura crítica que apresenta o valor Tc = 0.20361(22) e obtivemos os expoentes críticos
ν = 2.480651(75), γ = 2.974(11) e β = 0.0215(16), sendo que esses expoentes não obede-
cem uma lei de escala e não se encaixam em nenhuma classe de universalidade, indicando
a necessidade de um estudo teórico para sistemas unidimensionais. A natureza do tipo de
transição entre as fases de estados ordenados ainda é desconhecida, sendo necessário mais
estudos para a sua determinação. Portanto, como perspectiva futura do trabalho, buscare-
mos determinar a natureza das transições entre as configurações ferromagnética positiva
e ferrimagnética e entre as configurações ferrimagnética e ferromagnética negativa.
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