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RESUMO

O modelo de Baxter-Wu foi inicialmente proposto em 1972 por D. W. Wood e H.
P. Griffiths e resolvido exatamente por R. Baxter e F. Wu. O modelo é definido em uma
rede triangular bidimensional que pode ser decomposta em trés sub-redes triangulares,
de modo que qualquer face triangular contém um spin de cada sub-rede em cada vértice.
O estado fundamental do modelo é quatro vezes degenerado, sendo formado pela fase
ferromagnética positiva e trés fases ferrimagnéticas. O modelo também possui uma
proposta para uma rede tridimensional feita por L. N. Jorge, L. S. Ferreira e A. A.
Caparica inspirado na rede bidimensional, sendo o estado fundamental apenas formado
pela fase ferromagnética, e possui uma transicao ordem-desordem descontinua. O modelo
de Baxter-Wu de rede unidimensional foi proposto por M. F. Calvacante e J. A. Plascak,
no estudo do modelo de Baxter-Wu em diferentes dimensionalidades de rede através
da aproximacao de campo médio, onde apresentou uma transicao de ordem-desordem
descontinua. Neste trabalho, estudamos o modelo de Baxter-Wu unidimensional usando a
contagem de estados e simulagdes entropicas. Calculamos as propriedades termodinamicas
para diferentes valores de campo e temperatura e obtivemos as configuragoes para o estado
fundamental de trés diferentes regides que estao separadas em H = 0 e H = —3. Somente
nas interfaces encontramos efeito de tamanho finito e um estudo de tamanho finito foi

realizado para H = 0, obtendo a temperatura critica e os expoentes criticos.

Palavras - chave: O modelo de Baxter-Wu, rede unidimensional, simulacao entrépica,

transicao de fase.



ABSTRACT

The Baxter-Wu model was initially proposed in 1972 by D. W. Wood and H.
P. Griffiths and solved exactly by R. Baxter and F. Wu. The model is defined in a
two-dimensional triangular lattice that can be decomposed into three triangular sub-
lattice, so that any triangular face contains a spin from each sub-lattice at each vertex.
The ground state of the model is four times degenerate, being formed by the positive
ferromagnetic phase and three ferrimagnetic phases. The model also has a proposal for a
three-dimensional lattice made by L. N. Jorge, L. S. Ferreira and A. A. Caparica inspired
by the two-dimensional lattice, the ground state being only formed by the ferromagnetic
phase and has a discontinuous order-disorder transition. The Baxter-Wu model of one-
dimensional lattice was proposed by M. F. Calvacante and J. A. Plascak in the study of the
Baxter-Wu model in different dimensionalities of lattices through the mean-field approach,
where it presented a discontinuous order-disorder transition. In this work we studied the
one-dimensional Baxter-Wu model using state counting and entropic simulations. We
calculated the thermodynamic properties for different field and temperature values and
obtained the ground state settings for three different regions that are separated at H = 0
and H = —3. Only on the interfaces we found out a finite size effect and a finite size study

was performed for H = 0, obtaining the critical temperature and the critical exponents.

Key - words: The Baxter-Wu model, one-dimensional lattice, entropic simulation, phase

transition.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Em 1972, D. W. Wood e H. P. Griffiths propuseram para o modelo de Ising
bidimensional uma rede triangular com o uso de interagdes triplas entre spins-1/2 [2]. A
solugao exata foi obtida por R. Baxter e F. Wu [3, 4, 5]. O modelo possui um estado
fundamental quatro vezes degenerado, sendo um estado ferromagnético e outros trés
estados ferrimagnéticos. A expansao para uma rede tridimensional foi proposta por L.
N. Jorge, L. S. Ferreira e A. A. Caparica, onde realizaram um estudo das propriedades
termodinamicas do sistema através de simulagoes de Monte Carlo pela amostragem de
Wang-Landau e estimaram a temperatura de transi¢do do sistema [6]. J4 o modelo de
rede unidimensional foi proposto por M. F. Calvacante e J. A. Plascak em seus estudos
da teoria do campo médio aplicado a diferentes dimensionalidades desse modelo [7].

O nome Monte Carlo é aplicado para uma classe de métodos matematicos adotado
por Ulam e Metropolis e seus colaboradores que trabalharam no desenvolvimento de armas
nucleares em Los Alamos na década de 1940 [8]. As simulagoes de Monte Carlo utilizam-se
da geracao de nimeros aleatérios para realizar uma caminhada aleatéria sobre os estados
do sistema. O algoritmo de amostragem de importancia de Metropolis foi a técnica mais
comum em simulagoes de Monte Carlo, na qual as configurac¢oes sao geradas de um estado
anterior usando uma probabilidade de transicdo que depende da diferenca das energias
dos estados finais e iniciais [9]. Em outra linha, o algoritmo desenvolvido por de F. Wang
e D. P. Landau estima a densidade de estados, permitindo calcular médias canonicas das
propriedades termodindmicas para qualquer temperatura [10, 11].

O algoritmo de Wang-Landau realiza um passeio aleatério no espaco de energia
através da mudancga de estado dos spins, em que a energia associada com cada configuragao
é aceita com uma probabilidade reciproca a densidade de estados. Durante o passeio
aleatorio, um histograma ¢é acumulado no espago de energia que é usado para controlar
a frequéncia que os niveis de energia sao visitados. Entao, a atual densidade de estados
¢ modificada por um fator de modificagdo e com a nova densidade de estados um novo
passeio aleatorio é realizado. Cada passeio aleatério produz um histograma nivelado para

a distribuicao de energia. Uma das vantagens deste algoritmo é que a densidade de estados
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nao depende da temperatura e, portanto, com a funcao de particdo podemos calcular todas
as quantidades termodinamicas de interesse do sistema, através da média canoénica [11].
Com o objetivo de obter mais informacoes, acerca de um sistema durante as simulagoes,
como por exemplo o efeito da magnetizagao, podemos realizar uma passeio aleatério tanto
no espago de energia quanto no parametro de ordem, sendo também necessario para
sistemas com ordens mais complexas. [12].

O objetivo deste trabalho consiste em estudar o modelo de Baxter-Wu de
rede unidimensional através de duas maneiras. Inicialmente, com o uso de simulacoes
entropicas, estudamos o comportamento das quantidades termodinamicas como funcao da
temperatura e do campo magnético externo, onde observamos duas regides de interface
entre as configuracoes de estados ordenados. Em um segundo momento, estudamos o
modelo com auséncia de campo externo através de duas abordagens. Primeiramente,
estudamos o comportamento das quantidades termodinamicas usando a funcao de particao
dada pela contagem das configuragoes, onde usamos o parametro de ordem como a soma
dos moédulos da magnetizagao das sub-redes, pois esta permite diferenciar as configuracoes
ordenadas da configuracao desordenada do sistema. Em seguida, realizamos simulagoes
entropicas para redes de tamanhos maiores, onde calculamos a temperatura critica que
apresenta o valor 7T, = 0.20361(22) e obtivemos os expoentes criticos v = 2.480651(75),
v = 2.974(11) e f = 0.0215(16), sendo que esses expoentes ndo obedecem uma lei de
escala e nao se encaixam em nenhuma clase de universalidade.

Esta dissertacao esté organizada da seguinte forma: No capitulo 2, apresentamos
uma breve revisao da mecanica estatistica no equilibrio, além da definicao de transi¢oes
de fase, fendmenos criticos e dos efeitos de escala de tamanho finito. No capitulo 3,
abordamos o método Monte Carlo e da técnica de amostragem de Wang-Landau. No
capitulo 4, fazemos uma breve revisao historica do modelo de Baxter-Wu e expomos os
objetivos do nosso trabalho. No capitulo 5, apresentamos os nossos resultados. No capitulo

6, apresentamos as conclusoes e as perspectivas de continuidade.

& Instituto de Fisica — UFG



-

CAPITULO

REVISAO DA MECANICA ESTATISTICA

Neste capitulo, faremos uma breve revisao de algumas caracteristicas basicas
da termodinamica e da mecanica estatistica que serao usados na producao e analise dos
nossos resultados. Definiremos o limite termodinamico, as transi¢oes de fase, os fendémenos

criticos e a teoria de escala de tamanho finito.

2.1 Mecanica Estatistica no Equilibrio

O objetivo da mecanica estatistica é obter todas as propriedades de equilibrio de
um sistema molecular macroscopico a partir das leis das dinamicas moleculares. Portanto,
seu objetivo nao ¢é apenas derivar as leis gerais da termodinamica, mas também as fungoes
especificas de um dado sistema. A mecanica estatistica, contudo, ndo descreve como um
sistema se aproxima do equilibrio e nem determina se o sistema ja pode ser encontrado
no equilibrio, apenas afirma qual ¢é a situagao de equilibrio para um determinado sistema
[13].

Definindo um conjunto de pesos w;(7) que representam a probabilidade do sistema

estar no estado ¢ no instante 7. A evolugao temporal de w;(7) é representada por:

dw; (T)
dr

=>_[wi(")P(j — i) — wi(7)P(i = j)], (2.1)
J

em que a Equagao (2.1) governa o tempo de desenvolvimento da quantidade w;(7). O

primeiro termo do lado direito representa a taxa de transicao do estado j para o estado

7, enquanto o segundo termo do lado direito representa a taxa de transi¢do do estado ¢

para o estado j. A soma das probabilidades deve ser unitaria para todos os tempos 7:

Zwi(T) =1, (2.2)

dado que o sistema deve sempre estar em algum estado. Sendo () alguma quantidade,

tomando o valor de ); em algum estado ¢, podemos definir o valor esperado para esta
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quantidade em algum instante para o sistema como:

(@) =>_ Quwi(r). (2.3)

Quando o sistema atinge um estado em que os dois termos do lado direito da
Equagao (2.1) cancelam um ao outro para todos os estados i, entao a variagdo temporal

das probabilidades sera nula e os pesos serao constantes para o resto do tempo:

wiP(i = j) =w;P(j — 1), (2.4)

que corresponde ao estado de equilibrio do sistema. As taxas de transigoes P(i — j)
adquirem valores que surgem da natureza térmica da interacao do sistema e do reservatorio
térmico. A priori, os valores de equilibrio dos pesos sao conhecidos e sao denominados de

probabilidades de ocupagao de equilibrio:

P = lim w;(7). (2.5)

Em 1902, Gibbs mostrou que para um sistema em equilibrio térmico com um
reservatorio térmico, a probabilidade P; do sistema ser encontrado no microestado i é
proporcional a exp(—fE;), conhecido como fator de Boltzmann, sendo = 1/kgT, em
que kg é a constante de Boltzmann, T é a temperatura do sistema e E; é a energia do
microestado ¢ [8]. Desde que o sistema deve sempre estar em algum estado, a soma sobre

todas as probabilidades P; deve ser um, e a probabilidade normalizada é, portanto,
_ exp(-E)

Z )
onde a Equacao (2.6) é denominada de probabilidade de distribuicao de Boltzmann. A

P (2.6)

constante de normalizacdo Z, também denominada de funcdo de particao, contém todas
as informagdes essenciais sobre o sistema em consideragao. A forma mais geral para um

sistema classico ¢ dada por

7z = Zexp(—ﬁE}), (2.7)

onde a soma ¢é sobre todos os possiveis estados do sistema e, portanto, depende do tamanho
do sistema e do numero de graus de liberdade para a particula. Contudo, ha poucos
exemplos em que ¢ possivel extrair resultados exatos para sistemas muito grandes de
particulas interagentes, sendo que em geral a funcao de particdo nao pode ser calculada

exatamente [14].
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A conexao entre a termodindmica e a mecanica estatistica ocorre através da

energia livre de Helmholtz do sistema:

F=—kgTlnZ, (2.8)

as outras quantidades termodindmicas mais facilmente observadas sao todas obtidas pela
diferenciagao apropriada da Equagao (2.8). Por exemplo, a energia interna ¢ definida como

a média da energia de um sistema em equilibrio térmico:

U=(E)=Y pE, = 2 OPOE) 1 @g)

1 B ((9an
>iexp(—pE;) Z

5 )N’V . (2.9

Para estudar as flutuagoes da energia definimos o desvio quadratico médio como:

N,V

(8U)* = ((E — (E))*) = (E*) - (E)*, (2.10)

em que a média do quadrado da energia pode ser obtida diferenciando novamente a fungao

de particao:

o LilElexp(=BE;) 1 (9°Z
B = > exp(—BE;) - Z (W)NVJ (21

substituindo as equagoes (2.9) e (2.11) na Equagao (2.10) temos:
2
B (82 InZ

1 (07
Z(@ﬁ)w 07" >N 212

O calor especifico ¢y pode ser definido como a taxa de variagdo da energia U em

=84 - (7= 5 (55) -

relacdo a temperatura 1" por sitio:

1 (U kB (PlZ
CV_N<8T>N,V_ N (‘352 N,V7 21

em que N é o ntmero de particulas do sistema. Logo, tomando a Equacao (2.13) e

substituindo na Equagao (2.12) temos:

Nc
SU) = (E?) — (B)? = — % 2.14
(OU) = (B —(B)* = 5, 219

consequentemente, a flutuagao da energia do sistema sera
oU = (NkpT?cy)Y?, (2.15)

que ¢ um resultado completamente geral e nao depende de nenhuma propriedade especifica
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do sistema a ser considerada. Percebe-se que desde que o calor especifico cresca linearmente
com o tamanho do sistema, as flutuagoes de energia fracionarias cai com a raiz quadrada

do tamanho do sistema [15]:
oL
U VN’

portanto, as flutuagoes tornam-se insignificantes no limite no qual o tamanho do sistema

(2.16)

vai para o infinito e, por causa disso, este limite é denominado de limite termodinamico.
A excegdo para esse comportamento surge quando o calor especifico do sistema diverge,
entao as flutuagoes nao desaparecem a medida que o sistema se torna maior, mas estd
presente em todas as escalas, sendo um indicativo de um tipo de transicao de fase [15].

Para um sistema magnético formado, por exemplo, por um conjunto de dipolos, a
magnetizagdo sofre uma mudanga em resposta a um campo magnético externo H. Agora,
a energia livre de Helmholtz serd uma funcao do campo externo H e da temperatura 7.
Portanto, a magnetizagao é definida através da Equacao (2.8) como:

(2.17)

),

0H
em que as flutuacdes em torno do valor médio da magnetizagao esta relacionada com a

susceptibilidade por dipolo do sistema:

n - (B) S

2.2 O limite termodinamico

A energia livre é extensiva para um sistema grande. Portanto, espera-se que para

um sistema finito possamos escrever:

Fo =V(Q)fy +S(Q)fs + O(L?) (2.19)

em que () é uma regiao de amostra do sistema, L é a dimensao linear, f, é a energia livre

por unidade de volume e f, é a energia livre por unidade de drea que sao definidos como:

BlE) = Jim 1%()] , (2.20)

se os limites existem e sdo independentes de €. [K] representa o conjunto de constantes
de acoplamento do sistema. Para um sistema definido sobre uma rede, com locais de rede

N(Q), a energia livre por local é dada por:
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S ()
N(@Q)—oo N(Q)’

folK] = (2.22)

se o limite existe e é independente de €. As equagoes (2.20), (2.21) e (2.22) sdo conhecidas

como limite termodindmico.

2.3 Transicoes de Fase e Fénomenos Criticos

Em 1933, Ehrenfest propos uma classificacao para as transicoes de fase para
sistemas em equilibrio térmico que sofrem uma transi¢do do tipo ordem-desordem [16].

Podendo ocorrer dois tipos de transicao:

e Primeira ordem ou descontinua: Quando a primeira derivada da energia livre

é descontinua na temperatura de transicao.

e Segunda ordem ou continua: Quando a primeira derivada da energia livre é
continua na temperatura de transicao. Enquanto que a segunda derivada da energia

livre apresenta singularidades em alguns valores de temperatura e campo.

Para exemplificar iremos utilizar um sistema magnético que consiste de uma rede

cristalina com spins localizados nos vértices. O Hamiltoniano deste sistema ¢ dado por:

N
7‘[ = —JZ O',L'O'j — HZO}', (223)
(,9) =1

em que o sao os spins localizados nos vértices que podem apontar ou para cima (o = 1) ou
para baixo (0 = —1), H é o campo magnético externo e J é a constante de acoplamento dos
spins. Se J > 0, os pares de spin apontam na mesma direcao, isto é, fase ferromagnética.
Se J < 0, os pares de spins apontam em diregoes opostas, isto é, fase antiferromagnética.

Quando o sistema esta em equilibrio, a rede cristalina e os spins terao os graus
de liberdade descritos por uma tunica temperatura 7. Com J > 0 e H = 0 em altas
temperaturas (T° > J/kg), o sistema se encontra na fase paramagnética, ou seja, o0s
spins apontam em ambas as dire¢oes com igual frequéncia, portanto nenhuma diregao
¢ privilegiada e, consequentemente, o momento magnético total serd zero. Contudo,
em baixas temperaturas (T' < J/kp) os spins tendem a se alinhar ao longo de uma
direcao particular no espago, mesmo na auséncia de campo externo, ou seja, existe uma
magnetizagao espontanea e, portanto, o sistema se encontra na fase ferromagnética.

A caracteristica distintiva da maioria das transi¢oes de fase é o parametro de
ordem, ou seja, de alguma propriedade do sistema que é diferente de zero na fase ordenada,
mas zero na fase desordenada. O parametro de ordem é definido diferentemente em
diferentes tipos de sistemas fisicos [14]. Para o sistema magnético em questao, o pardmetro

de ordem é definido como a magnetizacao por spin da rede cristalina:
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He

> T

T.

Figura 2.1: Do lado esquerdo: O diagrama de fases de um sistema magnético, no qual H é
o campo magnético externo e T a temperatura. Do lado direito: O pardmetro de ordem m,
escolhido como a magnetizacdo espontanea por spin do sistema, como fun¢do da temperatura T
em campo magnético externo H = (. T, é a temperatura critica.

) ]1V<§a> (2.24)

O lado esquerdo da Figura 2.1 representa o diagrama de fases do sistema,
enquanto o lado direito ilustra o comportamento do parametro de ordem em func¢ao da
temperatura. Observa-se que o parametro de ordem diminui a medida que a temperatura
aumenta e torna-se nulo depois de uma temperatura especifica. Portanto, ocorre uma
transicao de fase continua entre as fases ferromagnética (m # 0) e paramagnética (m = 0),

em H = 0, numa temperatura particular denominada de temperatura critica (T =T,).

2.3.1 Os Expoentes Criticos

Um problema bésico na teoria de transigoes de fase é estudar o comportamento
de um dado sistema na vizinhanca de seu ponto critico. Sabe-se que seu comportamento é
marcado pelo fato de que diversas quantidades fisicas do sistema possuem singularidades
no ponto critico. E habitual expressar as singularidades no ponto critico em termos de
leis de poténcias caracterizadas por um conjunto de expoentes criticos que determinam a
natureza qualitativa do comportamento critico de um sistema[17]. Inicialmente, iremos
definir um parametro adimensional ¢ chamado de temperatura reduzida que mede a

distancia que o sistema se encontra da temperatura critica:

T-T,
=

t (2.25)

No limite t — 0 (ou seja, T — T.) qualquer quantidade termodinamica pode
ser decomposta numa parte regular, que permanece finita podendo ser continua ou
descontinua, mais uma parte singular que pode ser divergente ou ter derivadas divergentes.
SupoOe-se que a parte singular seja proporcional a alguma poténcia de t, geralmente

fracionaria. Os quatro primeiros expoentes criticos sao a, 3, 7 e 0 e sdo definidos como:
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Capacidade calorifica:

C ~|t|™¢, (2.26)
Parametro de ordem:

M ~ i), (2.27)
Susceptibilidade:

X~ (2.28)
Equagao de estado (t = 0)

M ~ HY?, (2.29)

As trés primeiras relacoes se referem a uma transicao de fase, logo compreende-se
que H = 0. A 1ltima, por outro lado, especificamente refere-se ao caso H # 0. Deve-
se manter em mente que estes comportamentos se referem a parte singular, ou seja, se
a = 0, por exemplo, a capacidade calorifica nao possuirda uma parte singular, contudo
ainda podera possuir uma descontinuidade finita em ¢ = 0.

As defini¢oes acima supoem implicitamente que as singularidades sao do mesmo
tipo quando nos aproximamos abaixo ou acima da temperatura critica, exceto na Equagao
(2.29), pois é apenas 1til abaixo da temperatura critica, desde que M seja nula para ¢t > 0.
Os outros dois expoentes criticos sdo ) e v e dizem respeito a funcao de correlagao, que

pode assumir a forma Ornstein-Zernike [13]:

L'(r) — r’pe”"/f, (2.30)

t—0
entao, serdo definidos como:

Comprimento de correlacao:
&~ It (2.31)
Decaimento da lei de poténcia em t = O:
p=d-2+4n (2.32)

O significado dos expoentes criticos reside em sua universalidade. Isto significa que
os valores dos expoentes criticos se dividem em um ntimero de classes de universalidade
e todos os modelos que se encaixam numa dessas classes de universalidade possuem os
mesmos valores para esses expoentes.

Os expoentes criticos «, 3, v, 4, n e v nao sdao todos independentes. Podemos
escolher apenas dois como independentes e obter os demais através das relagoes de

superescala [13]:
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Fisher:
y=v(2-n), (2.33)
Rushbrook:
a+28+v=2, (2.34)
Widom:
v =p(0-1), (2.35)
Josephson:
dv =2 — a, (2.36)

em que d é a dimensionalidade do sistema.

2.4 Teoria de Escala de Tamanho Finito

O método de escala de tamanho finito (finite-size scaling em inglés) é uma
forma de extrair valores para os expoentes criticos observando como as quantidades
termodinamicas variam com o tamanho L do sistema. Para exemplificar este método
podemos utilizar o caso do expoente critico da susceptibilidade. Partindo das equacoes
(2.28) e (2.31) podemos expressar a susceptibilidade em termos da fungdo de correlagao

na vizinhanca da transicao por:

X~ ET (2.37)

Em um sistema finito, o comprimento de correlacao é limitado ao tamanho do
sistema e, consequentemente, a susceptibilidade também serd limitada. Em sistemas
finitos, a susceptibilidade nunca realmente diverge. Se representarmos £ pelo valor que
o comprimento de correlacdo apresenta em um sistema infinito em temperatura ¢, entao
a limitacao surge quando & > L. Enquanto, £ < L, o valor x da susceptibilidade deve

corresponder ao mesmo que para um sistema infinito:

X =& xo(L/€), (2.38)

em que Yo ¢ uma fungdo adimensional de uma tnica varidvel x = L/£ que possui as

seguintes propriedades:

Xo = constante, para x > 1, (2.39)

Xo ~ 27" com z — 0, (2.40)
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Definindo a func¢ao adimensional y:

X(@) =27 xo(a") = xo(2”) = x(2)a?”, (2.41)

Substituindo a Equacdo (2.41) na Equagao (2.38) temos:

X =y (w)a, (2.42)

Consequentemente,

¥ = D R(LM), (2.43)

em que x = L'Y"t. A Equacdo (2.43) reescreve o comportamento da susceptibilidade
magnética a medida que a susceptibilidade varia com o tamanho L do sistema préximo a
temperatura critica. A funcao y(L'/¥t) é denominada de fun¢io de escala e é constante
na temperatura critica.

O método pode ser facilmente extendido para outras quantidades, por exemplo,

para o calor especifico e para o pardmetro de ordem|[18, 19, 20]:

c= LvE(LY"), (2.44)

m = L™P"im(LY"t), (2.45)

entretanto, somente para tamanhos de rede suficientemente grandes e em temperaturas
muito préoximas da temperatura critica.

Derivadas e logaritmo das derivadas da magnetizacdo sao quantidades impor-
tantes para estudar fendmenos criticos. Algumas rela¢oes sdo tuteis para determinar a

temperatura critica e o expoente critico estatico v [21, 22, 23]:

Vi=4[m?| -3 [m'], (2.46)
V=2n] - ] 247
Vs=3|m?| —2|m?, (2.48)
Vi= (4[m] - [m]) /3, (2.49)
Vs = (3[m] — [m%]) /2. (2.50)
Vo =2[m] — [m?]. (2.51)
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Em que:
a{m™)
"=1 . 2.52
=1 2 (252
A partir da Equagdo (2.45) é facil mostrar que:
Vi~ (1/v)In L4 Vy(tL'"), (2.53)
para ¢ = 1,2,...,6. Na temperatura critica T.(t = 0) os V; devem ser constantes

independentes do tamanho do sistema. Desta forma, o expoente critico v é determinado
pelos picos destas fungdes. Com a estimativa para o expoente critico v é possivel
determinar a temperatura critica localizando os méaximos nas seguintes quantidades
[21, 22]:

X = T , (2.54)
Dy, = 2n i) 255
Dy, = 2n ) -
Dy, = 2= md) = 3(0m = ) -

segundo as equagoes (2.43) e (2.45) as localizagoes dos extremos destas fungoes variam

assintoticamente como:

T.(L)=T.+aL"". (2.58)

em que a € uma constante dependente da quantidade, permitindo entao a determinacao
de T..
Para uma transicao de fase descontinua, a compreensao do efeito de tamanho
finito nao pode ser mais relacionada a lei de poténcia. Utiliza-se a teoria de flutuacao [24].
O cumulante de quarta-ordem da energia e magnetizacao sao definidos como:
4
Ux(T)=1- 3<<)§(2>>7;T, (2.59)
em que X = E, M, sendo F a energia e M a magnetizagao [6]. O comportamento do

cumulante apresenta um minimo onde a temperatura de transicao escala como:

Ty =T.+al ™, (2.60)

sendo a uma constante e d a dimensao do sistema. A extrapolacao para L — oo fornece
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a temperatura de transicao 7T, para o sistema infinito, enquanto o minimo do cumulante

de quarta-ordem escala como:

Ug(L) =Ug +bL™*, (2.61)

em que Ug® é o valor do cumulante para uma rede infinita e b uma constante. O
comportamento do cumulante também sugere uma transicdo de fase descontinua, onde
ha a presenca de minimos agudos e o cruzamento das curvas de diferentes tamanhos de
redes ocorrendo em torno da temperatura de transi¢ao [25, 26].

Outra forma de encontrar a temperatura de transicao é a analise dos picos da
probabilidade de energia. Na regiao da temperatura de transicao esta probabilidade deve
apresentar dois picos de mesma altura e a regiao entre os picos deve ter uma probabilidade
nula [27]. No ensemble candnico, a distribuicao de probabilidade da energia é calculada

COIMo:

P(E,T) = g(E) exp(—E/kgT). (2.62)

Esse método permite calcular o calor latente da transicao como a diferenca de energia
AF], entre os dois picos que obedecem a relagdo de escala L™ [26]. As temperaturas onde
0s picos atingem o mesmo peso também escalam com a Equagao (2.60).

Se a entropia é dada como uma fung¢ao da energia, pode-se calcular a temperatura

inversa microcanonica diretamente pela definicao:

1 08
BZT:@J

e o comportamento desta quantidade muda com a ordem da transicdo de fase. Nas

(2.63)

transi¢oes descontinuas, tem uma forma de S e uma linha reta na temperatura de transigao
a divide em duas areas do mesmo tamanho[28].

As simulagoes de Monte Carlo sdo utilizadas para verificar e testar diversos
aspectos da teoria de escala de tamanho finito. Por outro lado, a teoria é utilizada
para analizar e interpretar dados de simula¢des de Monte Carlo. Como por exemplo,
um sistema sofrendo uma transicao de fase de ordem desconhecida. Nesses casos, as
simulagoes sempre produzirao comportamentos suaves, independentemente da ordem
de transicao no limite termodinamico. As singularidades nas derivadas da energia livre
ocorrem quando o tamanho do sistema esta no infinito e, portanto, para sistemas finitos
a natureza descontinua da transicdo de primeria ordem nao é notavel, encontrando
apenas comportamentos suaves nas quantidades termodindmicas de modo semelhante

as transicoes continuas [24].
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CAPITULO

SIMULACOES ENTROPICAS

3.1 Meétodo Monte Carlo

A determinacdo de médias termodindmicas no equilibrio de sistemas modelo é
realizada pela geragao de uma sequéncia de microestados que sao escolhidos do ensemble
de equilibrio do modelo. H4 duas técnicas utilizadas para determinar as médias: As
simulagoes de Dindmica Molecular (DM) e as simulagoes de Monte Carlo (MC). Uma
simulagdo de DM pode ser usada para integrar as equagoes de movimento de Newton
para gerar séries temporais de estados no espago de fase a medida que o sistema explora
as hipersuperficies de energia constante do Hamiltoniano. Enquanto que uma simulacao de
MC tradicional gera uma sequéncia de estados escolhidos, por uma caminhada aleatoria,
os microestados configuracionais do ensemble candnico. Ambos os métodos sdo exemplos
de amostragem de importancia que concentra o esfor¢o computacional na geracao de
microestados que sao representativos do ensemble de equilibrio, ao invés de amostrar todo
o espago de fase. A sequéncia de estados produzidos pelos dois métodos podem ser usados
para estimar médias no equilibrio. O método padrao de MC é o algoritmo de Metropolis
[9]. Contudo, algoritmos mais eficientes desempenham grande importancia ao permitir
que as simulagoes atinjam a resolucdo que é necessaria para localizar e caracterizar as
transicoes de fase. Dentre esses algoritmos, a técnica de simulagao utilizada neste trabalho

¢ a técnica de amostragem de Wang-Landau [10, 11].

3.1.1 Amostragem de Wang-Landau

A amostragem de Wang-Landau (WL) [10, 11] realiza um passeio aleatério no
espaco de energia através da mudancga de estado dos spins, em que a energia associada com
cada configuragao ¢ aceita com uma probabilidade reciproca a densidade de estados g(F).
Durante o passeio aleatério, um histograma é acumulado no espaco de energia que ¢é usado
para controlar a frequéncia que os niveis de energia sdo visitados. A atual densidade de

estados é entdao modificada por um fator modificador e com a nova densidade de estados
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um novo passeio aleatorio é realizado. Cada passeio aleatério produz um histograma
nivelado para a distribuicao de energia. Através deste método, a funcao de particdo pode

ser calculada por:

Z =" g(E)exp(—BE), (3.1)

em que = 1/kgT, kg é a constante de Boltzmann e T' é a temperatura absoluta.
Uma das vantagens do algoritmo de Wang-Landau é que a densidade de estados
nao depende da temperatura e, portanto, com a funcao de particio podemos calcular

todas as quantidades termodinamicas de interesse do sistema, através da média candnica:

_ Yp(X)pg(E) exp(=pE)
X0 = > g(E)exp(=BE)

em que (X)p é a média microcandnica obtida durante as simulagoes. Como a densidade

(3.2)

de estados se torna muito grande durante as simulagoes é preferivel trabalhar com o

logaritmo da densidade de estados:

S(E) =Ing(F), (3.3)

em que S(F) é a entropia microcandnica.

No inicio da simulacdo, a densidade de estados é desconhecida e, portanto, se
atribui para todos os possiveis niveis de energia g(F) = 1, ou seja S(E) = 0. O passeio
aleatério é realizado para todos os niveis de energia de E,,;, até E,,... Se E; é a energia
da atual configuracdo e Fy é a energia da nova possivel configuracao, a probabilidade de

transicao de E; para FEj sera:

P(Ey — Ey) = min (exp [S(E)) — S(E»)], 1), (3.4)

isto é, se S(E2) < S(F1), a nova configuracao é aceita, caso contrario, serd aceita com
uma probabilidade g(E;)/g(E>), ou seja, se um nimero aleatério r escolhido entre 0 e 1
for maior ou igual a g(E;)/g(Es). Quando uma nova configuragao é aceita, o histograma
¢ atualizado, H(E,;) — H(E;) + 1, e a densidade de estados é modificada na forma
S(E3) — S(E3) + Fj, sendo F; = In f;, e f; é o i-ésimo fator de modificacdo. Caso a
tentativa de configuragdo nao seja aceita, entao os atuais H(FE;) e S(F;) sdo novamente
atualizados, ou seja, H(E;) — H(Ey) +1e S(Ey) — S(Ey) + F;.

O fator de modificagao inicial é tomado como sendo f = fy = e = 2,71828....
O critério de nivelamento dos histogramas serd % da média do histograma (H(F)), no
qual 2% é escolhido de acordo com o tamanho e complexidade do sistema e da precisao
desejada da densidade de estados. Durante as nossas simulacoes, o critério de nivelamento
foi 80% da média do histograma (H (E)), sendo verificada a cada L passos de Monte Carlo,

em que L é o tamanho linear do sistema [19]. Se a condigdo de nivelamento for satisfeita,
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atualizamos o fator de modificacio para um menor por fi;; = +/f; e o histograma é
reiniciado, H(F) = 0.

As médias microcanonicas sdo acumuladas quando Inf = In f,o definida
pelas médias microcanonicas durante as simula¢oes. Originalmente, as simulagoes eram
interrompidas quando In f =~ 107%. Entretanto, Caparica e Cunha-Netto mostraram
para o modelo de Ising bidimensional que as simulacoes podem ser realizadas até um
Inf = Infi3 = 1.2208 x 10~* e simulacoes com fatores modificadores mais altos
sdo desnecesséarios [19]. Portanto, para as nossas simulagoes, os fatores de modificagao
escolhidos para o modelo de Baxter-Wu unidimensional sao ficro = f7 € frina = fis6-

O algoritmo pode ser esquematizado da seguinte forma:

« Inicie a simulagdo no estado fundamental;
 Atribua para todos os possiveis niveis de energia S(E) = 0;
o Proponha uma nova configuragao;

« Se S(Ey) < S(E) a configuracao ¢ aceita, caso contrario, um nimero aleatério r no
intervalo 0 < r < 1 serd escolhido e se g(E;)/(F2) < r, entdo a nova configuracao

serd aceita;

o Atualize S(E) e H(E) apdés L passos de Monte Carlo: S(E) — S(E) + F; e
H(E) — H(E) + 1;

« Continue até que o histograma obedeca a condi¢ao de nivelamento: todos H(E) >
0.8(H(E));

 Atualize o fator de modificacao para um menor, f;1; = /f;, e reinicie o histograma,
H(E) = 0;

o A partir de f7, acumule as médias microcandnicas;

o Encerre a simulacao quando f = fis.

3.1.2 Densidade de estados conjuntas

Para os estudos do efeito da magnetizacao sobre o sistema, podemos realizar
um passeio aleatério tanto no espaco de energia E quanto no parametro de ordem M.
Um passeio aleatorio bidimensional pode ser necessario para sistemas com ordens mais
complexas, por exemplo, um modelo de spin-glass tridimensional mesmo na auséncia de
campo externo [12].

O algoritmo funciona como descrito anteriormente, mas agora, o passeio aleatorio

serd realizado com uma probabilidade de transicao:
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P(El, M1 — E27 MQ) = min (exp [S(El, Ml) — S(EQ, Mg)] , ].) s (35)

em que F; e M, é a energia e o parametro de ordem da atual configuracao e Es e My é
a energia e o parametro de ordem da nova possivel configuracao e, durante a simulagao,
um histograma bidimensional H (F, M) é acumulado.

O histograma e a densidade de estados serao atualizados da seguinte maneira:

S(E, M) — S(E, M) + F, (3.6)

H(E,M) — H(E, M)+ 1. (3.7)

Uma vez estimada a densidade de estados conjunta g(E, M), a fungao de parti¢ao

pode ser calculada como:

Z(T H) = > g(E,M)exp[—f(E - HM)]. (3.8)

E,M
A partir da funcdo de particdo, podemos obter as quantidades termodinamicas

para todos os valores de temperatura e campo magnético através da média canonica:

_ ZE,M<X>E,M9<E7 M) exp [-B(E — HM)]
Yem (B, M)exp[-8(E -~ HM)] ~

em que (X)g ¢ a média microcandnica acumulada durante a simulagao.

(X) (3.9)
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CAPITULO

O MODELO DE BAXTER-WU

O intuito deste capitulo ¢ inicialmente fazer uma breve cronologia do modelo de
Baxter-Wu desde sua proposta de rede triangular bidimensional até a rede unidimensional.

Depois propor os objetivos deste trabalho sobre o modelo de rede unidimensional.

4.1 Rede bidimensional

O modelo foi inicialmente proposto por D. W. Wood e H. P. Griffiths [2] em 1972
e resolvido exatamente por R. Baxter e F. Wu [3, 4, 5]. O sistema é definido em uma rede
triangular bidimensional, conforme a Figura 4.1, de modo que a interacao entre os spins

¢ dada pelo hamiltoniano:

Hpwop = —J Y 010504, (4.1)
(ijk)
onde os spins estao localizados nos vértices da rede e podem assumir os valores o; = £1,

sendo J a constante de acoplamento que define a escala de energia e a soma se estende a

todas as faces triangulares da rede.

Figura 4.1: Rede triangular cristalina do modelo de Baxter-Wu bidimensional.
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Figura 4.2: Os estados fundamentais do modelo de Baxter-Wu bidimensional: O estado
ferromagnético e os trés estados ferrimagnéticos.

Uma das razoes que inspiraram a elaboracdo do modelo de Baxter-Wu foi a
construcao de um modelo magnético que nao apresentasse uma simetria por inversao de
spins e que exibisse uma transi¢gdo ordem-desordem [27]. A rede de Baxter-Wu pode ser
decomposta em trés sub-redes triangulares, de modo que qualquer face triangular contém
um spin de cada uma delas.

O hamiltoniano do modelo (Equacao 4.1) apresenta uma tripla interacao de spins
vizinhos proximos, sendo que se os spins de quaisquer duas sub-redes forem invertidos,
o estado resultante tera igual probabilidade que o estado inicial [29], portanto, o estado
fundamental do modelo é quatro vezes degenerado, sendo que em um deles todos os sitios
da rede sado preenchidos por spins positivos ¢ = +1, o estado ferromagnético, e os outros
trés restantes apresentam duas sub-redes preenchidas por spins negativos ¢ = —1, os
estados ferrimagnéticos, conforme a Figura 4.2.

Um resultado bastante curioso é apresentado pela solugao exata da temperatura
de transigao resolvida por Wood e Griffths [2], em que o modelo de Baxter-Wu para spin-
1/2 apresenta o mesmo ponto critico que o modelo bidimensional de interacao de pares
de spins, o modelo de Ising numa rede quadrada, kgT./J = 2/In(1 4+ v/2) = 2.26918531,
mas sem a mesma classe de universalidade.

O parametro de ordem do modelo de Baxter-Wu pode ser definido de diferentes
maneiras. Novotny e Landau [30] definiram como parametros de ordem a polarizacao p,
em que a polarizacdo é a raiz do valor quadratico médio da funcdo de correlagdo entre
spins vizinhos de diferentes sub-redes, e a magnetizacao m sendo a raiz do valor quadratico
médio da magnetizacao das trés sub-redes. Entretanto, Santos e Figueredo [31], no seu
estudo da dinamica critica do modelo, definiram como a média da magnetizacao por spin,
ou seja, o parametro de ordem no estado fundamental para o caso ferromagnético é igual

a +1 e para os estados ferrimagnéticos é —1/3.
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4.2 Rede tridimensional

O modelo de Baxter-Wu para uma rede tridimensional foi proposto por L. N.
Jorge, L. S. Ferreira e A. A. Caparica [6] inspirado na rede bidimensional. A estrutura
deste modelo ¢ dada pela Figura 4.3, onde no plano horizontal h4 um hexagono regular
formado pelos pontos (1 — 6) e no centro o ponto 0 (zero), onde cruzam trés eixos que
formam um angulo de 60°, sendo que para cada eixo pode-se associar um outro hexagono
regular. Os outros hexdgonos sao formados pelos pontos (1,9, 8,4,12,10), (2,9,7,5,12,11)
e (3,8,7,6,10,11). Logo, um spin da rede possui um total de 12 vizinhos préximos e 24
faces triangulares circundando-o. Os trés locais do plano superior estao localizados acima
do centro de trés faces triangulares alternadas, enquanto que os outros trés locais no plano

inferior estao localizados abaixo do centro das outras trés faces triangulares.

Figura 4.3: Rede tridimensional do modelo de Baxter-Wu. Reproduzido com a permissao do
autor [1].

A energia deste modelo é dada pelo seguinte hamiltoniano:

HngD = —J Z O'iO'jO'k, (42)
(4,3,k)

onde a soma se estende sobre todas as possiveis faces triangulares da rede, e as variaveis de
spin que podem assumir os valores 0 = +1 estao localizados nos vértices dos triangulos.
J é a constante de acoplamento que escala a energia da rede, sendo a mesma em
todas as dire¢bes. Uma clara diferenga entre a rede tridimensional e a bidimensional
sdo as configuragoes do estado fundamental, que para a rede tridimensional apresenta
unicamente o estado ferromagnético. Com o uso de simulacoes entrdpicas, os autores

demonstraram que o modelo apresenta uma transicao ordem-desordem descontinua, cuja
temperatura de transigao é dada por kgT'/J = 11.377485(29).
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4.3 Rede unidimensional

O modelo de Baxter-Wu de rede unidimensional foi proposto recentemente na
literatura por M. F. Calvacante e J. A. Plascak [7], no estudo do modelo de Baxter-
Wu em diferentes dimensionalidades de rede através da aproximacgao de campo médio. O
modelo de rede unidimensional apresentou uma transicao de ordem-desordem descontinua
com a temperatura de transi¢do dada por kgT'/J = 1.4879.

A Figura 4.4 apresenta a estrutura deste modelo com as suas sub-redes sendo

denominadas por A, B e C, onde a energia pode ser descrita como:

L L
Hpwip = —JZUiUi+10’i+2 - HZ%, (4-3)

i=1 i=1
em que J é a constante de acoplamento e L é o niimero de spins na rede que podem

assumir os valores 0; = +1, obedecendo as condicoes periddicas de contorno: o1 = 07 €

OrL+2 = O2.

A C 1+ 1 A C B
B

Figura 4.4: Rede unidimensional do modelo de Baxter-Wu. Os indices A, B e C representam
as sub-redes do sistema.

A solucao exata do modelo de rede unidimensional ainda nao foi apresentada
na literatura, contudo ha trabalhos que abordam outros modelos de curta interacao em
sistemas unidimensionais, por exemplo, Mermin e Wagner [32] afirmam que o modelo
de Heisenberg isotrépico na auséncia de campo externo nao possui ferromagnetismo ou
antiferromagnetismo em uma ou duas dimensoes. A técnica da matriz de transferéncia
do modelo de Ising unidimensional aponta a existéncia de ferromagnestimo espontaneo
apenas em T, = 0 [33, 34]. Entretanto, Ferreira et al. abordam a possibilidade de transigao
de fase no modelo de Ising unidimensional através da escolha apropriada do parametro de
ordem, em que utilizaram-se da solucao exata e das simulacgoes entrépicas para estimar a
temperatura de transicao, T, = 0.171008(63).J/ks [35].

Em nosso trabalho, iremos estudar o modelo de Baxter-Wu de rede unidimensio-
nal através do comportamento das quantidades termodinamicas do sistema como func¢ao
da temperatura e do campo externo. Em seguida, iremos estudar o comportamento des-
sas quantidades em campo externo nulo tomando como parametro de ordem a soma dos

modulos da magnetizacao das sub-redes do sistema.
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CAPITULO

RESULTADOS E DISCUSSOES

Neste capitulo, falaremos dos resultados obtidos para o modelo de Baxter-Wu
unidimensional. Inicialmente, abordaremos o comportamento das quantidades termodi-
namicas como func¢ao da temperatura e do campo externo. Em um segundo momento,
estudaremos o modelo para campo externo H = 0 através de duas abordagens. Primeira-
mente, estudaremos o comportamento das quantidades termodinamicas usando a funcao
de particdo dada pela contagem das configuracoes, onde usamos o parametro de ordem
como a soma dos modulos da magnetizagao das sub-redes. Em seguida, realizamos simu-
lagoes entropicas para redes de tamanhos maiores e calculamos a temperatura critica e os

expoentes criticos.

5.1 Campo magnético externo H

O hamiltoniano do modelo (Equacao (4.3)) nos permite estudar o comportamento
do sistema para diferentes valores de campo H. Dessa forma, iremos estudar o modelo
através de amostragens entrépicas, que nos possibilitam, pela estimativa da densidade
de estado conjunta, o acesso a qualquer grandeza termodinamica como funcao de T e
H. Através das grandezas termodinamicas podemos determinar qual a configuracao do
estado fundamental e entender o que acontece com o sistema para diferentes valores de T’
e H.

Inicialmente, realizamos as simula¢oes entropicas com os tamanhos de rede
L = 60, 72, 81 com N = 20, 20, 20 rodadas independentes e, entao, calculamos as
médias candnicas para as quantidades termodinamicas como a magnetizacao, a energia,
a susceptibilidade magnética e o calor especifico para o intervalo de campo externo
H = [-5,5] com uma taxa de variagdo de dH = 0.1. Na Figura 5.1, apresentamos o
comportamento da magnetizacdo como funcao da temperatura T e do campo externo
H no plano tridimensional (figura superior) e no plano bidimensional (figura inferior),

onde as cores estao associadas ao valor da grandeza, sendo preto para m = —1 e
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amarelo para m = +1. Observamos que para H > 0 na regido de baixas temperaturas,
a regiao de plato apresenta uma configuracao ferromagnética positiva e a medida que
a temperatura aumenta, torna-se paramagnético. Ja para H < 0 temos duas regioes
distintas em baixas temperaturas, a primeira no intervalo —3 < H < 0, onde m = —1/3,
evidenciando que a regiao de plato é uma configuracao ferrimagnética, e a segunda regiao
em H < —3, a regiao de platd é uma configuracao ferromagnética negativa. Nota-
se que ao fixamos a temperatura em algum valor na regiao de baixas temperaturas e
variarmos o campo externo H, a transicao entre as configuragoes ferromagnética positiva
e ferrimagnética ocorre abruptamente em H = 0, enquanto que a transicdo entre as
configuragoes ferrimagnética e ferromagnética negativa ocorre de maneira mais suave em
torno de H = —3. Dessa forma, podemos definir dois pontos onde existe a coexisténcia de
mais de uma fase nos estados ordenados: H = 0 e em torno de H = —3. Esse tipo de analise
é conhecido como diagrama de fases, pois extraimos informacoes do comportamento das
quantidades termodinadmicas nas fases de equilibrio e na interface entre as fases.

A Figura 5.2 apresenta o comportamento da energia como uma funcao da
temperatura 7' e do campo externo H no plano tridimensional (figura superior) e no plano
bidimensional (figura inferior), onde as cores estao associadas ao valor da grandeza, sendo
preto para e = —1 e amarelo para e = +1. Observa-se que na regiao —3 < H < 5 em
baixas temperaturas, as regides de platos pertencentes as configuragoes ferromagnética
positiva e ferrimagnética apresentam o mesmo valor energético de e = —1 e a medida
que a temperatura aumenta torna-se nula. Na regiao —5 < H < —3, a regiao de plato
pertencente a configuracao ferromagnética negativa apresenta o valor energético de e = +1
e também com o aumento da temperatura torna-se nula. Na interface em H = 0 em baixas
temperaturas, entre as configuracoes ferromagnética positiva e ferrimagnética nao ha uma
mudanca na energia, pois o modelo é quatro vezes degenerado no estado fundamental
a campo magnético externo nulo. Contudo, na interface em torno H = —3, entre as
configuragoes ferrimagnética e ferromagnética negativa, ocorre uma quebra do valor da
energia relacionada com a mudanca da configuragao dos spins, onde os spins positivos das
sub-redes do sistema na fase ferrimagnética tornam-se negativos devido ao aumento da
intensidade do campo.

Estudaremos agora o comportamento das flutuagoes da magnetizacao e da
energia através da susceptibilidade magnética e do calor especifico. Na Figura 5.3,
apresentamos o comportamento da susceptibilidade magnética do sistema como uma
funcdo da temperatura e do campo externo no plano tridimensional (figura superior)
e no plano bidimensional (figura inferior), onde a cor preta estd associada a x/L =0 e a
cor amarela a x/L = 5, a cor branca estd associada com valores maiores que o intervalo
apresentado para a susceptibilidade magnética. Observa-se que nos estados ordenados do
modelo, as configuracoes ferromagnéticas e ferrimagnéticas, a susceptibilidade magnética

apresenta um maximo suave com o aumento da temperatura. Entretanto, percebe-
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Comportamento da energia como funcdo da temperatura e do campo externo para
L = 81. A figura superior apresenta o comportamento no plano tridimensional, enquanto a

figura inferior apresenta no plano bidimensional, onde as cores estdo relacionadas ao valor da

grandeza. Percebemos que na regido de -3 < H < 5 as configuragoes ordenadas apresentam a

mesma energia e em torno de H = —3 ocorre uma mudanca do valor da energia.

Figura 5.2
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Figura 5.3: Comportamento da susceptibilidade como func¢do da temperatura e do campo
externo para L=81. A figura superior apresenta o comportamento no plano tridimensional,
enquanto a figura inferior apresenta no plano bidimensional, onde as cores estao relacionadas ao
valor da grandeza. Observa-se que em torno de H = 0 e H = —3 a susceptibilidade magnética
diverge.
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Calor Especifico
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Figura 5.4: Comportamento do calor especifico como funcdo da temperatura e do campo
externo para L = 81. A figura superior apresenta o comportamento no plano tridimensional,
enquanto a figura inferior apresenta no plano bidimensional, onde as cores estao relacionadas ao
valor da grandeza. Observa-se que em torno de H = —3 o calor especifico diverge.
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Figura 5.5: Comportamento da energia (a esquerda) e do calor especifico (a direita) do sistema
em H = 0 para os tamanhos de rede L = 60, 72, 81, 243.

se um aumento do valor da susceptibilidade magnética em baixas temperaturas nas
regides de coexisténcia entre as configuracoes ordenadas. Na interface em H = 0, as
configuragoes, como visto no diagrama de fases da energia na Figura 5.2, apresentam o
mesmo valor energético, contudo, segundo o diagrama de fases da magnetizacao na Figura

5.1, ndo apresentam os mesmos valores para a magnetizagao, dessa forma as flutuacoes da

magnetizacao entre m = +1 e m = —1/3 é evidenciada pela susceptibilidade magnética.
Na interface em H = —3, os estados ordenados nao apresentam os mesmos valores de
energia e as flutuagdes na magnetizagao ocorre entre m = —1/3 e m = —1, sendo também

evidenciada pela susceptibilidade magnética, porém, sendo mais suave que em H = 0.

Na Figura 5.4, apresentamos o comportamento do calor especifico como funcao
da temperatura e do campo externo no plano tridimensional (figura superior) e no plano
bidimensional (figura inferior), onde as cores novamente estao associadas a intensidade
da quantidade, sendo a cor preta ¢y = 0 e a cor amarela ¢y, = 5, enquanto que a cor
branca representa valores maiores que o intervalo apresentado ao calor especifico. No
intervalo de 0 < H < 5, na regiao de configuragdo da fase ferromagnética positiva, o
calor especifico apresenta um maximo suave com o aumento da temperatura. Na regiao
—3 < H < 0, na regiao de configuracao da fase ferrimagnética, a medida que o campo
se aproxima de H = —3, observa-se um aumento do valor do calor especifico para a
regiao de baixas temperaturas, entretanto, tornando-se nula a medida que a temperatura
aumenta. Conforme a Figura 5.1, em H = 0, as configuracdes ferromagnética positiva
e ferrimagnética, apresentam o mesmo valor para energia, logo o calor especifico nao
apresenta grandes valores para esta interface. Entretanto, em torno de H = —3, as
configuragoes ferrimagnética e ferromagnética negativa nao apresentam o mesmo valor
energético, logo as flutuacgoes da energia ocorre entre os valores e = —1 e e = +1, mas a
medida que a temperatura aumenta, as flutuagdes tornam-se nulas.

Com o objetivo de estudar o comportamento dessas quantidades termodinamicas

na regiao de interface entre as configuragoes do estado fundamental, fixamos o valor do
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Figura 5.6: Comportamento da magnetizagao (a esquerda) e da susceptibilidade magnética (a
direita) do sistema em H = 0 para os tamanhos de rede L = 60, 72, 81.

campo externo em H = 0. A regido em torno de H = —3 ficara para trabalhos futuros,
pois as quantidades termodinamicas apresentam um comportamento que para ser melhor
caracterizado necessita de estudos mais aprofundados. Na Figura 5.5, apresentamos o
comportamento da energia (a esquerda) e o calor especifico (a direita) do sistema como
uma funcao da temperatura. Observa-se que o valor minimo da energia que o sistema
apresenta ¢ e = —1 que esta relacionado com as configuracoes ferromagnética positiva
e ferrimagnética e a medida que a temperatura aumenta tende a zero suavemente, em
conformidade com o diagrama de fases da energia na Figura 5.2. No comportamento
do calor especifico como funcdo do temperatura, podemos observar a presenca de dois
maximos suaves na regiao de baixas temperaturas e a medida que a temperatura aumenta,
o calor especifico suavemente diminui. Os tamanhos de rede podem ser diferenciados
através do primeiro méaximo do calor especifico que é um efeito de tamanho finito do
sistema que diminui & medida que o tamanho da rede aumenta que pode ser melhor
visualizado para o tamanho de rede L. = 243. Observa-se a auséncia de efeito de tamanho
finito entre os tamanhos de rede para a energia.

Na Figura 5.6 apresentamos o comportamento da magnetizagdo (a esquerda)
e da susceptibilidade magnética (a direita) como fun¢do da temperatura. Como as
configuragoes sao degeneradas e com a auséncia de campo externo, a magnetizacao é
nula ao longo de todo o intervalo de temperatura, conforme a Figura 5.1. No regime
de baixas temperaturas a magnetizacao flutua entre os valores m = +1 e m = —1/3,
sendo evidenciado pelo alto valor da barra de erro. O valor dessa quantidade é nula em
todo o intervalo de temperatura, pois em baixas temperaturas temos uma configuragao
ferromagnética e trés ferrimagnéticas tornando a média da magnetizacdo nula, e para
altas temperaturas temos uma configuragao paramagnética. Essas flutuagdes sdo melhores
observadas através do comportamento da susceptibilidade magnética como funcao da
temperatura. Como visto anteriormente na Figura 5.3, a susceptibilidade diverge na regiao

de baixas temperaturas. Observa-se a presenca de efeito de tamanho finito apenas para a
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susceptibilidade magnética no regime de baixas temperaturas.

Vemos que nessa regiao de interface, o parametro de ordem tomado como sendo
a magnetizacao total da rede, nao diferencia as configuracgoes de estado fundamental, for-
madas pelas fases ferromagnética positiva e ferrimagnéticas, da configuragao desordenada
formada pela fase paramagnética. Dessa forma, utilizamos uma nova abordagem para
estudar o modelo de Baxter-Wu de rede unidimensional nessa regiao, onde adotamos a

soma dos modulos da magnetizacao das sub-redes como parametro de ordem.

5.2 Campo magnético externo H =0

Para H = 0, iremos estudar o modelo de Baxter-Wu numa rede unidimensional
usando duas abordagens: a contagem analitica de configuracao para pequenos tamanhos
de rede e a simulacao entropica. Para realizar a contagem das configuracoes de spin,
utilizamos um parametro de ordem que permite distinguir uma fase ordenada de uma fase
desordenada. Como o estado fundamental é quatro vezes degenerado, composto por um
estado ferromagnético e outros trés estados ferrimagnéticos, uma escolha que difere essas
quatro configuragoes de uma fase desordenada é a soma dos mdédulos da magnetizacao
das sub-redes A, B e C' do sistema (conforme a Figura 4.4), o pardmetro de ordem M’.

Desta forma, podemos reescrever o hamiltoniano da Equacao (4.3) como:

L
H = —JZO'iO'Z'+10'Z'+2 —H <| ZO’zl + | Z O'l" + | ZO’J) = —JEj — HMJ/, (51)
i=1 icA i€B ieC

com a condi¢do de contorno ory; = 07 e .o = 09. O indice j representa uma

configuracao em particular. A fun¢do de particao é dada por:

7 — Zeﬁ(JEjJrHMJ/.)7 (5'2)

J
onde a soma ¢ sobre todas as possiveis configuracoes. Em termos da densidade de estados

conjunta g (F, M') para uma rede de tamanho finito L temos:

L L
Zr=Y 3 gu(BE,M)PUETHM) (5.3)

E=—L M=0
sendo somente valida quando H = 0.

Para o tamanho de rede L = 6, utilizamos a Equacgao (5.3) para determinar a
energia de interagao dos spins e o moédulo da magnetizagao de cada sub-rede para todas
as possiveis configuragoes dos spins, conforme a Figura 5.7, e obtivemos a seguinte func¢ao

de particao:

& Instituto de Fisica — UFG



Capitulo 5. Resultados e Discussdes 47

OOOODD 4o o) }
OOOOOD %o 270y
OOOOD 43 e}
OOODODD £ 575} Y s
OOOOOD 4y 575 )
OOOOOOINIENS

g( 0,

Figura 5.7: As densidades de estados para o modelo de Baxter-Wu unidimensional para o
tamanho de rede L = 6. As densidades representadas por g(E, M) usam a magnetizagdo como
a soma dos spins, enquanto que g(E, M') usam a soma dos médulos da magnetizagao das sub-
redes. As densidades de estados para as cinco primeiras configuragoes estao representadas acima
e a configuracdo invertendo todos os spins em baixo. Para a sexta configuracdo, em cima estao
as configuracdes em que a magnetizacdo é nula independente do parametro de ordem e em baixo
as que dependem da escolha.

Zg = 489750 1 19207 2BH 1 9 MBH | 1907287 o2PH 4 4o =0BT 6BH 4 g (5.4)

Qualquer funcao termodinamica pode ser obtida uma vez conhecida a func¢ao de
partigdo. Portanto, utilizando a Equagao (2.8) para definir a energia livre de Helmholtz

para este tamanho de rede, calculamos o parametro de ordem como:

M; = lim <—8FL> , (5.5)

onde obtemos:

(5.6)

M= [ cosh(68J) + cosh(25J) + 2 ]
6 = .

cosh(68J) + 3cosh(28J) + 4

Para o tamanho de rede L = 9, utilizamos o mesmo processo anterior e obtivemos
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Figura 5.8: Parametro de ordem como uma func¢ao da temperatura. Observa-se que o com-
portamento do pardmetro de ordem exibe um comportamento de escala de tamanho finito. As
linhas representam o comportamento analitico para as redes e os pontos os resultados simulados.
Os erros sdo menores que os simbolos.

a funcao de particao como:

Zo = 46787 9H | 36587 5BH | 36387 TAH | 3638 5BH
+ 36387 38H + 3677 5PH + 7287 3BH + 36e P PBH

+ 720 BT 3BH | 360387 TAH | 367387 o58H | 360307 38H 5:7)
+ 366287 PPH 46’9’8‘769511,
onde a magnetizacao ¢ dada por:
~ cosh(95J) + 5cosh(55J) + 15 cosh(35J) + 11 cosh(5.J)
My = (5.8)

cosh(96.J) + 6 cosh(55.J) + 27 cosh(35.J) + 27 cosh(BJ) |

O processo de determinar a funcao de particdo de forma analitica estd limitado as
redes de tamanhos pequenos, contudo, a simulagao entrépica pode ir a qualquer tamanho
de rede que for necessario. Entao, realizamos para os tamanhos de rede L =6 e L = 9,
o numero de 50 rodadas de simulac¢oes de amostragem entropica gerando uma densidade
de estados conjunta. Uma vez obtida a densidade de estados, calculamos a média do
parametro de ordem spin. Na Figura 5.8 observa-se que o comportamento do parametro
de ordem obtida através das simulagoes e o comportamento analitico combinam com uma
boa precisao e que exibem efeitos de tamanho finito, sugerindo um estudo de escala de
tamanho finito.

Realizamos as nossas simulagoes com os tamanhos de rede L =
243, 324, 405, 486, 567, 648 com N = 24, 24, 20, 20, 20, 16 rodadas independentes,
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Figura 5.9: Comportamento do pardmetro de ordem (a esquerda) e da susceptibilidade
magnética (a direita) como fungao da temperatura para os tamanhos de rede L = 243, 405, 648
obtidos pelas simulacoes entrépicas. Os erros sdo menores que os simbolos.

respectivamente. As médias termodindmicas foram calculadas para campo externo nulo,
H=0.

A Figura 5.9 apresenta o comportamento do parametro de ordem (a esquerda) e
da susceptibilidade magnética (a direita) como fungao da temperatura para os tamanhos
de rede L = 243, 405, 648. Observa-se o mesmo efeito de tamanho finito no parametro
de ordem que na Figura 5.8. Para a susceptibilidade magnética, observa-se que a medida
que ocorre um aumento do tamanho da rede, o seu maximo sofre um aumento da sua
intensidade e a sua posicao é deslocada para a esquerda em direcao a temperatura critica
do sistema para uma rede de tamanho infinito. Este comportamento sugere que para uma
rede de tamanho infinito, observaremos uma divergéncia na susceptibilidade magnética
na temperatura critica, ou seja, uma evidéncia de transicao de fase continua.

Lancando mao das equagoes (2.46)-(2.51) obtemos 1/v com a inclinagao das retas

V; como funcao de In L na temperatura critica. Cada inclinacao fornece o coeficiente an-

2.2 0.50
] Dy,
0.45
2.0 + | .
el | 0.40 oD,
. _ N
' 5 035 X,
> 1871 ] = 0.30
14 1 0.25
1ol ] 0.20 T, =0.20361(22)
0.15 : .
1.0 : : : 0 0.04 0.08 0.12
5.2 5.6 6.0 6.4 6.8 L—l/v

InL

Figura 5.10: Dependéncia de V; com o logaritmo do tamanho de rede na temperatura critica,
na qual as inclinagoes fornecem 1/v (a esquerda). Dependéncia de tamanho das localizagdes dos
extremos em diferentes quantidades termodinamicas (a direita). As barras de erro sdo menores
que os simbolos.
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gular 1/v e entdo realizamos uma média destes valores e o erro desta média é determinado
a partir dos erros individuais. No lado esquerdo da Figura 5.10 apresentamos os ajustes
desses pontos e em nosso trabalho estimamos que 1/v = 0.40312(46). Consequentemente,
o valor do expoente critico é v =1/(1/v) &+ (1/v)?A(1/v) = 2.480651(75). Apos estimar-
mos o expoente critico v podemos utilizar a Equacao (2.58) para determinar 7, como a
extrapolacdo para uma rede de tamanho infinito (L — oo, em que L™Y* = 0) dos ajustes
lineares das localizagoes dos maximos das fungoes definidas pelas equagdes (2.54)-(2.57),
conforme o lado direito da Figura 5.10, onde este conjunto de ajustes convergem para T..
O valor final para a temperatura critica encontrado foi 7, = 0.20361(22).

Com a estimativa do expoente critico v e da temperatura critica T, podemos
calcular os expoentes criticos v e 3. Segundo a Equacao (2.43), o maximo da suscepti-
bilidade numa rede de tamanho finito definida pela Equagdo (2.54) é assintoticamente
proporcional a L/¥. No lado esquerdo da Figura 5.11 estd o grafico do ajuste linear e
obtemos v/v = 1.1991(44) e calculamos entao v = v(vy/v) £ Ay = 2.974(11), em que
Ay = (v/v)Av + vA(vy/v). De modo andlogo, para calcular o expoente critico 8 utiliza-
mos a Equagao (2.45) para estimar a razao (/v a partir das propriedades de escala do
parametro de ordem. No lado direito da Figura 5.11 apresentamos o ajuste linear destes
pontos e encontramos um coeficiente de inclinagao /v = 0.00868(66) e, portanto, calcu-
lamos 8 = v(5/v) £ A = 0.0215(16), onde Af é calculada da mesma maneira que A~y.
Dessa forma, vemos que os expoentes criticos nao obedecem uma lei de escala e nao se
encaixam em nenhuma classe de universalidade, indicando a necessidade de um estudo

tedrico para sistemas unidimensionais.

5.2 ‘ ‘ ‘ 0.324
0326 |
48 | 0328 |
3 o 0330 |
< 44 r =
g £ o332}
40 | /v =1.1991(44) 0334 ¢ B /v = 0.00868(66)
0.336 |
3.6 . . . -0.338 . . . . . . . . . .
5.2 5.6 6.0 6.4 6.8 5.4 5556575859 6.0 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5
InL InL

Figura 5.11: Dependéncia do logaritmo da susceptibilidade magnética (a esquerda) e da
magnetizacdo (a direita) com o logaritmo do tamanho de rede na temperatura critica.
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CAPITULO

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho estudamos o modelo de Baxter-Wu em uma rede unidimensio-
nal através de simulagoes entropicas pelo comportamento das quantidades termodinami-
cas como funcao da temperatura e campo externo. Os diagramas de fases do modelo de
Baxter-Wu unidimensional apresentam trés regioes de configuracoes de estados ordenados,
formadas pelas fases ferromagnética positiva, ferromagnética negativa e as fases ferrimag-
néticas. As regioes de interface entre as configuracoes de estados ordenados, encontram-se
em torno dos valores de campo H = 0 e H = —3. No regime de altas temperaturas, o
modelo se encontra na fase paramagnética. Neste trabalho também adotamos uma nova
abordagem para estudar o modelo na regiao de campo externo H = 0, no qual definimos
um parametro de ordem como sendo a soma dos modulos da magnetizacao das sub-redes
do sistema. Isto nos permitiu diferenciar as quatro fases ordenadas da fase desordenada em
campo externo nulo e calcular diretamente a funcao de particdo para redes de tamanhos
pequenos. O nosso sistema apresentou um efeito de tamanho finito no comportamento do
parametro de ordem e da susceptibilidade e uma transicao de fase continua. Com o uso
de simulacoes entrépicas e da teoria de escala de tamanho finito, calculamos a tempe-
ratura critica que apresenta o valor T, = 0.20361(22) e obtivemos os expoentes criticos
v = 2.480651(75), v = 2.974(11) e = 0.0215(16), sendo que esses expoentes nao obede-
cem uma lei de escala e nao se encaixam em nenhuma classe de universalidade, indicando
a necessidade de um estudo tedrico para sistemas unidimensionais. A natureza do tipo de
transicao entre as fases de estados ordenados ainda é desconhecida, sendo necessario mais
estudos para a sua determinacao. Portanto, como perspectiva futura do trabalho, buscare-
mos determinar a natureza das transi¢oes entre as configuragoes ferromagnética positiva
e ferrimagnética e entre as configuracoes ferrimagnética e ferromagnética negativa.
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