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RESUMO

A termodinamica cléssica, também chamada de termodinamica de equilibrio, é
uma teoria que trata de sistemas macroscopicos em equilibrio. Apds seu desenvolvimento,
outras teorias surgiram com o propdsito de englobar sistemas macroscépicos fora do
equilibrio. Ao longo das tultimas décadas, uma nova teoria tem sido desenvolvida com
o intuito de descrever também a termodinamica de sistemas quanticos microscopicos, a
qual ficou conhecida como termodinamica quantica. Uma aplicacao interessante dessa
teoria estd no desenvolvimento de motores térmicos nos quais a substancia de trabalho
(substancia responsavel por transformar calor em trabalho) é um sistema quantico
microscopico. Devido a sua composi¢ao, esses dispositivos passaram a ser comumente
chamados de motores térmicos quanticos. Notavelmente, estudos recentes tém mostrado
que a utilizacao de um reservatorio fora do equilibrio como fonte de calor pode melhorar
o desempenho de determinados motores térmicos quanticos, em comparagao com o caso
usual em que a fonte de calor é um reservatério em equilibrio (um reservatério térmico).
Nesse contexto, a presente tese apresenta dois estudos relacionados a um motor térmico
de Otto quantico cuja substancia de trabalho é um sistema de dois niveis: no primeiro
estudo o motor tem como fonte de calor um reservatorio térmico comprimido, enquanto
no segundo estudo a fonte de calor é um reservatério com temperatura negativa. O regime
de tempos finitos das etapas de expansao e compressao do motor em questao é explorado
em ambos os estudos. No primeiro estudo é mostrado que a eficiéncia do motor pode
ser maior que a eficiéncia de Carnot tanto no regime quase-estatico quanto no regime de
tempos finitos. Contudo, assim como no caso usual, a diminui¢ao nos tempos das etapas
de expansao e compressao degrada a eficiéncia do motor. No segundo estudo, por sua
vez, ¢ mostrado que a eficiéncia do motor pode superar a eficiéncia de Otto no regime
de tempos finitos. Diferente do caso usual, aqui a diminuicao nos tempos das etapas de
expansao e compressao pode aumentar a eficiencia do motor. Por fim, é mostrado um
esquema experimental, no contexto de ressonancia magnética nuclear, capaz de fornecer

uma prova de conceito para o motor estudado nas diferentes situagoes consideradas.

Palavras - chave: termodinamica quantica, motor térmico quantico, ressonancia magné-

tica nuclear, reservatério térmico comprimido, reservatorio com temperatura negativa.






ABSTRACT

Classical thermodynamics, also called equilibrium thermodynamics, is a theory
that deals with macroscopic systems in equilibrium. After its development, other theo-
ries emerged to encompass macroscopic out-of-equilibrium systems. Over the past few
decades, researchers have developed a new theory to describe also the thermodynamics
of microscopic quantum systems, which became known as quantum thermodynamics. An
important application of this theory is in the development of heat engines in which the
working substance (the substance responsible for transforming heat into work) is a mi-
croscopic quantum system. Due to their composition, these devices came to be commonly
called quantum heat engines. Notably, recent studies have shown that using an out-of-
equilibrium reservoir as a heat source can improve the performance of quantum heat
engines, compared to the usual case where the heat source is an equilibrium reservoir (a
thermal reservoir). In this context, this thesis presents two studies related to a quantum
Otto heat engine whose working substance is a two-level system: in the first study, the
engine has a squeezed thermal reservoir as the heat source, while in the second study, the
heat source is a reservoir with a negative temperature. Both studies explore the finite-
time regime of the expansion and compression stages of the heat engine. The first study
shows that the engine efficiency can be greater than the Carnot efficiency in both the
quasi-static and finite-time regimes. However, as in the usual case, decreasing the time
of the expansion and compression stages degrades the engine efficiency. In its turn, the
second study shows that the engine efficiency can surpass the Otto efficiency in the finite-
time regime. Here, different from the usual case, decreasing the time of the expansion and
compression stages can increase the engine’s efficiency. Finally, the present thesis shows
an experimental scheme in the nuclear magnetic resonance context able to provide a proof

of concept for the engine in the different situations studied.

Key-words: quantum thermodynamics, quantum heat engine, nuclear magnetic reso-

nance, squeezed thermal reservoir, reservoirs with negative temperature.
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CAPITULO

INTRODUCAO

A termodinamica classica é uma teoria fenomenolégica que surgiu de estudos
sobre transferéncia de calor (calorimetria) e esforgos para otimizar a conversao de
calor em trabalho mecanico em motores a vapor. Essencialmente, a termodinamica
classica estuda as propriedades de sistemas macroscopicos em estados de equilibrio
(especificamente estados de equilibrio termodinamico) e os processos que envolvem tais
estados [1-3]. Por esse motivo, a termodinamica cldssica também ¢ conhecida como
termodinamica de equilibrio. Como consequéncia de ser uma teoria fenomenoldgica, a
termodinamica classica nao fornece nenhuma interpretacao microscopica dos fenomenos
termodinamicos; a descricao microscépica de tais fenomenos, por sua vez, é objeto de
estudo da termodinamica estatistica cldssica [4,5].

Apoés o desenvolvimento da termodinamica classica, algumas teorias termodina-
micas surgiram com o objetivo de abranger sistemas macroscopicos em estados de nao-
equilibrio [6-8]. A teoria quantica, por sua vez, trouxe uma nova perspectiva, dando origem
a um novo campo de pesquisa e atraindo cada vez mais a atencao de pesquisadores nas
ultimas décadas para a florescente termodinamica quantica [9-30]. Para além da termodi-
namica de sistemas macroscopicos em estados de nao-equilibrio, a termodinamica quantica
busca especialmente abordar sistemas quanticos microscopicos e os efeitos quanticos que
podem estar presentes em tais sistemas [31-33]. Estudos nessa area tém levado a resulta-
dos intrigantes, um exemplo notavel é a possibilidade de haver fluxo espontaneo de calor
de um sistema frio para um sistema quente quando ha correlagoes quanticas entre eles no
inicio do processo [34-36]. Com isso, o estudo das propriedades quéanticas nos processos
termodinamicos tem tornado possivel olhar para essas propriedades como recursos para
aplicacoes da termodinamica quantica.

Uma aplicacao da termodinamica quantica que tem atraido bastante atencao nas
ultimas décadas esta relacionada ao estudo e fabricacao de motores térmicos quanticos
(MTQs) [37-60]. Assim como os motores térmicos cldssicos (MTCs), os MTQs tém como
finalidade transformar calor em trabalho. No entanto, diferente de um MTC, um MTQ é

um dispositivo cuja substancia de trabalho (substéancia responsavel pela transformacao do
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calor em trabalho) é um sistema quantico microscépico. Os MTQs podem ser divididos
em dois grupos principais: MTQs ciclicos e MTQs continuos. Um MTQ ciclico opera
em etapas discretas, podendo ser frequentemente visto como a generalizagao de algum
MTC usual, por exemplo o motor térmico de Otto classico. Por outro lado, um MTQ
continuo opera em regime estaciondrio, isto é, sua substancia de trabalho opera no estado
estacionario alcancado ao entrar em contato simultaneamente com suas fontes de calor e
trabalho [61]. Um exemplo notavel de MTQ continuo é o laser (ou, de maneira anéloga,

o maser) constituido por um tunico dtomo [62-65].

Quando se esta estudando qualquer tipo de motor térmico, é fundamental analisar
seu desempenho, o que é feito por meio das quantidades conhecidas como eficiéncia
e poténcia. A eficiencia é a fracdao de calor efetivamente transformada em trabalho,
enquanto que a poteéncia é a quantidade de trabalho produzida pelo motor térmico durante
uma dada unidade de tempo. Como é de amplo conhecimento, o MTC que apresenta a
maior eficiencia é o motor térmico de Carnot classico; contudo, sua poténcia é nula,
pois todos os processos termodinamicos envolvidos ocorrem de maneira quase-estatica, ou
seja, todos os processos sao reversiveis. Quando se deseja que um MTC tenha poténcia
nao-nula, é preciso que os processos sejam realizados em tempos finitos, o que introduz

irreversibilidade ao ciclo e, como consequéncia, reduz a eficiéncia do motor térmico.

Uma série de trabalhos recentes tém mostrado que, em alguns cenarios, o de-
sempenho de MTQs pode ser consideravelmente melhor que o desempenho de MTCs,
podendo até mesmo ultrapassar os limites impostos pela termodinamica classica. Nesse
contexto, os estudos descritos nas Refs. [66,67] revelaram que a coeréncia, um recurso
quantico, pode melhorar a poténcia de certos MTQs. Além desse recurso, atalhos para
adiabaticidade também tém possibilitado ganhos de poténcia em MTQs [68-75]. Nota-
velmente, destacando que tanto os MTCs quanto os MTQs usualmente operam somente
com reservatorios em equilibrio (reservatérios térmicos), ha trabalhos que mostram que a
substituicao de um dos reservatérios em equilibrio por um reservatério fora do equilibrio
pode melhorar a eficiéncia de determinados MTQs. O caso mais abordado na literatura
até o momento, tanto teoricamente quanto experimentalmente, é aquele em que um motor
térmico de Otto quantico (MTOQ) que possui como substancia de trabalho um oscilador
harmonico quantico opera com um de seus reservatérios térmicos comprimido [76-79]. A
eficiencia desse MTOQ pode superar a eficiéncia de Carnot, sendo capaz até mesmo de
tender a eficiéncia um, isto é, a eficiéncia na qual todo o calor absorvido pela substancia
de trabalho é transformado em trabalho. Dessa forma, além da coeréncia e dos atalhos
para adiabaticidade, reservatérios fora do equilibrio também tém se mostrado um recurso
capaz de melhorar o desempenho de MTQs.

Na presente tese sao apresentados dois estudos referentes a um MTOQ ciclico cuja
substancia de trabalho é um sistema de dois niveis (SDN). O ciclo de Otto quantico que

descreve o funcionamento de um MTOQ possui quatro etapas: em duas delas a substancia
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de trabalho evolui unitariamente, e em cada uma das outras duas ela evolui acoplada a
um reservatério especifico. Em ambos os estudos mostrados aqui, o MTOQ opera com
um reservatério em equilibrio e um reservatorio fora do equilibrio. Especificamente, no
primeiro estudo o reservatorio fora do equilibrio considerado é um reservatério térmico
comprimido, Ref. [80], enquanto no segundo estudo é considerado um reservatério com
temperatura negativa, Ref. [81]. O principal objetivo em cada um dos casos é investigar a
eficiencia do MTOQ quando as etapas em que o SDN evolui unitariamente sao realizadas
no regime de tempos finitos. Os estudos mostrados nesta tese tém como inspiracao o
trabalho recente de Peterson et al., Ref. [56], no qual um MTOQ baseado em um SDN foi
caracterizado no contexto de ressonancia magnética nuclear (RMN). Especialmente, com o
intuito de fornecer uma prova de conceito, os autores implementaram experimentalmente
o MTOQ em questao. O mesmo esquema experimental foi implementado como prova de
conceito para o caso em que o MTOQ de interesse nesta tese opera com um de seus
reservatérios com temperatura negativa, veja a Ref. [81].

Além deste capitulo introdutério, esta tese é composta por mais quatro capitulos:
o Cap. 2 tem o intuito de apresentar uma breve introducao a termodinamica quantica; o
Cap. 3 fornece alguns conceitos basicos de RMN; no Cap. 4 sao apresentados os resultados
dos estudos mencionados acima; e, por fim, o Cap. 5 contém as consideracoes finais. Ha
também dois apéndices: o Ap. A apresenta a derivacao microscépica da forma geral da
equagao mestra markoviana, enquanto o Ap. B apresenta a deducao e resolugao de algumas

equacoes mestras markovianas especificas.
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CAPITULO

TERMODINAMICA QUANTICA

Neste capitulo é apresentada a descrigao termodinamica de sistemas quanticos de
tamanho finito usada nos estudos descritos na presente tese. Inicialmente, visando auxiliar
na exposicao e compreensao do tema em questao, é fornecida uma breve introdugao
a termodinamica classica; contudo, presume-se que o leitor esteja familiarizado com
esse topico e possua conhecimentos bésicos sobre termodinamica estatistica e mecanica
quantica. Exposi¢goes amplas desses conteiudos fundamentais podem ser encontradas, por

exemplo, nas Refs. [1-5,7,82].

2.1 Termodinamica classica

A termodinamica classica é uma teoria fenomenoldgica que tem como proposito
o estudo de sistemas macroscépicos em equilibrio. Nesse contexto, os sistemas macroscoé-
picos abordados sao convenientemente chamados de sistemas termodinamicos. Com base
na experimentacgao, a termodinamica cléssica se utiliza de um pequeno conjunto de leis
empiricas, conhecidas como leis da termodinamica, para descrever os sistemas termodi-
namicos estudados. O conceito de equilibrio e as leis da termodinamica sao alguns dos

assuntos abordados nesta secao.

2.1.1 Conceitos basicos

Um dado sistema termodinamico, o qual se deseja estudar, pode estar ou nao em
contato (interagindo) com outros sistemas termodinamicos vizinhos. Se ele nao estd em
contato com nenhum outro sistema, entao ele é dito isolado. Por outro lado, se esse nao é
0 caso, o sistema termodinamico em questao pode trocar particulas e energia com outros
sistemas. Se ele puder trocar apenas energia com outros sistemas, entao ele é dito fechado.
Por sua vez, se ele puder trocar particulas (e, possivelmente, também energia) com outros

sistemas, entao ele é dito aberto.
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A troca de energia entre um sistema termodinamico de interesse e outros sistemas
termodinamicos com os quais ele esta em contato pode ocorrer nas formas de trabalho e
calor. O trabalho é uma quantidade definida por outras teorias fisicas como a mecanica
newtoniana e o eletromagnetismo. O calor, por sua vez, é uma quantidade introduzida
pela termodinamica classica. De maneira direta, o calor é definido como qualquer energia
trocada entre sistemas que nao seja trabalho. Se dois sistemas termodinamicos podem

trocar calor um com o outro, é dito entao que eles estao em contato térmico.

Assim como outras teorias fisicas, a termodinamica classica se utiliza do conceito
de estado para descrever a termodinamica dos sistemas abordados. O estado de um sistema,
termodinamico, também denominado macroestado, é representado por um conjunto
apropriado de grandezas macroscopicas independentes conhecidas como variaveis de
estado. Dentre as grandezas macroscépicas mensuraveis, algumas dependem do tamanho
do sistema termodinamico, as chamadas grandezas extensivas, e outras nao, as chamadas
grandezas intensivas. Especificamente, se o tamanho de um sistema termodinamico
¢ duplicado, o valor de suas quantidades extensivas também é. Como exemplos de
quantidades termodinamicas, é importante citar o volume, a pressao, o nimero de
particulas e o potencial quimico. Dentre as grandezas citadas, o volume e o nimero
de particulas sao quantidades extensivas, enquanto a pressao e o potencial quimico sao

quantidades intensivas.

O conceito de estado de equilibrio, como ja mencionado, ¢ fundamental para
a aplicacao da termodinamica classica. A experimentacao demonstra que o equilibrio é
uma condig¢ao alcancada naturalmente pelos sistemas termodinamicos quando os fluxos de
energia e particulas cessam. Em um estado de equilibrio, as quantidades macroscopicas
que descrevem um sistema termodinamico nao mudam com o tempo e ele nao possui
memoria de como e quando atingiu tal estado. A experimentacao também mostra que
os estados de equilibrio podem ser descritos apenas pelas quantidades extensivas dos
sistemas termodinamicos. Uma caracteristica relevante de um estado de equilibrio é que
ele é geralmente homogéneo, o que significa que as propriedades do sistema termodinamico

nao dependem da posi¢ao ao longo de sua extensao.

A termodinamica classica busca resolver um problema bem definido conhecido
como problema fundamental da termodinamica. Considerando um sistema termodinamico
inicialmente em um dado estado de equilibrio, o problema fundamental da termodinamica
consistem em encontrar o estado de equilibrio que o sistema em questao atinge apds sofrer
alguma alteragao como, por exemplo, uma mudanca em seu volume. Se a alteragao ocorrer
lentamente, de modo que o sistema termodinamico passe por um continuo de estados de
equilibrio durante o processo, o sistema termodinamico pode retornar ao seu estado inicial
pelo caminho oposto sem necessitar de energia adicional. Se isso acontece, o processo é
considerado reversivel. Por outro lado, se o sistema termodinamico passar por estados de

nao-equilibrio durante o processo, ele s6 retorna ao seu estado inicial pelo caminho oposto
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se for fornecido a ele energia extra. Nesse caso, o processo é considerado irreversivel. Dessa
forma, geralmente os processos reversiveis ocorrem no regime quase-estatico, enquanto os

processos irreversiveis se dao no regime de tempos finitos.

2.1.2 As leis da termodinamica

As leis da termodinamica estao no cerne da termodinamica classica e sao essenciais
para a resolucao do problema fundamental da termodinamica. Esse conjunto de leis, por
sua vez, ¢ constituidos pelas chamadas lei zero, primeira lei, segunda lei e terceira lei
da termodinamica. Iniciando com a primeira delas, a lei zero da termodinamica por ser

enunciada da seguinte forma:

Lei zero da termodinamica. Se dois sistemas termodinamicos em contato térmico entre si
estao em equilibrio muituo (equilibrio térmico), entdo ambos possuem a mesma quantidade

termodinamica denominada temperatura.

Como consequéncia da lei zero da termodinamica, se um dado sistema termodi-
namico A estd em equilibrio térmico com outro sistema termodinamico B, e B estd em
equilibrio térmico com outro sistema termodinamico C, entdao A e C estao em equilibrio
térmico um com o outro. Dessa forma, os sistemas termodinamicos A, B e C possuem a
mesma temperatura 7. Como se pode ver, a temperatura nao depende do tamanho do
sistema termodinamico, o que faz dela uma quantidade intensiva.

A medicao da temperatura de um sistema termodinamico pode ser feita utilizando
diferentes escalas de temperatura como, por exemplo, as escalas Celsius, Fahrenheit e
Kelvin. No entanto, a escala de temperatura sobre a qual a termodinamica cldssica é
construida, a chamada escala absoluta de temperatura, é a escala de Kelvin. Nessa escala,
a temperatura é sempre positiva; precisamente, 7' € (0, 00).

A primeira lei da termodinamica, por sua vez, estabelece o principio de con-
servacao de energia para sistemas termodinamicos. Especificamente, a primeira lei da

termodinamica diz que:

Primeira lei da termodinamica. Todo sistema termodinamico em equilibrio possui uma
quantidade chamada energia interna, representada aqui por F, a qual obedece a lei de
CONSErvacao

AE=Q+W, (2.1)

em que Q e W sao, respectivamente, o calor e o trabalho trocados entre o sistema

termodinamico de interesse e seu entorno durante algum processo.

A energia interna de um sistema termodinamico em equilibrio é uma funcao de
estado, o que significa que ela é uma funcao das variaveis de estado, e somente sua variacao

tem significado fisico. Sendo assim, nao importa o caminho tomado entre dois estados de
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equilibrio, a variacao da energia interna do sistema termodinamico depende apenas das
variaveis de estado no inicio e no final do processo considerado. Por outro lado, o calor
e o trabalho sao geralmente variaveis de processo, isto é, eles geralmente dependem do
caminho tomado entre os estados de equilibrio inicial e final. Como se pode ver por meio
da Eq. (2.1), o calor (trabalho) é uma varidvel de estado somente se o trabalho (calor) for
zero durante o processo.

Antes de prosseguir para o enunciado da segunda lei da termodinamica, é
interessante escrever a Eq. (2.1) em sua forma diferencial. Tomando a diferencial da Eq.
(2.1), tem-se entao

dE = 6Q + oW, (2.2)

em que d e d estao relacionados a diferenciais exatas e inexatas, respectivamente. A

diferencial exata dE vem do fato de F ser uma funcao de estado, enquanto as diferenciais

inexatas dQ) e 6W decorrem de (Q e W serem (geralmente) variaveis de processo [4].
Voltando a exposicao das leis da termodinamica, a segunda lei da termodinamica

termodinamica pode ser enunciada como a seguir:

Segunda lei da termodinamica. Todo sistema termodinamico em equilibrio possui uma
quantidade chamada entropia, representada comumente por S, cuja variacao obedece a
desigualdade
AS > / 00 (2.3)
Tr
na qual T é a temperatura de um reservatorio térmico com o qual o sistema termodina-

mico possa estar em contato.

A segunda lei da termodinamica estabelece uma direcao preferencial para a
evolucao do estado de um sistema termodinamico. Voltando ao problema fundamental
da termodinamica, um sistema termodinamico inicialmente em equilibrio evolui para um
novo estado de equilibrio apds ser submetido a algum processo. Em detalhe, a segunda lei
da termodinamica diz que existe uma fun¢ao de estado chamada entropia, cuja variacao
na passagem do estado de equilibrio inicial para o final satisfaz a Eq. (2.3). A igualdade na
Eq. (2.3) é satisfeita somente se o processo ao qual o sistema termodinamico é submetido
for reversivel. Além disso, note que o lado direito da Eq. (2.3) estd relacionado ao calor
recebido ou cedido a um reservatoério térmico com temperatura Tx fixa ou variavel. Dessa
forma, se o sistema termodinamico de interesse se encontra isolado termicamente, entao
a Eq. (2.3) reduz a AS > 0.

Por fim, o enunciado da terceira lei da termodinamica pode ser feito da seguinte

maneira:

Terceira lei da termodinamica. A entropia de um sistema termodinamico tende a zero

conforme sua temperatura tende a zero.
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2.1. Termodinamica cldssica 21

2.1.3 Motores térmicos classicos

Os MTCs sao dispositivos capazes de transformar parte do calor absorvido de uma
dada fonte de calor em trabalho util. A substancia responsavel por essa transformacao,
por exemplo um gas, é comumente chamada de substancia de trabalho. Os MTCs de
interesse aqui sdo o motor térmico de Carnot classico (MTCC) e o motor térmico de
Otto cldssico (MTOC). Tanto o MTCC quanto o MTOC sao motores ciclicos. O ciclo
que descreve o funcionamento do MTCC e do MTOC sao conhecidos, respectivamente,
como ciclo de Carnot cléssico e ciclo de Otto classico. Por simplicidade, a substancia de

trabalho considerada aqui, para ambos os ciclos, é um gas ideal.

O ciclo de Carnot classico é constituido por quatro etapas: duas etapas isentropi-
cas e duas etapas isotérmicas. Em cada uma das etapas isentropicas, o gas, em isolamento
térmico, passa por um processo no qual seu volume é alterado de modo que sua entropia
permaneca inerte. Em uma dessas etapas o gas é comprimido, enquanto na outra o gas
¢é expandido. Em cada etapa isotérmica, o gas, agora em contato térmico com um reser-
vatério térmico, passa por um processo em que seu volume é alterado de maneira que
sua temperatura seja sempre a mesma: a temperatura do reservatério térmico. O gas é
aquecido em uma dessas etapas, e resfriamento na outra. Como se pode notar, todas as

etapas do ciclo de Carnot sao reversivel e, portanto, ocorrem no regime quase-estatico.

O ciclo de Otto também ¢é formado por quatro etapas: duas etapas isentropicas
e duas etapas isobdricas. As etapas isentrépicas seguem como na descricao do ciclo de
Carnot fornecida acima. As etapas isocdricas, por sua vez, ocorrem da seguinte maneira:
o gas evolui em contato térmico com um determinado reservatério térmico, mantendo
sem volume constante, até a completa termalizacao. Diferente das etapas isentrépicas, as

etapas isobaricas sao irreversiveis.

O ciclo de Carnot, assim como o ciclo de Otto, pode operar como um um motor
térmico, como um refrigerador ou como um aquecedor. O que faz com que um determinado
ciclo opere como um motor térmico é a condicao de que seja extraido dele uma quantidade
de trabalho liquido (trabalho 1til). Considerando a convengao de sinal em que W < 0
indica que a substancia de trabalho realiza trabalho, e W > 0 indica que trabalho foi
realizado sobre a substancia de trabalho, o trabalho liquido W, de um ciclo é entao a
soma dos trabalhos em todas as suas etapas. Dessa forma, a condicao para que um ciclo

funcione como um motor térmico é, portanto, W, < 0.

Com o ciclo operando como um motor térmico, é importante entao avaliar seu
desempenho. O desempenho de qualquer motor térmico é quantificado por meio das

quantidades conhecidas como eficiéncia e poténcia. A eficiéncia é definida como

_ Wiiq
Qabs ’

(2.4)
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com Qs sendo o calor absorvido pela substancia de trabalho durante o ciclo. Por sua

vez, a poténcia é dada pela expressao

p— Wi

Te

(2.5)

na qual 7. é o tempo que a substancia de trabalho leva para completar um ciclo do motor
térmico. Como se pode ver, a eficiéncia é a fracao de calor absorvido que ¢é transformada
em trabalho liquido, enquanto a poténcia é a quantidade de trabalho liquido gerada em
uma dada unidade de tempo. Voltando ao MTCC e ao MTOC, a eficiéncia do MTCC é

T

T (2.6)

ne=1-
em que T’z é a temperatura do reservatério térmico frio (quente), e a eficiéncia do MTOC
¢ Vi
1
Notto = 1 — (2.7)
‘/27
sendo Vj(2) o volume do géds no inicio (final) da etapa em que ele é expandido. Devido a
todas as suas etapas serem reversiveis, a eficiencia de Carnot é a eficiéncia maxima que
um MTCs que opera com reservatorios térmicos pode alcancar. Como as etapas isocéricas
do ciclo de Otto sao irreversiveis, a eficiencia de Otto é menor ou igual a eficiéncia de
Carnot (nowe < mMc). Por fim, uma vez que as etapas isentrdpicas ocorrem do regime

quase-estatico, a poténcia do MTCC e do MTOC é nula (7. — 00).

2.2 Termodinamica quantica

A termodinamica quéantica é uma teoria em desenvolvimento que busca, em
especial, descrever a termodinamica de sistemas quanticos microscopicos. O objetivo desta
secao ¢ introduzir alguns conceitos bésicos sobre termodinamica quantica necessarios para
os estudos sobre MTQs desenvolvidos nesta tese. A abordagem utilizada aqui é baseada
no trabalho de R. Alicki de 1979, Ref. [37], no qual ele trata da termodinamica de sistemas

quanticos fracamente acoplados a reservatérios térmicos.

2.2.1 Dinamica de um sistema quantico acoplado fracamente a um
reservatorio térmico
De acordo com a mecanica quantica, a dinamica de um sistema quantico isolado

(o que significa que ele nao interage com nenhum outro sistema quantico) é descrita pela

equacao de von Neumann

—— == [H(),p )], (2.8)
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na qual H (t) e p(t) sdo, respectivamente, o hamiltoniano e o operador densidade (ou
estado) do sistema sistema quantico no instante ¢. No caso em que o sistema quantico
em questao interage com um dado reservatorio, a dinamica do sistema total também ¢é
fornecida pela equagdo de von Neumann, mas agora com hamiltoniano total Hy, (t) e
estado total ps (). O hamiltoniano total tem a forma Hyy (t) = H (t) + Hg + Hyny, com
Hp sendo o hamiltoniano do reservatorio e H;,; o hamiltoniano que descreve a interacao
entre o sistema quantico de interesse e o reservatorio. A forma geral do hamiltoniano de
interacao é

Hipy =B syt (2.9)
%

em que S e T sao, respectivamente, operadores do sistema quantico de interesse e do
reservatorio.

Considerando algumas aproximacoes, especificamente as aproximacoes de Born-
Markov e de ondas girantes, a dinamica reduzida de um sistema quantico com hamiltoni-
ano independente do tempo (H (t) = H) acoplado fracamente a um reservatorio térmico

¢ dada pela equacao mestra markoviana

dp(t) 1
——=—|H,p(t Dip(t 2.10
W L H @)+ Dl ()], (210)
na qual o termo D [p (t)] é conhecido como dissipador. Como o reservatério é térmico, o
estado assintético (ou estado estacionario) dessa equagao é o estado de Gibbs [83]

efﬁRH

Z Y

p(t— o0)=pg= (2.11)
com temperatura Tr = 1/kpfr (sendo kg a constante de Boltzmann) e funcao partigao
Z = tr (e_ﬁRH ) Os detalhes para se chegar a Eq. (2.10), incluindo as aproximagoes e a

forma do dissipador (Eq. (A.37)), sdo mostrados no Ap. A.
Por fim, é interessante dizer que a deducao da Eq. (2.10), fornecida no Ap. A,

continua vélida se o hamiltoniano variar lentamente no tempo [37]. Com isso em mente,
H pode entao ser substituido por H (t) na Eq. (2.10). O cuidado que se deve ter é com

relagao ao dissipador, pois agora ele é dado em termos dos autoestados de H (¢).

2.2.2 Primeira e segunda lei da termodinamica

A primeira e a segunda lei da termodinamica foram descritas na secao anterior
para sistemas macroscépicos em equilibrio. Como uma teoria de nao-equilibrio, a termo-
dinamica quantica define primeiramente a energia interna e a entropia de um sistema
quantico qualquer, esteja ele em equilibrio ou ndo. A energia interna F (t) de um sistema

quantico isolado ou acoplado fracamente a um reservatorio térmico é identificada como
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sendo o valor esperado de seu hamiltoniano, isto é,
E(t)=tr[H(t)p(t)]. (2.12)

Por sua vez, a entropia S (t) de um sistema quantico é descrita aqui como sendo

proporcional & entropia de von Neumann S, (t),

S (t) = kpSun (1) = —kptr {p () n[p ()]} . (2.13)

Na situagao de equilibrio, isto é, quando o estado do sistema quantico é descrito pelo
estado de Gibbs pg, as Egs. (2.12) e (2.13) s@o precisamente as expressoes usadas na
termodinamica estatistica [4]. Para deixar claro, é importante enfatizar que a formulagao
considerada aqui assume que as Eqs. (2.12) e (2.13) também descrevem a termodinamica
de sistemas quanticos em situacoes de nao-equilibrio. Contudo, é importante dizer que
a utilizacao da entropia de von Neumann na descricao da termodinamica de sistemas

quanticos é passivel de criticas.

Além da identificacao da energia interna do sistema quantico, a primeira lei da
termodinamica requer a identificacao do calor e do trabalho durante a evolugao. Para isso,

primeiramente é feita a diferenciagao da Eq. (2.12) com relacao a ¢, o que resulta em

dbzlt(t) —tr [H ) d’;ﬂ it [dit(t) p(t)] . (2.14)

Com isso, R. Alicki identificou o calor e o trabalho como sendo

Q= /OT dror | H (1) dpd?] (2.15)
W= /0 " dttr _dlfl;t) p(t)} , (2.16)

nos quais 7 é o tempo da evolugao. Como a dependéncia temporal no hamiltoniano surge da
agao de forcas externas que variam com o tempo, por exemplo forgas provenientes da acao
de campos eletromagnéticos cldssicos, o termo contendo dH (t) /dt é entdo identificado

com trabalho. Com isso, tem-se entao a primeira lei da termodinamica
AE=FE(T)—E0)=Q+ W, (2.17)
com @ e W dados pelas Eqgs. (2.15) e (2.16), respectivamente.

Finalmente, a segunda lei da termodinamica deve ser verificada para a entropia

dada pela Eq. (2.13), juntamente com a definigao de calor fornecida pela Eq. (2.15). Para
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isso, é conveniente escrever a segunda lei da termodinamica na forma diferencial

d5(t) _ Jo(t)

- =20 (2.18)
em que
Jo (t) = tr [H (1) d’;ff)] . (2.19)

Apoés algumas manipulacoes relativamente simples, pode-se mostrar que o lado esquerdo
da Eq. (2.18) possui a identidade

dS(t) _Jo(t) _ _, d5(p() | po)

dt Tn dt ’ (2.20)
na qual S (p(t) || pc), conhecida com entropia relativa, tem a forma
S ) [l pa) = tr{p () In[p ()]} —tr[p(t)In(pa)], (2.21)

com pg dado pela Eq. (2.11). Dados dois estados pa (t) e pp (t) descritos pelo mesmo

mapa dinamico, é conhecido que
S(pat+At) || pp(t+At)) < S(palt) || ps(t)). (2.22)
Considerando p4 = p e pg = pg, tem-se entao

Slpt+ At [l pa) <S(p ) re), (2.23)

pois pg é o estado estaciondrio da Eq. (2.10) e, portanto, invariante. Consequentemente,

observa-se que

ENCIUI VO

como se queria verificar. Portanto, a Eq. (2.18) é satisfeita para qualquer estado p (1), seja

(2.24)

ele um estado de equilibrio ou nao.

2.2.3 Motores térmicos quanticos

Como dito no Cap. 1, os motores térmicos cuja substancia de trabalho é um
sistema quantico microscépico ficaram conhecidos como MTQs. Em especial, o MTQ de
interesse nesta tese ¢ o MTOQ, o qual tem seu funcionamento descrito pelo chamado
ciclo de Otto quantico. De maneira semelhante ao ciclo de Otto classico discutido na
secao anterior, o ciclo de Otto quantico é formado por duas etapas isentropicas e duas
etapas andlogas as etapas isocéricas. Em cada uma das etapas isentropicas, a substancia

de trabalho evolui unitariamente enquanto seu hamiltoniano varia no tempo. Note que a
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unitariedade implica que a entropia nao se altera durante a evolugdo, pois a Eq. (2.13) é
invariante por transformagao unitaria. Em cada etapa isocorica, a substancia de trabalho
evolui acoplada a um determinado reservatério térmico até a completa termalizacao,
mantendo seu hamiltoniano inalterado durante todo o processo. Assim como no ciclo
de Otto classico, o ciclo de Otto quantico descrito aqui opera como um motor térmico
somente se a condigao Wy;, < 0 for satisfeita. Para se chegar ao trabalho liquido W, o
trabalho em cada etapa do ciclo é obtido por meio da Eq. (2.16). Além disso, ao se usar
a Eq. (2.15) para calcular o calor absorvido Qus, a eficiéncia e a poténcia do MTOQ sao

obtidas usando as Eqs. (2.4) e (2.5), respectivamente.
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CAPITULO

RESSONANCIA MAGNETICA NUCLEAR

RMN ¢é uma &area que se fundamenta na observacao de transigoes entre estados de
nicleos atomicos. Inicialmente, os estados acessados nos experimentos de RMN possuem
niveis de energia degenerados, o que impossibilita a observacao das transicoes. Porém, se
os nucleos atomicos possuirem momento de dipolo magnético nao-nulo, a degenerescéncia
pode ser quebrada ao se utilizar campos magnéticos estaticos suficientemente fortes. Com a
degenerescéncia quebrada, as transicoes podem entao ser induzidas ao submeter os nicleos
atomicos a campos magnéticos que oscilam no tempo com frequéncias aproximadamente
iguais as frequéncias entre os niveis de energia, o que é conhecido como fenomeno de
ressonancia. Tais transi¢coes sao o principal assunto do presente capitulo. A seguir é

fornecida uma breve introducao & RMN baseada nas Refs. [84,85].

3.1 Principios gerais

Em RMN, os nitcleos atomicos sao considerados objetos quanticos, enquanto
os campos magnéticos sao considerados objetos classicos. Sendo assim, a descrigao
semiclassica da interacao de um ntcleo atomico com um campo magnético é fornecida
pelo hamiltoniano

H=—ji B, (3.1)

no qual /i é o operador vetor momento de dipolo magnético, e B é o vetor campo magnético.

Por sua vez, o momento de dipolo magnético é dado por
i = hvy,I, (3.2)

em que 7, é o fator giromagnético nuclear (uma constante caracteristica de cada nicleo
atomico) e I é o operador de spin nuclear (o operador momento angular total do ntcleo).
A depender do niicleo atomico em questao, o fator giromagnético nuclear pode ser positivo

ou negativo; no entanto, o caso em que 7, > 0 é o mais comum.
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Na teoria dos momentos angulares, os estados comumente usados para expandir o
operador de spin nuclear (e, consequentemente, o hamiltoniano H) sao os estados |1, m),

os quais satisfazem as relacoes

I*1,m) = I(I+1)|1,m) (3.3)

L|I,m)y=ml|l,m), (3.4)

nas quais I, ¢ a componente z de I e I é o nimero quantico de spin nuclear. Para cada
nimero quantico I, o qual é um nimero inteiro ou semi-inteiro, ha um subespaco com
21 4+ 1 estados |I,m), os quais correspondem am = —1,—I+1,..., 1 —1,1.

Os operadores que promovem as transi¢oes entre os estados |I,m) sdo os opera-
dores levantamento e abaixamento, representados aqui por I, e I_, respectivamente. A

atuagao desses operadores nos estados |/, m) resulta em

I |Lm) = \JT(I+1) —m(m+1)[I,m+1) (3.5)

L\Lm)=\I(I+1)—m(m—1)|I,m—1). (3.6)

Especificamente, os operadores levantamento e abaixamento sao dados por I = I, +il,
e I_ =1, —1il,, com I,y sendo a componente x (y) do operador de spin nuclear.

As energias tipicas envolvidas nos experimentos de RMN nao sao capazes de
promover transicoes entre estados com diferente nimeros quanticos I, o que faz do
spin nuclear uma constante de movimento. Sendo assim, o numero quantico I de-
termina o subespaco no qual as transigoes acontecem, especificamente o subespago
{4,-0),|I,-1+1),...,]I,1 —1),|I,I)}. Como exemplo, nos nicleos atoémicos com
I = 1/2 as transigoes ocorrem entre os estados |1/2,—1/2) e |1/2,1/2), como é o caso dos
nticleos de hidrogénio 'H e carbono ¥C. Na notacdo, os indices 1 e 13 correspondem &
soma dos prétons e néutrons (o niumero de massa) dos nucleos de hidrogénio e carbono,
respectivamente. De acordo com a mecanica quantica, o operador de spin nuclear (e, con-
sequentemente, o nimero quantico de spin nuclear) é obtido por meio da combinacao dos
operadores de momento angular orbital e de spin dos prétons e néutrons que compoem o
nicleo atomico, veja a Ref. [84].

Os experimentos realizados em RMN lidam com amostras contendo ensembles
de nucleos atomicos. Nesses experimentos, nao se tem acesso aos nucleos atomicos
individualmente, mas sim a todos eles simultaneamente. Isso significa que o resultado de
uma unica medi¢do de um observavel em uma dada amostra é a média do observavel
no ensemble de ntcleos analisado. Especificamente, uma unica medicao de um dado

observavel A (por exemplo, a componente I, I, ou I, do operador de spin nuclear I )
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fornece como resultado o valor esperado tr (Ap), sendo p o operador densidade que descreve
o estado do ensemble de nicleos atomicos. Além disso, o valor esperado dos observaveis
mensurados pode mudar com o tempo, a depender da dinamica do estado p. Por sua vez, a
dinamica de p quando o ensemble de nticleos atomicos esta sujeito a um campo magnético
¢ fornecida pela ja mencionada equagdo de von Neumann, Eq. (2.8), com hamiltoniano

dado pela Eq. (3.1).

3.2 Interacao dos nucleos atomicos com campos magnéticos

estaticos

E interessante agora discutir o caso particular em que um dado nicleo atomico
interage com um campo magnético estatico. Especificamente, visando os objetivos da
presente tese, é abordado aqui a interacao de um ntcleo atomico de niimero quantico
I = 1/2 com um campo magnético estatico na diregdo z. Nesse caso, 0 momento de

dipolo magnético ¢ dado pela expressao

1
—hy, (0,2 4+ 0,0+ 0.2), (3.7)

/J[I = 2

na qual o, é a matriz de Pauli « (o = x,y, 2). Note que, para [ = 1/2, o operador de spin
nuclear assume a forma I = % (0% + 0,9 + 0,2). Por sua vez, o vetor campo magnético
estatico é escrito como

By = Byz, (3.8)

em que By é a magnitude do vetor campo magnético (B > 0). Com isso, substituindo as
Egs. (3.7) e (3.8) na Eq. (3.1), tem-se o hamiltoniano

1
HL == _thLUZ’ (39)

no qual wy, é a frequéncia de Larmor (w; = 7, By).

Conforme discutido na secao anterior, o subespaco de estados de um nicleo
atomico com I = 1/2 é formado pelos estados [1/2,—1/2) e |1/2,1/2), os quais sao
autoestados de I.. Uma vez que I, = 30, o estado |1/2,£1/2) é autoestado de o, com
autovalor +1, veja a Eq. (3.4). Assim, assumindo 7, > 0 (w; > 0), a atuacdo de Hy no

estado |+) =[1/2,F1/2) leva a equagao de autovalores
Hp|+) = B [+), (3.10)

na qual £, = :t%th, com E, > 0e E_ < 0. Note que a motivagao para o uso da notagao
|£) = [1/2,F1/2) vem do fato dos estados |1/2,—1/2) e |1/2,1/2) serem os estados
excitado (Ey > 0) e fundamental (E_ < 0), respectivamente. Portanto, a Eq. (3.10)
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Energia

Ey = thwiBy

vl
1
o

E_ = —1hwypBy

-=3

Figura 3.1: Representacao dos niveis de energia dos estados fundamental e excitado, E_
e E,, de um nicleo atomico com nimero quantico de spin nuclear I = 1/2 (e frequéncia
de Larmor wy, > 0) na auséncia e na presenga de um campo magnético estatico B = ByZ.

demonstra a quebra da degenerescéncia dos estados |1/2,—1/2) e |1/2,1/2) provocada
por EO, o que ¢ ilustrado na Fig. 3.1.

Inicialmente, as amostras analisadas em RMN se encontram em equilibrio térmico,
o que significa que os ensembles de nicleos atomicos sao descritos por estados de Gibbs,
Eq. (2.11). Na presenga de um campo magnético estitico, o estado de Gibbs de um

ensemble de nicleos com I = 1/2 é dado por

e_ﬁHL eﬁh"‘)L/2 e_ﬂth/Q
PG = "7 T Bhor/2 | o Bhwr/2 =) =1+ ePhwr /2 4 o—Bhwy /2

+) (. (3.11)

em que Z = tr (e*ﬁHL). No limite de altas temperaturas, o qual é definido por Shw; < 1,
pode-se usar a aproximagao e*#r/2 ~ 1 + 18hw;. Ao usar essa aproximagao, o estado

de Gibbs é escrito na forma

1

1

em que Z é o operador identidade. Considerando as frequéncias de Larmor tipicas em
RMN, o limite de altas temperaturas é valido para temperaturas acima de um 1 Kelvin,
veja a Ref. [84].

3.3 Interacao dos nucleos atomicos com campos magnéticos

oscilantes

Com o intuito de abordar a interacao de um ntcleo atomico com um campo
magnético oscilante, é conveniente considerar novamente como exemplo um nucleo atomico
com nimero quantico I = 1/2. Nesse caso, assumindo que a degenerescéncia dos niveis
de energia foi quebrada por um campo magnético estatico, o campo magnético capaz

de realizar transi¢oes entre os estados fundamental |—) e excitado |4+) do nicleo deve
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oscilar aproximadamente na frequéncia de Larmor, pois AE = E, — F_ = hwy. Nos
experimentos de RMN, sao frequentemente empregados campos magnéticos estaticos de
alguns teslas, o que faz com que a frequéncia de Larmor dos nicleos seja da ordem de MHz
(radiofrequéncia). Por outro lado, os campos magnéticos de radiofrequéncia comumente
usados em RMN sao da ordem de alguns gauss (1 gauss = 107 tesla), de modo que a

perturbacgao causada por eles no espacamento dos niveis de energia é desprezivel.

Usando a teoria de perturbacao dependente do tempo, a probabilidade de
transicao do estado |—) para o estado |+) é dada pela expressao [82]
2

jgtdtQ¥WLt’<4-|11Tf(tq ) (3.13)

1
Pyt = 73

em que H, s (t) = —fi - B, 7 (t), com B, 7 (t) sendo o campo magnético de radiofrequeéncia.
Como fi é dado pela Eq. (3.7), pode-se ver entdo que a componente z de érf (t) nao
promove transi¢ao, pois (+|o,|—) = 0. Sendo assim, considerando uma polarizagao
circular no plano xy, o campo magnético de radiofrequéncia de interesse aqui é dado
por

Brs (t) = B,y [cos (west + @) & + sen (wypt + ¢) 4], (3.14)
em que B,y ¢ a amplitude do campo, w,¢ é a frequéncia com que ele oscila, e ¢ ¢é a
fase. Com isso, a interacao ressonante entre o nicleo atomico e o campo magnético de

radiofrequéncia é descrita entao pelo hamiltoniano
1
H,.¢(t) = —§hQrf [cos (wpt + @) 0, +sin (wit + @) 0], (3.15)

no qual Q,5 = v, B,¢.

Na presenca do campo magnético estatico e do campo magnético de radiofrequeén-
cia, a dinamica de um ensemble de dtomos com I = 1/2 é fornecida pela equacao de von

Neumann, Eq. (2.8), com hamiltoniano
H(t)=Hp+ H, (). (3.16)

Em RMN, é mais conveniente lidar com a equacao de von Neumann na representacao de
interagao, ao invés da representagao de Schrodinger. A mudanga de representacao ¢ feita
atuando, respectivamente, os operadores Uy (t) = e Hot/h — =iHut/h o [T (#) & direita
e a esquerda da Eq. (2.8). Fazendo isso, chega-se entdao a equagao de von Neumann na

representacao de interacao

P _ g, 50), (3.17)

na qual

H (t) = U (t) Hup (t) Uy (1) (3.18)
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pt)=Ud () p(t) U (t). (3.19)

Observe que a notagao til é usada para distinguir a representagao de interacao da
representagao de Schrodinger. Substituindo agora a Eq. (3.16) na Eq. (3.18), levando

em conta as relacoes

—iwptos /2 iwrto, /2

¢ o€ =cos (wpt) o, + sin (wit) oy, (3.20)

—twpto, /2 iwptos /2

e oye =cos (wpt) oy — sin (wt) o, (3.21)
pode-se ver que o hamiltoniano na representacao de interacao é dado explicitamente pela
expressao

H= —;hﬂrf [cos (¢) o, + sen (¢) o] - (3.22)

Conforme discutido na secao anterior, o estado inicial de qualquer experimento
em RMN envolvendo um ensemble de nticleos atomicos com I = 1/2 é dado, em boa
aproximacao, pela Eq. (3.12). Substituindo a Eq. (3.12) na Eq. (3.19), tem-se pg = pq,
pois [Hp,0,] = 0. Entdo, na representacao de interagao, o estado inicial dos experimentos
continua sendo dado pela Eq. (3.12). Além disso, ao atuar o operador evolugao temporal
U (t) = e=Ht/" ¢ sen adjunto UT (t) & esquerda e & direita da Eq. (3.12), respectivamente,
obtém-se

5 (t) = ; T+ ;ﬁthU ) o0t ()] (3.23)
0 que mostra que somente a parte do estado pg que contém o, sofre a acao do campo

magnético de radiofrequéncia.

Nos experimentos realizados em RMN, os valores tipicos de Shwy, sao da ordem
de 1075. Entao, ao olhar para a Eq. (3.23), pode-se ver que o campo magnético de
radiofrequéncia perturba minimamente o estado do ensemble de ntcleos atomicos. Sendo
assim, o estado mostrado na Eq. (3.23) nao é capaz de descrever, por exemplo, a dinamica
de estados puros. No entanto, é possivel fazer isso ao levar em conta somente a parte do
estado que sofre a acao de érf (t). A ideia, considerando o exemplo do estado puro, é

encontrar um conjunto de operagoes que transforme o estado pg no estado

oy =5 (1= O T+e[d) (9

: (3.24)

sendo € uma constante e ‘¢> o estado puro que se deseja abordar, o qual recebe o nome
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de estado pseudo-puro. Com isso, a evolugao temporal de pj) ¢ dada pela expressao

p) =2 (=T +eUM]F) (B[U @), (3.25)

T2
ficando, portanto, evidente a dinamica quantica do estado pseudo-puro. A partir do estado
pseudo-puro, é possivel construir qualquer outro estado. Além disso, o estado pseudo-puro
ajuda a entender a atuacao do operador evolucao temporal. Comparando a expressao
U (t) = eistleos@ontsen(6)osl/2 com o operador de rotacdo R (A) = €1 no qual 6 é o
angulo de rotagao e 7 é um vetor unitario, pode-se ver que U (t) provoca uma rotagao de
6 = Q, st em torno do eixo 7 = cos (¢) & + sen (¢) § no estado W> A rotacao de W> pode

ser visualizada usando a esfera de Bloch, consulte a Ref. [86].

3.4 Interacoes entre nicleos atomicos

Além de interagirem com campos magnéticos externos, os nucleos atomicos
de interesse em uma dada amostra também interagem uns com os outros e com o
ambiente que os cerca. As interacoes mais comuns sao a interacao de deslocamento
quimico, a interagao dipolar, a interacao escalar e a interacdo quadrupolar. A interacao
de deslocamento quimico ¢ a interacao do nucleo atomico com o campo magnético local
gerado pelo movimento orbital dos elétrons vizinhos a ele. A interacao dipolar, por sua
vez, corresponde a interacao direta entre os momentos de dipolo magnéticos de dois
nicleos atomicos por meio do campo magnético gerado por cada um deles na posicao
do outro. De maneira semelhante, a interacao escalar também é uma interacao entre os
momentos de dipolo magnéticos de niicleos préximos uns dos outros, a diferenca aqui é que
a interacgao entre eles € indireta: a interacao ¢ mediada pela nuvem eletronica que separa os
nicleos atomicos em questao. Por fim, a interacao quadrupolar é a interacao eletrostatica
do momento de quadrupolo elétrico da distribuicao de carga do ntucleo atomico com
elétrons e fons vizinhos. Apesar de ser uma interacao elétrica, a interacao de quadrupolo
altera a orientacao espacial do nucleo atomico e, consequentemente, exerce influéncia em
suas propriedades magnéticas. Somente nticleos com numero quantico I > 1/2 possuem

momento de quadrupolo elétrico, pois neles a distribuicao de carga nao é esférica.

A amostra de interesse nesta tese é uma amostra liquida, especificamente uma
solugdo de cloroférmio (CHCI3), veja o Cap. 4. Nesse tipo de amostra, o movimento
aleatério das moléculas faz com que algumas das interagoes descritas acima (interagoes
internas) sejam despreziveis, fazendo com que somente as interagoes de deslocamento
quimico e escalar sobrevivam [84]. Para niicleos atomicos com nuimero quantico I = 1/2,

por exemplo os niicleos de hidrogénio 'H e carbono 3C da molécula de cloroférmio, o
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hamiltoniano que descreve o deslocamento quimico tem a forma (aproximada)
1
HDQ = §h5i307n300z, (3‘26)

na qual o parametro d;,, € chamado de deslocamento quimico isotrépico. Como se pode
ver ao comparar Hpg com Hy, (Eq. (3.9)), a interagao de deslocamento quimico desloca
a frequéncia de ressonancia do nucleo atomico de wy para w = (1 — d;5,) wy. Em geral,
o deslocamento quimico isotrépico é consideravelmente menor que um, o que faz com
que a correcao na frequéncia de Larmor seja pequena. Por sua vez, a interacao escalar
entre dois nucleos atomicos A e B, ambos com nimero quantico I = 1/2, é descrita pelo
hamiltoniano .

H; = §h7TJ0'27AO'Z,B, (3.27)

com J sendo a constante de acoplamento escalar e o, 4(p) a matriz de Pauli z do nicleo
atomico A (B).

Na representagao de interacao, se o termo de interagao com o campo magnético
de radiofrequéncia for muito maior que o termo de interacao escalar, entao a evolucao
do nticleo atomico é aproximadamente unitdria. Somente essa situagao é considerada na
presente tese, isto é, a interagao escalar é levada em conta somente quando nao houver

um campo magnético de radiofrequéncia incidindo sobre a amostra.
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CAPITULO

MOTOR TERMICO DE OTTO QUANTICO

No presente capitulo é estudado um MTOQ no qual a substancia de trabalho é
um SDN. Conforme discutido no Cap. 2, o ciclo de Otto quantico consiste em duas etapas
isentrépicas e duas etapas isocdricas: nas etapas isentropicas a substancia de trabalho
evolui unitariamente, e em cada etapa isocérica ela evolui acoplada a um dado reservatorio
de térmico, usualmente. O objetivo aqui é analisar a eficiencia do MTOQ em questao
no regime de tempos finitos ao substituir o reservatério térmico quente por outro tipo
de reservatério. Neste capitulo sao abordados dois tipos de reservatorios: reservatorios
térmicos comprimidos e reservatorios com temperatura negativa. Além disso, também é
mostrado um esquema experimental, no contexto de RMN, que pode ser utilizado como
prova de conceito para os diferentes casos. No entanto, visando proporcionar uma melhor
compreensao, o capitulo comeca com a apresentacao da situacao na qual o MTOQ de

interesse opera somente com reservatérios térmicos.

4.1 O motor térmico operando somente com reservatorios

térmicos

Nesta segao ¢ abordado o MTOQ proposto e implementado experimentalmente
no contexto de RMN por Peterson et al. na Ref. [56]. Esse MTOQ é a base para os estudos

apresentados nas proximas segoes.

4.1.1 Dinamica de um sistema de dois niveis acoplado fracamente a um
reservatorio térmico
Um reservatério térmico é descrito por um estado de Gibbs, Eq. (2.11), com

temperatura Tz > 0 e hamiltoniano Hg. Além disso, considerando como modelo fisico

um conjunto infinito de osciladores harmonicos quanticos com infinitas frequéncias €2, o
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hamiltoniano do reservatério é dado por
HR = hz Qkazak, (41)
k

em que aL ¢ o k-ésimo operador criagao e a; o k-ésimo operador aniquilacao.

A dinamica de um SDN acoplado fracamente a um reservatorio térmico, conforme
abordado no Cap. 2, é fornecida pela equacao mestra markoviana apresentada na Eq.
(2.10). Com o intuito de obter a forma explicita dessa equacao, além da Eq. (4.1), é
necessario especificar também os hamiltonianos que descrevem o SDN e sua interacao

com o reservatorio térmico. O hamiltoniano do SDN tem a forma
1
H = —§hO.JOO'a, (42)

em que wy € frequéncia e o, é a matriz de Pauli o, com a = z,y, 2. Por sua vez, o

hamiltoniano que descreve a interacao é dado pela expressao
Hiy = thk (0_+o04) (ak + aL) , (4.3)
k

na qual g; é a k-ésima constante de acoplamento e oL = |£) (F|, sendo |—) e |+) os
autoestados do hamiltoniano H (H |£) = +1/w |+)). Com isso, de acordo com o Ap. B,

a equacao mestra markoviana é

L = Hp ()] + S p+1)[20_p(t) oy — {oso_, p()}]

2
+ gnR 204p(t)o- —{o_or,p(t)}], (4.4)

na qual
1

- ePriwo _ 1~

Nas Eqs. (4.4) e (4.5), k ¢ a taxa de decaimento, ng é o nimero médio de f6tons de um
oscilador harmoénico do reservatério com frequéncia wy (o qual é fornecido pela distribuigao
de Bose-Einstein), e fg = 1/kgTg. Dessa forma, resolvendo a Eq. (4.4), se chega entao

ao estado

_ +1 nR—l—l
t) = k(2nrp+1)t [/ 0) =) — nr :| }_ .
p(t) {e (=1p(0)|=) Sy I =) (]

RN [giont (| (0) [+) | =) (4] + €7 (+]p (0) =) [+) (]

—k(2n n n
e (e p () 1) = |+ ) (] (46)

no qual p (0) é o estado inicial do SDN. Sendo assim, ao tomar o limite ¢t — oo, o SDN
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alcanca assintoticamente o estado de Gibbs

=) (=] + B ) (] = , (4.7)

ng+1
p(t —00) = g+ 1

C 2np+1

com Z = tr [efﬁRH}. Essa equacgao mostra, portanto, a termalizacao do SDN com o

reservatorio térmico.

4.1.2 Descricao do ciclo

O ciclo de Otto quantico que descreve o MTOQ abordado nesta secao consiste

nas seguintes etapas (veja a Fig. 4.1):

Expansao. Nesta primeira etapa do ciclo, o SDN evolui unitariamente conforme seu
hamiltoniano muda de H; = —%hwlaz para Hy, = —%hwmy, sendo wy(z) a frequéncia
inicial (final) do SDN e 0,(,) a matriz de Pauli  (y). As frequéncias w; e wy sao definidas
de modo que w; < wy, ou seja, a evolucao unitaria expande o gap de energia do SDN. Além
disso, o estado inicial do SDN ¢ o estado de Gibbs pg; = e #H1/Z; com temperatura
Ty = 1/kgpy (11 > 0) e fungao partigao Z; = tr (e_ﬁlHl). Como o processo é unitario, o

i/h) [y H(t)dt’ no qual

estado pg 1 evolui de acordo com o operador unitario U (1) = Tre
T é o operador ordenamento de tempo, H (t) é o hamiltoniano do SDN no instante t, e 7
é o tempo de duragao da evolugao. Portanto, a expressao py (1) = U (1) pg1U" (1) fornece

o estado final do SDN.

Aquecimento. Neste estagio, o SDN é acoplado fracamente a um reservatorio térmico
quente com temperatura 75 > T} e evolui até a termalizacao. Seu hamiltoniano permanece

fixo em Hs durante todo o processo. Assim, o SDN evolui do estado ps (7) para o estado
de Gibbs pgo = e /7y, no qual By = 1/kpTh ¢ Zy = tr (efﬂQHQ).

Compressao. Aqui, o SDN é desacoplado do reservatério térmico quente e evolui unita-
riamente de acordo com o operador UT (1), o qual corresponde & reversao temporal do
estdgio de expansao descrito acima. Dessa forma, o hamiltoniano retorna de Hs para H;
ao longo do caminho oposto ao tomado de H; para H,. Consequentemente, o estado do
SDN evolui de pg o para py (1) = Ut (1) pg2U (7).

Resfriamento. Nesta etapa final do ciclo, de maneira semelhanca a etapa de aquecimento,
o SDN ¢ acoplado fracamente a um reservatorio térmico frio com temperatura 7; e evolui
até a termalizacao. O processo de termalizacao ocorre com o hamiltoniano fixo em H;.

Assim, o ciclo termina com o SDN evoluindo do estado p; (7) para o estado de Gibbs pg ;.

O ciclo de Otto quantico descrito acima nao necessariamente funciona como um
MTOQ. Para que isso ocorra, conforme discutido no Cap. 2, a condicao Wy, < 0 deve

ser satisfeita, ou seja, trabalho liquido deve ser extraido do ciclo. Antes de impor essa
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38 Capitulo 4. Motor térmico de Otto quantico

Expansao
Hy = —3hwio, Weap < 0 Hy = —3hwaoy

pg =e Pz, ﬁ p2 (1) =U () pa U (1)

\‘_®}
Qresy <0 ‘Zj |OO| G Qag >0

Resfriamento Aquecimento
»—@
Hl = —%hwlo-a; Wcomp > O H2 — —%ha}2o-y
p1(7) = Ut (1) pa,2U (1) Compressao pG2 = e P2H: /Z4

Figura 4.1: Esquema representativo do motor térmico de Otto quantico descrito no texto.
O processo A — B corresponde a etapa de expansao, o processo B — C' a etapa de
aquecimento, o processo C' — D a etapa de compressao, e o processo D — A a etapa de
resfriamento. As caixas de didlogo mostram o hamiltoniano e o estado da substancia
de trabalho (um sistema de dois niveis) nos pontos A, B, C' e D. A descrigao dos
hamiltonianos e dos estados estd na explicacao das etapas do ciclo fornecida no texto. A
figura também mostra a direcao dos fluxos de trabalho e de calor quando o ciclo funciona
como uma motor térmico quantico. Na figura, We,, ¢ o trabalho na etapa de expansao,
()qq € 0 calor na etapa de aquecimento, Weon,, é 0 trabalho na etapa de compressao, e Qes¢
é o calor na etapa de resfriamento. De acordo com o texto principal, nao ha trabalho nas
etapas de aquecimento e resfriamento, e nao hé calor nas etapas de expansao e compressao.

condicao ao ciclo em questao, é necessario primeiro obter o trabalho em cada uma de suas

etapas. Dessa forma, a tarefa a seguir é determinar as expressoes dessas quantidades.

4.1.3 Trabalho e calor nas diferentes etapas do ciclo

Como o ciclo descrito acima é um ciclo de Otto quantico, ha apenas trabalho nas
etapas de expansao e compressao, Wegp, € Weom,p, € apenas calor nas etapas de aquecimento
e resfriamento, Quq € Qresp. Assim, a primeira lei da termodinamica, consulte a Eq. (2.17),

fornece as expressoes

Wiy = tx [Haps (7)] — tr (i), (18)
Weomp = tr [Hip1 ()] — tr (Hapa,2) (4.9)

Quq = tr (Hapg2) — tr [Haps (T)] (4.10)
Qresf = tr (Hipga) — tr[Hipr (7)), (4.11)
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4.1. O motor térmico operando somente com reservatdrios térmicos 39

as quais sao simplesmente a variacao da energia do SDN nas diferentes etapas do ciclo de

Otto quantico. Com isso, usando a relacao
1
H; o) ’i1(2)> = i§M1(2) ’i1(2)> ; (4.12)

em que ‘—1(2)> e ‘+1(2)> sao os autoestados do hamiltoniano H, (), essas equagoes resultam

cm
Wiy = —;h (ws — w1) tgh (;ﬁlhm) + Ehuwytgh (;Blhm) , (4.13)
Woomp = ;h (ws — w1) tgh @527%) + Ehwrteh (;527%) , (4.14)
Qua =y [tgh (S 6i0r ) — tah (o) | - chomten (Spho) (419
e Qress = —;hwl [tgh (;mwl) ~ tgh (;mmz)] _ ¢hwytgh @52%) C(416)
com

2

&= (U (7) [F2)[° = [(#|UT (7) |F2)] (4.17)

o qual é chamado aqui de parametro de adiabaticidade.

O parametro de adiabaticidade é a probabilidade de transicao entre os autoestados
|F1) e |£2), como se pode ver, e seu nome faz referéncia ao teorema adiabatico da mecanica
quantica. De acordo com o teorema adiabdtico, se a etapa de expansao (compressao) for
realizada no regime quase-estatico, o autoestado ’i1(2)> evolui para o autoestado ‘i2(1)>,
o que implica & = 0 (veja a Eq. (4.17)). Por outro lado, se o processo de expansao
(compressao) ocorrer instantaneamente, o operador evolugao temporal tende ao operador
identidade e, portanto, o autoestado ’i1(2)> se mantém inalterado, o que resulta em
¢ = 1/2 (o qual é o valor méximo do parametro de adiabaticidade). Uma vez que o
parametro ¢ carrega toda informacao relacionada a velocidade com que as etapas de
expansao e compressao acontecem, ele possui um papel fundamental no desempenho do
motor térmico. Portanto, esse parametro é essencial para o estudo do MTOQ no regime

de tempos finitos.

4.1.4 Condigao para que o ciclo opere como um motor térmico

Agora, com as expressoes de todos os trabalhos ao longo do ciclo, é possivel
determinar em quais situagoes o ciclo de Otto quantico em questao trabalha como um

motor térmico. Para isso, repetindo, é necessario impor a condi¢ao Wy, < 0. O trabalho
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40 Capitulo 4. Motor térmico de Otto quantico

liquido, o qual é a soma das Egs. (4.13) e (4.14), é dado pela expressao

Wiig = —;h(wz —wy) {tgh (;51@01) — tgh <;52hw2)]

1 1
+h {wgtgh (261Hw1> +witgh <262hw2)] C(4.18)
Dessa forma, a condicao para que o ciclo de Otto quantico opere como um MTOQ é

(w2 — wr) [tgh (%517%11) — tgh (%ﬁzhwz)}

© 72 [oateh (30hn) + wrteh (alcs)

(4.19)

Além disso, uma vez que wy > wy e & > 0 (pois £ é uma probabilidade), a Eq. (4.19)

requer
1 1
teh (50uhr ) > teh (5 hen). (4.20)
o que implica
Wi B2 Ty
— > == 4.21
we B 1 ( )

Essas expressoes sao essenciais para a andlise da eficiencia do MTOQ fornecida na préxima

subsecao.

Antes de abordar a eficiéencia do MTOQ), é interessante analisar a direcao do
fluxo das diferente formas de energia em cada etapa do ciclo. A direcao do trabalho na
etapa de compressao ¢ imediata: sendo wy > wy, entdo a Eq. (4.14) fornece Weppm, > 0.
Consequentemente, uma vez que Wi;g = Wegp + Weomp < 0, Wy, < 0. Examinando agora
a calor na etapa de resfriamento, veja a Eq. (4.16), a relagao dada pela Eq. (4.20) implica
em Qresp < 0. Por fim, a conservacao da energia, Wiz, + Quq + Qresy = 0, leva a Qqq > 0.
Portanto, o MTOQ realiza trabalho na etapa de expansao, absorve calor do reservatério
térmico quente na etapa de aquecimento, consome trabalho na etapa de compressao e
perde calor para o reservatorio térmico frio na etapa de resfriamento. A Fig. 4.1 mostra

graficamente a direcao de todos esses fluxos.

4.1.5 Eficiéncia do motor térmico

A eficiéncia é uma quantidade essencial para avaliar o desempenho de qualquer
motor térmico. Como definido no Cap. 2, a eficiéncia é dada pela expressao 1 =
—Wiiq/ Qabs, na qual Qups ¢ 0 calor absorvido pelo motor térmico durante o ciclo. Uma vez

que Qups = Quq, conforme discutido acima, as Eqgs. (4.15) e (4.18) levam entao a eficiéncia

w1+ 26F
n=1 m(l—%Q» (4.22)
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4.1. O motor térmico operando somente com reservatdrios térmicos 41

na qual
S teh (381w (423
tgh (%5171&11) — tgh (%ﬁzha&)
e
teh (36h) (4.24)

g = :
tgh (38171 ) — teh (38shen)
O MTOQ discutido aqui compartilha uma caracteristica com os motores térmicos
de Otto classicos: sua eficiéncia é maxima quando ele opera no regime quase estatico. Para
demonstrar essa afirmacao, é preciso primeiro calcular a eficiéncia do MTOQ nesse regime.

Assim, considerando & = 0, a Eq. (4.22) fornece a eficiéncia de Otto

w1

Notto = 1 — o (4.25)
2

Além disso, como pode ser facilmente mostrado, a Eq. (4.20) implica em

1+2%F _
1-26G =7

sendo a igualdade satisfeita comente se & = 0. Sendo assim, n < 7o, O que significa

(4.26)

que o regime de tempos finitos (£ > 0) reduz a eficiencia do MTOQ. Dessa forma,
aumentar a velocidade das etapas de expansao e compressao pode contribuir para o
aumento da poténcia do MTOQ, mas compromete sua eficiéncia. Por fim, a Eq. (4.21)
leva a n < nowe < Ne, em que ne é a eficiéncia de Carnot (ne = 1 — T1/T5). Portanto,
assim como os motores térmicos classicos, a eficiencia do MTOQ em questao nao é capaz

de ultrapassar as eficiéncias de Otto e Carnot.

4.1.6 Resultados numéricos

O propdsito aqui é apresentar alguns resultados numéricos referentes a eficiéncia
do MTOQ discutido acima. Para esse fim, a evolugao unitaria U (7) considerada aqui é

descrita pelo hamiltoniano

it 7t

H(t)= —;hw (t) [cos <QT> o, + sen (27) O'y} , (4.27)

no qual w(t) = (1 — f) wy + twy. Observe que H (0) = Hy e H (1) = H,. Tendo como
foco a implementacao no contexto de RMN, as frequéncias escolhidas sao w; = 2.47 kHz
e wy = 7,27 kHz. Uma vez que o operador U (1) estd definido, a Eq. (4.17) fornece entao
o parametro de adiabaticidade & para um dado tempo 7. A Fig. 4.2 mostra o grafico de
& versus 7. Como se pode ver, £ é maximo quando 7 — 0 e, apesar da oscilacao, decresce

conforme 7 cresce.
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0.5

0.4 -

0.3 1

0.2 1
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0.0
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7(ps)
Figura 4.2: Gréfico do parametro de adiabaticidade £ em funcao do tempo 7, sendo 7 dado

em microssegundos (us). Como descrito no texto, o gréfico foi obtido para as frequéncia
wy; = 241 kHz e wy = 7,271 kHz.

Com o intuito de obter numericamente a eficiencia do MTOQ, resta ainda
especificar a temperatura dos reservatorios térmicos frio o quente. Para esse propdsito,

é conveniente usar a relagao

1 1 - p;r(z)
Biz) = In , (4.28)
huws (2) Pl

na qual p;F(Q) = tr (’—1—1(2)> <+1(2)‘ pGJ(g)). Logo, Bi(2) ¢ determinado pela populagao pT(Q).
Fixando pf = 0.25, a regiao vermelha do grafico mostrado na Fig. 4.2(a) mostra os valores
de pf@) e & em que Wy, < 0. Além disso, com p3 = 0.4, a Fig. 4.2(b) mostra o gréfico de
n em funcao de 7. Como se pode observar, a eficiencia do MTOQ), a linha preta continua,
¢ sempre menor que a eficiéncia de Otto, a linha cinza tracejada, e vai a zero para tempos

curtos. A oscilagao da eficiéncia n é devida a oscilagao de € mostrada na Fig. 4.2.

4.2 O motor térmico operando com um dos reservatorios

térmicos comprimido

Na presente secao é estudado o desempenho do MTOQ descrito anteriormente
ao substituir seu reservatorio térmico quente por um reservatério térmico comprimido.
Alguns dos resultados mostrados aqui estao na Ref. [80]. Os passos seguidos nesta segao

sao os mesmos seguidos na se¢ao anterior.
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(a) (b)

0.5 0.8

0.4 - 079 notto
0.6 -

0.3 1

W Wigg > 0 =054

0.2 1
0.4 1

0.1 7 0.3 J

VVliq <0
00 T T T T 02 T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 200 400 600 800 1000
Py 7(us)

Figura 4.3: Gréficos de (a) & versus pj e (b) 1 versus 7 (em ps). Em ambos os gréficos,
pT = 0.25, w; = 2.47 kHz e wy = 7,27 kHz. Como se pode ver, a regidao vermelha em (a)
destaca para quais valores de £ e p3 a condigao Wi, < 0 é satisfeita. Em (b), assumindo
p3 = 0.4, a linha cinza tracejada corresponde & eficiéncia de Otto, nou., € a linha preta
continua a eficiencia do MTOQ), 7.

4.2.1 Dinamica de um sistema de dois niveis acoplado fracamente a um

reservatorio térmico comprimido

A caracterizacao de um reservatério térmico comprimido requer a definicao
dos chamados estados comprimidos. Por sua vez, a definicao de tais estados requer a
apresentacao do principio de incerteza. Portanto, a primeira coisa a se fazer aqui é
introduzir esse principio.

O principio da incerteza diz respeito a medi¢ao simultanea de dois observaveis
de um dado sistema quantico [87]. Considerando dois operadores hermitianos A e B, os

quais satisfazem a relacao de comutacao
[A, B] = iC, (4.29)

o principio da incerteza estabelece que

(AAY (ABY > | lir (Co)f (4.30)

sendo
(AA)® = tr (A%) — [t (Ap)]? (4.31)
(AB)® = tr (B%p) — [tr (Bp)]*, (4.32)

em que p é o estado no qual a medi¢ao dos observaveis A e B é realizada. As quantidades

(AA)* e (AB)?, conhecidas como desvios médios quadraticos, quantificam a flutuacéo dos
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44 Capitulo 4. Motor térmico de Otto quantico

resultados das medi¢oes de A e B em um ensemble de estados p. De acordo com o principio
de incerteza, essas flutuagoes sao simultaneamente nulas somente se A e B comutarem,

ou seja, se C' = 0.

Com o enunciado do principio da incerteza, é possivel agora definir estado

comprimido. Usando a Eq. (4.30), o estado p é dito ser um estado comprimido se
9 1
(AA)” < 5 ltr (C'p)| (4.33)

ou

(AB)? < ; it (Cp)] (4.34)

veja as Refs. [88,89]. Portanto, a compressao se dd em uma das flutuagoes, significando

que um dos desvios médios quadraticos € menor que o outro.

O reservatorio térmico comprimido é descrito aqui em termos do reservatorio
térmico discutido na secao anterior. Assim, como o modelo fisico do reservatério consiste
em um conjunto de osciladores harmonicos quanticos, seu hamiltoniano é dado pela Eq.
(4.1). No entanto, seu estado é dado agora por

e PrHR

.|.
4.
ZR SR? ( 35)

Pr = Sk

em que Sg é o operador de compressao [83]. O operador Sg, por sua vez, tem a forma

X . 2
(xx/2) {eﬂgkaifewk (al) }
S R — H e s (436)
k
com Y sendo o k-ésimo parametro de compressao. Esse operador é responsavel pela
compressao dos desvios médios quadraticos dos operadores posicao ou dos operadores

momento dos osciladores harmonicos quanticos que compoem o reservatério [88,89].

Finalmente, a equacao mestra markoviana que descreve a dinamica do SDN

acoplado fracamente ao reservatério comprimido, veja o Ap. B, tem a forma

PO L]+ 5 (N4 1) 20 p (1) o — {0 (1)
+ 5N 2oep(t) o — {o-0r,p (1))]
+ KM [e7 o p () oy +eo_p(t)o_|, (4.37)
na qual
N = (,u2 + 1/2) ng + v (4.38)
M=—uv(2ng+1), (4.39)
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sendo = cosh(x), v = senh(x) e ng dado pela Eq. (4.5). Aqui, x é o parametro
de squeezing associado ao modo do reservatorio que efetivamente se acopla ao SDN; por
simplicidade, a fase 6 correspondente é considerada zero. Resolvendo a Eq. (4.37), consulte
o Ap. B, o estado p (t) obtido é

£ = Jar@N+E |/ N
pt) = {e PO 1) = o] + a5 )|

+ e RENEDI g0t [eosh (kMt) (—| p (0) |+) + senh (kMt) (+] p (0) |=)] |=) (+]
+ e RENFVL2g=iwot [cogh (K Mt) (4| p (0) | =) + senh (kM) (—| p (0) |[+)] |+) (|

N N
(2N+1 ) 44
+{e 2N+1]+2N+1}’+><H (4.40)

N—l—l] N—l—l}_><_|
)

(
{(+lp(0) | +) -

Consequentemente, o estado assintotico do SDN é

N +1 N
t—s = =+ —— 4.41
plt = 00) = S =) (= s ) (4.41)
o qual é convenientemente reescrito na forma

e_ﬁRH
p(t—o0)=S Z St (4.42)

com o operador S definido de acordo com a atuagao

1
t_ 2 2

1) (] 81 = s (12 ) ]+ o2 0 () (4.43)

Como se pode ver, o operador S é o efeito causado pela compressao do reservatorio térmico

no SDN; se nao ha compressao, o que significa que y = 0, entdao p (t — oo) = e PrH /7.

4.2.2 Descricao do ciclo

O ciclo de Otto quantico de interesse aqui é baseado no ciclo descrito na secao
anterior, a unica diferenca esta na etapa de aquecimento. Substituindo o reservatorio
térmico quente do ciclo discutido anteriormente por um reservatorio térmico comprimido,

a etapa de aquecimento é entao anunciada da seguinte forma:

Aquecimento. Aqui, o SDN se acopla fracamente a um reservatorio térmico comprimido e
evolui até a equilibracao. Durante todo o processo, o hamiltoniano do SDN é mantido fixo
em H,. Entao, no final do processo de equilibragao, o SDN atinge o estado estacionario
pfm = Spc2ST, no qual o operador S descreve o efeito da compressao do reservatério

térmico sobre o SDN.

Além disso, como consequéncia da mudanca de reservatério, o estado pg o da etapa de

compressao deve ser substituido por p2 ,.
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4.2.3 Trabalho e calor nas diferentes etapas do ciclo

A mudanca de pg,2 por pg 5 nas Eqs. (4.8)-(4.11) fornece os calores e os trabalhos
no ciclo de Otto quantico descrito acima. Entdo, com a ajuda da Eq. (4.43), essas

quantidades sao dadas pelas expressoes

Woomp = ;h (wn — w1) Ctgh (;ﬁgm) + hECwrtgh (;ﬁzfm) , (4.44)
Qua = 5 [tgh (5Bihen ) — Crah (S6ahen )] — hewnteh (Sohon) (445
(§]
Queag = — 51 [t (S ) — crgh (5Bahes )| — necenteh (ahen) . (4.40)
nas quais .
(= m (4.47)

Uma vez que a mudanga de pg 2 por ,0872 nao altera a Eq. (4.8), resultando entao na Eq.

(4.13), o trabalho W,,, ndo é mostrado novamente aqui.

4.2.4 Condigao para que o ciclo opere como um motor térmico

Aqui, ao somar as Eqs. (4.13) e (4.44), o trabalho liquido do ciclo de Otto quantico

em questao é dado pela expressao

1 1 1
Wiy = —§h(w2 —wi) {tgh (2ﬁlhw1> — (tgh (2527%2)]
1 1
+h {wztgh (251hw1> + Cuwrtgh (zﬁszz)] . (4.48)
Como essa expressao difere daquela mostrada na Eq. (4.18), é necessario impor novamente

a condicao Wy;, < 0 para determinar quando o ciclo em questao trabalha como um MTOQ.

Essa condicao, aplicada a Eq. (4.48), resulta em

(w2 —wr) [tgh (%5177@11) — (tgh (%5277/&2)}

2 [watgh (3617w ) + Conteh (38hen)] (4.49)

com

tgh (;517@;1) > (tgh Gﬁghwg) . (4.50)

Assim como na secao anterior, é interessante discutir agora a direcao dos fluxos
de trabalho e calor quando Wj;, < 0. Na etapa de compressao, a escolha de wy > wy

implica em Wy, > 0, veja a Eq. (4.44). Como consequéncia, olhando agora para a etapa
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de expansao, Wj;, < 0 resulta em W,,, < 0. J& na etapa de resfriamento, a Eq. (4.50)
fornece Qesy < 0, analise a Eq. (4.46). Na etapa de aquecimento, finalmente, a relacao
Wiig + Quq + Qresy = 0 mostra que Wy, > 0. Portanto, quando W, < 0, o SDN realiza
trabalho na etapa de expansao, absorve calor na etapa de aquecimento, consome trabalho

na etapa de compressao e perde calor na etapa de resfriamento.

4.2.5 Eficiéncia do motor térmico

Para o MTOQ em questao, a eficiencia é obtida identificando Qups = Qugs

conforme demonstrado acima. Logo, a eficiéncia é dada pela expressao

14 26F
”:1_Z;<1t2€§g>’ (4.51)
na qual
_ Ctgh (4 pahn ) (5
tgh (611 — Ctgh (3o
(§
tgh (3he) (4.53)

¥ el (o) — Crgh (Rehes)
Assim como na secao anterior, a substituicao de & = 0 na eficiéncia resulta na eficiéncia
Nowo dada pela Eq. (4.25). Além disso, ao analisar a Eq. (4.51), é possivel ver que a
Eq. (4.50) implica em 7 < nou,. Nesse sentido, o MTOQ descrito aqui possui o mesmo

comportamento daquele discutido na secao passada. Contudo, é possivel agora que

w1 1 + 25; 62
o (1 — 2§g> < = (4.54)

5’

o que implica em n > ne =1— B2/F1 (nc < 1 < Nowo). Como se por ver, ne ¢é a eficiéncia
de Carnot referente a qualquer motor térmico que opere com reservatérios térmicos frio
e quente com temperaturas 17 e 15, respectivamente. Portanto, o reservatério térmico
comprimido faz com que o desempenho do MTOQ seja melhor que o desempenho dos

MTCs que operam esses reservatorios térmicos.

4.2.6 Resultados numéricos

Os resultados numéricos relacionados ao MTOQ descrito acima sao mostrados
na Fig. 4.4. Novamente, a evolugao considerada ¢ descrita pelo hamiltoniano fornecido
na Eq. (4.27), no qual w; = 247 kHz e wy = 7,27 kHz. Em todos os resultados, o
reservatério térmico frio possui temperatura tal que p; = 0.25. Além disso, o reservatério

térmico quente, antes de ser comprimido (x = 0), possui populagdo p; = 0.1. Sendo
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assim, considerando agora y # 0, a Fig. 4.4(a) mostra os valores de £ e x para os quais
Wiig < 0: as regiao vermelha e azul corresponde a n < ne e n > n¢, respectivamente. A
Fig. 4.4(b) mostra o grafico de n versus x para os valores de 7 indicados. Nesse grafico,
sao mostradas também as eficiéncias 1oy, € Nc, veja as linhas cinzas tracejadas. Observe
que, assim como na secao anterior, a eficiencia do MTOQ em questao diminui conforme
7 diminui. Complementarmente, a Fig. 4.4(c) mostra o grafico de n em fungao de 7 para
x = 1. Como se pode ver, a eficiencia do MTOQ diminui para tempos curtos e tende a

eficiencia de Otto para tempos longos, apesar da oscilacgao.

(a) (b)

0.5 1.0
— 7=150pus  —: 7 =250us
0.4 - 084 == 7=200pus -0 7T =400pus
__7_/(_)/;li)_———————,—,.—.—.T.—.—--—.—-T.—.T.—.'Ir'lrﬂ'l'l'
0.3 - 0.6 1 S i
wr = : -
_ T
0.2 0.4 __’_/(_'__:'.___-.A ————— e CUEELELELERES
[
0.1 029 &+ ;
: /
o !
OO O O i ’ J /_
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Figura 4.4: Graficos referentes ao motor térmico de Otto quantico operando com um dos
reservatérios térmicos comprimido: em (a) é apresentado o gréafico de & versus p3, sendo
as regioes vermelha e azul correspondentes aos pontos em que 1 < Nowo € N > Notto,
respectivamente; em (b), fixando p3 = 0.1 quando x = 0, é mostrado o grafico de n versus
X para os valores de 7 indicados na legenda; e, por fim, em (c) é mostrado o grafico de
n em funcao de 7 para p; = 0.1 ¢ x = 1. Nesses graficos foram considerados pj = 0.25,
wy = 47 kHz e wy = 7,27 kHz. Além disso, em (a) e (b), nouo € n¢ sdo mostrados por
meio das linhas cinzas tracejadas.
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4.3. O motor térmico operando com um dos reservatérios com temperatura negativa 49

4.3 O motor térmico operando com um dos reservatorios

com temperatura negativa

O objetivo desta secao é estudar a eficiéncia do MTOQ descrito na Seg. 4.1
quando seu reservatorio térmico quente é substituido por um reservatorio com temperatura
negativa. Os principais resultados apresentados aqui estdao na Ref. [81]. Assim como como

na se¢ao anterior, os passos seguidos aqui sao os mesmos seguidos na Seg. 4.1.

4.3.1 Dinamica de um sistema de dois niveis acoplado fracamente a um
reservatorio com temperatura negativa

Um reservatorio com temperatura negativa é caracterizado por um estado de

Gibbs com Tk < 0. Explicitamente, esse estado é dado por

elBrIHR elBrlek

— — 4.55
PR Zn ; Zn lek) (exl, ( )

em que |ex) é o autoestado do hamiltoniano Hg com energia ¢ (sendo g < €x41). Como
se pode notar, sua populacao aumenta conforme a energia ¢, aumenta, contrariamente ao
que acontece quando Tx > 0. Essa inversao de populacao faz, portanto, com que estados
desse tipo sejam mais energéticos que os estados de Gibbs com temperatura positiva.

Nem todos os sistema fisicos sao capazes de alcancar estados de Gibbs com
temperatura negativa. O oscilador harmonico quantico é um exemplo de sistema que
nao consegue alcancar tais estados. Para entender o motivo disso, é essencial notar
que o oscilador harmonico quéantico possui espaco de Hilbert com dimensao infinita, o
qual é convenientemente expandido aqui usando a base de energia {|ex)},_o, . Entdo,
considerando o oscilador inicialmente no estado de menor energia |eg), por exemplo, ndo
importa quanta energia ele receba, sua populagao nunca se inverte, pois ha sempre um
estado de maior energia a ser populado. Esse raciocinio pode ser aplicado a qualquer
sistema com espago de Hilbert de dimensao infinita. Portanto, exclusivamente sistema
fisicos com espago de Hilbert de dimensao finita podem alcancar estados de Gibbs com
temperatura negativa.

Como consequencia da discussao acima, um reservatorio com temperatura ne-
gativa nao pode ser modelado por um conjunto de osciladores harmonicos quanticos,
conforme foi feito na secao anterior. O modelo fisico considerado aqui para esse tipo de
reservatério € um conjunto infinito de SDNs com infinitas frequéncias €2;. Dessa forma, o

hamiltoniano do reservatério é dado por

1
HR = _ihz Qkaa,k7 (456)
k
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50 Capitulo 4. Motor térmico de Otto quantico

no qual o, ¢ a matriz de Pauli « (sendo o = x,y, 2) do k-ésimo SDN.

Uma vez que as Eqs. (4.55) e (4.56) descrevem o reservatério com temperatura
negativa, resta agora determinar a dinamica do SDN fracamente acoplado a ele. Como
nas secoes anteriores, sua dinamica pode ser fornecida pela equacao mestra markoviana.
Considerando um SDN com hamiltoniano dado pela Eq. (4.2), o hamiltoniano que descreve

sua interacao com o reservatério tem a forma

Hiw =Y gu(0-404) (0_p+014), (4.57)
k

em que oy = |£x) (F| (Oak|Er) = F|£x)). Entdo, como é mostrado no Ap. B, a

equagao mestra markoviana é

L = Hop(0)]+ B —np) 20_p )0y — {oro_, p(D)}]

2
+ gnR 20.p(t)o- —{o_0t,p(1)}], (4.58)

com

1

= T (4.59)

ngr

Note que a Eq. (4.59) é a distribuigdo de Fermi-Dirac para Sz < 0, o que implica
ng € (0.5,1). Resolvendo a Eq. (4.58) como no Ap. B, o estado p (t) obtido tem a forma

p(t) = {e™ (=] p(0) |-) +nr — 1]+ 1—ng}|-) (-
+e "2 [0t (—] p(0) [4) [=) (+] + e (+] p (0) |=) [+) (]
+{e™ [(+] p (0) |+) — ng] + ng} [+) (+]. (4.60)

Consequentemente, tomando o limite ¢ — 0o, o estado assintético do SDN é

elﬂR'H

Z 9

p(t = 00) = (1—ng)|=)(=[+nr|+)(+| = (4.61)

o que mostra que ele alcanca a mesma temperatura negativa que o reservatorio.

4.3.2 Descricao do ciclo

Assim como na secao anterior, o ciclo de Otto quantico de interesse aqui é
similar ao introduzido na Se¢. 4.1. A diferenca estd novamente na etapa de aquecimento.
Substituindo agora o reservatério térmico quente do ciclo descrito na Sec. 4.1 por um
reservatério com temperatura negativa, a etapa de aquecimento considerada aqui possui

o seguinte enunciado:

Aquecimento. Nesta etapa, o SDN se acopla fracamente a um reservatorio com tempera-
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4.3. O motor térmico operando com um dos reservatérios com temperatura negativa 51

tura Ty < 0 e evolui até a equilibracao. Entao, mantendo seu hamiltoniano em Hs, o pro-
cesso de equilibracao leva o SDN do estado p, (7) para o estado de Gibbs pgo = e/®2H2 /7,
no qual |Bs| = 1/kp |Ty| e Zy = tr (e\ﬁz\hb)_

4.3.3 Trabalho e calor nas diferentes etapas do ciclo

Aqui, uma vez que T, < 0, as expressoes dos calores e dos trabalhos sao obtidas
simplesmente substituindo 75 por — |T3| nas Eqgs. (4.13)-(4.16). Tal substitui¢ao resulta

em

1 1 1
Weomp = _§h (wg — w1) tgh (2 | B2 hw2> — hw:tgh (2 | 52| th) ; (4.62)

Qua = 51 [t (S0u0r ) + tgh (5 Bl s )| — hten (360r)  (4.69)

Qresy = —;hwl [tgh (;ﬁlhwl) + tgh (; X mg)} + Ehwytgh (; 1] th) (4.64)

Novamente, a Eq. (4.13) se mantém a mesma e, por essa razao, nao ¢ reescrita aqui.

4.3.4 Condicao para que o ciclo opere como um motor térmico

A soma das Egs. (4.13) e (4.62) fornece o trabalho liquido do ciclo de Otto
quantico descrito nesta secao. Entao, ao realizar essa soma, o trabalho liquido é dado

por
Wisg = —;h(w —wi) {tgh (;517’@1) + tgh (; | B2 hw2>:|
+&h {thgh (;5171@1) — wytgh (; | o] 7%12)} . (4.65)

Como o interesse é que o esse ciclo opere como um MTOQ), é necessario impor a condicao

Wiig < 0, assim como nas secoes anteriores. Ao fazer isso, essa condicao resulta em

(ws — wn) [tgh (3B1hwr ) + tgh (4 16:] huws )|

2 [watgh (3B1hw) — witeh (5[] huws)] (4.66)
para
wotgh (;BlﬁM) > witeh (; 1] hw2> , (4.67)
€
£>0, (4.68)
para
woteh (;51hw1> < witgh (; 5ol ). (4.69)
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52 Capitulo 4. Motor térmico de Otto quantico

Observe que, se a Eq. (4.69) é satisfeita, a Eq. (4.68) diz que o ciclo opera como um motor

térmico para qualquer valor de &.

Seguindo os mesmos passos das secoes anteriores, o calculo da eficiencia do MTOQ
necessita da anélise da direcao dos fluxos de calor e trabalho quando W, < 0. Comecando
com a etapa de compressao, wp > w resulta em We,, < 0 para qualquer £, veja a
Eq. (4.62). Na etapa de expansio, ao analisar a Eq. (4.13), é possivel ver que ha duas
possibilidades: We,, < 0 para £ < Nouo/2, € Weyp > 0 para & > nou,/2. Nas etapas de
aquecimento e resfriamento, Quq > 0 € Qresy < 0, respectivamente; o contrario implicaria
€ > 1/2, veja as Eqs. (4.63) e (4.64), o que nao é possivel uma vez que o valor méximo de
€ é 1/2, como ja mencionado. Assim, o MTOQ realiza ou consome trabalho na etapa de
expansao, absorve calor na etapa de aquecimento, realiza trabalho na etapa de compressao
e perde calor na etapa de resfriamento. Observe que o MTOQ pode realizar trabalho tanto

na etapa de expansao quando na de compressao, o que nao acontece quando T > 0.

4.3.5 Eficiéncia do motor térmico

Com o calor Qs e o trabalho W, fornecidos pelas Eqs. (4.37) e (4.65),

respectivamente, a eficiencia do MTOQ é dada entao por

1—-2¢F
n=1- Z:: (1—229) ) (4.70)
sendo X
h (5 |52] hw
F - tg (2 ‘62| 2) (471)
tgh (1417w ) + tgh (4 |8 hus )
e
teh (351 ) (4.72)

G = :
tgh (%517:%01) + tgh (% | B2 ﬁw2>
Veja que, assim como nas sec¢oes anteriores, a substituicao de £ = 0 na Eq. (4.70) resulta

em oo (Eq. (4.25)). Por outro lado, diferente do MTOQ descrito na Seg. 4.1, n pode ser

maior que Mo, quando & > 0. Para mostrar isso, note que n > 1o, implica

| —2%F
ou melhor,
| |
tgh <261hw1) < tgh <2 1| M) , (4.74)

o que as Egs. (4.67) e (4.69) nao proibem. Além do aumento da eficiéncia, realizar as etapas
de expansao e compressao em tempos finitos pode também contribuir para o aumento da

poténcia do motor. Assim, o MTOQ tratado aqui pode apresentar desempenho melhor
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Figura 4.5: Graficos relativos ao motor térmico de Otto quantico operando com um dos
reservatérios com temperatura negativa: em (a) é mostrado o gréafico de & versus ps, no
qual as regioes vermelha e azul correspondem a 1 < oo € 7 > Nowo, respectivamente;
em (b) é apresentado o grafico de 7 versus p3 para os valores de 7 indicados; em (c) estd
o grafico de n em funcdo de 7 para p; = 0.6; e (d) mostra o grafico de n versus T para
p3 = 0.9. Em todos os graficos foram utilizados pj = 0.25, w; = 47 kHz e wy = 7, 2w kHz.

que aquele descrito na Se¢. 4.1, que opera somente com reservatorios com temperaturas

positivas.

4.3.6 Resultados numéricos

A Fig. 4.5 mostra os resultados numéricos referentes ao MTOQ operando com
um dos reservatérios com temperatura negativa. Aqui, assim como nas se¢oes anteriores,
o operador evolugao temporal é descrito pelo hamiltoniano mostrado na Eq. (4.27). Além
disso, é considerado novamente pj = 0.25, w; = 2.47 kHz e wy, = 7,27 kHz. Com isso,
a Fig. 4.5(a) mostra os valores de £ e p3 para os quais Wy, < 0: a regiao vermelha
corresponde a situacao em que 1 < 1oy, €nquanto a regiao azul se refere ao caso em que
N > Nowo- A Fig. 4.5(b) mostra o grafico de n em funcao de p{ para diferentes valores

de 7. Quando n < 7Nou., 0 comportamento é semelhante ao que acontece quando os dois
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54 Capitulo 4. Motor térmico de Otto quantico

reservatérios possuem temperatura positiva: a eficiéncia do motor diminui conforme o
tempo 7 aumenta. Por outro lado, quando 1 > nou., pode-se ver que a eficiéncia aumenta
conforme 7 aumenta. Por fim, as Figs. 4.5(c) e 4.5(d) mostram gréficos de n versus 7 para
p3 = 0.6 e p3 = 0.9, respectivamente. Em ambos os gréficos, a eficiéncia do MTOQ se

aproxima da eficiéncia de Otto quando 7 cresce.

4.4 Esquema experimental

Como mencionado anteriormente, o MTOQ descrito na Seg. 4.1 foi recentemente
implementado experimentalmente no contexto de RMN por Peterson et al., Ref. [56].
O experimento realizado nesse trabalho serviu como prova de conceito para o MTOQ
estudado pelos autores. Logo depois, um esquema experimental similar foi usado como
prova de conceito para o MTOQ abordado neste capitulo na situagao descrita na Seg.
4.3, Ref. [81]. Além disso, conforme é discutido a seguir, o mesmo esquema experimental
também pode ser usado como prova de conceito para o caso abordado na Seg. 4.2.

Em ambos os trabalhos citados acima, a amostra considerada foi uma solucao
de cloroférmio a temperatura ambiente. Como mostrado na Fig. 4.6(a), a molécula de
cloroférmio é formada por trés cloros, um carbono e um hidrogénio. Como informado
no Cap. 3, os niicleos de carbono (}3C) e hidrogénio (*H) possuem niimero quantico
I = 1/2, o que faz com que eles se comportem como SDNs. Sendo assim, o ntcleo de
carbono desempenhou o papel da substancia de trabalho do MTOQ), enquanto o nicleo
de hidrogénio teve a funcao de simular o reservatorio que fornece calor ao motor.

A Fig. 4.6(b) mostra, de maneira simplificada, o esquema experimental utilizado
na Ref. [81]. Nesse caso, a amostra ¢é inicialmente preparada em um estado pseudo-puro
e, em seguida, sao realizadas operacoes de modo que os nicleos de carbono e hidrogénios
alcancem os estados pg1 (com 31 > 0) e pgo (com [y < 0), respectivamente. Com isso em
mente, a seguir ¢ descrito como as etapas do ciclo em questao sao implementadas segundo

o esquema apresentado na Fig. 4.6(b):

Expansao. Nessa primeira etapa, a mudanca de H, para H, é feita modulando temporal-
mente o hamiltoniano mostrado na Eq. (3.22). Como se pode concluir a partir da discussao
feita no Cap. 3, os hamiltonianos H; e Hy podem ser reproduzidos em RMN ao ajustar a
fase ¢ do hamiltoniano mostrado na Eq. (3.22), com as respectivas frequéncias obtidas ao

regular devidamente a amplitude do campo de radiofrequéncia B, (pois €5 = 7, B,¢).

Aquecimento. Aqui, o nicleo de carbono passa por uma série de processos com a finalidade
que ele atinja o estado pg2 com [y < 0. Como ilustrado na 4.6(b), essa etapa é formada
por pulsos de radiofrequéncia que promovem rotagoes em torno dos eixos x (circulos
azuis) e y (circulos vermelhos), juntamente com evolugoes em que os nucleos de carbono

e hidrogénios interagem um com o outro por meio da interagao escalar. Como resultado,
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Figura 4.6: A presente figura mostra, em (a), a estrutura molecular do cloroférmio e, em
(b), 0 esquema experimental simplificado (no contexto de ressonancia magnética nuclear)
capaz de fornecer uma prova de conceito para o motores térmico de Otto quantico discutido
no texto principal nas diferentes situacoes consideradas. Os circulos vermelhos e azuis
em (b) correspondem a pulsos de campos magnéticos de radiofrequéncia capazes de gerar
rotagoes em torno dos eixos z e y, respectivamente. Os angulos de rotagao sao especificados
dentro dos circulos. As juncgoes em laranja correspondem a interacao via acoplamento
escalar entre os nicleos de carbono e hidrogénio. O tempo de interacao é 1/2.J, sendo J
a constante de acoplamento escalar entre os ntcleos.

o nucleo de carbono troca de estado com o nicleo de hidrogénio. Entao, como o estado
inicial do nucleo de hidrogénio é pg 2, 0 estado final do nicleo de carbono ¢ o estado

desejado.

Compressao. Nessa etapa, assim como a etapa de expansao, a mudanca de hamiltoniano

¢ feita modulando temporalmente o hamiltoniano da Eq. (3.22).

Resfriamento. Como a etapa de resfriamento nao é necesséria para a obtencao da eficiéncia

do MTOQ), nao hé a necessidade de implementar essa etapa para uma prova de conceito.

Por fim, é importante notar que o esquema mostrado na Fig. 4.6(b) pode ser
usado como prova de conceito para todos os ciclos discutidos nas secoes anteriores, pois
o que os distingue é somente o estado que a substancia de trabalho alcanca ao final da
etapa de aquecimento. Sendo assim, a diferenca na implementacao experimental desses
ciclos esta na preparacao do estado inicial do ntcleo de hidrogénio: se o reservatério da
etapa de aquecimento é térmico, o nicleo de hidrogénio deve ser preparado no estado
de Gibbs pg2 com B2 > 0; se o reservatério é um reservatério térmico comprimido, o
nucleo de hidrogénio deve ser preparado no de Gibbs comprimido pgz; e, finalmente, se o
reservatorio possui temperatura negativa, entao o nticleo de hidrogénio deve ser preparado

no estado de Gibbs pg 2 com B2 < 0, conforme ja descrito nas etapas acima.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Nesta tese sao apresentados dois estudos referentes a um motor térmico de Otto
quantico (MTOQ) que possui como substancia de trabalho um sistema de dois niveis
(SDN). Um MTOQ opera em quatro etapas: duas etapas em que o SDN evolui unitari-
amente, e duas etapas em que ele evolui acoplado fracamente a um dado reservatério. O
reservatorio de uma dessas duas etapas é a fonte de calor do MTOQ. Especificamente, no
primeiro estudo o MTOQ de interesse tem como fonte de calor um reservatorio térmico
comprimido, Ref. [80], enquanto no segundo estudo sua fonte de calor é um reservatério
com temperatura negativa, Ref. [81]. Em cada estudo, o outro reservatério é um reser-
vatorio térmico. Sendo assim, em ambos os estudos o MTOQ opera com um reservatério
em equilibrio, o reservatério térmico, e um reservatorio fora do equilibrio, o reservatorio
térmico comprimido ou o reservatério com temperatura negativa.

Nas situacoes descritas acima, a eficiencia do MTOQ ¢ avaliada explorando o
regime de tempos finitos das etapas unitarias. No primeiro estudo a eficiencia do MTOQ
abordado pode ser maior que a eficiéncia de Carnot, mas ela cai conforme o tempo das
etapas unitarias decresce. Diferentemente, no segundo estudo a eficiéencia do MTOQ pode
ser maior que a eficiéncia de Otto, nesse caso ela aumenta conforme o tempo das etapas
unitarias decresce. Esse comportamento é bastante interessante porque, além da eficiencia
aumentar, a diminuicao do tempo das etapas unitarias pode contribuir para o aumento
da poténcia do motor térmico. Visando aplicagoes, um motor térmico deve possuir uma
boa poténcia. Aliar uma boa poténcia a uma boa eficiéncia é o objetivo quando se deseja
usar um motor térmico em situagoes praticas.

Uma das criticas a motores térmicos como os abordados nesta tese é que a
definicao de eficiéncia usada nao leva em conta o trabalho empregado para produzir os
reservatorios fora do equilibrio, e por isso obtém-se resultados tao bons, veja por exemplo
a Ref. [90]. Além disso, ha autores que argumentam que as defini¢oes de calor e trabalho
de R. Alicki, Ref. [37], ndo devem ser usadas quando os reservatérios nao estao equilibrio,
o que os leva a propor novas definicoes de calor e trabalho, consulte por exemplo as Refs.

[21,28,32]. Essa questao ainda é tema de discussdo na comunidade cientifica.
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APENDICE

EQUACAO MESTRA MARKOVIANA

O objetivo deste apéndice é apresentar a derivacao da equagao mestra markoviana
mostrada na Eq. (2.10) do Cap. 2. O apéndice comega obtendo a chamada equagao de
Redfield, para entao chegar a equagao desejada. Para uma abordagem mais extensa sobre

o tema em questao, veja as Refs. [83,91,92].

A.1 Equacao de Redfield

A equagao de Redfield diz respeito a dinamica de um sistema fisico de interesse
fracamente acoplado a um reservatorio. Como o intuito aqui é obter essa equagao, a
presente secao descreve inicialmente a dinamica geral do sistema e, em seguida, realiza

algumas aproximacoes para entao alcancar a equacao pretendida.

A.1.1 Dinamica geral do sistema

O sistema total, o qual é composto pelo sistema e pelo reservatério, tem sua

dinamica descrita pela equagao de von Neumann

dpror (1) _ 1
ptd;( ; ~ih [Hiot, prot ()], A

em que Hiy € pior (t) s@o o hamiltoniano e o estado (no instante t) do sistema total,

respectivamente. O hamiltoniano total tem a forma
Hiy = H + Hp + Hint, (A.2)

sendo H o hamiltoniano do sistema, Hpr o hamiltoniano do reservatorio e H;,; o hamilto-
niano que descreve a interacao entre o sistema e o reservatério. Além disso, é considerada
aqui a condicao inicial

prot (0) = p(0) pr (0), (A.3)
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o que significa que o sistema, com estado p (0), e o reservatério, com estado pg (0), estao

inicialmente descorrelacionados.

Para o que se segue, é conveniente passar a Eq. (A.1) da representagao de
Schrodinger para a representacao de interagao. Essa mudanca de representacao é feita
atuando os operadores Uy (t) = e~ (#/MHot — o=@/MH+HR)! o 71 (£) & direita e & esquerda
da Eq. (A.1), respectivamente, o que resulta na equacao diferencial

Pt _ [ (1), (1) (A4

na qual Hyy (t) = Ud (1) HiaUs (t) € pror (1) = Ud (£) prog (t) Uy (). Note que o til é usado
aqui para diferenciar a representacao de interagao da representagao de Schrédinger. Além

disso, é necessério reescrever a Eq. (A.4) na forma

dﬁt;;(t) _ zlh [ﬁmt () s prot (O)} 6 /Ot dt’ []i]mt t), [Hz'mt (&), P (t/)H 7 (A.5)

a qual é facilmente obtida integrando a Eq. (A.4) e substituindo o resultado no lado direito
da prépria Eq. (A.4).

Com a dinamica do sistema total dada pela Eq. (A.5), é possivel agora obter a
equacao que descreve a dinamica reduzida do sistema tracando os graus de liberdade do

reservatorio. Assim, realizando o traco parcial no reservatério e assumindo

trg { [ﬁmt (1), prot (O)H =0, (A.6)
a Eq. (A.5) fornece
dp;h(f) = _h12 /Ot dt'trp { [ﬁ'mt (t), [F[znt ('), Prot (t’)”} , (A7)

em que p(t) = trg [ (t)]. A condicao que faz com que a Eq. (A.6) seja satisfeita é

discutida mais adiante.

A.1.2 Aproximagao de Born

A aproximacao de Born assume que o sistema interage fracamente com um
reservatério grande, desprezando a correlacao entre eles e considerando o reservatorio

estacionario, de modo que

Prot (1) = p(t) pr () + pe (8) = P (t) P, (A-8)
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sendo p. (t) o termo de correlacdo e pg (t) = pr(0) = pgr. Dessa forma, ao realizar essa

aproximagao, a Eq. (A.7) é reescrita como

d/iiz(tt) - _7112 /ot dt'trp { [ Hine (t) [ Hine (#) 7 () pr]] - (A.9)

A.1.3 Interagao entre o sistema e o reservatorio

Antes de prosseguir para a préxima aproximacao, é interessante especificar a
forma do hamiltoniano de interacao H;,;. A forma geral do hamiltoniano de interacao é
dada por
Hipy = 0 81, (A.10)
k

em que S e 1 sao operadores hermitianos do sistema e do reservatorio, respectivamente.

Na representacao de interagao, o hamiltoniano H;,; se torna
Hie = 1Y 8 (t) 71 (2), (A.11)
k

sendo 3, (t) = UL (t) sxUp (t) e 7 (t) = U (t) reUs (t). Consequentemente, usando a Eq.
(A.11), a Eq. (A.9) assume a forma
dp

plt) _ 5 / "4 {Ruw (6) 30 (6) 5 (£) p(£)] + hec} (A.12)

dt kK

na qual
Ry (t,1) = trg [Tx (8) T (V') pr] - (A.13)

Como se pode ver, a funcao Ry (t,t') mensura a autocorrelagao do reservatério. Adici-
onalmente, é conveniente realizar a mudanga de varidvel t' = t — 7 na Eq. (A.12), o que
fornece

a(t)

LIV ;} /Ot A { R (16— 7) (56 (1) 30 (L= ) pt =) +he . (A1)

Apés definir a forma de H,,, é importante analisar a condicao assumida na Eq.
(A.12). Para isso, é necessario substituir as Eqgs. (A.3) e (A.11) na Eq. (A.6), o que resulta

e1m

;UR {15k @) 7 (), p(0) pr]} = ;UR [ (t) pr] [5k (1), p (0)] = 0. (A.15)

Dessa forma, de maneira geral, a Eq. (A.6) é satisfeita se os operadores 7 (t) tiverem
valor esperado nulo no estado pg, ou seja, se trg 7 () pr| = 0 para todo k. Se esse nao
for o caso, ainda assim é sempre possivel deslocar os operadores 7, (t) de modo que a Eq.
(A.6) seja satisfeita (consulte a Ref. [92]).
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A.1.4 Aproximacao de Markov

A aproximagao de Markov considera que as fungdes Ry (t,t — 7) decaem rapi-
damente numa escala de tempo caracteristica 7z. Se isso acontece, o integrando da Eq.
(A.14) tende a zero quando T > Tg, 0 que faz com que p (t — 7) possa ser substituido por
p(t) na Eq. (A.14). Entao, para 7 > 7p, a Eq. (A.14) se torna

dp (t) t _ . -

— = Z/o dr { Ry (t,t —7) [8k (1), Sp (t — 7) p(t)] + h.c.}, (A.16)
ek

a qual é a equacao de Redfield que se pretendia derivar. Além disso, uma vez que

o integrando tende a zero, a Eq. (A.16) se mantém aproximadamente inalterada ao

considerar t — oo. Dessa forma, tomando esse limite, a equagao de Redfield é reescrita

como

dp

Y __ > |7 dr B (it =) e (0,50 (=) p (O] + e} (AIT)

A.2 Equacao mestra markoviana

A equacao mestra markoviana é obtida ao realizar a chamada aproximacao de
ondas girantes, ou aproximagao secular, na Eq. (A.17). Contudo, é necessario escrever a

Eq. (A.17) no dominio das frequéncias antes de considerar essa aproximagcao.

A.2.1 Dominio das frequéncias

Considerando que o hamiltoniano H tenha um espectro discreto, os operadores

s podem ser escritos como
st = sk (), (A.18)

com

se(w)=" > le)(elsele) (€], (A.19)

e/ —e=hw
em que |e) é o autoestado de H com energia € (H |¢) = €]e)). Note que o somatério da
Eq. (A.19) é feito sobre todos os valores de € e €’ tais que €' —¢ = hw, sendo w a frequéncia

entre os niveis. A partir da defini¢ao dos operadores s, (w), é possivel mostrar as seguintes

relagoes:
[H, s (w)] = —hwsy (w), (A.20)
[H, sk (w)} = hws} (W), (A.21)
H, s}, (w) sp (w)] =0, (A.22)
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sh(w) = sp, (—w). (A.23)

Devido as Egs. (A.20) e (A.21), os operadores s, (w) e s}, (w) sdo chamados de autopera-

dores do hamiltoniano H.

Aqui, escrever a Eq. (A.17) no dominio das frequéncias significa escrever os
operadores 3, (t) em termos dos operadores sy, (w) e s}, (w). Para tanto, é necessario passar
sk (w) e sk (w) para a representacao de interacio. Com a ajuda da Eq. (A.20) e (A.21),

essa mudanca de representacao resulta em

S (w,t) = e Hrthg, () e HRYN — o=t () (A.24)

8l (w,t) = eMrt/hs] (w) em et = e gl (w) . (A.25)

Uma vez que §j () é um operador hermitiano, entao
Sr(t) =Y e ts Ze“"t T (A.26)

Finalmente, considerando 3, (t) = ¥, ¢“'tsh (W) e 5 (t — 7) = X e @ g, (W), a Eq.
(A.17) se torna

d "
erkk’ W' t Hw—wt { ( ),Sk/ (w)p(t)}th.c., (AQ?)
w,w’ k,k’
€1 que
Fk,k’ ((,u/, t) = / dTeiw/TRka/ (t7 t — 7') . (A28)
0

A.2.2 Aproximagao de ondas girantes

A aproximacao de ondas girantes consiste em desprezar os termos da Eq. (A.27)
que oscilam rapidamente na escala de tempo do sistema, pois nesse caso seus valores sao
em média aproximadamente zero. Por simplicidade, é considerado aqui o caso em que

[Hr, pr] = 0, 0 que faz com que a Eq. (A.13) possa ser reescrita como
Rk,k’ (t, t,) == tI"R [Ug (7’) ’I"kUO (T) Tk’pR} == tl"R [’Fk (7‘) Tk’pR] == Rk,k’ (7’) . (A29)

Com isso, a Eq. (A.27) assume a forma

d = >3 Th (W) T [ (W) s (@) 5 (1)) + hece, (A.30)

w,w’ k,k’
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de modo que a oscilacao dos termos depende apenas de exponenciais de w — w’. Dessa

forma, desprezando os termos nos quais w # w’, tem-se entao

D) 55 L ) [sh ) s ()5 (0] + e (A31)

w kK

Essa equacao pode ser reescrita de maneira mais conveniente utilizando

1 :
D (w) = Ve (W) + idpp (W), (A.32)
em que
Vi, k! (W) = Fk,k’ (CU) + F*’,k (LU) = [ dTeinRk,k/ (7') (A33)
¢ 1
)\k,k’ (w) = §Z {Fk,k’ (w) — FZ’,k (w)} . (A34)

A relagao Eq. (A.33) foi obtida com o auxilio da relacdo R}, (T) = Rpw (—7), a qual
pode ser facilmente verificada por meio da Eq. (A.13). Além disso, as constantes 7y (w)
sdo sempre positivas, veja a Ref. [92]. Substituindo as Eqs. (A.33) e (A.34) na Eq. (A.31),

notando que v, (W) = Yew (w), se chega entdo a equagdo mestra markoviana

PO _ L 501+ D150 (A.35)
na qual
Hps=hY % Ao (w) sh (W) sp (W) (A.36)

D[] = X e () s @) (1) s () — 5 {sL @ sw @) a0} (437

w k!
O hamiltoniano Hpg e o termo D [p (t)] sdo conhecidos como hamiltoniano de Lamb shift
e dissipador, respectivamente. O termo da Eq. (A.35) que contém Hpg frequentemente
contribui pouco para a dinamica do sistema e, por essa razao, € comumente desprezado.
Assim, desconsiderando o termo contendo Hg, a Eq. (A.35) se torna
dp (t)

— - =DIp®)]. (A.38)

Por fim, voltando para e representagao de Schrodinger, tem-se entao

dp (t)

2 = (Hop (0] + D (1), (A.39)

que é a Eq. (2.10) do Cap. 2.
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APENDICE

EQUACOES MESTRAS MARKOVIANAS DE
UM SISTEMA DE DOIS NIVEIS

Neste apéndice sao apresentados os passos para se obter as equagoes mestras
markovianas de um SDN mostradas nas Eqs. (4.4), (4.37) e (4.58). Além disso, também
sdo descritos os passos para resolvé-las, chegando as Egs. (4.6), (4.40) e (4.60).

B.1 O sistema de dois niveis acoplado fracamente a um

reservatorio térmico

O intuito desta primeira secao é abordar o caso em que um SDN é acoplado a
um reservatério térmico. Primeiramente é obtida a equac¢ao mestra markoviana, Eq. (4.4),

para entdo encontrar sua solucao, Eq. (4.6).

B.1.1 Equacao mestra markoviana

Para chegar a equacao mestra markoviana do SDN acoplado a um reservatorio
térmico, é necessario primeiro especificar o hamiltoniano do sistema, o hamiltoniano do
reservatorio, o hamiltoniano de interacao e o estado do reservatério. Dessa forma, conforme

definido no Cap. 4, esses hamiltonianos e o estado do reservatério sao

1
H = —§M00a, (Bl)
HR = hz Qkalak, (BQ)
k

Hipy =h(o_ +0y) ng (ak + aL) (B.3)
k
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e_BRHR —BRthnk

TS ) (B.4)

TLk:

PR =

nos quais wp é a frequéncia do SDN, €, é a frequéncia do k-ésimo oscilador harmonico
que compoe o reservatério, gp € a k-ésima constante de acoplamento, o, é a matriz de
Pauli a (a« = z,y,2), ar é o k-ésimo operador aniquilagao, aL é o k-ésimo operador
criacdo, o = | =) (+], o_ = [=) (+] (H |£) = £5hw |£)), Z), = 35 _ge /rM%m™ e |ny) ¢

autoestado de alay, (alay |ng) = nk [ng)).

Uma vez que [Hg, pr] = 0, veja as Egs (B.2) e (B.4), a equagao mestra markoviana
(na representagao de interacao) é dada pela Eq. (A.38), se a Eq. (A.6) for satisfeita. Entao,
para se chegar a forma explicita da Eq. (A.38), é preciso obter as expressoes dos operadores
sk (w) e dos coeficiente v, i (w). Primeiramente, comparando a Eq. (B.3) com a Eq. (A.10),

pode-se ver que ha apenas um operador s e um operador 7r:

s=0_+04 (B.5)

Consequentemente, de acordo com a Eq. (A.19), tem-se os operadores

s(wo) = [=) {(=[(o-+04)|+) (+] =0 (B.7)

s (—wo) = [4) {(+] (0= +04) |=) (=] = 0s =0T =" (w0). (B.8)

E possivel verificar facilmente que os operadores o_ e o, juntamente com o hamiltoniano
H definido pela Eq. (B.1), satisfazem as Eqgs. (A.20) e (A.21), respectivamente. Além

disso, usando a relacao

_ T i
le(l aktake iQragaxt —e letCLk, (B9>

pode ser ver que a condigao dada pela Eq. (A.6) é satisfeita por r e pr definidos aqui,
ou seja, trg [ (t) pr] = 0. Com isso, ao substituir as Egs. (B.7) e (B.8) na Eq. (A.38),

obtém-se entao a equacao mestra markoviana
a2 (wo) [20-p(t) o4 — 00-p(t) = p(t) 040-]
1 . - -
+ 57 (~wo) 2045 (t) 0 — 0045 (t) = p(t) 0-0+], (B.10)

na qual
7 (Fwo) = / dre0 R (1), (B.11)
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com
R(7) = trp [e(i/h)HRT W/ M HRT. ] (B.12)

Agora, com o intuito de obter a forma explicita de 7 (wy) e v(—wp), é interessante
desenvolver antes a fun¢ao R (7). Substituindo as Egs. (B.2) e (B.6) na Eq. (B.12), tendo
em conta a Eq. (B.9), obtém-se

R(7) =) grgutrr [(e_m“ak + em“aZ) (ak’ + CLL/) PR} - (B.13)
kK

Uma vez que pg é dado pela Eq. (B.4), tem-se

tI‘R (akak/pR) = 0, (B14)
trg (aLaL,pR) =0, (B.15)
tl"R (a,tak/p3> = tI‘R (a};ak/pR> 5k,k’ (B16)
(S
tI"R (aka,t,pg) = tI‘R (akaz,pR) 5k,k’7 (Bl?)

o que faz com que a Eq. (B.13) seja reescrita na forma
= ZQ;%‘JYR Kefzﬂkrakal + esz‘raT ak) pR} (Blg)
k

Considerando agora um continuo de frequéncias, o que implica na mudanca Y, —
JoT dQ0o (2), com o (£2) sendo a densidade de osciladores harmonicos com frequéncia €2, a
Eq. (B.18) fornece entao as expressoes

5 (wo) = /0 T 400 (Q) ¢ () / " dr {0 g () 4+ 1] + ST ()} (B.19)

—00

7(—w) = [ a0 (@) g(@? [

—0o0

dr {77 [ (Q) + 1] + e 0D ()}
(B.20)
nas quais ng (£2) é o numero médio de fétons de um oscilador harmonico do reservatério

com frequéncia €2 (ng () = trg {aT (Q)a(Q) pR}). Assim, utilizando a igualdade
/ T dreST = 275 (A) (B.21)

tem-se entao
7 (wo) = 270 (wo) g (wo)” [nr (wo) + 1] (B.22)
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¥ (—wo) = 20 (wo) g (%)2 ng (wo) - (B.23)

Como resultado, a Eq. (B.10) é reescrita como

dp;zf) = S+ )20 5(0)0s — o0 p(0) = (1) 00

b Lhnn 20 ()0 — o 0up (1)~ p(t) o], (B24

na qual £ = 270 (wo) g (wo)® € ng = ng (wo). Por fim, mudando para a representacao de

Schrodinger, tem-se entao

dp(t) 1 K

5 (e +1)[20-p(t) 04 —040-p(t) = p(t) 010]

FEnpoap (o — o oip(t) — p)ooy]. (B25)

que é a equagao mestra markoviana que se pretendia obter (Eq. (4.4)).

B.1.2 Solucao da equagao mestra markoviana

A solucao da Eq. (B.25) é mais facilmente obtida encontrando primeiro a solucao
da Eq. (B.24). Seguindo esse caminho, a Eq. (B.24) fornece as seguintes equagoes

diferenciais para os elementos de matriz do estado p (t):

d{=|p(t)|=)

- =k (nr+ 1) (+p @) |+) — sng (—|p(t)|-), (B.26)

TP — % g4 1) (+50) ) (.27

PO _ % g 1) (-1 5(0) 1) (B.29)

) WP 1) (H5 ) 19) + om0 ). (B29)

Como se pode ver, a resolugao das Egs. (B.27) e (B.28) é imediata, resultando em
(£ 5 (1) |F) = e <tV 2 (£ p (0) |F), (B.30)

com p (0) sendo o estado inicial do SDN. No caso das Egs. (B.26) e (B.29), uma vez que
elas sdo acopladas, a resolugao pode ser feita com o auxilio da relagao [93]
df (t)

c [dt] LI (0] - (0). (B.31)
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na qual £ é a transformada de Laplace, f (¢) é uma funcao de t (¢t > 0), e ¢ é um niimero

complexo. Aplicando a transformada de Laplace dos dois lados das Eqgs. (B.26) e (B.29),

tem-se
c [‘“"’;E”H] = r(ng+ 1) L[+ 5 () 9] — kmal (<1 5B)]-)]  (B32)
c [C“*';W] =~k (g + 1) LIH W) ]+ rnal (1] ). (B33)

Usando entao a Eq. (B.31), essas equagdes sao reescritas como

(c+rng) LU=[p(t) =) = r(nr+ 1) LU+ 5 (&) [+)] = (=|p(0) ) (B.34)

— kgL [(=[p () [=)] +[c+ K (np+ D] LI+ p () [H)] = (+]p(0) |+) | (B.35)

as quais, apds algumas operacoes matematicas, fornecem

e+ rnr+ D] (=lp(0)|=) +r(nr+1) (+|p(0)|+)

L[=[p@)[=)] = ot r (it 1) T rngl . (B.36)
Assim, ao realizar a transformada de Laplace inversa, obtém-se
(15 (0)|=) = e (= p 0)-) - A JEEL (Ba)
Consequentemente, tendo em conta que (—|p (t)|—) + (+|p (t) |+) = 1, tem-se
CHAE) 1) = @m0 [ p ) 14) = -4 M (B3
2ng +1 2ng +1

Com isso, a solucao da Eq. (B.24) é entao

plt) = {em et (=] p(0) 1) = 2] + ST 1) (-

+ e AR p(0) [+) [=) (+] + (+]p (0) |=) [+) (=]

—k(2n 2 "R
N {e et (0) ) = 52 1] o 1} 1+) (+]. (B.39)
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Finalmente, mudando para a representacao de Schrodinger, tem-se o estado

p(t) = {0 (=] p(0) |-} - 2] AT )

e (0/2CnEEDE [0 (| 9 (0) [4) [ =) (+] + 7 (+] p (0) | =) [+) (]

—k(2n n n
e (4 (0)14) = 2 4 5 b ) (. (BAO)

o qual ¢ a solugao da Eq. (B.25) (Eq. (4.6)).

B.2 O sistema de dois niveis acoplado fracamente a um

reservatorio térmico comprimido

Na presente secao é tratado o caso em que o SDN é acoplado fracamente a
um reservatério térmico comprimido. Assim como na secao anterior, primeiro é obtida
a equagao mestra markoviana do SDN, Eq. (4.37), para em seguida chegar a sua solugao,

Eq. (4.40).

B.2.1 Equagao mestra markoviana

Assim como na se¢ao anterior, os hamiltonianos envolvidos aqui sao dados pelas
Egs. (B.1)-(B.3). Por outro lado, conforme discutido no Cap. 4, o reservatério térmico

comprimido é descrito pelo estado

e PrHR ;
PR = SR 7 Shs (B.41)
R
sendo o operador de compressao
(ck/2) e~ %ad ~% (a] )]
Sr=]]e : (B.42)

k

no qual yx e 0, sdo, respectivamente, o parametro de compressao e a fase referentes ao
k-ésimo oscilador harmonico do reservatoério [83].
A primeira coisa a se observar aqui é que, de acordo com as Egs. (B.1) e
(B.2), [Hg,pr] # 0. Dessa forma, para obter a equacao mestra markoviana desejada,
deve-se partir da Eqs. (A.27). Contudo, é necessario primeiro verificar se a Eq. (A.6)
(trg [T (t) pr) = 0) é satisfeita por pgr definido acima, o que pode ser feito facilmente ao
utilizar a relagao [83,88,89]
SharSr = wway, — vial, (B.43)
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na qual g, = cosh () e v, = e sinh (). Com isso, levando em conta as Egs. (B.7) e
(B.8), a Eq. (A.27) se torna aqui

dp (t N N
0 0o p 00 005 (0)
+T <w07 t) e_%WOtJ—ﬁ( ) o_+T ( Wo, ) 2W0t0 p( )
+ T (—wo,t)[oxp(t)o. —o_oip(t)] + h.c., (B.44)
na qual
T (dwp, t) = / dre™ TR (t,t — 1), (B.45)
0
com
R(t,t —7) =trg {eu/h)HRtre—(z‘/h)HRteu/h)HR(t—r)Te—(i/h)HR@—r) p R] ‘ (B.46)

Assim, resta agora obter a expressao de I' (£wy, t), para entao realizar a aproximagcao de
ondas girantes. Substituindo as Eqs. (B.2) e (B.6) na Eq. (B.46), levando em conta a

relagao mostrada na Eq. (B.9), tem-se

R (t7 t _ 7_) — Z gkgk/trR { |:e—i(Qk+Qk/)teiQk/Takak, + e—i(Qk—Qk/)te—iQk/Takaltl
kK

+e (e —Qyr )t lelT(I,TGI )+ et Q4+ )t iQk/TaLa/L,} pR} . (B47)

Substituindo agora a Eq. (B.41) na Eq. (B.47), considerando os resultados fornecidos pelas
Egs. (B.14)-(B.17) e (B.43), obtém-se

R(t,t —T) ngtrR {{ —2HULINT (Za,tak + 1)

+ngK%+ﬁﬂ)@%+uﬂ+wwﬁ@au%ﬂabwuwﬂ
—BrHR

—ezm’“te’m”ukvz (2@}2% + 1)} ©
R

} . (B.48)

Entao, tomando um continuo de frequéncias, se chega aos coeficientes

I (wo,t / dQo () ¢* () {ezth (Q)/ dreiwot)T
0
+ [NV (Q) +1] / T dre T 4 N (9) / ~ dreileot)r
0

e 91 (Q) [ dretln } (B.49)
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(—wo, t / dQo (2 ){e_thM (Q /oodTe_i(wo_Q)T
FIN@+1] [ dre ot 4 N (@) [ dreieoor
+e N () /0 dre w0+ﬂ>f}, (B.50)
nos quais
N (Q) = |1 () + [v ()] nr () + v (VI (B.51)
M (9) = () v () 205 () + 1], (B.52)

com ng (Q) = trg [aT (Q)a () e_ﬁRHR/ZR]. Observe que ng (§2) é o numero de fétons de
um oscilador harmonico do reservatério com frequéncia 2 quando nao ha compressao,
isto é, quando x (2) = 0. Para realizar as integrais temporais presentes nas Eqs. (B.49) e
(B.50), é usada aqui a identidade

/ dre'®™ = 16 (A) + 0P (i) (B.53)

na qual P (%) é o valor principal de Cauchy. Desprezando os valores principais de Cauchy,
pois sao eles que levam ao hamiltoniano de Lamb Shift, veja as Refs. [83,92], as Eqgs. (B.49)

e (B.50) se tornam entao

T (wo, t) = w0 (wo) g* (wo) [NV (wo) + 1+ €2“* M (wp)| (B.54)

T (—wo,t) = o (wo) g7 (wo) [N (wo) + e~ 20t M (WO)} : (B.55)

Agora, substituindo essas equagoes na Eq. (B.44), tem-se

WU 2 (N 14 ) [0 (1) 0 — 00 (1)

(N L1 e2m0tM*) e 20l G (1) o + ad (N I ef2iw0tM) X0ty (1) oy

2
K —2iwot ~ ~
+3 (N +e M) oip(t)o_ —o_oyp(t)] + h.c., (B.56)

K
2

em que N = N (wg) e M = M (wp). Consequentemente, eliminando os termos oscilantes
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e considerando 6 = 0, obtém-se

dp(t) _ g (N+1)[20-p(t) oy — {os0_, 5 (t)}]

dt
n gN 2045 (t)o- —{o_04,p(t)}]

+rkMop(t)or +kMo_p(t)o_. (B.57)
Por fim, mudando para a representacao de Schrodinger, chega-se a equagao pretendida

dpdgt) _ zlh [H, p(t)] + g (N+1)20_p(t)or —{oro_,p(t)}]
n gN [204p(t)o- —{o_04,p(t)}]
+ I{e_iwotM0+p (t) oL+ neintMO'—p (t) o_, (B58)

a qual é a Eq. (4.37).

B.2.2 Solucao da equagao mestra markoviana

A solugao da Eq. (B.58) é obtida aqui seguindo os mesmos passos da secao
anterior. Primeiramente, visando encontrara a solucao da equacao mestra markoviana

na representacao de interagdo, a Eq. (B.57) fornece o seguinte conjunto de equagoes

diferenciais:

TP (4 1) (4150 1) — N (-1 5(0) ). (8.59)
THPOID _ % v 1) (4150) ) + M 150 19). (BSO)
LW _ % N 1) (150 1) + M (4150 (BSY
TP _ (v +2) (+150) 1) + N (-] 5(8) ) (B.62)

Note que equagoes similares as Eqgs. (B.59) e (B.62) foram resolvidas na primeira segao,
veja as Eqgs. (B.26) e (B.29). Dessa forma, substituindo ng por N nas Eqs. (B.37) e (B.38),

tem-se

(15(0)=) = ()] ) - o L ey
(HA 0 1) = O [ @) 1) - o]+ 2 (B6Y)

Agora, como na segao passada, as Egs. (B.60) e (B.61) podem ser resolvidas com o auxilio
da Eq. (B.31). Assim, a aplicagao da transformada de Laplace nas Eqgs. (B.60) e (B.61)
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resulta nas expressoes

+ g (2N + 1)] LU p @) )] = wML[(=[p () |H)] = (+[p(0) ) (B.65)

(=lp(O)[+),  (B.66)

~ R ~
— kML[(+]p @) [=)] + {c +5 EN+ DI LI=[p() [+)]
as quais, ao se aplicar a transformada inversa, fornecem
(£] 5 (1) [F) = 72 cosh (kM) (%[ p (0) |[F) + sinh (M) (F| p (0) [£)] . (B.67)

Com isso, tem-se entao

5(t) = {e—n(QN—‘rl)t {<_| p(0) =) — 2]3[\[111} 27\[4;—11} =) (|
+ e FCNFV2 (eosh (7 Mt) (=] p (0) |[+) + sinh (yMt) (+] p (0) [=)] | =) (+]

|p
+ e "NV 2 [eosh (vMt) (+] p (0) |—) + sinh (vMt) (—] p (0) |[+)] |+) (|

N N
—r(2N+1)t . (B.68
+{e 2N+1]+2N+1}|+><+| (B.68)

(+1p(0)+) -

Para terminar, a mudanca para a representacao de Schrédinger fornece o estado

o) = {0 [ p(0)]-) - o]+ o b ) -
e NGt cosh (M) (] (0) ) + sinh (sM1) (+] p (0) | ] =) {+

4 6N ent [cosh (M) (+] p (0) | =) + sinh (5M2) (] p (0) |+)] [+) ]

+{e N [ 0) 1) — ]+ s H ) G (B69)

o qual ¢é o estado mostrado na Eq. (4.40).

B.3 O sistema de dois niveis acoplado a um reservatorio

com temperatura negativa

Nesta ltima secao é obtida inicialmente a equacao mestra markoviana de um
SDN acoplado a um reservatério com temperatura negativa, Eq. (4.58), e em seguida s@o

mostrados os passos para se chegar a sua solucao, Eq. (4.60).
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B.3.1 Equacao mestra markoviana

Os passos seguidos aqui sao os mesmos da primeira secao. Assim, a primeira
coisa a ser feita é especificar os hamiltonianos envolvidos e o estado do reservatério. O
hamiltoniano que descreve o SDN de interesse é o mesmo definido da secao inicial, Eq.

(B.1). Contudo, como discutido no Cap. 4, os hamiltonianos do reservatério e de interagao

sao agora
1
Hp = _ihz Qkaa,k (B?O)
k
e
Hing =h(o-+01)) gr(0-k+0o4s). (B.71)
k

Como o interesse aqui estd em um reservatorio com temperatura negativa, o estado pg é

dado por

elBrIHR <e—|ﬂR|ﬁQk/2 el BrINS2 /2

Z | =) (=&l + T |+&) (ﬁ:’) : (B.72)

em que Zk‘ — ef|ﬁR‘th/2 + e|ﬁR|th/2'

Aqui, como pode ser visto ao comparar a Eq. (B.71) com a Eq. (A.10), s é dado

novamente pela Eq. (B.5) e r assume a forma
r= ng (0_k+04k)- (B.73)
k

Com isso, ao considerar a relagao

e_iQkO-Z’kt/QO':t’keiQkaz’kt/2 _ eiithO':bk, (B74)
pode-se verificar facilmente que trg[7 (¢) pr] = 0, de modo que a Eq. (A.6) também
¢ satisfeita aqui. Consequentemente, notando que [Hg,pr] = 0, a equac¢do mestra

markoviana (na representacao de interacao) é dada mais uma vez pela Eq. (B.11), agora

com os coeficientes 7y (wp) e v (—wp) definidos por

R (7') = Z gkgk:'tl"R [e(i/h)HRT (O'_7k + O'+,k;) e_(i/ﬁ)HRT (U—,k’ + U-‘:—,k;’) pR:| . (B75)
kK

Substituindo entao a Eq. (B.70) na Eq. (B.75), levando em conta a Eq. (B.74), obtém-se

R (7') = nggk;’trR [(e_iQkTO'_,k + eiQkTO'_hk) (U—,k’ + O--l-,k;’) pR:| . (B76)
kK
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Como pg é dado pela Eq. (B.72), tem-se as relagoes

tl"R (Ui,kU:t,k’pR) =0 (B??)
e
tI‘R (O-:t,kO-ZF,k’pR> = tI‘R (Ui,kU:F,k’PR) 6k7k’; (B?g)
as quais resultam em
R (T) = Zg,%tr}g Ke*m’“ta,’kahk + eithO'ﬁkO',,k) pR} . (B79)
k

Dessa forma, assumindo um continuo de frequéncias e observando que o_ o4 +

04+ x0_ ) = 1, os coeficientes v (wp) € v (—wp) s@o entao escritos como

Tiwo) = [T d0(Q)g (@7 [ dr {0 BT [L—np (@) + Vg (@)} (BSO)

—0o0

T(=wo) = [ dR(Q) g (@) [ dr {0t [1 - np (@) + 0 Vg (@)
' - (B.81)
em que ng () é o niumero de fétons de um oscilador harménico do reservatério com
frequéncia Q (ng (Q) = trg (o4 (2) o (Q) pr|). Agora, usando a Eq. (B.21), tem-se

v (w) =270 (w) g (w)2 [1—ng(w) (B.82)

v (w) =210 (w) g (w)2 ng(w) . (B.83)

Dessa forma, ao substituir essas equagoes na Eq. (B.10), obtém-se

d/;(st) = k(=) 2o p(0) 01 — 040 (1) — plt) 010

1 _ N -
+ SnR 20.p(t)o_ —o_o.p(t)—p(t)o_oy]. (B.84)
Finalmente, mudando para a representacao de Schrodinger, tem-se a equacao

DO L1 0]+ 5 (=) Bo-p(O s — 310-(0) — p ()02

+ g”R 20p(t)o- —o-o4p(t) —p(t)o-o4], (B85

a qual é a Eq. (4.58).
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B.3.2 Solugao da equagao mestra markoviana

O procedimento aqui é semelhante ao usado nas segoes passadas: resolver a Eq.
(B.84) e entao chegar a solucao da Eq. (B.85). Dessa forma, a Eq. (B.84) fornece

PO ) (150 1) — e (150 1), (BS6)
d<+|2£t)|_> — _g (+ ) |-), (B.87)
PO _ 2501 (B.55)
TP et n) (4150 1) + o (150 (BSY)

Resolvendo as Egs. (B.87) e (B.88), o que é algo imediato, tem-se
(£ 5 (&) [F) = e (] p(0) 7). (B.90)

Por outro lado, a resolugao das Eqs (B.86) e (B.89) pode ser feita usando a Eq. (B.31),
pois elas estao acopladas. Assim, levando em conta a Eq. (B.31) ao aplicar a transformada
de Laplace nos dois lados das Egs. (B.86) e (B.89), obtém-se

(c+rnr) L[(=[p@)[=)] =& (1 —ngr) LI(+]5 () |H)] = (=][p(0)|-) (B.91)

—rnrL[(=[p () [=)] + e+ r (1 —np)] LI+ @) [H)] = (+]p(0)[+),  (B.92)
as quais fornecem

(=1p) =) =e ™ [(=]p(0)|=) +nr— 1]+ 1 —ng (B.93)

(+15 @) |+) =™ [(+]p(0) |+) — nr] + na. (B.94)

Com isso, tem-se

pt)={e ™ [(=|p(0)|-) +nr— 1] +1—np}|-) (-
+e "2 (=] p(0) [+) =) (+] + (+] p (0) [=) [+) (~]
+{e™ [(+]p(0) |+) = nal + nr} |+) (+]. (B.95)
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Por fim, realizando a mudanca de representacao da interacao para Schrodinger, se chega

a equacao mestra markoviana

p(t) ={e ™ [(~|p(0)|-) +nr— 1] +1—np}|-) (-
+e M2 [0t (—] p(0) [4) [=) (+] + e (+] p (0) |=) [+) (]
+{e™ [(+] p (0) [+) — ng] + nr} [+) (+], (B.96)

a qual é a solugao da Eq. (B.85) (Eq. (4.60)).
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