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Resumo

A termodinâmica clássica, também chamada de termodinâmica de equiĺıbrio, é

uma teoria que trata de sistemas macroscópicos em equiĺıbrio. Após seu desenvolvimento,

outras teorias surgiram com o propósito de englobar sistemas macroscópicos fora do

equiĺıbrio. Ao longo das últimas décadas, uma nova teoria tem sido desenvolvida com

o intuito de descrever também a termodinâmica de sistemas quânticos microscópicos, a

qual ficou conhecida como termodinâmica quântica. Uma aplicação interessante dessa

teoria está no desenvolvimento de motores térmicos nos quais a substância de trabalho

(substância responsável por transformar calor em trabalho) é um sistema quântico

microscópico. Devido a sua composição, esses dispositivos passaram a ser comumente

chamados de motores térmicos quânticos. Notavelmente, estudos recentes têm mostrado

que a utilização de um reservatório fora do equiĺıbrio como fonte de calor pode melhorar

o desempenho de determinados motores térmicos quânticos, em comparação com o caso

usual em que a fonte de calor é um reservatório em equiĺıbrio (um reservatório térmico).

Nesse contexto, a presente tese apresenta dois estudos relacionados a um motor térmico

de Otto quântico cuja substância de trabalho é um sistema de dois ńıveis: no primeiro

estudo o motor tem como fonte de calor um reservatório térmico comprimido, enquanto

no segundo estudo a fonte de calor é um reservatório com temperatura negativa. O regime

de tempos finitos das etapas de expansão e compressão do motor em questão é explorado

em ambos os estudos. No primeiro estudo é mostrado que a eficiência do motor pode

ser maior que a eficiência de Carnot tanto no regime quase-estático quanto no regime de

tempos finitos. Contudo, assim como no caso usual, a diminuição nos tempos das etapas

de expansão e compressão degrada a eficiência do motor. No segundo estudo, por sua

vez, é mostrado que a eficiência do motor pode superar a eficiência de Otto no regime

de tempos finitos. Diferente do caso usual, aqui a diminuição nos tempos das etapas de

expansão e compressão pode aumentar a eficiência do motor. Por fim, é mostrado um

esquema experimental, no contexto de ressonância magnética nuclear, capaz de fornecer

uma prova de conceito para o motor estudado nas diferentes situações consideradas.

Palavras - chave: termodinâmica quântica, motor térmico quântico, ressonância magné-

tica nuclear, reservatório térmico comprimido, reservatório com temperatura negativa.





Abstract

Classical thermodynamics, also called equilibrium thermodynamics, is a theory

that deals with macroscopic systems in equilibrium. After its development, other theo-

ries emerged to encompass macroscopic out-of-equilibrium systems. Over the past few

decades, researchers have developed a new theory to describe also the thermodynamics

of microscopic quantum systems, which became known as quantum thermodynamics. An

important application of this theory is in the development of heat engines in which the

working substance (the substance responsible for transforming heat into work) is a mi-

croscopic quantum system. Due to their composition, these devices came to be commonly

called quantum heat engines. Notably, recent studies have shown that using an out-of-

equilibrium reservoir as a heat source can improve the performance of quantum heat

engines, compared to the usual case where the heat source is an equilibrium reservoir (a

thermal reservoir). In this context, this thesis presents two studies related to a quantum

Otto heat engine whose working substance is a two-level system: in the first study, the

engine has a squeezed thermal reservoir as the heat source, while in the second study, the

heat source is a reservoir with a negative temperature. Both studies explore the finite-

time regime of the expansion and compression stages of the heat engine. The first study

shows that the engine efficiency can be greater than the Carnot efficiency in both the

quasi-static and finite-time regimes. However, as in the usual case, decreasing the time

of the expansion and compression stages degrades the engine efficiency. In its turn, the

second study shows that the engine efficiency can surpass the Otto efficiency in the finite-

time regime. Here, different from the usual case, decreasing the time of the expansion and

compression stages can increase the engine’s efficiency. Finally, the present thesis shows

an experimental scheme in the nuclear magnetic resonance context able to provide a proof

of concept for the engine in the different situations studied.

Key - words: quantum thermodynamics, quantum heat engine, nuclear magnetic reso-

nance, squeezed thermal reservoir, reservoirs with negative temperature.
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4.2.5 Eficiência do motor térmico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

4.2.6 Resultados numéricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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B.1.1 Equação mestra markoviana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

B.1.2 Solução da equação mestra markoviana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
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1
Introdução

A termodinâmica clássica é uma teoria fenomenológica que surgiu de estudos

sobre transferência de calor (calorimetria) e esforços para otimizar a conversão de

calor em trabalho mecânico em motores a vapor. Essencialmente, a termodinâmica

clássica estuda as propriedades de sistemas macroscópicos em estados de equiĺıbrio

(especificamente estados de equiĺıbrio termodinâmico) e os processos que envolvem tais

estados [1–3]. Por esse motivo, a termodinâmica clássica também é conhecida como

termodinâmica de equiĺıbrio. Como consequência de ser uma teoria fenomenológica, a

termodinâmica clássica não fornece nenhuma interpretação microscópica dos fenômenos

termodinâmicos; a descrição microscópica de tais fenômenos, por sua vez, é objeto de

estudo da termodinâmica estat́ıstica clássica [4, 5].

Após o desenvolvimento da termodinâmica clássica, algumas teorias termodinâ-

micas surgiram com o objetivo de abranger sistemas macroscópicos em estados de não-

equiĺıbrio [6–8]. A teoria quântica, por sua vez, trouxe uma nova perspectiva, dando origem

a um novo campo de pesquisa e atraindo cada vez mais a atenção de pesquisadores nas

últimas décadas para a florescente termodinâmica quântica [9–30]. Para além da termodi-

nâmica de sistemas macroscópicos em estados de não-equiĺıbrio, a termodinâmica quântica

busca especialmente abordar sistemas quânticos microscópicos e os efeitos quânticos que

podem estar presentes em tais sistemas [31–33]. Estudos nessa área têm levado a resulta-

dos intrigantes, um exemplo notável é a possibilidade de haver fluxo espontâneo de calor

de um sistema frio para um sistema quente quando há correlações quânticas entre eles no

ińıcio do processo [34–36]. Com isso, o estudo das propriedades quânticas nos processos

termodinâmicos tem tornado posśıvel olhar para essas propriedades como recursos para

aplicações da termodinâmica quântica.

Uma aplicação da termodinâmica quântica que tem atráıdo bastante atenção nas

últimas décadas está relacionada ao estudo e fabricação de motores térmicos quânticos

(MTQs) [37–60]. Assim como os motores térmicos clássicos (MTCs), os MTQs têm como

finalidade transformar calor em trabalho. No entanto, diferente de um MTC, um MTQ é

um dispositivo cuja substância de trabalho (substância responsável pela transformação do
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calor em trabalho) é um sistema quântico microscópico. Os MTQs podem ser divididos

em dois grupos principais: MTQs ćıclicos e MTQs cont́ınuos. Um MTQ ćıclico opera

em etapas discretas, podendo ser frequentemente visto como a generalização de algum

MTC usual, por exemplo o motor térmico de Otto clássico. Por outro lado, um MTQ

cont́ınuo opera em regime estacionário, isto é, sua substância de trabalho opera no estado

estacionário alcançado ao entrar em contato simultaneamente com suas fontes de calor e

trabalho [61]. Um exemplo notável de MTQ cont́ınuo é o laser (ou, de maneira análoga,

o maser) constitúıdo por um único átomo [62–65].

Quando se está estudando qualquer tipo de motor térmico, é fundamental analisar

seu desempenho, o que é feito por meio das quantidades conhecidas como eficiência

e potência. A eficiência é a fração de calor efetivamente transformada em trabalho,

enquanto que a potência é a quantidade de trabalho produzida pelo motor térmico durante

uma dada unidade de tempo. Como é de amplo conhecimento, o MTC que apresenta a

maior eficiência é o motor térmico de Carnot clássico; contudo, sua potência é nula,

pois todos os processos termodinâmicos envolvidos ocorrem de maneira quase-estática, ou

seja, todos os processos são reverśıveis. Quando se deseja que um MTC tenha potência

não-nula, é preciso que os processos sejam realizados em tempos finitos, o que introduz

irreversibilidade ao ciclo e, como consequência, reduz a eficiência do motor térmico.

Uma série de trabalhos recentes têm mostrado que, em alguns cenários, o de-

sempenho de MTQs pode ser consideravelmente melhor que o desempenho de MTCs,

podendo até mesmo ultrapassar os limites impostos pela termodinâmica clássica. Nesse

contexto, os estudos descritos nas Refs. [66, 67] revelaram que a coerência, um recurso

quântico, pode melhorar a potência de certos MTQs. Além desse recurso, atalhos para

adiabaticidade também têm possibilitado ganhos de potência em MTQs [68–75]. Nota-

velmente, destacando que tanto os MTCs quanto os MTQs usualmente operam somente

com reservatórios em equiĺıbrio (reservatórios térmicos), há trabalhos que mostram que a

substituição de um dos reservatórios em equiĺıbrio por um reservatório fora do equiĺıbrio

pode melhorar a eficiência de determinados MTQs. O caso mais abordado na literatura

até o momento, tanto teoricamente quanto experimentalmente, é aquele em que um motor

térmico de Otto quântico (MTOQ) que possui como substância de trabalho um oscilador

harmônico quântico opera com um de seus reservatórios térmicos comprimido [76–79]. A

eficiência desse MTOQ pode superar a eficiência de Carnot, sendo capaz até mesmo de

tender à eficiência um, isto é, a eficiência na qual todo o calor absorvido pela substância

de trabalho é transformado em trabalho. Dessa forma, além da coerência e dos atalhos

para adiabaticidade, reservatórios fora do equiĺıbrio também têm se mostrado um recurso

capaz de melhorar o desempenho de MTQs.

Na presente tese são apresentados dois estudos referentes a um MTOQ ćıclico cuja

substância de trabalho é um sistema de dois ńıveis (SDN). O ciclo de Otto quântico que

descreve o funcionamento de um MTOQ possui quatro etapas: em duas delas a substância
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de trabalho evolui unitariamente, e em cada uma das outras duas ela evolui acoplada a

um reservatório espećıfico. Em ambos os estudos mostrados aqui, o MTOQ opera com

um reservatório em equiĺıbrio e um reservatório fora do equiĺıbrio. Especificamente, no

primeiro estudo o reservatório fora do equiĺıbrio considerado é um reservatório térmico

comprimido, Ref. [80], enquanto no segundo estudo é considerado um reservatório com

temperatura negativa, Ref. [81]. O principal objetivo em cada um dos casos é investigar a

eficiência do MTOQ quando as etapas em que o SDN evolui unitariamente são realizadas

no regime de tempos finitos. Os estudos mostrados nesta tese têm como inspiração o

trabalho recente de Peterson et al., Ref. [56], no qual um MTOQ baseado em um SDN foi

caracterizado no contexto de ressonância magnética nuclear (RMN). Especialmente, com o

intuito de fornecer uma prova de conceito, os autores implementaram experimentalmente

o MTOQ em questão. O mesmo esquema experimental foi implementado como prova de

conceito para o caso em que o MTOQ de interesse nesta tese opera com um de seus

reservatórios com temperatura negativa, veja a Ref. [81].

Além deste caṕıtulo introdutório, esta tese é composta por mais quatro caṕıtulos:

o Cap. 2 tem o intuito de apresentar uma breve introdução à termodinâmica quântica; o

Cap. 3 fornece alguns conceitos básicos de RMN; no Cap. 4 são apresentados os resultados

dos estudos mencionados acima; e, por fim, o Cap. 5 contém as considerações finais. Há

também dois apêndices: o Ap. A apresenta a derivação microscópica da forma geral da

equação mestra markoviana, enquanto o Ap. B apresenta a dedução e resolução de algumas

equações mestras markovianas espećıficas.
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Termodinâmica quântica

Neste caṕıtulo é apresentada a descrição termodinâmica de sistemas quânticos de

tamanho finito usada nos estudos descritos na presente tese. Inicialmente, visando auxiliar

na exposição e compreensão do tema em questão, é fornecida uma breve introdução

à termodinâmica clássica; contudo, presume-se que o leitor esteja familiarizado com

esse tópico e possua conhecimentos básicos sobre termodinâmica estat́ıstica e mecânica

quântica. Exposições amplas desses conteúdos fundamentais podem ser encontradas, por

exemplo, nas Refs. [1–5,7,82].

2.1 Termodinâmica clássica

A termodinâmica clássica é uma teoria fenomenológica que tem como propósito

o estudo de sistemas macroscópicos em equiĺıbrio. Nesse contexto, os sistemas macroscó-

picos abordados são convenientemente chamados de sistemas termodinâmicos. Com base

na experimentação, a termodinâmica clássica se utiliza de um pequeno conjunto de leis

emṕıricas, conhecidas como leis da termodinâmica, para descrever os sistemas termodi-

nâmicos estudados. O conceito de equiĺıbrio e as leis da termodinâmica são alguns dos

assuntos abordados nesta seção.

2.1.1 Conceitos básicos

Um dado sistema termodinâmico, o qual se deseja estudar, pode estar ou não em

contato (interagindo) com outros sistemas termodinâmicos vizinhos. Se ele não está em

contato com nenhum outro sistema, então ele é dito isolado. Por outro lado, se esse não é

o caso, o sistema termodinâmico em questão pode trocar part́ıculas e energia com outros

sistemas. Se ele puder trocar apenas energia com outros sistemas, então ele é dito fechado.

Por sua vez, se ele puder trocar part́ıculas (e, possivelmente, também energia) com outros

sistemas, então ele é dito aberto.
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A troca de energia entre um sistema termodinâmico de interesse e outros sistemas

termodinâmicos com os quais ele está em contato pode ocorrer nas formas de trabalho e

calor. O trabalho é uma quantidade definida por outras teorias f́ısicas como a mecânica

newtoniana e o eletromagnetismo. O calor, por sua vez, é uma quantidade introduzida

pela termodinâmica clássica. De maneira direta, o calor é definido como qualquer energia

trocada entre sistemas que não seja trabalho. Se dois sistemas termodinâmicos podem

trocar calor um com o outro, é dito então que eles estão em contato térmico.

Assim como outras teorias f́ısicas, a termodinâmica clássica se utiliza do conceito

de estado para descrever a termodinâmica dos sistemas abordados. O estado de um sistema

termodinâmico, também denominado macroestado, é representado por um conjunto

apropriado de grandezas macroscópicas independentes conhecidas como variáveis de

estado. Dentre as grandezas macroscópicas mensuráveis, algumas dependem do tamanho

do sistema termodinâmico, as chamadas grandezas extensivas, e outras não, as chamadas

grandezas intensivas. Especificamente, se o tamanho de um sistema termodinâmico

é duplicado, o valor de suas quantidades extensivas também é. Como exemplos de

quantidades termodinâmicas, é importante citar o volume, a pressão, o número de

part́ıculas e o potencial qúımico. Dentre as grandezas citadas, o volume e o número

de part́ıculas são quantidades extensivas, enquanto a pressão e o potencial qúımico são

quantidades intensivas.

O conceito de estado de equiĺıbrio, como já mencionado, é fundamental para

a aplicação da termodinâmica clássica. A experimentação demonstra que o equiĺıbrio é

uma condição alcançada naturalmente pelos sistemas termodinâmicos quando os fluxos de

energia e part́ıculas cessam. Em um estado de equiĺıbrio, as quantidades macroscópicas

que descrevem um sistema termodinâmico não mudam com o tempo e ele não possui

memória de como e quando atingiu tal estado. A experimentação também mostra que

os estados de equiĺıbrio podem ser descritos apenas pelas quantidades extensivas dos

sistemas termodinâmicos. Uma caracteŕıstica relevante de um estado de equiĺıbrio é que

ele é geralmente homogêneo, o que significa que as propriedades do sistema termodinâmico

não dependem da posição ao longo de sua extensão.

A termodinâmica clássica busca resolver um problema bem definido conhecido

como problema fundamental da termodinâmica. Considerando um sistema termodinâmico

inicialmente em um dado estado de equiĺıbrio, o problema fundamental da termodinâmica

consistem em encontrar o estado de equiĺıbrio que o sistema em questão atinge após sofrer

alguma alteração como, por exemplo, uma mudança em seu volume. Se a alteração ocorrer

lentamente, de modo que o sistema termodinâmico passe por um cont́ınuo de estados de

equiĺıbrio durante o processo, o sistema termodinâmico pode retornar ao seu estado inicial

pelo caminho oposto sem necessitar de energia adicional. Se isso acontece, o processo é

considerado reverśıvel. Por outro lado, se o sistema termodinâmico passar por estados de

não-equiĺıbrio durante o processo, ele só retorna ao seu estado inicial pelo caminho oposto
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se for fornecido a ele energia extra. Nesse caso, o processo é considerado irreverśıvel. Dessa

forma, geralmente os processos reverśıveis ocorrem no regime quase-estático, enquanto os

processos irreverśıveis se dão no regime de tempos finitos.

2.1.2 As leis da termodinâmica

As leis da termodinâmica estão no cerne da termodinâmica clássica e são essenciais

para a resolução do problema fundamental da termodinâmica. Esse conjunto de leis, por

sua vez, é constitúıdos pelas chamadas lei zero, primeira lei, segunda lei e terceira lei

da termodinâmica. Iniciando com a primeira delas, a lei zero da termodinâmica por ser

enunciada da seguinte forma:

Lei zero da termodinâmica. Se dois sistemas termodinâmicos em contato térmico entre si

estão em equiĺıbrio mútuo (equiĺıbrio térmico), então ambos possuem a mesma quantidade

termodinâmica denominada temperatura.

Como consequência da lei zero da termodinâmica, se um dado sistema termodi-

nâmico A está em equiĺıbrio térmico com outro sistema termodinâmico B, e B está em

equiĺıbrio térmico com outro sistema termodinâmico C, então A e C estão em equiĺıbrio

térmico um com o outro. Dessa forma, os sistemas termodinâmicos A, B e C possuem a

mesma temperatura T . Como se pode ver, a temperatura não depende do tamanho do

sistema termodinâmico, o que faz dela uma quantidade intensiva.

A medição da temperatura de um sistema termodinâmico pode ser feita utilizando

diferentes escalas de temperatura como, por exemplo, as escalas Celsius, Fahrenheit e

Kelvin. No entanto, a escala de temperatura sobre a qual a termodinâmica clássica é

constrúıda, a chamada escala absoluta de temperatura, é a escala de Kelvin. Nessa escala,

a temperatura é sempre positiva; precisamente, T ∈ (0,∞).
A primeira lei da termodinâmica, por sua vez, estabelece o prinćıpio de con-

servação de energia para sistemas termodinâmicos. Especificamente, a primeira lei da

termodinâmica diz que:

Primeira lei da termodinâmica. Todo sistema termodinâmico em equiĺıbrio possui uma

quantidade chamada energia interna, representada aqui por E, a qual obedece à lei de

conservação

∆E = Q+W, (2.1)

em que Q e W são, respectivamente, o calor e o trabalho trocados entre o sistema

termodinâmico de interesse e seu entorno durante algum processo.

A energia interna de um sistema termodinâmico em equiĺıbrio é uma função de

estado, o que significa que ela é uma função das variáveis de estado, e somente sua variação

tem significado f́ısico. Sendo assim, não importa o caminho tomado entre dois estados de
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equiĺıbrio, a variação da energia interna do sistema termodinâmico depende apenas das

variáveis de estado no ińıcio e no final do processo considerado. Por outro lado, o calor

e o trabalho são geralmente variáveis de processo, isto é, eles geralmente dependem do

caminho tomado entre os estados de equiĺıbrio inicial e final. Como se pode ver por meio

da Eq. (2.1), o calor (trabalho) é uma variável de estado somente se o trabalho (calor) for

zero durante o processo.

Antes de prosseguir para o enunciado da segunda lei da termodinâmica, é

interessante escrever a Eq. (2.1) em sua forma diferencial. Tomando a diferencial da Eq.

(2.1), tem-se então

dE = δQ+ δW, (2.2)

em que d e δ estão relacionados a diferenciais exatas e inexatas, respectivamente. A

diferencial exata dE vem do fato de E ser uma função de estado, enquanto as diferenciais

inexatas δQ e δW decorrem de Q e W serem (geralmente) variáveis de processo [4].

Voltando à exposição das leis da termodinâmica, a segunda lei da termodinâmica

termodinâmica pode ser enunciada como a seguir:

Segunda lei da termodinâmica. Todo sistema termodinâmico em equiĺıbrio possui uma

quantidade chamada entropia, representada comumente por S, cuja variação obedece a

desigualdade

∆S ≥
∫ δQ

TR
, (2.3)

na qual TR é a temperatura de um reservatório térmico com o qual o sistema termodinâ-

mico possa estar em contato.

A segunda lei da termodinâmica estabelece uma direção preferencial para a

evolução do estado de um sistema termodinâmico. Voltando ao problema fundamental

da termodinâmica, um sistema termodinâmico inicialmente em equiĺıbrio evolui para um

novo estado de equiĺıbrio após ser submetido a algum processo. Em detalhe, a segunda lei

da termodinâmica diz que existe uma função de estado chamada entropia, cuja variação

na passagem do estado de equiĺıbrio inicial para o final satisfaz a Eq. (2.3). A igualdade na

Eq. (2.3) é satisfeita somente se o processo ao qual o sistema termodinâmico é submetido

for reverśıvel. Além disso, note que o lado direito da Eq. (2.3) está relacionado ao calor

recebido ou cedido a um reservatório térmico com temperatura TR fixa ou variável. Dessa

forma, se o sistema termodinâmico de interesse se encontra isolado termicamente, então

a Eq. (2.3) reduz a ∆S ≥ 0.

Por fim, o enunciado da terceira lei da termodinâmica pode ser feito da seguinte

maneira:

Terceira lei da termodinâmica. A entropia de um sistema termodinâmico tende a zero

conforme sua temperatura tende a zero.

Instituto de F́ısica – UFG
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2.1.3 Motores térmicos clássicos

Os MTCs são dispositivos capazes de transformar parte do calor absorvido de uma

dada fonte de calor em trabalho útil. A substância responsável por essa transformação,

por exemplo um gás, é comumente chamada de substância de trabalho. Os MTCs de

interesse aqui são o motor térmico de Carnot clássico (MTCC) e o motor térmico de

Otto clássico (MTOC). Tanto o MTCC quanto o MTOC são motores ćıclicos. O ciclo

que descreve o funcionamento do MTCC e do MTOC são conhecidos, respectivamente,

como ciclo de Carnot clássico e ciclo de Otto clássico. Por simplicidade, a substância de

trabalho considerada aqui, para ambos os ciclos, é um gás ideal.

O ciclo de Carnot clássico é constitúıdo por quatro etapas: duas etapas isentrópi-

cas e duas etapas isotérmicas. Em cada uma das etapas isentrópicas, o gás, em isolamento

térmico, passa por um processo no qual seu volume é alterado de modo que sua entropia

permaneça inerte. Em uma dessas etapas o gás é comprimido, enquanto na outra o gás

é expandido. Em cada etapa isotérmica, o gás, agora em contato térmico com um reser-

vatório térmico, passa por um processo em que seu volume é alterado de maneira que

sua temperatura seja sempre a mesma: a temperatura do reservatório térmico. O gás é

aquecido em uma dessas etapas, e resfriamento na outra. Como se pode notar, todas as

etapas do ciclo de Carnot são reverśıvel e, portanto, ocorrem no regime quase-estático.

O ciclo de Otto também é formado por quatro etapas: duas etapas isentrópicas

e duas etapas isobáricas. As etapas isentrópicas seguem como na descrição do ciclo de

Carnot fornecida acima. As etapas isocóricas, por sua vez, ocorrem da seguinte maneira:

o gás evolui em contato térmico com um determinado reservatório térmico, mantendo

sem volume constante, até a completa termalização. Diferente das etapas isentrópicas, as

etapas isobáricas são irreverśıveis.

O ciclo de Carnot, assim como o ciclo de Otto, pode operar como um um motor

térmico, como um refrigerador ou como um aquecedor. O que faz com que um determinado

ciclo opere como um motor térmico é a condição de que seja extráıdo dele uma quantidade

de trabalho ĺıquido (trabalho útil). Considerando a convenção de sinal em que W < 0
indica que a substância de trabalho realiza trabalho, e W > 0 indica que trabalho foi

realizado sobre a substância de trabalho, o trabalho ĺıquido Wliq de um ciclo é então a

soma dos trabalhos em todas as suas etapas. Dessa forma, a condição para que um ciclo

funcione como um motor térmico é, portanto, Wliq < 0.

Com o ciclo operando como um motor térmico, é importante então avaliar seu

desempenho. O desempenho de qualquer motor térmico é quantificado por meio das

quantidades conhecidas como eficiência e potência. A eficiência é definida como

η = −Wliq

Qabs

, (2.4)
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com Qabs sendo o calor absorvido pela substância de trabalho durante o ciclo. Por sua

vez, a potência é dada pela expressão

P = −Wliq

τc
, (2.5)

na qual τc é o tempo que a substância de trabalho leva para completar um ciclo do motor

térmico. Como se pode ver, a eficiência é a fração de calor absorvido que é transformada

em trabalho ĺıquido, enquanto a potência é a quantidade de trabalho ĺıquido gerada em

uma dada unidade de tempo. Voltando ao MTCC e ao MTOC, a eficiência do MTCC é

ηC = 1− T1

T2
, (2.6)

em que T1(2) é a temperatura do reservatório térmico frio (quente), e a eficiência do MTOC

é

ηOtto = 1− V1

V2
, (2.7)

sendo V1(2) o volume do gás no ińıcio (final) da etapa em que ele é expandido. Devido a

todas as suas etapas serem reverśıveis, a eficiência de Carnot é a eficiência máxima que

um MTCs que opera com reservatórios térmicos pode alcançar. Como as etapas isocóricas

do ciclo de Otto são irreverśıveis, a eficiência de Otto é menor ou igual à eficiência de

Carnot (ηOtto ≤ ηC). Por fim, uma vez que as etapas isentrópicas ocorrem do regime

quase-estático, a potência do MTCC e do MTOC é nula (τc →∞).

2.2 Termodinâmica quântica

A termodinâmica quântica é uma teoria em desenvolvimento que busca, em

especial, descrever a termodinâmica de sistemas quânticos microscópicos. O objetivo desta

seção é introduzir alguns conceitos básicos sobre termodinâmica quântica necessários para

os estudos sobre MTQs desenvolvidos nesta tese. A abordagem utilizada aqui é baseada

no trabalho de R. Alicki de 1979, Ref. [37], no qual ele trata da termodinâmica de sistemas

quânticos fracamente acoplados a reservatórios térmicos.

2.2.1 Dinâmica de um sistema quântico acoplado fracamente a um

reservatório térmico

De acordo com a mecânica quântica, a dinâmica de um sistema quântico isolado

(o que significa que ele não interage com nenhum outro sistema quântico) é descrita pela

equação de von Neumann
dρ (t)
dt

= 1
i~

[H (t) , ρ (t)] , (2.8)
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na qual H (t) e ρ (t) são, respectivamente, o hamiltoniano e o operador densidade (ou

estado) do sistema sistema quântico no instante t. No caso em que o sistema quântico

em questão interage com um dado reservatório, a dinâmica do sistema total também é

fornecida pela equação de von Neumann, mas agora com hamiltoniano total Htot (t) e

estado total ρtot (t). O hamiltoniano total tem a forma Htot (t) = H (t) +HR +Hint, com

HR sendo o hamiltoniano do reservatório e Hint o hamiltoniano que descreve a interação

entre o sistema quântico de interesse e o reservatório. A forma geral do hamiltoniano de

interação é

Hint = ~
∑
k

skrk, (2.9)

em que sk e rk são, respectivamente, operadores do sistema quântico de interesse e do

reservatório.

Considerando algumas aproximações, especificamente as aproximações de Born-

Markov e de ondas girantes, a dinâmica reduzida de um sistema quântico com hamiltoni-

ano independente do tempo (H (t) = H) acoplado fracamente a um reservatório térmico

é dada pela equação mestra markoviana

dρ (t)
dt

= 1
i~

[H, ρ (t)] +D [ρ (t)] , (2.10)

na qual o termo D [ρ (t)] é conhecido como dissipador. Como o reservatório é térmico, o

estado assintótico (ou estado estacionário) dessa equação é o estado de Gibbs [83]

ρ (t→∞) = ρG = e−βRH

Z
, (2.11)

com temperatura TR = 1/kBβR (sendo kB a constante de Boltzmann) e função partição

Z = tr
(
e−βRH

)
. Os detalhes para se chegar à Eq. (2.10), incluindo as aproximações e a

forma do dissipador (Eq. (A.37)), são mostrados no Ap. A.

Por fim, é interessante dizer que a dedução da Eq. (2.10), fornecida no Ap. A,

continua válida se o hamiltoniano variar lentamente no tempo [37]. Com isso em mente,

H pode então ser substitúıdo por H (t) na Eq. (2.10). O cuidado que se deve ter é com

relação ao dissipador, pois agora ele é dado em termos dos autoestados de H (t).

2.2.2 Primeira e segunda lei da termodinâmica

A primeira e a segunda lei da termodinâmica foram descritas na seção anterior

para sistemas macroscópicos em equiĺıbrio. Como uma teoria de não-equiĺıbrio, a termo-

dinâmica quântica define primeiramente a energia interna e a entropia de um sistema

quântico qualquer, esteja ele em equiĺıbrio ou não. A energia interna E (t) de um sistema

quântico isolado ou acoplado fracamente a um reservatório térmico é identificada como

Instituto de F́ısica – UFG



24 Caṕıtulo 2. Termodinâmica quântica

sendo o valor esperado de seu hamiltoniano, isto é,

E (t) = tr [H (t) ρ (t)] . (2.12)

Por sua vez, a entropia S (t) de um sistema quântico é descrita aqui como sendo

proporcional à entropia de von Neumann Svn (t),

S (t) = kBSvn (t) = −kBtr {ρ (t) ln [ρ (t)]} . (2.13)

Na situação de equiĺıbrio, isto é, quando o estado do sistema quântico é descrito pelo

estado de Gibbs ρG, as Eqs. (2.12) e (2.13) são precisamente as expressões usadas na

termodinâmica estat́ıstica [4]. Para deixar claro, é importante enfatizar que a formulação

considerada aqui assume que as Eqs. (2.12) e (2.13) também descrevem a termodinâmica

de sistemas quânticos em situações de não-equiĺıbrio. Contudo, é importante dizer que

a utilização da entropia de von Neumann na descrição da termodinâmica de sistemas

quânticos é pasśıvel de cŕıticas.

Além da identificação da energia interna do sistema quântico, a primeira lei da

termodinâmica requer a identificação do calor e do trabalho durante a evolução. Para isso,

primeiramente é feita a diferenciação da Eq. (2.12) com relação a t, o que resulta em

dE (t)
dt

= tr

[
H (t) dρ (t)

dt

]
+ tr

[
dH (t)
dt

ρ (t)
]
. (2.14)

Com isso, R. Alicki identificou o calor e o trabalho como sendo

Q =
∫ τ

0
dttr

[
H (t) dρ (t)

dt

]
(2.15)

e

W =
∫ τ

0
dttr

[
dH (t)
dt

ρ (t)
]
, (2.16)

nos quais τ é o tempo da evolução. Como a dependência temporal no hamiltoniano surge da

ação de forças externas que variam com o tempo, por exemplo forças provenientes da ação

de campos eletromagnéticos clássicos, o termo contendo dH (t) /dt é então identificado

com trabalho. Com isso, tem-se então a primeira lei da termodinâmica

∆E = E (τ)− E (0) = Q+W, (2.17)

com Q e W dados pelas Eqs. (2.15) e (2.16), respectivamente.

Finalmente, a segunda lei da termodinâmica deve ser verificada para a entropia

dada pela Eq. (2.13), juntamente com a definição de calor fornecida pela Eq. (2.15). Para
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isso, é conveniente escrever a segunda lei da termodinâmica na forma diferencial

dS (t)
dt
− JQ (t)

TR
≥ 0, (2.18)

em que

JQ (t) = tr

[
H (t) dρ (t)

dt

]
. (2.19)

Após algumas manipulações relativamente simples, pode-se mostrar que o lado esquerdo

da Eq. (2.18) possui a identidade

dS (t)
dt
− JQ (t)

TR
= −kB

dS (ρ (t) ‖ ρG)
dt

, (2.20)

na qual S (ρ (t) ‖ ρG), conhecida com entropia relativa, tem a forma

S (ρ (t) ‖ ρG) = tr {ρ (t) ln [ρ (t)]} − tr [ρ (t) ln (ρG)] , (2.21)

com ρG dado pela Eq. (2.11). Dados dois estados ρA (t) e ρB (t) descritos pelo mesmo

mapa dinâmico, é conhecido que

S (ρA (t+ ∆t) ‖ ρB (t+ ∆t)) ≤ S (ρA (t) ‖ ρB (t)) . (2.22)

Considerando ρA = ρ e ρB = ρG, tem-se então

S (ρ (t+ ∆t) ‖ ρG) ≤ S (ρ (t) ‖ ρG) , (2.23)

pois ρG é o estado estacionário da Eq. (2.10) e, portanto, invariante. Consequentemente,

observa-se que

− kB
dS (ρ (t) ‖ ρG)

dt
≥ 0, (2.24)

como se queria verificar. Portanto, a Eq. (2.18) é satisfeita para qualquer estado ρ (t), seja

ele um estado de equiĺıbrio ou não.

2.2.3 Motores térmicos quânticos

Como dito no Cap. 1, os motores térmicos cuja substância de trabalho é um

sistema quântico microscópico ficaram conhecidos como MTQs. Em especial, o MTQ de

interesse nesta tese é o MTOQ, o qual tem seu funcionamento descrito pelo chamado

ciclo de Otto quântico. De maneira semelhante ao ciclo de Otto clássico discutido na

seção anterior, o ciclo de Otto quântico é formado por duas etapas isentrópicas e duas

etapas análogas às etapas isocóricas. Em cada uma das etapas isentrópicas, a substância

de trabalho evolui unitariamente enquanto seu hamiltoniano varia no tempo. Note que a
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26 Caṕıtulo 2. Termodinâmica quântica

unitariedade implica que a entropia não se altera durante a evolução, pois a Eq. (2.13) é

invariante por transformação unitária. Em cada etapa isocórica, a substância de trabalho

evolui acoplada a um determinado reservatório térmico até a completa termalização,

mantendo seu hamiltoniano inalterado durante todo o processo. Assim como no ciclo

de Otto clássico, o ciclo de Otto quântico descrito aqui opera como um motor térmico

somente se a condição Wliq < 0 for satisfeita. Para se chegar ao trabalho ĺıquido Wliq, o

trabalho em cada etapa do ciclo é obtido por meio da Eq. (2.16). Além disso, ao se usar

a Eq. (2.15) para calcular o calor absorvido Qabs, a eficiência e a potência do MTOQ são

obtidas usando as Eqs. (2.4) e (2.5), respectivamente.
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Ressonância magnética nuclear

RMN é uma área que se fundamenta na observação de transições entre estados de

núcleos atômicos. Inicialmente, os estados acessados nos experimentos de RMN possuem

ńıveis de energia degenerados, o que impossibilita a observação das transições. Porém, se

os núcleos atômicos possúırem momento de dipolo magnético não-nulo, a degenerescência

pode ser quebrada ao se utilizar campos magnéticos estáticos suficientemente fortes. Com a

degenerescência quebrada, as transições podem então ser induzidas ao submeter os núcleos

atômicos a campos magnéticos que oscilam no tempo com frequências aproximadamente

iguais às frequências entre os ńıveis de energia, o que é conhecido como fenômeno de

ressonância. Tais transições são o principal assunto do presente caṕıtulo. A seguir é

fornecida uma breve introdução à RMN baseada nas Refs. [84,85].

3.1 Prinćıpios gerais

Em RMN, os núcleos atômicos são considerados objetos quânticos, enquanto

os campos magnéticos são considerados objetos clássicos. Sendo assim, a descrição

semiclássica da interação de um núcleo atômico com um campo magnético é fornecida

pelo hamiltoniano

H = −~µ · ~B, (3.1)

no qual ~µ é o operador vetor momento de dipolo magnético, e ~B é o vetor campo magnético.

Por sua vez, o momento de dipolo magnético é dado por

~µ = ~γn~I, (3.2)

em que γn é o fator giromagnético nuclear (uma constante caracteŕıstica de cada núcleo

atômico) e ~I é o operador de spin nuclear (o operador momento angular total do núcleo).

A depender do núcleo atômico em questão, o fator giromagnético nuclear pode ser positivo

ou negativo; no entanto, o caso em que γn > 0 é o mais comum.
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Na teoria dos momentos angulares, os estados comumente usados para expandir o

operador de spin nuclear (e, consequentemente, o hamiltoniano H) são os estados |I,m〉,
os quais satisfazem as relações

~I
2
|I,m〉 = I (I + 1) |I,m〉 (3.3)

e

Iz |I,m〉 = m |I,m〉 , (3.4)

nas quais Iz é a componente z de ~I e I é o número quântico de spin nuclear. Para cada

número quântico I, o qual é um número inteiro ou semi-inteiro, há um subespaço com

2I + 1 estados |I,m〉, os quais correspondem a m = −I,−I + 1, . . . , I − 1, I.

Os operadores que promovem as transições entre os estados |I,m〉 são os opera-

dores levantamento e abaixamento, representados aqui por I+ e I−, respectivamente. A

atuação desses operadores nos estados |I,m〉 resulta em

I+ |I,m〉 =
√
I (I + 1)−m (m+ 1) |I,m+ 1〉 (3.5)

e

I− |I,m〉 =
√
I (I + 1)−m (m− 1) |I,m− 1〉 . (3.6)

Especificamente, os operadores levantamento e abaixamento são dados por I+ = Ix + iIy

e I− = Ix − iIy, com Ix(y) sendo a componente x (y) do operador de spin nuclear.

As energias t́ıpicas envolvidas nos experimentos de RMN não são capazes de

promover transições entre estados com diferente números quânticos I, o que faz do

spin nuclear uma constante de movimento. Sendo assim, o número quântico I de-

termina o subespaço no qual as transições acontecem, especificamente o subespaço

{|I,−I〉 , |I,−I + 1〉 , . . . , |I, I − 1〉 , |I, I〉}. Como exemplo, nos núcleos atômicos com

I = 1/2 as transições ocorrem entre os estados |1/2,−1/2〉 e |1/2, 1/2〉, como é o caso dos

núcleos de hidrogênio 1H e carbono 13C. Na notação, os ı́ndices 1 e 13 correspondem à

soma dos prótons e nêutrons (o número de massa) dos núcleos de hidrogênio e carbono,

respectivamente. De acordo com a mecânica quântica, o operador de spin nuclear (e, con-

sequentemente, o número quântico de spin nuclear) é obtido por meio da combinação dos

operadores de momento angular orbital e de spin dos prótons e nêutrons que compõem o

núcleo atômico, veja a Ref. [84].

Os experimentos realizados em RMN lidam com amostras contendo ensembles

de núcleos atômicos. Nesses experimentos, não se tem acesso aos núcleos atômicos

individualmente, mas sim a todos eles simultaneamente. Isso significa que o resultado de

uma única medição de um observável em uma dada amostra é a média do observável

no ensemble de núcleos analisado. Especificamente, uma única medição de um dado

observável A (por exemplo, a componente Ix, Iy ou Iz do operador de spin nuclear ~I )
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3.2. Interação dos núcleos atômicos com campos magnéticos estáticos 29

fornece como resultado o valor esperado tr (Aρ), sendo ρ o operador densidade que descreve

o estado do ensemble de núcleos atômicos. Além disso, o valor esperado dos observáveis

mensurados pode mudar com o tempo, a depender da dinâmica do estado ρ. Por sua vez, a

dinâmica de ρ quando o ensemble de núcleos atômicos está sujeito a um campo magnético

é fornecida pela já mencionada equação de von Neumann, Eq. (2.8), com hamiltoniano

dado pela Eq. (3.1).

3.2 Interação dos núcleos atômicos com campos magnéticos

estáticos

É interessante agora discutir o caso particular em que um dado núcleo atômico

interage com um campo magnético estático. Especificamente, visando os objetivos da

presente tese, é abordado aqui a interação de um núcleo atômico de número quântico

I = 1/2 com um campo magnético estático na direção z. Nesse caso, o momento de

dipolo magnético é dado pela expressão

~µ = 1
2~γn (σxx̂+ σyŷ + σz ẑ) , (3.7)

na qual σα é a matriz de Pauli α (α = x, y, z). Note que, para I = 1/2, o operador de spin

nuclear assume a forma ~I = 1
2 (σxx̂+ σyŷ + σz ẑ). Por sua vez, o vetor campo magnético

estático é escrito como
~B0 = B0ẑ, (3.8)

em que B0 é a magnitude do vetor campo magnético (B0 > 0). Com isso, substituindo as

Eqs. (3.7) e (3.8) na Eq. (3.1), tem-se o hamiltoniano

HL = −1
2~ωLσz, (3.9)

no qual ωL é a frequência de Larmor (ωL = γnB0).

Conforme discutido na seção anterior, o subespaço de estados de um núcleo

atômico com I = 1/2 é formado pelos estados |1/2,−1/2〉 e |1/2, 1/2〉, os quais são

autoestados de Iz. Uma vez que Iz = 1
2σz, o estado |1/2,±1/2〉 é autoestado de σz com

autovalor ±1, veja a Eq. (3.4). Assim, assumindo γn > 0 (ωL > 0), a atuação de HL no

estado |±〉 = |1/2,∓1/2〉 leva a equação de autovalores

HL |±〉 = E± |±〉 , (3.10)

na qual E± = ±1
2~ωL, com E+ > 0 e E− < 0. Note que a motivação para o uso da notação

|±〉 = |1/2,∓1/2〉 vem do fato dos estados |1/2,−1/2〉 e |1/2, 1/2〉 serem os estados

excitado (E+ > 0) e fundamental (E− < 0), respectivamente. Portanto, a Eq. (3.10)
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30 Caṕıtulo 3. Ressonância magnética nuclear

Figura 3.1: Representação dos ńıveis de energia dos estados fundamental e excitado, E−
e E+, de um núcleo atômico com número quântico de spin nuclear I = 1/2 (e frequência

de Larmor ωL > 0) na ausência e na presença de um campo magnético estático ~B = B0ẑ.

demonstra a quebra da degenerescência dos estados |1/2,−1/2〉 e |1/2, 1/2〉 provocada

por ~B0, o que é ilustrado na Fig. 3.1.

Inicialmente, as amostras analisadas em RMN se encontram em equiĺıbrio térmico,

o que significa que os ensembles de núcleos atômicos são descritos por estados de Gibbs,

Eq. (2.11). Na presença de um campo magnético estático, o estado de Gibbs de um

ensemble de núcleos com I = 1/2 é dado por

ρG = e−βHL

Z
= eβ~ωL/2

eβ~ωL/2 + e−β~ωL/2
|−〉 〈−|+ e−β~ωL/2

eβ~ωL/2 + e−β~ωL/2
|+〉 〈+| , (3.11)

em que Z = tr
(
e−βHL

)
. No limite de altas temperaturas, o qual é definido por β~ωL � 1,

pode-se usar a aproximação e±β~ωL/2 ' 1 ± 1
2β~ωL. Ao usar essa aproximação, o estado

de Gibbs é escrito na forma

ρG = 1
2

(
I + 1

2β~ωLσz
)
, (3.12)

em que I é o operador identidade. Considerando as frequências de Larmor t́ıpicas em

RMN, o limite de altas temperaturas é válido para temperaturas acima de um 1 Kelvin,

veja a Ref. [84].

3.3 Interação dos núcleos atômicos com campos magnéticos

oscilantes

Com o intuito de abordar a interação de um núcleo atômico com um campo

magnético oscilante, é conveniente considerar novamente como exemplo um núcleo atômico

com número quântico I = 1/2. Nesse caso, assumindo que a degenerescência dos ńıveis

de energia foi quebrada por um campo magnético estático, o campo magnético capaz

de realizar transições entre os estados fundamental |−〉 e excitado |+〉 do núcleo deve
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oscilar aproximadamente na frequência de Larmor, pois ∆E = E+ − E− = ~ωL. Nos

experimentos de RMN, são frequentemente empregados campos magnéticos estáticos de

alguns teslas, o que faz com que a frequência de Larmor dos núcleos seja da ordem de MHz

(radiofrequência). Por outro lado, os campos magnéticos de radiofrequência comumente

usados em RMN são da ordem de alguns gauss (1 gauss = 10−4 tesla), de modo que a

perturbação causada por eles no espaçamento dos ńıveis de energia é despreźıvel.

Usando a teoria de perturbação dependente do tempo, a probabilidade de

transição do estado |−〉 para o estado |+〉 é dada pela expressão [82]

P|−〉→|+〉 = 1
~2

∣∣∣∣∫ t

0
dt′eiωLt

′ 〈+|Hrf (t′) |−〉
∣∣∣∣2 , (3.13)

em que Hrf (t) = −~µ · ~Brf (t), com ~Brf (t) sendo o campo magnético de radiofrequência.

Como ~µ é dado pela Eq. (3.7), pode-se ver então que a componente z de ~Brf (t) não

promove transição, pois 〈+|σz |−〉 = 0. Sendo assim, considerando uma polarização

circular no plano xy, o campo magnético de radiofrequência de interesse aqui é dado

por
~Brf (t) = Brf [cos (ωrf t+ φ) x̂+ sen (ωrf t+ φ) ŷ] , (3.14)

em que Brf é a amplitude do campo, ωrf é a frequência com que ele oscila, e φ é a

fase. Com isso, a interação ressonante entre o núcleo atômico e o campo magnético de

radiofrequência é descrita então pelo hamiltoniano

Hrf (t) = −1
2~Ωrf [cos (ωLt+ φ)σx + sin (ωLt+ φ)σy] , (3.15)

no qual Ωrf = γnBrf .

Na presença do campo magnético estático e do campo magnético de radiofrequên-

cia, a dinâmica de um ensemble de átomos com I = 1/2 é fornecida pela equação de von

Neumann, Eq. (2.8), com hamiltoniano

H (t) = HL +Hrf (t) . (3.16)

Em RMN, é mais conveniente lidar com a equação de von Neumann na representação de

interação, ao invés da representação de Schrödinger. A mudança de representação é feita

atuando, respectivamente, os operadores U0 (t) = e−iH0t/~ = e−iHLt/~ e U †0 (t) à direita

e à esquerda da Eq. (2.8). Fazendo isso, chega-se então à equação de von Neumann na

representação de interação
dρ̃ (t)
dt

= 1
i~
[
H̃ (t) , ρ̃ (t)

]
, (3.17)

na qual

H̃ (t) = U †0 (t)Hrf (t)U0 (t) (3.18)
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e

ρ̃ (t) = U †0 (t) ρ (t)U0 (t) . (3.19)

Observe que a notação til é usada para distinguir a representação de interação da

representação de Schrödinger. Substituindo agora a Eq. (3.16) na Eq. (3.18), levando

em conta as relações

e−iωLtσz/2σxe
iωLtσz/2 = cos (ωLt)σx + sin (ωLt)σy (3.20)

e

e−iωLtσz/2σye
iωLtσz/2 = cos (ωLt)σy − sin (ωLt)σx, (3.21)

pode-se ver que o hamiltoniano na representação de interação é dado explicitamente pela

expressão

H̃ = −1
2~Ωrf [cos (φ)σx + sen (φ)σy] . (3.22)

Conforme discutido na seção anterior, o estado inicial de qualquer experimento

em RMN envolvendo um ensemble de núcleos atômicos com I = 1/2 é dado, em boa

aproximação, pela Eq. (3.12). Substituindo a Eq. (3.12) na Eq. (3.19), tem-se ρ̃G = ρG,

pois [HL, σz] = 0. Então, na representação de interação, o estado inicial dos experimentos

continua sendo dado pela Eq. (3.12). Além disso, ao atuar o operador evolução temporal

U (t) = e−iH̃t/~ e seu adjunto U † (t) à esquerda e à direita da Eq. (3.12), respectivamente,

obtém-se

ρ̃ (t) = 1
2

[
I + 1

2β~ωLU (t)σzU † (t)
]
, (3.23)

o que mostra que somente a parte do estado ρG que contém σz sofre a ação do campo

magnético de radiofrequência.

Nos experimentos realizados em RMN, os valores t́ıpicos de β~ωL são da ordem

de 10−5. Então, ao olhar para a Eq. (3.23), pode-se ver que o campo magnético de

radiofrequência perturba minimamente o estado do ensemble de núcleos atômicos. Sendo

assim, o estado mostrado na Eq. (3.23) não é capaz de descrever, por exemplo, a dinâmica

de estados puros. No entanto, é posśıvel fazer isso ao levar em conta somente a parte do

estado que sofre a ação de ~Brf (t). A ideia, considerando o exemplo do estado puro, é

encontrar um conjunto de operações que transforme o estado ρG no estado

ρ̃|ψ〉 = 1
2 (1− ε) I + ε

∣∣∣ψ̃〉 〈ψ̃∣∣∣ , (3.24)

sendo ε uma constante e
∣∣∣ψ̃〉 o estado puro que se deseja abordar, o qual recebe o nome
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de estado pseudo-puro. Com isso, a evolução temporal de ρ̃|ψ〉 é dada pela expressão

ρ̃ (t) = 1
2 (1− ε) I + ε U (t)

∣∣∣ψ̃〉 〈ψ̃∣∣∣U † (t) , (3.25)

ficando, portanto, evidente a dinâmica quântica do estado pseudo-puro. A partir do estado

pseudo-puro, é posśıvel construir qualquer outro estado. Além disso, o estado pseudo-puro

ajuda a entender a atuação do operador evolução temporal. Comparando a expressão

U (t) = eiΩrf t[cos(φ)σx+sen(φ)σy ]/2 com o operador de rotação R (θ) = eiθn̂·
~I , no qual θ é o

ângulo de rotação e n̂ é um vetor unitário, pode-se ver que U (t) provoca uma rotação de

θ = Ωrf t em torno do eixo n̂ = cos (φ) x̂+ sen (φ) ŷ no estado
∣∣∣ψ̃〉. A rotação de

∣∣∣ψ̃〉 pode

ser visualizada usando a esfera de Bloch, consulte a Ref. [86].

3.4 Interações entre núcleos atômicos

Além de interagirem com campos magnéticos externos, os núcleos atômicos

de interesse em uma dada amostra também interagem uns com os outros e com o

ambiente que os cerca. As interações mais comuns são a interação de deslocamento

qúımico, a interação dipolar, a interação escalar e a interação quadrupolar. A interação

de deslocamento qúımico é a interação do núcleo atômico com o campo magnético local

gerado pelo movimento orbital dos elétrons vizinhos a ele. A interação dipolar, por sua

vez, corresponde à interação direta entre os momentos de dipolo magnéticos de dois

núcleos atômicos por meio do campo magnético gerado por cada um deles na posição

do outro. De maneira semelhante, a interação escalar também é uma interação entre os

momentos de dipolo magnéticos de núcleos próximos uns dos outros, a diferença aqui é que

a interação entre eles é indireta: a interação é mediada pela nuvem eletrônica que separa os

núcleos atômicos em questão. Por fim, a interação quadrupolar é a interação eletrostática

do momento de quadrupolo elétrico da distribuição de carga do núcleo atômico com

elétrons e ı́ons vizinhos. Apesar de ser uma interação elétrica, a interação de quadrupolo

altera a orientação espacial do núcleo atômico e, consequentemente, exerce influência em

suas propriedades magnéticas. Somente núcleos com numero quântico I > 1/2 possuem

momento de quadrupolo elétrico, pois neles a distribuição de carga não é esférica.

A amostra de interesse nesta tese é uma amostra ĺıquida, especificamente uma

solução de clorofórmio (CHCl3), veja o Cap. 4. Nesse tipo de amostra, o movimento

aleatório das moléculas faz com que algumas das interações descritas acima (interações

internas) sejam despreźıveis, fazendo com que somente as interações de deslocamento

qúımico e escalar sobrevivam [84]. Para núcleos atômicos com número quântico I = 1/2,

por exemplo os núcleos de hidrogênio 1H e carbono 13C da molécula de clorofórmio, o
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34 Caṕıtulo 3. Ressonância magnética nuclear

hamiltoniano que descreve o deslocamento qúımico tem a forma (aproximada)

HDQ = 1
2~δisoγnB0σz, (3.26)

na qual o parâmetro δiso é chamado de deslocamento qúımico isotrópico. Como se pode

ver ao comparar HDQ com HL (Eq. (3.9)), a interação de deslocamento qúımico desloca

a frequência de ressonância do núcleo atômico de ωL para ω = (1− δiso)ωL. Em geral,

o deslocamento qúımico isotrópico é consideravelmente menor que um, o que faz com

que a correção na frequência de Larmor seja pequena. Por sua vez, a interação escalar

entre dois núcleos atômicos A e B, ambos com número quântico I = 1/2, é descrita pelo

hamiltoniano

HJ = 1
2~πJσz,Aσz,B, (3.27)

com J sendo a constante de acoplamento escalar e σz,A(B) a matriz de Pauli z do núcleo

atômico A (B).

Na representação de interação, se o termo de interação com o campo magnético

de radiofrequência for muito maior que o termo de interação escalar, então a evolução

do núcleo atômico é aproximadamente unitária. Somente essa situação é considerada na

presente tese, isto é, a interação escalar é levada em conta somente quando não houver

um campo magnético de radiofrequência incidindo sobre a amostra.
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Motor térmico de Otto quântico

No presente caṕıtulo é estudado um MTOQ no qual a substância de trabalho é

um SDN. Conforme discutido no Cap. 2, o ciclo de Otto quântico consiste em duas etapas

isentrópicas e duas etapas isocóricas: nas etapas isentrópicas a substância de trabalho

evolui unitariamente, e em cada etapa isocórica ela evolui acoplada a um dado reservatório

de térmico, usualmente. O objetivo aqui é analisar a eficiência do MTOQ em questão

no regime de tempos finitos ao substituir o reservatório térmico quente por outro tipo

de reservatório. Neste caṕıtulo são abordados dois tipos de reservatórios: reservatórios

térmicos comprimidos e reservatórios com temperatura negativa. Além disso, também é

mostrado um esquema experimental, no contexto de RMN, que pode ser utilizado como

prova de conceito para os diferentes casos. No entanto, visando proporcionar uma melhor

compreensão, o caṕıtulo começa com a apresentação da situação na qual o MTOQ de

interesse opera somente com reservatórios térmicos.

4.1 O motor térmico operando somente com reservatórios

térmicos

Nesta seção é abordado o MTOQ proposto e implementado experimentalmente

no contexto de RMN por Peterson et al. na Ref. [56]. Esse MTOQ é a base para os estudos

apresentados nas próximas seções.

4.1.1 Dinâmica de um sistema de dois ńıveis acoplado fracamente a um

reservatório térmico

Um reservatório térmico é descrito por um estado de Gibbs, Eq. (2.11), com

temperatura TR > 0 e hamiltoniano HR. Além disso, considerando como modelo f́ısico

um conjunto infinito de osciladores harmônicos quânticos com infinitas frequências Ωk, o
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hamiltoniano do reservatório é dado por

HR = ~
∑
k

Ωka
†
kak, (4.1)

em que a†k é o k-ésimo operador criação e ak o k-ésimo operador aniquilação.

A dinâmica de um SDN acoplado fracamente a um reservatório térmico, conforme

abordado no Cap. 2, é fornecida pela equação mestra markoviana apresentada na Eq.

(2.10). Com o intuito de obter a forma expĺıcita dessa equação, além da Eq. (4.1), é

necessário especificar também os hamiltonianos que descrevem o SDN e sua interação

com o reservatório térmico. O hamiltoniano do SDN tem a forma

H = −1
2~ω0σα, (4.2)

em que ω0 é frequência e σα é a matriz de Pauli α, com α = x, y, z. Por sua vez, o

hamiltoniano que descreve a interação é dado pela expressão

Hint = ~
∑
k

gk (σ− + σ+)
(
ak + a†k

)
, (4.3)

na qual gk é a k-ésima constante de acoplamento e σ± = |±〉 〈∓|, sendo |−〉 e |+〉 os

autoestados do hamiltoniano H (H |±〉 = ±1
2~ω |±〉). Com isso, de acordo com o Ap. B,

a equação mestra markoviana é

dρ (t)
dt

= 1
i~

[H, ρ (t)] + κ

2 (nR + 1) [2σ−ρ (t)σ+ − {σ+σ−, ρ (t)}]

+ κ

2nR [2σ+ρ (t)σ− − {σ−σ+, ρ (t)}] , (4.4)

na qual

nR = 1
eβR~ω0 − 1 . (4.5)

Nas Eqs. (4.4) e (4.5), κ é a taxa de decaimento, nR é o número médio de fótons de um

oscilador harmônico do reservatório com frequência ω0 (o qual é fornecido pela distribuição

de Bose-Einstein), e βR = 1/kBTR. Dessa forma, resolvendo a Eq. (4.4), se chega então

ao estado

ρ (t) =
{

e−κ(2nR+1)t
[
〈−| ρ (0) |−〉 − nR + 1

2nR + 1

]
+ nR + 1

2nR + 1

}
|−〉 〈−|

+ e−(κ/2)(2nR+1)t
[
eiω0t 〈−| ρ (0) |+〉 |−〉 〈+|+ e−iω0t 〈+| ρ (0) |−〉 |+〉 〈−|

]
+
{

e−κ(2nR+1)t
[
〈+| ρ (0) |+〉 − nR

2nR + 1

]
+ nR

2nR + 1

}
|+〉 〈+| , (4.6)

no qual ρ (0) é o estado inicial do SDN. Sendo assim, ao tomar o limite t → ∞, o SDN
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alcança assintoticamente o estado de Gibbs

ρ (t→∞) = nR + 1
2nR + 1 |−〉 〈−|+

nR
2nR + 1 |+〉 〈+| =

e−βRH

Z
, (4.7)

com Z = tr
[
e−βRH

]
. Essa equação mostra, portanto, a termalização do SDN com o

reservatório térmico.

4.1.2 Descrição do ciclo

O ciclo de Otto quântico que descreve o MTOQ abordado nesta seção consiste

nas seguintes etapas (veja a Fig. 4.1):

Expansão. Nesta primeira etapa do ciclo, o SDN evolui unitariamente conforme seu

hamiltoniano muda de H1 = −1
2~ω1σx para H2 = −1

2~ω2σy, sendo ω1(2) a frequência

inicial (final) do SDN e σx(y) a matriz de Pauli x (y). As frequências ω1 e ω2 são definidas

de modo que ω1 < ω2, ou seja, a evolução unitária expande o gap de energia do SDN. Além

disso, o estado inicial do SDN é o estado de Gibbs ρG,1 = e−β1H1/Z1 com temperatura

T1 = 1/kBβ1 (T1 > 0) e função partição Z1 = tr
(
e−β1H1

)
. Como o processo é unitário, o

estado ρG,1 evolui de acordo com o operador unitário U (τ) = T+e−(i/~)
∫ τ

0 H(t)dt, no qual

T+ é o operador ordenamento de tempo, H (t) é o hamiltoniano do SDN no instante t, e τ

é o tempo de duração da evolução. Portanto, a expressão ρ2 (τ) = U (τ) ρG,1U † (τ) fornece

o estado final do SDN.

Aquecimento. Neste estágio, o SDN é acoplado fracamente a um reservatório térmico

quente com temperatura T2 > T1 e evolui até a termalização. Seu hamiltoniano permanece

fixo em H2 durante todo o processo. Assim, o SDN evolui do estado ρ2 (τ) para o estado

de Gibbs ρG,2 = e−β2H2/Z2, no qual β2 = 1/kBT2 e Z2 = tr
(
e−β2H2

)
.

Compressão. Aqui, o SDN é desacoplado do reservatório térmico quente e evolui unita-

riamente de acordo com o operador U † (τ), o qual corresponde à reversão temporal do

estágio de expansão descrito acima. Dessa forma, o hamiltoniano retorna de H2 para H1

ao longo do caminho oposto ao tomado de H1 para H2. Consequentemente, o estado do

SDN evolui de ρG,2 para ρ1 (τ) = U † (τ) ρG,2U (τ).

Resfriamento. Nesta etapa final do ciclo, de maneira semelhança à etapa de aquecimento,

o SDN é acoplado fracamente a um reservatório térmico frio com temperatura T1 e evolui

até a termalização. O processo de termalização ocorre com o hamiltoniano fixo em H1.

Assim, o ciclo termina com o SDN evoluindo do estado ρ1 (τ) para o estado de Gibbs ρG,1.

O ciclo de Otto quântico descrito acima não necessariamente funciona como um

MTOQ. Para que isso ocorra, conforme discutido no Cap. 2, a condição Wĺıq < 0 deve

ser satisfeita, ou seja, trabalho ĺıquido deve ser extráıdo do ciclo. Antes de impor essa
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38 Caṕıtulo 4. Motor térmico de Otto quântico

Figura 4.1: Esquema representativo do motor térmico de Otto quântico descrito no texto.
O processo A → B corresponde à etapa de expansão, o processo B → C à etapa de
aquecimento, o processo C → D à etapa de compressão, e o processo D → A à etapa de
resfriamento. As caixas de diálogo mostram o hamiltoniano e o estado da substância
de trabalho (um sistema de dois ńıveis) nos pontos A, B, C e D. A descrição dos
hamiltonianos e dos estados está na explicação das etapas do ciclo fornecida no texto. A
figura também mostra a direção dos fluxos de trabalho e de calor quando o ciclo funciona
como uma motor térmico quântico. Na figura, Wexp é o trabalho na etapa de expansão,
Qaq é o calor na etapa de aquecimento, Wcomp é o trabalho na etapa de compressão, e Qresf

é o calor na etapa de resfriamento. De acordo com o texto principal, não há trabalho nas
etapas de aquecimento e resfriamento, e não há calor nas etapas de expansão e compressão.

condição ao ciclo em questão, é necessário primeiro obter o trabalho em cada uma de suas

etapas. Dessa forma, a tarefa a seguir é determinar as expressões dessas quantidades.

4.1.3 Trabalho e calor nas diferentes etapas do ciclo

Como o ciclo descrito acima é um ciclo de Otto quântico, há apenas trabalho nas

etapas de expansão e compressão, Wexp e Wcomp, e apenas calor nas etapas de aquecimento

e resfriamento, Qaq e Qresf . Assim, a primeira lei da termodinâmica, consulte a Eq. (2.17),

fornece as expressões

Wexp = tr [H2ρ2 (τ)]− tr (H1ρG,1) , (4.8)

Wcomp = tr [H1ρ1 (τ)]− tr (H2ρG,2) , (4.9)

Qaq = tr (H2ρG,2)− tr [H2ρ2 (τ)] (4.10)

e

Qresf = tr (H1ρG,1)− tr [H1ρ1 (τ)] , (4.11)
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as quais são simplesmente a variação da energia do SDN nas diferentes etapas do ciclo de

Otto quântico. Com isso, usando a relação

H1(2)

∣∣∣±1(2)
〉

= ±1
2~ω1(2)

∣∣∣±1(2)
〉
, (4.12)

em que
∣∣∣−1(2)

〉
e
∣∣∣+1(2)

〉
são os autoestados do hamiltoniano H1(2), essas equações resultam

em

Wexp = −1
2~ (ω2 − ω1) tgh

(1
2β1~ω1

)
+ ξ~ω2tgh

(1
2β1~ω1

)
, (4.13)

Wcomp = 1
2~ (ω2 − ω1) tgh

(1
2β2~ω2

)
+ ξ~ω1tgh

(1
2β2~ω2

)
, (4.14)

Qaq = 1
2~ω2

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
− tgh

(1
2β2~ω2

)]
− ξ~ω2tgh

(1
2β1~ω1

)
(4.15)

e

Qresf = −1
2~ω1

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
− tgh

(1
2β2~ω2

)]
− ξ~ω1tgh

(1
2β2~ω2

)
, (4.16)

com

ξ = |〈±2|U (τ) |∓1〉|2 =
∣∣∣〈±1|U † (τ) |∓2〉

∣∣∣2 , (4.17)

o qual é chamado aqui de parâmetro de adiabaticidade.

O parâmetro de adiabaticidade é a probabilidade de transição entre os autoestados

|∓1〉 e |±2〉, como se pode ver, e seu nome faz referência ao teorema adiabático da mecânica

quântica. De acordo com o teorema adiabático, se a etapa de expansão (compressão) for

realizada no regime quase-estático, o autoestado
∣∣∣±1(2)

〉
evolui para o autoestado

∣∣∣±2(1)
〉
,

o que implica ξ = 0 (veja a Eq. (4.17)). Por outro lado, se o processo de expansão

(compressão) ocorrer instantaneamente, o operador evolução temporal tende ao operador

identidade e, portanto, o autoestado
∣∣∣±1(2)

〉
se mantém inalterado, o que resulta em

ξ = 1/2 (o qual é o valor máximo do parâmetro de adiabaticidade). Uma vez que o

parâmetro ξ carrega toda informação relacionada à velocidade com que as etapas de

expansão e compressão acontecem, ele possui um papel fundamental no desempenho do

motor térmico. Portanto, esse parâmetro é essencial para o estudo do MTOQ no regime

de tempos finitos.

4.1.4 Condição para que o ciclo opere como um motor térmico

Agora, com as expressões de todos os trabalhos ao longo do ciclo, é posśıvel

determinar em quais situações o ciclo de Otto quântico em questão trabalha como um

motor térmico. Para isso, repetindo, é necessário impor a condição Wĺıq < 0. O trabalho
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ĺıquido, o qual é a soma das Eqs. (4.13) e (4.14), é dado pela expressão

Wĺıq = −1
2~ (ω2 − ω1)

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
− tgh

(1
2β2~ω2

)]
+ ξ~

[
ω2tgh

(1
2β1~ω1

)
+ ω1tgh

(1
2β2~ω2

)]
. (4.18)

Dessa forma, a condição para que o ciclo de Otto quântico opere como um MTOQ é

ξ <
(ω2 − ω1)

[
tgh

(
1
2β1~ω1

)
− tgh

(
1
2β2~ω2

)]
2
[
ω2tgh

(
1
2β1~ω1

)
+ ω1tgh

(
1
2β2~ω2

)] . (4.19)

Além disso, uma vez que ω2 > ω1 e ξ ≥ 0 (pois ξ é uma probabilidade), a Eq. (4.19)

requer

tgh
(1

2β1~ω1

)
> tgh

(1
2β2~ω2

)
, (4.20)

o que implica
ω1

ω2
>
β2

β1
= T1

T2
. (4.21)

Essas expressões são essenciais para a análise da eficiência do MTOQ fornecida na próxima

subseção.

Antes de abordar a eficiência do MTOQ, é interessante analisar a direção do

fluxo das diferente formas de energia em cada etapa do ciclo. A direção do trabalho na

etapa de compressão é imediata: sendo ω2 > ω1, então a Eq. (4.14) fornece Wcomp > 0.

Consequentemente, uma vez que Wĺıq = Wexp +Wcomp < 0, Wexp < 0. Examinando agora

a calor na etapa de resfriamento, veja a Eq. (4.16), a relação dada pela Eq. (4.20) implica

em Qresf < 0. Por fim, a conservação da energia, Wĺıq +Qaq +Qresf = 0, leva a Qaq > 0.

Portanto, o MTOQ realiza trabalho na etapa de expansão, absorve calor do reservatório

térmico quente na etapa de aquecimento, consome trabalho na etapa de compressão e

perde calor para o reservatório térmico frio na etapa de resfriamento. A Fig. 4.1 mostra

graficamente a direção de todos esses fluxos.

4.1.5 Eficiência do motor térmico

A eficiência é uma quantidade essencial para avaliar o desempenho de qualquer

motor térmico. Como definido no Cap. 2, a eficiência é dada pela expressão η =
−Wĺıq/Qabs, na qual Qabs é o calor absorvido pelo motor térmico durante o ciclo. Uma vez

que Qabs = Qaq, conforme discutido acima, as Eqs. (4.15) e (4.18) levam então à eficiência

η = 1− ω1

ω2

(
1 + 2ξF
1− 2ξG

)
, (4.22)
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na qual

F =
tgh

(
1
2β2~ω2

)
tgh

(
1
2β1~ω1

)
− tgh

(
1
2β2~ω2

) (4.23)

e

G =
tgh

(
1
2β1~ω1

)
tgh

(
1
2β1~ω1

)
− tgh

(
1
2β2~ω2

) . (4.24)

O MTOQ discutido aqui compartilha uma caracteŕıstica com os motores térmicos

de Otto clássicos: sua eficiência é máxima quando ele opera no regime quase estático. Para

demonstrar essa afirmação, é preciso primeiro calcular a eficiência do MTOQ nesse regime.

Assim, considerando ξ = 0, a Eq. (4.22) fornece a eficiência de Otto

ηOtto = 1− ω1

ω2
. (4.25)

Além disso, como pode ser facilmente mostrado, a Eq. (4.20) implica em

1 + 2ξF
1− 2ξG ≤ 1, (4.26)

sendo a igualdade satisfeita comente se ξ = 0. Sendo assim, η ≤ ηOtto, o que significa

que o regime de tempos finitos (ξ > 0) reduz a eficiência do MTOQ. Dessa forma,

aumentar a velocidade das etapas de expansão e compressão pode contribuir para o

aumento da potência do MTOQ, mas compromete sua eficiência. Por fim, a Eq. (4.21)

leva a η ≤ ηOtto < ηC , em que ηC é a eficiência de Carnot (ηC = 1 − T1/T2). Portanto,

assim como os motores térmicos clássicos, a eficiência do MTOQ em questão não é capaz

de ultrapassar as eficiências de Otto e Carnot.

4.1.6 Resultados numéricos

O propósito aqui é apresentar alguns resultados numéricos referentes à eficiência

do MTOQ discutido acima. Para esse fim, a evolução unitária U (τ) considerada aqui é

descrita pelo hamiltoniano

H (t) = −1
2~ω (t)

[
cos

(
πt

2τ

)
σx + sen

(
πt

2τ

)
σy

]
, (4.27)

no qual ω (t) =
(
1− t

τ

)
ω1 + t

τ
ω2. Observe que H (0) = H1 e H (τ) = H2. Tendo como

foco a implementação no contexto de RMN, as frequências escolhidas são ω1 = 2.4π kHz

e ω2 = 7, 2π kHz. Uma vez que o operador U (τ) está definido, a Eq. (4.17) fornece então

o parâmetro de adiabaticidade ξ para um dado tempo τ . A Fig. 4.2 mostra o gráfico de

ξ versus τ . Como se pode ver, ξ é máximo quando τ → 0 e, apesar da oscilação, decresce

conforme τ cresce.
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Figura 4.2: Gráfico do parâmetro de adiabaticidade ξ em função do tempo τ , sendo τ dado
em microssegundos (µs). Como descrito no texto, o gráfico foi obtido para as frequência
ω1 = 2.4π kHz e ω2 = 7, 2π kHz.

Com o intuito de obter numericamente a eficiência do MTOQ, resta ainda

especificar a temperatura dos reservatórios térmicos frio o quente. Para esse propósito,

é conveniente usar a relação

β1(2) = 1
~ω1(2)

ln
1− p+

1(2)

p+
1(2)

 , (4.28)

na qual p+
1(2) = tr

(∣∣∣+1(2)
〉 〈

+1(2)

∣∣∣ ρG,1(2)
)
. Logo, β1(2) é determinado pela população p+

1(2).

Fixando p+
1 = 0.25, a região vermelha do gráfico mostrado na Fig. 4.2(a) mostra os valores

de p+
1(2) e ξ em que Wĺıq < 0. Além disso, com p+

2 = 0.4, a Fig. 4.2(b) mostra o gráfico de

η em função de τ . Como se pode observar, a eficiência do MTOQ, a linha preta cont́ınua,

é sempre menor que a eficiência de Otto, a linha cinza tracejada, e vai a zero para tempos

curtos. A oscilação da eficiência η é devida à oscilação de ξ mostrada na Fig. 4.2.

4.2 O motor térmico operando com um dos reservatórios

térmicos comprimido

Na presente seção é estudado o desempenho do MTOQ descrito anteriormente

ao substituir seu reservatório térmico quente por um reservatório térmico comprimido.

Alguns dos resultados mostrados aqui estão na Ref. [80]. Os passos seguidos nesta seção

são os mesmos seguidos na seção anterior.
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Figura 4.3: Gráficos de (a) ξ versus p+
2 e (b) η versus τ (em µs). Em ambos os gráficos,

p+
1 = 0.25, ω1 = 2.4π kHz e ω2 = 7, 2π kHz. Como se pode ver, a região vermelha em (a)

destaca para quais valores de ξ e p+
2 a condição Wĺıq < 0 é satisfeita. Em (b), assumindo

p+
2 = 0.4, a linha cinza tracejada corresponde à eficiência de Otto, ηOtto, e a linha preta

cont́ınua à eficiência do MTOQ, η.

4.2.1 Dinâmica de um sistema de dois ńıveis acoplado fracamente a um

reservatório térmico comprimido

A caracterização de um reservatório térmico comprimido requer a definição

dos chamados estados comprimidos. Por sua vez, a definição de tais estados requer a

apresentação do prinćıpio de incerteza. Portanto, a primeira coisa a se fazer aqui é

introduzir esse prinćıpio.

O prinćıpio da incerteza diz respeito a medição simultânea de dois observáveis

de um dado sistema quântico [87]. Considerando dois operadores hermitianos A e B, os

quais satisfazem a relação de comutação

[A,B] = iC, (4.29)

o prinćıpio da incerteza estabelece que

(∆A)2 (∆B)2 ≥ 1
4 |tr (Cρ)|2 , (4.30)

sendo

(∆A)2 = tr
(
A2ρ

)
− [tr (Aρ)]2 (4.31)

e

(∆B)2 = tr
(
B2ρ

)
− [tr (Bρ)]2 , (4.32)

em que ρ é o estado no qual a medição dos observáveis A e B é realizada. As quantidades

(∆A)2 e (∆B)2, conhecidas como desvios médios quadráticos, quantificam a flutuação dos
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44 Caṕıtulo 4. Motor térmico de Otto quântico

resultados das medições de A e B em um ensemble de estados ρ. De acordo com o prinćıpio

de incerteza, essas flutuações são simultaneamente nulas somente se A e B comutarem,

ou seja, se C = 0.

Com o enunciado do prinćıpio da incerteza, é posśıvel agora definir estado

comprimido. Usando a Eq. (4.30), o estado ρ é dito ser um estado comprimido se

(∆A)2 <
1
2 |tr (Cρ)| (4.33)

ou

(∆B)2 <
1
2 |tr (Cρ)| , (4.34)

veja as Refs. [88, 89]. Portanto, a compressão se dá em uma das flutuações, significando

que um dos desvios médios quadráticos é menor que o outro.

O reservatório térmico comprimido é descrito aqui em termos do reservatório

térmico discutido na seção anterior. Assim, como o modelo f́ısico do reservatório consiste

em um conjunto de osciladores harmônicos quânticos, seu hamiltoniano é dado pela Eq.

(4.1). No entanto, seu estado é dado agora por

ρR = SR
e−βRHR

ZR
S†R, (4.35)

em que SR é o operador de compressão [83]. O operador SR, por sua vez, tem a forma

SR =
∏
k

e
(χk/2)

[
e−iθka2

k−e
iθk(a†k)

2
]
, (4.36)

com χk sendo o k-ésimo parâmetro de compressão. Esse operador é responsável pela

compressão dos desvios médios quadráticos dos operadores posição ou dos operadores

momento dos osciladores harmônicos quânticos que compõem o reservatório [88,89].

Finalmente, a equação mestra markoviana que descreve a dinâmica do SDN

acoplado fracamente ao reservatório comprimido, veja o Ap. B, tem a forma

dρ (t)
dt

= 1
i~

[H, ρ (t)] + κ

2 (N + 1) [2σ−ρ (t)σ+ − {σ+σ−, ρ (t)}]

+ κ

2N [2σ+ρ (t)σ− − {σ−σ+, ρ (t)}]

+ κM
[
e−iω0tσ+ρ (t)σ+ + eiω0tσ−ρ (t)σ−

]
, (4.37)

na qual

N =
(
µ2 + ν2

)
nR + ν2 (4.38)

e

M = −µν (2nR + 1) , (4.39)
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4.2. O motor térmico operando com um dos reservatórios térmicos comprimido 45

sendo µ = cosh (χ), ν = senh (χ) e nR dado pela Eq. (4.5). Aqui, χ é o parâmetro

de squeezing associado ao modo do reservatório que efetivamente se acopla ao SDN; por

simplicidade, a fase θ correspondente é considerada zero. Resolvendo a Eq. (4.37), consulte

o Ap. B, o estado ρ (t) obtido é

ρ (t) =
{

e−κ(2N+1)t
[
〈−| ρ (0) |−〉 − N + 1

2N + 1

]
+ N + 1

2N + 1

}
|−〉 〈−|

+ e−κ(2N+1)t/2eiω0t [cosh (κMt) 〈−| ρ (0) |+〉+ senh (κMt) 〈+| ρ (0) |−〉] |−〉 〈+|

+ e−κ(2N+1)t/2e−iω0t [cosh (κMt) 〈+| ρ (0) |−〉+ senh (κMt) 〈−| ρ (0) |+〉] |+〉 〈−|

+
{

e−κ(2N+1)t
[
〈+| ρ (0) |+〉 − N

2N + 1

]
+ N

2N + 1

}
|+〉 〈+| . (4.40)

Consequentemente, o estado assintótico do SDN é

ρ (t→∞) = N + 1
2N + 1 |−〉 〈−|+

N

2N + 1 |+〉 〈+| , (4.41)

o qual é convenientemente reescrito na forma

ρ (t→∞) = S
e−βRH

Z
S†, (4.42)

com o operador S definido de acordo com a atuação

S |±〉 〈±|S† = 1
µ2 + ν2

(
µ2 |±〉 〈±|+ ν2 |∓〉 〈∓|

)
. (4.43)

Como se pode ver, o operador S é o efeito causado pela compressão do reservatório térmico

no SDN; se não há compressão, o que significa que χ = 0, então ρ (t→∞) = e−βRH/Z.

4.2.2 Descrição do ciclo

O ciclo de Otto quântico de interesse aqui é baseado no ciclo descrito na seção

anterior, a única diferença está na etapa de aquecimento. Substituindo o reservatório

térmico quente do ciclo discutido anteriormente por um reservatório térmico comprimido,

a etapa de aquecimento é então anunciada da seguinte forma:

Aquecimento. Aqui, o SDN se acopla fracamente a um reservatório térmico comprimido e

evolui até a equilibração. Durante todo o processo, o hamiltoniano do SDN é mantido fixo

em H2. Então, no final do processo de equilibração, o SDN atinge o estado estacionário

ρSG,2 = SρG,2S
†, no qual o operador S descreve o efeito da compressão do reservatório

térmico sobre o SDN.

Além disso, como consequência da mudança de reservatório, o estado ρG,2 da etapa de

compressão deve ser substitúıdo por ρSG,2.
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46 Caṕıtulo 4. Motor térmico de Otto quântico

4.2.3 Trabalho e calor nas diferentes etapas do ciclo

A mudança de ρG,2 por ρSG,2 nas Eqs. (4.8)-(4.11) fornece os calores e os trabalhos

no ciclo de Otto quântico descrito acima. Então, com a ajuda da Eq. (4.43), essas

quantidades são dadas pelas expressões

Wcomp = 1
2~ (ω2 − ω1) ζtgh

(1
2β2~ω2

)
+ ~ξζω1tgh

(1
2β2~ω2

)
, (4.44)

Qaq = 1
2~ω2

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
− ζtgh

(1
2β2~ω2

)]
− ~ξω2tgh

(1
2β1~ω1

)
(4.45)

e

Qresf = −1
2~ω1

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
− ζtgh

(1
2β2~ω2

)]
− ~ξζω1tgh

(1
2β2~ω2

)
, (4.46)

nas quais

ζ = 1
µ2 + ν2 . (4.47)

Uma vez que a mudança de ρG,2 por ρSG,2 não altera a Eq. (4.8), resultando então na Eq.

(4.13), o trabalho Wexp não é mostrado novamente aqui.

4.2.4 Condição para que o ciclo opere como um motor térmico

Aqui, ao somar as Eqs. (4.13) e (4.44), o trabalho ĺıquido do ciclo de Otto quântico

em questão é dado pela expressão

Wĺıq = −1
2~ (ω2 − ω1)

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
− ζtgh

(1
2β2~ω2

)]
+ ξ~

[
ω2tgh

(1
2β1~ω1

)
+ ζω1tgh

(1
2β2~ω2

)]
. (4.48)

Como essa expressão difere daquela mostrada na Eq. (4.18), é necessário impor novamente

a condição Wĺıq < 0 para determinar quando o ciclo em questão trabalha como um MTOQ.

Essa condição, aplicada à Eq. (4.48), resulta em

ξ <
(ω2 − ω1)

[
tgh

(
1
2β1~ω1

)
− ζtgh

(
1
2β2~ω2

)]
2
[
ω2tgh

(
1
2β1~ω1

)
+ ζω1tgh

(
1
2β2~ω2

)] , (4.49)

com

tgh
(1

2β1~ω1

)
> ζtgh

(1
2β2~ω2

)
. (4.50)

Assim como na seção anterior, é interessante discutir agora a direção dos fluxos

de trabalho e calor quando Wĺıq < 0. Na etapa de compressão, a escolha de ω2 > ω1

implica em Wcomp > 0, veja a Eq. (4.44). Como consequência, olhando agora para a etapa
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de expansão, Wĺıq < 0 resulta em Wexp < 0. Já na etapa de resfriamento, a Eq. (4.50)

fornece Qresf < 0, analise a Eq. (4.46). Na etapa de aquecimento, finalmente, a relação

Wĺıq + Qaq + Qresf = 0 mostra que Waq > 0. Portanto, quando Wĺıq < 0, o SDN realiza

trabalho na etapa de expansão, absorve calor na etapa de aquecimento, consome trabalho

na etapa de compressão e perde calor na etapa de resfriamento.

4.2.5 Eficiência do motor térmico

Para o MTOQ em questão, a eficiência é obtida identificando Qabs = Qaq,

conforme demonstrado acima. Logo, a eficiência é dada pela expressão

η = 1− ω1

ω2

(
1 + 2ξF
1− 2ξG

)
, (4.51)

na qual

F =
ζtgh

(
1
2β2~ω2

)
tgh

(
1
2β1~ω1

)
− ζtgh

(
1
2β2~ω2

) (4.52)

e

G =
tgh

(
1
2β1~ω1

)
tgh

(
1
2β1~ω1

)
− ζtgh

(
1
2β2~ω2

) . (4.53)

Assim como na seção anterior, a substituição de ξ = 0 na eficiência resulta na eficiência

ηOtto dada pela Eq. (4.25). Além disso, ao analisar a Eq. (4.51), é posśıvel ver que a

Eq. (4.50) implica em η ≤ ηOtto. Nesse sentido, o MTOQ descrito aqui possui o mesmo

comportamento daquele discutido na seção passada. Contudo, é posśıvel agora que

ω1

ω2

(
1 + 2ξF
1− 2ξG

)
<
β2

β1
, (4.54)

o que implica em η > ηC = 1− β2/β1 (ηC < η ≤ ηOtto). Como se por ver, ηC é a eficiência

de Carnot referente a qualquer motor térmico que opere com reservatórios térmicos frio

e quente com temperaturas T1 e T2, respectivamente. Portanto, o reservatório térmico

comprimido faz com que o desempenho do MTOQ seja melhor que o desempenho dos

MTCs que operam esses reservatórios térmicos.

4.2.6 Resultados numéricos

Os resultados numéricos relacionados ao MTOQ descrito acima são mostrados

na Fig. 4.4. Novamente, a evolução considerada é descrita pelo hamiltoniano fornecido

na Eq. (4.27), no qual ω1 = 2.4π kHz e ω2 = 7, 2π kHz. Em todos os resultados, o

reservatório térmico frio possui temperatura tal que p+
1 = 0.25. Além disso, o reservatório

térmico quente, antes de ser comprimido (χ = 0), possui população p+
2 = 0.1. Sendo
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assim, considerando agora χ 6= 0, a Fig. 4.4(a) mostra os valores de ξ e χ para os quais

Wĺıq < 0: as região vermelha e azul corresponde a η ≤ ηC e η > ηC , respectivamente. A

Fig. 4.4(b) mostra o gráfico de η versus χ para os valores de τ indicados. Nesse gráfico,

são mostradas também as eficiências ηOtto e ηC , veja as linhas cinzas tracejadas. Observe

que, assim como na seção anterior, a eficiência do MTOQ em questão diminui conforme

τ diminui. Complementarmente, a Fig. 4.4(c) mostra o gráfico de η em função de τ para

χ = 1. Como se pode ver, a eficiência do MTOQ diminui para tempos curtos e tende à

eficiência de Otto para tempos longos, apesar da oscilação.

Figura 4.4: Gráficos referentes ao motor térmico de Otto quântico operando com um dos
reservatórios térmicos comprimido: em (a) é apresentado o gráfico de ξ versus p+

2 , sendo
as regiões vermelha e azul correspondentes aos pontos em que η ≤ ηOtto e η > ηOtto,
respectivamente; em (b), fixando p+

2 = 0.1 quando χ = 0, é mostrado o gráfico de η versus
χ para os valores de τ indicados na legenda; e, por fim, em (c) é mostrado o gráfico de
η em função de τ para p+

2 = 0.1 e χ = 1. Nesses gráficos foram considerados p+
1 = 0.25,

ω1 = 4π kHz e ω2 = 7, 2π kHz. Além disso, em (a) e (b), ηOtto e ηC são mostrados por
meio das linhas cinzas tracejadas.
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4.3 O motor térmico operando com um dos reservatórios

com temperatura negativa

O objetivo desta seção é estudar a eficiência do MTOQ descrito na Seç. 4.1

quando seu reservatório térmico quente é substitúıdo por um reservatório com temperatura

negativa. Os principais resultados apresentados aqui estão na Ref. [81]. Assim como como

na seção anterior, os passos seguidos aqui são os mesmos seguidos na Seç. 4.1.

4.3.1 Dinâmica de um sistema de dois ńıveis acoplado fracamente a um

reservatório com temperatura negativa

Um reservatório com temperatura negativa é caracterizado por um estado de

Gibbs com TR < 0. Explicitamente, esse estado é dado por

ρR = e|βR|HR

ZR
=
∑
k

e|βR|εk

ZR
|εk〉 〈εk| , (4.55)

em que |εk〉 é o autoestado do hamiltoniano HR com energia εk (sendo εk ≤ εk+1). Como

se pode notar, sua população aumenta conforme a energia εk aumenta, contrariamente ao

que acontece quando TR > 0. Essa inversão de população faz, portanto, com que estados

desse tipo sejam mais energéticos que os estados de Gibbs com temperatura positiva.

Nem todos os sistema f́ısicos são capazes de alcançar estados de Gibbs com

temperatura negativa. O oscilador harmônico quântico é um exemplo de sistema que

não consegue alcançar tais estados. Para entender o motivo disso, é essencial notar

que o oscilador harmônico quântico possui espaço de Hilbert com dimensão infinita, o

qual é convenientemente expandido aqui usando a base de energia {|εk〉}k=0,1,.... Então,

considerando o oscilador inicialmente no estado de menor energia |ε0〉, por exemplo, não

importa quanta energia ele receba, sua população nunca se inverte, pois há sempre um

estado de maior energia a ser populado. Esse racioćınio pode ser aplicado a qualquer

sistema com espaço de Hilbert de dimensão infinita. Portanto, exclusivamente sistema

f́ısicos com espaço de Hilbert de dimensão finita podem alcançar estados de Gibbs com

temperatura negativa.

Como consequência da discussão acima, um reservatório com temperatura ne-

gativa não pode ser modelado por um conjunto de osciladores harmônicos quânticos,

conforme foi feito na seção anterior. O modelo f́ısico considerado aqui para esse tipo de

reservatório é um conjunto infinito de SDNs com infinitas frequências Ωk. Dessa forma, o

hamiltoniano do reservatório é dado por

HR = −1
2~
∑
k

Ωkσα,k, (4.56)
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no qual σα,k é a matriz de Pauli α (sendo α = x, y, z) do k-ésimo SDN.

Uma vez que as Eqs. (4.55) e (4.56) descrevem o reservatório com temperatura

negativa, resta agora determinar a dinâmica do SDN fracamente acoplado a ele. Como

nas seções anteriores, sua dinâmica pode ser fornecida pela equação mestra markoviana.

Considerando um SDN com hamiltoniano dado pela Eq. (4.2), o hamiltoniano que descreve

sua interação com o reservatório tem a forma

Hint =
∑
k

gk (σ− + σ+) (σ−,k + σ+,k) , (4.57)

em que σ±,k = |±k〉 〈∓k| (σα,k |±k〉 = ∓ |±k〉). Então, como é mostrado no Ap. B, a

equação mestra markoviana é

dρ (t)
dt

= 1
i~

[H, ρ (t)] + κ

2 (1− nR) [2σ−ρ (t)σ+ − {σ+σ−, ρ (t)}]

+ κ

2nR [2σ+ρ (t)σ− − {σ−σ+, ρ (t)}] , (4.58)

com

nR = 1
e−|βR|~ω0 + 1 . (4.59)

Note que a Eq. (4.59) é a distribuição de Fermi-Dirac para βR < 0, o que implica

nR ∈ (0.5, 1). Resolvendo a Eq. (4.58) como no Ap. B, o estado ρ (t) obtido tem a forma

ρ (t) =
{

e−κt [〈−| ρ (0) |−〉+ nR − 1] + 1− nR
}
|−〉 〈−|

+ e−κt/2
[
eiω0t 〈−| ρ (0) |+〉 |−〉 〈+|+ e−iω0t 〈+| ρ (0) |−〉 |+〉 〈−|

]
+
{

e−κt [〈+| ρ (0) |+〉 − nR] + nR
}
|+〉 〈+| . (4.60)

Consequentemente, tomando o limite t→∞, o estado assintótico do SDN é

ρ (t→∞) = (1− nR) |−〉 〈−|+ nR |+〉 〈+| =
e|βR|H

Z
, (4.61)

o que mostra que ele alcança a mesma temperatura negativa que o reservatório.

4.3.2 Descrição do ciclo

Assim como na seção anterior, o ciclo de Otto quântico de interesse aqui é

similar ao introduzido na Seç. 4.1. A diferença está novamente na etapa de aquecimento.

Substituindo agora o reservatório térmico quente do ciclo descrito na Seç. 4.1 por um

reservatório com temperatura negativa, a etapa de aquecimento considerada aqui possui

o seguinte enunciado:

Aquecimento. Nesta etapa, o SDN se acopla fracamente a um reservatório com tempera-
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tura T2 < 0 e evolui até a equilibração. Então, mantendo seu hamiltoniano em H2, o pro-

cesso de equilibração leva o SDN do estado ρ2 (τ) para o estado de Gibbs ρG,2 = e|β2|H2/Z2,

no qual |β2| = 1/kB |T2| e Z2 = tr
(
e|β2|H2

)
.

4.3.3 Trabalho e calor nas diferentes etapas do ciclo

Aqui, uma vez que T2 < 0, as expressões dos calores e dos trabalhos são obtidas

simplesmente substituindo T2 por − |T2| nas Eqs. (4.13)-(4.16). Tal substituição resulta

em

Wcomp = −1
2~ (ω2 − ω1) tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)
− ξ~ω1tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)
, (4.62)

Qaq = 1
2~ω2

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
+ tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)]
− ξ~ω2tgh

(1
2β1~ω1

)
(4.63)

e

Qresf = −1
2~ω1

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
+ tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)]
+ ξ~ω1tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)
. (4.64)

Novamente, a Eq. (4.13) se mantém a mesma e, por essa razão, não é reescrita aqui.

4.3.4 Condição para que o ciclo opere como um motor térmico

A soma das Eqs. (4.13) e (4.62) fornece o trabalho ĺıquido do ciclo de Otto

quântico descrito nesta seção. Então, ao realizar essa soma, o trabalho ĺıquido é dado

por

Wĺıq = −1
2~ (ω2 − ω1)

[
tgh

(1
2β1~ω1

)
+ tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)]
+ ξ~

[
ω2tgh

(1
2β1~ω1

)
− ω1tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)]
. (4.65)

Como o interesse é que o esse ciclo opere como um MTOQ, é necessário impor a condição

Wĺıq < 0, assim como nas seções anteriores. Ao fazer isso, essa condição resulta em

ξ <
(ω2 − ω1)

[
tgh

(
1
2β1~ω1

)
+ tgh

(
1
2 |β2| ~ω2

)]
2
[
ω2tgh

(
1
2β1~ω1

)
− ω1tgh

(
1
2 |β2| ~ω2

)] , (4.66)

para

ω2tgh
(1

2β1~ω1

)
> ω1tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)
, (4.67)

e

ξ ≥ 0, (4.68)

para

ω2tgh
(1

2β1~ω1

)
≤ ω1tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)
. (4.69)
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Observe que, se a Eq. (4.69) é satisfeita, a Eq. (4.68) diz que o ciclo opera como um motor

térmico para qualquer valor de ξ.

Seguindo os mesmos passos das seções anteriores, o cálculo da eficiência do MTOQ

necessita da análise da direção dos fluxos de calor e trabalho quando Wĺıq < 0. Começando

com a etapa de compressão, ω2 > ω1 resulta em Wcomp < 0 para qualquer ξ, veja a

Eq. (4.62). Na etapa de expansão, ao analisar a Eq. (4.13), é posśıvel ver que há duas

possibilidades: Wexp < 0 para ξ < ηOtto/2, e Wexp ≥ 0 para ξ ≥ ηOtto/2. Nas etapas de

aquecimento e resfriamento, Qaq > 0 e Qresf < 0, respectivamente; o contrário implicaria

ξ > 1/2, veja as Eqs. (4.63) e (4.64), o que não é posśıvel uma vez que o valor máximo de

ξ é 1/2, como já mencionado. Assim, o MTOQ realiza ou consome trabalho na etapa de

expansão, absorve calor na etapa de aquecimento, realiza trabalho na etapa de compressão

e perde calor na etapa de resfriamento. Observe que o MTOQ pode realizar trabalho tanto

na etapa de expansão quando na de compressão, o que não acontece quando T2 > 0.

4.3.5 Eficiência do motor térmico

Com o calor Qabs e o trabalho Wnet fornecidos pelas Eqs. (4.37) e (4.65),

respectivamente, a eficiência do MTOQ é dada então por

η = 1− ω1

ω2

(
1− 2ξF
1− 2ξG

)
, (4.70)

sendo

F =
tgh

(
1
2 |β2| ~ω2

)
tgh

(
1
2β1~ω1

)
+ tgh

(
1
2 |β2| ~ω2

) (4.71)

e

G =
tgh

(
1
2β1~ω1

)
tgh

(
1
2β1~ω1

)
+ tgh

(
1
2 |β2| ~ω2

) . (4.72)

Veja que, assim como nas seções anteriores, a substituição de ξ = 0 na Eq. (4.70) resulta

em ηOtto (Eq. (4.25)). Por outro lado, diferente do MTOQ descrito na Seç. 4.1, η pode ser

maior que ηOtto quando ξ > 0. Para mostrar isso, note que η > ηOtto implica

1− 2ξF
1− 2ξG < 1, (4.73)

ou melhor,

tgh
(1

2β1~ω1

)
< tgh

(1
2 |β2| ~ω2

)
, (4.74)

o que as Eqs. (4.67) e (4.69) não próıbem. Além do aumento da eficiência, realizar as etapas

de expansão e compressão em tempos finitos pode também contribuir para o aumento da

potência do motor. Assim, o MTOQ tratado aqui pode apresentar desempenho melhor
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Figura 4.5: Gráficos relativos ao motor térmico de Otto quântico operando com um dos
reservatórios com temperatura negativa: em (a) é mostrado o gráfico de ξ versus p+

2 , no
qual as regiões vermelha e azul correspondem a η ≤ ηOtto e η > ηOtto, respectivamente;
em (b) é apresentado o gráfico de η versus p+

2 para os valores de τ indicados; em (c) está
o gráfico de η em função de τ para p+

2 = 0.6; e (d) mostra o gráfico de η versus τ para
p+

2 = 0.9. Em todos os gráficos foram utilizados p+
1 = 0.25, ω1 = 4π kHz e ω2 = 7, 2π kHz.

que aquele descrito na Seç. 4.1, que opera somente com reservatórios com temperaturas

positivas.

4.3.6 Resultados numéricos

A Fig. 4.5 mostra os resultados numéricos referentes ao MTOQ operando com

um dos reservatórios com temperatura negativa. Aqui, assim como nas seções anteriores,

o operador evolução temporal é descrito pelo hamiltoniano mostrado na Eq. (4.27). Além

disso, é considerado novamente p+
1 = 0.25, ω1 = 2.4π kHz e ω2 = 7, 2π kHz. Com isso,

a Fig. 4.5(a) mostra os valores de ξ e p+
2 para os quais Wĺıq < 0: a região vermelha

corresponde a situação em que η ≤ ηOtto, enquanto a região azul se refere ao caso em que

η > ηOtto. A Fig. 4.5(b) mostra o gráfico de η em função de p+
1 para diferentes valores

de τ . Quando η ≤ ηOtto, o comportamento é semelhante ao que acontece quando os dois
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reservatórios possuem temperatura positiva: a eficiência do motor diminui conforme o

tempo τ aumenta. Por outro lado, quando η > ηOtto, pode-se ver que a eficiência aumenta

conforme τ aumenta. Por fim, as Figs. 4.5(c) e 4.5(d) mostram gráficos de η versus τ para

p+
2 = 0.6 e p+

2 = 0.9, respectivamente. Em ambos os gráficos, a eficiência do MTOQ se

aproxima da eficiência de Otto quando τ cresce.

4.4 Esquema experimental

Como mencionado anteriormente, o MTOQ descrito na Seç. 4.1 foi recentemente

implementado experimentalmente no contexto de RMN por Peterson et al., Ref. [56].

O experimento realizado nesse trabalho serviu como prova de conceito para o MTOQ

estudado pelos autores. Logo depois, um esquema experimental similar foi usado como

prova de conceito para o MTOQ abordado neste caṕıtulo na situação descrita na Seç.

4.3, Ref. [81]. Além disso, conforme é discutido a seguir, o mesmo esquema experimental

também pode ser usado como prova de conceito para o caso abordado na Seç. 4.2.

Em ambos os trabalhos citados acima, a amostra considerada foi uma solução

de clorofórmio a temperatura ambiente. Como mostrado na Fig. 4.6(a), a molécula de

clorofórmio é formada por três cloros, um carbono e um hidrogênio. Como informado

no Cap. 3, os núcleos de carbono (13C) e hidrogênio (1H) possuem número quântico

I = 1/2, o que faz com que eles se comportem como SDNs. Sendo assim, o núcleo de

carbono desempenhou o papel da substância de trabalho do MTOQ, enquanto o núcleo

de hidrogênio teve a função de simular o reservatório que fornece calor ao motor.

A Fig. 4.6(b) mostra, de maneira simplificada, o esquema experimental utilizado

na Ref. [81]. Nesse caso, a amostra é inicialmente preparada em um estado pseudo-puro

e, em seguida, são realizadas operações de modo que os núcleos de carbono e hidrogênios

alcancem os estados ρG,1 (com β1 > 0) e ρG,2 (com β2 < 0), respectivamente. Com isso em

mente, a seguir é descrito como as etapas do ciclo em questão são implementadas segundo

o esquema apresentado na Fig. 4.6(b):

Expansão. Nessa primeira etapa, a mudança de H1 para H2 é feita modulando temporal-

mente o hamiltoniano mostrado na Eq. (3.22). Como se pode concluir a partir da discussão

feita no Cap. 3, os hamiltonianos H1 e H2 podem ser reproduzidos em RMN ao ajustar a

fase φ do hamiltoniano mostrado na Eq. (3.22), com as respectivas frequências obtidas ao

regular devidamente a amplitude do campo de radiofrequência Brf (pois Ωrf = γnBrf ).

Aquecimento. Aqui, o núcleo de carbono passa por uma série de processos com a finalidade

que ele atinja o estado ρG,2 com β2 < 0. Como ilustrado na 4.6(b), essa etapa é formada

por pulsos de radiofrequência que promovem rotações em torno dos eixos x (ćırculos

azuis) e y (ćırculos vermelhos), juntamente com evoluções em que os núcleos de carbono

e hidrogênios interagem um com o outro por meio da interação escalar. Como resultado,
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Figura 4.6: A presente figura mostra, em (a), a estrutura molecular do clorofórmio e, em
(b), o esquema experimental simplificado (no contexto de ressonância magnética nuclear)
capaz de fornecer uma prova de conceito para o motores térmico de Otto quântico discutido
no texto principal nas diferentes situações consideradas. Os ćırculos vermelhos e azuis
em (b) correspondem a pulsos de campos magnéticos de radiofrequência capazes de gerar
rotações em torno dos eixos x e y, respectivamente. Os ângulos de rotação são especificados
dentro dos ćırculos. As junções em laranja correspondem à interação via acoplamento
escalar entre os núcleos de carbono e hidrogênio. O tempo de interação é 1/2J , sendo J
a constante de acoplamento escalar entre os núcleos.

o núcleo de carbono troca de estado com o núcleo de hidrogênio. Então, como o estado

inicial do núcleo de hidrogênio é ρG,2, o estado final do núcleo de carbono é o estado

desejado.

Compressão. Nessa etapa, assim como a etapa de expansão, a mudança de hamiltoniano

é feita modulando temporalmente o hamiltoniano da Eq. (3.22).

Resfriamento. Como a etapa de resfriamento não é necessária para a obtenção da eficiência

do MTOQ, não há a necessidade de implementar essa etapa para uma prova de conceito.

Por fim, é importante notar que o esquema mostrado na Fig. 4.6(b) pode ser

usado como prova de conceito para todos os ciclos discutidos nas seções anteriores, pois

o que os distingue é somente o estado que a substância de trabalho alcança ao final da

etapa de aquecimento. Sendo assim, a diferença na implementação experimental desses

ciclos está na preparação do estado inicial do núcleo de hidrogênio: se o reservatório da

etapa de aquecimento é térmico, o núcleo de hidrogênio deve ser preparado no estado

de Gibbs ρG,2 com β2 > 0; se o reservatório é um reservatório térmico comprimido, o

núcleo de hidrogênio deve ser preparado no de Gibbs comprimido ρSG,2; e, finalmente, se o

reservatório possui temperatura negativa, então o núcleo de hidrogênio deve ser preparado

no estado de Gibbs ρG,2 com β2 < 0, conforme já descrito nas etapas acima.
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5
Considerações finais

Nesta tese são apresentados dois estudos referentes a um motor térmico de Otto

quântico (MTOQ) que possui como substância de trabalho um sistema de dois ńıveis

(SDN). Um MTOQ opera em quatro etapas: duas etapas em que o SDN evolui unitari-

amente, e duas etapas em que ele evolui acoplado fracamente a um dado reservatório. O

reservatório de uma dessas duas etapas é a fonte de calor do MTOQ. Especificamente, no

primeiro estudo o MTOQ de interesse tem como fonte de calor um reservatório térmico

comprimido, Ref. [80], enquanto no segundo estudo sua fonte de calor é um reservatório

com temperatura negativa, Ref. [81]. Em cada estudo, o outro reservatório é um reser-

vatório térmico. Sendo assim, em ambos os estudos o MTOQ opera com um reservatório

em equiĺıbrio, o reservatório térmico, e um reservatório fora do equiĺıbrio, o reservatório

térmico comprimido ou o reservatório com temperatura negativa.

Nas situações descritas acima, a eficiência do MTOQ é avaliada explorando o

regime de tempos finitos das etapas unitárias. No primeiro estudo a eficiência do MTOQ

abordado pode ser maior que a eficiência de Carnot, mas ela cai conforme o tempo das

etapas unitárias decresce. Diferentemente, no segundo estudo a eficiência do MTOQ pode

ser maior que a eficiência de Otto, nesse caso ela aumenta conforme o tempo das etapas

unitárias decresce. Esse comportamento é bastante interessante porque, além da eficiência

aumentar, a diminuição do tempo das etapas unitárias pode contribuir para o aumento

da potência do motor térmico. Visando aplicações, um motor térmico deve possuir uma

boa potência. Aliar uma boa potência a uma boa eficiência é o objetivo quando se deseja

usar um motor térmico em situações práticas.

Uma das cŕıticas a motores térmicos como os abordados nesta tese é que a

definição de eficiência usada não leva em conta o trabalho empregado para produzir os

reservatórios fora do equiĺıbrio, e por isso obtém-se resultados tão bons, veja por exemplo

a Ref. [90]. Além disso, há autores que argumentam que as definições de calor e trabalho

de R. Alicki, Ref. [37], não devem ser usadas quando os reservatórios não estão equiĺıbrio,

o que os leva a propor novas definições de calor e trabalho, consulte por exemplo as Refs.

[21,28,32]. Essa questão ainda é tema de discussão na comunidade cient́ıfica.
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Citado 4 vezes nas páginas 13, 22, 23 e 57.

[38] KOSLOFF, R. A quantum mechanical open system as a model of a heat engine.
The Journal of Chemical Physics, v. 80, n. 4, p. 1625–1631, 1984. Dispońıvel em:
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sing, v. 16, n. 9, p. 216, Jul 2017. Dispońıvel em: <https://doi.org/10.1007/s11128-017-
1665-0>. Citado na página 13.

[54] HOFER, P. P. et al. Markovian master equations for quantum thermal machines:
local versus global approach. New Journal of Physics, IOP Publishing, v. 19, n. 12, p.
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//www.mdpi.com/1099-4300/21/6/545>. Citado na página 13.

Instituto de F́ısica – UFG

https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevE.92.042126
https://doi.org/10.1088/1367-2630/17/11/115012
https://science.sciencemag.org/content/352/6283/325
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevA.94.053859
http://dx.doi.org/10.3390/e19040136
http://dx.doi.org/10.3390/e19040136
https://doi.org/10.1007/s11128-017-1624-9
https://doi.org/10.1007/s11128-017-1665-0
https://doi.org/10.1007/s11128-017-1665-0
https://doi.org/10.1088/1367-2630/aa964f
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.123.080602
https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.123.240601
https://www.mdpi.com/1099-4300/21/6/545
https://www.mdpi.com/1099-4300/21/6/545


64 Referências Bibliográficas

[58] ÇAKMAK, S.; ALTINTAS, F. Quantum carnot cycle with inner friction. Quantum
Information Processing, v. 19, n. 8, p. 248, Jul 2020. ISSN 1573-1332. Dispońıvel em:
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[90] STRUCHTRUP, H. Efficiencies and work losses for cycles interacting with reser-
voirs of apparent negative temperatures. Entropy, v. 21, n. 8, 2019. ISSN 1099-4300.
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Equação mestra markoviana

O objetivo deste apêndice é apresentar a derivação da equação mestra markoviana

mostrada na Eq. (2.10) do Cap. 2. O apêndice começa obtendo a chamada equação de

Redfield, para então chegar à equação desejada. Para uma abordagem mais extensa sobre

o tema em questão, veja as Refs. [83,91,92].

A.1 Equação de Redfield

A equação de Redfield diz respeito à dinâmica de um sistema f́ısico de interesse

fracamente acoplado a um reservatório. Como o intuito aqui é obter essa equação, a

presente seção descreve inicialmente a dinâmica geral do sistema e, em seguida, realiza

algumas aproximações para então alcançar a equação pretendida.

A.1.1 Dinâmica geral do sistema

O sistema total, o qual é composto pelo sistema e pelo reservatório, tem sua

dinâmica descrita pela equação de von Neumann

dρtot (t)
dt

= 1
i~

[Htot, ρtot (t)] , (A.1)

em que Htot e ρtot (t) são o hamiltoniano e o estado (no instante t) do sistema total,

respectivamente. O hamiltoniano total tem a forma

Htot = H +HR +Hint, (A.2)

sendo H o hamiltoniano do sistema, HR o hamiltoniano do reservatório e Hint o hamilto-

niano que descreve a interação entre o sistema e o reservatório. Além disso, é considerada

aqui a condição inicial

ρtot (0) = ρ (0) ρR (0) , (A.3)
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o que significa que o sistema, com estado ρ (0), e o reservatório, com estado ρR (0), estão

inicialmente descorrelacionados.

Para o que se segue, é conveniente passar a Eq. (A.1) da representação de

Schrödinger para a representação de interação. Essa mudança de representação é feita

atuando os operadores U0 (t) = e−(i/~)H0t = e−(i/~)(H+HR)t e U †0 (t) à direita e à esquerda

da Eq. (A.1), respectivamente, o que resulta na equação diferencial

dρ̃tot (t)
dt

= 1
i~
[
H̃int (t) , ρ̃tot (t)

]
, (A.4)

na qual H̃int (t) = U †0 (t)HintU0 (t) e ρ̃tot (t) = U †0 (t) ρtot (t)U0 (t). Note que o til é usado

aqui para diferenciar a representação de interação da representação de Schrödinger. Além

disso, é necessário reescrever a Eq. (A.4) na forma

dρ̃tot (t)
dt

= 1
i~
[
H̃int (t) , ρtot (0)

]
− 1

~2

∫ t

0
dt′
[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t′) , ρ̃tot (t′)

]]
, (A.5)

a qual é facilmente obtida integrando a Eq. (A.4) e substituindo o resultado no lado direito

da própria Eq. (A.4).

Com a dinâmica do sistema total dada pela Eq. (A.5), é posśıvel agora obter a

equação que descreve a dinâmica reduzida do sistema traçando os graus de liberdade do

reservatório. Assim, realizando o traço parcial no reservatório e assumindo

trR
{[
H̃int (t) , ρtot (0)

]}
= 0, (A.6)

a Eq. (A.5) fornece

dρ̃ (t)
dt

= − 1
~2

∫ t

0
dt′trR

{[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t′) , ρ̃tot (t′)

]]}
, (A.7)

em que ρ̃ (t) = trR [ρ̃tot (t)]. A condição que faz com que a Eq. (A.6) seja satisfeita é

discutida mais adiante.

A.1.2 Aproximação de Born

A aproximação de Born assume que o sistema interage fracamente com um

reservatório grande, desprezando a correlação entre eles e considerando o reservatório

estacionário, de modo que

ρ̃tot (t) = ρ̃ (t) ρ̃R (t) + ρ̃c (t) ≈ ρ̃ (t) ρR, (A.8)
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sendo ρ̃c (t) o termo de correlação e ρR (t) = ρR (0) ≡ ρR. Dessa forma, ao realizar essa

aproximação, a Eq. (A.7) é reescrita como

dρ̃ (t)
dt

= − 1
~2

∫ t

0
dt′trR

{[
H̃int (t) ,

[
H̃int (t′) , ρ̃ (t′) ρR

]]}
. (A.9)

A.1.3 Interação entre o sistema e o reservatório

Antes de prosseguir para a próxima aproximação, é interessante especificar a

forma do hamiltoniano de interação Hint. A forma geral do hamiltoniano de interação é

dada por

Hint = ~
∑
k

skrk, (A.10)

em que sk e rk são operadores hermitianos do sistema e do reservatório, respectivamente.

Na representação de interação, o hamiltoniano Hint se torna

H̃int = ~
∑
k

s̃k (t) r̃k (t) , (A.11)

sendo s̃k (t) = U †0 (t) skU0 (t) e r̃k (t) = U †0 (t) rkU0 (t). Consequentemente, usando a Eq.

(A.11), a Eq. (A.9) assume a forma

dρ̃ (t)
dt

= −
∑
k,k′

∫ t

0
dt′ {Rk,k′ (t, t′) [s̃k (t) , s̃k′ (t′) ρ̃ (t′)] + h.c.} , (A.12)

na qual

Rk,k′ (t, t′) = trR [r̃k (t) r̃k′ (t′) ρR] . (A.13)

Como se pode ver, a função Rk,k′ (t, t′) mensura a autocorrelação do reservatório. Adici-

onalmente, é conveniente realizar a mudança de variável t′ = t − τ na Eq. (A.12), o que

fornece

dρ̃ (t)
dt

= −
∑
k,k′

∫ t

0
dτ {Rk,k′ (t, t− τ) [s̃k (t) , s̃k′ (t− τ) ρ̃ (t− τ)] + h.c.} . (A.14)

Após definir a forma de H̃int, é importante analisar a condição assumida na Eq.

(A.12). Para isso, é necessário substituir as Eqs. (A.3) e (A.11) na Eq. (A.6), o que resulta

em ∑
k

trR {[s̃k (t) r̃k (t) , ρ (0) ρR]} =
∑
k

trR [r̃k (t) ρR] [s̃k (t) , ρ (0)] = 0. (A.15)

Dessa forma, de maneira geral, a Eq. (A.6) é satisfeita se os operadores r̃k (t) tiverem

valor esperado nulo no estado ρR, ou seja, se trR [r̃k (t) ρR] = 0 para todo k. Se esse não

for o caso, ainda assim é sempre posśıvel deslocar os operadores r̃k (t) de modo que a Eq.

(A.6) seja satisfeita (consulte a Ref. [92]).
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A.1.4 Aproximação de Markov

A aproximação de Markov considera que as funções Rk,k′ (t, t− τ) decaem rapi-

damente numa escala de tempo caracteŕıstica τR. Se isso acontece, o integrando da Eq.

(A.14) tende a zero quando τ � τR, o que faz com que ρ̃ (t− τ) possa ser substitúıdo por

ρ̃ (t) na Eq. (A.14). Então, para τ � τR, a Eq. (A.14) se torna

dρ̃ (t)
dt

= −
∑
k,k′

∫ t

0
dτ {Rk,k′ (t, t− τ) [s̃k (t) , s̃k′ (t− τ) ρ̃ (t)] + h.c.} , (A.16)

a qual é a equação de Redfield que se pretendia derivar. Além disso, uma vez que

o integrando tende a zero, a Eq. (A.16) se mantém aproximadamente inalterada ao

considerar t → ∞. Dessa forma, tomando esse limite, a equação de Redfield é reescrita

como

dρ̃ (t)
dt

= −
∑
k,k′

∫ ∞
0

dτ {Rk,k′ (t, t− τ) [s̃k (t) , s̃k′ (t− τ) ρ̃ (t)] + h.c.} . (A.17)

A.2 Equação mestra markoviana

A equação mestra markoviana é obtida ao realizar a chamada aproximação de

ondas girantes, ou aproximação secular, na Eq. (A.17). Contudo, é necessário escrever a

Eq. (A.17) no domı́nio das frequências antes de considerar essa aproximação.

A.2.1 Domı́nio das frequências

Considerando que o hamiltoniano H tenha um espectro discreto, os operadores

sk podem ser escritos como

sk =
∑
ω

sk (ω) , (A.18)

com

sk (ω) =
∑

ε′−ε=~ω
|ε〉 〈ε| sk |ε′〉 〈ε′| , (A.19)

em que |ε〉 é o autoestado de H com energia ε (H |ε〉 = ε |ε〉). Note que o somatório da

Eq. (A.19) é feito sobre todos os valores de ε e ε′ tais que ε′−ε = ~ω, sendo ω a frequência

entre os ńıveis. A partir da definição dos operadores sk (ω), é posśıvel mostrar as seguintes

relações:

[H, sk (ω)] = −~ωsk (ω) , (A.20)[
H, s†k (ω)

]
= ~ωs†k (ω) , (A.21)[

H, s†k (ω) sk′ (ω)
]

= 0, (A.22)
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e

s†k (ω) = sk (−ω) . (A.23)

Devido às Eqs. (A.20) e (A.21), os operadores sk (ω) e s†k (ω) são chamados de autopera-

dores do hamiltoniano H.

Aqui, escrever a Eq. (A.17) no domı́nio das frequências significa escrever os

operadores s̃k (t) em termos dos operadores sk (ω) e s†k (ω). Para tanto, é necessário passar

sk (ω) e s†k (ω) para a representação de interação. Com a ajuda da Eq. (A.20) e (A.21),

essa mudança de representação resulta em

s̃k (ω, t) = eiHRt/~sk (ω) e−iHRt/~ = e−iωtsk (ω) (A.24)

e

s̃†k (ω, t) = eiHRt/~s†k (ω) e−iHRt/~ = eiωts†k (ω) . (A.25)

Uma vez que s̃k (t) é um operador hermitiano, então

s̃k (t) =
∑
ω

e−iωtsk (ω) =
∑
ω

eiωts†k (ω) . (A.26)

Finalmente, considerando s̃k (t) = ∑
ω eiω

′ts†k (ω) e s̃k′ (t− τ) = ∑
ω′ e
−iω′(t−τ)sk′ (ω′), a Eq.

(A.17) se torna

dρ̃ (t)
dt

= −
∑
ω,ω′

∑
k,k′

Γk,k′ (ω′, t) ei(ω−ω
′)t
[
s†k (ω) , sk′ (ω′) ρ̃ (t)

]
+ h.c., (A.27)

em que

Γk,k′ (ω′, t) =
∫ ∞

0
dτeiω

′τRk,k′ (t, t− τ) . (A.28)

A.2.2 Aproximação de ondas girantes

A aproximação de ondas girantes consiste em desprezar os termos da Eq. (A.27)

que oscilam rapidamente na escala de tempo do sistema, pois nesse caso seus valores são

em média aproximadamente zero. Por simplicidade, é considerado aqui o caso em que

[HR, ρR] = 0, o que faz com que a Eq. (A.13) possa ser reescrita como

Rk,k′ (t, t′) = trR
[
U †0 (τ) rkU0 (τ) rk′ρR

]
= trR [r̃k (τ) rk′ρR] = Rk,k′ (τ) . (A.29)

Com isso, a Eq. (A.27) assume a forma

dρ̃ (t)
dt

= −
∑
ω,ω′

∑
k,k′

Γk,k′ (ω′) ei(ω−ω
′)t
[
s†k (ω) , sk′ (ω′) ρ̃ (t)

]
+ h.c., (A.30)
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de modo que a oscilação dos termos depende apenas de exponenciais de ω − ω′. Dessa

forma, desprezando os termos nos quais ω 6= ω′, tem-se então

dρ̃ (t)
dt

= −
∑
ω

∑
k,k′

Γk,k′ (ω)
[
s†k (ω) , sk′ (ω) ρ̃ (t)

]
+ h.c.. (A.31)

Essa equação pode ser reescrita de maneira mais conveniente utilizando

Γk,k′ (ω) = 1
2γk,k

′ (ω) + iλk,k′ (ω) , (A.32)

em que

γk,k′ (ω) = Γk,k′ (ω) + Γ∗k′,k (ω) =
∫ ∞
−∞

dτeiωτRk,k′ (τ) (A.33)

e

λk,k′ (ω) = 1
2i
[
Γk,k′ (ω)− Γ∗k′,k (ω)

]
. (A.34)

A relação Eq. (A.33) foi obtida com o aux́ılio da relação R∗k′,k (τ) = Rk,k′ (−τ), a qual

pode ser facilmente verificada por meio da Eq. (A.13). Além disso, as constantes γk,k′ (ω)
são sempre positivas, veja a Ref. [92]. Substituindo as Eqs. (A.33) e (A.34) na Eq. (A.31),

notando que γ∗k′,k (ω) = γk,k′ (ω), se chega então à equação mestra markoviana

dρ̃ (t)
dt

= 1
i~

[HLS, ρ̃ (t)] +D [ρ̃ (t)] , (A.35)

na qual

HLS = ~
∑
ω

∑
k,k′

λk,k′ (ω) s†k (ω) sk′ (ω) (A.36)

e

D [ρ̃ (t)] =
∑
ω

∑
k,k′

γk,k′ (ω)
[
sk′ (ω) ρ̃ (t) s†k (ω)− 1

2
{
s†k (ω) sk′ (ω) , ρ̃ (t)

}]
. (A.37)

O hamiltoniano HLS e o termo D [ρ (t)] são conhecidos como hamiltoniano de Lamb shift

e dissipador, respectivamente. O termo da Eq. (A.35) que contém HLS frequentemente

contribui pouco para a dinâmica do sistema e, por essa razão, é comumente desprezado.

Assim, desconsiderando o termo contendo HLS, a Eq. (A.35) se torna

dρ̃ (t)
dt

= D [ρ̃ (t)] . (A.38)

Por fim, voltando para e representação de Schrödinger, tem-se então

dρ (t)
dt

= 1
i~

[H, ρ (t)] +D [ρ (t)] , (A.39)

que é a Eq. (2.10) do Cap. 2.
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Equações mestras markovianas de

um sistema de dois ńıveis

Neste apêndice são apresentados os passos para se obter às equações mestras

markovianas de um SDN mostradas nas Eqs. (4.4), (4.37) e (4.58). Além disso, também

são descritos os passos para resolvê-las, chegando às Eqs. (4.6), (4.40) e (4.60).

B.1 O sistema de dois ńıveis acoplado fracamente a um

reservatório térmico

O intuito desta primeira seção é abordar o caso em que um SDN é acoplado a

um reservatório térmico. Primeiramente é obtida a equação mestra markoviana, Eq. (4.4),

para então encontrar sua solução, Eq. (4.6).

B.1.1 Equação mestra markoviana

Para chegar à equação mestra markoviana do SDN acoplado a um reservatório

térmico, é necessário primeiro especificar o hamiltoniano do sistema, o hamiltoniano do

reservatório, o hamiltoniano de interação e o estado do reservatório. Dessa forma, conforme

definido no Cap. 4, esses hamiltonianos e o estado do reservatório são

H = −1
2~ω0σα, (B.1)

HR = ~
∑
k

Ωka
†
kak, (B.2)

Hint = ~ (σ− + σ+)
∑
k

gk
(
ak + a†k

)
(B.3)
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e

ρR = e−βRHR

ZR
=
∏
k

∞∑
nk=0

e−βR~Ωknk

Zk
|nk〉 〈nk| , (B.4)

nos quais ω0 é a frequência do SDN, Ωk é a frequência do k-ésimo oscilador harmônico

que compõe o reservatório, gk é a k-ésima constante de acoplamento, σα é a matriz de

Pauli α (α = x, y, z), ak é o k-ésimo operador aniquilação, a†k é o k-ésimo operador

criação, σ− = |−〉 〈+|, σ− = |−〉 〈+| (H |±〉 = ±1
2~ω |±〉), Zk = ∑∞

nk=0 e−βR~Ωknk e |nk〉 é

autoestado de a†kak (a†kak |nk〉 = nk |nk〉).

Uma vez que [HR, ρR] = 0, veja as Eqs (B.2) e (B.4), a equação mestra markoviana

(na representação de interação) é dada pela Eq. (A.38), se a Eq. (A.6) for satisfeita. Então,

para se chegar à forma expĺıcita da Eq. (A.38), é preciso obter as expressões dos operadores

sk (ω) e dos coeficiente γk,k′ (ω). Primeiramente, comparando a Eq. (B.3) com a Eq. (A.10),

pode-se ver que há apenas um operador s e um operador r:

s = σ− + σ+ (B.5)

e

r =
∑
i

gk
(
ak + a†k

)
. (B.6)

Consequentemente, de acordo com a Eq. (A.19), tem-se os operadores

s (ω0) = |−〉 〈−| (σ− + σ+) |+〉 〈+| = σ− (B.7)

e

s (−ω0) = |+〉 〈+| (σ− + σ+) |−〉 〈−| = σ+ = σ†− = s† (ω0) . (B.8)

É posśıvel verificar facilmente que os operadores σ− e σ+, juntamente com o hamiltoniano

H definido pela Eq. (B.1), satisfazem as Eqs. (A.20) e (A.21), respectivamente. Além

disso, usando a relação

eiΩka
†
k
aktake

−iΩka†kakt = e−iΩktak, (B.9)

pode ser ver que a condição dada pela Eq. (A.6) é satisfeita por r e ρR definidos aqui,

ou seja, trR [r̃ (t) ρR] = 0. Com isso, ao substituir as Eqs. (B.7) e (B.8) na Eq. (A.38),

obtém-se então a equação mestra markoviana

dρ̃ (t)
dt

= 1
2γ (ω0) [2σ−ρ̃ (t)σ+ − σ+σ−ρ̃ (t)− ρ̃ (t)σ+σ−]

+ 1
2γ (−ω0) [2σ+ρ̃ (t)σ− − σ−σ+ρ̃ (t)− ρ̃ (t)σ−σ+] , (B.10)

na qual

γ (±ω0) =
∫ ∞
−∞

dτe±iω0τR (τ) , (B.11)
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com

R (τ) = trR
[
e(i/~)HRτre−(i/~)HRτrρR

]
. (B.12)

Agora, com o intuito de obter a forma expĺıcita de γ (ω0) e γ (−ω0), é interessante

desenvolver antes a função R (τ). Substituindo as Eqs. (B.2) e (B.6) na Eq. (B.12), tendo

em conta a Eq. (B.9), obtém-se

R (τ) =
∑
k,k′

gkgk′trR
[(

e−iΩkτak + eiΩkτa†k
) (
ak′ + a†k′

)
ρR
]
. (B.13)

Uma vez que ρR é dado pela Eq. (B.4), tem-se

trR (akak′ρR) = 0, (B.14)

trR
(
a†ka

†
k′ρR

)
= 0, (B.15)

trR
(
a†kak′ρR

)
= trR

(
a†kak′ρR

)
δk,k′ (B.16)

e

trR
(
aka

†
k′ρR

)
= trR

(
aka

†
k′ρR

)
δk,k′ , (B.17)

o que faz com que a Eq. (B.13) seja reescrita na forma

R (τ) =
∑
k

g2
ktrR

[(
e−iΩkτaka

†
k + eiΩkτa†kak

)
ρR
]
. (B.18)

Considerando agora um cont́ınuo de frequências, o que implica na mudança
∑
k →∫∞

0 dΩ% (Ω), com % (Ω) sendo a densidade de osciladores harmônicos com frequência Ω, a

Eq. (B.18) fornece então as expressões

γ (ω0) =
∫ ∞

0
dΩ% (Ω) g (Ω)2

∫ ∞
−∞

dτ
{

ei(ω0−Ω)τ [nR (Ω) + 1] + ei(ω0+Ω)τnR (Ω)
}

(B.19)

e

γ (−ω0) =
∫ ∞

0
dΩ% (Ω) g (Ω)2

∫ ∞
−∞

dτ
{

e−i(ω0+Ω)τ [nR (Ω) + 1] + e−i(ω0−Ω)τnR (Ω)
}
,

(B.20)

nas quais nR (Ω) é o número médio de fótons de um oscilador harmônico do reservatório

com frequência Ω (nR (Ω) = trR
[
a† (Ω) a (Ω) ρR

]
). Assim, utilizando a igualdade

∫ ∞
−∞

dτei∆τ = 2πδ (∆) , (B.21)

tem-se então

γ (ω0) = 2π% (ω0) g (ω0)2 [nR (ω0) + 1] (B.22)
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e

γ (−ω0) = 2π% (ω0) g (ω0)2 nR (ω0) . (B.23)

Como resultado, a Eq. (B.10) é reescrita como

dρ̃ (t)
dt

= 1
2κ (nR + 1) [2σ−ρ̃ (t)σ+ − σ+σ−ρ̃ (t)− ρ̃ (t)σ+σ−]

+ 1
2κnR [2σ+ρ̃ (t)σ− − σ−σ+ρ̃ (t)− ρ̃ (t)σ−σ+] , (B.24)

na qual κ = 2π% (ω0) g (ω0)2 e nR = nR (ω0). Por fim, mudando para a representação de

Schrödinger, tem-se então

dρ (t)
dt

= 1
i~

[H, ρ (t)] + κ

2 (nR + 1) [2σ−ρ (t)σ+ − σ+σ−ρ (t)− ρ (t)σ+σ−]

+ κ

2nR [2σ+ρ (t)σ− − σ−σ+ρ (t)− ρ (t)σ−σ+] , (B.25)

que é a equação mestra markoviana que se pretendia obter (Eq. (4.4)).

B.1.2 Solução da equação mestra markoviana

A solução da Eq. (B.25) é mais facilmente obtida encontrando primeiro a solução

da Eq. (B.24). Seguindo esse caminho, a Eq. (B.24) fornece as seguintes equações

diferenciais para os elementos de matriz do estado ρ̃ (t):

d 〈−| ρ̃ (t) |−〉
dt

= κ (nR + 1) 〈+| ρ̃ (t) |+〉 − κnR 〈−| ρ̃ (t) |−〉 , (B.26)

d 〈+| ρ̃ (t) |−〉
dt

= −κ2 (2nR + 1) 〈+| ρ̃ (t) |−〉 , (B.27)

d 〈−| ρ̃ (t) |+〉
dt

= −κ2 (2nR + 1) 〈−| ρ̃ (t) |+〉 (B.28)

e
d 〈+| ρ̃ (t) |+〉

dt
= −κ (nR + 1) 〈+| ρ̃ (t) |+〉+ κnR 〈−| ρ̃ (t) |−〉 . (B.29)

Como se pode ver, a resolução das Eqs. (B.27) e (B.28) é imediata, resultando em

〈±| ρ̃ (t) |∓〉 = e−κ(2nR+1)t/2 〈±| ρ (0) |∓〉 , (B.30)

com ρ (0) sendo o estado inicial do SDN. No caso das Eqs. (B.26) e (B.29), uma vez que

elas são acopladas, a resolução pode ser feita com o aux́ılio da relação [93]

L
[
df (t)
dt

]
= cL [f (t)]− f (0) , (B.31)
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na qual L é a transformada de Laplace, f (t) é uma função de t (t ≥ 0), e c é um número

complexo. Aplicando a transformada de Laplace dos dois lados das Eqs. (B.26) e (B.29),

tem-se

L
[
d 〈−| ρ̃ (t) |−〉

dt

]
= κ (nR + 1)L [〈+| ρ̃ (t) |+〉]− κnRL [〈−| ρ̃ (t) |−〉] (B.32)

e

L
[
d 〈+| ρ̃ (t) |+〉

dt

]
= −κ (nR + 1)L [〈+| ρ̃ (t) |+〉] + κnRL [〈−| ρ̃ (t) |−〉] . (B.33)

Usando então a Eq. (B.31), essas equações são reescritas como

(c+ κnR)L [〈−| ρ̃ (t) |−〉]− κ (nR + 1)L [〈+| ρ̃ (t) |+〉] = 〈−| ρ (0) |−〉 (B.34)

e

− κnRL [〈−| ρ̃ (t) |−〉] + [c+ κ (nR + 1)]L [〈+| ρ̃ (t) |+〉] = 〈+| ρ (0) |+〉 , (B.35)

as quais, após algumas operações matemáticas, fornecem

L [〈−| ρ̃ (t) |−〉] = [c+ κ (nR + 1)] 〈−| ρ (0) |−〉+ κ (nR + 1) 〈+| ρ (0) |+〉
c [c+ κ (nR + 1) + κnR] . (B.36)

Assim, ao realizar a transformada de Laplace inversa, obtém-se

〈−| ρ̃ (t) |−〉 = e−κ(2nR+1)t
[
〈−| ρ (0) |−〉 − nR + 1

2nR + 1

]
+ nR + 1

2nR + 1 . (B.37)

Consequentemente, tendo em conta que 〈−| ρ (t) |−〉+ 〈+| ρ (t) |+〉 = 1, tem-se

〈+| ρ̃ (t) |+〉 = e−κ(2nR+1)t
[
〈+| ρ (0) |+〉 − nR

2nR + 1

]
+ nR

2nR + 1 . (B.38)

Com isso, a solução da Eq. (B.24) é então

ρ̃ (t) =
{

e−κ(2nR+1)t
[
〈−| ρ (0) |−〉 − nR + 1

2nR + 1

]
+ nR + 1

2nR + 1

}
|−〉 〈−|

+ e−(κ/2)(2nR+1)t [〈−| ρ (0) |+〉 |−〉 〈+|+ 〈+| ρ (0) |−〉 |+〉 〈−|]

+
{

e−κ(2nR+1)t
[
〈+| ρ (0) |+〉 − nR

2nR + 1

]
+ nR

2nR + 1

}
|+〉 〈+| . (B.39)
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Finalmente, mudando para a representação de Schrödinger, tem-se o estado

ρ (t) =
{

e−κ(2nR+1)t
[
〈−| ρ (0) |−〉 − nR + 1

2nR + 1

]
+ nR + 1

2nR + 1

}
|−〉 〈−|

+ e−(κ/2)(2nR+1)t
[
eiω0t 〈−| ρ (0) |+〉 |−〉 〈+|+ e−iω0t 〈+| ρ (0) |−〉 |+〉 〈−|

]
+
{

e−κ(2nR+1)t
[
〈+| ρ (0) |+〉 − nR

2nR + 1

]
+ nR

2nR + 1

}
|+〉 〈+| , (B.40)

o qual é a solução da Eq. (B.25) (Eq. (4.6)).

B.2 O sistema de dois ńıveis acoplado fracamente a um

reservatório térmico comprimido

Na presente seção é tratado o caso em que o SDN é acoplado fracamente a

um reservatório térmico comprimido. Assim como na seção anterior, primeiro é obtida

a equação mestra markoviana do SDN, Eq. (4.37), para em seguida chegar à sua solução,

Eq. (4.40).

B.2.1 Equação mestra markoviana

Assim como na seção anterior, os hamiltonianos envolvidos aqui são dados pelas

Eqs. (B.1)-(B.3). Por outro lado, conforme discutido no Cap. 4, o reservatório térmico

comprimido é descrito pelo estado

ρR = SR
e−βRHR

ZR
S†R, (B.41)

sendo o operador de compressão

SR =
∏
k

e
(χk/2)

[
e−iθka2

k−e
iθk(a†k)

2
]
, (B.42)

no qual χk e θk são, respectivamente, o parâmetro de compressão e a fase referentes ao

k-ésimo oscilador harmônico do reservatório [83].

A primeira coisa a se observar aqui é que, de acordo com as Eqs. (B.1) e

(B.2), [HR, ρR] 6= 0. Dessa forma, para obter a equação mestra markoviana desejada,

deve-se partir da Eqs. (A.27). Contudo, é necessário primeiro verificar se a Eq. (A.6)

(trR [r̃ (t) ρR] = 0) é satisfeita por ρR definido acima, o que pode ser feito facilmente ao

utilizar a relação [83,88,89]

S†RakSR = µkak − νka†k, (B.43)
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na qual µk = cosh (χk) e νk = eiθk sinh (χk). Com isso, levando em conta as Eqs. (B.7) e

(B.8), a Eq. (A.27) se torna aqui

dρ̃ (t)
dt

= Γ (ω0, t) [σ−ρ̃ (t)σ+ − σ+σ−ρ̃ (t)]

+ Γ (ω0, t) e−2iω0tσ−ρ̃ (t)σ− + Γ (−ω0, t) e2iω0tσ+ρ̃ (t)σ+

+ Γ (−ω0, t) [σ+ρ̃ (t)σ− − σ−σ+ρ̃ (t)] + h.c., (B.44)

na qual

Γ (±ω0, t) =
∫ ∞

0
dτe±iω0τR (t, t− τ) , (B.45)

com

R (t, t− τ) = trR
[
e(i/~)HRtre−(i/~)HRte(i/~)HR(t−τ)re−(i/~)HR(t−τ)ρR

]
. (B.46)

Assim, resta agora obter a expressão de Γ (±ω0, t), para então realizar a aproximação de

ondas girantes. Substituindo as Eqs. (B.2) e (B.6) na Eq. (B.46), levando em conta a

relação mostrada na Eq. (B.9), tem-se

R (t, t− τ) =
∑
k,k′

gkgk′trR
{[

e−i(Ωk+Ωk′ )teiΩk′τakak′ + e−i(Ωk−Ωk′ )te−iΩk′τaka
†
k′

+ei(Ωk−Ωk′ )teiΩk′τa†kak′ + ei(Ωk+Ωk)te−iΩk′τa†ka
†
k′

]
ρR
}
. (B.47)

Substituindo agora a Eq. (B.41) na Eq. (B.47), considerando os resultados fornecidos pelas

Eqs. (B.14)-(B.17) e (B.43), obtém-se

R (t, t− τ) =
∑
k

g2
ktrR

{{
−e−2iΩkteiΩkτµkνk

(
2a†kak + 1

)
+ e−iΩkτ

[(
µ2
k + |νk|2

)
a†kak + µ2

k

]
+ eiΩkτ

[(
µ2
k + |νk|2

)
a†kak + |νk|2

]
−e2iΩkte−iΩkτµkν

∗
k

(
2a†kak + 1

)} e−βRHR

ZR

}
. (B.48)

Então, tomando um cont́ınuo de frequências, se chega aos coeficientes

Γ (ω0, t) =
∫ ∞

0
dΩ% (Ω) g2 (Ω)

{
e−2iΩtM (Ω)

∫ ∞
0

dτei(ω0+Ω)τ

+ [N (Ω) + 1]
∫ ∞

0
dτei(ω0−Ω)τ +N (Ω)

∫ ∞
0

dτei(ω0+Ω)τ

+e2iΩtM∗ (Ω)
∫ ∞

0
dτei(ω0−Ω)τ

}
(B.49)
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e

Γ (−ω0, t) =
∫ ∞

0
dΩ% (Ω) g2 (Ω)

{
e−2iΩtM (Ω)

∫ ∞
0

dτe−i(ω0−Ω)τ

+ [N (Ω) + 1]
∫ ∞

0
dτe−i(ω0+Ω)τ +N (Ω)

∫ ∞
0

dτe−i(ω0−Ω)τ

+e2iΩtM∗ (Ω)
∫ ∞

0
dτe−i(ω0+Ω)τ

}
, (B.50)

nos quais

N (Ω) =
[
µ2 (Ω) + |ν (Ω)|2

]
nR (Ω) + |ν (Ω)|2 (B.51)

e

M (Ω) = −µ (Ω) ν (Ω) [2nR (Ω) + 1] , (B.52)

com nR (Ω) = trR
[
a† (Ω) a (Ω) e−βRHR/ZR

]
. Observe que nR (Ω) é o número de fótons de

um oscilador harmônico do reservatório com frequência Ω quando não há compressão,

isto é, quando χ (Ω) = 0. Para realizar as integrais temporais presentes nas Eqs. (B.49) e

(B.50), é usada aqui a identidade

∫ ∞
0

dτei∆τ = πδ (∆) + iP
( 1

∆

)
, (B.53)

na qual P
(

1
∆

)
é o valor principal de Cauchy. Desprezando os valores principais de Cauchy,

pois são eles que levam ao hamiltoniano de Lamb Shift, veja as Refs. [83,92], as Eqs. (B.49)

e (B.50) se tornam então

Γ (ω0, t) = π% (ω0) g2 (ω0)
[
N (ω0) + 1 + e2iω0tM∗ (ω0)

]
(B.54)

e

Γ (−ω0, t) = π% (ω0) g2 (ω0)
[
N (ω0) + e−2iω0tM (ω0)

]
. (B.55)

Agora, substituindo essas equações na Eq. (B.44), tem-se

dρ̃ (t)
dt

= κ

2
(
N + 1 + e2iω0tM∗

)
[σ−ρ̃ (t)σ+ − σ+σ−ρ̃ (t)]

κ

2
(
N + 1 + e2iω0tM∗

)
e−2iω0tσ−ρ̃ (t)σ− + κ

2
(
N + e−2iω0tM

)
e2iω0tσ+ρ̃ (t)σ+

+ κ

2
(
N + e−2iω0tM

)
[σ+ρ̃ (t)σ− − σ−σ+ρ̃ (t)] + h.c., (B.56)

em que N = N (ω0) e M = M (ω0). Consequentemente, eliminando os termos oscilantes
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e considerando θ = 0, obtém-se

dρ̃ (t)
dt

= κ

2 (N + 1) [2σ−ρ̃ (t)σ+ − {σ+σ−, ρ̃ (t)}]

+ κ

2N [2σ+ρ̃ (t)σ− − {σ−σ+, ρ̃ (t)}]

+ κMσ+ρ̃ (t)σ+ + κMσ−ρ̃ (t)σ−. (B.57)

Por fim, mudando para a representação de Schrödinger, chega-se a equação pretendida

dρ (t)
dt

= 1
i~

[H, ρ (t)] + κ

2 (N + 1) [2σ−ρ (t)σ+ − {σ+σ−, ρ (t)}]

+ κ

2N [2σ+ρ (t)σ− − {σ−σ+, ρ (t)}]

+ κe−iω0tMσ+ρ (t)σ+ + κeiω0tMσ−ρ (t)σ−, (B.58)

a qual é a Eq. (4.37).

B.2.2 Solução da equação mestra markoviana

A solução da Eq. (B.58) é obtida aqui seguindo os mesmos passos da seção

anterior. Primeiramente, visando encontrara a solução da equação mestra markoviana

na representação de interação, a Eq. (B.57) fornece o seguinte conjunto de equações

diferenciais:

d 〈−| ρ̃ (t) |−〉
dt

= κ (N + 1) 〈+| ρ̃ (t) |+〉 − κN 〈−| ρ̃ (t) |−〉 , (B.59)

d 〈+| ρ̃ (t) |−〉
dt

= −κ2 (2N + 1) 〈+| ρ̃ (t) |−〉+ κM 〈−| ρ̃ (t) |+〉 , (B.60)

d 〈−| ρ̃ (t) |+〉
dt

= −κ2 (2N + 1) 〈−| ρ̃ (t) |+〉+ κM 〈+| ρ̃ (t) |−〉 (B.61)

e
d 〈+| ρ̃ (t) |+〉

dt
= −κ (N + 1) 〈+| ρ̃ (t) |+〉+ κN 〈−| ρ̃ (t) |−〉 . (B.62)

Note que equações similares às Eqs. (B.59) e (B.62) foram resolvidas na primeira seção,

veja as Eqs. (B.26) e (B.29). Dessa forma, substituindo nR por N nas Eqs. (B.37) e (B.38),

tem-se

〈−| ρ̃ (t) |−〉 = e−κ(2N+1)t
[
〈−| ρ (0) |−〉 − N + 1

2N + 1

]
+ N + 1

2N + 1 (B.63)

e

〈+| ρ̃ (t) |+〉 = e−κ(2N+1)t
[
〈+| ρ (0) |+〉 − N

2N + 1

]
+ N

2N + 1 . (B.64)

Agora, como na seção passada, as Eqs. (B.60) e (B.61) podem ser resolvidas com o aux́ılio

da Eq. (B.31). Assim, a aplicação da transformada de Laplace nas Eqs. (B.60) e (B.61)
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resulta nas expressões[
c+ κ

2 (2N + 1)
]
L [〈+| ρ̃ (t) |−〉]− κML [〈−| ρ̃ (t) |+〉] = 〈+| ρ (0) |−〉 (B.65)

e

− κML [〈+| ρ̃ (t) |−〉] +
[
c+ κ

2 (2N + 1)
]
L [〈−| ρ̃ (t) |+〉] = 〈−| ρ (0) |+〉 , (B.66)

as quais, ao se aplicar a transformada inversa, fornecem

〈±| ρ̃ (t) |∓〉 = e−γ(2N+1)t/2 [cosh (κMt) 〈±| ρ (0) |∓〉+ sinh (κMt) 〈∓| ρ (0) |±〉] . (B.67)

Com isso, tem-se então

ρ̃ (t) =
{

e−κ(2N+1)t
[
〈−| ρ (0) |−〉 − N + 1

2N + 1

]
+ N + 1

2N + 1

}
|−〉 〈−|

+ e−κ(2N+1)t/2 [cosh (γMt) 〈−| ρ (0) |+〉+ sinh (γMt) 〈+| ρ (0) |−〉] |−〉 〈+|

+ e−κ(2N+1)t/2 [cosh (γMt) 〈+| ρ (0) |−〉+ sinh (γMt) 〈−| ρ (0) |+〉] |+〉 〈−|

+
{

e−κ(2N+1)t
[
〈+| ρ (0) |+〉 − N

2N + 1

]
+ N

2N + 1

}
|+〉 〈+| . (B.68)

Para terminar, a mudança para a representação de Schrödinger fornece o estado

ρ (t) =
{

e−κ(2N+1)t
[
〈−| ρ (0) |−〉 − N + 1

2N + 1

]
+ N + 1

2N + 1

}
|−〉 〈−|

+ e−κ(2N+1)t/2eiω0t [cosh (κMt) 〈−| ρ (0) |+〉+ sinh (κMt) 〈+| ρ (0) |−〉] |−〉 〈+|

+ e−κ(2N+1)t/2e−iω0t [cosh (κMt) 〈+| ρ (0) |−〉+ sinh (κMt) 〈−| ρ (0) |+〉] |+〉 〈−|

+
{

e−κ(2N+1)t
[
〈+| ρ (0) |+〉 − N

2N + 1

]
+ N

2N + 1

}
|+〉 〈+| , (B.69)

o qual é o estado mostrado na Eq. (4.40).

B.3 O sistema de dois ńıveis acoplado a um reservatório

com temperatura negativa

Nesta última seção é obtida inicialmente a equação mestra markoviana de um

SDN acoplado a um reservatório com temperatura negativa, Eq. (4.58), e em seguida são

mostrados os passos para se chegar à sua solução, Eq. (4.60).
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B.3.1 Equação mestra markoviana

Os passos seguidos aqui são os mesmos da primeira seção. Assim, a primeira

coisa a ser feita é especificar os hamiltonianos envolvidos e o estado do reservatório. O

hamiltoniano que descreve o SDN de interesse é o mesmo definido da seção inicial, Eq.

(B.1). Contudo, como discutido no Cap. 4, os hamiltonianos do reservatório e de interação

são agora

HR = −1
2~
∑
k

Ωkσα,k (B.70)

e

Hint = ~ (σ− + σ+)
∑
k

gk (σ−,k + σ+,k) . (B.71)

Como o interesse aqui está em um reservatório com temperatura negativa, o estado ρR é

dado por

ρR = e|βR|HR

ZR
=
∏
k

(
e−|βR|~Ωk/2

Zk
|−k〉 〈−k|+

e|βR|~Ωk/2

Zk
|+k〉 〈+k|

)
, (B.72)

em que Zk = e−|βR|~Ωk/2 + e|βR|~Ωk/2.

Aqui, como pode ser visto ao comparar a Eq. (B.71) com a Eq. (A.10), s é dado

novamente pela Eq. (B.5) e r assume a forma

r =
∑
k

gk (σ−,k + σ+,k) . (B.73)

Com isso, ao considerar a relação

e−iΩkσz,kt/2σ±,ke
iΩkσz,kt/2 = e±iΩktσ±,k, (B.74)

pode-se verificar facilmente que trR [r̃ (t) ρR] = 0, de modo que a Eq. (A.6) também

é satisfeita aqui. Consequentemente, notando que [HR, ρR] = 0, a equação mestra

markoviana (na representação de interação) é dada mais uma vez pela Eq. (B.11), agora

com os coeficientes γ (ω0) e γ (−ω0) definidos por

R (τ) =
∑
k,k′

gkgk′trR
[
e(i/~)HRτ (σ−,k + σ+,k) e−(i/~)HRτ (σ−,k′ + σ+,k′) ρR

]
. (B.75)

Substituindo então a Eq. (B.70) na Eq. (B.75), levando em conta a Eq. (B.74), obtém-se

R (τ) =
∑
k,k′

gkgk′trR
[(

e−iΩkτσ−,k + eiΩkτσ+,k
)

(σ−,k′ + σ+,k′) ρR
]
. (B.76)
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84 Apêndice B. Equações mestras markovianas de um sistema de dois ńıveis

Como ρR é dado pela Eq. (B.72), tem-se as relações

trR (σ±,kσ±,k′ρR) = 0 (B.77)

e

trR (σ±,kσ∓,k′ρR) = trR (σ±,kσ∓,k′ρR) δk,k′ , (B.78)

as quais resultam em

R (τ) =
∑
k

g2
ktrR

[(
e−iΩktσ−,kσ+,k + eiΩktσ+,kσ−,k

)
ρR
]
. (B.79)

Dessa forma, assumindo um cont́ınuo de frequências e observando que σ−,kσ+,k +
σ+,kσ−,k = 1, os coeficientes γ (ω0) e γ (−ω0) são então escritos como

γ (ω0) =
∫ ∞

0
dΩ% (Ω) g (Ω)2

∫ ∞
−∞

dτ
{

ei(ω0−Ω)τ [1− nR (Ω)] + ei(ω0+Ω)τnR (Ω)
}

(B.80)

e

γ (−ω0) =
∫ ∞

0
dΩ% (Ω) g (Ω)2

∫ ∞
−∞

dτ
{

e−i(ω0+Ω)τ [1− nR (Ω)] + e−i(ω0−Ω)τnR (Ω)
}
,

(B.81)

em que nR (Ω) é o número de fótons de um oscilador harmônico do reservatório com

frequência Ω (nR (Ω) = trR [σ+ (Ω)σ− (Ω) ρR]). Agora, usando a Eq. (B.21), tem-se

γ (ω) = 2π% (ω) g (ω)2 [1− nR (ω)] (B.82)

e

γ (ω) = 2π% (ω) g (ω)2 nR (ω) . (B.83)

Dessa forma, ao substituir essas equações na Eq. (B.10), obtém-se

dρ̃ (t)
dt

= 1
2κ (1− nR) [2σ−ρ̃ (t)σ+ − σ+σ−ρ̃ (t)− ρ̃ (t)σ+σ−]

+ 1
2κnR [2σ+ρ̃ (t)σ− − σ−σ+ρ̃ (t)− ρ̃ (t)σ−σ+] . (B.84)

Finalmente, mudando para a representação de Schrödinger, tem-se a equação

dρ (t)
dt

= 1
i~

[H, ρ (t)] + κ

2 (1− nR) [2σ−ρ (t)σ+ − σ+σ−ρ (t)− ρ (t)σ+σ−]

+ κ

2nR [2σ+ρ (t)σ− − σ−σ+ρ (t)− ρ (t)σ−σ+] , (B.85)

a qual é a Eq. (4.58).
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B.3.2 Solução da equação mestra markoviana

O procedimento aqui é semelhante ao usado nas seções passadas: resolver a Eq.

(B.84) e então chegar à solução da Eq. (B.85). Dessa forma, a Eq. (B.84) fornece

d 〈−| ρ̃ (t) |−〉
dt

= κ (1− nR) 〈−| ρ̃ (t) |−〉 − κnR 〈−| ρ̃ (t) |−〉 , (B.86)

d 〈+| ρ̃ (t) |−〉
dt

= −κ2 〈+| ρ̃ (t) |−〉 , (B.87)

d 〈−| ρ̃ (t) |+〉
dt

= −κ2 〈−| ρ̃ (t) |+〉 (B.88)

e
d 〈+| ρ̃ (t) |+〉

dt
= −κ (1− nR) 〈+| ρ̃ (t) |+〉+ κnR 〈−| ρ̃ (t) |−〉 . (B.89)

Resolvendo as Eqs. (B.87) e (B.88), o que é algo imediato, tem-se

〈±| ρ̃ (t) |∓〉 = e−γt/2 〈±| ρ (0) |∓〉 . (B.90)

Por outro lado, a resolução das Eqs (B.86) e (B.89) pode ser feita usando a Eq. (B.31),

pois elas estão acopladas. Assim, levando em conta a Eq. (B.31) ao aplicar a transformada

de Laplace nos dois lados das Eqs. (B.86) e (B.89), obtém-se

(c+ κnR)L [〈−| ρ̃ (t) |−〉]− κ (1− nR)L [〈+| ρ̃ (t) |+〉] = 〈−| ρ (0) |−〉 (B.91)

e

− κnRL [〈−| ρ̃ (t) |−〉] + [c+ κ (1− nR)]L [〈+| ρ̃ (t) |+〉] = 〈+| ρ (0) |+〉 , (B.92)

as quais fornecem

〈−| ρ̃ (t) |−〉 = e−κt [〈−| ρ (0) |−〉+ nR − 1] + 1− nR (B.93)

e

〈+| ρ̃ (t) |+〉 = e−κt [〈+| ρ (0) |+〉 − nR] + nR. (B.94)

Com isso, tem-se

ρ̃ (t) =
{

e−κt [〈−| ρ (0) |−〉+ nR − 1] + 1− nR
}
|−〉 〈−|

+ e−κt/2 [〈−| ρ (0) |+〉 |−〉 〈+|+ 〈+| ρ (0) |−〉 |+〉 〈−|]

+
{

e−κt [〈+| ρ (0) |+〉 − nR] + nR
}
|+〉 〈+| . (B.95)
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Por fim, realizando a mudança de representação da interação para Schrödinger, se chega

à equação mestra markoviana

ρ (t) =
{

e−κt [〈−| ρ (0) |−〉+ nR − 1] + 1− nR
}
|−〉 〈−|

+ e−κt/2
[
eiω0t 〈−| ρ (0) |+〉 |−〉 〈+|+ e−iω0t 〈+| ρ (0) |−〉 |+〉 〈−|

]
+
{

e−κt [〈+| ρ (0) |+〉 − nR] + nR
}
|+〉 〈+| , (B.96)

a qual é a solução da Eq. (B.85) (Eq. (4.60)).
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