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Resumo

Aratjo, R.. Novas classes de superficies Weingarten generalizada. Goiania,
2023. 68p. Tese de Doutorado Relatério de Graduagdo. Instituto de Matematica
e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Neste trabalho definimos as superficies com curvatura média radial do tipo harmonico du-
plo - superficies CMRHD - no espago hiperbdlico. Estas superficies abrangem as superfi-
cies de Weingartein generalizada do tipo harmonico - superficies WGH - e sdo definidas
a partir de uma funcdo real e duas funcdes harmonicas, assim obtemos familias destas
superficies que dependem de duas funcdes holomorfas. Como aplicacdo exibimos uma
parametrizacdo para o caso rotacional. Também definimos as superficies de Weingartein
generalizada do tipo harmonico II - superficies WGHII - apresentamos familias destas
superficies que dependem de duas fun¢des holomorfas e como aplicacdo exibimos uma

parametrizacdo para o caso rotacional e analisamos o comportamento da curva geratriz.

Palavras—chave
Congruéncia de esferas, fun¢do harmonica, fungdao holomorfa, média do raio de

curvatura hiperbdlico, espago hiperbdlico



Abstract

Aratjo, R.. New classes of generalized Weingarten surfaces. Goiania, 2023.
68p. PhD. Thesis Relatorio de Graduacdo. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

In this work, we define surfaces with double harmonic mean curvature of the radial
type - CMRHD surfaces - in hyperbolic space. These surfaces encompass generalized
Weingarten surfaces of harmonic type - WGH surfaces - and are defined based on one real
function and two harmonic functions. We obtain families of these surfaces that depend
on two holomorphic functions. As an application, we provide a parametrization for the
rotational case. We also define generalized Weingarten surfaces of harmonic type II -
WGHII surfaces - and present families of these surfaces that depend on two holomorphic
functions. As an application, we provide a parametrization for the rotational case and

analyze the behavior of the generatrix curve.

Keywords
Congruence of spheres, harmonic functions, holomorphic function, hyperbolic

radial mean curvature, hyperbolic space.
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CAPITULO 1

Introducao

Definimos uma superficie de Weingarten como uma superficie (de dimensao 2)
onde existe uma relacdo entre suas curvaturas principais ky € k> dada por W(kq, ko) = 0.
Observemos que esta familia de superficies engloba casos cldssicos, como as superficies
minimas, onde W(kq, ko) = ky + ko.

Desde o século XIX, a teoria das superficies minimas tem sido objeto de estudo
com grandes avangos ocorrendo devido 2 conexiio com a andlise complexa. E possivel
construir uma grande variedade de superficies a partir de um par de fun¢des holomorfas
usando a representacdo de Weierstrass [11]. Esta representacdo € aplicavel a algumas
classes de superficies, incluindo certas classes de superficies Weingarten (Ver: [22] e
[23]).

Em analogia com a ideia de Weierstrass, R. Bryant [1] obteve uma representacao
tipo Weierstrass em termos de dados holomorfos para superficies com curvatura média
constante e igual a 1 no espaco hiperbdlico. Depois disso, durante mais de duas décadas
houve um significativo interesse na geometria das superficies de curvatura média cons-
tante em H°. Veja [2], [3], [12], [16], [20], [21].

Scheif [19] estudou as superficies £ C R® que satisfazem a relacdo de Weingarten
(12 £+ p?)K+uH+1=0,

onde 1 e p sdo funcdes harmodnicas com respeito a forma quadratica //+ ulll, Il e
Il sao a segunda e terceira forma fundamentais de M. Estas superficies ficaram co-
nhecidas como Superficies Weingarten generalizadas. Em [14], os autores estudam as
Superficies lineares de Weingarten do tipo Bryant em H°. Estas superficies satisfazem
uma relacdo linear entre a curvatura média H e a curvatura Gaussiana K, dada por
2a(H—1)+bK =0, para a,b € R, com a+b #0.

Motivado pelos trabalhos de [14] e [19] Corro em [6] apresentou uma ampla
classe de superficies em H?®, as Superficie Weingarten generalizada do tipo Bryant (Su-
perficies - BGW). Ele exibe uma maneira de parametrizar superficies como envelopes de

congruéncia de esferas na qual o outro envelope estd contido em um plano e com fun-
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¢do raio associada a um sistema de tipo hidrodinamico. Como aplicagdo, ele considera a
imersdo X : £ — H® no modelo do semi-espaco positivo tal que a aplicacido hiperbélica
de Gauss G, chamada de Transformagdo hiperbolica de Gauss, define uma congruéncia
de esferas onde X(X) e G(X (X)) sdo envelopes da congruéncia de esferas e o raio de cada
esfera define a funcdo raio h. Entdo X € dita uma Superficies - BGW, onde a curvatura

média H e a curvatura Gaussiana K; satisfazem a relacao

2(c—1) 2(c—1)

pach ¢ (H—1)+(a+b—ach ¢ )K =0

para a,b,c € R, a+ b #0 e ¢ #0. Estas superficies incluem as superficies de Bryant e as
superficies flat no espaco hiperbdlico.
Posteriormente, em [4] os autores estudaram as superficies no espaco hiperbdlico

onde existe uma relacdo entre a curvatura média H e a curvatura intrinseca K, tal que
2(H—1)ce®™ + Kj(1 — ce®™) =0,

onde p € uma funcdo harmonica com respeito a forma quadrética o = —Kj/+2(H — 1)/1.
Estas superficies sdo chamadas de Superficies de Weingarten generalizada do tipo harmo-
nico (Superficies - WGH). Além disso, eles obtiveram uma representagdo tipo Weierstrass
destas superficies que dependem de trés fungdes holomorfas. E como aplicagdo, classifi-
caram as Superficies - WGH de rotacgao.

Dias e Corro [8] obtiveram outra maneira de parametrizar hipersuperficies de
R™" que sdo envelopes de congruéncia de esferas na qual o outro envelope estd contido
em um hiperplano. Eles também obtiveram uma caracterizagdo para estas hipersuperficies
que localmente tém a aplicacdo normal de Gauss prescrita.

Em [13], os autores definem a raio de curvatura hiperbdlica e a média dos raio

de curvatura hiperbélica em H™', dados por

R =

n
Tk ° Hp = %;R,-.
onde k1, ko, ..., kn s30 as curvaturas principais da hipersuperficie.

O problema de Christoffel diz que dado um difeomorfismo A: S" — S" e
uma fungdo diferencidvel T : S” — R, entdo possivel encontrar hipersuperficies com
aplicacdo de Gauss G e a funcdo T prescrita como média dos raios de curvatura desta
hipersuperficie, ou seja, T = Hpg.

Neste trabalho, motivados por [4] e [13] definimos as superficies de curvatura

média radial do tipo harménico duplo (CMRHD) em H®, quando sua média dos raios de
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curvatura é dada por

Hr =~ (1—C(dp)e™),

N =

onde ¢ e 1 sdo fungdes harmonicas com respeito a forma quadrdtica o = —Kj/+2(H—1)/.
Aqui /, /I representam a primeira e segunda forma quadritica de M. Esta relacdo ¢é

equivalente a
2(H—1)C(d)e* + (1 — C(d)e®™)K; = 0.

Usando congruéncia de esferas quando a funcio real C depende de uma funcdo real /,
obtemos uma familia de superficies CMRHD que dependem de duas fun¢des holomorfas.
Além disso, classificamos as superficies de rotacaio CMRHD. Assim concluimos que estas
superficies nos dio algumas solugdes para o cldssico problema de Christoffel.

Além disso, motivados por [4] e [8] definimos as superficies de Weingarten
generalizada do tipo harmoénica II (WGHII) imersas em H3, que satisfazem a relacio

entre a curvatura média H e a curvatura Gaussiana K;
2(H+1)e™ + Ki(1+€*) = 0,

onde p € uma fungio harmonica com respeito a terceira forma fundamental ///= (N, N;j).
Apresentamos uma representacdo de Weierstrass para esta superficies que depende de
duas funcdes holomorfas e como aplicagdo caracterizamos as superficies WGHII de
rotacdo.

A divisdo deste trabalho estd feita da seguinte forma: No Capitulo 2, apresenta-
mos algumas propriedades, conceitos e defini¢des, além de resultados de andlise e geome-
tria diferencial que serao usados ao longo do texto. No Capitulo 3, definimos as superficies
CMRHD. Elas sdo localmente parametrizadas como o envelope de uma congruéncia de
esferas em que o outro envelope € um plano. Fornecemos uma representacao de Weiers-
trass dependendo de duas fungdes holomorfas e uma funcao real C, além de exibirmos
alguns exemplos. Também, mostramos condicdes para que tais superficies sejam de rota-
¢do e exibimos exemplos de superficies de rotacdo. No Capitulo 4, definimos as superfi-
cies WGHIL. Estas superficies £ C H?® sdo envelopes de uma congruéncia de esferas na
qual o outro envelope estd contido em um plano que é a fronteira ideal C,. Apresenta-
mos uma parametrizacdo local, dependendo de duas fun¢des holomorfas, que nos permite
obter superficies com aplicacdo normal de Gauss prescrita. Como aplicag@o, exibimos as

superficies WGHII de rotacao.



CAPITULO 2

Preliminares

Neste capitulo, vamos apresentar alguns conceitos e defini¢des que iremos utili-
zar ao longo deste trabalho. Maiores detalhes da demonstracdo poderdo ser encontrados

nas referéncias citadas ao longo do capitulo.

2.1 Funcoes holomorfas

Chama-se conjunto dos nimeros complexos e denotamos por C o conjunto dos

pares ordenados de valores reais tal que,
Z=U1+ilb e C— (U1, ) € RQ.

Denotemos /i = (0,1). Logo todo, par ordenado de numeros reais (uy, U2) € R2
pode ser escrito na forma z = uy +iu, onde uy € a parte real e u» € a parte imagindria de z.
Denotamos por Re(z) e Im(z), respectivamente.

Em [24] encontramos a seguinte definicdo.

Definicao 2.1 Seja uma fungdo f: U — C, onde U é um subconjunto aberto de C. A
fungdo f diz-se uma fungcdo complexa de uma varidvel complexa.
A fungdo f é derivdvel no ponto z = uy +iup € U quando

f(z+h)— f(2)

lim =L

h—0
Dizemos que o niimero f'(z) = L é a derivada de f no ponto z. A funcdo f: U CC — C é

analitica, ou holomorfa, quando possui derivada f'(z) em todos os pontos do aberto U.

. . . ) . Of
A seguir, para i = 1,...n utilizamos a notacdo f,, para a derivada parcial e
Ui

Em [15] encontramos a seguinte proposi¢do que relaciona as fun¢des holomorfas

com as equacoes de Chauchy-Riemann.



2.1 Funcgdes holomorfas 19

Proposicao 2.2 Seja f: U C C — C uma funcdo de varidvel complexa. Entdo escre-
vendo f(z) = fi(uq, Up) + fo(Uy, U2)i com z = uq + Upl, onde fungoes reais fy e f, tém derivadas
parciais continuas no aberto U dizemos que f é holomorfa se, e somente se, as equagoes

de Cauchy-Riemann

ofy 0b oh ofy

0U1_8U2 ° 6U1_ 8uz

sdo satisfeitas no aberto U.

A funcdo real f: U — R, de classe C? é dita harmonica se para todo (uy, Up) €
U C R? temos

2 Of
Af(U1,U2)=a— 0

+—5=0
ou?  dus

E possivel demonstrar que a parte real de uma func¢do holomorfa é harmoénica
devido as equagdes de Cauchy-Riemann. Sob certas condi¢des, o préximo teorema

estabelece que a reciproca € verdadeira, cuja prova pode ser encontrada em [18].

Teorema 2.3 Seja f: U — R, com U aberto e simplesmente conexo, uma fung¢do

harménica. Entdo h é parte real de uma fungcdo holomorfa.

A identificacdo de C com o R? induz um produto interno para fun¢des holomor-

fas. Consideremos (,) : C x C — R definido por
(f,9) = f1g1 + fa0o,
onde f = fi +if, € g = g1 +ige sdo fungdes holomorfas. Além disso, a norma da fungdo

1= /T 1).

A seguir demonstraremos algumas proposicdes de produto interno para fungdes

holomorfa f € dada por

holomorfas, veja [5]. Utilizaremos estas propriedades ao longo do nosso trabalho.
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Proposicao 2.4 Se f,g,h:C — C, com z = uy +iup € C sdo funcoes holomorfas, entdo:

N o o~ 0D

Prova. Sejam f = fy(uy, Up) +ifa(uy, Up), g = 91(U1, U2) +ig2 (U1, Up) € h= hy(uy, U2) +ih2(uy, Up)

func¢des holomorfas.

1. Assim pelas propriedades de produto interno e pela derivada do produto,

temos:

<f’ g>,U1

[{fi +if2, 01 +ig2)] 1
(191 + 2290] uy

g1 +11g1 +5g2+ gy
(f'.g)+(f,d).

2. Derivamos (f, g) em relagfo a u, e utilizamos as equagdes de Cauchy-Riemann

enunciadas em (3-58).

(£,9) 4y, = (f1G1) .+ (2G2) 1,
= f,g1+hH01,+h,0+hg,
= —h,91—fg, +h,0+ho,
= (—h, +ifi, 01 +ige)+(fi+ifs,—02, +i01, )
= (if,g)+(f,ig’).

3. Reescrevendo o segundo membro da igualdade e utilizando as propriedades

de produto interno, temos:

(1,f) +i (i, f)

(1+i0,f; +ifo) +i (0+1i,f +if>)
f1 +if2

f.
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4. Seja g = g1 — ige, isto é, o conjugado de g. Entdo:

(f,gh)

(fi+if, (g1 +ig2)(h1 +ih2))

= (fi+ib,(g1h1 — goho) +i(g1ho + gohy))
= fi(g1ho+gohi) +f(g1ho + gohy)

(f1g1 + b go)hy + (g1 + f1go) ho

< f1g1 +f292 +’(f291 +f1 92) h1 +Ih2>
= ((f+if) (g1 —ige). I +ihp)

(fg

).

5. Reescrevendo o segundo membro da igualdade e utilizando as propriedades

de produto interno, temos:

(1,f)—i{(1,if) =

(1410, f +if) — i (1+i0,i(fy +if))
f1 - i<1 +f0,if1 - f2>
f1 - i<1 +0i, if1 - f2>

fi — (—if)
fy +if
f.

6. De modo analogo ao item anterior, temos:

(1,f) —i(i,f)

<1 +i0,f1 +if2> - I<O+I, f1 +if2>
fi — i
f.

7. Pelas propriedades de produto interno, temos:

(1,f) (i, f)

<1 +i0,f1 +if2> <i, f1 +if2>
= fif
fif.
_ oht
2

1
= §<O+i,(f12+f22)+2if1f2>

= %<i,f2>.
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Lema 2.5 Sejam f = f; +if, e g = g1 +igo funcoes holomorfas com z € C, onde f é ndo

identicamente nula. Entdo (f,g) = 0 se, e somente se, g = ikf onde k € R.

Prova. Como f 0 em todo ponto, sem perda de generalidade, consideremos f; #0. Assim,

f
<f19> =fig1+hg=0 = g1= _Qf_gz_
.

Utilizando a igualdade acima e as propriedades de produto interno (2.4), obtemos

. oo . g2 . Q2
g=gi+igs=—22 Lig = R (f, viy) = i%t.
fi fi fi
E como as funcdes f e g sdo holomorfas, entdo a funcdo % também € uma funcdo

holomorfa, assim pelas equacdes de Cauchy-Riemann obtemos

Portanto, % = k € R onde concluimos que g = ikf.

)
Reciprocamente, g = ikf = ik(fy +ify) = —kfo + ikfy e, assim,

<f,g> =—Kkfifb +kfifo =0.

2.2 Envoltoria de congruéncia de Esferas

Nesta secdo, apresentamos as defini¢cdes de congruéncia de esferas e envoltdria

de congruéncia de esferas.

Definicdo 2.6 Uma congruéncia de esferas em R3 é uma familia a 2-pardmetros de
esferas, onde associamos uma funcdo chamada de funcdo raio, e os centros das esferas

de congruéncia definem uma superficie regular £ C R3,

Definicdo 2.7 Um envelope de uma congruéncia de esferas é uma superficie © C R® tal

que cada p € X é tangente a uma esfera da congruéncia de esferas.

Definicdo 2.8 Seja uma superficie L C R® com aplicacdo normal de Gauss N. Se X é

uma parametrizacdo local de L, entdo

2
Nj=Y WyuX; 1<i<2,
j=1
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onde u = (uy,us) € UCR? e W = (W) é chamada Matriz de Weingarten.

Seja TT = {(x1,x0,x3) € R3: x3 =0} e Y : U C R? — TT uma parametrizago
ortogonal local de IT, ou seja, gjj = (Y;, Y]>, 1</,j< 2, tal que

gij=gji=0 e Qi 7/0, 1 S“!SZ

Além disso,

2
Yi=YTive 1<ij<2
k=1

Utilizando o fato da métrica ser diagonal, temos

i

M= vij e T=
i 9jj

= r 1<ij<e 2-1)

hi

[I

Figura 2.1: Congruéncia de esferas

Em [17], Machado e Riveiros, estendendo os resultados obtidos por Corro em
[6], os autores apresentam uma caraterizacao para as hipersuperficies que sdao envelope
de uma congruéncia de esferas em R™'.

Em geral, em relacdo a uma congruéncia de esferas, costumam existir duas
superficies, conhecidas como envoltérias. Para ser mais preciso, um ponto p € R® que
pertence a envoltéria 2 também perterce a alguma esfera da congruéncia e TpX = TpS.
Assim, se a congruéncia de esferas tem duas envoltérias distintas entdo existe uma

correnpondéncia entre seus pontos.

Teorema 2.9 Uma hipersuperficie £" em R™', n > 2, é um envelope de con-

gruéncia de esferas, em que o outro envelope estd contido em um hiperplano
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T = {(u1, Up, ..., Up, Unyt) € R™T 2 upy = 0} entdo, existe uma parametrizagdo local or-
togonal de T1, Y : U C R" — T1 e uma fungdo diferencidvel h: U C R" — R, tal que
X:UCR"— X" dada por

x(0) - Yo - 2 [ZL—’ ,-—em] 22)
=1

é a parametrizagdo de ", com ep,1 = (0,0,...,0,1), Ljj= (Y, Y;), 1 <ij,<n e

n (h 2
=L
Além disso, a aplicacdo de Gauss é dada por
N(u) = eni1 + = [Z Y/ en+1] (2-4)
e a matriz de Weingarten é dada por
W =2V(SI—2hV)™", (2-5)

onde a matriz V = (Vj;) é definida por

I”=_’< Jj Z )1 1§/',j§n, (2_6)

l!

sendo r’ os simbolos de Christoffel da métrica Ljj e P a condigdo de regularidade dada

por
P = det(SI—2hV) #0. (2-7)

Como consequéncia do teorema de caracteriza¢do para congruéncia de esferas,

Machado e Riveiros em [17] apresentam o seguinte resultado.

Corolario 2.10 Seja X : U C R" — £" C R™" uma parametrizagdo de uma hipersuper-

ficie X". Entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:

i) X estd parametrizada por linhas de curvatura;
i) Vij=0paraij;
iii) N = —kiX;,

\/I..

onde ki = 2hV,— S’

1 < i< n, sdo as curvaturas principais de X.
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2.3 O espaco hiperbolico

Nesta secdo apresentamos a definicao do espago hiperbdlico utilizando o modelo

do semi-espaco superior de R".

Definicao 2.11 O semi-espaco superior pode ser descrito como o conjunto de pontos no

espaco euclidiano de dimensdo n com a coordenada xp, positiva, ou seja, é dado por:
H" = {(x1, X2, ..., Xn € R"; x, > 0}.
A variedade H" é chamado de o espaco hiperbdlico de dimensdo n .

Se introduzirmos a métrica de H" por:

> dxZ+dx2+...+dx?2

2
Xn

ds

’

onde % € o fator conforme a métrica euclidiana obtemos que H" tem curvatura seccional
igual an—l e que € uma variedade riemanniana completa. Ver: [9] e [10].

Ao longo desde trabalho consideramos o modelo do semi-espago superior para
n=3.

Agora, consideremos imersao de uma variedade diferencidvel X de dimensao n
em uma variedade riemanniana £ de dimensdo k = m+ n. Seja x,y € ToL C Tpf, se X
e y sdo vetores linearmente independentes indicaremos por K(x,y) e K(x,y) as curva-
turas seccionais de £ e L, respectivamente. O teorema a seguir relaciona as curvaturas

seccionais da imersdo £ em L. Para maiores detalhes da demonstracdo, veja [10].

Teorema 2.12 Sejam p € L e x, y vetores ortonormais de TpX. Entdo:
K(x,y) — K(x,y) = (B(x,x), By, y)) — [B(x, y) (2-8)
onde B(x,y) = VxY — VY é uma aplicacdo bilinear e simetrica.

Em [7] Corro, Pina e Souza relacionam a curvatura extrinseca de superficies no
espago Euclidiano a qualquer métrica conforme a métrica do espaco R". Nesse sentido,
considerando a imersdo da superficie £ no espaco hiperbdlico é possivel mostrar que

existe uma relac@o entre as matrizes de Weingarten de £ em R” e em H".

Lema 2.13 Seja £ C R® uma superficie regular. Considere a imersdo X : £ — H?® dada

por X(u) =

-
I Mm
-

3
xj(u)ej, onde u=(uy,u2) € Ue N(u) = Z N;(u)e;j o vetor normal de ¥. Usando
=1
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a conexdo induzida pela métrica do espaco hiperbolico, a matriz de Weingarten de X em
H? ¢ dada por

W = x3W — Nsl, (2-9)
onde W é a matriz de Weingarten em R3 e | é a matriz identidade.

A Transformacao Hiperbdlica de Gauss € uma fungdo definida em uma superficie
¥ imersa em H?®. Essa funcio é representada por G : X(X) — C,., onde para qualquer
ponto p € X, a geodésica orientada que passa por X(p) intercepta a fronteira ideal de C,
no ponto G(X(p)).

Definimos uma Superficie de Riemann, como uma superficie em que a mudanca
de coordenadas € uma funcao holomorfa. Considere X uma superficie de Riemann conexa
e orientdvel, e que X : £ — H? seja uma imersdo. A funcdo G define uma congruéncia
de esferas, na qual X(X) e G(X(X)) sdo envoltérias dessa congruéncia. Além disso, o raio
da esfera da congruéncia determina uma funcdo h que chamamos de funcao raio.

Em [4], os autores caracterizam as envoltdrias de congruéncia de esferas em H3
onde X é uma superficie de Riemann e as curvaturas média H e a Gaussiana K satisfazem

arelacdo
2(H—1)e® + Kj(1 —e®*) =0,

tal que 1 € uma funcdo harmodnica com respeito a forma quadratica o = —Kj/+2(H — 1)1/
e I, Il sdo a primeira e segunda formas quadréticas de X(X). A seguir, apresentamos este

resultado e mais detalhes da demonstracdao podem ser visto na referéncia (Ver: [4]).

Teorema 2.14 Seja L uma superficie de Riemann conexa e orientdvel. Entdo, X : X —
H® é uma imersdo se, e so se, existe uma fungdo holomorfa g : L — Coo e uma fungdo

diferencidvel h: ¥ — R?_ tal que X(X) C H? é localmente parametrizada por

on( o
X(2)= (9.0~ <H5||2(h,1 +ih,2),—1> , (2-10)

ondez=uy+iup € Ce g'(z) #0Vz € C,

2 2
AL Y @-11)

2
'l
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O campo normal hiperbolico é dado por
2h 2( ¢ ,
T](Z) =— |63+ —= (h,1 +Ih,2), —1 . (2—12)
S [ 5 (IIQ’II2 >]
A matriz de Weingarten é
~ 2
= l—g[2hV+(S—2htr(V))l]— I, (2-13)
onde
P=—82+25(1 —v)+4h*det(V) (2-14)
e
hAh
=5 (2-15)
19/l
Além disso a primeira e a segunda forma fundamentais sdo dadas por
2
M9 L1 y)es—anv (2-16)
=42 +(1 =) 1)1, -
=__VeldI
F=— 1—7), 2-17
o (1=Y) (2-17)
2
5191 _p, 1 —yy2s—anv (2-18)
= a2 +(1 =) 22)], -
2
oo 1915, o5 2nv 2-19)
=~ P+ Y( 1), (2-
~ Vi ||
f= — Y (2-20)
2
~_ gl
g= [P+2y(S—2hVo)]. (2-21)

4m2
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A curvatura Gaussiana K; e a curvatura média H sdo dadas por

Y, H=—=(y—1)+1. (2-22)

ol

Utilizando os resultados do teorema anterior os autores mostraram em [4] que
a métrica o é conforme a métrica euclidiana. A seguir faremos um breve comentério da

demonstracao.

Proposicao 2.15 Seja X uma superficie de Riemann conexa e orientdvel, tal que a
X : £ — HB ¢ parametrizada localmente pelo Teorema 2.14. Seja o a métrica definida

por
o=—Kl+2(H—1)Il

onde K é a curvatura Gaussiana, H é a curvatura média, | e Il sdo a primeira e a segunda

forma fundamental de X. Nestas condicoes, o é conforme a métrica Euclidiana.

Prova. Utilizando as equagdes (2-22) obtemos as implicacdes

2 4y 4 4
H=Sy=1+1 = 2(H—1)=%—I—3 = K—2H-1)=%  (2:23)
c
4 4
2H=1) = Zly=1 = 2H-Ty=5vlv-1) =
= 2(H—1)y+K(1—7)=0. (2-24)

Pelas equacdes (2-23), (2-24) e as equacOes da primeira e segunda forma obtidas no

teorema anterior, temos que

o(Xy, Xy) = —KF+2(H—1)f
2 2
= / 2 12 Y) |+ 2 12Y
2
19l

2 Vig[Ki(1 —v)+2(H—1)y]=0
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(X, Xy) KiG+2(H—1)g

7012
- —K (M[—P+(1 —y)(2S—4hV22)]> +

2
+ 2(h—1) (%[—P+2’Y(S—2hV22)1>

/
= Hiz' [P(Ki+2(H—1))+2(S —2hV2)(Ki(y — 1) +2(H — 1)v)]
2
gl
= T
lg'|I?
Analogamente, concluimos que o(X,, X,) = 2 O

Duas superficies estdo associadas por uma congruéncia de esferas se existe uma
relacdo entre seus pontos e estas sdo tangentes a uma mesma esfera da congruéncia.
Quando X C R? estd associada a um plano por uma congruéncia de esferas podemos
definir as curvaturas radiais r; e as curvaturas médias radiais Hp, associadas ao plano. Em
[13], Espinar; Galvez e Lopez, propde uma cuidadosa extensdao do problema para o espagco
hiperbdlico. A seguir, enunciamos a definicao da raio de curvatura hiperbdlico e da média

dos raios de curvatura hiperbdlicos.

Definicdo 2.16 Seja & uma hipersuperficie no espaco hiperbolico H™'. Entdo, os raios
de curvatura hiperbolico R e média dos raios de curvatura hiperbolico Hg sdo dadas por
~ 1 ~

1 n
Ri=—— ¢ Ha=-Y 'R,
i 1—k e R n; i

onde ki, ko, ..., kn sdo as curvaturas principais de X.

Uma outra forma de parametrizar superficies como envelope de congruéncia de
esferas € apresentada por Dias e Corro em [8]. Eles consideram p € £, N(p) o vetor normal
unitdrio de £, v um ponto fixo de R e {.,.) o produto escalar do espago euclidiano e
definem as superficies de Weingarten generalizadas tipo suporte distancia (superficies
WGSD) que satisfazem a relagdo A+ BH+ CK =0, onde A,B,C : L — R sdo fungdes
diferencidveis que dependem da funcdo suporte ¥, = (p— v, N(p)) e da fun¢do distancia
quadrética A, = (p—v,p— V).

A classe das superficies WGSD também podem ser definidas a partir das curva-

turas radiais r; e da curvatura média radial H, associadas ao plano do envelope de con-
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gruéncia, isto &,

AezH—A
Py

2,‘?+Z‘1 =
i1 ri

3
i

onde R € o raio da congruéncia de esferas. Enunciaremos, a seguir, o teorema de carac-

terizacdo proposto pelos autores. Mais detalhes da demonstracao podem ser encontrados

em [8].

Teorema 2.17 Seja L uma hipersuperficie orientdvel de R™' com curvatura de Gauss-

Kronecker K # 0 e com aplicacdo normal de Gauss N # —ep.1. Entdo, existe uma

parametrizagdo local ortogonal Y : U — T1 do hiperplano 11 e uma fungdo diferencidvel

h: U — R tais que X pode ser localmente parametrizada por

onde Ljj=(Y;,Y)), T

;L—/ J R=(QY)—

Nestas coordenadas, a normal de Gauss N de ¥ é dada por

1

N(u) =
1+]Y]?

<2Y AV ) ueU.
Além disso, a matriz de Weingarten W de X é dada por
W=2(TV—2RI)",

onde V = (Vjj) é dado por

Ij_7<lj Z )5 13’;]3”

e I, é a matriz identidade n x n. A condi¢do de regularidade de X é dada por

P = det(TV — 2Rl,) #0.

(2-25)

(2-26)

(2-27)

(2-28)

(2-29)

(2-30)

Em coordenadas locais, as formas fundamentais |, Il e 11l sdo dadas, respectiva-



2.3 O espacgo hiperbolico 31
mente, por
u 2R 4R?
I (X, X)) = <Zq Vik ijka> -+ (VijLjj+ ViiLi) + ?Li/‘, (2-31)
2
I —(Xj,N;)= - (2RL; — TVjiLy)), (2-32)
4
1" <N,,', N/> = —2L,'j. (2—33)

\'



CAPITULO 3

Classe de Superficies com curvatura média

radial hiperbolica do tipo harmonico duplo

Neste capitulo, estudamos as imersdes X : L —» HS, onde ¥ é uma superficie
do envelope de congruéncia de esferas. Seja X a superficie que satisfaz as condi¢des do
Teorema 2.9 e para a qual existe uma relacdo entre a curvatura Gaussiana K; e a curvatura

média H tal que
2(H—1)C(d)e* + (1 — C(d)e®MK; = 0, (3-1)

onde C: R — R é uma funcdo real e ¢, pu s@o fungdes harmonicas. Chamamos
estas superficies de Superficie com curvatura média radial do tipo harmoénico duplo
(Superficies CMRHD)

3.1 Superficies CMRHD

Iniciamos esta secao dando uma definicdo equivalente a (3-1) para as superficies
CMRHD. Também enunciamos uma parametriza¢do para estas superficies e apresenta-

mos alguns exemplos.

Definicdo 3.1 Uma superficie & C H™', n > 2, é dita uma superficie com curvatura
média radial do tipo harmonico duplo (superficies CMRHD) se dada uma fungdo C :

R — R a curvatura média radial é dada por

Hr == (1—C(dp)e?™), (3-2)

N| —

onde § e W sdo funcoes harmonicas. Se a funcdo real C for constante temos uma WGH -

Superficie.

No teorema seguinte vamos mostrar as condi¢des para que as superficies do

envelope de congruéncia de esferas seja uma superficie CMRHD.
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Teorema 3.2 Seja X uma superficie da envoltoria de congruéncia de esferas que satisfaz
as condicoes do Teorema 2.14. Dada uma fungdo real C :R — R, entdo L é uma superficie
CMRHD se e somente se

hah— 9|2 = opye’ o) (3-3)

onde ¢ e W sdo funcoes harmonicas, g ¢ uma funcdo holomorfa e h é uma funcdo

diferencidvel.

Prova. Seja X : U C R" — R™', n > 2. Pelo Corolério 2.10 temos que as curvaturas

principais t; de X sdo dadas por

26,‘

fi=—n—,
! 2/’)0','—8

(3-4)

onde 0; sdo os autovalores da matriz Vj;. Agora considere a imersdo X : & — HZ. Por (2-9)

concluimos que
ki = N3 + X3t;. (3-5)

Utilizando as equagdes (2-2), (2-4) e substituindo a equagdo (3-4), temos

2\ 2h 20; 2
kl = 1—— + — =1+ -
S S 2/’10‘,'—8 ZhG/—S

Seja £ C H3, considere a funcdo holomorfa g : £ — Co e Y(z,0) = (9(2),0).
Logo podemos determinar a curvatura radial média hiperbolica de X. Utilizando a equagdo

acima e pela Defini¢do 2.16, para n = 2 temos

— ho; (3-6)

(5= htr(Vyp). (3-7)

Usando (2-3) obtemos
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h1)2 +(h,2)? vh|?
S = ( 1)2+( 2)2+ =|| ||2 (3—8)
(951) +(g’2) HgIH
Utilizando as equacdes (2-6), conseguimos
1
tr(Vij) = 1917 (ha1— (F111 hy+123 h)+hoo— (nghn +F222h,2)) (3-9)
Ah
19l
Por (3-7), (3-8) e (3-9), temos
~ 1 vh||>—hAh
Hg = — 1+L . (3-10)
2 [l
Usando a Definicao 3.1,
Vh|[> = hAh
IhE=hah _ _ cigpes (3-11)
g’
e utilizando as propriedades de logaritmo natural,
|91~ han= —c@)e || = —cyel el (3-12)
de onde segue o resultado. 0

Observacao 3.3 Note que

1/ 1 1 1
5(1—k1*m) = g (1-c@e™)
(2—2H) (1—2H+K) (1— C(p)e*)
(2—2H) (1—2H+K;+1) (1 — C(d)e™)
0 = 2(H—1)C(d)e®™ + Ki(1 — C(d)e®™).

Se C(d) = ¢, onde ¢ é constante, neste caso temos as Superficies Weingarten

generalizada de tipo harmonico no espago hiperbdlico.
Se C(d) = ¢ entdo

2(H—1)pe+(1 — pe®MK; = 0.
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Portanto, temos uma CMRHD-Superficie.

Nos lemas a seguir consideramos o par de fun¢des holomorfas f, g e da funcdo

real /.

Lema 3.4 Seja h = ((}), onde & = (1,f) e f é uma fungcdo holoforma. Entdo temos as

seguintes equivaléncias

hi = C(d)(1,1), (3-13)
ho = C(d)(1,if'), (3-14)
hoo = @) (1,0 +0(d) (1,7, (3-15)
hiz = hor=0"()(1,if") (1, )+ (d) (1,if"), (3-16)
hoo = £"(d)(1,if ) —(d)(1,"), (3-17)
hi+ihy = ('F, (3-18)

(h11 —haa)+2ihge = C"()(F)? + L (H)(). (3-19)

Prova. As igualdades (3-14)-(3-18) sao consequéncias diretas das propriedades de deri-
vada para produto interno dadas pela Proposicdo 2.4.

Utilizando as derivadas de primeira ordem de h temos
hy+ihg =0 () ((1,F)+i(1,if')) = {'F.

E obtemos (3-19). Além disso, aplicando as derivadas de segunda ordem de h e as

propriedade da Proposicdo 2.4, deduzimos que

(h11 — ho2)+2ih 12

@) (1,62 = (1if)?) +20(0) (1) +
2il" () (1,if") (1,17 + 2il'(b) (1, if")
) (12 +i (1,(F)7)) + 20/ () ((1,£7) +i (1,if")) .

+

Usando as identidades da Proposi¢do 2.4 na igualdade acima, concluimos a

demonstracao. 0

Lema 3.5 Considere as funcoes holomorfas f:C — C, g: C — C tais que z = uy +iup € C
e g'(z) #0 para todo z € C e X é uma superficie de Riemann simplesmente conexa. Tome
h =), onde & = (1,f) e { é uma funcdo real. Entdo os coeficientes da matriz Vjj sdo

dados por
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Vi1 = 1,1 +0($)(1,Q) ), (3-20)
; mu< 0107 )
1 " ("2 / .
Vig = Voy = o (f (¢)<1,l 5 >—€(¢)<1,/Q>), (3-21)
Vap = (e” )<1,if’>2—€’(d))(1,Q>). (3-22)
||g I
onde Q =f"— g—/f’. Além disso,
11\ 2
(V) = 4”(d>)(” ,H) (3-23)
Iedl
e

v — —
det(V) = (d)) {g/(d)) Hf//Hz _ ' _g//(d)) <f//,(f/)2>

— 2
g /
= |f
lg'[I* (g/)
+ < (Z:) f 0" ()(F)? +f’<¢><ﬁ)2> } (3-24)

Prova. Por (4-7) os coeficientes da matriz (Vj;) sdo dados por

1 2 1 19l ||g ||
Vitr=— | h11— Y Tfihm | = z(h,11—< 1y 2 hy—ihg
g1t o [redl lol *
1 2 1 ||Q'||1 ||Q 2
Vie=— | hia— ) TShm | = (h,12 — < Jd(hy— ih,2)>
g1z ( L Tiahn Ig'|I? lgll " Tl

1 1 19l 1, ||g |2
V22 h22 — F h (h}gg + < h — I.h,2
gﬂ( Ezz) o'l EIRTIN

Tomando

o= (10 10 i o o (100 00 ) s
LT 191"l

podemos reescrever os termos da matriz Vj; como

1
(h11—B), Viz= (h12—D) e Va=

1 1
2 2V 5 2
regl 19/l 19/l

Viq = (hygg + B) . (3—26)
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Utilizando as propriedade da Proposi¢do 2.4 e (3-19)

LR P G2 AT .0
IR I " g

- é’(¢><g_,g,,f’>
g9

/ 9",

14 1,=f

(¢)< g >

hin—B = (&) (1, +(d)(1,1") — (& <

= @) (1Ll <<1 ) — < % >) (3-27)

() (1,if") (1,17) + () (1,if") — ' (D) <1 , i%l,/f’>

" M2\, : "
14 (¢)<1,/T>—€(¢)(<1 /—f> (1,if >) (3-28)

hoo+B = ("(d)(1,if ) (o ((1 ) — <1 —f>> (3-29)

Finalmente, substituindo (3-27)-(3-29) em (3-26) obtemos (3-21)-(3-22).
Temos que (3-23) é consequéncia direta das equagdes (3-21) e (3-22). Para obter

Assim,

cQ:|<Q
\/

hi2—D

(3-24) considere as equagdes (3-26). Entdo

1
det(V) = T [(h11 = B)(ha2 +B) — (W12 — DY?]
1 .
- /H4[h,11h,22—(h,12)2—||B+/D||2+
g

+ <B+I'D,(h,11 —h’22)+2ih,12>]. (3—30)
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Utilizando as derivadas de h dadas por (3-16)-(3-18) e (3-19), obtemos

(é”(d>)<1,f’>2 ) (1, f”>) (E” <1,if’>2—€’(d>)<1,f”>>
— (") (LY () + (b <1,/f”>)

1" 2 -(f/)z 2 PRV 11\ 2 1" / 1" 1\ 2
= ()2 (1,i > — (@) (1,17 =" D) (D) (1) (1,£)" +

D) (1,#) (1,1 — (6 <1 ,(f;) > _
— 20() (D) (1,1 (1, (1,if"y — ' (d)? (1, if”>2.

Agora, pelas propriedade de produto interno para fun¢des holomorfas dadas pela Propo-

det(h,,-j)

+

sicdo 2.4 temos

det(hy) = —L"(G)() (1,7 <<1,f’>2—<1,if’>2>
f’2
- 2€”(d))€’(d>)<1,i( ) ><1,if”>—£’(c|>)2 ((1,f”>2+<1,if”>2)

= =) (D) (1,17 (1,(F)2) = " () () (1,if") (1,i(F)?)
ot 2
= —6”(d))€’(d>)<<1 Y +i (1,0, (1,(F)2) +i (1,i(F)?)) — € (&) |||

= (@@ )+ @277 (3-31)

Note que, por (3-25)

||g/||,1+i||gl||,2 —_—
Tl (Paeihe)

B+iD =
e pela propriedade (2.4) e (3-14)-(3-15)

y

B+iD="/() (:/) f. (3-32)
g
1 — 2
det(V) = W{ - (e”(q;)z’(q;) <W,W2> () WHZ) — () <%> f
+ <€/<d>) (i:) f’,ﬁ”<d>>(?>2+e’(cb>(ﬁ)2> }

Portanto, obtemos (3-24). O

Finalmente, utilizando (3-19), (3-31) e (3-32) em (3-30) temos
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O seguinte teorema apresenta uma familia superficies CMRHD onde a fun¢ao

real C determinada pela equacdo (3-3) € prescrita.

Teorema 3.6 Seja X uma superficie de Riemann conexa e orientada tal que sua parame-
trizacdo X : L — HS satisfaz as condi¢des do Teorema 2.14. Considere que f e g sdo fun-
coes holomorfas e { : | C R — R é uma funcao real. Entdo X é uma surperficies CMRHD

parametrizada por

20 | gl f
X(z)=(g,0)—§ h?gw,q], (3-33)

/

/

onde C(t) = 00" —({"2, &= {1,f), u=In|=|, z=us+iup € C, g'(2) #0 para todo z € C, e

gl 2 f/ 2
S=—( “l 2” +1. (3-34)
gl
Além disso, o campo normal hiperbdlico é dado por
2 (gt
n2=<|-"—% -1 (3-35)
S ( [l

e a matriz de Weingarten é

o2 [l
W=—(20(V—1t'"—=5 | +(y+ 1) | =1 (3-36)
P 19'll

onde
4l(d) ||, a\ ., 7 1 T2 i 2
ST L M G L A (3-37)
e
hAh
Y= 5 —S+1. (3-38)
ied
Finalmente, os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais sdo
dadas por
2
e 9 pan )
= g PP

(1-v)
20

(") (1,(F2) + £ () (1,0Q)), (3-39)
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— 1\2
A GIME ST (3-40)
g . ol (—P+2(1 —y)) +
T ar Y
1—
- 2]) (") (1,()2) + () (1,9)), (3-41)
3 = _Hg'|!2(p+2 (1 =) —
T e AL
iy Y (@) (1,(72) + £ (9) (1,0)), (3-42)
/\2
f - %(ﬂ”<¢)<1,i(f7)>—€’<¢><1,iﬂ>) (3-43)
e
§ - ”fgﬂ (P+2y(1—V)+
+ (6” )(1,(F)2)+0(d) (1,Q)) . (3-44)

Prova. Considere h(u) = {((u)) tal que Ad = 0. Assim, pelas equacdes (3-14) e (3-15)

concluimos que

I1vh[Z = (2|7 (3-45)
e
hAh= 00" ||V 2. (3-46)
Logo, por (3-3), (3-45) e (3-46)
(00"~ 7) 9 )12 = oy lol), (3:47)

considerando ¢ = (1,f), onde f é uma funcéo holomorfa, segue que X é uma superficie
CMRHD.

Para determinar (3-33), (3-34) e (3-35) basta utilizar as equagdes (3-19) e (3-17)
em (2-10), (2-11) e (2-12).

Agora, para calcular a matriz de Weingarten considere as equacdes (3-23) e (3-
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34) em (2-13). Assim

1112 /112
w2 <2€V+ (W 7 v — 20 ”f/”2> /> )
i el 1|
/112 7112
& (vl ) (2 ),
P o'l Fdl P

Por (2-15) e (3-3), temos que y = C(dp)e™. Logo, obtemos (3-36).
Finalmente, por (2-14) e (3-26) temos

4n?

4
19'll
+ (B+iD,(h11 — h22)+2ih12)).

P = —S%2+25(1—7v)+ (hithge — (h12)? — ||B+iD|| +

Podemos reescrever a equagdo acima por

4h o _ 2
=— T (B+iD)— 2 (h11—hpo)+2ih12) || +(y —1)° (3-48)
Substituindo (3-32) e (3-19) em (3-48), deduzimos que
44(9) VIR
=——= () (—> f'— S (O + (D) || +(y—1)%.
19/l g 2
Agora, considere (3-21) e (3-22) entdo
1
Vi — Va2 = T (@) (1. () + £ (d) (1,Q)) . (3-49)
Substituindo em (3-49) em (2-16)-(2-21), temos as expressdes (3-39)-(3-44). ]

Corolario 3.7 Seja & C H® uma superficie CMRHD. Entdo L estd parametrizada por

linhas de curvatura se, e somente se, existem constantes ki,ko € R e z € C tal que

ko (3-50)
g(2) = z; + efe”

{ f(2) = 2o+ k1 2

onde zy e z1 sdo constantes complexas, f e g sdo fungcoes holomorfas.

Prova. As superficies CMRHD satisfazem a relagdo (3-3), portanto estd parametrizada por

linhas de curvatura. E as curvas coordenadas sdo linhas de curvatura se, e so se, Vqo = 0.
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Utilizando (3-22) temos

Viz =0 ("(d) (1,i(f)?) — () (<1,/ (%f’ - f”) >> =0. (3-51)

Uma solugdo para a equagao acima € dada por

f=ki, com ki €R,
/!
g—f’— f" =k, com ko €R.
g/

Desta forma, f = kjz+ 2y, zo € C e ' = 0. Logo,

g ke / /"
7k 2g 19

Resolvendo a equacdo diferencial acima em relacdo a varidvel complexa z obtemos
(3-50). 0

Corolario 3.8 Seja ¥ uma superficie CMRHD. Dizemos que X parametrizada por linhas

de curvatura, entdo X é uma superficie CMRHD de rotagdo.

Prova. A demonstracao € imediata pelo Corolério 3.7. 0

Agora que temos as superficies CMRHD bem definidas, apresentaremos alguns
exemplos utilizando um par de fung¢des holomorfas e uma funcdo real. Antes disso,

vejamos os seguintes Lemas.

3.1.1 Exemplo de Superficies CMRHD

Considerando as funcdes holomorfas g(z) e f(z) obtemos as superficie CMRHD

para as seguintes escolhas da fungao real ¢

1. Seja as funcdes holomorfas g(z) = z e f(z) = z2. Consideremos a fungio real /() = 5.
Abaixo, apresento uma representacdo da superficie CMRHD vista em relacdo ao

plano tridimensional, localizada no semi-espago superior."
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Figura 3.1: ((t) = £

Agora, apresentamos a mesma figura anterior, porém, desta vez, alteramos os

parametros uy € U € a observamos de diferentes angulos.

2. No exemplo a seguir, continuamos a considerar as mesmas fun¢des holomorfas

2, mas agora alteramos a funcio real para /() = t>. Observamos a

g(z)=zef(z)=2z
superficie CMRHD em relacdo ao plano tridimensional e, em seguida, a examina-

mos de diferentes angulos.

2 | C(t) = —3t* | CMRHD - Superficies
() =12 | C(t) = —2t> | CMRHD - Superficies

Observacao 3.9

3. Considere a fungiio holomorfa f(z) = z e a fungiio real /() = 2. Geramos as super-
ficies CMRHD em relag@o ao plano tridimensional e, em seguida, as examinamos

de diferentes angulos para algumas escolhas da funcdo holomorfa g(z).
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Figura 3.3: g(z) =sinhz

4. Agora, visualizamos a superficie CMRHD considerando a fun¢@o holomorfa g(z) =
cosh(z).

A seguir, temos a mesma figura anterior, porém, agora vista de um angulo diferente.
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Figura 3.4: g(z) =coshz

5. Considere as funcdes holomorfas f(z) = z2 e g(z) = z%. Ao utilizar a funcio real
((t) = elt® — t), obtivemos a seguinte superficie CMRHD, que foi inicialmente
visualizada em relac@o ao semi espaco superior. Em seguida, realizamos alterag¢des

nos parametros e a observamos de diferentes angulos.

Figura 3.5: C(t) = 6tet3_t+ (3t2 — 1)2613_t

6. Considere as funcdes holomorfas f(z) = €% e g(z) = z2. Utilizando a funcio real

((t) = In(t), obtivemos a seguinte superficie CMRHD.
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A seguir, estamos visualizando novamente a mesma superficie CMRHD anterior,
mas desta vez em relagdo ao plano tridimensional no semi-espago superior, com a

alteragdo dos parametros.

In(t)+t
t2

Figura 3.6: C(t) = —

3.2 Surperficies CMRHD de Rotacao

Agora vamos estudar alguns exemplos de surperficies CMRHD de rotacao.

Teorema 3.10 Seja X uma surperficie CMRHD parametrizada por (2-10). Entdo X~ é uma
surperficie CMRHD de rotacdo, se e somente se g(z) = €°, $ = ajus +bq, L= aui+bo e
h=J(ajuy + by), onde J : R — R satisfaz

(JJ” . (JI)Q) (a1)2 = C(ay us +b1)62((az+1)u1 +b2) (3-52)

Prova. Uma superficie parametrizada por (2-10) é de rotagao se, e somente se, g(z) = &

e ho =0. Seja £ uma superficie CMRHD de rotacdo, entdo podemos considerar h =
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J(ajuy + bq), onde ay, by € R. Assim, derivando h, temos
hi=J(aiui+by)ar e hii=J"(aiu +by)(ar)?. (3-53)
Note que, hp =0 pois J assim como definimos s6 depende da varidvel uy. Assim, por (3-3)
(" = (JP)an? = Cd)et ||g'||”. (3-54)
Como g(z) = €%, temos que ¢ = ajuy + by e WL = ajuy + by de onde segue o resultado. [
Teorema 3.11 Seja £ C H® uma superficie CMRHD tal que sua parametrizagdo é dada

por (3-33). Entdo L é uma superficie CMRHD de rotacdo se, e somente se, L estd

parametrizada por

X(2) = (M(u1) cos up, M(uq) sinuz, N(uy)),

onde
2k((cuy +b)l'(cuy + b)c ‘u
M =(1- ’ )
() ( (' (cuy + b))2(c)? + k2 g2kur (3-55)
e
2 2kuq
N(uy) = 2l(our + b)k” e (3-56)

(¢'(cur +b))3(c)?
Além disso a condicdo de regularidade de M é dada por

cl"(cuq +b)

2cl(cuq +b) (kf’(cw +b) — >

) = [C(cuy + b)e?®i+be) _ 1] 2Pkt (3.57)

Prova. Como g = €*?, podemos reescrever a equacio (2-10) da seguinte forma

2khh 2khh 2h
X(z) = [(1 — —/12> e cos kup, (1 — /’12> ek sinkuz,—] (3-58)
Sl Sl S

Pela equacdo (3-50) a funcdo holomorfa f é dada por

f(z)=cz+zy, onde ceR.
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Considerando h = ¢((1,f)) e utilizando a equagdo acima, temos
h=/{(cuq +b). (3-59)
Derivando h com relacdo a varidvel uq
hy={(cus +b)c. (3-60)
Assim, por (2-11) temos
S||d||? = (¢'(cus + b))2(c)? + k22K (3-61)
Utilizando as equagdes (3-59)-(3-61) em (3-58) concluimos as equacdes (3-55) e (3-56).

Finalmente, para obtermos a condi¢@o de regularidade considere a equacdo (3-48). Como

g=¢e?, ho=0¢ f=cz+ 2y obtemos

2 2 "
_4cU() (kg,((b) cl'@

2
oI ——) +(C(p)e®* — 1), (3-62)

= (C(d)e?* — 1)||¢'||%. Utili-

Assim P =0 se, e somente se, 2c/(}) <k£/(q)) ot 2((1)))

zando ¢ = (1,f) e p= apuy + by temos o resultado.
O

3.2.1 Exemplo CMRHD - Superficies de rotacao

Pelo Teorema 3.11, temos que as superficies CMRHD de rotagdo ficam determi-
nadas pela curva geratriz o(u) = (M(u1), N(u1)) no plano uqus.
A seguir, obtemos alguns exemplos de superficies CMRHD de rotacdo e anali-

samos o comportamento das curvas quando uy — £00.

Figura3.7: { =mt+n
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600

300

400

300

200

100

AL -0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

Figura 3.8: Curva geratriz

Observacao 3.12 Se k>0

im M(u)=—o0, lim N(u) = oo,
U1 —+00 U4 —+00
im M(u)=0, lim N(u)=0.
ug——0o0 ug——0o0

Portanto a superficie tem um fim quando uy — F00.

Se k < 0 a coordenada x3 < 0. Portanto ndo determina uma curva no semi-espaco
superior.

Para as constantes m=1,n=—1,c=1,b=1,a=1e by =1 0 grifico de (3-57) é
dado por p(uq) =2u— (e“*! — 1)e?“ e ndo intercepta o eixo uq logo a superficie é completa.

Note que neste exemplo C(t) = —m? e portanto temos uma WGH - superficie.

02 T 08 1 12 14 16
u

-100

-130

-250

Figura 3.9: Condig¢do de regularidade
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Figura 3.10: /= /te k > 0

Figura 3.11: Curva geratriz
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Figura 3.12: /(t) = J/te k <0

Figura 3.13: Curva geratriz
Observacao 3.13 Se k>0,

lim M(uq) = oo, lim  N(uq) = oo,
Uy —+00 U4 —+00

im M(ui)=0, lim N(us)=0.

U4 ——00 U ——00

Portanto a superficie tem um fim quando uy — £o0.

Agora, analisando a condi¢do de regularidade para /(f) = v/t quando k > 0

3 2u 3uq+1 3 2u
1e™1 1 1e“™1 4
temos que a curva p(uy) = 9vVui+le u1+3:( 1;—3/3 ur+1e” " 1+6 ur+
u+

apresenta raizes, portanto
a superficie tem singularidades.
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u

Figura 3.14: Condi¢ao de regularidade

. 9 31 —2u 3 1—uwy 9 31 —2u4 -6 _8
Se k < 0 a curva de regularidade p(uq) = 248 i+ 2(1 +)4 2 4
+Uq

dada por

044

Figura 3.15: Condicao de regularidade

tem uma raiz e portanto a CMRHD-superficie de rotacdo apresenta singularidades.

Para as constantes k=1,c=1,b=1, ac=1e by =1 eﬁ(t):tz,obtemos
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Figura 3.16: /(f) = {2

Figura 3.17: Curva geratriz

Analisando o comportamento da curva quando uy — $00, obtemos que
ela tem um fim em 0. O gréifico de (3-57) dado por p(ui) = 2 (uy +1)22u+1) +

(2 (ug +1)e?¥*1 +1) e?¥" intercepta o eixo uy logo a superficie ndo é completa.

14000 1
12000 4
10000 1
8000 -
6000 -
40009

2000

-10 -3 = -4 -2 0 2

-20004

-4000-

Figura 3.18: Condi¢ao de regularidade



CAPiTULO 4

Superficies de Weingarten generalizada do tipo

harmonico 11

Neste capitulo, apresentaremos a definicdo das superficies de Weingartein gene-
ralizadas do tipo harménico II (superficie WGHII) imersas em H®. Inicialmente, conside-
ramos as superficies como enunciadas no Teorema 2.17 e utilizando a métrica conforme
temos a imersdo X : £ — H°. Apresentamos uma parametrizacdo local para estas super-
ficies, tomando a fung¢do raio conforme a métrica e considerando uma fun¢ao harmonica.

Como aplicagdo, classificamos as superficies WGHII de rotacao.

4.1 Superficies WGHII

Iniciamos esta se¢do definindo as superficies WGHII. Essas superficies sdo
localmente parametrizadas como o envelope de uma congruéncia de esferas em que o

outro envelope estd contido no plano.

Definicdo 4.1 Seja a imersdo de £ em H®, onde L é uma superficie do envelope de
congruéncia de esferas. Dizemos que X é uma Superficie de Weingarten generalizada do
tipo harmonico Il (Superficies - WGHII) se existe uma relacdo entre a curvatura média

H e a curvatura Gaussiana K tal que
2(H+1)e* + Ki(1+ €)= 0 (4-1)
onde | é uma fungcdo harmoénica.
A partir desta definicdo enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Seja L uma superficie de H® satisfazendo as condig¢oes do Teorema 2.17,
com R > 0. Se Y(z) = g(2), onde g é uma funcdo holomorfa e Ah =0, entdo X é uma
superficie WGHII, com = In|g(z)|.
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Prova. Note que, sendo £ uma superficie orientivel de R® como em (2-25), logo
Xz(u)=—— e N3(u)=——. (4-2)

As curvaturas principais t em U C R3 sdo dadas por

2

f= ———
'"T2R—To;

(4-3)

onde 0; s@o os autovalores da matriz Vj;. Agora, considere a imersdo X : L — HZ3, temos

que
ki = X3tz + N3. (4-4)

Utilizando as equagdes (4-2) e (4-3) em (4-4), temos

2R 2 2—-T 20
ki = —— + =— +1
T \2R—To; T 2R—To;
Assim,
2R(k; +1
gl.:_ﬂ_ (4-5)
2—T(ki+1)
Logo, o Trac(Vjj) € dado por
2R(ky +1) 2R(ko +1)
01+02 = — +
2—T(ki+1) 2—T(ka+1)
Ki+ko) — Tkikp — T(ki + ko) +2—T
_ _ap( k) 1ha — T(ki +k2) + (4-6)
@@—Tki—T)Y2—Tky—T)

Se tomarmos a métrica conforme onde h é uma fungiio harménica e T = 1+ e?*, tal que
Ap =0 temos (4-1). O

Lema 4.3 Considere as fun¢oes holomorfas f:C—Ceg:C — Ctal que z=uy+iup € C
e 9'(z) #0, para todo z € C. Tomando h = (1,f), a matriz

1 2
Vi= - (h,,-, = Zr,g.h,,> , 1<ij<2 “-7)
1

J I=
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com
/
el Wy iciy<e (4-8)
rdl el
é tal que
1,¢ G 1,C
11=< ; Z, V12=—< />2, V22=—< ; i,
rd regl gl
g//
onde (= f" — = f'. Além disso,
2
Trac(V)=0 e Det(V)= HQL (4-9)
edl
Prova. Como h = (1,f), segue de (3—58) que h1 = (1,f') e ho = (1,if’), logo
h’11 = <1,f”>, h’12 = h’21 = <1,if”>, e h,gg = —<1,f”>.
Utilizando os simbolos de Christoffel dados por (4-8) e as equagdes acima, temos
2 19/l 19/l
Mihy = L (1,8 — =22 (1,if
Llahe = g (80 =g
19l Ilg ”2 v
- <Hg|| L) i (i)
) < /gg>f>
||g|| gl
_ 2(1,9"g')+2i{1,9"¢") P
4l
79/
- _/g/
- <L%—>. (4-10)
De modo anélogo, obtemos
d Il Il
Toohe = ———L{(1,f )+ 2 (1,if
g; =" g (1) regl (it
_ (||g/||,1 <1 f/> ||g ||2<1 f/>>
lg'll 19/l

/!
—<1,%f’> (4-11)
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c
2 19| (eal
rh, = 201, (e
gg’ 12 19| (.7 19| (1.if)
191y 1191l ) , >
= ) = — iy +i (1, f
< EIRATIRSRAGS
/!
_ <1,%f/>. (4-12)

Assim, por (4-7) os coeficientes da matriz (Vj;) sdo dados por

1 2
Vit = — (h,ﬁ —Zr111h,1>

911 =1
/!
<1,f”)—<1,g—/f’>
g
- . (4-13)
vl
1 2
Vig = Vor=— [ hiz—Y Toh
12 21 12 ( 12 ; 12 ,1)
!
<1,if”>—<1,ig—,f’>
g
- - (4-14)
19/l
1 2
Voo = o hoo— Y Taohi
=1
/!
—(1,f”>+<1,g—/f’>
g
- = . (4-15)
19/l

Pelas expressoes acima também concluimos que

Trac(V)= Vit+ Vo =0 (4—16)

Det(V) = ViqVeo — V3,

- 14(—<1,C>2—<i,c>2)
19l
) ||;I|4““’C>*"<'¥C>,<1,C>+"<i,6>>>. (4-17)

Utilizando as propriedades (2.4) concluimos o resultado. 0



4.1 Superficies WGHII 58

Agora que temos as Superficies - WGHII bem definidas podemos enunciar o

seguinte teorema de caracterizagao.

Teorema 4.4 Seja L uma superficie de H® satisfazendo as condicées do Teorema 2.17
com R > 0. Se Y(2) = 9(z) e h(z) = (1,f(2)) entdo L é uma superficie WGHII, com
r=In[g(z)

, parametrizada por
—
f 2R 2R
X2)=|5——=9,—— |, 4-18
(2) (5/ 79 T> (4-18)

onde f, g sdo fungées holomorfas, z = uy +iup € C, u = (uy, ) € R? e g'(z) #0 para todo
zeC,

-
f

T=1+|gf e R=<L€7—f>>o. (4-19)
9

Nestas coordenadas, a normal de Gauss m é dado por

1

n(2) = (20,1~ 19, (4-20)
a matriz de Weingarten é
~ 4R (2/(R—P 2
W=—< ( )+ ”C/H4V_1)+/ (4-21)
P T ed
onde
2 ® e
P=—|T H /||4+4R . (4-22)
g

Além disso, a primeira e a segunda forma fundamentais sdao dadas por

g_lgl” 2R—TValR— ). (4-23)
2 4
2
A Y 4-24
=5 12), (4-24)
= lg'li? P
G="T ([R—TValA— 7 ). (4-25)
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Mais ainda,

5 = o (2R—TVi), (4-26)
2
f o= %mz, (4-27)
2
g - W9l op 1y 4-28
5= 2). (4-28)

Prova. Pela conexdo induzida pela métrica temos no Lema 2.13 que a matriz de Weingar-

ten no espago hiperbdlico pode ser determinada por (2-9), onde W € a matriz de Wein-
2—T

garten em R® dada por (2-28). Também temos que, x3 = —— e Na = sdo obtidos

T
respectivamente pelas equagdes (2-25)-(2-27). Assim a matriz de Weingarten no espaco

hiperbdlico pode ser escrita como

W:—ﬂq(z(TV—zR/)*‘)— 2-T),
T T )"

Aplicando as propriedades de matrizes na equagdo acima obtemos

~ 4R ( Tadj(V)—2RI\ 2l
—_—— —_— —_—— +

T \ det(TV —2RI) T
4R (Tdet(V)v1 —2R/) 2/

——+
T [3 T
4R <2l(R—P)

—1
B = —det(V)V ) +1. (4-29)

E pelo Lema 4.3, obtemos (4-21). Para determinar (4-22) temos de (2-30) que

P

det(TV — 2RI)
(TVi1 —2R)(T Voo — 2R) — T? V4o Vpy
4R? —2TRtrac(V) + T2det(V). (4-30)

Novamente, aplicando o Lema 4.3 temos o resultado.
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Usando (2-31) e (4-22), temos

(X1,X1)

(X1,X2)

(X2,X2)

4R
= WP [lg I (el P - vl + % o1
_ —”gTz” ([(Va1)? + (Vi2)?] T2 —4TRV4 +4RP)
112
- quzH (Vi1)2T2 + T? V41 Voo + 4R — P— 4TRV;1 +4R%)
- “g_” (TV41[T(Vi1 + Voo) — 4R]+8R° — P)
aldl P
= T([ZR—TVH]R—Z),
2R 4R?
V11V21HQH +V12V22||QH - V12H9H + Var HQH t b
4R
Via(Vag + Vaz) || o/ H —7\/12”9 H
4R
— Vie|lg|
4R 4R?
= (V1) HQH +(V22) ||gH __V22||QH2 HQH
- —”iz“ ([(Vo2)® + (Vo1)?] T2 —4TRVoo + 4R%)
12
= ”gTz” (Vo) T2 + T? Vi1 Voo + 4R% — P— 4TRVy + 4R?)
2
- ”qu (TVo2[T(Vi1 + Voo) —4R]+8R — P)
4]g'l P
- T([2R—Tv22]/?—Z .

Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental sao dados por

E=

(X1, X1) = (X1,X2) =~  (X2,X2)

F= e G=

, 4-31
(x3)? (x3)? (x3)? (-31)

2R
onde x3 = - Assim, obtemos (4-23)-(4-25). Por (2-32), vemos que
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2
—(X1,Ny) = E(ZRQH_TVHQH)
2(|g 2
= HT2H (2R—TWV11),
2
—(X1,Ng) = ﬁ(ZRQQ—TVszz)
2 2
= = TVe|ld|
e
2|1d'|1°
—(X2,N2) = ngu (2R—TV2).

T2
Utilizando o fator conforme do espacgo hiperbdlico A = 1R concluimos (4-26)-(4-28). [J

4.1.1 Exemplo de superficies WGHII

Considerando os dados holomorfos f(z) e g(z) obtemos a superficie WGHII
abaixo

1. Abaixo, temos uma superficie WGHII considerando as fungdes holomorfas f(z) = z2

e g(z) = z, e estamos visualizando a superficie orientada em relagcdo ao eixo us.

2. A seguir, temos a superficie WGHII vista de dois angulos diferentes.
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Figura 4.1: Superficie WGHII para f(z) = 2% ¢ g(z) = z

3. Neste exemplo, consideramos uma superficie WGHII com as fun¢des holomorfas
f(z) = sinhz e g(z) = cosh z. Inicialmente, a superficie € visualizada com orientagao

em relacdo ao eixo us e, em seguida,a observamos de um angulo diferente.

Figura 4.2: Superficie WGHII para f(z) = sinhz e g(z) = coshz

4. No préximo exemplo, temos uma Superficie WGHII com as fun¢des holomorfas
Z

f(z) =sinhz e g(z) = e°.

Figura 4.3: Superficie WGHII para f(z) = sinhz e g(z) = €°
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5. Observe a figura vista por angulos diferentes.

6. Neste exemplo, apresentamos uma superficie WGHII com as fun¢des holomorfas

f(z) = z e g(z) = €%, visualizadas a partir de dois dngulos distintos."

7. A seguir, apresentamos a mesma superficie WGHII, porém com um aumento nos

parametros uy € Up.

Figura 4.4: Superficie WGHII para f(z) = z e 9(2) = €°
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Observacao 4.5 Note que, no caso acima, para imersdo de L devemos tomar f # g. De

fato, se f = g temos
2(1,fy—2(1,f) =0,
assim X(u) = (1,1,0) donde concluimos que dXq(u) ndo é injetiva.

4.1.2 WGHII - Superficies de rotacao

Teorema 4.6 Seja & uma superficie de H® satisfazendo as condicées do Teorema 4.4.
Entdo L ¢ uma superficie - WGHII de rotacdo se, e somente se, 9(z) = €, h=aui+be X

é dada por

X(uy, up) = (M(uy) cos up, M(uy)sinup, N(uy));  (ut, up) € R?

onde
b —1 b —1
M) = |2 228U =D i o gy 22t EU D) (4-32)
el 1+ et 1+ et
Além disso, a condigdo de regularidade é dada por
2 oup2 &
p(ur) =[a(1 — uq) — b]" — (1 + &) W:O. (4-33)

Prova. Do Teorema 4.4 temos que X estd localmente parametrizada por (4-18), com
T=1+||g||? e h=(1,f). Fazendo a mudanga de parAmetros temos que g(2) = 6%, h= au; +b

ef=zaz+zg,ondea,beRez=us+iu € C. Assim,
T=1+|g|®=1+|e"(cosuz +isinw)||°=1+6®, f(z)=a e ¢'(z)=6". (4-34)

Substituindo as equagdes acima em (2.13) obtemos

R = <i,ez> —(auq +b)
eZ
= a—(auy+b)=a(l—uy)—b. (4-35)
Utilizando (4-34) - (4-35) em (4-18) e (4-22) temos o resultado. |

Proposicao 4.7 A curva geratriz «(uy) = (M(u1), N(uq)) de uma superficie WGHII de

rotacdo satisfaz
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Para a> 0,

im M(ui)=oco, lim M(ui)=a lm Nu)=0 e Im N(uj)=—o.
U4 —+00 u——0o0 U4 —+00 u——0o0

Paraa=0e b0,

lim M(uq) =2b, lim M(uq) =0, lim N(u)=0 e lim N(uq) =2b.

U4 —+00 u——0o0 U1 —+00 u4——0o0

4.1.3 Exemplo WGHII - Superficies de rotacao

Apresentaremos a seguir um exemplo para cada um dos dois tipos de superficies
WGHII de rotagao.

Figura 4.5: a > 0 e Curva geratriz

Considerando a =1, b =1 a curva de regularidade é dada por p(u1) = u?(1 +

62U1 )2 1

e4U1 :

Figura 4.6: Curva de regularidade para a > 0

As raizes correspondem as singularidades presentes na curva geratriz «(uy) =
(M(u1), N(u1)), gerando na superficie com uma singularidade conforme verificamos na
Figura (4.5).



4.1 Superficies WGHII

66

0.9908

1 10001 10002

Figura 4.7: a=0, b #0 e Curva geratriz
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