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Resumo

Araújo, R.. Novas classes de superfícies Weingarten generalizada. Goiânia,
2023. 68p. Tese de Doutorado Relatório de Graduação. Instituto de Matemática
e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho definimos as superfícies com curvatura média radial do tipo harmônico du-
plo - superfícies CMRHD - no espaço hiperbólico. Estas superfícies abrangem as superfí-
cies de Weingartein generalizada do tipo harmônico - superfícies WGH - e são definidas
a partir de uma função real e duas funções harmônicas, assim obtemos famílias destas
superfícies que dependem de duas funções holomorfas. Como aplicação exibimos uma
parametrização para o caso rotacional. Também definimos as superfícies de Weingartein
generalizada do tipo harmônico II - superfícies WGHII - apresentamos famílias destas
superfícies que dependem de duas funções holomorfas e como aplicação exibimos uma
parametrização para o caso rotacional e analisamos o comportamento da curva geratriz.

Palavras–chave

Congruência de esferas, função harmônica, função holomorfa, média do raio de
curvatura hiperbólico, espaço hiperbólico



Abstract

Araújo, R.. New classes of generalized Weingarten surfaces. Goiânia, 2023.
68p. PhD. Thesis Relatório de Graduação. Instituto de Matemática e Estatística,
Universidade Federal de Goiás.

In this work, we define surfaces with double harmonic mean curvature of the radial
type - CMRHD surfaces - in hyperbolic space. These surfaces encompass generalized
Weingarten surfaces of harmonic type - WGH surfaces - and are defined based on one real
function and two harmonic functions. We obtain families of these surfaces that depend
on two holomorphic functions. As an application, we provide a parametrization for the
rotational case. We also define generalized Weingarten surfaces of harmonic type II -
WGHII surfaces - and present families of these surfaces that depend on two holomorphic
functions. As an application, we provide a parametrization for the rotational case and
analyze the behavior of the generatrix curve.

Keywords

Congruence of spheres, harmonic functions, holomorphic function, hyperbolic
radial mean curvature, hyperbolic space.
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CAPÍTULO 1
Introdução

Definimos uma superfície de Weingarten como uma superfície (de dimensão 2)
onde existe uma relação entre suas curvaturas principais k1 e k2 dada por W (k1,k2) ≡ 0.
Observemos que esta família de superfícies engloba casos clássicos, como as superfícies
mínimas, onde W (k1,k2) = k1 + k2.

Desde o século XIX, a teoria das superfícies mínimas tem sido objeto de estudo
com grandes avanços ocorrendo devido à conexão com a análise complexa. É possível
construir uma grande variedade de superfícies a partir de um par de funções holomorfas
usando a representação de Weierstrass [11]. Esta representação é aplicável a algumas
classes de superfícies, incluindo certas classes de superfícies Weingarten (Ver: [22] e
[23]).

Em analogia com a ideia de Weierstrass, R. Bryant [1] obteve uma representação
tipo Weierstrass em termos de dados holomorfos para superfícies com curvatura média
constante e igual a 1 no espaço hiperbólico. Depois disso, durante mais de duas décadas
houve um significativo interesse na geometria das superfícies de curvatura média cons-
tante em H3. Veja [2], [3], [12], [16], [20], [21].

Scheif [19] estudou as superfícies Σ⊂R3 que satisfazem a relação de Weingarten

(µ2 ±ρ2)K +µH + 1 = 0,

onde µ e ρ são funções harmônicas com respeito à forma quadrática II + µIII, II e
III são a segunda e terceira forma fundamentais de M. Estas superfícies ficaram co-
nhecidas como Superfícies Weingarten generalizadas. Em [14], os autores estudam as
Superfícies lineares de Weingarten do tipo Bryant em H3. Estas superfícies satisfazem
uma relação linear entre a curvatura média H e a curvatura Gaussiana K , dada por
2a(H −1) + bK = 0, para a,b ∈ R, com a + b ̸= 0.

Motivado pelos trabalhos de [14] e [19] Corro em [6] apresentou uma ampla
classe de superfícies em H3, as Superfície Weingarten generalizada do tipo Bryant (Su-
perfícies - BGW). Ele exibe uma maneira de parametrizar superfícies como envelopes de
congruência de esferas na qual o outro envelope está contido em um plano e com fun-
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ção raio associada a um sistema de tipo hidrodinâmico. Como aplicação, ele considera a
imersão X : Σ → H3 no modelo do semi-espaço positivo tal que a aplicação hiperbólica
de Gauss G, chamada de Transformação hiperbólica de Gauss, define uma congruência
de esferas onde X (Σ) e G(X (Σ)) são envelopes da congruência de esferas e o raio de cada
esfera define a função raio h. Então X é dita uma Superfícies - BGW, onde a curvatura
média H e a curvatura Gaussiana KI satisfazem a relação

2ach
2(c−1)

c (H −1) + (a + b−ach
2(c−1)

c )KI = 0

para a,b,c ∈ R, a + b ̸= 0 e c ̸= 0. Estas superfícies incluem as superfícies de Bryant e as
superfícies flat no espaço hiperbólico.

Posteriormente, em [4] os autores estudaram as superfícies no espaço hiperbólico
onde existe uma relação entre a curvatura média H e a curvatura intrínseca KI , tal que

2(H −1)ce2µ + KI(1− ce2µ) = 0,

onde µ é uma função harmônica com respeito à forma quadrática σ = −KI I + 2(H − 1)II.
Estas superfícies são chamadas de Superfícies de Weingarten generalizada do tipo harmô-

nico (Superfícies - WGH). Além disso, eles obtiveram uma representação tipo Weierstrass
destas superfícies que dependem de três funções holomorfas. E como aplicação, classifi-
caram as Superfícies - WGH de rotação.

Dias e Corro [8] obtiveram outra maneira de parametrizar hipersuperfícies de
Rn+1 que são envelopes de congruência de esferas na qual o outro envelope está contido
em um hiperplano. Eles também obtiveram uma caracterização para estas hipersuperfícies
que localmente têm a aplicação normal de Gauss prescrita.

Em [13], os autores definem a raio de curvatura hiperbólica e a média dos raio
de curvatura hiperbólica em Hn+1, dados por

R̃i =
1

1− ki
e H̃R =

1
n

n

∑
i=1

R̃i .

onde k1,k2, ...,kn são as curvaturas principais da hipersuperfície.
O problema de Christoffel diz que dado um difeomorfismo A : Sn −→ Sn e

uma função diferenciável T : Sn −→ R, então possível encontrar hipersuperfícies com
aplicação de Gauss G e a função T prescrita como média dos raios de curvatura desta
hipersuperfície, ou seja, T = H̃R .

Neste trabalho, motivados por [4] e [13] definimos as superfícies de curvatura

média radial do tipo harmônico duplo (CMRHD) em H3, quando sua média dos raios de
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curvatura é dada por

H̃R =
1
2

(
1−C(ϕ)e2µ) ,

onde ϕ e µ são funções harmônicas com respeito a forma quadrática σ =−KI I +2(H−1)II.
Aqui I, II representam a primeira e segunda forma quadrática de M. Esta relação é
equivalente a

2(H −1)C(ϕ)e2µ + (1−C(ϕ)e2µ)KI = 0.

Usando congruência de esferas quando a função real C depende de uma função real ℓ,
obtemos uma família de superfícies CMRHD que dependem de duas funções holomorfas.
Além disso, classificamos as superfícies de rotação CMRHD. Assim concluímos que estas
superfícies nos dão algumas soluções para o clássico problema de Christoffel.

Além disso, motivados por [4] e [8] definimos as superfícies de Weingarten

generalizada do tipo harmônica II (WGHII) imersas em H3, que satisfazem a relação
entre a curvatura média H e a curvatura Gaussiana KI

2(H + 1)e2µ + KI(1 + e2µ) = 0,

onde µ é uma função harmônica com respeito à terceira forma fundamental III = ⟨N,i ,N,j⟩.
Apresentamos uma representação de Weierstrass para esta superfícies que depende de
duas funções holomorfas e como aplicação caracterizamos as superfícies WGHII de
rotação.

A divisão deste trabalho está feita da seguinte forma: No Capítulo 2, apresenta-
mos algumas propriedades, conceitos e definições, além de resultados de análise e geome-
tria diferencial que serão usados ao longo do texto. No Capítulo 3, definimos as superfícies
CMRHD. Elas são localmente parametrizadas como o envelope de uma congruência de
esferas em que o outro envelope é um plano. Fornecemos uma representação de Weiers-
trass dependendo de duas funções holomorfas e uma função real C, além de exibirmos
alguns exemplos. Também, mostramos condições para que tais superfícies sejam de rota-
ção e exibimos exemplos de superfícies de rotação. No Capítulo 4, definimos as superfí-
cies WGHII. Estas superfícies Σ ⊂ H3 são envelopes de uma congruência de esferas na
qual o outro envelope está contido em um plano que é a fronteira ideal C∞. Apresenta-
mos uma parametrização local, dependendo de duas funções holomorfas, que nos permite
obter superfícies com aplicação normal de Gauss prescrita. Como aplicação, exibimos as
superfícies WGHII de rotação.



CAPÍTULO 2
Preliminares

Neste capítulo, vamos apresentar alguns conceitos e definições que iremos utili-
zar ao longo deste trabalho. Maiores detalhes da demonstração poderão ser encontrados
nas referências citadas ao longo do capítulo.

2.1 Funções holomorfas

Chama-se conjunto dos números complexos e denotamos por C o conjunto dos
pares ordenados de valores reais tal que,

z = u1 + iu2 ∈ C 7→ (u1,u2) ∈ R2.

Denotemos i = (0,1). Logo todo, par ordenado de números reais (u1,u2) ∈ R2

pode ser escrito na forma z = u1 + iu2 onde u1 é a parte real e u2 é a parte imaginária de z.
Denotamos por Re(z) e Im(z), respectivamente.

Em [24] encontramos a seguinte definição.

Definição 2.1 Seja uma função f : U −→ C, onde U é um subconjunto aberto de C. A

função f diz-se uma função complexa de uma variável complexa.

A função f é derivável no ponto z = u1 + iu2 ∈ U quando

lim
h→0

f (z + h)− f (z)
h

= L.

Dizemos que o número f ′(z) = L é a derivada de f no ponto z. A função f : U ⊂C−→C é

analítica, ou holomorfa, quando possui derivada f ′(z) em todos os pontos do aberto U.

A seguir, para i = 1, ...n utilizamos a notação f,ui para a derivada parcial
∂f
∂ui

.

Em [15] encontramos a seguinte proposição que relaciona as funções holomorfas
com as equações de Chauchy-Riemann.
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Proposição 2.2 Seja f : U ⊂ C −→ C uma função de variável complexa. Então escre-

vendo f (z) = f1(u1,u2)+ f2(u1,u2)i com z = u1 +u2i , onde funções reais f1 e f2 têm derivadas

parciais contínuas no aberto U dizemos que f é holomorfa se, e somente se, as equações

de Cauchy-Riemann

∂f1
∂u1

=
∂f2
∂u2

e
∂f2
∂u1

= − ∂f1
∂u2

são satisfeitas no aberto U.

A função real f : U −→ R, de classe C2 é dita harmônica se para todo (u1,u2) ∈
U ⊂ R2 temos

∆f (u1,u2) =
∂f 2

∂u2
1

+
∂f 2

∂u2
2

= 0

É possível demonstrar que a parte real de uma função holomorfa é harmônica
devido às equações de Cauchy-Riemann. Sob certas condições, o próximo teorema
estabelece que a recíproca é verdadeira, cuja prova pode ser encontrada em [18].

Teorema 2.3 Seja f : U −→ R, com U aberto e simplesmente conexo, uma função

harmônica. Então h é parte real de uma função holomorfa.

A identificação de C com o R2 induz um produto interno para funções holomor-
fas. Consideremos ⟨,⟩ : C×C→ R definido por

⟨f ,g⟩ = f1g1 + f2g2,

onde f = f1 + i f2 e g = g1 + ig2 são funções holomorfas. Além disso, a norma da função
holomorfa f é dada por

|f | =
√

⟨f , f ⟩.

A seguir demonstraremos algumas proposições de produto interno para funções
holomorfas, veja [5]. Utilizaremos estas propriedades ao longo do nosso trabalho.
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Proposição 2.4 Se f ,g,h : C→ C, com z = u1 + iu2 ∈ C são funções holomorfas, então:

1. ⟨f ,g⟩,u1
=
〈
f ′,g
〉

+
〈
f ,g′〉 ,

2. ⟨f ,g⟩,u2
=
〈
i f ′,g

〉
+
〈
f , ig′〉 ,

3. f = ⟨1, f ⟩+ i ⟨i , f ⟩ ,

4. ⟨f ,gh⟩ = ⟨f ḡ,h⟩ ,

5. f = ⟨1, f ⟩− i ⟨1, i f ⟩ ,

6. f̄ = ⟨1, f ⟩− i ⟨i , f ⟩ = ⟨1, f ⟩+ i ⟨1, i f ⟩ ,

7. ⟨1, f ⟩⟨i , f ⟩ =
1
2

〈
i , f 2〉 .

Prova. Sejam f = f1(u1,u2)+ i f2(u1,u2), g = g1(u1,u2)+ ig2(u1,u2) e h = h1(u1,u2)+ ih2(u1,u2)

funções holomorfas.
1. Assim pelas propriedades de produto interno e pela derivada do produto,

temos:

⟨f ,g⟩,u1
= [⟨f1 + i f2,g1 + ig2⟩],u1

= [f1g1 + f2g2],u1

= f ′1g1 + f1g′
1 + f ′2g2 + f2g′

2

=
〈
f ′,g
〉

+
〈
f ,g′〉 .

2. Derivamos ⟨f ,g⟩ em relação a u2 e utilizamos as equações de Cauchy-Riemann
enunciadas em (3-58).

⟨f ,g⟩,u2
= (f1g1),u2 + (f2g2),u2

= f1,u2
g1 + f1g1,u2

+ f2,u2
g2 + f2g2,u2

= −f2,u1
g1 − f1g2,u1

+ f1,u1
g2 + f2g1,u1

=
〈
−f2,u1

+ i f1,u1
,g1 + ig2

〉
+
〈
f1 + i f2,−g2,u1

+ ig1,u1

〉
=
〈
i f ′,g

〉
+
〈
f , ig′〉 .

3. Reescrevendo o segundo membro da igualdade e utilizando as propriedades
de produto interno, temos:

⟨1, f ⟩+ i ⟨i , f ⟩ = ⟨1 + i0, f1 + i f2⟩+ i ⟨0 + i , f1 + i f2⟩

= f1 + i f2

= f .
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4. Seja ḡ = g1 − ig2, isto é, o conjugado de g. Então:

⟨f ,gh⟩ = ⟨f1 + i f2, (g1 + ig2)(h1 + ih2)⟩

= ⟨f1 + i f2, (g1h1 −g2h2) + i(g1h2 + g2h1)⟩

= f1(g1h2 + g2h1) + f2(g1h2 + g2h1)

= (f1g1 + f2g2)h1 + (f2g1 + f1g2)h2

= ⟨(f1g1 + f2g2) + i(f2g1 + f1g2),h1 + ih2⟩

= ⟨(f1 + i f2)(g1 − ig2),h1 + ih2⟩

= ⟨f ḡ,h⟩ .

5. Reescrevendo o segundo membro da igualdade e utilizando as propriedades
de produto interno, temos:

⟨1, f ⟩− i ⟨1, i f ⟩ = ⟨1 + i0, f1 + i f2⟩− i ⟨1 + i0, i(f1 + i f2)⟩

= f1 − i ⟨1 + i0, i f1 − f2⟩

= f1 − i ⟨1 + 0i , i f1 − f2⟩

= f1 − (−i f2)

= f1 + i f2

= f .

6. De modo analogo ao item anterior, temos:

⟨1, f ⟩− i ⟨i , f ⟩ = ⟨1 + i0, f1 + i f2⟩− i ⟨0 + i , f1 + i f2⟩

= f1 − i f2

= f̄ .

7. Pelas propriedades de produto interno, temos:

⟨1, f ⟩⟨i , f ⟩ = ⟨1 + i0, f1 + i f2⟩⟨i , f1 + i f2⟩

= f1f2

= 2
f1f2
2

=
1
2

〈
0 + i , (f 2

1 + f 2
2 ) + 2i f1f2

〉
=

1
2

〈
i , f 2〉 .

□
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Lema 2.5 Sejam f = f1 + i f2 e g = g1 + ig2 funções holomorfas com z ∈ C, onde f é não

identicamente nula. Então ⟨f ,g⟩ = 0 se, e somente se, g = ik f onde k ∈ R.

Prova. Como f ̸= 0 em todo ponto, sem perda de generalidade, consideremos f1 ̸= 0. Assim,

⟨f ,g⟩ = f1g1 + f2g2 = 0 ⇒ g1 = − f2g2

f1
.

Utilizando a igualdade acima e as propriedades de produto interno (2.4), obtemos

g = g1 + ig2 = − f2g2

f1
+ ig2 =

ig2

f1
(f1 + i f2) = i

g2

f1
f .

E como as funções f e g são holomorfas, então a função
g
f

também é uma função
holomorfa, assim pelas equações de Cauchy-Riemann obtemos(

g2

f1

)
,u1

= 0,u2 e
(

g2

f1

)
,u2

= −0,u1 .

Portanto,
g2

f1
= k ∈ R onde concluímos que g = ik f .

Reciprocamente, g = ik f = ik (f1 + i f2) = −kf2 + ik f1 e, assim,

⟨f ,g⟩ = −kf1f2 + kf1f2 = 0.

□

2.2 Envoltória de congruência de Esferas

Nesta seção, apresentamos as definições de congruência de esferas e envoltória
de congruência de esferas.

Definição 2.6 Uma congruência de esferas em R3 é uma família a 2-parâmetros de

esferas, onde associamos uma função chamada de função raio, e os centros das esferas

de congruência definem uma superfície regular Σ⊂ R3.

Definição 2.7 Um envelope de uma congruência de esferas é uma superfície Σ ⊂ R3 tal

que cada p ∈ Σ é tangente a uma esfera da congruência de esferas.

Definição 2.8 Seja uma superfície Σ ⊂ R3 com aplicação normal de Gauss N. Se X é

uma parametrização local de Σ, então

N,i =
2

∑
j=1

Wi j (u)X,j , 1 ≤ i ≤ 2,
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onde u = (u1,u2) ∈ U ⊂ R2 e W = (Wi j ) é chamada Matriz de Weingarten.

Seja Π = {(x1,x2,x3) ∈ R3 : x3 = 0} e Y : U ⊂ R2 −→ Π uma parametrização
ortogonal local de Π, ou seja, gi j = ⟨Yi ,Yj⟩, 1≤≤≤ i , j ≤≤≤ 2, tal que

gi j = gj i = 0 e gi i ̸= 0, 1≤≤≤ i , j ≤≤≤ 2.

Além disso,

Y,i j =
2

∑
k=1

Γ k
ij Y,k 1≤≤≤ i , j ≤≤≤ 2.

Utilizando o fato da métrica ser diagonal, temos

Γ i
i j =

gi i,j

2gi i
∀i , j e Γ

j
i j = −gi i

gj j
Γ i

i j 1≤≤≤ i , j ≤≤≤ 2. (2-1)

Figura 2.1: Congruência de esferas

Em [17], Machado e Riveiros, estendendo os resultados obtidos por Corro em
[6], os autores apresentam uma caraterização para as hipersuperfícies que são envelope
de uma congruência de esferas em Rn+1.

Em geral, em relação a uma congruência de esferas, costumam existir duas
superfícies, conhecidas como envoltórias. Para ser mais preciso, um ponto p ∈ R3 que
pertence a envoltória Σ também perterce a alguma esfera da congruência e TpΣ = TpS.
Assim, se a congruência de esferas tem duas envoltórias distintas então existe uma
correnpondência entre seus pontos.

Teorema 2.9 Uma hipersuperfície Σn em Rn+1, n ≥ 2, é um envelope de con-

gruência de esferas, em que o outro envelope está contido em um hiperplano
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Π = {(u1,u2, ...,un,un+1) ∈ Rn+1 : un+1 = 0} então, existe uma parametrização local or-

togonal de Π, Y : U ⊂ Rn −→ Π e uma função diferenciável h : U ⊂ Rn −→ R, tal que

X : U ⊂ Rn −→ Σn, dada por

X (u) = Y (u)− 2h(u)
S

[
n

∑
j=1

h,j

Lj j
Y,j −en+1

]
(2-2)

é a parametrização de Σn, com en+1 = (0,0, ...,0,1), Li j = ⟨Yi ,Yj⟩, 1 ≤ i , j ,≤ n, e

S =
n

∑
j=1

(h,j )2

Lj j
+ 1. (2-3)

Além disso, a aplicação de Gauss é dada por

N(u) = en+1 +
2
S

[
n

∑
j=1

h,j

Lj j
Y,j −en+1

]
(2-4)

e a matriz de Weingarten é dada por

W = 2V (SI −2hV )−1, (2-5)

onde a matriz V = (Vi j ) é definida por

Vi j =
1
Lj j

(
h,i j −

n

∑
l=1

Γ l
i jh,l

)
, 1 ≤ i , j ≤ n, (2-6)

sendo Γ l
i j os símbolos de Christoffel da métrica Li j e P a condição de regularidade dada

por

P = det(SI −2hV ) ̸= 0. (2-7)

Como consequência do teorema de caracterização para congruência de esferas,
Machado e Riveiros em [17] apresentam o seguinte resultado.

Corolário 2.10 Seja X : U ⊂Rn −→ Σn ⊂Rn+1 uma parametrização de uma hipersuper-

fície Σn. Então as seguintes condições são equivalentes:

i) X está parametrizada por linhas de curvatura;

ii) Vi j = 0 para i ̸= j;

iii) N,i = −kiX,i ,

onde ki =
2Vi i

2hVi i −S
, 1≤≤≤ i ≤≤≤ n, são as curvaturas principais de X .
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2.3 O espaço hiperbolico

Nesta seção apresentamos a definição do espaço hiperbólico utilizando o modelo
do semi-espaço superior de Rn.

Definição 2.11 O semi-espaço superior pode ser descrito como o conjunto de pontos no

espaço euclidiano de dimensão n com a coordenada xn positiva, ou seja, é dado por:

Hn = {(x1,x2, ...,xn ∈ Rn;xn > 0}.

A variedade Hn é chamado de o espaço hiperbólico de dimensão n .

Se introduzirmos a métrica de Hn por:

ds2 =
dx2

1 + dx2
2 + ... + dx2

n

x2
n

,

onde
1
x2

n
é o fator conforme a métrica euclidiana obtemos que Hn tem curvatura seccional

igual a -1 e que é uma variedade riemanniana completa. Ver: [9] e [10].
Ao longo desde trabalho consideramos o modelo do semi-espaço superior para

n = 3.
Agora, consideremos imersão de uma variedade diferenciável Σ de dimensão n

em uma variedade riemanniana Σ de dimensão k = m + n. Seja x ,y ∈ TpΣ ⊂ TpΣ, se x

e y são vetores linearmente independentes indicaremos por K (x ,y ) e K (x ,y ) as curva-
turas seccionais de Σ e Σ, respectivamente. O teorema a seguir relaciona as curvaturas
seccionais da imersão Σ em Σ. Para maiores detalhes da demonstração, veja [10].

Teorema 2.12 Sejam p ∈ Σ e x ,y vetores ortonormais de TpΣ. Então:

K (x ,y )−K (x ,y ) = ⟨B(x ,x),B(y ,y )⟩− |B(x ,y )|2 (2-8)

onde B(x ,y ) = ▽xY −▽xY é uma aplicação bilinear e simetrica.

Em [7] Corro, Pina e Souza relacionam a curvatura extrínseca de superfícies no
espaço Euclidiano a qualquer métrica conforme à métrica do espaço Rn. Nesse sentido,
considerando a imersão da superfície Σ no espaço hiperbólico é possível mostrar que
existe uma relação entre as matrizes de Weingarten de Σ em Rn e em Hn.

Lema 2.13 Seja Σ⊂R3 uma superfície regular. Considere a imersão X : Σ−→H3 dada

por X (u) =
3

∑
j=1

xj (u)ej , onde u = (u1,u2)∈U e N(u) =
3

∑
j=1

Nj (u)ej o vetor normal de Σ. Usando
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a conexão induzida pela métrica do espaço hiperbólico, a matriz de Weingarten de X em

H3 é dada por

W̃ = x3W −N3I, (2-9)

onde W é a matriz de Weingarten em R3 e I é a matriz identidade.

A Transformação Hiperbólica de Gauss é uma função definida em uma superfície
Σ imersa em H3. Essa função é representada por G : X (Σ) −→ C∞, onde para qualquer
ponto p ∈ Σ, a geodésica orientada que passa por X (p) intercepta a fronteira ideal de C∞

no ponto G(X (p)).
Definimos uma Superfície de Riemann, como uma superfície em que a mudança

de coordenadas é uma função holomorfa. Considere Σ uma superfície de Riemann conexa
e orientável, e que X : Σ −→ H3 seja uma imersão. A função G define uma congruência
de esferas, na qual X (Σ) e G(X (Σ)) são envoltórias dessa congruência. Além disso, o raio
da esfera da congruência determina uma função h que chamamos de função raio.

Em [4], os autores caracterizam as envoltórias de congruência de esferas em H3

onde Σ é uma superfície de Riemann e as curvaturas média H e a Gaussiana KI satisfazem
a relação

2(H −1)e2µ + KI(1−e2µ) = 0,

tal que µ é uma função harmônica com respeito a forma quadrática σ = −KI I + 2(H −1)II

e I, II são a primeira e segunda formas quadráticas de X (Σ). A seguir, apresentamos este
resultado e mais detalhes da demonstração podem ser visto na referência (Ver: [4]).

Teorema 2.14 Seja Σ uma superfície de Riemann conexa e orientável. Então, X : Σ −→
H3 é uma imersão se, e só se, existe uma função holomorfa g : Σ −→ C∞ e uma função

diferenciável h : Σ−→ R+
∞ tal que X (Σ) ⊂H3 é localmente parametrizada por

X (z) = (g,0)− 2h
S

(
g′

∥g′∥2 (h,1 + ih,2),−1

)
, (2-10)

onde z = u1 + iu2 ∈ C e g′(z) ̸= 0 ∀z ∈ C,

S =
(h,1)2 + (h,2)2

∥g′∥2 + 1. (2-11)
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O campo normal hiperbólico é dado por

η(z) =
2h
S

[
e3 +

2
S

(
g′

∥g′∥2 (h,1 + ih,2),−1

)]
. (2-12)

A matriz de Weingarten é

W̃ =
2
P

[2hV + (S−2htr (V ))I]− I, (2-13)

onde

P = −S2 + 2S(1−γ) + 4h2det(V ) (2-14)

e

γ =
h∆h

∥g′∥2 −S + 1. (2-15)

Além disso a primeira e a segunda forma fundamentais são dadas por

Ẽ =
∥g′∥2

4h2 [−P + (1−γ)(2S−4hV11)] , (2-16)

F̃ = −V12 ∥g′∥2

4h2 (1−γ), (2-17)

G̃ =
∥g′∥2

4h2 [−P + (1−γ)(2S−4hV22)] , (2-18)

ẽ = −∥g′∥2

4h2 [P + 2γ(S−2hV11)] , (2-19)

f̃ =
V12 ∥g′∥2

h2 γ, (2-20)

g̃ = −∥g′∥2

4h2 [P + 2γ(S−2hV22)] . (2-21)
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A curvatura Gaussiana KI e a curvatura média H são dadas por

KI =
4
P
γ, H =

2
P

(γ−1) + 1. (2-22)

Utilizando os resultados do teorema anterior os autores mostraram em [4] que
a métrica σ é conforme a métrica euclidiana. A seguir faremos um breve comentário da
demonstração.

Proposição 2.15 Seja Σ uma superfície de Riemann conexa e orientável, tal que a

X : Σ −→ H3 é parametrizada localmente pelo Teorema 2.14. Seja σ a métrica definida

por

σ = −KI I + 2(H −1)II

onde KI é a curvatura Gaussiana, H é a curvatura média, I e II são a primeira e a segunda

forma fundamental de X. Nestas condições, σ é conforme à métrica Euclidiana.

Prova. Utilizando as equações (2-22) obtemos as implicações

H =
2
P

(γ−1) + 1 ⇒ 2(H −1) =
4γ
P

− 4
P

⇒ KI −2(H −1) =
4
P

(2-23)

e

2(H −1) =
4
P

(γ−1) ⇒ 2(H −1)γ =
4
P
γ(γ−1) ⇒

⇒ 2(H −1)γ+ KI(1−γ) = 0. (2-24)

Pelas equações (2-23), (2-24) e as equações da primeira e segunda forma obtidas no
teorema anterior, temos que

σ(Xu,Xv ) = −KI F̃ + 2(H −1)̃f

= −KI

(
−∥g′∥2

h2 V12(1−γ)

)
+ 2(H −1)

(
∥g′∥2

h2 V12γ

)

=
∥g′∥2

h2 V12 [KI(1−γ) + 2(H −1)γ] = 0
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e

σ(Xv ,Xv ) = KIG̃ + 2(H −1)g̃

= −KI

(
∥g′∥2

h2 [−P + (1−γ)(2S−4hV22)]

)
+

+ 2(h−1)

(
∥g′∥2

h2 [−P + 2γ(S−2hV22)]

)

=
∥g′∥2

h2 [P(KI + 2(H −1)) + 2(S−2hV22)(KI(γ−1) + 2(H −1)γ)]

=
∥g′∥2

h2 .

Analogamente, concluímos que σ(Xu,Xu) =
∥g′∥2

h2 . □

Duas superfícies estão associadas por uma congruência de esferas se existe uma
relação entre seus pontos e estas são tangentes a uma mesma esfera da congruência.
Quando Σ ⊂ R3 está associada a um plano por uma congruência de esferas podemos
definir as curvaturas radiais ri e as curvaturas médias radiais Hp associadas ao plano. Em
[13], Espinar; Galvez e Lopez, propõe uma cuidadosa extensão do problema para o espaço
hiperbólico. A seguir, enunciamos a definição da raio de curvatura hiperbólico e da média
dos raios de curvatura hiperbólicos.

Definição 2.16 Seja Σ uma hipersuperfície no espaço hiperbólico Hn+1. Então, os raios

de curvatura hiperbólico R̃i e média dos raios de curvatura hiperbólico H̃R são dadas por

R̃i =
1

1− ki
e H̃R =

1
n

n

∑
i=1

R̃i ,

onde k1,k2, ...,kn são as curvaturas principais de Σ.

Uma outra forma de parametrizar superfícies como envelope de congruência de
esferas é apresentada por Dias e Corro em [8]. Eles consideram p ∈Σ, N(p) o vetor normal
unitário de Σ, v um ponto fixo de R3 e ⟨., .⟩ o produto escalar do espaço euclidiano e
definem as superfícies de Weingarten generalizadas tipo suporte distância (superfícies

WGSD) que satisfazem a relação A + BH + CK = 0, onde A,B,C : Σ → R são funções
diferenciáveis que dependem da função suporte Ψv = ⟨p− v ,N(p)⟩ e da função distância
quadrática Λv = ⟨p− v ,p− v⟩.

A classe das superfícies WGSD também podem ser definidas a partir das curva-
turas radiais ri e da curvatura média radial Hp associadas ao plano do envelope de con-
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gruência, isto é,

2R +
3

∑
i=1

1
ri

= −Λ

Ψ
e 2Hp = −Λ

Ψ

onde R é o raio da congruência de esferas. Enunciaremos, a seguir, o teorema de carac-
terização proposto pelos autores. Mais detalhes da demonstração podem ser encontrados
em [8].

Teorema 2.17 Seja Σ uma hipersuperfície orientável de Rn+1 com curvatura de Gauss-

Kronecker K ̸= 0 e com aplicação normal de Gauss N ̸= −en+1. Então, existe uma

parametrização local ortogonal Y : U −→Π do hiperplano Π e uma função diferenciável

h : U −→ R tais que Σ pode ser localmente parametrizada por

X (u) =

(
Q(u)− 2R(u)

T (u)
Y (u),−2R(u)

T (u)

)
, u ∈ U, (2-25)

onde Lj j = ⟨Y,j ,Y,j⟩, T = 1 + |Y |2,

Q =
n

∑
j=1

h,j

Lj j
Y,j e R = ⟨Q,Y ⟩−h. (2-26)

Nestas coordenadas, a normal de Gauss N de Σ é dada por

N(u) =
1

1 + |Y |2
(

2Y (u),1−|Y |2
)

u ∈ U. (2-27)

Além disso, a matriz de Weingarten W de X é dada por

W = 2(TV −2RIn)−1 , (2-28)

onde V = (Vi j ) é dado por

Vi j =
1
Lj j

(
h,i j −

n

∑
l=1

Γ l
i jh,l

)
, 1≤≤≤ i , j ≤≤≤ n (2-29)

e In é a matriz identidade n×n. A condição de regularidade de X é dada por

P = det (TV −2RIn) ̸= 0. (2-30)

Em coordenadas locais, as formas fundamentais I, II e III são dadas, respectiva-
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mente, por

I : ⟨X,i ,X,j⟩ =

(
n

∑
k=1

VikVjkLkk

)
− 2R

T

(
Vi jLj j + Vj iLi i

)
+

4R2

T 2 Li j , (2-31)

II : −⟨X,i ,N,j⟩ =
2

T 2

(
2RLi j −TVi jLj j

)
, (2-32)

III : ⟨N,i ,Nj⟩ =
4

T 2 Li j . (2-33)



CAPÍTULO 3
Classe de Superfícies com curvatura média
radial hiperbólica do tipo harmônico duplo

Neste capítulo, estudamos as imersões X : Σ −→ H3, onde Σ é uma superfície
do envelope de congruência de esferas. Seja Σ a superfície que satisfaz as condições do
Teorema 2.9 e para a qual existe uma relação entre a curvatura Gaussiana KI e a curvatura
média H tal que

2(H −1)C(ϕ)e2µ + (1−C(ϕ)e2µ)KI = 0, (3-1)

onde C : R −→ R é uma função real e ϕ, µ são funções harmônicas. Chamamos
estas superfícies de Superfície com curvatura média radial do tipo harmônico duplo
(Superfícies CMRHD)

3.1 Superfícies CMRHD

Iniciamos esta seção dando uma definição equivalente à (3-1) para as superfícies
CMRHD. Também enunciamos uma parametrização para estas superfícies e apresenta-
mos alguns exemplos.

Definição 3.1 Uma superfície Σ ⊂ Hn+1, n > 2, é dita uma superfície com curvatura

média radial do tipo harmônico duplo (superfícies CMRHD) se dada uma função C :

R→ R a curvatura média radial é dada por

H̃R =
1
2

(
1−C(ϕ)e2µ) , (3-2)

onde ϕ e µ são funções harmônicas. Se a função real C for constante temos uma WGH -

Superfície.

No teorema seguinte vamos mostrar as condições para que as superfícies do
envelope de congruência de esferas seja uma superfície CMRHD.
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Teorema 3.2 Seja Σ uma superfície da envoltória de congruência de esferas que satisfaz

as condições do Teorema 2.14. Dada uma função real C :R→R, então Σ é uma superfície

CMRHD se e somente se

h∆h−∥▽h∥2 = C(ϕ)e
2
(
µ+ln |g′|

)
(3-3)

onde ϕ e µ são funções harmônicas, g é uma função holomorfa e h é uma função

diferenciável.

Prova. Seja X : U ⊂ Rn → Rn+1, n ≥ 2. Pelo Corolário 2.10 temos que as curvaturas
principais ti de Σ são dadas por

ti =
2σi

2hσi −S
, (3-4)

onde σi são os autovalores da matriz Vi j . Agora considere a imersão X : Σ→H3. Por (2-9)
concluímos que

ki = N3 + X3ti . (3-5)

Utilizando as equações (2-2), (2-4) e substituindo a equação (3-4), temos

ki =

(
1− 2

S

)
+

2h
S

(
2σi

2hσi −S

)
= 1 +

2
2hσi −S

.

Seja Σ ⊆ H3, considere a função holomorfa g : Σ −→ C∞ e Y (z,0) = (g(z),0).
Logo podemos determinar a curvatura radial média hiperbólica de Σ. Utilizando a equação
acima e pela Definição 2.16, para n = 2 temos

Ri =
1

1− ki
=

1

1−1− 2
2hσi −S

=
S
2
−hσi (3-6)

e

HR =
1
n

2

∑
i=1

(
S
2
−hσi

)
=

1
2

((
S
2
−hσ1

)
+

(
S
2
−hσ2

))
=

1
2

(S−h(σ1 +σ2))

=
1
2

(
S−h(tr(Vi j ))

)
. (3-7)

Usando (2-3) obtemos
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S =
(h,1 )2 + (h,2 )2

(g,1 )2 + (g,2 )2 + 1 =
∥▽h∥2

∥g′∥2 + 1. (3-8)

Utilizando as equações (2-6), conseguimos

tr(Vi j ) =
1

∥g′∥2

(
h,11−

(
Γ 1

11h,1 +Γ 2
11h,2

)
+ h,22−

(
Γ 1

22h,1 +Γ 2
22h,2

))
(3-9)

=
∆h

∥g′∥2 .

Por (3-7), (3-8) e (3-9), temos

H̃R =
1
2

(
1 +

∥▽h∥2 −h∆h

∥g′∥2

)
. (3-10)

Usando a Definição 3.1,

∥▽h∥2 −h∆h

∥g′∥2 = −C(ϕ)e2µ (3-11)

e utilizando as propriedades de logaritmo natural,

∥▽h∥2 −h∆h = −C(ϕ)e2µ
∥∥g′∥∥2

= −C(ϕ)e
2
(
µ+ln∥g′∥

)
(3-12)

de onde segue o resultado. □

Observação 3.3 Note que

1
2

(
1

1− k1
+

1
1− k2

)
=

1
2

(
1−C(ϕ)e2µ)

(2−2H) = (1−2H + K )
(
1−C(ϕ)e2µ)

(2−2H) = (1−2H + KI + 1)
(
1−C(ϕ)e2µ)

0 = 2(H −1)C(ϕ)e2µ + KI(1−C(ϕ)e2µ).

Se C(ϕ) = c, onde c é constante, neste caso temos as Superfícies Weingarten

generalizada de tipo harmônico no espaço hiperbólico.

Se C(ϕ) = ϕ então

2(H −1)ϕe2µ + (1−ϕe2µ)KI = 0.
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Portanto, temos uma CMRHD-Superfície.

Nos lemas a seguir consideramos o par de funções holomorfas f , g e da função
real ℓ.

Lema 3.4 Seja h = ℓ(ϕ), onde ϕ = ⟨1, f ⟩ e f é uma função holoforma. Então temos as

seguintes equivalências

h,1 = ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′
〉

, (3-13)

h,2 = ℓ′(ϕ)
〈
1, i f ′

〉
, (3-14)

h,11 = ℓ′′(ϕ)
〈
1, f ′
〉2

+ ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉
, (3-15)

h,12 = h,21 = ℓ′′(ϕ)
〈
1, i f ′

〉〈
1, f ′
〉

+ ℓ′(ϕ)
〈
1, i f ′′

〉
, (3-16)

h,22 = ℓ′′(ϕ)
〈
1, i f ′

〉2 − ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉
, (3-17)

h,1 + ih,2 = ℓ′f ′, (3-18)

(h,11 −h,22) + 2ih,12 = ℓ′′(ϕ)(f ′)2 + ℓ′(ϕ)(f ′′)2. (3-19)

Prova. As igualdades (3-14)-(3-18) são consequências diretas das propriedades de deri-
vada para produto interno dadas pela Proposição 2.4.

Utilizando as derivadas de primeira ordem de h temos

h,1 + ih,2 = ℓ′(ϕ)
(〈

1, f ′
〉

+ i
〈
1, i f ′

〉)
= ℓ′f ′.

E obtemos (3-19). Além disso, aplicando as derivadas de segunda ordem de h e as
propriedade da Proposição 2.4, deduzimos que

(h,11 −h,22) + 2ih,12 = ℓ′′(ϕ)
(〈

1, f ′
〉2 −

〈
1, i f ′

〉2
)

+ 2ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉
+

+ 2iℓ′′(ϕ)
〈
1, i f ′

〉〈
1, f ′
〉

+ 2iℓ′(ϕ)
〈
1, i f ′′

〉
= ℓ′′(ϕ)

(〈
1, (f ′)2〉+ i

〈
1, (f ′)2〉)+ 2ℓ′(ϕ)

(〈
1, f ′′

〉
+ i
〈
1, i f ′′

〉)
.

Usando as identidades da Proposição 2.4 na igualdade acima, concluímos a
demonstração. □

Lema 3.5 Considere as funções holomorfas f :C→C, g :C→C tais que z = u1 + iu2 ∈C
e g′(z) ̸= 0 para todo z ∈ C e Σ é uma superfície de Riemann simplesmente conexa. Tome

h = ℓ(ϕ), onde ϕ = ⟨1, f ⟩ e ℓ é uma função real. Então os coeficientes da matriz Vi j são

dados por
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V11 =
1

∥g′∥2

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, f ′
〉2

+ ℓ′(ϕ)⟨1,Ω⟩
)

, (3-20)

V12 = V21 =
1

∥g′∥2

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, i

(f ′)2

2

〉
− ℓ′(ϕ)⟨1, iΩ⟩

)
, (3-21)

V22 =
1

∥g′∥2

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, i f ′

〉2 − ℓ′(ϕ)⟨1,Ω⟩
)

. (3-22)

onde Ω = f ′′− g′′

g′ f ′. Além disso,

tr(Vi j ) = ℓ′′(ϕ)

(
∥f ′∥
∥g′∥

)2

(3-23)

e

det(V ) =
ℓ′(ϕ)

∥g′∥4

{
ℓ′(ϕ)

∥∥f ′′
∥∥2 −

∥∥∥∥∥
(

g′′

g′

)
f ′
∥∥∥∥∥

2
− ℓ′′(ϕ)

〈
f ′′, (f ′)

2
〉

+

〈(
g′′

g′

)
f ′,ℓ′′(ϕ)(f ′)2 + ℓ′(ϕ)(f ′′)2

〉}
. (3-24)

Prova. Por (4-7) os coeficientes da matriz (Vi j ) são dados por

V11 =
1

g11

(
h,11 −

2

∑
m=1

Γm
11h,m

)
=

1

∥g′∥2

(
h,11 −

〈∥g′∥,1

∥g′∥
+ i

∥g′∥,2

∥g′∥
,h,1 − ih,2

〉)

V12 =
1

g12

(
h,12 −

2

∑
m=1

Γm
12h,m

)
=

1

∥g′∥2

(
h,12 −

〈∥g′∥,1

∥g′∥
+ i

∥g′∥,2

∥g′∥
, i(h,1 − ih,2)

〉)

V22 =
1

g11

(
h,22 −

2

∑
m=1

Γm
22h,m

)
=

1

∥g′∥2

(
h,22 +

〈∥g′∥,1

∥g′∥
+ i

∥g′∥,2

∥g′∥
,h,1 − ih,2

〉)
Tomando

B =

〈∥g′∥,1

∥g′∥
+ i

∥g′∥,2

∥g′∥
,h,1 − ih,2

〉
e D =

〈∥g′∥,1

∥g′∥
+ i

∥g′∥,2

∥g′∥
, i(h,1 − ih,2)

〉
, (3-25)

podemos reescrever os termos da matriz Vi j como

V11 =
1

∥g′∥2

(
h,11 −B

)
, V12 =

1

∥g′∥2 (h,12 −D) e V22 =
1

∥g′∥2

(
h,22 + B

)
. (3-26)
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Utilizando as propriedade da Proposição 2.4 e (3-19)

〈∥g′∥,1

∥g′∥
+ i

∥g′∥,2

∥g′∥
,h,1 − ih,2

〉
= ℓ′(ϕ)

〈
⟨g′′,g′⟩
∥g′∥

+ i
⟨ig′′,g′⟩
∥g′∥

, f ′
〉

= ℓ′(ϕ)

〈
g′′g′

g′g′ , f ′
〉

= ℓ′(ϕ)

〈
1,

g′′

g′ f ′
〉

Assim,

h,11 −B = ℓ′′(ϕ)
〈
1, f ′
〉2

+ ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉
− ℓ′(ϕ)

〈
1,

g′′

g′ f ′
〉

= ℓ′′(ϕ)
〈
1, f ′
〉2

+ ℓ′(ϕ)

(〈
1, f ′′

〉
−
〈

1,
g′′

g′ f ′
〉)

, (3-27)

h,12 −D = ℓ′′(ϕ)
〈
1, i f ′

〉〈
1, f ′
〉

+ ℓ′(ϕ)
〈
1, i f ′′

〉
− ℓ′(ϕ)

〈
1, i

g′′

g′ f ′
〉

= ℓ′′(ϕ)

〈
1, i

(f ′)2

2

〉
− ℓ′(ϕ)

(〈
1, i

g′′

g′ f ′
〉
−
〈
1, i f ′′

〉)
, (3-28)

h,22 + B = ℓ′′(ϕ)
〈
1, i f ′

〉2 − ℓ′(ϕ)

(〈
1, f ′′

〉
−
〈

1,
g′′

g′ f ′
〉)

. (3-29)

Finalmente, substituindo (3-27)-(3-29) em (3-26) obtemos (3-21)-(3-22).
Temos que (3-23) é consequência direta das equações (3-21) e (3-22). Para obter

(3-24) considere as equações (3-26). Então

det(V ) =
1

∥g′∥4

[
(h,11 −B)(h,22 + B)− (h,12 −D)2]

=
1

∥g′∥4 [h,11h,22 − (h,12)2 −∥B + iD∥2 +

+ ⟨B + iD, (h,11 −h,22) + 2ih,12⟩]. (3-30)
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Utilizando as derivadas de h dadas por (3-16)-(3-18) e (3-19), obtemos

det(h,i j ) =
(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, f ′
〉2

+ ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉)(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, i f ′

〉2 − ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉)
−

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, i f ′

〉〈
1, f ′
〉

+ ℓ′(ϕ)
〈
1, i f ′′

〉)2

= ℓ′′(ϕ))2
〈

1, i
(f ′)2

2

〉2

− ℓ′(ϕ)2 〈1, f ′′
〉2 − ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)

〈
1, f ′′

〉〈
1, f ′
〉2

+

+ ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉〈
1, i f ′

〉2 − ℓ′′(ϕ)2
〈

1, i
(f ′)2

2

〉2

−

− 2ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′
〉〈

1, i f ′
〉〈

1, i f ′′
〉
− ℓ′(ϕ)2 〈1, i f ′′

〉2
.

Agora, pelas propriedade de produto interno para funções holomorfas dadas pela Propo-
sição 2.4 temos

det(h,i j ) = −ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉(〈
1, f ′
〉2 −

〈
1, i f ′

〉2
)

− 2ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)

〈
1, i

(f ′)2

2

〉〈
1, i f ′′

〉
− ℓ′(ϕ)2

(〈
1, f ′′

〉2
+
〈
1, i f ′′

〉2
)

= −ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)
〈
1, f ′′

〉〈
1, (f ′)2〉− ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)

〈
1, i f ′′

〉〈
1, i(f ′)2〉

− ℓ′(ϕ)2
∥∥f ′′
∥∥2

= −ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)
〈〈

1, f ′′
〉

+ i
〈
1, i f ′′

〉
,
〈
1, (f ′)2〉+ i

〈
1, i(f ′)2〉〉− ℓ′(ϕ)2

∥∥f ′′
∥∥2

= −
(
ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)

〈
f ′′, (f ′)

2
〉

+ ℓ′(ϕ)2
∥∥f ′′
∥∥2
)

. (3-31)

Note que, por (3-25)

B + iD =
∥g′∥,1 + i ∥g′∥,2

∥g′∥
(
h,1 + ih,2

)
e pela propriedade (2.4) e (3-14)-(3-15)

B + iD = ℓ′(ϕ)

(
g′′

g′

)
f ′. (3-32)

Finalmente, utilizando (3-19), (3-31) e (3-32) em (3-30) temos

det(V ) =
1

∥g′∥4

{
−
(
ℓ′′(ϕ)ℓ′(ϕ)

〈
f ′′, (f ′)

2
〉

+ ℓ′(ϕ)2
∥∥f ′′
∥∥2
)
− ℓ′(ϕ)2

∥∥∥∥∥
(

g′′

g′

)
f ′
∥∥∥∥∥

2

+

〈
ℓ′(ϕ)

(
g′′

g′

)
f ′,ℓ′′(ϕ)(f ′)2 + ℓ′(ϕ)(f ′′)2

〉}
,

Portanto, obtemos (3-24). □
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O seguinte teorema apresenta uma família superfícies CMRHD onde a função
real C determinada pela equação (3-3) é prescrita.

Teorema 3.6 Seja Σ uma superfície de Riemann conexa e orientada tal que sua parame-

trização X : Σ→H3 satisfaz as condições do Teorema 2.14. Considere que f e g são fun-

ções holomorfas e ℓ : I ⊂R→R é uma funçao real. Então Σ é uma surperfícies CMRHD

parametrizada por

X (z) = (g,0)− 2ℓ
S

[
g′ℓ′f ′

∥g′∥2 ,−1

]
, (3-33)

onde C(t) = ℓℓ′′− (ℓ′)2, ϕ = ⟨1, f ⟩, µ = ln

∣∣∣∣ f ′

g′

∣∣∣∣, z = u1 + iu2 ∈C, g′(z) ̸= 0 para todo z ∈C, e

S =
(ℓ′)2 ∥f ′∥2

∥g′∥2 + 1. (3-34)

Além disso, o campo normal hiperbólico é dado por

η(z) =
2
S

(
g′ℓℓ′f ′

∥g′∥2 , (ℓ−1)

)
(3-35)

e a matriz de Weingarten é

W̃ =
2
P

(
2ℓ

(
V − Iℓ′′

∥f ′∥2

∥g′∥2

)
+ (γ+ 1)I

)
− I (3-36)

onde

P = −4ℓ(ϕ)

∥g′∥2

∥∥∥∥∥ℓ′(ϕ)

[(
g′′

g′

)
f ′− f ′′

2

]
− 1

2
ℓ′′(ϕ)(f ′)2

∥∥∥∥∥
2

+ (γ−1)2 (3-37)

e

γ =
h∆h

∥g′∥2 −S + 1. (3-38)

Finalmente, os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais são

dadas por

Ẽ =
∥g′∥2

4ℓ2

(
−P + 2(1−γ)2)−

− (1−γ)
2ℓ

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, (f ′)2〉+ ℓ′(ϕ)⟨1,Ω⟩

)
, (3-39)
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F̃ = − (1−γ)
ℓ

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, i

(f ′)2

2

〉
− ℓ′(ϕ)⟨1, iΩ⟩

)
, (3-40)

G̃ =
∥g′∥2

4ℓ2

(
−P + 2(1−γ)2)+

+
(1−γ)

2ℓ

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, (f ′)2〉+ ℓ′(ϕ)⟨1,Ω⟩

)
, (3-41)

ẽ = −∥g′∥2

4ℓ2 (P + 2γ(1−γ))−

− γ

2ℓ

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, (f ′)2〉+ ℓ′(ϕ)⟨1,Ω⟩

)
, (3-42)

f̃ =
γ

ℓ

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, i

(f ′)2

2

〉
− ℓ′(ϕ)⟨1, iΩ⟩

)
(3-43)

e

g̃ = −∥g′∥2

4ℓ2 (P + 2γ(1−γ)) +

+
γ

2ℓ

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, (f ′)2〉+ ℓ′(ϕ)⟨1,Ω⟩

)
. (3-44)

Prova. Considere h(u) = ℓ(ϕ(u)) tal que ∆ϕ = 0. Assim, pelas equações (3-14) e (3-15)
concluímos que

∥▽h∥2 = (ℓ′)2 ∥▽ϕ∥2 (3-45)

e

h∆h = ℓℓ′′ ∥▽ϕ∥2 . (3-46)

Logo, por (3-3), (3-45) e (3-46)

(
ℓℓ′′− (ℓ′)2)∥▽ϕ∥2 = C(ϕ)e

2
(
µ+ln∥g′∥

)
, (3-47)

considerando ϕ = ⟨1, f ⟩, onde f é uma função holomorfa, segue que Σ é uma superfície
CMRHD.

Para determinar (3-33), (3-34) e (3-35) basta utilizar as equações (3-19) e (3-17)
em (2-10), (2-11) e (2-12).

Agora, para calcular a matriz de Weingarten considere as equações (3-23) e (3-
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34) em (2-13). Assim

W̃ =
2
P

(
2ℓV +

(
(ℓ′)2 ∥f ′∥2

∥g′∥2 + 1−2ℓℓ′′
∥f ′∥2

∥g′∥2

)
I

)
− I

=
2
P

(
2ℓV − (ℓℓ′′− (ℓ′)2)

∥f ′∥2

∥g′∥2 I − ℓℓ′′
∥f ′∥2

∥g′∥2 I

)
+

(
2
P
−1

)
.I

Por (2-15) e (3-3), temos que γ = C(ϕ)e2µ. Logo, obtemos (3-36).
Finalmente, por (2-14) e (3-26) temos

P = −S2 + 2S(1−γ) +
4h2

∥g′∥4 (h,11h,22 − (h,12)2 −∥B + iD∥2 +

+ ⟨B + iD, (h,11 −h,22) + 2ih,12⟩).

Podemos reescrever a equação acima por

P = − 4h

∥g′∥2

∥∥∥∥(B + iD)− 1
2

(
h,11 −h,22) + 2ih,12

)∥∥∥∥2

+ (γ−1)2. (3-48)

Substituindo (3-32) e (3-19) em (3-48), deduzimos que

P = −4ℓ(ϕ)

∥g′∥2

∥∥∥∥∥ℓ′(ϕ)

(
g′′

g′

)
f ′− 1

2

(
ℓ′′(ϕ)(f ′)2 + ℓ′(ϕ)f ′′

)∥∥∥∥∥
2

+ (γ−1)2.

Agora, considere (3-21) e (3-22) então

V11 −V22 =
1

∥g′∥2

(
ℓ′′(ϕ)

〈
1, (f ′)2〉+ ℓ′(ϕ)⟨1,Ω⟩

)
. (3-49)

Substituindo em (3-49) em (2-16)-(2-21), temos as expressões (3-39)-(3-44). □

Corolário 3.7 Seja Σ ⊂ H3 uma superfície CMRHD. Então Σ está parametrizada por

linhas de curvatura se, e somente se, existem constantes k1,k2 ∈ R e z ∈ C tal que{
f (z) = z0 + k1z

g(z) = z1 + e
k2
k2

z (3-50)

onde z0 e z1 são constantes complexas, f e g são funções holomorfas.

Prova. As superfícies CMRHD satisfazem a relação (3-3), portanto está parametrizada por
linhas de curvatura. E as curvas coordenadas são linhas de curvatura se, e só se, V12 = 0.
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Utilizando (3-22) temos

V12 = 0 ⇔ ℓ′′(ϕ)
〈
1, i(f ′)2〉− ℓ′(ϕ)

(〈
1, i

(
g′′

g′ f ′− f ′′
)〉)

= 0. (3-51)

Uma solução para a equação acima é dada por f ′ = k1, com k1 ∈ R,
g′′

g′ f ′− f ′′ = k2, com k2 ∈ R.

Desta forma, f = k1z + z0, z0 ∈ C e f ′′ = 0. Logo,

g′′

g′ =
k2

k1
⇔ k2g′− k1g′′ = 0.

Resolvendo a equação diferencial acima em relação à variável complexa z obtemos
(3-50). □

Corolário 3.8 Seja Σ uma superfície CMRHD. Dizemos que Σ parametrizada por linhas

de curvatura, então Σ é uma superfície CMRHD de rotação.

Prova. A demonstração é imediata pelo Corolário 3.7. □

Agora que temos as superfícies CMRHD bem definidas, apresentaremos alguns
exemplos utilizando um par de funções holomorfas e uma função real. Antes disso,
vejamos os seguintes Lemas.

3.1.1 Exemplo de Superfícies CMRHD

Considerando as funções holomorfas g(z) e f (z) obtemos as superfície CMRHD
para as seguintes escolhas da função real ℓ

1. Seja as funções holomorfas g(z) = z e f (z) = z2. Consideremos a função real ℓ(t) = t3.
Abaixo, apresento uma representação da superfície CMRHD vista em relação ao
plano tridimensional, localizada no semi-espaço superior."
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Figura 3.1: ℓ(t) = t3

Agora, apresentamos a mesma figura anterior, porém, desta vez, alteramos os
parâmetros u1 e u2 e a observamos de diferentes ângulos.

2. No exemplo a seguir, continuamos a considerar as mesmas funções holomorfas
g(z) = z e f (z) = z2, mas agora alteramos a função real para ℓ(t) = t2. Observamos a
superfície CMRHD em relação ao plano tridimensional e, em seguida, a examina-
mos de diferentes ângulos.

Figura 3.2: ℓ(t) = t2

Observação 3.9
ℓ(t) = t3 C(t) = −3t4 CMRHD - Superfícies

ℓ(t) = t2 C(t) = −2t2 CMRHD - Superfícies

3. Considere a função holomorfa f (z) = z e a função real ℓ(t) = t2. Geramos as super-
fícies CMRHD em relação ao plano tridimensional e, em seguida, as examinamos
de diferentes ângulos para algumas escolhas da função holomorfa g(z).



3.1 Superfícies CMRHD 44

Figura 3.3: g(z) = sinhz

4. Agora, visualizamos a superfície CMRHD considerando a função holomorfa g(z) =

cosh(z).

A seguir, temos a mesma figura anterior, porém, agora vista de um ângulo diferente.
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Figura 3.4: g(z) = coshz

5. Considere as funções holomorfas f (z) = z2 e g(z) = z2. Ao utilizar a função real
ℓ(t) = e(t3 − t), obtivemos a seguinte superfície CMRHD, que foi inicialmente
visualizada em relação ao semi espaço superior. Em seguida, realizamos alterações
nos parâmetros e a observamos de diferentes ângulos.

Figura 3.5: C(t) = 6tet3−t + (3t2 −1)2et3−t

6. Considere as funções holomorfas f (z) = ez e g(z) = z2. Utilizando a função real
ℓ(t) = ln (t), obtivemos a seguinte superfície CMRHD.
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A seguir, estamos visualizando novamente a mesma superfície CMRHD anterior,
mas desta vez em relação ao plano tridimensional no semi-espaço superior, com a
alteração dos parâmetros.

Figura 3.6: C(t) = − ln (t) + t
t2

3.2 Surperfícies CMRHD de Rotação

Agora vamos estudar alguns exemplos de surperfícies CMRHD de rotação.

Teorema 3.10 Seja Σ uma surperfície CMRHD parametrizada por (2-10). Então Σ é uma

surperfície CMRHD de rotação, se e somente se g(z) = ez , ϕ = a1u1 + b1, µ = a2u1 + b2 e

h = J(a1u1 + b1), onde J : R→ R satisfaz

(
JJ ′′− (J ′)2) (a1)2 = C(a1u1 + b1)e2((a2+1)u1+b2). (3-52)

Prova. Uma superfície parametrizada por (2-10) é de rotação se, e somente se, g(z) = ez

e h,2 = 0. Seja Σ uma superfície CMRHD de rotação, então podemos considerar h =
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J(a1u1 + b1), onde a1,b1 ∈ R. Assim, derivando h, temos

h,1 = J ′(a1u1 + b1)a1 e h,11 = J ′′(a1u1 + b1)(a1)2. (3-53)

Note que, h,2 = 0 pois J assim como definimos só depende da variável u1. Assim, por (3-3)

(JJ ′′− (J ′)2)(a1)2 = C(ϕ)e2µ
∥∥g′∥∥2

. (3-54)

Como g(z) = ez , temos que ϕ = a1u1 + b1 e µ = a1u1 + b1 de onde segue o resultado. □

Teorema 3.11 Seja Σ⊂H3 uma superfície CMRHD tal que sua parametrização é dada

por (3-33). Então Σ é uma superfície CMRHD de rotação se, e somente se, Σ está

parametrizada por

X (z) = (M(u1)cosu2,M(u1)sinu2,N(u1)) ,

onde

M(u1) =

(
1− 2kℓ(cu1 + b)ℓ′(cu1 + b)c

(ℓ′(cu1 + b))2(c)2 + k2e2ku1

)
eku1 (3-55)

e

N(u1) =
2ℓ(cu1 + b)k2e2ku1

(ℓ′(cu1 + b))2(c)2 . (3-56)

Além disso a condição de regularidade de M é dada por

2cℓ(cu1 + b)

(
kℓ′(cu1 + b)− cℓ′′(cu1 + b)

2

)
=
[
C(cu1 + b)e2(a2u1+b2) −1

]
k2e2ku1 . (3-57)

Prova. Como g = ekz , podemos reescrever a equação (2-10) da seguinte forma

X (z) =

[(
1− 2khh,1

S ∥g′∥2

)
eku1 cosku2,

(
1− 2khh,1

S ∥g′∥2

)
eku1 sinku2,

2h
S

]
(3-58)

Pela equação (3-50) a função holomorfa f é dada por

f (z) = cz + z0, onde c ∈ R.
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Considerando h = ℓ(⟨1, f ⟩) e utilizando a equação acima, temos

h = ℓ(cu1 + b). (3-59)

Derivando h com relação à variável u1

h,1 = ℓ′(cu1 + b)c. (3-60)

Assim, por (2-11) temos

S
∥∥g′∥∥2

= (ℓ′(cu1 + b))2(c)2 + k2e2ku1 . (3-61)

Utilizando as equações (3-59)-(3-61) em (3-58) concluímos as equações (3-55) e (3-56).
Finalmente, para obtermos a condição de regularidade considere a equação (3-48). Como
g = ekz , h,2 = 0 e f = cz + z0 obtemos

P = −4c2ℓ(ϕ)2

∥g′∥4

(
kℓ′(ϕ)− cℓ′′(ϕ)

2

)2

+ (C(ϕ)e2µ−1)2, (3-62)

Assim P = 0 se, e somente se, 2cℓ(ϕ)

(
kℓ′(ϕ)− cℓ′′(ϕ)

2

)
= (C(ϕ)e2µ − 1)∥g′∥2. Utili-

zando ϕ = ⟨1, f ⟩ e µ = a2u1 + b2 temos o resultado.
□

3.2.1 Exemplo CMRHD - Superfícies de rotação

Pelo Teorema 3.11, temos que as superfícies CMRHD de rotação ficam determi-
nadas pela curva geratriz α(u1) = (M(u1),N(u1)) no plano u1u3.

A seguir, obtemos alguns exemplos de superfícies CMRHD de rotação e anali-
samos o comportamento das curvas quando u1 →±∞.

Figura 3.7: ℓ = mt + n



3.2 Surperfícies CMRHD de Rotação 49

Figura 3.8: Curva geratriz

Observação 3.12 Se k>0

lim
u1→+∞

M(u1) = −∞, lim
u1→+∞

N(u1) = ∞,

lim
u1→−∞

M(u1) = 0, lim
u1→−∞

N(u1) = 0.

Portanto a superfície tem um fim quando u1 →±∞.
Se k < 0 a coordenada x3 < 0. Portanto não determina uma curva no semi-espaço

superior.
Para as constantes m = 1, n = −1, c = 1, b = 1, a2 = 1 e b2 = 1 o gráfico de (3-57) é

dado por p(u1) = 2u− (eu+1−1)e2u e não intercepta o eixo u1 logo a superfície é completa.
Note que neste exemplo C(t) = −m2 e portanto temos uma WGH - superfície.

Figura 3.9: Condição de regularidade
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Figura 3.10: ℓ = 3
√

t e k > 0

Figura 3.11: Curva geratriz
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Figura 3.12: ℓ(t) = 3
√

t e k < 0

Figura 3.13: Curva geratriz

Observação 3.13 Se k>0,

lim
u1→+∞

M(u1) = ∞, lim
u1→+∞

N(u1) = ∞,

lim
u1→−∞

M(u1) = 0, lim
u1→−∞

N(u1) = 0.

Portanto a superfície tem um fim quando u1 →±∞.

Agora, analisando a condição de regularidade para ℓ(t) = 3
√

t quando k > 0

temos que a curva p(u1) = 9 3√u1+1e2 u1u1+3e3 u1+1+9 3√u1+1e2 u1+6u1+4
9(u1+1)4/3 apresenta raízes, portanto

a superfície tem singularidades.
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Figura 3.14: Condição de regularidade

Se k < 0 a curva de regularidade p(u1) = 9 3√1+u1e−2 u1u1+3e1−u1+9 3√1+u1e−2 u1−6u1−8
9(1+u1)4/3

dada por

Figura 3.15: Condição de regularidade
tem uma raiz e portanto a CMRHD-superfície de rotação apresenta singularidades.

Para as constantes k = 1, c = 1, b = 1, a2 = 1 e b2 = 1 e ℓ(t) = t2, obtemos
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Figura 3.16: ℓ(t) = t2

Figura 3.17: Curva geratriz

Analisando o comportamento da curva quando u1 → ±∞, obtemos que
ela tem um fim em 0. O gráfico de (3-57) dado por p(u1) = 2 (u1 + 1)2 (2u1 + 1) +(
2 (u1 + 1)e2u1+1 + 1

)
e2u1 intercepta o eixo u1 logo a superfície não é completa.

Figura 3.18: Condição de regularidade



CAPÍTULO 4
Superfícies de Weingarten generalizada do tipo
harmônico II

Neste capítulo, apresentaremos a definição das superfícies de Weingartein gene-
ralizadas do tipo harmônico II (superfície WGHII) imersas em H3. Inicialmente, conside-
ramos as superfícies como enunciadas no Teorema 2.17 e utilizando a métrica conforme
temos a imersão X : Σ→ H3. Apresentamos uma parametrização local para estas super-
fícies, tomando a função raio conforme à métrica e considerando uma função harmônica.
Como aplicação, classificamos as superfícies WGHII de rotação.

4.1 Superfícies WGHII

Iniciamos esta seção definindo as superfícies WGHII. Essas superfícies são
localmente parametrizadas como o envelope de uma congruência de esferas em que o
outro envelope está contido no plano.

Definição 4.1 Seja a imersão de Σ em H3, onde Σ é uma superfície do envelope de

congruência de esferas. Dizemos que Σ é uma Superfície de Weingarten generalizada do

tipo harmônico II (Superfícies - WGHII) se existe uma relação entre a curvatura média

H e a curvatura Gaussiana KI tal que

2(H + 1)e2µ + KI(1 + e2µ) = 0 (4-1)

onde µ é uma função harmônica.

A partir desta definição enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 4.2 Seja Σ uma superfície de H3 satisfazendo as condições do Teorema 2.17,

com R > 0. Se Y (z) = g(z), onde g é uma função holomorfa e ∆h = 0, então Σ é uma

superfície WGHII, com µ = ln |g(z)|.
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Prova. Note que, sendo Σ uma superfície orientável de R3 como em (2-25), logo

X3(u) = −2R
T

e N3(u) =
2−T

T
. (4-2)

As curvaturas principais ti em U ⊂ R3 são dadas por

ti =
2

2R−Tσi
, (4-3)

onde σi são os autovalores da matriz Vi j . Agora, considere a imersão X : Σ→ H3, temos
que

ki = X3t3 + N3. (4-4)

Utilizando as equações (4-2) e (4-3) em (4-4), temos

ki = −2R
T

(
2

2R−Tσi

)
+

2−T
T

= −
(

2σi

2R−Tσi
+ 1

)
Assim,

σi = − 2R(ki + 1)
2−T (ki + 1)

. (4-5)

Logo, o Trac(Vi j ) é dado por

σ1 +σ2 = −
(

2R(k1 + 1)
2−T (k1 + 1)

+
2R(k2 + 1)

2−T (k2 + 1)

)
= −4R

(
(k1 + k2)−Tk1k2 −T (k1 + k2) + 2−T

(2−Tk1 −T )(2−Tk2 −T )

)
. (4-6)

Se tomarmos a métrica conforme onde h é uma função harmônica e T = 1 + e2µ, tal que
∆µ = 0 temos (4-1). □

Lema 4.3 Considere as funções holomorfas f :C→C e g :C→C tal que z = u1 + iu2 ∈C
e g′(z) ̸= 0, para todo z ∈ C. Tomando h = ⟨1, f ⟩, a matriz

Vi j =
1
gj j

(
h,i j −

2

∑
l=1

Γ l
i jh,l

)
, 1≤≤≤ i , j ≤≤≤ 2 (4-7)
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com

Γ i
i i =

∥g′∥,i

∥g′∥
e Γ i

i j =
∥g′∥,j

∥g′∥
= −Γ

j
i i 1≤≤≤ i ̸= j ≤≤≤ 2, (4-8)

é tal que

V11 =
⟨1,ζ⟩
∥g′∥2 , V12 = − ⟨i ,ζ⟩

∥g′∥2 , V22 = −⟨1,ζ⟩
∥g′∥2 ,

onde ζ = f ′′− g′′

g′ f ′. Além disso,

Trac(V ) = 0 e Det(V ) =
−∥ζ∥2

∥g′∥4 (4-9)

Prova. Como h = ⟨1, f ⟩, segue de (3−58) que h,1 = ⟨1, f ′⟩ e h,2 = ⟨1, i f ′⟩, logo

h,11 =
〈
1, f ′′

〉
, h,12 = h,21 =

〈
1, i f ′′

〉
, e h,22 = −

〈
1, f ′′

〉
.

Utilizando os símbolos de Christoffel dados por (4-8) e as equações acima, temos

2

∑
ℓ=1

Γ ℓ11h,ℓ =
∥g′∥,1

∥g′∥
〈
1, f ′
〉
−

∥g′∥,2

∥g′∥
〈
1, i f ′

〉
=

〈∥g′∥,1

∥g′∥
+ i

∥g′∥,2

∥g′∥
,
〈
1, f ′
〉

+ i
〈
i , f ′
〉〉

=

〈
2⟨g′′,g′⟩
∥g′∥

+ i
2⟨ig′′,g′⟩

∥g′∥
, f ′
〉

=

〈
2
〈
1,g′′g′〉+ 2i

〈
1,g′′g′〉

∥g′∥
, f ′
〉

=

〈
g′′g′

g′g′ , f ′
〉

=

〈
1,

g′′

g′ f ′
〉

. (4-10)

De modo análogo, obtemos

2

∑
ℓ=1

Γ ℓ22h,ℓ = −
∥g′∥,1

∥g′∥
〈
1, f ′
〉

+
∥g′∥,2

∥g′∥
〈
1, i f ′

〉
= −

(∥g′∥,1

∥g′∥
〈
1, f ′
〉
−

∥g′∥,2

∥g′∥
〈
1, i f ′

〉)
= −

〈
1,

g′′

g′ f ′
〉

(4-11)
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e

2

∑
ℓ=1

Γ ℓ12h,ℓ =
∥g′∥,2

∥g′∥
〈
1, f ′
〉

+
∥g′∥,1

∥g′∥
〈
1, i f ′

〉
=

〈∥g′∥,1

∥g′∥
+ i

∥g′∥,2

∥g′∥
,−
〈
i , f ′
〉

+ i
〈
1, f ′
〉〉

=

〈
1, i

g′′

g′ f ′
〉

. (4-12)

Assim, por (4-7) os coeficientes da matriz (Vi j ) são dados por

V11 =
1

g11

(
h,11 −

2

∑
l=1

Γ l
11h,1

)

=
⟨1, f ′′⟩−

〈
1,

g′′

g′ f ′
〉

∥g′∥2 , (4-13)

V12 = V21 =
1

g12

(
h,12 −

2

∑
l=1

Γ l
12h,1

)

=
⟨1, i f ′′⟩−

〈
1, i

g′′

g′ f ′
〉

∥g′∥2 , (4-14)

V22 =
1

g22

(
h,22 −

2

∑
l=1

Γ l
22h,1

)

=
−⟨1, f ′′⟩+

〈
1,

g′′

g′ f ′
〉

∥g′∥2 . (4-15)

Pelas expressões acima também concluímos que

Trac(V ) = V11 + V22 = 0 (4-16)

e

Det(V ) = V11V22 −V 2
12

=
1

∥g′∥4 (−⟨1,ζ⟩2 −⟨i ,ζ⟩2)

=
−1

∥g′∥4 (⟨⟨1,ζ⟩+ i ⟨i ,ζ⟩ ,⟨1,ζ⟩+ i ⟨i ,ζ⟩⟩). (4-17)

Utilizando as propriedades (2.4) concluímos o resultado. □
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Agora que temos as Superfícies - WGHII bem definidas podemos enunciar o
seguinte teorema de caracterização.

Teorema 4.4 Seja Σ uma superfície de H3 satisfazendo as condições do Teorema 2.17

com R > 0. Se Y (z) = g(z) e h(z) = ⟨1, f (z)⟩ então Σ é uma superfície WGHII, com

µ = ln |g(z)|, parametrizada por

X (z) =

(
f
′

g′ −
2R
T

g,−2R
T

)
, (4-18)

onde f , g são funções holomorfas, z = u1 + iu2 ∈ C, u = (u1,u2) ∈ R2 e g′(z) ̸= 0 para todo

z ∈ C,

T = 1 + |g|2 e R =

〈
1,

gf
′

g′ − f

〉
> 0. (4-19)

Nestas coordenadas, a normal de Gauss η é dado por

η(z) =
1
T

(2g,1−|g|2), (4-20)

a matriz de Weingarten é

W̃ =
4R
P

(
2I(R−P)

T
+
∥ζ∥2

∥g′∥4 V−1

)
+ I (4-21)

onde

P = −

(
T 2 ∥ζ∥

2

∥g′∥4 + 4R2

)
. (4-22)

Além disso, a primeira e a segunda forma fundamentais são dadas por

Ẽ =
∥g′∥2

R2

(
[2R−TV11]R− P

4

)
, (4-23)

F̃ =
∥g′∥2

R
(R−TV12), (4-24)

G̃ =
∥g′∥2

R2

(
[2R−TV22]R− P

4

)
. (4-25)
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Mais ainda,

ẽ =
∥g′∥2

2R2 (2R−TV11) , (4-26)

f̃ =
∥g′∥2

2R2 TV12, (4-27)

g̃ =
∥g′∥2

2R2 (2R−TV22) . (4-28)

Prova. Pela conexão induzida pela métrica temos no Lema 2.13 que a matriz de Weingar-
ten no espaço hiperbólico pode ser determinada por (2-9), onde W é a matriz de Wein-

garten em R3 dada por (2-28). Também temos que, x3 = −2R
T

e N3 =
2−T

T
são obtidos

respectivamente pelas equações (2-25)-(2-27). Assim a matriz de Weingarten no espaço
hiperbólico pode ser escrita como

W̃ = −2R
T

(
2(TV −2RI)−1)−(2−T

T

)
I.

Aplicando as propriedades de matrizes na equação acima obtemos

W̃ = −4R
T

(
Tadj(V )−2RI
det(TV −2RI)

)
− 2I

T
+ I

= −4R
T

(
Tdet(V )V−1 −2RI

P

)
− 2I

T
+ I

=
4R
P

(
2I(R−P)

T
−det(V )V−1

)
+ I. (4-29)

E pelo Lema 4.3, obtemos (4-21). Para determinar (4-22) temos de (2-30) que

P = det(TV −2RI)

= (TV11 −2R)(TV22 −2R)−T 2V12V21

= 4R2 −2TRtrac(V ) + T 2det(V ). (4-30)

Novamente, aplicando o Lema 4.3 temos o resultado.
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Usando (2-31) e (4-22), temos

⟨X,1,X,1⟩ = (V11)2
∥∥g′∥∥2

+ (V12)2
∥∥g′∥∥2 − 4R

T
V11
∥∥g′∥∥2

+
4R2

T 2

∥∥g′∥∥2

=
∥g′∥2

T 2

([
(V11)2 + (V12)2]T 2 −4TRV11 + 4R2)

=
∥g′∥2

T 2

(
V11)2T 2 + T 2V11V22 + 4R2 −P −4TRV11 + 4R2)

=
∥g′∥2

T 2

(
TV11 [T (V11 + V22)−4R] + 8R2 −P

)
=

4∥g′∥2

T 2

(
[2R−TV11]R− P

4

)
,

⟨X,1,X,2⟩ = V11V21
∥∥g′∥∥2

+ V12V22
∥∥g′∥∥2 − 2R

T
(V12

∥∥g′∥∥2
+ V21

∥∥g′∥∥2
) +

4R2

T 2 L,12

= V12(V11 + V22)
∥∥g′∥∥2 − 4R

T
V12
∥∥g′∥∥2

= −4R
T

V12
∥∥g′∥∥2

e

⟨X,2,X,2⟩ = (V21)2
∥∥g′∥∥2

+ (V22)2
∥∥g′∥∥2 − 4R

T
V22
∥∥g′∥∥2

+
4R2

T 2

∥∥g′∥∥2

=
∥g′∥2

T 2

([
(V22)2 + (V21)2]T 2 −4TRV22 + 4R2)

=
∥g′∥2

T 2

(
V22)2T 2 + T 2V11V22 + 4R2 −P −4TRV22 + 4R2)

=
∥g′∥2

T 2

(
TV22 [T (V11 + V22)−4R] + 8R2 −P

)
=

4∥g′∥2

T 2

(
[2R−TV22]R− P

4

)
.

Portanto, os coeficientes da primeira forma fundamental são dados por

Ẽ =
⟨X,1,X,1⟩

(x3)2 , F̃ =
⟨X,1,X,2⟩

(x3)2 e G̃ =
⟨X,2,X,2⟩

(x3)2 (4-31)

onde x3 = −2R
T

. Assim, obtemos (4-23)-(4-25). Por (2-32), vemos que
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−⟨X,1,N,1⟩ =
2

T 2 (2Rg11 −TV11g11)

=
2∥g′∥2

T 2 (2R−TV11) ,

−⟨X,1,N,2⟩ =
2

T 2 (2Rg12 −TV12g22)

=
2

T 2 TV12
∥∥g′∥∥2

e

−⟨X,2,N,2⟩ =
2∥g′∥2

T 2 (2R−TV22) .

Utilizando o fator conforme do espaço hiperbólico λ =
T 2

4R2 concluímos (4-26)-(4-28). □

4.1.1 Exemplo de superfícies WGHII

Considerando os dados holomorfos f (z) e g(z) obtemos a superfície WGHII
abaixo

1. Abaixo, temos uma superfície WGHII considerando as funções holomorfas f (z) = z2

e g(z) = z, e estamos visualizando a superfície orientada em relação ao eixo u3.

2. A seguir, temos a superfície WGHII vista de dois ângulos diferentes.
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Figura 4.1: Superfície WGHII para f (z) = z2 e g(z) = z

3. Neste exemplo, consideramos uma superfície WGHII com as funções holomorfas
f (z) = sinhz e g(z) = coshz. Inicialmente, a superfície é visualizada com orientação
em relação ao eixo u3 e, em seguida,a observamos de um ângulo diferente.

Figura 4.2: Superfície WGHII para f (z) = sinhz e g(z) = coshz

4. No próximo exemplo, temos uma Superfície WGHII com as funções holomorfas
f (z) = sinhz e g(z) = ez .

Figura 4.3: Superfície WGHII para f (z) = sinhz e g(z) = ez
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5. Observe a figura vista por ângulos diferentes.

6. Neste exemplo, apresentamos uma superfície WGHII com as funções holomorfas
f (z) = z e g(z) = ez , visualizadas a partir de dois ângulos distintos."

7. A seguir, apresentamos a mesma superfície WGHII, porém com um aumento nos
parâmetros u1 e u2.

Figura 4.4: Superfície WGHII para f (z) = z e g(z) = ez
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Observação 4.5 Note que, no caso acima, para imersão de Σ devemos tomar f ̸= g. De

fato, se f = g temos

2⟨1, f ⟩−2⟨1, f ⟩ = 0,

assim X (u) = (1,1,0) donde concluímos que dXq(u) não é injetiva.

4.1.2 WGHII - Superfícies de rotação

Teorema 4.6 Seja Σ uma superfície de H3 satisfazendo as condições do Teorema 4.4.

Então Σ é uma superfície - WGHII de rotação se, e somente se, g(z) = ez , h = au1 + b e X

é dada por

X (u1,u2) = (M(u1)cosu2,M(u1)sinu2,N(u1)) ; (u1,u2) ∈ R2

onde

M(u1) =

[
a

eu1
+ 2

b + a(u1 −1)
1 + eu1

]
eu1 e N(u1) = 2

b + a(u1 −1)
1 + eu1

. (4-32)

Além disso, a condição de regularidade é dada por

p(u1) = [a(1−u1)−b]2 − (1 + e2u1)2 a2

e4u1
= 0. (4-33)

Prova. Do Teorema 4.4 temos que Σ está localmente parametrizada por (4-18), com
T = 1+∥g∥2 e h = ⟨1, f ⟩. Fazendo a mudança de parâmetros temos que g(z) = ez , h = au1 +b

e f = az + z0, onde a, b ∈ R e z = u1 + iu2 ∈ C. Assim,

T = 1 +∥g∥2 = 1 +∥eu1(cosu2 + i sinu2)∥2 = 1 + e2u1 , f ′(z) = a e g′(z) = ez . (4-34)

Substituindo as equações acima em (2.13) obtemos

R =
〈 a

ez
,ez
〉
− (au1 + b)

= a− (au1 + b) = a(1−u1)−b. (4-35)

Utilizando (4-34) - (4-35) em (4-18) e (4-22) temos o resultado. □

Proposição 4.7 A curva geratriz α(u1) = (M(u1),N(u1)) de uma superfície WGHII de

rotação satisfaz
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Para a > 0,

lim
u1→+∞

M(u1) = ∞, lim
u1→−∞

M(u1) = a, lim
u1→+∞

N(u1) = 0 e lim
u1→−∞

N(u1) = −∞.

Para a = 0 e b ̸= 0,

lim
u1→+∞

M(u1) = 2b, lim
u1→−∞

M(u1) = 0, lim
u1→+∞

N(u1) = 0 e lim
u1→−∞

N(u1) = 2b.

4.1.3 Exemplo WGHII - Superfícies de rotação

Apresentaremos a seguir um exemplo para cada um dos dois tipos de superfícies
WGHII de rotação.

Figura 4.5: a > 0 e Curva geratriz

Considerando a = 1, b = 1 a curva de regularidade é dada por p(u1) = u2
1(1 +

e2u1)2 1
e4u1

.

Figura 4.6: Curva de regularidade para a > 0

As raízes correspondem às singularidades presentes na curva geratriz α(u1) =

(M(u1),N(u1)), gerando na superfície com uma singularidade conforme verificamos na
Figura (4.5).
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Figura 4.7: a = 0, b ̸= 0 e Curva geratriz
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