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RESUMO

Neste trabalho, utilizamos uma técnica de amostragem entrépica com refinamen-
tos baseada no método de Wang-Landau e técnicas de escala de tamanho finito para
estudar variagoes do modelo de Baxter-Wu, a saber: spin-1/2, spin-1, spin-1 na presenga
de anisotropia de campo cristalino, onde também foi feita uma proposta tridimensional
para o modelo. Foram verificadas também caracteristicas no pardmetro de ordem a ser
adotado nas simulacgoes. A classe de universalidade e a temperatura critica foram calcu-
ladas para o caso spin-1/2, e os resultados encontrados tiveram boa concordancia com
os resultados exatos que constam na literatura. Buscou-se determinar o tipo de transicao
de fase que o modelo descreve para o caso spin-1, sendo feito um detalhado estudo para
transicoes de fases continua e descontinua. O modelo de Baxter-Wu com interagao do
campo cristalino, D, teve o seu diagrama de fases construido, bem como a determinagao
do ponto em que terminam as transi¢oes descontinuas. O expoente critico, v, foi avaliado
para diversos valores do campo cristalino, onde verificamos a sua variacao ao longo da
linha critica, com o aparecimento de um pico, corroborando a existéncia de um compor-
tamento multicritico do modelo. Observamos também uma anomalia no calor especifico,
que pode ser associada ao defeito Schottky. Essa anomalia aparece de maneira mais sig-
nificativa para valores de D > 1.990. No estudo do pardmetro de ordem, verificamos que
nas simulagoes nao se deve, ao considerar tamanhos de redes multiplos de trés, utilizar
o parametro de ordem como a magnetizacao total da rede, mas tomar a magnetizagao
por sub-redes. Ao se trabalhar com tamanhos de redes que nao sejam multiplos de trés,
nao héa problema em adota-lo como a magnetizagao total da rede. Foi feita também uma
proposta tridimensional para o modelo de Baxter-Wu, e foi caracterizada a sua transi¢ao

de fases.

Palavras - chave: Amostragem Entrépica, Modelo de Baxter-Wu, Classe de Universali-

dade, Temperatura Critica.



ABSTRACT

In this work, we used a refined entropy sampling technique based on the Wang-
Landau method and finite-size scaling techniques to study variations of the Baxter-Wu
model, namely: spin-1/2, spin-1, spin-1 with the crystal field interaction and was done
a three-dimensional proposal for the model. It was also verified characteristics in the
order parameter to be adopted in the simulations. The universality class and the critical
temperature were calculated for the spin-1/2 case, and the results founded were in good
agreement with the exact ones found in the literature. We sought to determine the kind
of the phase transition that the model suffers for the spin-1 case, being carried out a
detailed study for continuous and discontinuous phase transitions. The Baxter-Wu model
with crystal field, D, had its phase diagram constructed, as well as the determination
of the point at which discontinuous transitions finalizes. The critical exponent, v, was
evaluated for several values of the crystal field, where we verified is variation along the
critical line, with the existence of a peak, corroborating the existence of a multicritic
behavior of the model. We also observed the existence of an anomaly in the specific
heat, associated to the Schottky defect. This anomaly appears more clearly for values of
D > 1.990. In the study of the order parameter, we verified that in the simulations one
should not, when considering lattice sizes multiple of three, use the order parameter as the
total magnetization of the lattice, but to consider the magnetization by sub-lattices. When
working with sizes of lattices that are not multiples of three, it is not a problem to adopt
the order parameter as the total magnetization of the lattice. A three-dimensional proposal

was also made for the Baxter-Wu model, and its phase transition was characterized.

Key - words: Entropic Sampling, Baxter-Wu Model, Universality Class, Critical Tem-

perature.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Os modelos de spins tém importantes papéis na Mecanica Estatistica uma vez
que proporcionam a representacao de sistemas ideais para o estudo das transigoes de
fases e dos fendémenos criticos em materiais reais [1]. Historicamente, temos o modelo
de Ising, que foi proposto por Lenz a seu aluno de doutorado Ernst Ising [2, 3|, sendo
precursor para o estudo e caracterizagdo de sistemas magnéticos. Como modelo inicial, o
modelo de Ising trata da transicao de fase que ocorre em um ferromagneto simples cujas
interagoes entre os momentos magnéticos, ou spins, ocorrem aos pares. A solucao exata
em uma rede quadrada com campo externo nulo foi resolvida por Onsager, em 1944 [4].
Posteriormente, varios modelos foram propostos, por exemplo o modelo de oito vértices,
resolvido exatamente por Baxter [5], o modelo de Heisenberg [6], Blume-Capel (BC) [7, 8]
e o modelo de Baxter-Wu (BW) [9].

Embora menos conhecido que o modelo de Ising, o modelo BW tem grande
importancia na Fisica Estatistica. Exibindo uma transicao continua para o caso spin-
1/2, ele teve a sua solugdo exata para a temperatura critica e expoentes criticos obtida
por Baxter e Wu em 1973 [10, 11, 12]. A temperatura critica encontrada foi a mesma
do modelo de Ising na rede quadrada e os expoentes criticos os mesmos do modelo de
Potts de 4-estados. Ao longo do tempo o modelo BW tem sido estudado considerando
tamanhos de redes miiltiplos de trés, e a rede como um todo sendo dividida em trés sub-
redes. Nunca havia sido considerado trabalhar com redes que nao fossem multiplas de
trés. E feita a divisdo em sub-redes porque desta forma pode-se definir o seu pardmetro
de ordem como a raiz quadrada média da magnetizagao por sub-redes [13, 14]. Entretanto,
em outros trabalhos [15, 16, 17, 18, 19, 20|, considerou-se apenas a magnetizagdo total
da rede. Deste modo, tem-se a vantagem de nao ter que dividir o sistema em sub-redes.
Sendo assim, neste trabalho, teceremos algumas consideracées quanto ao tipo de rede
e qual o parametro de ordem ideal a ser utilizado. Diversos modelos de spins possuem
analogos em trés dimensoes, porém, desde que foi proposto o modelo BW nao possui
nenhuma formulagao deste tipo. Sendo assim, neste trabalho, também sera proposta uma

extensao tridimensional para este modelo. Para o caso spin-1, onde s; = 41,0, ao se
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considerar a anisotropia do campo cristalino, trabalhos anteriores [21, 22], concordam
com um diagrama de fases muito parecido com o do modelo de Blume-Capel [21, 22],
que tem um diagrama de fases da temperatura versus campo cristalino que apresenta um
ponto onde trés fases se tornam iguais, o ponto tricritico. Este ponto é bem determinado
na literatura com diversos trabalhos que o corroboram [23, 24]. Para o modelo BW, a
presenca de um ponto multicritico em seu diagrama de fases,no entanto, ainda nao é
bem determinada. Dois trabalhos tedricos foram realizados na busca da sua localizacao
exata. Utilizando técnicas de grupo de renormalizacao, teoria de escala de tamanho finito
e invaridncia conforme, Costa e colaboradores, em 2004 [21], e Dias e colaboradores,
em 2017 [22], construiram o diagrama de fases do modelo e estimar a localizacao do
ponto multicritico. Neste trabalho, utilizaremos simulagoes entrépicas e teoria de escala
de tamanho finito, e construiremos também um diagrama de fases para o modelo de

Baxter-Wu com spin-1.

A simulacdo entrépica é um procedimento de Monte Carlo (MC) em que as
simulagdes computacionais podem ser realizadas sem fixar uma temperatura, como é
o caso do método de amostragem por importancia de Metropolis [25]. Algumas das
vantagens da simulagdo entrépica sao evitar a desaceleracdo critica que ocorre nas
transicoes continuas e superar o tunelamento das barreiras de energia livre existentes
entre fases coexistentes na temperatura de transicoes descontinuas. Para citar alguns
trabalhos, temos o método multicandnico [26, 27|, a amostragem entrépica de Lee [28§]
e o método broad histogram [29, 30]. Nestes métodos, busca-se estimar Ing(E), onde
g(E) é a densidade de estados. Esta sequéncia de trabalhos favoreceu a formulacao do
método de amostragem entréopica de Wang-Landau (WL) [31, 32]. O método de WL
estima diretamente a densidade de estados através de um caminho aleatorio no espaco
das energias e amostra as configuracoes com uma probabilidade proporcional ao reciproco
da densidade de estados. Quando comparado com solugoes exatas, seus resultados sao
impressionantes, de modo que é impossivel distinguir visualmente um do outro [33]. Devido
a sua capacidade de lidar com uma paisagem de energia complexa, juntamente com a
facilidade de implementacao para aplicacoes, este método tem sido amplamente utilizado
em diferentes dreas de fisica e quimica, incluindo sistemas magnéticos [23], dobramento
de proteina [34, 35], simulagdes de fluidos [36], e também sistemas quanticos [37, 38].
Particularmente para o estudo das transicoes de fase, o método de WL sugere uma maneira
eficiente de superar a questao da dinamica lenta nas simulagoes convencionais de MC. No
entanto, se a densidade de estados ¢é usada para calcular médias candnicas, por exemplo,
para a temperatura do pico do calor especifico, diferentes rodadas levam a resultados
bastante diferentes com uma distribuigao gaussiana [39]. A precisdo do método aumenta
se a densidade de estados for atualizada somente apds cada passo de Monte Carlo (MCS),
evitando tomar configuragoes correlacionadas e as médias microcanonicas comegam a ser

acumuladas a partir do oitavo nivel de WL (f;), uma vez que, no inicio, as configuragoes
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nao correspondem as de méaxima entropia [39]. Devido a esse comportamento, para se
obter bons resultados nos procedimentos de escala de tamanho finito, é necessario realizar
pelo menos dez estudos independentes e, em seguida, tomar uma média sobre todos os
conjuntos [40]. Essas melhorias foram aplicadas a modelos simples com solugoes analiticas
exatas como polimeros [41, 42] e dimeros [43], o comportamento de escala de tamanho
finito da temperatura inversa no estado fundamental [44] e em estudos de alta resolugao
do modelo de Potts g-estados [45].

Neste trabalho, nos concentramos nos fendémenos criticos e examinaremos a
eficacia do método de WL com melhorias na analise do comportamento critico do modelo
BW. Para isso, no Capitulo 2, faremos uma revisao da amostragem de grandezas fisicas
e o método de MC, bem como da teoria de escala de tamanho finito. Os detalhes dos
procedimentos da simulacao entrépica serao apresentados no Capitulo 3. A descrigao
do Modelo BW e as suas variacoes aqui estudadas serdo detalhadas no Capitulo 4.
Os resultados serao apresentados no Capitulo 5 e discutidos a medida que estdo sendo
mostrados. Por ultimo, no Capitulo 6, serao feitas as consideragoes gerais sobre os projetos

futuros.
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CAPITULO

REVISAO DA LITERATURA

2.1 Amostragem de Grandezas Fisicas e o Método de
Monte Carlo

A simulacao computacional tornou-se essencial para a fisica da matéria conden-
sada, principalmente no estudo das transicbes de fases e fendomenos criticos. Uma das
razoes é que ela abre as portas para a analise de modelos tedricos mais sofisticados, mais
realistas e mais complexos, cujas solugoes analiticas podem ser dificeis de serem obtidas.
Desta maneira, a simulacao computacional, em conjunto dos métodos experimentais e
tedricos tém contribuido para uma melhor compreensao da natureza. Os métodos com-
putacionais mais comuns sao a Dindmica Molecular (DM) [46] e o método de Monte
Carlo [47, 48, 49, 25]. O primeiro estd associado a situagdes de cardter deterministico via
integracao direta das equagoes de movimento do sistema, ao passo que o segundo tem
como caracteristica ser um método estocastico, onde pode-se obter os valores esperados
das grandezas fisicas do sistema a partir das probabilidades das configuragoes do proé-
prio sistema. As simulagoes de MC sao utilizadas para calcular valores esperados (@) de
grandezas termodinamicas tais como energia interna e a magnetizagao em sistemas mag-
néticos. Para uma quantidade (), que pode variar no tempo, podemos escrever o seu valor

esperado como

(@) =>_ Quwnl(t), (2.1)

onde @, é o valor do observavel () quando o sistema se encontra no estado m e wy,(t)
denota um conjunto de pesos que representam a probabilidade do sistema estar em um
estado m num instante £. Uma vez que para qualquer valor no tempo o sistema deve estar
necessariamente em algum estado, temos que as probabilidades wy,(t) devem obedecer as
condic¢oes

win(t) 20, Y wn(t)=1. (2.2)
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Como os pesos probabilisticos carregam a informacgao de como o sistema evolui,
podemos escrever também uma equagao que representa a evolucdo temporal de w,, (t) em
termos da probabilidade do sistema transicionar de um estado inicial m para um estado
final [ em um intervalo dt, definida na forma P(m — l)dt, com P(m — [) sendo a taxa
de transicao do estado m para o estado [. Assim temos a equagao mestra para a evolugao

de wy,(t) em termos de P(m — 1), escrita por

dwp, (1)
dt

= [wi(t)P(l = m) — wn(t)P(m — 1)]. (2.3)
1

No lado direito dessa equagao, o primeiro termo representa a taxa com que o sistema sofre

transicoes para o estado m, e o segundo termo representa a taxa com que o sistema muda

do estado m para um outro estado [.

Se o sistema alcancar um patamar em que os dois termos no lado direito da
equagao 2.3 se cancelam para todo [, os pesos w,,(t) serdo constantes no tempo. Neste
caso ¢é considerado que o sistema se encontra no estado estaciondrio, que matematicamente
é representado por

wi(t)P(l = m) = wp,(t)P(m — 1). (2.4)

Esta equagao representa a condicdo do balanco detalhado. Os valores que os pesos wy,

assumem no equilibrio sdo chamados de probabilidades de ocupacao de equilibrio [48] e,
para um estado qualquer m, sao dados por

D = tliglo Wi (t). (2.5)

Uma escolha adequada para os pesos das probabilidades de ocupacgao é a distribui-

¢ao de Boltzmann. Inicialmente, Gibbs, em 1902 [50], demonstrou pelo ensemble candnico

que para um sistema em equilibrio térmico com um reservatério a temperatura absoluta

T, as probabilidades de ocupagdo (conhecidas como probabilidades de Boltzmann) sao

dadas por
1
pm= e (2:6)

onde F,, é a energia do estado m e k é a constante de Boltzmann, cujo valor é
1,38 x 107 JK~'. E comum utilizar a notacio abreviada 8 = 1/kT. Z é uma constante
de normalizagao associada a probabilidade p,,, conhecida como fung¢do de particio. Para
que a condicdo Y, pm = 1 seja obedecida, temos que a funcao de particao deve serd

definida por
Z=3 et (2.7)
m
cuja soma € sobre todos os microestados m do sistema.

Substituindo a Eq. 2.6 na 2.1, temos que o valor esperado de uma quantidade @)
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para um sistema em equilibrio é
1 3 Qe
(@) = 7 Qme . (2.8)

Uma vez que a somatoéria na Eq. 2.8 é feita sobre todos os estados do sistema, é
praticamente impossivel calcular (@) para um sistema com um ntimero muito grande de
estados. Por exemplo, no modelo de Ising em uma rede quadrada com N sitios, a soma deve
ser feita sobre as 2V configuracoes possiveis. Se considerarmos N grande, é praticamente
impossivel utilizar a Eq. 2.8 para realizar calculos numéricos. Um dos meios possiveis para
realizarmos tal medida é o seguinte: em vez de tomarmos todas as configuragoes possiveis,
pode-se realizar a soma considerando apenas as configuragoes mais importantes, onde
cada estado do sistema pode ser escolhido com uma certa probabilidade. Esse método é
conhecido como amostragem por importancia [47, 48]. Por exemplo, podemos construir
uma amostra de estados de um sistema, onde qualquer estado pode ser escolhido para
compoO-la com uma probabilidade proporcional ao peso de Boltzmann. Escolhendo um
subconjunto com M estados (p1, pta, ...par), 0 célculo do valor esperado (@) se reduz a

uma média aritmética simples sobre os M estados escolhidos:

1 M
Qu = M;Qm. (2.9)

Para que a média @), fornega estados de acordo com a distribui¢ao de Boltzmann,
Eq. 2.6, utiliza-se o processo de Markov a fim de escolher um conjunto de configuracoes
independentes umas das outras. O processo markoviano consiste em gerar de modo
aleatério um novo estado [ a partir de um estado inicial m de acordo com a probabilidade
de transicdo P(m — [). A energia dos estados m e [ sdo respectivamente F,, e Ej e a

probabilidade de transicao deve satisfazer as seguintes condigoes:
e nao variar com o tempo;
e depender somente dos estados m e [ e nao dos estados anteriores;

e 0 processo deve evoluir de modo que obedeca a condicao de ergodicidade. A condicao
ergddica impoe que um determinado estado seja alcancado, a partir de um estado

inicial qualquer, para um tempo computacional suficiente.

e a condicao de equilibrio define que a taxa com que o sistema sofre transi¢coes de m

para qualquer outro estado e de qualquer estado para m deve ser a mesma.

Como as probabilidades p,, e p; sdo dadas pela Eq. 2.6, a equagao do balanco

detalhado resulta em
M — o BEI—En)

P — m) (2.10)
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garantindo assim a distribui¢cdo de Boltzmann no equilibrio.

2.2 Transicoes de Fases e Fenomenos Criticos

Alguns dos precursores do estudo das transicoes de fases e fendmenos criticos foram
Joseph Black [51], que, por volta de 1762 na Escécia, mediu o calor especifico e o calor
latente. Charles de la Tour [51] publicou na Irlanda um artigo em 1822 em que reportava,
a descoberta de uma fase fluida supercritica, iniciando, assim, o estudo dos fenémenos
criticos. Thomas Andrews em seu trabalho “On the Continuity of the Gaseous and Liquid
States of Matter” [52] estudou a curva pressao-volume da linha de coexisténcia liquido-
vapor do gas carboOnico e encontrou o seu ponto critico. Quatro anos depois,Johannes
Diderik Van der Walls propds uma generalizacao para a equagao de estado do gas ideal
[53]. James Clerk Maxwell refinou esta teoria em 1875 [54, 55], propondo a lei das &reas
iguais, para explicar o comportamento experimental de um fluido real.

Ainda no que concerne aos fluidos, temos o trabalho de Josiah Williard Gibbs
[56], em que ele desenvolveu um método brilhante para descrever as fases solida, liquida e
gasosa de fluidos simples, conhecida como a regra de fases de Gibbs. Seu método é capaz
de predizer a existéncia de linhas de coexisténcia, linhas triplas, pontos triplos e pontos
criticos. No ferromagnetismo, temos o trabalho de Pierre Curie [57] com a descoberta da
desmagnetizacao de um material acima de uma determinada temperatura, atualmente
denominada de temperatura Curie, ou ponto de Curie. Lev Landau, posteriormente,
introduziu o conceito de pardmetro de ordem [58, 59], com a formulagao de uma expressao
para o potencial termodinamico escrito como uma série de poténcias do parametro de
ordem. Ehrenfest fez uma classificacao das transicoes de fases conforme a descontinuidade
no menor grau da energia livre. Segundo ele as transi¢oes de fase sdo classificadas de acordo
com a descontinuidade na derivada de menor ordem da energia livre. Deste modo, se a
descontinuidade for na primeira derivada, denomina-se uma transicao de primeira ordem.
Caso a descontinuidade seja na segunda derivada, temos uma transicao de segunda ordem.
Uma classifica¢do mais moderna [60] separa as transi¢oes em continuas, que correspondem
as transi¢oes de segunda ordem quando o calor latente se anula e a variagao do parametro
de ordem ¢ continua, e em descontinuas, que corresponde as transi¢oes de primeira ordem
que apresentam calor latente nao nulo e variagdo descontinua no parametro de ordem.

No século XX o estudo dos fendomenos criticos se tornou cada vez mais profundo.
Podemos mencionar diversos pesquisadores, tais como, Widom, Domb e Hunter, Kadanoff,
Fisher e muitos outros. Uma das maiores descobertas reside no fato de que algumas
quantidades fisicas macroscopicas nas vizinhancas da temperatura critica sdo descritas
por leis de poténcia. Fisher, em 1971, propos a teoria de escala de tamanho finito [61].
Nela, temos que nas proximidades das transi¢oes de fases, o comprimento de correlagao é

restrito ao tamanho do sistema L.
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Um sistema canonico no estudo das transi¢oes de fases, ¢ um ferromagneto. Ele
pode ser concebido como uma rede cristalina onde dipolos magnéticos - ou spins - estao
fixos em seus vértices. Os spins sao capazes de alterar a energia do sistema através da
simples interagdo entre eles. Isto pode ser visto se escrevermos em termos das varidveis

dos momentos magnéticos, s;, o hamiltoniano de spin, dado por
H = —JZ $i85 — stz (211)
(i.3) i

A Eq. 2.11 é conhecida como o hamiltoniano do modelo de Ising [2]. Nela as varidveis
de spin podem assumir os valores +1, a soma deve ser feita sobre os pares de sitios de
primeiros vizinhos e J é a constante de acoplamento que fixa a energia da rede. Além
disso deve-se conceber um estado ordenado ferromagnético quando J > 0 e H é o campo
magnético externo. Para um tempo suficientemente longo, o equilibrio é estabelecido no
sistema, e pode-se definir uma temperatura 7" onde os graus de liberdade sdo descritos
por essa temperatura. Para altas temperaturas e campo externo nulo, se acompanharmos
a evolucao no tempo de qualquer spin veremos que ele aponta em todas as diregoes com
igual frequéncia. Assim, o momento magnético resultante é zero e o sistema reside estd
desordenado (estado paramagnético). Abaixo de uma temperatura critica, no entanto,
os spins tendem a se alinhar ao longo de uma direcao especifica no espago, mesmo na
auséncia de um campo externo. Neste caso, hd uma magnetizacao resultante, M(T'), e o
sistema esta na fase ferromagnética.

O diagrama de fases do campo externo aplicado versus a temperatura ao longo
da linha H = 0 é mostrado na Fig. 2.1. Para simplificar definiremos as magnetizacoes
ferromagnéticas por ferro-1 (“spins ordenados para cima”) e ferro-2 (“spins ordenados

para baixo”).

Fase “Ferro — 1"

R
IRRER

Fase “Ferro — 2"

Figura 2.1: Diagrama de fases para um ferromagneto H x T'. A linha de coexisténcia entre
as fases ferro-1 e ferro-2 é dada por H =0e T < T,

Para H = 0 temos uma linha de transicao descontinua entre os estados ordenados
ferro-1 e ferro-2. Estes estados tornam-se indistinguiveis em uma transicao de segunda

ordem a uma determinada temperatura, a temperatura critica T = T.. Acima desta
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temperatura o sistema estd em uma fase paramagnética. Ao longo da curva de coexisténcia
(H =0, T < T,) as fases ordenadas ferro-1 e ferro-2 possuem a mesma energia livre, as

suas magnetizagoes espontaneas sao iguais em modulo.

Nas fases ferro-1 ou ferro-2, o sistema exibe uma magnetizacdo espontanea, na
qual os spins se alinham preferencialmente em uma direcdo ou em outra. Acima da
temperatura critica a magnetizagdo espontanea vai a zero, conforme mostra a Fig. 2.2.
Grandezas fisicas desse tipo sdo chamadas de pardmetro de ordem [62]. Este conceito foi
introduzido por Landau [58, 59]. De modo geral, pardmetros de ordem sao grandezas que
estdo associadas & quebra de simetria do sistema. E uma quantidade que é zero de um
lado da transicao de fase e diferente de zero no outro lado. No caso de um ferromagneto, o
parametro de ordem é a magnetizacao do sistema. Em um sistema liquido-gas, ele sera a
diferenca na densidade entre as fases liquida e gasosa na coexisténcia, que tende a zero no
ponto critico. Uma transicao de fase na qual o parametro de ordem varia continuamente

na temperatura critica chamaremos de transicdo de fase continua.

|

Parametro de Ordem

l

Figura 2.2: Magnetizacao espontanea versus temperatura para um ferromagneto uniaxial
simples, na auséncia de campo externo.

Ma

T

-V

2.2.1 Expoentes Criticos

O estudo de fendmenos criticos consiste na compreensao do comportamento das
grandezas termodindmicas nas proximidades do ponto critico [60]. Dados derivados de
experimentos e de modelos resolvidos exatamente mostram que determinadas grandezas
termodinamicas possuem um comportamento particular, sendo bem descritas por leis
de poténcia nas vizinhangas do ponto critico [63, 64, 65]. E definida uma quantidade
adimensional que “mede” a distancia a temperatura critica, denominada de temperatura

reduzida, isto é,
T-T,

T, '’

~
Il

(2.12)

que ¢ igual a zero quando T' = T..
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No sistema de tamanho infinito, isto é, no limite termodinamico, por defini¢do, a

regiao critica é caracterizada pela divergéncia do comprimento de correlagao, &
&~ |t (2.13)

Em um ferromagneto, na auséncia de um campo externo, a magnetizagao espon-
tanea se comporta como
m ~ |t|°. (2.14)

Isto é valido apenas abaixo da temperatura critica, pois acima dela a magnetizagao é
nula. A susceptibilidade magnética y e o calor especifico C' possuem comportamento de
divergéncia na forma

X~ [t (2.15)

C ~ |t (2.16)

Ao longo da isoterma critica, a magnetizacdo m e o campo externo H estao relacionados
do seguinte modo:
m o~ HY t = 0. (2.17)

O fato de dois sistemas fisicos aparentemente diferentes, mas que possuam o
mesmo conjunto de expoentes criticos é conhecido como classe de universalidade. Os

expoentes criticos também estao relacionados entre si, obedecendo a relagoes de escala

[66, 67, 68, 69, 70]:

a+ 28 +v =2, Relacao de Rushbrooke, (2.18)
a+ [0+ 1) =2, Relagao de Griffiths, (2.19)
v=p(0—1), Relacio de Widom, (2.20)
dv =2 —a, Relagdo de Josephson. (2.21)

2.3 Teoria de Escala de Tamanho Finito

A Teoria de Escala de Tamanho Finito [61, 66] atualmente é tida como
referéncia no estudo do comportamento critico. E um método que nos permite calcular
os expoentes criticos a partir do estudo de como certas quantidades termodinamicas se
comportam com a variacao do tamanho do sistema estudado. Em transi¢des continuas,
o comprimento de correlacdo depende fortemente da temperatura nas proximidades da
transicao, divergindo para o infinito. Conforme vimos, isto d4 origem a uma lei de escala.
No entanto, em um sistema finito, o comprimento de correlacao nao diverge para o infinito,

uma vez que ele é limitado pelo tamanho L do sistema (pois ndo pode excedé-lo).
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Podemos escrever uma relagao entre o comprimento de correlagao e a susceptibi-

lidade eliminando ¢ nas expressoes & ~ |t|™ e x ~ |t|77, resultando em

Y~ e, (2.22)
Analogamente, para o calor especifico e para a magnetizacao obtemos

¢~ g (2.23)

m o~ EPI, (2.24)

Nas simulagoes computacionais, trabalha-se com sistemas finitos, consequente-

mente o comprimento de correlacao ¢ limitado pelo tamanho do sistema
&(T.) ~ L. (2.25)

Para sistemas finitos, é associada uma temperatura de transicao pseudocritica,
T.(L), para cada tamanho de rede simulado, pois a temperatura critica para um sistema
finito difere da temperatura critica no limite termodinamico, por isso a nomenclatura

“pseudocritica”.

Combinando a Eq. 2.25 com as Eqs. 2.22, 2.23 e 2.24, obtemos

X~ LY, (2.26)
¢~ LoV, (2.27)
m o~ L7 (2.28)

Podemos definir uma funcao em que haja termos referentes a £ e y e que contenha

a dependéncia em L, ou seja,

x =& x0(L/€), (2.29)
onde o termo x( € uma fun¢ao adimensional com uma tinica variavel que possui as seguintes
propriedades:

Xo = constante, quando L/& >> 1, (2.30)
e
xo ~ 2, quando L/& — 0. (2.31)
onde
x=LJ¢E. (2.32)

Vamos reorganizar a Eq. 2.29 de modo que se tenha de forma explicita uma
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dependéncia em L. Define-se uma outra variavel, também adimensional
() = 27 xo (). (2.33)
Isolando o termo yo(z") temos
Xo(#") = X ()" (2.34)
Substituindo a equacao acima na expressao para a susceptibilidade, Eq. 2.29 resulta em
X =& (@), (2.35)

mas, z = L/¢, ou seja, /7 - 27/V = [7/¥. Portanto, temos uma expressio que representa

a dependéncia da susceptibilidade magnética com o tamanho L da rede, isto é,
x = Lx(x). (2.36)

Usando a Eq. 2.13 obtemos, finalmente, o resultado

xo(t) = D (LYY). (2.37)

A equacao acima representa o comportamento da susceptibilidade magnética em

sistemas com tamanho finito, sendo

=LY (2.38)

No entanto, hd o termo x(x) que nao é totalmente descrito. x(x) é conhecida

como funcao de escala da susceptibilidade magnética. A funcao de escala nos diz que
X(z) = 27 (2")"" = constante, quando x — 0, (2.39)

ou seja, com L/¢ — 0. Portanto, x é finito nas proximidades do ponto critico. Outro fato
importante é que toda a dependéncia em L de y ¢é exibida explicitamente na Eq. 2.35,
pois a funcao de escala ndo contém qualquer dependéncia em L, e disso resulta que x(x)

terd sempre o mesmo valor independente do tamanho do sistema.

De modo anélogo, podemos estender a equagao que representa a susceptibilidade
magnética em sistemas de tamanho finito para a magnetizacao e o calor especifico, obtendo

respectivamente:
my(t) = L m(tLV"), (2.40)

cp(t) = LV E(tLYY). (2.41)
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As temperaturas T,(L) dependem de L na forma
T.(L) = T. + a, L7, (2.42)

em que a, ¢ uma constante a ser determinada, permitindo entao a determinacao de T..
O grafico de T,(L) contra L~'/¥, atribuido a um conjunto de tamanhos, produz uma
estimativa para T, a partir da extrapolacao para L — oo. Assim, com as relacoes de
escala de tamanho finito é possivel determinar a classe de universalidade de um sistema
e a sua temperatura critica em uma transicao de fase continua. No entanto, é necessario
primeiramente determinar o valor do expoente critico v, para entao calcular a temperatura
critica do sistema infinito, através de T como funcio de L='/¥ na Eq. 2.42.

O expoente critico v estd associado a divergéncia do comprimento de correlacao
no limite termodinamico. Em geral ele nao é conhecido, portanto precisamos de uma
maneira de avalid-lo. No entanto, na abordagem do método de Monte Carlo, existem
poucas quantidade das quais podemos estimar este expoente critico diretamente. Uma
maneira ¢é utilizar quantidades termodinamicas pouco usuais. Pode-se obté-lo diretamente
de quantidades oriundas de derivadas logaritmicas de poténcias de n-ésima ordem da
magnetizacio, as quais exibem uma escala com L'/ [71, 72, 45]. Essas derivadas sdo

apresentadas na relagao

[m"] =1In

olm") lWE)

o oy <E>] . (2.43)

Desta maneira, podemos definir um conjunto de quantidades termodinamicas

provenientes dessas derivadas logaritmicas da magnetizacao, ou seja,

Vi = 4[m?) — 3[m4], (2.44)
Vy = 2[m?] — [m?], (2.45)
Vs = 3[m?] — 2[m?], (2.46)
Vi = (4[m] — [m"])/3, (2.47)
Vs = (3[m] — [m?])/2, (2.48)
Vs = 2[m] — [m?], (2.49)

e combina-las com a Eq. 2.40, as expressoes acima obtém-se a seguinte expressao:
Vi~ (1/v)In L + V;(tL'"), (2.50)

para j =1,2,...,6.
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Na temperatura critica T.(t = 0), os V; serao constantes e independentes do
tamanho do sistema. Assim, podemos determinar o expoente critico v através dos maximos
dessas funcoes. A temperatura critica T, pode ser determinada a partir dos picos do
calor especifico e da susceptibilidade pois, nessa posicao, as Eqgs. 2.37 e 2.41 variam

assintoticamente conforme a expressao
L ~1
TE =T, 4+ aL "

Ainda no que concerne as transi¢bes de segunda ordem, a temperatura critica
também pode ser estimada utilizando o método da interseccao do cumulante de quarta
ordem [47, 49, 73], ou seja, ,

UM:1—3<<]\]([/[2>>L%. (2.51)

As curvas dos cumulantes construidas para diversos tamanhos de redes, como
uma fung¢do da temperatura, se interceptam em um ponto comum, U*, que corresponde &
temperatura critica. Algumas caracteristicas do cumulante da magnetizagao é que, acima
da temperatura critica, ele tende a zero proporcional a L% e para temperaturas abaixo

de T, temos que Uy — 2/3.

2.4 Transicao de fase de primeira ordem

Em um sistema que sofre uma transicdo de fase descontinua, a energia interna,
o parametro de ordem, ou qualquer outra quantidade oriunda da derivada de primeira
ordem da energia livre apresenta uma descontinuidade. No caso da energia interna, um
gap aparece devido a existéncia do calor latente, conforme mostra a Fig. 2.3. Neste tipo
de transicao, o comprimento de correlacao, &, nao diverge, de modo que nao temos uma
regiao em que & >> L, por conseguinte, nas transi¢coes de fases de primeira ordem as
leis de escalas nao sao as mesmas das de segunda ordem. Imry em 1980 [74] mostrou pela
primeira vez que a escala de tamanho finito nas proximidades da temperatura de transicao
de primeira ordem, é proporcional a L™%, onde L é o tamanho linear do sistema e d a sua
dimensionalidade.

Na analise dos efeitos de tamanho finito nas transi¢oes de primeira ordem, Challa

e colaboradores [75] propuseram um cumulante de quarta ordem da energia do tipo

(EY)L
3(E%)T

(2.52)

que apresenta um minimo proeminente em uma temperatura caracteristica, que diminui
conforme aumenta-se o tamanho de rede e deve tender a 2/3 para L — oo. A temperatura

do minimo de Ug nao é necessariamente a mesma do pico do calor especifico ou
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Calor
Latente

u(m)

KeT/J

Figura 2.3: Energia interna tipica nas proximidades de uma transi¢do de primeira ordem.
Tem-se uma descontinuidade de U(T') na temperatura critica.

da susceptibilidade para o mesmo tamanho de rede, no entanto, ela se aproxima da
temperatura caracteristica com L‘d, ou seja,
Ug __ —d
Tk =T.+0L". (2.53)
Em uma transicao continua este cumulante apresenta um minimo muito suave em uma
temperatura pseudocritica.
O cumulante de quarta ordem do parametro de ordem como func¢ao da tempe-

ratura em uma transi¢do de primeira ordem apresenta um minimo em uma temperatura

caracteristica. Essa divergéncia também é inversamente proporcional a L? [47, 76, 77].

Para o calor especifico e para a susceptibilidade, os respectivos maximos
apresentam-se agudos conforme o aumento de rede, como mostrado na Fig. 2.4. Os ma-

ximos obedecem a uma lei de escala proporcional a L¢ [78, 79], do tipo,
Crnae = Qo + alLd 7 Xmaz = az) + a/lLd7 (2'54)

onde ag, aq, ag e a/l sao constantes.

Embora os méaximos do calor especifico e da susceptibilidade se apresentem
exponenciais, a temperatura dos respectivos maximos, obedece a seguinte lei de escala
com L%

T.(L) =T +a, L™, (2.55)

onde T7° é a temperatura critica no limite termodinamico e as é uma constante.
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Figura 2.4: Calor especifico como fungao da temperatura, retirado da Ref. [80]. O maximo
torna-se mais agudo conforme o aumento do tamanho de rede.

Outro modo de avaliar qual o tipo de transicio de um sistema ¢é através da
distribuigao canonica de probabilidades da energia [81], Pr(F,T'). Na simulagao entrépica,
é possivel acessar diretamente a densidade de estados, de modo que pode-se calcular
PL(E,T) como

E

g(E)e *sT

—. 2.56
Ypg(E)e T ( )

P(E,T) =

Lee e Kosterlitz [81] propuseram um método para identificar a ordem de uma
transicao através da distribuicdo de probabilidades da energia em fun¢ao da energia por
particula P(FE). Observa-se a sua distribui¢do para um valor fixo da temperatura. Caso
aparecam dois picos (ndo necessariamente com a mesma altura), muda-se o valor da
temperatura, até que ambos os picos tenham a mesma altura. Neste ponto, a temperatura
correspondente é a temperatura de transigao, 7,(L). Em uma transi¢ao de primeira ordem,
na temperatura de transicao, a fungao Pr(F) exibe um comportamento com um pico duplo
[82, 83], Fig. 2.5. Em uma transicdo deste tipo, ha a coexisténcia entre as fases ordenada,
associada ao pico a esquerda, e desordenada, associada ao pico a direita. Em uma transicao
continua, hd apenas um pico em Pp(E) quando o sistema passa da fase ordenada para a

fase desordenada.

Este método desenvolvido por Lee e Kosterlitz também permite calcular o
calor latente da transicao. Ele é a diferenca AFE; entre os dois picos, onde, no limite
termodindmico, AE(L — 00), o calor latente é obtido por uma lei de escala na forma

L.
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Figura 2.5: Estrutura de pico duplo da distribui¢do de probabilidades da energia Pp(E)
[84].

2.5 Pontos de Inflexao Microcanonicos da Entropia

Um novo método para avaliar as propriedades de sistemas de tamanho finito
¢ a analise microcandnica direta das quantidades termodindmicas obtidas a partir da
entropia microcanénica, S(E) = kplng(FE) [49, 85]. Simplesmente considera-se que a
relacado entre a energia e a entropia, bem com as mudangas ocorridas nesta tultima,
sinalizam o comportamento do sistema, indicando a dire¢do da transicao de fase no limite
termodinamico. Portanto, a primeira e as demais derivadas de S(F) revelam situacoes
importantes no sistema, tais como pontos de transi¢coes do sistema no espaco de energia.

Uma vez que a primeira derivada de S(E) é o inverso da temperatura microcandnica

o) =15 = | 52 (257

os pontos de transi¢oes da energia podem ser associados a temperaturas de transicao. Os
pontos de inflexdo da derivada de 5(F) com relagao a E podem ser usados para diferenciar

as transi¢oes de primeira e segunda ordem. Se a quantidade

oFE OFE?

exibir um pico com valor positivo no ponto de inflexdo, a transicdo é considerada como
de primeira ordem, ao passo que um pico com valor negativo indica uma transicao de
segunda ordem [85]. A Fig. 2.6 mostra o inverso da temperatura microcanonica e a sua

derivada como fungao da energia para um polimero eldstico. Do grafico temos que, 5(E)
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entre A e B nao apresenta ponto de inflexdo e o maximo de 7(F) entre esses pontos é
negativo, o que corresponde a uma transicao de segunda ordem. Entre B e C, o inverso
da temperatura microcanonica possui um ponto de inflexdo e a sua derivada neste ponto

¢ positiva, indicando uma transi¢do de primeira ordem.
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Figura 2.6: Inverso da temperatura microcandnica e a sua derivada como funcao da energia
para um polimero eldstico. 5(F) entre A e B nao apresenta ponto de inflexdo e o0 maximo
de y(F) entre A e B é negativo, o que corresponde a uma transi¢do de segunda ordem, ao
passo que entre B e C S(FE) possui um ponto de inflexdo e y(F) é positivo o que indica
uma transicdo de primeira ordem [85].
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CAPITULO

SIMULACAO ENTROPICA

3.1 O Principio da Simulacao Entrépica

Imagine que tenhamos um tabuleiro quadrado e que este seja dividido em 100 casi-
nhas. Se dispusermos de R$100,00 divididos em cem moedas de R$1,00, podemos ir
preenchendo as casinhas do tabuleiro com moedas. Suponha que cada moeda esteja in-
tegralmente dentro de uma casinha, nao tendo, portanto, uma moeda ocupando parcial-
mente duas ou mais casas vizinhas, e que dentro de cada casa caiba somente uma moeda.
Atribuindo quantidades V; ao nimero de moedas, i, adicionadas no tabuleiro, teremos o
seguinte: vazio, o tabuleiro é representado por Vj, colocando uma moeda no tabuleiro,
independente da casa em que ela estiver alocada, é representada por V;. A presenca de
duas moedas é representada por V5, e assim por diante. Podemos alocar as moedas uma
a uma, formando assim diversas configuragoes, até que as cem moedas estejam dispostas
no tabuleiro. Perceba que temos apenas uma configuragao com as 100 moedas presentes
pois, mesmo que troquemos duas moedas de posicao, ainda teremos R$100,00 no tabu-
leiro. Podemos dizer também que o tabuleiro nao identifica quando trocamos uma moeda

por outra se a colocarmos no mesmo lugar.

Agora vamos adotar o seguinte protocolo para a distribuicdo das moedas no
tabuleiro: Considere que o sorteio das configuragoes, ou o modo com que as moedas
serao distribuidas no tabuleiro, seja feito por uma méaquina. Ela sorteia a quantidade de
moedas a serem colocadas no tabuleiro e a posicao de cada uma. Esta maquina também
conta a quantidade de vezes que determinado valor V; foi sorteado. Assim, se o valor Va3
for muitas vezes sorteado, independentemente de quais forem as configuragoes escolhidas,
a maquina diminui a probabilidade de que configuragoes com valores Va3 aparecam, dando
assim, mais oportunidade para as configuragdes e valores pouco visitados - ou sorteados.
Se a maquina for escolhendo configuragoes aleatoriamente, entretanto segundo o critério
descrito acima, depois de um tempo suficientemente longo, praticamente todos os valores

e suas respectivas configuracoes serao visitadas. Estabelecendo um histograma de valores
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H(V) e somando 1 cada aceitacdo de valor no histograma, depois de muitos sorteios,
aceitagoes e rejeicoes, teremos que o histograma dos valores praticamente preenchido,
com algo préximo de 100% dos valores V possiveis. A simulacao entrdpica segue o mesmo
principio. A diferenca é que a visitacao aleatoria é feita sobre as energias com a criacao

de um histograma de energia H(F).

3.2 Simulacao entrépica e o método de Wang-Landau

Na Mecanica Estatistica, as simulacoes de Monte Carlo sao de grande impor-
tdncia para o estudo das transigoes de fases e fenomenos criticos [49, 86]. O histérico
trabalho de Metropolis e colaboradores [25], cujo algoritmo é um dos mais utilizados nas
simulagoes de MC, fornece uma amostragem satisfatoria de quantidades fisicas e é de
facil implementagao. Contudo, o algoritmo de Metropolis gera uma distribuicao canonica
P(E,T) = g(E)e #/ksT 3 uma temperatura fixa, de modo que é necessario realizar mui-
tas simulagoes para obter as quantidades fisicas de interesse, ao longo de um intervalo de
temperatura. Outra dificuldade encontrada neste tipo de abordagem é que nao se pode
obter diretamente algumas quantidades tais como a energia livre e a entropia.

Entretanto, novos e mais eficientes algoritmos baseados em acumulagao de
entradas em histogramas, tém substituido a amostragem por importancia de Metropolis,
especialmente, no estudo de regioes préximas as transigoes de fases, onde a técnica
de Metropolis também falha. Podemos citar o método do histograma de Ferrenberg e
Swendsen [87], a amostragem entrépica de Lee [28], o método do “broad histogram” [29, 30]
e o método de Wang-Landau [32, 31, 88]. Nesses métodos, busca-se reescrever a fungao de
particao, que anteriormente apresentava uma soma sobre as configuragoes, para uma soma
sobre as energias. Assim, pode-se agrupar todos os microestados com a mesma energia e

reescrevée-la na forma

Z =Y e BT NN gy o B/kaT (3.1)
E 1

7

que resulta em

Z =3 g(E)e Bkt (3.2)

sendo g(FE) a densidade de estados. Uma vantagem de utilizar este método em relacao a
amostragem por importancia é que a densidade de estados independe da temperatura,
portanto, uma vez obtida, podemos estudar as propriedades termodindmicas de um
sistema em qualquer temperatura.

Nesse sentido, o método de amostragem entrépica, o chamado método de Wang-
Landau, faz uma estimativa da densidade de estados através de um passeio aleatério no

espaco de energia, pela mudanga de modo imparcial nas configuracoes do sistema, com
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uma probabilidade proporcional ao reciproco da densidade de estados, o que produz um
histograma para a distribuicao de energia. Se, em vez de utilizar o peso de Boltzmann
p(E) o e ¥ utilizarmos o inverso da densidade de estados p(E) o 1/g(E), a probabili-

dade de encontrar um nivel de energia altera-se de
PBoltzmann X Q(E) p(-E) = g(E>€_BE7 (33)

para

PWang-Landau X ¢(£) - 1/g(E) = constante. (3.4)

Utilizar o peso de Boltzmann significa escolher uma configuragdo com energia
E com uma probabilidade proporcional a e=?F, enquanto que para o peso do WL todas
as energias serao equiprovaveis. Em outras palavras, as chances para escolher um estado
com uma dada energia sao as mesmas para qualquer outra energia. Isto nao significa dizer
que todos os estados sao igualmente provaveis, pois isso produziria mais amostras em um
intervalo de energia que possuisse muitos estados, ao passo que em um intervalo de energia

com poucos estados seriam produzidas poucas amostras.

Ao longo do passeio aleatério, o ntimero de visitas em um nivel de energia
particular é controlado pelo histograma H(FE). Sempre que um nivel de energia E for
visitado, atualiza-se o histograma com uma entrada [H(E) — H(E) + 1]. O que garante
que g(FE) ird convergir para o seu valor real é um refinamento feito ao longo do passeio
aleatorio com o uso de um fator modificador, f, cuidadosamente controlado. A densidade

de estados é modificada pelo fator modificador na forma

9(E) = [ g(E), (3.5)

sempre que uma configuracdo é aceita. A atualizacdo da densidade de estados a cada
aceitagdo de uma nova configuragao consta no WL original, entretanto, no trabalho
de Caparica e Cunha-Neto [39], é demonstrado que, para evitar tomar configuragoes
correlacionadas na construgao da densidade de estados, deve-se atualizéd-la a cada passo
de Monte Carlo (em um sistema como o de Ising, um MCS corresponde a escolher L2

spins e gerar L? tentativas de estados).

Como a densidade de estados produz ntimeros muito grandes, entdo, em vez de

calcularmos diretamente g(FE), a simulagdo é realizada utilizando o seu logaritmo
S(E) =Ing(E), (3.6)

em que S(F) é, a menos de uma constante, a entropia microcandnica.

No inicio da simulagao, a densidade de estados é desconhecida, entao, na maioria

das vezes escolhe-se g(E) = 1, ou S(E) = 0. O passeio aleatério é realizado no espago
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de energia passando por todos os niveis de energia desde E,,;, até E,,.,. Considerando
E, a energia atual e F5 a energia de uma possivel nova configuracao, a probabilidade de

transicao de E; para E5 é expressa como:
p(E1 — Es) = min (exp[S(Fy) — S(E2)],1). (3.7)

Se S(E,) < S(Fi) a nova configuragao é aceita. Sempre que hd uma aceitacao
de uma nova configuracao, o histograma e a densidade de estados sdo atualizados,
H(E;) — H(E2) +1 e S(Ey) — S(Es2) + F;, respectivamente, onde, F; = In f;, e f; é
o fator de modificacdao. Este fator de modificacao é atualizado como f;1; = +/fi, sempre
que o histograma atingir a condi¢do de nivelamento. Uma boa escolha para o fator de
modificagao inicial é f = f, = e! = 2.71828 [88].

Esse procedimento ¢é repetido por varios passos de Monte Carlo, e entao realiza-se
a verificagdo de nivelamento do histograma exigindo que H(E) > x%(H) para todas as
energias, onde (H) é a média sobre todas as energias. A escolha do parametro x depende
do tamanho e complexidade do sistema estudado, quao precisa a densidade de estados
deve ser, entre outras caracteristicas. Contudo, a escolha do pardmetro visa obter uma
boa estimativa da densidade de estados em um tempo computacional viavel. Geralmente
escolhe-se x = 80%. Quando o histograma atender a condi¢do de nivelamento, entao
atualiza-se o fator de modificacao na forma f;.; = v/f; e o histograma é zerado.

Caparica demonstrou que as médias microcanonicas somente devem ser acumu-
ladas a partir de um In f > In fii0r0 [39], sendo que o In fyier0 € definido por um estudo
prévio das médias microcanonicas durante a simulagao. Em nossos estudos, as médias mi-
crocandnicas foram acumuladas a partir do f.ieo = f7. As simulagbes sdo realizadas até
um In f = 1In ffina, que é também definido por médias candnicas ao longo das simulacoes.
Isso diminui o tempo computacional, descartando simulagoes desnecessariamente longas.
A partir do fator de modificacao f7, quando o histograma é considerado nivelado, calcula-
se a temperatura do pico do calor especifico T,.(0), utilizando a densidade de estados atual
ao final de cada nivel de WL, e sempre que o nivelamento de H(F) é verificado, seu valor

¢ atualizado. Calcula-se, entao, o parametro ¢ definido por:
e = |T.(t) — T.(0)]. (3.8)

Se o valor de e permanecer menor que 10~* e o histograma estiver nivelado para
um mesmo nivel de WL, entdao armazena-se as médias microcandnicas e a densidade de
estados e finaliza-se a simulacdo. Utilizando este critério para finalizar as simulagoes,
diferentes rodadas podem ser finalizadas em diferentes ffinq-

O calculo do pico do calor especifico a partir do f; foi utilizado no estudo do
Baxter-Wu spin-1/2 [89]. Entretanto, como todas as rodadas sempre finalizavam depois

do f14, nos demais estudos passamos a calcular a temperatura do pico do calor especifico
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sempre a partir do fi3, diminuindo mais o tempo computacional. Outro melhoramento
adotado segue os seguintes passos: realiza-se uma tnica simulacao até o sétimo nivel de
Wang-Landau (fg) e salvam-se a atual densidade de estados, a configuracao, as somas
realizadas para as médias microcanonicas (magnetizagao, quadrado da magnetizagao
e o numero de entradas), a temperatura do pico do calor especifico e o préximo fator
modificador. Todas as demais simulagoes sao realizadas utilizando os dados desta pri-
meira simulagdo. Estudos prévios garantem uma economia no tempo computacional por
volta de 60%. O modelo de Baxter-Wu com interacao do campo cristalino e o modelo de

Baxter-Wu 3D foram simulados utilizando este novo esquema.

Um esquema dos passos seguidos em nossas simulacoes esta abaixo:

e Inicie a simulagdo com Ing(F) =0,Infy=1e H(E) = 0;

e Inicie as configuragoes de spin no estado fundamental, escolha uma nova configura-
¢ao e aceite com probabilidade p(E; — Es) = min (exp[S(E;) — S(E»)], 1);

e Atualize Ing(F) e H(E) ap6s cada passo de Monte Carlo;
Ing(F) > Ing(E)+Inf; HE) = H(E)+1;

e Continue até que o histograma esteja nivelado ¥V H(E) > 0.8(H);

o Atualize f: fir1 — Vfi

e Zere o histograma: H(FE) = 0;

e Ao final de f,;.r0 = f6 armazene o valor da densidade de estados, a configuracao,
as médias microcandnicas da magnetizacdo e do quadrado da magnetizacao, a
temperatura do pico do calor especifico, e o préximo fator modificador;

e A partir do nivel de WL f; comece a acumular as médias microcandnicas;

e Sempre que verificar o nivelamento do histograma calcule o pardmetro
e = [T.(t) — T(0)] ;

e Finalize quando o pardmetro ¢ permanecer menor que 10~* durante todo o nivel de

WL.
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3.2.1 Meédias termodinamicas

Com a densidade de estados devidamente calculada, pode-se calcular a média

candnica para uma variavel termodinamica X como

_ Sp(X)pg(E)e Pkt
<X>T - ZEg(E)e—E/kBT !

(3.9)

e (X) g ¢ amédia microcanénica acumulada ao longo da simulagao. A média microcandnica

da magnetizagao é
Sp(M)g(E)e ket
(M)p = S o(ByeElaT = (m), (3.10)

A energia interna é dada por

Yp(E)g(E)e”F/keT
U = S (Eye T

= (E), (3.11)

o calor especifico C(T') é obtido a partir de flutuagoes da energia interna

_U(T) _ (B?) -~ (B

C(T) T T2 (3.12)
e a susceptibilidade é dada por
X(T) = L*((M?) — (M)*)/T, (3.13)

onde F é a energia de uma dada configuracao e m é a magnetizacao por spin correspon-

dente.

Nos métodos de Monte Carlo usuais a energia livre e a entropia sao calculadas a
partir de outras quantidades termodindmicas, por exemplo, do calor especifico. Porém, os
resultados nao sao muito precisos, uma vez que o proprio calor especifico nao é facil de ser
estimado precisamente. No entanto, a energia livre F'(T') pode ser calculada diretamente

da func¢ao de particao Z

F(T) = —kpTIn(Z) = —kpTny_ g(E)e /*sT (3.14)
E
sendo assim, a entropia pode ser calculada por

S(T) = ——2 ") (3.15)
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3.3 Simulacao entrépica para uma densidade de es-

tados conjunta

Em muitos casos, é desejavel estudar o efeito de um campo magnético externo
aplicado em um sistema magnético, ou considerar o efeito da anisotropia de spin no
sistema. Nesses casos, uma abordagem adequada é construir uma densidade de estados
conjunta da energia com um segundo pardmetro que caracterize o sistema, (g(E,N),
por exemplo), ou uma densidade de estados que dependa da energia e da magnetizagao,
g(E, M). Nesse processo, é acumulado um histograma bidimensional H(E, N) dos estados
visitados.

Do mesmo modo que na simulagao original, o histograma no inicio da simulacao
é zerado e g(E, N) =constante. A probabilidade de mudanga de uma antiga configuragao

de spins (F1, N;) para uma nova configuracao (E2, Ny) é dada pela condicao

[ 9(E1, M)

pl(E1, N1) — (E2, N2)] = min <Q(E27N2)’ 1) . (3.16)

Caso a nova configuracao seja aceita, prossegue-se com o procedimento usual. A

densidade de estados conjunta e o histograma sao atualizados apds cada MCS, conforme

Ing(EF,N) — Ing(E,N) +Inf e HE,N) — H(E,N) + 1, respectivamente. Este

procedimento prossegue até que o histograma esteja nivelado segundo a condigao 80%

dos valores possiveis de F e M, e, por fim, diminui o fator modificador (fi11 — /f;) e

zera-se o histograma. As simulagbes também sao finalizadas com o uso do parametro &,
definido na Eq. 3.8.

Apés construir a densidade de estados conjunta pode-se calcular todas as propri-

edades termodinamicas do sistema sem que seja necessario realizar uma nova simulagao.
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CAPITULO

MODELO DE BAXTER-WU

As transicoes ordem-desordem em sistemas bidimensionais tém sido estudadas
experimentalmente em estruturas constituidas por atomos adsorvidos ou moléculas em
cristais e sua classe de universalidade sendo determinada experimentalmente. Entre
eles, temos alguns materiais reais com intera¢oes em tripletos que pertencem a mesma
classe de universalidade do modelo de Potts 4-estados. Como exemplos podemos citar a
camada quimissorvida de p(2 x 2) oxigénio em Ni(111) [90], o sistema de adsor¢ao de
O/Ru(0001) [91] e a 1/4 monocamada e a estrutura (2 x 2)-2H em Ni(111) [92]. Todos
eles sao descritos por um modelo que considera interacoes em tripletos entre os spins
em uma rede triangular. Em 1972, Woods e Griffiths [9] propuseram tal modelo. Um
sistema magnético descrito por um sistema de spins do tipo Ising definidos em uma rede
bidimensional triangular, que estao localizados sobre os vértices dos triangulos da rede
podendo assumir os valores inteiros +1. Um fato interessante deste sistema de spins é que
eles exibem uma transicdo do tipo ordem-desordem, mas nao exibem simetria de inversao
de spins. Este modelo, hoje conhecido como modelo de Baxter-Wu (BW), foi resolvido
exatamente para o caso spin-1/2 por Baxter e Wu [10, 11, 12] e apresentaram resultados
interessantes. A temperatura critica é a mesma do modelo de Ising na rede quadrada,
isto &, kgT./J = 2/In(1 + +/2) = 2.2691853..., e expoentes criticos que pertencentes
a mesma classe de universalidade do modelo de Potts 4-estados, com o = v = 2/3,
g = 1/12, v = 7/6. [5, 48, 93] Estes resultados obtidos para o modelo de BW sao
previamente esperados, uma vez que ambos modelos possuem a mesma simetria e grau de
degenerescéncia no estado fundamental. Entretanto, diferentemente do modelo de BW, o
Potts 4-estados requer correcoes logaritmicas, o que torna a sua andlise dificil.

Assim, para investigar essa aparente contradigao, Kinzel e colaboradores [94]
estudaram uma generalizacdo do modelo com a insercdo de vacancias ou dilui¢oes.
Neste novo cenario, temos o modelo de Baxter-Wu spin-1, no qual as variaveis de spins
agora podem assumir trés valores discretos 0 e +1. Eles encontraram, pela andlise do
comportamento do comprimento de correlagao através das técnicas de escala de tamanho

finito, que uma transicao de segunda ordem somente pode ocorrer para o modelo de BW
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puro. Nao obstante, outro estudo do BW spin-1 feito por Costa e Plascak [95], usando
simulagoes de Monte Carlo com o algoritmo de Metropolis e aplicando a técnica de escala
de tamanho finito, obtiveram um comportamento diferente do primeiro trabalho com uma
transicdo de segunda ordem com expoentes criticos bem definidos.

Temos na natureza diversos arranjos hexagonais. O caso mais famoso é a estrutura
honeycomb, ou favo de mel, que constitui a rede do grafeno. Entretanto, no que tange
aos materiais magnéticos tridimensionais, baseado em simulagoes de Monte Carlo, Ma e
colaboradores [96], apresentaram resultados para um modelo de um filme que é descrito
por uma rede de camadas honeycomb. Este tipo de rede foi utilizada por Wang e
colaboradores na caracterizagiao de um filme magnético de moléculas AFe!! Fe!1(Cy0,);
[97]. A maioria dos materiais magnéticos com arranjos hexagonais sdo descritos via
modelo de Ising em uma rede triangular, como é o caso do composto CazCO50s,
onde a magnetizacao do tipo degrau ¢ fortemente dependente do campo externo e da
temperatura [98, 99, 100]. Nanoparticulas e nanotubos hexagonais com uma estrutura de
camadas, ou core-shell, como CuS/CuyS com spins mistos (1/2;1) e Zn/Se spin-1, foram
previstos e sintetizados com sucesso [101, 102, 103, 104, 105, 106, 107] também tem sua a
caracterizagao feita via modelo de Ising em uma rede triangular. Muito embora existam
diversos modelos tridimensionais com estruturas hexagonais, tanto na natureza como na
literatura, nao existe nenhuma abordagem destes tipos de redes com interacoes do tipo
Baxter-Wu.

4.1 O Modelo de Baxter-Wu spin-1/2

O modelo de Baxter-Wu foi proposto inicialmente por Wood e Griffiths [9], em 1972.
Em vez de interagoes duplas entre os pares de spins (interagoes apenas entre os primeiros
vizinhos: —Js;s;) como no modelo de Ising, consideram-se termos de acoplamentos triplos
(—Jsisjsk). O modelo inicialmente proposto consistiu em um sistema magnético definido
em uma uma rede cristalina triangular, como mostrado na Fig. 4.1, onde, para o caso
spin-1/2, as variaveis de spin assumem os valores £1 e estao localizados sobre os vértices

da rede. A energia de interacao é dada por

Hpy = —J Z 5i5;Sk, (4.1)
<, k>
sendo que J é a constante de acoplamento que fixa a escala de energia e a soma se estende
sobre todas as faces triangulares da rede.
A rede triangular de Baxter-Wu pode ser vista como a composi¢ao de trés sub-
redes, como pode ser visto na Fig. 4.2, onde cada sitio interage somente com spins
das outras sub-redes. O estado fundamental do modelo de Baxter-Wu é quatro vezes

degenerado, Fig. 4.3. Um dos estados é o ferromagnético, onde todos os sitios da rede
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Figura 4.1: Rede triangular inicial proposta por Wood e Griffiths [9)].

sao preenchidos com spins positivos (+ + +). As outras trés configuragoes sao tais que
duas sub-redes tém spins negativos e a terceira positivos (+ — —), (—+ —) e (— —+), o

resultando em trés estados ferrimagnéticos.

As configuracoes na rede triangular podem ser transpostas em configuragoes
isomérficas uma rede quadrada L x L como mostra a Fig. 4.2. Podemos entao trabalhar
com este modelo considerando os spins s; = s;; em uma rede quadrada e utilizar condigoes
periddicas de contorno adequadas. Cada spin é cercado por seis faces triangulares, como
mostrado na Fig. 4.2. Se percorrermos todos os spins contando seis faces para cada spin,
cada face triangular sera contada trés vezes. Portanto, a energia de uma dada configuracao
de uma rede L definida pelo hamiltoniano, Eq. 4.1 pode ser calculada na rede quadrada

CcOo1mo

L
E=—

$ij(Sic1,58ij-1 F Sij-15i41,5-1
1

=17
(4.2)
FSit1,j-18i41,5 T Sit1,5Sij+1
+8ij418i-1441 + Sic1j415i-15)-

Nas simulacoes foram utilizadas este esquema na rede quadrada sempre partindo do estado

fundamental e com a configuragao ferromagnética.

Um dos motivos que levaram a construgao do modelo de BW foi a elaboragao de
um modelo magnético onde nao houvesse simetria de inversao dos spins e que exibisse uma
transicao do tipo ordem-desordem. A solucao exata da temperatura critica de transicao
para o caso spin-1/2 foi obtida por Wood e Griffiths, em 1972, e apresentou resultados
interessantes: o valor da temperatura critica para a transicao de fase continua resultou no
mesmo valor de T, do modelo de Ising na rede quadrada,

kgT., 2

- — 2.2691853..., 4.3
J  In(1++v?2) (43)
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O
Figura 4.2: Rede triangular do modelo de Baxter-Wu. A subrede A é denotada pelo

quadrado vermelho, a subrede B pelo circulo verde e a subrede C pelo tridngulo azul.

porém, sem a mesma classe de universalidade. Baxter e Wu [10, 11, 12] encontraram, para
os expoentes criticos a , [ e v os seguintes valores: « = v = 2/3 e f = 1/2, que sdo os
mesmos valores dos expoentes criticos a, e v do modelo de Potts 4-estados [5, 48, 93],

pertencendo portanto, a mesma classe de universalidade.

O modelo de Baxter-Wu foi extensivamente estudado, sendo abordado por
uma diversidade de técnicas. Muitos trabalhos tedéricos foram desenvolvidos acerca do
modelo BW spin-1/2 por grupo de renormalizacdo [108], Monte Carlo [14] e grupo
de renormalizagdo de Monte Carlo [13, 109], seja em modelos puros ou diluidos, pelo
método de escalonamento de tamanho finito e invaridncia conforme [110, 111}, nos quais
a criticalidade obtida é sempre a mesma do modelo de Potts 4-estados em uma rede
bidimensional. Trabalhos mais atuais determinam a distribuicao critica do parametro de
ordem [16] e analisam o BW puro e diluido por meio do algoritmo de Wang-Landau [112],
também concordam com a existéncia de uma criticalidade no modelo com a mesma classe

de universalidade do modelo de Potts 4-estados.
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Figura 4.3: Os quatro estados fundamentais do modelo de Baxter-Wu.

4.1.1 Parametro de Ordem no Modelo de Baxter-Wu

O parametro de ordem para o modelo BW pode ser definido de diferentes formas.
A fim de estudar o modelo puro e com impurezas, Novotny e Landau [13, 14] definiram

como a raiz quadrada média da magnetizacao por sub-redes, ou seja

m2 + m% + m?
Ml = \/ 4 3B Ca (44)

sendo m4, mp e mec as magnetizagoes das sub-redes A, B e C', respectivamente. A

magnetizagao de qualquer subrede é dada por
My = Z S, (4.5)
i€
onde a = A, B ou C.
A média microcandnica da magnetizagao é a razao entre a soma das magnetiza-

¢oOes das configuragoes de um nivel energético e a degenerescéncia do respectivo nivel. No

caso do estado fundamental, a média microcanonica da magnetizacao é dada por

<M1> _ <m>ferro —23<Tn>fer7“i7 (46)
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onde a magnetizacao da configuracao ferromagnética é

e a magnetizacao de cada uma das configuragoes ferrimagnéticas é

(M) erri = \/(N/3>2 i (_Né?’)Q NP N/3. (4.8)

Portanto, resulta que (M) = N/3 e a média (M?) vale

(Mf) = (4.9)

(M) perro + 3(m®) gerri _ (N )2

4 3/
Analisando agora a expressao da susceptibilidade, Eq. 3.13, temos que para temperaturas
proximas de zero a susceptibilidade tende a zero.

O parametro de ordem descrito na forma acima somente pode ser utilizado para
redes multiplas de trés. Caso considere um tamanho de rede que nao seja multiplo de trés,
o numero de sitios em cada sub-rede serao diferentes fazendo com que o parametro de
ordem se comporte de maneira errada, pois, nao distingue claramente a fase ordenada da
fase desordenada.

Outra possibilidade é escolher como pardametro de ordem a magnetizagdo total
da rede [15, 16, 17, 18, 19, 20], definida por

M, = abs <Z si> . (4.10)

Uma vantagem de usar o parametro de ordem nesta forma ¢é que nao dividi-se a rede em
trés sub-redes. No entanto, esta escolha traz ao modelo BW algumas particularidades.

Se escolhermos redes que nao sejam multiplas de trés, temos que apenas a
configuragao com todos os spins para cima (+ + +) existird no estado fundamental, e
as outras trés (+ — —),(—+ —) e (— — +) pertencerao a um nivel de energia diferente da
energia do estado fundamental. Neste caso, o numerador na Eq. 3.13, (m?) — (m)? — 0,
para baixas temperaturas, uma vez que (m?) = (m)? = 1 e, portanto, temos que Y — 0
quando 7" — 0.

Adotando redes que sejam multiplas de trés, resulta-se que as quatro configuragoes
(+++), (+——), (—+ —) e (— — +) estao presentes no estado fundamental. Para
a configuracao ferromagnética, temos que (Mm)ferro = N € (M) ferri = N/3 para as
ferrimagnéticas, de forma que (Ms) = (M) ferro + 3(M) ferri = N%N/S
em (M,) = N/2. Nesta situagio (m?)jerro = N? € (m?) i = N?/9 resultando em
(M2) = N?/3. Consequentemente, pode-se ver pelo numerador da Eq. 3.13 que a

o0 que resulta

susceptibilidade no estado fundamental nao é zero e que para T" — 0 ela diverge. Para
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contornar este problema, definimos uma pseudo-susceptibilidade na forma
X(T) = L*(3(m?) — 4(m)*) /T, (4.11)

que tende a zero no estado fundamental. Esta quantidade termodinamica também escala

com
X~ DX LY. (4.12)

Assim, a pseudo-susceptibilidade substitui a susceptibilidade nos procedimentos de escala

de tamanho finito quando adotamos as redes multiplas de trés.

4.1.2 Simulagoes

No procedimento da simulacao entrépica para construir a densidade de estados,
deve-se haver a visitacao das configuragoes para um dado nivel energético. Por exemplo,
em uma rodada de uma simulacao entropica para o modelo de Baxter-Wu bidimensional,
as configuragdes do estado fundamental devem ser visitadas nas seguintes proporcoes: a
configuracdo (+ + +) (que possui magnetizacio N = L?), por ser 1/4 das configuracoes
do estado fundamental deve ser visitada 25% das vezes. As outras trés ferrimagnéticas,
(que possuem magnetizagao L?/3) que correspondem a 3/4 das configuragoes deste nivel
energético devem, consequentemente, ser visitadas 75% das vezes. Se isto ocorrer, temos

que a média microcanonica da magnetizacao no estado fundamental serd dada por
<M2> = 25%<m> ferromagnética + 75%<m>ferm’magnéticasa (413)

que é igual a N/2.

Porém, as simulacoes apresentam resultados interessantes. Resulta-se que as con-
figuracoes nao sao visitadas nas exatas proporcoes de 25% e 75% para cada caso, ferro-
magnético e ferrimagnéticas, respectivamente, e quando calcula-se a média microcanonica
da magnetizacao, os valores obtidos sao diferentes dos reais.

Para ilustrar mais claramente, esté representado na Fig. 4.4 o comportamento da
magnetizagdo por spin de 12 rodadas para o tamanho de rede 84. Primeiramente, nota-se
que, para nenhuma das rodadas, a magnetizagdo comega exatamente em 1/2, mas abaixo
dela, e somente uma rodada comega acima de 1/2. Fato que resulta em um comportamento
duvidoso também para a pseudo-susceptibilidade magnética, conforme mostra a Fig. 4.5,
com uma divergéncia para temperaturas proximas a zero. Mesmo que os maximos tenham
caido proximos uns aos outros, acreditamos que a altura dos mesmos nao se encontram no
lugar correto, fato este que pode influenciar na determinagao do expoente critico . Tendo
em vista este comportamento observado, concluimos que o parametro de ordem dado pela

Eq. 4.10 somente deve ser utilizado para tamanhos de redes que nao sejam miultiplos de
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trés. Caso deseja-se trabalhar com redes miiltiplas de trés, deve-se entao usar o parametro

de ordem como na Eq. 4.4.

0.55 T T T

0.5 | i

0.45 4

04 -

M(T)

0 1 1 1
1
KgT/J
Figura 4.4: Magnetizagdo para o tamanho de rede L = 84.
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Figura 4.5: Pseudo-susceptibilidade magnética para o tamanho de rede L = 84.
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4.2 O Modelo de Baxter-Wu spin -1

Conforme mencionado, a classe de universalidade do modelo BW é a mesma do
modelo de Potts 4-estados, com o« = v = 2/3, f = 1/12, v = 7/6. Este comportamento
¢ esperado, uma vez que ambos modelos possuem a mesma simetria e o mesmo grau
de degenerescéncia no estado fundamental. Contudo, diferente do modelo aqui estudado,
o Potts ¢ = 4 necessita de corregoes logaritmicas. Portanto, a fim de investigar essa
aparente contradi¢ao, Kinzel e colaboradores [94] estudaram uma generalizagdo do BW
com a inser¢ao de vacancias. Nesse novo cenario, temos o modelo de Baxter-Wu spin-1,
onde agora, as variaveis de spin podem assumir trés valores discretos 0 e 1, e a interacao
entre eles é descrita pelo mesmo hamiltoniano do caso spin-1/2; Eq. 4.1. Eles concluiram
através do comportamento do comprimento de correlacao e usando procedimentos de
escala de tamanho finito, que uma transicdo de segunda ordem pode acontecer apenas
para o modelo puro, spin-1/2.

Nao obstante, outro estudo do spin-1 foi feito por Costa e Plascak [21], usando
simulag¢oes de Monte Carlo com o algoritmo de Metropolis. Aplicando as técnicas de escala
de tamanho finito, eles obtiveram uma transicao de fase diferente do primeiro trabalho.
Eles avaliaram o comportamento dos maximos de derivadas logaritmicas da magnetizagao,
onde obtiveram um valor para o expoente critico v proximo ao do modelo puro, caso spin-
1/2. Obtiveram os demais expoentes criticos também e uma temperatura critica igual a
T. = 1.6607(3). Interpretaram isso considerando que, mesmo com a insergao de vacéancias,
o modelo sofre uma transicao de fases descontinua.

Objetivando verificar qual das duas abordagens acima esta correta e caracterizar
a ordem da transicido de fases que o modelo Baxter-Wu spin-1 descreve, foi feito um
estudo entropico deste modelo, com a analise de algumas quantidades que podem revelar
a ordem da transicao de fase, tais como a magnetizacao total, a energia média por
spin, a distribuicdo de probabilidades da energia, e os cumulantes de quarta ordem da

magnetizacao e da energia.

4.3 O Modelo de Baxter-Wu spin-1 com interacao do

campo cristalino

O Modelo de Baxter-Wu spin-1 com interacdo do campo cristalino é uma
generalizacao do modelo de Baxter-Wu spin-1/2, onde considera-se, além do termo de
interacao entre spins vizinhos, o termo do campo cristalino. O seu hamiltoniano ¢ dado

por

N
HBWD =—J Z SiSjSk—FDZS?, (414)

<7"7j7k> (
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onde D é o campo cristalino e a segunda somatoria é sobre todos os N sitios da rede. (Se
s; = £1 temos que o segundo termo na Eq. 4.14 se torna apenas uma constante). Em seu
aspecto, o hamiltoniano descrito acima parece-se muito com o do modelo de Blume-Capel,
modelo este que foi introduzido de modo independente por Blume [7] e Capel [8] em 1966.
O seu comportamento critico é descrito por um diagrama de fases que apresenta uma
linha de transicao continua e uma linha descontinua separadas por um ponto tricritico,
ou seja, a fase ordenada ferromagnética e a fase desordenada paramagnética sao separadas

por uma linha de transi¢coes que ora é continua ora descontinua, separadas por um ponto
tricritico.

Fase
Desordenada

= Tc
E Fase .
=< Ordenada .
Pontos / “‘
Triplos i
o : .
D/J 2

Figura 4.6: Diagrama de fases esqueméatico para o modelo de Baxter-Wu com interagao
do campo cristalino.

O modelo de Baxter-Wu com interagdo do campo cristalino foi estudado por
Costa e colaboradores [21] com o uso de técnica de grupo de renormalizagao, teoria de
escala de tamanho finito e invaridncia conforme. Mais recentemente, Dias e colaboradores
[22] utilizaram escala de tamanho finito e invaridncia conforme para caracterizar os casos
spin-1 e spin-3/2. Em ambos os trabalhos, foi obtido um diagrama de fases parecido
com o do modelo de Blume-Capel, porém, com a presenca de um ponto pentacritico: No
limite para temperaturas proximas a zero, as quatro fases ordenadas (+ + +), (+ — —),
(— —+4) e (— + —) coexistem. Conforme aumenta-se a temperatura, encontra-se uma
linha de transicao, a partir da qual o sistema torna-se paramagnético. Ora a transi¢ao é
continua, e as quatro fases sao indistinguiveis, ora de primeira ordem com a coexisténcia
de cinco fases (uma fase ferromagnética, trés ferrimagnéticas e a fase (0 0 0)). A linha
continua ¢é separada da linha de primeira ordem por um ponto pentacritico. Valores do

campo cristalino D/J > 2, o estado que minimiza a energia é o microestado com s; = 0.
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Exatamente em D/J = 2, uma transi¢do de primeira ordem ocorre com as cinco fases
coexistindo, e para valores negativos do campo D/J — —oo somente os estados s; = +1
estao ocupados, de modo que recuperamos o BW spin-1/2, e em D = 0 temos o BW
spin-1. A determinagdao do ponto pentacritico ainda ¢é incerta, e ao estudar este modelo
desejamos caracterizar completamente o seu diagrama de fases determinando exatamente

a localizacao do ponto pentacritico, e compara-lo aos resultados obtidos por Costa e Dias.

No trabalho de [113], utilizando simulagoes de MC, buscou-se determinar a
localizagdao do ponto pentacritico. Analisou-se o cumulante do pardmetro de ordem como
funcao do campo cristalino para diversos valores de temperatura, onde, o cumulante
apresenta um minimo agudo no campo critico. Os valores encontrados estiveram nos

intervalos de temperatura [1.000; 1.100] e de campo cristalino [1.60; 1.70].

4.4 O Modelo de Baxter-Wu 3D

Desde a sua definicdo em 1973, para o modelo de Baxter-Wu nao ha nenhuma
proposta de uma expansao para trés dimensoes. No entanto, se adotarmos corretas
condigoes de contorno, pode-se expandir as interacoes de uma rede bidimensional para um
sistema tridimensional onde as interagoes entre os spins da rede sao do tipo Baxter-Wu.
Deste modo nesta secao serd apresentada uma construcao do modelo de Baxter-Wu em

trés dimensoes.

Tomando um hexdgono de uma rede bidimensional triangular, temos que trés
eixos passam pelo seu centro. Para cada um dos eixos, podemos associar um hexagono, o
qual faga um angulo de 60° com o plano inicial, conforme mostra a Fig. 4.7.a. Nela, temos
que o hexdgono inicial é formado pelos pontos (1,2,3,4,5,6) e o seu centro esté o zero.
Os outros trés hexdgonos serao formados pelos pontos (1,9,8,4,12,10), (2,9,7,5,12,11)
e (3,8,7,6,10,11). Assim, um spin, que no caso 2D tem seis primeiros vizinhos, e é
circundado por seis faces triangulares, passa a ter agora 12 primeiros vizinhos e conta
com 24 faces triangulares que o circunda.

Neste esquema, os trés sitios dos planos superiores se localizarao no cento de trés
faces triangulares, ao passo que os outros trés sitios inferiores estao no centro das outras
trés faces triangulares, como mostra a Fig. 4.7.b.

Este modelo passa a ser definido entdo, em uma rede tridimensional, com

interacoes triangulares, de modo que a interagao é dada por

Hpwsp = —J Z 5i8jSk, (4-15)

<i,5,k>

onde a soma se estende sobre todas as possiveis faces triangulares, e as variaveis de spin

estao localizadas nos vértices dos triangulos, podendo assumir os valores 0 = 1. J ¢é a
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Figura 4.7: a) Rede tridimensional do modelo de Baxter-Wu. b)Perspectiva do plano XY
da rede tridimensional do modelo de Baxter-Wu. As linhas continuas indicam as liga¢oes
na frente do plano e as linhas pontilhadas denotam as ligacdes atras do plano.

constante de acoplamento que fixa a escala de energia da rede, e é a mesma para as

interagdes em quaisquer dos planos.

Essa rede pode ser transposta isomorficamente em uma rede ciibica, de modo que
dois planos, o (3,8,7,6,10,11) e o (1,9,8,4,12,10), serdo coincidentes aos planos X7 e
Y Z, conforme mostra a Fig. 4.8.a. Porém o plano (2,9,7,5,12,11) consistird em um plano
obliquo aos planos XZ e Y Z, conforme mostra a Fig. 4.8.b. Sendo assim, o hamiltoniano,

Eq. 4.15, toma a forma

HngD =—J Z S5iS;Sk —J Z S5iS;Sk
_<i,j,k}> 1D'e% <i,j,k> X7z

—J Z 5i5;Sk —J[ Z sisjsk] ,
YZ Obliquo

| <i,4,k> <i,j,k>

onde as somas se estendem sobre os triangulos da rede em cada plano XY, XZ, Y Z e o

plano obliquo, respectivamente.

Seguindo a transposi¢ao da rede triangular para a rede quadrada, neste cenario
tridimensional, a energia de uma configuracdo para uma rede cibica definido pelo

hamiltoniano 4.1 pode ser calculado como
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Figura 4.8: a) Rede tridimensional do modelo de Baxter-Wu transposta para uma rede
ctibica. b) Ligagdes no plano obliquo.

FE =

J L L

g[z Z Si,j,k(si-f—l,j,ksi,j—l,k + Si,j—1,kSi—1,j—1,k
i=1j=1

+ Si—1,j—1,kSij—1,k T Sij—1,kSij+1,k

+ Sig1Si+1 41k T Sit1j+1kSit15k)
L L
+ Z Z Si,j,k(5i+1,j7k3i,j,k+1 + Si,3,k+18i—1,5,k+1
i—1 k=1
+ Si—1,j,k-1Si+1,5k T Si—1,5,kSijk—1

+ Sijk18i414k—1 T Sit1jk-15i415k)
L L

F DD sigk(Sighr1Sig-1h + Sijo1kSij-1k-1
j=1k=1

(4.16)

+ Sij+1,kSij+1k+1 T Sijr1k+15ijk+1

+ Sij-1k-18i k-1 T Sijk-18ij+1k)
L L L

+ Z Z Z Si g (8im1j—1.kSi—1,5k+1 F Si—1,jk-+15ij41,k+1)
i=1j=1k=1

T S0+ kH1Si4 1,41,k T Sik1j+1,kSit1,j,k—1

+ Sit1,k—15ij—1k—1 T Sij—1 k—1Si—1j—1,k)-

Nessa formulacao tridimensional, foi adotado como parametro de ordem a magne-

tizagao total do sistema, Eq. 4.10, de modo que nas simulag¢oes serao utilizadas tamanhos

de redes que nao sejam multiplos de trés.
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CAPITULO

RESULTADOS

5.1 Modelo de Baxter-Wu Spin-1/2

Para estudar o modelo de Baxter-Wu no caso spin-1/2 puro, foram realizadas
extensivas simulagdes com a abordagem em duas frentes, a saber, para os tamanhos de
redes L = 32, 40, 44, 52, 56, 64, 76, 80, 86 e 92, as quais nao sao multiplas de trés,
e para L = 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84 e 90, estas sendo multiplas de trés. Para
ambas as abordagens foram feitas o total de n = 24, 20, 20, 16, 16, 16, 12, 12, 12 e 12
rodadas independentes para cada tamanho de rede respectivamente, o que caracteriza uma
amostra. No trabalho da Ref. [40], notou-se que dois procedimentos de escala de tamanho
finito podem levar a diferentes resultados para a temperatura critica e expoentes criticos
cujas barras de erros podem nao concordar entre si. Assim, para superar essa dificuldade
é necessario realizar 10 rodadas independentes de simulagoes de escala de tamanho finito
e entdo tomar uma média entre eles. A média final é obtida sobre dez amostras.

Nas simulagoes realizadas, adotou-se o MCS para atualizar a densidade de estados
e as médias microcandnicas foram acumuladas somente a partir do fator de modificacao
fmicro = f7. Para finalizar as simulagoes, foi utilizado o pardmetro ¢, (definido na Eq. 3.8).
Na parte superior da Fig. 5.1, observa-se a evolu¢ao da temperatura do maximo do calor
especifico ao longo da amostragem de Wang-Landau apés o fiicro = f7 para o tamanho de
rede L = 52 para uma unica rodada em funcao do tempo de MC. Os pontos representam
onde o fator de modificagdo foi atualizado. Na parte inferior da mesma figura temos a
evolugao da quantidade log,,(¢) ao longo da mesma simulacao. No ultimo nivel de WL
nota-se que o logaritmo de € permanece abaixo do valor —4, indicando que a simulacao
pode ser finalizada no final do fi.

Para facilitar a exposicao dos resultados, serdo estabelecidos os seguintes rotulos.
As quantidades obtidas a partir das redes nao-multiplas de trés serao oy, 51, V1, V1, € Ty,
e para as redes multiplas de trés usaremos «s, B2, Vo, V2, € T,y.

Lancando mao das fungoes termodinamicas definidas nas Eqgs. 2.44 - 2.49, pode-
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Figura 5.1: Painel superior: Evolugao da temperatura do pico do calor especifico durante um
nivel de WL partindo do f7; para uma tunica rodada. Os pontos mostram onde o fator de
modificacao foi atualizado. Painel inferior: Evolugdo do logaritmo do pardmetro de checagem e
durante a mesma simulagao.

se obter o expoente critico ¥ mesmo ainda nao tendo calculado a temperatura critica.
Localizando os maximos destas fungoes, determina-se o expoente v como a inclinagao das
retas dadas na Eq. 2.50, uma vez que a temperatura critica T.(t = 0), os coeficientes V;
devem ser constantes, independentemente do tamanho do sistema.

De cada uma das seis retas resulta em um coeficiente angular, %, cujo erro é
Av = A(2)/(1)?, com a média tomada sobre incertezas desiguais [114].

A Fig. 5.2 mostra os ajustes desses pontos cujos ajustes lineares dao 1/v; =
1.5027(11) e 1/vy = 1.5485(45), resultando em v, = 0.66564(47) e v = 0.6456(19). Os
graficos mostram apenas um dos dez conjuntos de escala de tamanho finito realizados. Os
expoentes criticos vy e v, foram calculados sobre os dez conjuntos de rodadas a fim de
obtermos melhor precisao em seu resultado. O valor obtido em cada conjunto de rodadas
¢ mostrado na Tab. 5.1 e seu resultado final aparece na ultima linha.

Apébs o expoente critico v ser devidamente estimado, usamos a Eq. 2.42 para
determinar 7., como a extrapolacio de L — oo (L™Y* = 0) dos ajustes lineares dos
maximos do calor especifico e da susceptibilidade, definidos nas Eqgs. 3.12 e 3.13. Temos
que T.(L) é a temperatura dos méximos do calor especifico e da susceptibilidade e o valor
para a temperatura critica é o coeficiente linear da reta que melhor se ajusta aos dados.
Como pode-se perceber na Fig. 5.3, os ajustes lineares convergem para T, em L~Y/* = (.
O resultado para cada conjunto é a média dos valores obtidos para a susceptibilidade e o

calor especifico. O valor final para a temperatura critica encontrado foi T, = 2.269194(45).
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1/v,=1.5027(11)
" v,=0.66546(47)

1/v,=1.5485(45)
v,=0.6458(19)

4.5

- 4.0

3.5

25 ]
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32 40 44 52 56 64 7680 86 92 36 42 48 54 60 66 72 78 84 90
In L
Figura 5.2: Dependéncia de V; com o logaritmo do tamanho de rede. As inclinacoes
fornecem 1/v.

Os nimeros entre parénteses sao as barras de erros que devem ser somadas sobre as duas

ultimas casas decimais.

2.295 T T T T T
2.290 [ - X
T.,=2.269190(90) e
V.
2.285 - 1
g 2.280 | - — 7
= : T,,=2.269248(68)
2275 A R i
T.,=2.26930(10
2270 | PR S cl 10 ,x
S ’ T,,=2.26938(10) - C,
2265 1 1 1 1 1
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005
L-l/v

Figura 5.3: Dependéncia das temperaturas dos maximos do calor especifico e da suscep-
tibilidade com o tamanho de rede, com 4 = 0.6635 e v, = 0.6514.
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68 Capitulo 5. Resultados

Apo6s calcularmos o expoente critico v e a temperatura critica, utilizamos as Egs.
2.40, 2.37 e 2.41 para calcularmos as razoes g, 1 e < a partir das propriedades de escala
da magnetizacao, da susceptibilidade e do calor especifico respectivamente, uma vez que
sdo proporcionais a LV, L/ e L*/* de modo assintético.

Nas Figs. 5.4, 5.5 e 5.6, estao os graficos dos ajustes lineares para cada expoente.
Obtemos 21 = 0.109(12), 2 = 0.115(12), 2 = 1.7725(33), 2 = 1.832(32), e & =

1.0140(29), £2 = 1.235(54), respectivamente.

B
Ay e a e Aa. Os valores obtidos sao 51 = 0.0725(80), 52 = 0.0752(85), v, = 1.1761(46),
o = 1.194(30), e ay = 0.6728(32), as = 0.6667(86).

Mais uma vez, frisamos que estes valores sdo calculados apenas para o primeiro

Calculamos entao f = v= com AfS = %AIJ + VA%, e do mesmo modo para 7y e

conjunto de rodadas. Os resultados finais para os expoentes criticos e para a temperatura

critica sao apresentados nas Tabs. 5.1 e 5.2.

-0.2 T T T T T T

-0.3

04 B,/vy=0.115(12)

B,=0.0752(85)

-05 F b

-0.7

B,/v;=0.109(12)
os b B,=0.0725(80)

-0.9 1 1 1 1 1 1
34 3.6 3.8 4 42 4.4 4.6

Figura 5.4: Resultado de escala de tamanho finito para o expoente 3 para T, = 2.269194.

Examinando as duas abordagens, vemos que as respectivas barras de erros

concordam na mesma ordem de magnitude, exceto para 7y, e 72, onde o segundo é quase dez

Xsim—Xezato
Xezato

obtemos para «, 0.0126, 0.0038, 3, 0.0048, 0.00432, ~, 0.0118, 0.0060 e para v, 0.0052,

0.0229, respectivamente. Podemos perceber que 3 e v estdao mais préximos no primeiro

vezes maior que o primeiro. Calculando o erro relativo, € = , para os expoentes

caso, ao passo que « e y no segundo.
Calculando o 4 23 4+ v e comparando com a Eq. 2.18, obtemos, (a4 25 4+ v); =
2.021(23) e (v 4+ 28 + v)y = 1.998(52), cujos erros relativos sao €; = 0.011 e e = 0.001.

Percebe-se que ora uma, ora outra ¢ a melhor abordagem, porém, as barras de erros sao
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55 F

45 F

3.5

Y/v,=1.7725(33)
¥,=1.1761(46)

Y,v,=1.832(32)
Y,=1.194(30)

2.5
3.4

3.6 3.8

4 42 44 4.6

L

Figura 5.5: Resultado de escala de tamanho finito para o expoente ~ para T, = 2.269194.
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0/v;=1.0140(29)
0,=0.6728(32)

0,y/Vo=1.235(54)
0,,=0.6667(86)
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Figura 5.6: Resultado de escala de tamanho finito para o expoente ~ para T, = 2.269194.

pequenas de modo que os resultados nao caem longe do intervalo +¢. Em vista disso,

para chegarmos aos resultados finais das nossas simulagoes, calculamos para cada caso

médias simples e médias com barras de erros desiguais e escolhemos aquela com maior
barra de erro. Fazendo assim, obtemos: v = 0.6574(61), § = 0.0812(67), v = 1.1772(33),
a =0.6697(54) e T, = 2.26924(2).
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Tamanhos de redes nao-multiplas de trés

v I6] y « T,
0.66546(47) 0.0725(80) 1.1761(46) 0.6728(32) 2.269345(72)
0.66244(53) 0.0812(52) 1.1805(47) 0.6767(34) 2.269257(49)
0.66241(39) 0.0851(57) 1.1816(41) 0.6776(28) 2.269175(48)
0.66332(25) 0.0916(67) 1.1824(45) 0.6758(22) 2.269135(65)
0.66273(43) 0.0955(92) 1.1827(49) 0.6764(31) 2.269047(86)
0.66224(47) 0.0868(93) 1.1841(49) 0.6763(33) 2.269187(88)
0.66416(45) 0.0685(74) 1.1776(42) 0.6752(31) 2.269408(66)
0.66303(61) 0.0904(66) 1.1835(42) 0.6750(38) 2.269118(65)
0.66608(54) 0.0828(75) 1.1791(46) 0.6699(38) 2.269242(79)
0.66350(36) 0.0713(79) 1.1773(47) 0.6758(30) 2.269367(70)
0.6635(13) 0.0826(92) 1.1805(28) 0.6752(22) 2.269228(37)

Tabela 5.1: Dez resultados de escala de tamanho finito para os expoentes criticos v, 3,
e a, e para a temperatura critica T, para redes nao-miltiplas de trés. A média sobre todas
as rodadas € mostrada na ultima linha da tabela.

Tamanhos de redes miiltiplas de trés
v B y o T.

0.6458(19) 0.0752(85) 1.194(30) 0.6667(36) 2.269227(54)
0.6551(22) 0.0851(81) 1.159(29) 0.6665(72) 2.269309(53)
0.6419(24) 0.059(11) 1.229(35) 0.6635(30) 2.269223(68)
0.6560(19) 0.0860(71) 1.161(22) 0.6586(71) 2.269332(54)
0.6497(28)  0.079(12) 1.182(41) 0.6672(82) 2.269182(73)
0.6545(20) 0.0788(69) 1.174(24) 0.6648(85) 2.269241(57)
0.6486(16) 0.0750(68) 1.191(30) 0.6628(67) 2.269227(80)
0.6582(32) 0.098(13) 1.118(48) 0.6612(79) 2.269260(57)
0.6533(21) 0.0808(89) 1.158(26) 0.6668(78) 2.269265(61)
0.6506(19) 0.080(10) 1.172(34) 0.6637(81) 2.269153(44)
0.6514(50) 0.0797(99) 1.174(29) 0.6642(28) 2.269242(17)

Tabela 5.2: Dez resultados de escala de tamanho finito para os expoentes criticos v, 3, v
e «, e para a temperatura critica T, para redes miltiplas de trés. A média sobre todas as
rodadas € mostrada na ultima linha da tabela.

Na Tab. 5.3, mostramos a comparacao dos nossos resultados com outros trabalhos
que estao na literatura. E notavel a proximidade das nossas estimativas dos expoentes

criticos com os valores exatos.

5.1.1 Coeficientes a e b da divergéncia do inverso da tempera-

tura microcandnica

Como subproduto das simulagoes, podemos calcular dois coeficientes, a e b, que

sdo provenientes da divergéncia do inverso da temperatura microcanonica [44]. O inverso
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Modelo de Baxter-Wu spin-1/2
v 5 gl o T,
Exato[5] 0.66666 0.08333 1.16666 - 2.2691853
Dindmica Critica[l5]  0.621(9)  0.0817(23) - - -
Dinédmica Critica[l115]  0.67(1) 0.080(2) - - -
Neste trabalho  0.6574(61) 0.0813(67) 1.1772(33) 0.6697(54) 2.26924(2)

Tabela 5.3: Comparacao dos nossos resultados para a temperatura critica e os expoentes
criticos e v, B e~y obtidos por Baxter e Wu [5] e de outros trabalhos da literatura.

da temperatura microcandnica é definido por

1 0S AS

7= o8~ AM ap (5.1)
No estado fundamental, este limite deve ser infinito, no entanto, para um modelo discreto,
como o Baxter-Wu, temos que AE = const. Portanto, este limite serd exato apenas se
L — oo(Epin — —00), onde L é o tamanho da rede [44].

O modelo de Baxter-Wu spin-1/2 possui quatro configuragoes possiveis no estado
fundamental, conforme vemos na Fig. 4.3. Uma com todos os spins para cima e outras
trés onde os spins de uma sub-rede sao negativos, sucessivamente. Se um tnico spin é
invertido, entao sao perdidas seis ligacoes negativas com os primeiros vizinhos, e ganha-
se seis ligacOes positivas. Portanto a variacdo de energia entre o estado fundamental e
o proximo nivel de energia é AE = 6 — (—6) = 12, onde consideramos a constante de
acoplamento J igual a 1. O primeiro nivel de energia depois do estado fundamental possui
4I7? configuracoes, resultando em AS =1In4+2In4 —In4. Uma vez que AE = 12, temos
portanto % = élnL = 0.1667 In L, resultando nos coeficientes a = 0.1667 ¢ b = 1.

Para calcular os coeficientes, acrescentamos nas simulagoes os tamanhos de redes
L = 8,16,20 e 26. Na Fig. 5.7 , mostramos a dependéncia de % no estado fundamental
com os tamanhos de redes, usando os dados resultantes das simulagoes ao longo do
melhor ajuste a curva aln(bL). Nota-se a excelente concordancia entre os resultados das
simulagoes e os valores exatos. Os resultados finais para os coeficientes foram calculados
sobre os de todas as rodadas, desconsiderando as barras de erros. Obtemos assim,
a; = 0.16667(26), by = 0.9999(57), ay = 0.16680(27) e by = 0.9966(64). Comparando-os
com os valores exatos, temos uma precisao para os coeficientes a e b, os quais concordam

com uma barra de erro igual a 0 com os valores exatos a = é eb=1.
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Figura 5.7: Dependéncia com o tamanho de rede de AS/AF no estado fundamental para
o primeiro conjunto de simulagoes. A linha continua é o melhor ajuste linear dos dados a
aln(bL). As barras de erros sao menores que os simbolos.

5.2 Modelo de Baxter-Wu Spin-1 Puro

Para o caso spin-1 puro, as simulagoes e os estudos de escala de ta-
manho finito foram realizados para os seguintes tamanhos de redes: L =
32, 40, 44, 52, 56, 64, 76, 80, 86, e 92, com o namero de rodadas
N(L) = 24, 20, 20, 16, 16, 16, 12, 12, 12, e 12, respectivamente. Neste caso,
utilizamos somente tamanhos de redes nao-multiplas de trés com base no estudo anterior
(spin-1/2), pois consideramos os resultados de ambas abordagens (redes miltiplas e
nao multiplas de trés) equivalentes, e temos a vantagem de nao dividir a rede nas trés
sub-redes. Nas simulagoes, foi adotado o MCS para atualizar a densidade de estados,
as médias microcanonicas foram acumuladas somente a partir do fator de modificacao
fmicro = fr € para finalizar as simulagoes foi utilizado o pardmetro ¢.

Primeiramente, mostramos os resultados da magnetizacao e da energia interna
para algumas rodadas, nas Figs. 5.8 e 5.9, respectivamente. Para melhor visualizacao,
mostramos apenas as curvas para os tamanhos de rede L = 32, 64 e 80. Uma caracteristica
preliminar interessante é que as curvas caem praticamente uma em cima da outra. Isso
¢ uma caracteristica das simulacdes para o modelo de Baxter-Wu para tamanhos de
redes que nao sao multiplos de trés. O calor especifico, Fig. 5.10 e a susceptibilidade,
5.11 apresentaram resultados interessantes. Nessas figuras, podemos perceber que a
temperatura dos respectivos maximos caem praticamente no mesmo ponto, mesmo para

o tamanho de rede L = 32, diferentemente do que usualmente se observa, onde por causa
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dos efeitos de tamanho finito, os picos deslocam-se gradativamente para a esquerda.
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Figura 5.8: Magnetizagdo para trés tamanhos de rede L = 32, 64 e 80. O destaque na
figura mostra a regiao do cruzamento em torno da temperatura critica. A linha vertical
indica a temperatura critica calculada nas simulagoes.
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Figura 5.9: Energia interna para trés tamanhos de rede L = 32, 64 e 80. Na figura encontra-
se em destaque a regiao do cruzamento em torno da temperatura critica. A linha vertical
indica a temperatura critica calculada nas simulagoes.
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Figura 5.10: Calor especifico para trés tamanhos de rede L = 32, 64 e 80. A linha vertical
indica a temperatura critica calculada nas simulagoes.
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Figura 5.11: Susceptibilidade para trés tamanhos de rede L = 32, 64 e 80. A linha vertical
indica a temperatura critica calculada nas simulacoes.
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Da energia interna, Fig. 5.9, e da magnetizacao, Fig. 5.8, nada se pode inferir
quanto a ordem da transicao, pois os seus graficos nao se mostraram abruptos o suficiente,
evidenciando uma transicao descontinua e nem suaves o bastante para toma-la como
continua. Em transi¢oes descontinuas, o calor especifico e a susceptibilidade apresentam-
se como deltas com o seu maximo convergindo rapidamente para um pico agudo (confira
a Fig. 2.4). Isto ndo acontece no caso das Figs. 5.10 e 5.11. Podemos ver uma gaussiana
bem caracteristica.

Se considerarmos o estudo anterior de Costa e Plascak, esperariamos uma
transicao continua neste caso particular e todas as grandezas analisadas apontariam nessa
direcgao.

Na Fig. 5.12, é mostrado o cumulante de quarta ordem do parametro de ordem
em funcao da temperatura. Pode-se ver a presenca de um vale agudo negativo, um
comportamento tipico em transi¢oes de primeira ordem. O cruzamento dos cumulantes
indica a regiao em torno da temperatura critica, proxima a 7, = 1.661. A dependéncia
do cumulante da energia com a temperatura, Fig. 5.13, apresentou o aparecimento de um
minimo proeminente, semelhante ao obtido por Challa [75], que diminuiu com o aumento
do tamanho de rede e convergiu a Ug,_, = 0.66599 no limite termodinamico, Fig. 5.14,

proximo ao valor esperado, igual a 2/3.

0-80 T T T T T T T

0.40

0.00

-1.20

L=80 <—

-1.60

_200 1 1 1 1 1 1 1
1.64 1.65 1.66 1.67 1.68 1.69 1.70 1.71 1.72

kpT/J

Figura 5.12: Cumulante de quarta ordem do parametro de ordem para trés tamanhos de
rede L = 32, 64 e 80. O vale agudo negativo indica uma transi¢ao de primeira ordem.
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0.66

0.64

Ug(T)

0.60

0.58

0.56 1 1 1 1 1 1
1.63 1.64 1.65 1.66 1.67 1.68 1.69 1.70

Figura 5.13: Cumulante de quarta ordem da energia como fun¢do da temperatura para
trés tamanhos de rede L = 32, 64 e 80. O seu minimo se direciona para 2/3 conforme
aumenta-se o tamanho da rede.
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Figura 5.14: Evolugao do minimo do cumulante da energia com 1/L. No limite termodi-
namico, o minimo do ajuste linear resultou em 0.66599.
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A distribuicao de probabilidades da energia como funcao da energia por particula,
parte superior da Fig. 5.15, também confirmou os dois resultados anteriores com a
presenga de um pico duplo em T = T.(L). Na parte inferior da mesma figura, temos
o inverso da temperatura microcanonica dependente da energia por particula. A linha
horizontal continua no grafico, corresponde ao inverso da temperatura critica calculada
nas simulagoes. Pode-se perceber que, para cada tamanho de rede, o minimo em P(FE)
corresponde ao ponto de inflexdo em [(E). O cruzamento entre os f(E) se da sobre
a temperatura critica. Tendo em vista esses resultados, por enquanto tudo leva a crer
que Kinzel e seus colaboradores [94], estavam certos, e que a inser¢do de vacincias no
modelo de Baxter-Wu faz com que ele tenha uma transi¢do descontinua. O préximo passo
é computar o ajuste linear dos maximos das derivadas logaritmicas da magnetizacao e ver

se elas retornam a dimensionalidade do sistema ou a razéo 1/v.

1.000

0.800

0.600

P(E)

0.400

0.200

0.000
0.607

0.605

0.602

B(E)

0.600

0.597

0.595
-1.80

Figura 5.15: Em cima: Distribuicdo de probabilidades da energia para os tamanhos
de redes L = 32, 64 e 80. A estrutura de pico duplo foi obtida com a temperatura
pseudocritica para cada tamanho de rede. pseudo-critica indica uma transicao de primeira
ordem. Embaixo: Inverso da temperatura microcanonica como funcao da energia. A linha
horizontal indica o inverso da temperatura critica.
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5.2.1 Comportamento de Transicao Continua

Seguindo o mesmo protocolo de estudo do caso anterior spin-1/2; utilizamos as
fungdes termodinamicas definidas nas Eqs. 2.44 a 2.49 e seus respectivos maximos. A Fig.
5.16 mostra o ajuste linear das retas dada pela Eq. 2.50 que, para o primeiro conjunto de
simulagoes, resultou o valor para o expoente critico v = 0.64309(36). Neste caso, também
foram realizadas dez conjuntos de rodadas a fim de obter um resultado mais consistente.
Os resultados dos dez conjuntos de amostras e o resultado final sdo apresentados na Tab.
5.4. Apos calcular o expoente v, calculamos a temperatura critica utilizando a Eq. 2.42,
onde T.(L) é a temperatura dos maximos do calor especifico e da susceptibilidade e o valor
para a temperatura critica é o coeficiente linear da reta que melhor se ajusta aos dados.

/v = 0. O resultado para cada

Na Fig. 5.17, os ajustes lineares convergem para 7. em L~
conjunto é a média dos valores obtidos para susceptibilidade e para o calor especifico. Para
a primeira amostra a temperatura critica encontrada foi 7. = 1.660469(26). Os nimeros
entre parénteses sao as barras de erros que devem ser somadas sobre as duas tultimas casas
decimais.

Ap06s calcular o expoente critico v e a temperatura critica, utilizamos as Egs. 2.40

6 e 1 a partir das propriedades de escala da magnetizagao

e 2.37 e para calcular as razoes
e da susceptibilidade, respectlvamente. Nas Figs. 5.18 e 5.19, estao os graficos dos ajustes
lineares e o resultado do primeiro conjunto de dados. Obtemos como valores da primeira

rodada 3 = 0.0896(69)

para a temperatura critica sao apresentados na Tab. 5.4.

e v = 1.1629(42). Os resultados finais para os expoentes criticos e

v 15} T,
0.64309(36) | 0.0896(69) | 1. 1629(42) 1.660469(26)
0.64309(47) | 0.0854(82) | 1.1640(52) | 1.660480(34)
0.64568(22) | 0.0760(56) | 1.1588(42) | 1.660556(25)
0.64404(33) | 0.0722(74) | 1.1576(48) | 1.660568(32)
0.64365(32) | 0.0663(35) | 1.1622(42) | 1.660607(15)
0.64463(42) | 0.0667(54) | 1.1594(56) | 1.660624(21)
0.64442(39) | 0.0734(58) | 1.1584(45) | 1.660575(24)
0.64373(35) | 0.0761(54) | 1.1610(45) | 1.660556(23)
0.64413(32) | 0.0815(78) | 1.1604(42) | 1.660504(29)
0.64178(37) | 0.0753(78) | 1.1663(44) | 1.660552(33)
0.6438(10) | 0.0762(75) | 1.1611(28) | 1.660549(51)

Tabela 5.4: Dez resultados de escala de tamanho finito para a temperatura critica, T,, e
os expoentes v, 3 e a. A média sobre todas as rodadas ¢ mostrada na ultima linha.
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340 350 360 370 380 390 400 410 420 430 440 450 4.60

InL

Figura 5.16: Dependéncia de V; com o logaritmo do tamanho de rede a temperatura
critica. Dos ajustes lineares resultou v = 0.64309(36).

1.6611 T T T T

1.6610

1.6609

) 1.6608
-
N

Cc

=

1.6607

1.6606

1.6605

Te, = 1.66055

0.000 0.001 0.002 v 0.003 0.004 0.005

Figura 5.17: Resultado para a temperatura critica para um conjunto de rodadas. O
resultado para T, é a média entre os valores obtidos para a susceptibilidade (pontos
azuis) e calor especifico (pontos vermelhos).
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Figura 5.18: Resultado de escala de tamanho finito para o expoente critico 3 para
T. = 1.660469(26).
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Figura 5.19: Resultado de escala de tamanho finito para o expoente critico v para
T. = 1.660469(26).
5.2.2 Comportamento de Transicao Descontinua

Nesta secao, apresentaremos os resultados oriundos das grandezas que apresenta-

ram caracteristicas de uma transi¢ao de primeira ordem. A Fig. 5.12 mostra o cumulante
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do parametro de ordem como funcdo da temperatura para trés tamanhos de redes. O
ponto de interseccao entre as curvas nos dé a regiao da temperatura critica, que é por
volta de T, = 1.661.

-0.20 T T T T T T T

-0.25

-0.30

-0.35

-0.40

-0.45

AE(L)

050 AE=-0.2512
-0.55 |
-0.60 -
-0.65 L L L L L L
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035

1/L

Figura 5.20: Diferenga AE entre os dois picos na distribui¢gdo de probabilidades da energia.
No limite termodindmico essa diferenca é numericamente igual ao calor latente.

A diferenca AFE entre as energias F; e Fy dos dois picos na distribuicao de
probabilidades da energia, quando eles possuem a mesma altura ¢ mostrada na Fig. 5.20.
Calculando AE; = FE, — F para cada tamanho de rede e extrapolando para o limite
termodinamico, o calor latente é o valor de AE quando (L — 00). A Fig. 5.20 mostra o
ajuste linear e o valor encontrado para o calor latente com AE = —0.2512.

Para calcular a temperatura critica utilizamos a temperatura do momento em
que a distribuicao de probabilidades da energia apresenta dois picos com a mesma
altura. Também utilizamos a temperatura do minimo do cumulante da energia. Para cada
tamanho de rede temos um 7..(L). A temperatura no limite termodindmica foi consistente
com a lei de escala T.(L) = T.+b(1/L) para P(E) e com T,(L) = T.+b(1/L?) para Ug

A temperatura final oriunda de P(E) foi T, = 1.6604 e o cumulante da energia resultou

min °

em T, = 1.66052. Os resultados para as dez amostras estao apresentados na Tab. 5.5.
Todos estes resultados corroboram a existéncia de uma transicdo de primeira
ordem. Contudo, temos também grandezas avaliadas em transi¢oes continuas, neste caso,
os expoentes criticos. e com resultados préximos aos valores exatos, obtidos para o modelo
puro. Com isso temos duas perguntas: Sera que o fato de adicionar vacancias na rede que
causa este efeito de dubiedade na transicao de fases? O que as grandezas anteriormente

analisadas nos mostrardo para o caso puro, isto é, o caso spin-1/27 Lembrando que
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1.6616 T T T T T
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Tc =1.66050(86)
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Figura 5.21: Dependéncia da temperatura do pico duplo de P(F) com o tamanho de rede,

com 1/L.
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Figura 5.22: Dependéncia da temperatura do minimo do cumulante da energia com o

tamanho de rede, com 1/L2.

resultados de trabalhos anteriores corroboram a existéncia de uma transicao de segunda

ordem com expoentes criticos bem determinados.
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TCUE TCP(E)
1.66047(23) 1.66050(86)
1.66050(34) | 1.66040(57)
1.66054(27) 1.6605(11)
1.66057(32) 1.6608(15)
1.66061(15) 1.66067(99)
1.66060(28) 1.66059(78)
1.66056(28) | 1.66058(73)
1.66055(24) | 1.6607(13)
1.66052(30) 1.6605(11)
1.66055(31) 1.66055(93)
1.66055(38) 1.6606(10)

Tabela 5.5: Dez resultados de escala de tamanho finito para a temperatura critica do
minimo do cumulante da energia, Tey, . € do pico duplo da distribuicdo de probabilidades

da energia, T, . A média sobre todas as rodadas é mostrada na ultima linha.

Considerando o modelo puro, mostramos nas Figs. 5.23 e 5.24, para o tamanho
de rede L = 32, o cumulante de quarta ordem do parametro de ordem e a distribuicao de
probabilidades da energia (também para L = 36). Pode-se ver que o primeiro apresentou
um vale agudo negativo, tipico dele em transi¢oes de primeira ordem, enquanto P(FE)

apresentou um pico duplo em 7., também caracteristico deste tipo de transicao.

0.8 T T T

0.6 [ —

04 -

02 —

-0.2 -

Un(T)

04 | -

-0.6 -

-0.8 -

L=32 1
1.4 ' ' '

2 2.5 3
KgT/J

Figura 5.23: Cumulante de quarta ordem do parametro de ordem para o tamanho de rede
L = 32, para o caso spin-1/2. O vale agudo negativo indica uma transigdo de primeira
ordem.
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T (32)=2.26885 -

)z( x
08 | z X %«; X
: g ¢ * 3
o Y % T(36)=2.28070
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0.6 - X £ %Mf 35 T
$ ox X
= . % %
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04 | 74 % -

-0.6
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-1.2 -1
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Figura 5.24: Distribuicao de probabilidades da energia para os tamanhos de redes, L = 32
e 36, para o caso spin-1/2.. A estrutura de pico duplo foi obtida com a temperatura

pseudocritica para cada tamanho de rede.
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0.665
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Ue(T)
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Figura 5.25: Cumulante de quarta ordem da energia para o tamanho de rede L = 32, para

0 caso spin-1/2.
Corroborando os resultados de Uy, ¢ P(E), mostramos o cumulante de quarta
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ordem da energia, Fig. 5.25. Aqui mais uma incégnita surge: Temos uma transicao de
primeira ordem ou uma transi¢do continua no modelo de Baxter-Wu spin-1/2? Por
que temos o indicativo dos dois tipos de transi¢des? Para responder a estas perguntas
analisamos as configuracoes presentes no sistema, na temperatura de transicao, ou seja,

quando a distribuicao de probabilidades da energia apresentam um pico duplo.

5.2.3 Configuragoes na temperatura de transicao

A parte superior da Fig. 5.26 mostra a distribuigdo de probabilidades da energia
versus energia por sitio, para o tamanho de rede L = 32 no caso spin-1. A estrutura de
pico duplo, foi obtida na temperatura de transicao para o respectivo tamanho de rede.
Para fazer a andlise das configuragoes, seccionou-se as energias em trés partes: o primeiro

pico a esquerda, o vale e o segundo pico a direita.

E/L*
-1.40 -1.20 -1.00 -0.80

0.8

P(E)

04

0.8 - ®d [l T T 7

06 + + (e .

(d)

i /\_ I

00 03 06 09 0.0 0.3 0.6 0.9 0.0 03 06 09

M

percent of config

Figura 5.26: Parte superior: Distribuicao de probabilidades da energia versus energia por
sitio, para o tamanho de rede L = 32 no caso spin-1. A area para andlise foi seccionada em
trés partes: os dois picos e o vale. A estrutura de pico duplo, foi obtida na temperatura de
transicao para o respectivo tamanho de rede. Parte inferior: histograma das configuragoes
versus a magnetizagao, construidas no mesmo intervalo das energias: nos dois picos e no
vale.
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(b)

Figura 5.27: Configuracoes da rede quando a distribuicdo de probabilidades apresenta
o pico duplo, para as magnetizagdes dos picos (a) ao pico (f). Os spins +1,—1 e 0 sdo
representados pelos quadrados preto, branco e cinza, respectivamente.

Na parte inferior da mesma figura temos um histograma das configuracgdes versus
a magnetizacdo, construidas para os mesmos intervalos das energias seccionadas. Para
saber qual configuracao aparece no sistema durante a transi¢do, nas simulagoes, salvamos
configuragoes do sistema para cada pico do histograma que aparece na parte inferior da
Fig. 5.26. As configuracoes para os intervalos de energias e para os maximos do histograma,
sao mostradas na Fig. 5.27. Nela, os spins +1, —1 e 0 sao representados pelos quadrados
preto, branco e cinza, respectivamente.

Podemos notar na Fig. 5.26 que, para o pico a esquerda (parte vermelha do
grafico), aparecem duas magnetizagdes preferenciais: uma magnetizagao absoluta préxima
am = 0.30, dada pelo pico (a), e outra magnetizacao préxima a m = 0.90, que corresponde
ao pico (b).

A Fig. 5.27.a, mostra que a configuracdo que predomina para a magnetizacao
absoluta do sistema ¢ da ordem de 0.30, ¢ a ferrimagnética, ao passo que a 5.27.b, que foi
tomada no mesmo intervalo de energia, porém com magnetizacao ¢ de 0.90, podemos ver
a predominancia da configuragdo ferromagnética.

Na regiao do vale, parte azul na Fig. 5.26, temos a presenca de dois maximos:
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o pico (c), que se apresenta da regiao de magnetizagoes proximas a 0.20, e um maximo
nas magnetizagoes em torno de 0.75, pico (d). A configuragdo que predomina no sistema
quando a magnetizacao esta proxima a 0.20, é mostrada na Fig 5.27.c, onde podemos
ver a predominancia das configuragoes ferrimagnéticas. Porém temos o aparecimento de
blocos de spins com alinhamento ferromagnético, e algumas regides desordenadas. Ja na
Fig 5.27.d, que mostra as configuragoes quando a magnetizacao do sistema esta em torno
de 0.75, temos majoritariamente spins com alinhamento ferromagnético, porém também
se apresentam alguns dominios ferrimagnéticos e ha o surgimento de regioes desordenadas.

Por fim, na regiao do segundo pico da distribuicdo de probabilidades da energia,
a parte verde na Fig. 5.26, a magnetizacao predominante estd em torno de 0.20, pico (e).
Temos também magnetizagoes préximas a 0.50, pico (f) e a fase paramagnética comega
a aparecer (inicio do gréfico a esquerda de (e)). Na Fig. 5.27.e, temos as configuragoes
correspondentes ao pico (e). Podemos notar a predominancia de configuragoes ferrimag-
néticas, no entanto boa parte da rede apresenta regides desordenadas. As configuragoes
correspondentes ao pico (f), sao mostradas na Fig. 5.27.f. Podemos notar que dominios
ferromagnéticos aparecem juntamente com regides desordenadas.

Ressaltamos que, todas essas configuragdoes mostradas na Fig. 5.27, aparecem
para um mesmo valor de temperatura, a temperatura de transicao. Portanto temos que
no momento da transicao entre as fases ordenada e desordenada temos a coexisténcia
entre as fases ferrimagnética, ferromagnética e a fase desordenada paramagnética, o que
nos leva a concluir que a transicao de fases do modelo de Baxter-Wu spin-1 é caracterizada
por um ponto tricritico.

Tendo em vista que, para o caso spin-1/2, os cumulantes e a distribuicao
de probabilidades da energia tiveram comportamentos semelhantes ao do caso spin-1,
concluimos que, no primeiro caso também temos um ponto tricritico. Consequentemente
espera-se que estes modelos estejam conectados por uma linha de pontos tricriticos, o que
nos leva ao nosso proximo objeto de estudo: O modelo de Baxter-Wu spin-1 com interagao

do campo cristalino.

5.3 O Modelo de Baxter-Wu Spin-1 com Interacao

do Campo Cristalino

Nesta secao, apresentaremos os procedimentos computacionais realizados sobre
o modelo de Baxter-Wu spin-1 com interacdo do campo cristalino e os resultados
encontrados. As quantidades termodinamicas foram obtidas utilizando a densidade de
estados conjunta, g(F, D), oriunda das simulagoes realizadas conforme a segao 3.3.
Calculamos g(F, D) para os tamanhos de redes L = 8, 10, 14 e 16 com n = 24, 20, 20

e 16 rodadas independentes, respectivamente. Para a construcao das linhas de transicao,
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utilizamos o valor do campo cristalino variando no intervalo [—2;2|, (entretanto, para
melhor visualizagdo do diagrama de fases mostramos apenas o intervalo [0;2]), com a
seguinte variacao no valor do campo, AD = 0.001. Para todos os tamanhos de redes
os maximos de x(7") cafram préximos ao mesmo valor, como mostra a Fig. 5.28. Assim,
se extrapolarmos estas temperaturas para o limite termodinamico, o resultado para a

temperatura de transi¢io serd a mesma encontrada para T,(L).

30 T

5+ D=1.100
20 -
!
x
10 b
5 -
0 1
1 1.1
Figura 5.28: Susceptibilidade magnética para o valor de campo cristalino D = 1.100.

Os méaximos, para todos os tamanhos de redes, caem praticamente no mesmo valor de
temperatura.

Tomando o hamiltoniano do BW spin-1 com interagdo do campo cristalino

HBWD =—J Z SZ'SjSk + DZS?,

<7:7j?k> i

podemos definir
E1: Z S5iSjSk, (52)

<i7j7k>

Ey=>s3, (5.3)

de modo que a energia do sistema sera condensada na forma —JFE; + DFE,. Conforme o
ensemble canénico a funcdo de particdo pode ser escrita, para uma temperatura 7', na

forma

Z(T, D) = 3 exp{[JEr(i) — DE>(i)]/ (kT)}, (5.4)
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Z(T,D) = ) g(Er, Es)exp{[Er — (D/J)Ex]/(ksT)}, (5.5)

Eq,E>

onde D pertence ao intervalo [—o0;2]. Assim, para cada tamanho de rede, construimos
a densidade de estados para entao obter as quantidades termodindmicas para qualquer

temperatura. A Fig. 5.29 mostra o logaritmo da densidade de estados para o tamanho de
rede L = 8.

L=8

70
60
50 i *A#%»tﬁffﬁ?ﬁ'
40

30 o . L
20 o
10

In g(E,E,)

50 100 {29 — 0

E

Figura 5.29: Logaritmo da densidade de estados para o tamanho de rede L = 8.

Como a fungao g(E1, F) ndao depende da temperatura e nem do campo cristalino,
podemos calcular qualquer quantidade termodindmica do sistema sem realizar nova
simulacao. Assim a energia interna é dada por

_ ZElvEQ(_JEl + DE2>P(E17 E27 ‘]7 D)

U(T,D) = 5.6
( 7 ) ZEl,Eg P(E17E27JaD) ’ ( )

onde
P<E17 Es, J, D) = Q(El, E2)6[(E1_(D/J)E2W(kBT/J), (5~7)

é a distribuicdo canonica. Podemos obter a magnetizacdo do sistema através da média

canonica

EEl,Ez <M<Ela E2)>P(Elv E27 J? D)

M(T,D) =
(T, D) Yp .5 P(EL, Ey, J, D) ’

(5.8)

onde (M (E4, E)) é a média microcandnica da magnetizacao que é calculada ao longo da
simulacao.
Pode-se estimar a regiao onde a transicao entre as fases ordenada e desordenada

deixa de ser descontinua, observando o comportamento da energia interna e da magneti-
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zagao para valores do campo cristalino como fungao da temperatura a fim de estabelecer
uma faixa na mudanga na ordem da transicao. As Figs. 5.30 e 5.31 mostram a evolugao
destas grandezas como fung¢ao da temperatura para os seguintes valores do campo crista-
lino, D = 1.0, 1.10, 1.20, 1.30, 1.40, 1.50, 1.60, 1.70 e 1.80. Pode-se perceber que existe
uma aparente mudanca nos respectivos comportamentos proximos ao campo cristalino
D = 1.50 em diante.
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~ 0r
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D _0.2 -
PN SRS L216 |
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D=1.10 -
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R D130 |
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1 1 | D|=180
06 08 1 1.4 16 1.8

1.2
kpT/J

Figura 5.30: Energia interna como funcao da temperatura para alguns valores do campo
cristalino para o tamanho de rede L = 16.

Uma alternativa para determinar a regiao do ponto pentacritico também pode ser
através da dependéncia dos cumulantes da energia e da magnetizacdo com a temperatura
calculados para diversos valores do campo cristalino. O comportamento destas grandezas
se altera quando passamos de uma regiao de transi¢oes continuas para descontinuas.

No primeiro cumulante, espera-se a presenca de um minimo sutil que deve evoluir
para um minimo proeminente ao atravessar o ponto pentacritico e adentrar na regiao de
primeira ordem, enquanto o segundo apresenta um comportamento suave, sem a presenca
de minimos negativos, e que passa a apresentar um minimo negativo na regiao descontinua.
As Figs. 5.32 e 5.33 mostram os graficos dos respectivos cumulantes para o tamanho de
rede 16 e valores do campo cristalino D = 1.0, 1.10, 1.20, 1.30, 1.40, 1.50, 1.60, 1.70 e
1.80.

Podemos perceber que ao longo de todos os valores do campo cristalino, ambas
quantidades tiveram o mesmo tipo de comportamento. A tnica variacao foi quanto a
posicao do minimo, porém, para todos os valores do campo os cumulantes indicam uma
direcao de uma transicdo de ordem descontinua entre as fases ordenada e desordenada.

Isto levanta uma série de questionamentos. Considerando os resultados dos trabalhos de
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Figura 5.31: Dependéncia da magnetizacao com a temperatura para alguns valores do
campo cristalino para o tamanho de rede L = 16.
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Figura 5.32: Cumulante da energia como funcao da temperatura para valores do campo
cristalino para o tamanho de rede L = 16.

Costa [21] e Dias [22], deveriamos observar a altera¢ao no comportamento dos cumulantes,

pois obtiveram uma linha de transigao entre as fases ordenada e desordenada descontinua,
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Figura 5.33: Cumulante do pardmetro de ordem como fun¢ao da temperatura para valores
do campo cristalino para o tamanho de rede L = 16.

que termina em um ponto pentacritico, e apds o mesmo a transicao entre as fases é de

forma continua.

5.3.1 Diagrama de Fases

De acordo com trabalhos anteriores, o modelo de Baxter-Wu com interacao
do campo cristalino possui um diagrama de fases no plano D/J versus T em que
um ponto pentacritico, (D, ,T.) separa uma linha de primeira ordem de uma linha
de transicao continua entre as fases ordenada e desordenada. Utilizando grupo de
renormalizagdo, teoria de escala de tamanho finito e técnicas de invaridncia conforme,
Costa e colaboradores [21], construiram um diagrama de fases para o referido modelo
obtendo o ponto pentacritico D, = 1.4 e T, = 1.1723(3). Outro trabalho foi realizado por
Dias e colaboradores [22], onde utilizaram técnicas de invariancia conforme e escala de
tamanho finito e obtiveram o ponto pentacritico proximo ao do trabalho anterior, com
D.=0.890254 ¢ T, = 1.1690.

Neste trabalho, para construir a linha critica do diagrama de fases no plano D/.J
versus 1" utilizamos a temperatura do maximo da susceptibilidade magnética obtida para
o maior tamanho de rede simulado, pois, como mostra a Fig. 5.28. Assim, para cada valor
D/J tem-se uma temperatura (kg7./J) que corresponde ao maximo da susceptibilidade.
Os célculos foram realizados para o intervalo de campo cristalino [0; 2]. Para determinar o

campo cristalino no ponto critico, utilizamos a técnica descrita no trabalho de Care [116],
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em que é possivel determinar D, pela andlise do maximo do calor especifico como func¢ao
do campo cristalino, C,,, . (D). A evolu¢ao do méximo do calor especifico como fungao de
D possui um méaximo para um determinado valor de D. Este pico esta associado ao inicio
do comportamento de primeira ordem acima da temperatura pentacritica [116]. Obtemos
o campo cristalino critico para os tamanhos de redes simulados, e, como mostra o destaque
na Fig. 5.34, temos que o maximo que aparece desloca-se para a direita conforme aumenta-
se o tamanho da rede, sugerindo entao uma lei de escala. De fato, o campo cristalino critico

¢ obtido por uma lei de escala na forma [117]
D.(L) = Dy +bL™% (5.9)

A Fig. 5.34 mostra o ajuste linear destes pontos. Obtemos o campo cristalino no
ponto pentacritico no limite termodindmico igual a D, = 1.68288(62). Este resultado é
muito diferente dos valores obtidos nos trabalhos anteriores. Na Tab. 5.6, apresentamos

os resultados que constam na literatura e os nossos.

D, T
Costa[21] 14 1.1723(3)
Dias[22] 0.890254 1.1690
Jorge[113] [1.000;1.1000] [1.600 : 1.700]

Nossos Resultados ~ 1.68288(62) 0.97577(85)

Tabela 5.6: Pontos pentacriticos obtido por Costa [21] e por Dias [22]. Na tltima linha
estaos os nossos resultados.

Para determinar a temperatura no ponto pentacritico, utilizamos o valor da
temperatura do minimo do cumulante de quarta ordem da energia. Conforme mencionado,
esta quantidade escala com L~2. Assim, podemos utilizar a Eq. 2.55 para determinar T,
como a extrapolagdo de L — oo (L™¢ = 0) do ajuste linear dados pelos minimos do
cumulante de quarta ordem da energia, definido na Eq. 2.52. A Fig. 5.35 mostra o ajuste
linear da temperatura dos minimos de Ur com L2, que converge para T, quando L2 — 0.
O valor para a temperatura do ponto pentacritico foi T, = 0.97577(85).

Na Fig. 5.36, mostramos o diagrama de fases. O ponto D/J = 2 é um ponto
quintuplo, onde ha a coexisténcia de cinco estados: os quatro do estado fundamental e
0 (0 00). Acima de D/J = 2, temos uma transigdo descontinua com somente o estado
com os spins s; = 0 populados, uma vez que este é o que minimiza a energia livre. A
transi¢do descontinua prossegue para valores menores que D/J = 2, como uma linha de
primeira ordem formada por pontos quintuplos, até o momento da criticalidade, onde os
cinco estados fundamentais tornam-se indistinguiveis, e, a partir deste ponto, a transicao
entre as fases ordenada e desordenada passa a ser de modo continua, se estendendo até

D/J — —o0. O ponto critico foi calculado como D, = 1.68288(62), T, = 0.97577(85).
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Figura 5.34: Ajuste linear do campo cristalino no ponto méaximo de C,(D) para os
tamanhos de redes L = 8, 10, 14 e 16. O destaque mostra o maximo do calor especifico
como funcao do campo cristalino para os tamanhos de redes simulados.
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Figura 5.35: Ajuste linear da temperatura do minimo do

energia com L2

cumulante de quarta ordem da
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Figura 5.36: Diagrama de fases para o modelo de Baxter-Wu spin-1 com anisotropia do
campo cristalino no plano D/J versus T'. O ponto pentacritico separa a regiao de transigao
de fases de primeira ordem e a criticalidade.

5.3.2 Interpretacao do Diagrama de Fases

Um dos modelos estudados na literatura é o modelo de Blume-Capel [7, 8]. Ele
apresenta um diagrama de fases interessante, com as fases ordenada e paramagnética
separadas por uma linha de transicdo que ora é descontinua, ora é continua. O limite
entre as linhas se d& por um ponto tricritico. Este modelo, que ja foi abordado por
uma diversidade de técnicas, também foi estudado em uma rede triangular [84]. O seu
diagrama de fases é muito parecido com o da rede quadrada, Fig. 5.37, onde o ponto
tricritico encontrado foi A, = 2.925(8), 7. = 1.025(10).

Uma analise da distribui¢ao de probabilidades da energia P(FE) apresentada no
artigo de Fytas [84] revela resultados interessantes. A Fig. 5.38 mostra a distribuigao de
P(FE) para alguns valores do campo cristalino. Podemos ver que para valores do campo
cristalino A = 2.90 a 2.915 temos a presenca de um tnico pico. Com o campo acima do
ponto tricritico A = 2.95, P(F) exibe, na temperatura critica, dois picos separados com a
mesma altura e um vale proeminente com energias com probabilidade nula, de modo que
nao ha como passar das configuragoes com energias da fase ordenada para configuragoes
desordenadas de modo continuo. Nas proximidades da criticalidade, A = 2.93 e 2.94, em
P(F) temos o aparecimento de dois picos com mesma altura em 7, no entanto, as energias

entre os picos nao tem probabilidade nula. Logo, temos diversas energias que podemos
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Figura 5.37: Diagrama de fases para o modelo de Blume-Capel em uma rede triangular.
A linha pontilhada e a curva solida denotam respectivamente a primeira e segunda linhas
de transigoes de fases que separam as fases ordenada e paramagnética. O quadrado em
preto denota a regiao do ponto tricritico (TP) [84].

percorrer para sair da fase ordenada para a fase paramagnética. Este comportamento de

P(FE) ¢ tipico de regides criticas, tais como pontos criticos e tricriticos.

1.0 |- -
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02 v
I't. |
0.0 |- - AN
" 1 A
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Figura 5.38: Distribuicao de probabilidades da energia para o tamanho de rede L = 60 e
diversos valores do campo cristalino [84].

Outro modelo que exibe o mesmo tipo de comportamento para a distribuicao de

probabilidades da energia é o modelo de Bell-Lavis [118]. Este é um modelo que pode ser
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usado para descrever a dgua em duas dimensdes. Simenas e colaboradores [119] estudaram
este modelo onde eles procuraram construir o seu diagrama de fases. Vamos nos ater aos
resultados qualitativos que eles encontraram para P(FE).

A Fig. 5.39 mostra a distribuigdo de P(F). (a) Para u/H = 0.3 L = 120 préximo
a transigao de fase a temperatura (kp7./H = 0.3728), na regiao de transi¢do continua,
temos a presenga de apenas um pico. Em (b) para pu/H = 1.45, exatamente no ponto
critico surgem dois picos, mas que nao estao separados por energias com probabilidades
nulas, e (¢) pu/H = 1.48, acima do ponto critico, pode-se perceber que, para o tamanho

da rede L = 72, temos os dois picos distintos e separados por energias com probabilidades

nulas.
P(E) () ksT/en | P(E) (b) AL . i P(E)(c)
ll/‘fH:ngt{‘ :gg:;’i pufep=1.45 P a 30 plen=1.48]
E 241 = 0037 B [—
—s— 30 ® °
90 0 a2
—_—y— 48 20 [e] 30
72 0.004 —v—d48 -
16L—— o6 \ o 20 F
i —a— 120 gy ¥ 72
60 —o— 144 LA ‘990 [
—i— 168 - o\ 7
—— 192 0 0.015 0.030 1/L " ':
30f 8
-0.72 -0.71 -0.70 FE 0.10 0.15 0.20 FE 005 0.10 015 FE

Figura 5.39: Distribuicao de probabilidades da energia para o tamanho de rede L = 60 e
diversos valores do campo cristalino [118].

Tendo em vista a concordancia entre as caracteristicas da distribui¢cao de pro-
babilidades acima apresentadas e as distribui¢oes de probabilidades da energia para o
modelo de Baxter-Wu, para os casos spin-1/2 (D — o0), Fig. 5.24, e spin-1 (D=0), Fig.
5.15, bem como o que foi discutido na Sec. 5.2.3, concluimos que o ponto pentacritico,
nao é apenas um ponto mas uma linha de pontos tricriticos, a qual se estende para todos
os valores do campo cristalino no intervalo [—oo; D.]. Isto é corroborado pela evolugao da

razao 1/v, calculada ao longo da linha critica, o que serd apresentado logo a seguir.

5.3.3 Evolugao do expoente critico v ao longo da linha critica

Calculamos o expoente critico v ao longo da linha critica. Para o valor negativo,
D = —30, onde espera-se obter um valor proximo ao do modelo no limite para D — —oo,
e, assim encontrar para 1/v, um valor préximo ao do spin-1/2, 1/v = 3/2. Na Tab.

5.7 mostramos os resultados para 1/v para alguns valores do campo cristalino. Esta
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variagao do expoente critico v ao longo da linha critica estd associada ao comportamento

multicritico do modelo.

D/J 1/v

“oo 1.50708(95)
230.0  1.54373(80)
0.00 1.55320(25)
110  1.74001(17)
120 1.78553(25)
130 1.83072(47)
140 1.88688(74)
150 1.95182(93)
1.60  2.01553(74)
170 2.05437(12)
1.80  2.00712(16)
1.90  2.00210(10)
1.95  2.00205(11)

Tabela 5.7: Evolugio de 1/v para diversos wvalores do campo cristalino. O wvalor de

D/J = —o0 corresponde ao caso spin 1/2, cujo valor exato é 3/2.
22 —
21 _
®
2 b P oo |
@
19 - 4 -
> ]
= 1.8 & -
@
1.7 - .
s=1/2 D/J=-30
16 / .
P S
L5 &
1.4 1 1 | | |
0 05 1 15 2
D/

Figura 5.40: 1/v calculado para diversos valores do campo cristalino. Acima do campo
critico os resultados estabilizam-se em torno de 2. A linha horizontal continua corresponde
ao valor exato 1/v = 1.50 para o caso spin-1/2.

A evolugao de 1/v ao longo da linha critica exibe um pico em torno de 1.70,
o que indica a presen¢a de um ponto multicritico [120]. Apds adentrar na regiao das
transicoes descontinuas, a razao obtida permanece em torno de dois, que, para um sistema

bidimensional é o valor esperado para este tipo de transicao.

& Instituto de Fisica — UFG



5.3. O Modelo de Baxter-Wu Spin-1 com Interacdo do Campo Cristalino 99

Comparando os nossos resultados, com o modelo de Blume-Capel, temos que nele,
os expoentes criticos, ao longo da linha de segunda ordem sao sempre os mesmos, porém,
na criticalidade eles se alteram [121]. Em nosso modelo, desde o inicio, para valores do
campo cristalino D — oo, os expoentes criticos sempre variam. Essa variacao de 1/v ao
longo da linha critica reforca-nos a ideia de que a linha de transi¢cbes continuas, é na

verdade uma linha de pontos tricriticos.

5.3.4 Anomalia no calor especifico para campo cristalino grande

na regiao de primeira ordem

Das simulagoes, obtivemos um resultado interessante para valores grandes do
campo cristalino, acima de D = 1.95. Uma anomalia no calor especifico aparece apds
0 seu maximo, e parece nao escalar com o tamanho do sistema. Acima deste valor do
campo, aparece um segundo pico no calor especifico em torno de 7" = 0.80, bem pequeno,
mas que vai se tornando mais evidente conforme aumenta-se o valor do campo cristalino

¢

(na verdade o segundo pico ndo aumenta, mas sim o pico “ real” do calor especifico que
vai diminuindo conforme se aproxima de D/J = 2). Nas Figs. 5.41 e 5.42, sdo mostradas
a anomalia em C, para os valores de campo D = 1.990 e 1.997. Nelas, é possivel notar
que o segundo pico nao escala com o tamanho da rede e que o maximo do segundo pico
sempre cai em torno de kgT'/J = 0.80.

As Figs. 5.43 e 5.44 mostram a densidade de spins iguais a zero e a densidade de
spins diferentes de zero. A primeira inicia-se em 1 e cai drasticamente nas proximidades da
temperatura pseudo-critica. Com um comportamento inverso, a densidade de spins s; = 0
caminha no sentido oposto, aumentando drasticamente na regiao préoxima a temperatura
pseudo-critica, chegando a ocupar mais de 90% dos sitios da rede. Na verdade, este
aumento no nimero de spins s; = 0 apds a temperatura pseudo-critica se manifesta de
maneira muito moderada para valores os de D > 1, e vai acentuando-se gradativamente
com o aumento do campo cristalino. Esta anomalia no calor especifico pode ser relacionada
a vacancias, ou defeito Schottky, em uma rede cristalina [122, 123].

Um trabalho com o modelo de Blume-Capel [24], utilizando o método de Wang-
Landau, apresentou resultados parecidos com os aqui apresentados. No entanto, os autores
encontraram o mesmo efeito somente para tamanhos de redes maiores que L = 16 e para
valores do campo cristalino D > 1.990, ao passo que aqui, mesmo para o menor tamanho
de rede simulado (L = 8) a anomalia ja é visivel e para um valor menor do campo cristalino
D > 1.950.
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Figura 5.41: Estrutura de pico duplo observado para o calor especifico a D = 1.990. O
pico a esquerda é devido a transicao de fase de primeira ordem, e a direita estd o pico
andémalo.

Cy(T)

0.8 1

0.6
KgT/J

Figura 5.42: Estrutura de pico duplo observado para o calor especifico a D = 1.997. O
pico a esquerda é devido a transicao de fase de primeira ordem, e a direita estd o pico
andémalo.
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Figura 5.43: Densidade de spins diferentes de zero e iguais a zero a D = 1.990.
iniciam-se em um e cai drasticamente por volta de T' = 0.40. Concomitantemente o

segundo inicia-se em zero e aumenta significativamente.
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Figura 5.44: Densidade de spins diferentes de zero e iguais a zero a D = 1.997. Os primeiros
iniciam-se em um e cai drasticamente por volta de T' = 0.40. Concomitantemente o

segundo inicia-se em zero e aumenta significativamente.
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5.4 Modelo de Baxter-Wu 3D Spin-1/2

Para estudar o modelo de BW-3D no caso spin-1/2, foram realizadas simulagoes
para os tamanhos de redes L = 8, 10, 14, 16 e 20. Foram feitas o total de n =
24, 20, 20, 16 e 16 rodadas independentes para cada tamanho de rede respectivamente,
caracterizando uma amostra, e a média final é obtida sobre cinco amostras. Anteriormente
foram realizadas a média sobre dez amostras, entretanto, como neste caso os valores
de todas as rodadas coincidiram dentro da barra de erro, considerou-se realizar cinco
conjuntos de amostras. A Fig. 5.45 mostra o logaritmo da densidade de estados para o
tamanho de rede L = 14.

2000
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Figura 5.45: Logaritmo da densidade de estados para o tamanho de rede L = 14.

A fim de caracterizar o tipo de transicdo que o sistema sofre, observou-se o
comportamento da energia interna, da magnetizacao, da distribuicao de probabilidades
da energia e dos cumulantes de quarta ordem da magnetizacao e da energia.

As Figs. 5.46 e 5.47 apresentam a energia interna e a magnetizacdo em funcao
da temperatura. Nota-se claramente uma descontinuidade na temperatura de transicao,
evidenciando que o sistema sofre uma transicdo descontinua entre as fases ordenada
e desordenada. Este tipo de transicao é confirmado pelo cumulante da energia e da
magnetizagdo, Figs. 5.48 e 5.49 respectivamente, e pela distribuicdo de probabilidades

da energia, que apresentou dois picos separados entre si, Fig. 5.50.
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Figura 5.46: Energia interna como fun¢do da temperatura.
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Figura 5.47: Magnetizacao como funcao da temperatura.
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Figura 5.48: Cumulante de quarta ordem do pardmetro de ordem como funcao da
temperatura.
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Figura 5.49: Cumulante de quarta ordem da energia como funcao da temperatura.
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Figura 5.50: Distribuicao de probabilidades da energia como funcao da energia por
particula.

Em um sistema que sofre uma transicdo descontinua, o coeficiente angular das
seis retas, dadas pela Eqs. 2.50, oriundas dos maximos das derivadas logaritmicas da
magnetizagao, devem resultar na dimensionalidade do sistema. A Fig. 5.51, mostra o
resultado para a primeira amostra com d = 3.0300(26). O valor obtido para cada conjunto

de amostra é mostrado na Tab. 5.8.

dy, de, Ao T,
3.0300(26)  2.9835(48) 13)  11.377618(
3.0309(20)  2.9813(48)  3.020(11) 11.377486(
3.0310(28)  2.9810(45) (11)  11.377690(
3.0312(28)  2.9815(44)  3.024(12) 11.377600(34

( ( (11) E

30
41
17
3

3.0306(27)  2.9829(40)  3.017 11.377489(36
3.03075(21) 2.98205(50) 3.0197(12) 11.377627(12

— [ — — — — —

Tabela 5.8: Cinco resultados de escala de tamanho finito, para transicoes de primeira
ordem, para V;, para o calor especifico e para a susceptibilidade, e para a temperatura
critica. A média sobre todas as rodadas é mostrada na ultima linha da Tabela.

Apés obter a razao oriunda das quantidades Vj, aproximadamente igual a
dimensao do sistema, utilizamos esse resultado para determinar a temperatura critica,

utilizando a Eq. 2.55 como a extrapolacido de L — oo (L¢ = 0) dos ajustes lineares dos
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Figura 5.51: Coeficiente angular das derivadas logaritmicas da magnetizagao, V;, com o
logaritmo do tamanho de rede. As inclinagoes forneceram aproximadamente a dimensio-
nalidade do sistema.

maximos do calor especifico e da susceptibilidade magnética, bem como a temperatura
do minimo dos cumulantes de quarta ordem da energia e do parametro de ordem, e
a temperatura quando a distribuicao de probabilidades da energia apresenta um pico
duplo. Temos que T.(L), é a temperatura de transigdo para cada tamanho de rede, e o
valor da temperatura de transicdo no limite termodinamico é o coeficiente linear da reta
que melhor se ajusta aos dados.

Pode-se notar, na Fig. 5.52, que os ajustes lineares convergem para 7, em L¢ = 0.
O resultado obtido para cada conjunto de amostras é a média dos valores obtidos para
o calor especifico, para a susceptibilidade magnética, para a temperatura do minimo dos
cumulantes de quarta ordem da energia e do parametro de ordem, e para a temperatura
quando a distribuicao de probabilidades da energia apresenta um pico duplo. A Fig. 5.52
mostra os resultados para uma pasta. O resultado final para T, foi T, = 1.377627(12). Os
resultados para os cinco conjuntos de amostras e o valor final obtido para a temperatura,
sao mostrados na Tab. 5.8.

Tomando o logaritmo da Eq. 2.54, obtemos, a partir dos maximos da suscepti-
bilidade e do calor especifico, para cada tamanho de rede aproximadamente a dimensao
do sistema. O ajuste linear das retas é mostrado na Fig. 5.53, e o resultado final para as

cinco amostras ¢ apresentado na segunda e terceira colunas da Tab. 5.8.
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Figura 5.52: Dependéncia da temperatura do minimo do cumulante da energia e da
temperatura do pico duplo de PFE() com o tamanho de rede, com 1/L303075
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Figura 5.53: Grafico log-log dos méximos do calor especifico e da susceptibilidade com
o tamanho de rede. Os coeficientes lineares forneceram aproximadamente a dimensao do
sistema.
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CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS E PROJETOS
FUTUROS

Neste trabalho, realizamos simulagoes entrépicas no modelo de Baxter-Wu via
algoritmo de Wang-Landau, com alguns melhoramentos, a saber: i) atualizagao da
densidade de estados a cada passo de Monte Carlo a fim de escolher configuracoes
descorrelacionadas, ii) para evitar extensas simulagoes, todas as rodadas foram feitas
até In f = In ffinq, definido por médias candnicas ao longo das simulagoes, iii) adotou-
se o parametro de verificagdo ¢ para finalizar automaticamente as rodadas, e iii) as
médias microcanoénicas nao foram acumuladas antes de In f = In f,icr0 (também definido
pelas médias candnicas durante as simulagoes), uma vez que, no inicio das rodadas, as

configuragoes nao coincidem com as de maxima entropia.

Inicialmente, estudamos o modelo de Baxter-Wu spin-1/2, onde o pardmetro de
ordem considerado foi a magnetizacao total do sistema, de modo que nao foi necessario
dividi-lo em sub-redes. Abordou-se o problema com redes multiplas e nao multiplas de
trés. Para as primeiras, foi necessario definir uma pseudo-susceptibilidade a fim de calcular
o expoente critico 7. Os resultados tiveram uma excelente concordancia com os valores
exatos que constam na literatura, em particular a temperatura critica, quando comparados

com os resultados obtidos por outras metodologias.

Estudando o parametro de ordem, descobrimos que, para as redes multiplas de
trés, que possuem o estado fundamental quatro vezes degenerado que se dividem em dois
tipos de magnetizagoes, nas simulacoes de WL a visitacao deste nivel de energia nao se da
na proporcao correta de cada configuracao, fato que faz com que a média microcanonica
da magnetizagdo nao convirja para o seu valor correto. Sendo assim, mesmo trabalhando
com a pseudo-susceptibilidade, as médias de (m) e (m?) oriundas das simulagdes nio estao
completamente “preenchidas”. Para as redes multiplas de trés, nao ha problema algum
uma vez que o seu estado fundamental nao é degenerado. Sendo assim, ao se trabalhar

com as redes nao-miultiplas de trés, deve-se considerar o parametro de ordem como a
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magnetizagdo total do sistema. Entretanto, adotando redes multiplas de trés, deve-se

utilizar o pardmetro de ordem na forma M = \/ (m? +m% +m%)/3.

O modelo de Baxter-Wu com vacancias, o spin-1, apresentava dois resultados
opostos para a sua transicao de fase. Sendo assim, investigamos qual o tipo de transicao
que o modelo realmente sofre. A energia interna e a magnetizacao nao forneceram nenhuma
direcao sobre a transicao de fase. No entanto, as derivadas logaritmicas da magnetizacao
resultaram em um expoente critico proximo ao valor exato do modelo spin-1/2, e nao a
dimensionalidade do sistema, levando a crer que eles possuem o mesmo tipo de transicao
de fase, neste caso, continua. Entretanto o cumulante de quarta ordem da magnetizacao e
da energia apresentaram um comportamento tipico de uma transicao descontinua. Outro
fato interessante é que a distribuicdo de probabilidades da energia apresentou um pico
duplo. Porém, o intervalo entre os picos apresenta energias com probabilidades nao-nulas.
Isto é compativel com a distribuicao desta grandeza em regides proximas a pontos criticos
ou tricriticos. Sendo assim, concluimos, que neste ponto em particular, temos uma regiao
de coexisténcia de fases semelhante a um ponto critico. Estas mesmas quantidades foram
observadas para o BW puro, spin-1/2. Kinzel afirmava que somente para o modelo puro
tem-se uma transi¢ao continua, porém, as nossas simulagoes mostraram que os cumulantes
evidenciaram uma transicao descontinua e a distribuicdo de probabilidades da energia
mostra que temos uma regiao critica. Portanto, mesmo para o modelo puro, temos também
neste caso um ponto critico com a coexisténcia de fases na transi¢ao entre as fases ordenada

e desordenada.

Sendo assim, tivemos por objetivo fazer um estudo do diagrama de fases completo
pela insercao do campo cristalino. Nesse caso, nas simulagoes utilizamos uma densidade de
estados conjunta, g(E;, Es), de modo que com apenas uma simulagdo podemos calcular as
quantidades termodinamicas para qualquer valor de temperatura e do campo cristalino.
Trabalhos anteriores concordam com a existéncia de um ponto pentacritico que separa
as transicoes descontinuas das transi¢oes continuas. Inicialmente observamos a energia
interna e a magnetizagao para diversos valores do campo. Elas mostraram uma variacao
no tipo de transicdo de fase, onde, a partir de D = 1,60 se tornam descontinuas,
indicando que antes desta regidao existe uma transicdo continua entre as fases ordenada e
desordenada. Verificando os cumulantes da energia e da magnetizacao, eles tiveram, para
todos os valores do campo cristalino, um comportamento que exibem em uma transicao
descontinua, mais uma vez turvando as dguas no que diz respeito ao comportamento critico
do modelo. Para determinar de fato o ponto em que passamos a ter somente transi¢oes
descontinuas, verificamos a evolu¢ao do méaximo do calor especifico em fungdo do campo
cristalino. Espera-se o aparecimento de um pico para o valor do campo cristalino onde, a
partir do qual inicia-se a regidao das transi¢oes descontinuas. Este ponto foi estimado em
cerca de D. = 1,68288(62). A temperatura correspondente deste ponto foi estimada em
T. = 0,97577(85). Estes valores sdo bem diferentes dos encontrados por Costa, D, = 1.40
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e T. =1,1723(3), e por Dias, D. = 0,890254 e T, = 1,1690. Também encontramos que o
expoente critico v varia ao longo da linha critica, devido ao comportamento multicritico do
modelo, alcangando seu maior valor préximo ao ponto pentacritico, e depois estabilizando-
se em torno de 2, a dimensionalidade do sistema. Por fim, também obtemos um segundo
pico no calor especifico para valores do campo cristalino acima de 1, 990. Este segundo pico
nao escala com o tamanho do sistema, e aparece devido ao aumento abrupto no ntmero

de spins s; = 0, podendo ser associado ao defeito Schottky em uma rede cristalina.

Por fim, propomos uma representagdo do modelo de Baxter-Wu em trés dimen-
soes. Considerando que em um hexagono temos trés retas que passam pelo seu centro,
quando adicionamos os planos X Z e Y Z, contemplamos apenas dois desses trés eixos, de
modo que é necessario adicionar mais um plano que passe pelo eixo faltante. Assim, apés
feita a construcao do modelo, realizamos simulag¢oes entropicas, de modo que a transicao
entre as fases ordenada ferromagnética e paramagnética deu-se de modo descontinuo, o
que foi corroborado pelo comportamento de todas as grandezas avaliadas, a saber: as de-
rivadas logaritmicas da magnetizacao, o calor especifico, a susceptibilidade magnética, os
cumulantes de quarta ordem da energia e do parametro de ordem e a temperatura quando

a distribuicao de probabilidades da energia apresenta um pico duplo.

Adiante, podemos buscar uma abordagem mais geral deste modelo com a insercao
de um campo externo, ou de um campo cristalino. Outra proposta tridimensional para o
BW ¢ a construcao de um metamagneto com interagoes em tripletos, tal como no modelo
de Baxter-Wu. Nos planos dos hexdgonos, a interacdo entre os spins primeiros vizinhos é

J1 e a interagao interplanar J,. Um sistema assim pode ser descrito pelo hamiltoniano

H = —Jl Z SiSjSk—i-Jg Z SiSh, (61)
onde a primeira soma é sobre as faces triangulares e a segunda soma é sobre os sitios
primeiros vizinhos das redes acima e abaixo. Para o caso J; =1 e J, = —1, a modelagem

ja foi feita e conta com alguns resultados.

No modelo de Baxter-Wu spin-1/2; iniciamos um estudo mais abrangente conside-

rando a adi¢do de um campo externo, h. Este sistema pode ser descrito pelo hamiltoniano

H = —Jl Z S§iSjSk — thi, (62)

<ing k> i
onde a primeira soma é sobre as faces triangulares e a segunda soma é sobre os sitios
da rede. Temos alguns resultados prévios interessantes: a evolu¢ao do maximo do calor
especifico como funcao do campo externo apresentou dois méaximos, o que pode indicar
duas mudangas na criticalidade. Os cumulantes da energia e do pardmetro de ordem,
cujos resultados, em nossos estudos anteriores, apresentavam um tunico tipo de transicao,

neste caso, para determinados valores do campo externo tiveram um comportamento bem
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definido nas regides das transi¢oes continuas e nas descontinuas. Buscaremos, no futuro,
estudar mais cuidadosamente o modelo de Baxter-Wu com interacao do campo externo,
para construir o seu diagrama de fases tridimensional dependente de trés pardametros: da

temperatura, do campo cristalino e do campo externo.
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