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Resumo

Malaquias, A. G. B.. O Método do Averaging via Grau de Brouwer para
determinar o nimero de ciclos limites de um centro 4-dimensinal em
sistemas de controle. Goiania, 2010. 60p. Dissertacao de Mestrado. Instituto
de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias

Nesta dissertacdo, estudaremos o Método do Averaging \aa Ge Brouwer para
determinar o namero de ciclos limites que podem bifurcar & singularidade do
tipo centro de um sistema de equacfes diferenciais. Alésodisostramos através de

exemplos concretos que esta cota superior pode ser realizad

Palavras—chave
ciclos limite, método do averaging, grau de brouwer.



Abstract

Malaquias, A. G. B.. . Goiania, 2010. 60p. MSc. Dissertatiomstituto de
Matematica e Estétistica, Universidade Federal de Goiéas.

In this work, we studying the Averaging Method via Brouwergpbee for upper bound
the number of limit cycle that can bifurcate from a centeetgmgularity of a diferential
equation system. After that, we give concrete examplesiper bound can be realized.

Keywords
limit cycles, averaging method, Brouwer degree.
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CAPiITULO 1

Introducao

Em 1900, na Conferéncia Internacional de Matematica des,Rarnatematico
aleméao David Hilbert enunciou 23 problemas, no intuito denségr temas promissores
para a investigagdo em matematica no século XX. Dentre, ed¢stacamos o XVI
problema de Hilbert que apesar de intensamente investigadda permanece sem
solucdo. Este problema pode ser dividido em duas partesinfejpa parte € objeto de
estudo da Geometria Algébrica, e a segunda parte se refe@ernthacdo do numero
maximo de ciclos limites de um sistema diferencial poliraCiclos limites sao 6rbitas
periodicas isoladas dentro de um conjunto de érbitas peaséd

Neste trabalho, temos por objetivo principal estudar ok<itimites de um
sistema de controle 4-dimensional dado por

X = ApgX+ eF (X) (1-1)

ondee > 0 é um parametro real suficientemente pequér®) = Ax+ ¢(k"x)b com
A€ M4(R), kb e R\ {0}, x € R* ¢ € uma a funcéo linear por partes e

0 -10 O
|1 000
AO_000—1
0 01 0

Uma motivagao para o estudo de ciclos limites séo, por exgrppdblemas envolvendo
Mecéanica Celeste e controle populacional como em sistemagpd Lotka-Volterra.
Quando o sistema for autbnomo uma ferramenta para se estsidaclos limites é a
aplicacao de Poincaré.

Notemos que, o sistema ( 1-1) € linear por partes e seu campetdes €
apenas continuo nos pontos onfi@sta definida. Estamos interessados em estudar os
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ciclos limites de ( 1-1) que bifurcam das orbitas periédoasistema

X1= —X

e= u (1-2)
3= —X4

Xa= X3

Sistemas de equacdes diferenciais lineares por partes €dri9 sdo ampla-
mente usados para descrever circuitos elétricos. Um estedormas candnicas para
sistemas de equacoes diferenciais lineares por partéagostque descrevem algum cir-
cuito elétrico utilizando resultados da Teoria de Contpalde ser visto em ( [4]). Usando
a terminologia de [4] o sistema ( 1-1) pertence a uma classeaetos 4-dimensionais
lineares por partes, continuos com trés zonas, isso seyqiiie, o plano de fase de ( 1-1)
pode ser divido em trés regides tal que, este sistema oestchda uma dessas regides €
linear. ComaApx+ eF (—X) = AgX+ €F (X) podemos concluir que ( 1-1) € simétrico. Po-
rém, devido a forma especifica da matiztemos que o sistema ( 1-1) nao € observavel
(veja[4]) e porisso, ndo podemos aplicar o método desantd4 para estudar os ciclos
limites do sistema ( 1-1).

Os ciclos limites de ( 1-1) também podem ser estudadosartdiz o método de
Lyapunov-Schimidt para obter as fungdes de bifurcacdesldt)(e a partir delas fazer
uma analise detalhada sobre as bifurcacfes ressonantéhidas periddicas de ( 1-2).
Veja detalhes em [6].

Neste trabalho, para estudar os ciclos limites de ( 1-1) guecbm de ( 1-2),
utilizaremos o Método do Averaging via Grau de Brouwer [2indJvantagem deste
método para o caso do sistema de controle ( 1-1) é que as @malsidas ficam mais
simples do que usando o método descrito em [6].

Primeiramente, no Capitulo 2 enunciaremos alguns resdtdeé Andlise e
de Equacbes Diferenciais Ordinarias que serdo muitos bamtes para o estudo dos
capitulos posteriores.

No Capitulo 3, segundo o trabalho de Buicéa e Libre [3] estrdas o Método de
Averaging de Primeira Ordem. Este Método sera utilizada patudar os ciclos limites
do sistema ( 1-1) que bifurcam a partir de Orbitas perioddmsistema de equacdes
diferenciais.

Com esse intuito, na Secao 3.1 definiremos Grau de Brouwer [[] [8]

e apresentaremos algumas propriedades, que serao furtdemen demonstracdo do
Método do Averaging de Primeira Ordem. A Secao 3.2 € dedieadlemonstragéo do
Método.

No Capitulo 4, norteados por [2] faremos uma mudanca deveasiaonveniente

que transformara o sistema ( 1-1) em um sistema do XipoeFy(t,x) + £2R(t, X, €).
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Posteriormente, utilizando o Método do Averaging de Prien@rdem mostraremos que
existe um limite superior para o numero de ciclos limites delj quando é feita uma
expansao de primeira ordem na fungcdo deslocamento confioedagm parametreo > 0
suficientemente pequeno. Mais ainda, mostraremos quearegduperior € de 3 ciclos
limites e daremos um exemplo em que essa cota superior 2adaliou seja, que sob
certas condicdes exitem exatamente 3 ciclos limites.



CAPITULO 2

Preliminares

Primeiramente vamos definir alguns conceitos importantesiigmos utilizar
no decorrer do texto.

Vamos considera® um subconjunto aberto e limitado &, Q o seu fechodQ
a fronteira deQ, f : Q — R uma funcdo &= {x € Q : J;(X) = 0}, ondeJ;(x) denota
o determinante da matriz Jacobianaldealculada enx. Denotaremos por¥(Q,R")
o conjunto das fungBes k-vezes continuamente difererisi@e Q , por ¢ (Q,R") as
fungdes continuas d@ emR" e porp{b, f(dQ)} > 0 a distancia do ponteao conjunto
f(0Q). Para 0 espaco®(Q,R") vamos considerar a seguinte norma

11|k = mav<j<kSukeal DV f(x)]]
ondeD') f(x) é a diferencial de orderhda funcéof em relacéo a.

Teorema 2.1 (Existéncia e Unicidade de Soluc¢des) Considere o Problema/alor

Inicial
{ x=  f(t,x¢€)
X(to) =  Xo

ondexc DCR" tp<t<tg+T,0< e <gy D= {X:|x—X,| <d}. Suponha que

(@) f(t,x,€) é continua com respeito ax € em G= [t0,to+ T] x D x (0,&q];
(b) f(t,x,€) é Lipschitz em x. Entdo, o Problema de Valor Inicial possuaumica

solucéo parag <t <tg+inf (T, %) , M =sup||f||.
G

Dado o sistema de equac0es diferenciais

_dx_ ,_dy _ )
_dt_P(x,y) e y= dt_Q(X’y) (2-1)

X
ondex,y,t € R, P e Q sdo funcde€?!. Entdo a existéncia e a unicidade de solucdes é
garantida pelo Teorema 2.1. Tendo por finalidade o estudactes dimites, a seguir

apresentaremos resultados que os caracterizam.



14

Definicdo 2.2 Se a solugéo x f(t), y=g(t) do sistema ( 2-1) € uma fung&o periodica
de periodo T> 0O, entdo o conjunto desta solu¢cdes no plano de fasg) dado por
y={(xy):x=f(t),y=9(t)} é uma 6rbita fechada de ( 2-1).

Definicdo 2.3 Se para alguma vizinhanga suficientemente pequena extatean@) de
uma Orbita periodicay ndo existir outras orbitas periddicas, ent§i@ chamada de ciclo
limite externo (interno).

A seguir definimos a homotopia entre as fun¢cbeg. De maneira informal, isto significa
gue o grafico ddg é continuamente deformado para ogla

Definicéo 2.4 Sejam f e g aplicacdes continuas@e-+ R". Diz-se que f € homotodpica
a g se, e somente se, existir um aplicagdo continua(x [0,1] — R", tal que,
H(x,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), Vx € Q.

A aplicagéo H € chamada de homotopia entre f e g.

Exemplo 1 SejaYc R". Dadas as aplicagdes continuas f e glle+ Y, se o segmento
[f(X), f(y)] estiver contido em Y para todo x € entdo f é homotdpica a g. Defina,

H(x,t) = (1—t)f(x)+tg(x)

Note que, H é continua, #1,0) = f(x) e H(x,1) = g(x), Vx € Q. Segue que H € uma
homotopiade f em g.

Os préximos resultados serdo importantes na demonstracaiguimas propriedades do
Grau de Brouwer. O teorema a seguir nos diz que toda func&oardefinida em um
intervalo fechado e limitado pode ser uniformemente apnagia por polinGmios.

Teorema 2.5 (Teorema da Aproximacao de Weierstrass)
Dada uma fun¢éo continua:fla,b] — R existe uma sequéncia de polindmios
pn tais que p — f uniformemente era, b.

Teorema 2.6 (Teorema de Sard) Sej@ um aberto doR", f uma funcédo de classe
cH(Q,R") e S= {x € Q: J{(x) = 0}. Ent&o f(S) é um conjunto de medida nula.

A seguir apresentaremos 0 Teorema da Preparacédo de Magraagera utilizado para
obter o nimero maximo de zeros de fungdes do fime) = 72 — 2+ €3r(z,€).

Teorema 2.7 (Teorema da Preparacdo de Malgrange)Suponha que B" x R é um
aberto com(0,0) pertencente aU e &€ C*(U,R) satisfaz

f(x,0) = xg(x)
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para algum inteiro k> 1 onde g é € na vizinhanga de x 0, e g0) # 0. Entao
existe uma fungdo q definida numa vizinhanca V (8®) e R?> x R e fungdes €
ao(€),a1(€),...,a_1(€) em uma vizinhanca da origeni® tal que ¢0,0) # 0, ag(0) =
a(0)=...=a_1(0)=0e

q(x,€)f(x,€) =X+ kia{ (&)X, (x,€) eV



CAPITULO 3
Método do Averaging de Primeira Ordem

Considere os seguintes problemas: encontrar solU¢@esiodicas para um sis-
tema diferencial cujo campo de vetores depende somente ¢ghar@imetrce suficiente-
mente pequeno e o problema de quantificar o numero de cicldssique podem bifurcar
de uma singularidade do tipo centro e que podem ser detsgiattamétodo. As respostas
para estes problemas podem ser encontradas utilizandaoltidd Averaging no sistema
dado. Em poucas palavras podemos dizer que o Método do Avgnadaciona quanti-
tativamente as solucdes de um sistema diferencial ndoxauid com as solucdes do seu
respectivo sistema diferencial na forma padrao do Avetagimual € ndo-autbnomo.

Uma idéia intuitiva deste Método foi dada por Lagrange e &eplna segunda
metade do século XVIII, quando estes estudavam o problengeeidebacdo no movi-
mento de dois corpos no sistema solar. Posteriormentecdéitambém estudando so-
bre Mecanica Celeste justificou varios fatos do Métodoaatilo por Lagrange, que hoje
€ conhecido como Método do Averaging, e relacionou o0 métodoa@conceito de séries
assintoticas. A partir dai, 0 Método do Averaging tem sida@sdo por muitos ramos da
Andlise e possui varias aplicacdes em problemas fisicosastdenomia que envolvam a
teoria da perturbacao de equacdes diferenciais ordinarias

Mais detalhes sobre o Método do Averaging e sua histériampeee encontrados
em [9].

SejamD um subconjunto aberto &', H: R xD — R",R: R x D x (—¢€¢,€&¢) —
R" funcdes continuasE-periddicas na primeira variavel.

Neste trabalho estudaremos o Método do Averaging via Gr8ualever apenas
para equacdes na forma padrao

X = eH(t,x) +&%R(t, x, €) (3-1)

e utilizaremos o Método do Averaging para encontrar soldc¢aperiodicas para equa-
cOes (3-1).
No caso de equacdes na forma padréo ( 3-1), denotamos o Midderaging
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por Método do Averaging de Primeira ordem. Se a equacgéao nmeafpadrao for
X = eFy(t,X) + €2F(t, X)e3R(t, X, €) (3-2)

utilizaremos o Método do Averaging de Segunda Ordem, e asgaessivamente. Ou
seja, a Ordem do Método do Averaging depende da ordem das&pae Taylor com
resto de Lagrange com respeite & 0 feito no sistema perturbado (veja mais em [9] e
[10]).

Nosso objetivo neste capitulo sera demonstrar o Método eéeaging de Pri-
meira Ordem (ver Teorema 3.1). Inicialmente apresentaseaste Método e na secéo
3.1, discutiremos alguns resultados da Teoria do Grau devEng que serao essenciais
pra demonstracdo do teorema.

Teorema 3.1 (Método do Averaging de Primeira Ordem) Considere o seguiigtema
diferencial

X(t) = eH (t,X) + €2R(t, X, €) (3-3)

onde H: R xD — R", R: R x D x (—¢&¢,€¢) — R" sdo fungdes continuas, T-periddicas
na primeira variavel, e D é um subconjunto abertoRle Definimos h D — R" como

T
h(z) = / H(s 2)ds (3-4)
0
satisfazendo as seguintes condigdes:

() H e R séo localmente Lipschitzianas com respeito a x;

(i) Se ac D com Ha) = 0, entéo existe uma vizinhanga V de a tal qye) ¥ 0, paraV
zeV\{a} edh,V,0) #0.

onde dh,V,0) é o grau de Brouwer da fungdo h com relacdo a V no pdbtcer
secdo 3.1).Entdo, parpe |> O suficientemente pequeno, existe uma solucdo isolada
T- periddicad(.,€) do sistema ( 3-3) tal que(.,€) — a quandce — 0.

SejamDyH a matriz Jacobiana dé¢ com respeito as componentesx;lé))Z(H a
matriz hessiana de com respeito x e Jy(a) o determinante da matriz Jacobianahde
calculada em a.

Em [10] pagina 158, Teorema 11.5 é apresentado outra veasampleorema
do Averaging de Primeira Ordem. A diferenca € que no Teoremaerunciado acima
exigimos apenas que seja continua enquanto na outra verséo ha a exigéncid geg
diferenciavel,ou seja, o Teorema 3.1 tem hipoteses maadigue a versao classica deste
teorema apresentada em [10].
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Como o fato da continuidade da funcgilcser crucial na demonstracéo do Teo-
rema 11.5 de [10], teremos que recorrer a outro metodo panartsrar o Teorema 3.1.
Utilizaremos a Teria do Grau de Brouwer para demonstradorid esta que apresentare-
mMos na proxima segao.

3.1 O Grau de Brouwer

Muitos problemas em analise podem ser reduzidos ao estul@aijuntos
solucdes de uma equacéo da forfit&) = p num espaco apropriado. A Teoria do Grau
tem se mostrado uma ferramenta importante para estudajuntodas solucdes dessas
equacles e para obter informacdes sobre a existéncia e amaimesolucdes. Esta
teoria pode ser usada no estudo de equacdes diferenciasiraad e parciais. Como,
por exemplo, em equacdes diferenciais ordinarias ela tdm wilizada na teoria de
bifurcacbes para estudo de ciclos limites e na verificacaexiéncia de solucdes
periodicas.

O conceito de Grau em espacos de dimensao finita foi desét@gvimeira-
mente por Brouwer em 1912. Esta teoria foi denominada graBroewer e estuda as
propriedades do grau em espacos de dimenséao finita.

O grau de fungbes em espacos normados de dimenséo infindafioido por
Leray e Schauder em um artigo publicado em 1934 e por issogemst foi denominado
de Grau de Leray-Schauder.

Como neste trabalho estamos estudando a teoria para futefigisas eniR"
gue é um espaco de dimensao finita, a teoria do grau de Broavéeiumdamental para o
desenvolvimento dos resultados que serédo apresentados aqu

Assim sendo, a seguir definiremos o Grau de Brouwer e disoubis algumas
de suas principais propriedades que resultardo em alguome®guéncias imediatas
necessarias para a demonstracédo do Teorema 3.1.

SejamQ um subconjunto aberto e limitado &, R o seu fechodQ a fronteira
deQ, f : Q — R umafungdo &= {x € Q: J;(x) = 0}, ondeJ; (x) denota o determinante
da matriz Jacobiana decalculada enx.

Denotaremos potk(ﬁ,R”) 0 conjunto das fungles k-vezes continuamente
diferenciaveis e , por ¢ (Q,R") as fungdes continuas eemR" e porp{b, f (0Q)} >
0 a distancia do pontoao conjuntof (0Q).

Parao espagok(ﬁ, R") vamos considerar a seguinte norma

[k = maxoj <ksupkeal DV F(¥)]|

ondeD')) f(x) é a diferencial de orderhda funcéof em relacéo a.
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Defini¢do 3.2 Sejam f: Q — R" uma fungéo continua. Seghf(S) e p¢g f(9Q), entdo
definimos o Grau de Brouwer da aplicacdo f €imo ponto p, como sendo 0 numero
inteiro

d(f,Q,p) = Z sgn(&i),1<i<k
&icf~1(p)

onde sgn € a funcéo sinal, definida por

-1 se t<O
1 se t>0

sgnt) = {

Exemplo 2 Considere a aplicacdo f O,%ﬂ — R, definida por {x) = sen(x) com
T 5n T Sm\ T -
p= 2 ComoQ = (O,?), p= <Z> e d(f, (O,?) ’Z) devemos verificar que

pe 11901 (2(03))
S= {xe <O,5?T[> :cos(x):o} = {g,%n} = f(§={-1,1}

e como f(a (O, %T[)) = {0,1}, concluimos que p- g Z f(SUT (6 (O, %T[)) =
{-1,0,1}. Assim,

1(5) = &85}

o(1(03)3)= 3, e

e pela definicéo,

Logo,
a(1.(0.5) 3 ) = sant'E) + san &)+ son(F'Ea)
consequentemente,
ST\ TT
(1 (05). 1) =1 nea
Portanto,

5m\ T
d(f,(o,3),z)_1

Sob as mesmas hipoteses da definicdo 3.2 podemos calcubar degBrouwer
através de integrais como mostra o préximo Teorema.

SejaK : R" — R um funcéo continua. Definimos como suporte da fur§am
conjunto

{xe R": K(x) # 0}
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e denotamos p@uppKo suporte desta funcao.
Denotaremos pds, (y) a bola aberta de centgoe raior.

Teorema 3.3 SejamQ um subconjunto aberto dR", f : Q — R uma funcéo de classe

Cl,pg f(S9UT(0Q) e k(p) #0. Seja §: R" — R um fungéo continua tal que

suppf CBeg(p) e o fe(x)dx= 1.

Entdo existep > 0 dependendo de p e de f, tal que
d(f,Q,p) = /fs X)dx, V0 < € < €.

Demonstragado De fato, par& > 0 suficientemente pequeno, consid&re ¢ (R",R) tal
quesuppf C Be(p) e/ fe(x)dx= 1.
Rn

Sejaf 1({p}) = {&1,82,&3,....&} comop ¢ f(S) temosJs(&;) # O para todo
i €{1,2,3,...,k}. Logo pelo Teorema da Fungéo Inversa, existe para cada ...,k
uma vizinhancdJ; deg; e f(U;) deptal quef|U; : U; — f(U;j) comi € {1,2,3,... k} é
um difeomorfismo. Para > 0 suficientemente pequeno existem vizinharigdg) de p
eU; de; comi € {1,2,3,...,k} tais que

flUi : Ui — Be(p)

também seja um difeomorfismo.
Defina,

IS:/Qfg(f(x))Jf(x)dx
ComoQ = WUY;,Vi € {1,...,k} temos,
I :/ fe(f(x))JIs (x)dx
; {xeQ:|f(x)—p|<e} 8( ( » f( )
Fixe € suficientemente pequeno, e considere as vizinhahghes;, desta formas € dado

por
k
le = ZL U fe(f(x))JIs (X)dx.

Comof (U;) = B¢(p) temos quéJ; = f 1(B¢(p)) entao,

18_2/“88 ()31 ()l

ComoBe(p) é um aberto dR" e f 1 : B¢(p) — R" é de class€’ , pelo Teorema de
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Mudanca de Variaveis para integral obtemos

I = Z /B ) X)) 3t (F71(0) |32 ()] dx

equivalentemente,

e — ‘/ X35 (F1()) 1 () [dx
: ZBSP "

Comof(f~1(x)) = x temos,

1

I 01= )

De ( 3-5) e ( 3-6) obtemos

1
0= 3, o OO0

Note que
deﬂ@):{ 1 ,se 3(fix)>0
|3 (F71(x)] ~1 ,se }(f1(x) <0
e portanto
e =saran( )]
Consequentemente,

e = Z /B (x)sgrids (f-1(x))]dx
ComosgriJs (f1(x))] = sgnd (&), VX € By(p), Segue que

o= Z 1 eSO (E)H,

Assim,

Sendosuppf C Bg(p) e

temos

(3-5)

(3-6)
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e, portanto
Ig — d(f,Q, p).

O nuameral¢ é denominado a Forma Integral do Grau de Brouwef dem relacdo &
no pontop. 0

Observacéo 3.4Se d f,Q, p) # 0O, existe ¥ € Q tal que f(xg) = p.
De fato, se gZ f(0Q) temos

d(f,Q,p) = sgnJs (&) = Je(F(x))Jr (x)dx
Eefz({p}) f / f

{xeQ:|f(x)—p|<e}
Por hipoétese, df,Q, p) # 0, logo

Je f J d )
/{XGQ:|f(x)p|<£} (F(x))Jf(x)dx #

Segue quelx € Q : |f(X) — p| < €} # 0. Consequentemente, existexQ tal que
|f (%) — p| < €. ComoQ é limitado, fazende — 0 temos que, (xy) — p = 0 e portanto
f(x0) = p.

O Lema a seguir serd utilizado na prova do Teorema 3.7, madesuanstracao sera
omitida neste trabalho por usar resultados que nao fazamgmobjetivo deste trabalho.
Para ver a demonstracédo do Lema veja [1]

Lema 3.5 Seja Hx,t) uma homotopia eng?(Q x [0,1],R"), com p¢g H(Q x [0,1]).
Entéo
d(H(.,t),Q, p) = constante Vt € [0,1]

Observacéo 3.6¢%(Q,R") é denso eng (Q,R")
Veja detalhes em [5].

Teorema 3.7 Sejam fe ¢ (Q,R"),p¢ f(9Q) e r=p{p, f(dQ)} > 0. Entdo fixando
— r
U={ge cA@QR":||f—g]l < 5}

tem-se
d(91,Q,p) =d(92,Q,p), V01,02 € U
Demonstracéao Defina a homotopia
H:Qx[0,1] — R"
(xt) — Hxt) =tgi(x)+ (1-t)g2(X)
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Comog € ¢?(Q,R") temos queH € ¢?(Q,R").Para usarmos o Lema anterior
precisamos provar que¢ H(0Q x [0,1]).
De fato, sejx € Q, para cada € [0,1] temos

Ht) = f()] = [tgu(x) + (1= 1)g2(x) —tf(x) = (1 - 1) f(¥)|
= [t(9100 — £()) + (1= 1)(g2(x) = F(x))|.

Portanto,
IH(x,t) = F(x)| < t](g2(¥) — F ()| + (1= 1)|(ga(¥) — F(¥))], ¥xeQ.

Por hipoétese,

) —fX)[<llgr—flle € |g0x)— ()] < /g2 — f[|.
Logo,
IH(Xt) — f(0)] <t][g1— Flloo + (1= 1)[|g2 — F|oo.
Comog;,g2 € U,

r

r
5 :

[H(x,t) — f(x)| <t 5

+(1-t)

Assim,
r
Hxt — (X)) < 5.

e, consequentemente,
p&H(0Q x[0,1])

Caso contrario, existirigy € 0Q etp € [0, 1] tais queH (xo,to) = p, € com isso

r

[H(x0,t0) — f(X0)| < 5

0 que implicaria
r
pP—fo)l <5

0 que é um absurdo, pois sende- p{p, f(0Q)}, temos|p— f(xg)| > r. Dessa forma,
p¢ZH(0Q x [0,1]). Pelo Lema 3.5,

d(H(.,t),Q, p) = constante Vt € [0,1]

logo,
d(H(.,0),Q,p)=d(H(.,1),Q,p)
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isto €,
d(927 Q? p) = d(gl7 Q7 p)

O
Como consequéncia do Teorema 3.7 podemos definir o Grau devBrgara funcdes
gue sdo apenas continuas.

Defini¢do 3.8 Definimos o grau topolégico de Brouwer paracfc(Q,R") com p¢g
f(0Q), como sendo
d(f,Q,p) =d(9,Q,p), VgeU

Um primeiro resultado que segue da definicdo 3.8 € o seguinte

Lema 3.9 Seja fe ¢(Q,R") e pg f(0Q). Entéo,
d(f7Q7 p) = d(f - p7Q7O)

Demonstracéo
Pela definicdo de grau topoldgico para fungdes continua®gem

d(f,Q,p)=d(9,Q,p), VgeU (3-7)
Fixando ge U, temos

fX)=p=(f-—p)(x) =0,vxeQ

r
lg—flle < 5, onde r=p{0,(f —p)(3Q)},

r = p{0,(f—p)(0Q)} =inf{|0—(f —p)(X)| : x€0Q} = inf{|p—(f)(x) : x € 0Q]}
= p{p,(f)(0Q).}

Como
19— p+P—fllo< =
9= P+ P fllo <3
segue que
r
1(@=P) = (f =Pl < 5.
Portanto,

d(f —p,Q,0)=d(g—p,Q,0). (3-8)



3.1 O Grau de Brouwer 25

e pZ g(0Q),vg € U. Considere agora p¢ g(S) que estd na mesma componente conexa
deR"\ g(dQ) que contém p. Assim

d(9,Q,p) =d(9,Q,p1) =d(g— p1,Q,0) (3-9)

Para p suficientemente proximo de p, temos

1= )~ (@ Pollo = [[p2— pll <& < 50{0.(g— 1)(09)}

donde
d(g_ quuo> = d(g_ p17§270) (3-10)

De ( 3-7)-( 3-10) concluimos:

d(f,Q,p)=d(g,Q,p) =d(9,Q, p1) =d(g— p1,Q,0) =d(g—p,Q,0) =d((f — p),Q,0)

0

Agora, veremos algumas das principais propriedades dod&8uouwer.

Proposi¢édo 3.10(Continuidadg Sejam fc ¢(Q,R") e p¢ f(dQ). Existe uma vizi-
nhancaV de f natopologia(Q,R"), tal que paravg €V temos:

(i) pZ9(0Q),
(i) d(f,Q,p)=d(g,Q,p).

Demonstragdo Sejamr = p{p, f(0Q)} >0eV ={H € c(Q,R") : ||f —H||e < %}.
Afirmacéo 1: SeH €V entdop ¢ H(dQ). Com efeito, sejx € Q entdo

[P=HX)|=[p—f(x)+ f(x) —H(X)|

0 que implica
[P—HX)| < [p—f(X)[—[f(x) —H(X) (3-11)

Comor =p{p, f(0Q)} > 0entddp— f(x)| >, ¥x€ 0Q. Sendd|f —H||» = sup| f(x) —
xeQ
H(x)|, deduzimos que

1) —HX)| 2 [|f —Hllo < 7.9 €D

De ( 3-11), temos
r
—H >r—-.
P-HM|=r—



3.1 O Grau de Brouwer 26

logo,
Ip—H(X)| > %r, Vx € 0Q.

Portantop & H(dQ). Agora vamos demonstrar o itein). Fixeg € ¢ (Q,R") satisfazendo
1f = gffe < é. Da definicdo 3.8

Defina pardd €V o nimera = p{p,H(0Q)}. ComopZ H(0Q) e|p—H(X)| > %, Vx e
0Q temos que’ > % Queremos mostrar que

r-/

_Hoo .
lg—Hlle < 5

De fato, para € Q temos
[9(x) =H (X)) = |9(x) = £(x) + f(x) =H(X)| < [g9(X) = £(x)| +[H(x) — F(x)].
Como por hipétesex € Q,

9 —f[<llg—flle & |g(x) =HX[ <[]g— flls

obtemos,
19() —H)| < [|g— f[|e+[|H = [o.
Assim, ,
19X —H(X)| <£—3+%:3—8r:%% <r§.
Portanto ,
909 —HX)| < 5.

Como o conjunto{|g(x) — H(x)| : x € Q} é limitado superiormente, pelo postulado de
Dedekind, 0 mesmo possui supremo. Assim,

/

SURcglg() —H ()| < 5

€ Com isso,
/

r
5
Usando novamente a definicdo de grau topologico de Brouwerfpacdes continuas

temos

19— Hlle <

d(H,Q,p) =d(g,Q,p) (3-13)
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De (3-12) e ( 3-13) concluimos

d(f,Q,p)=d(g,Q,p),V HeV

Proposic¢éo 3.11(Invariancia do Grau por Homotopid Sejam He ¢(Q,R") uma ho-
motopia e pZ H(0Q x [0, 1]). Entéo,

d(H(.,t),Q, p) = constante Vt € [0,1]
Demonstracao Fixet € [0,1]. ComoH é continua, dade > 0, existed > 0 tal que
te[0,1,[t—1|<d=|H(.,,t)—H(,7)||o < E.

Pela Proposicdo 3.10 temos que a aplicagaod(H(.,t),Q, p) & localmente constante.
Sendo|0, 1] um conjunto compacto e conexo, segue que a aplidagad(H(.,t),Q, p)
€ constante, isto é,

d(H(.,t),Q, p) = constante Vt € [0,1]

Proposicéo 3.12(0O grau € constante em componentes conéxag p € p estdo na
mesma componente conexaRlg, f(Q), tem-se que

d(f,Q,p1) =d(f,Q,p2)

Demonstragdo Sejamp; e pp pontos deR™\ f(dQ). Como a componente conexa que
contémp; e p2 € um aberto enR", poisR"\ f(0Q) é um aberto, a mesma é conexa por
caminhos, e com isso existe

q:[0,1] —R"
t = q(t> € C|017I02

comq(0) = p1 eq(1) = p2 ondeCy, , € a componente conexa que contgne py. Note
queq([0,1]) C Cp,,p, € um compacto erR". Assim, existent > 0 e {x1,Xp, ...,Xs} tais
que

S

q([0,1)) c [JBe(x) e B(x)NBe(Xi+1) #0, com i=1,23, ... ,s—1.
i—1
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ConsidereBe(x1) comx; = p1 € X2 = p2. Sex ¢ f(0Q), temos qual(f,Q,x) esta bem
definido e pelo Lema 3.9 temos

d(f,Q, pl) = d(f —p1,Q,0.
Além disso,

[(f=py) = (f=x)[=|pr—x <¢
Parae suficientemente pequeno, temos
d(f,Q,0) =d(f —x,Q,0),Vx e Be(p1)
e assim
d(f,Q,p1) =d(f,Q,x),Vx e Bg(X).

Procedendo com esse raciocinio temos
d(f,Q,x)=d(f,Q,y),Vy e Be(X), com i=1,23,...,s.
ComoBg(x) N Bg(Xi+1) # 0 concluimos que

d(f,Q,p]_) :d(f797p2>

Proposicao 3.13(Existéncia de solugdpSe d f,Q, p) # 0 entdo, existe xe Q tal que
f(xo) = p.

Demonstragdo Sejam f € ¢(Q,R"), p € f(dQ), e r = p{p, f(dQ)} > 0. Como
c?(Q,R") é denso ent (Q,R") pelo Teorema da Aproximagao de Weierstrass (ver Teo-

. ~ r
rema 2.5), existg € ¢%(Q,R"), com||g— f|w < > tal que

d(f,Q,p)=d(9,Q,p).

Escolhend@; € ¢\ 9(S) suficientemente proximo dg ondec, € a componente conexa
depemR"\ f(0Q) temos
d(9,Q,p) =d(9,Q,p1)

Por hipoteseal(f,Q, p) # 0 logo,d(g,Q, p1) # 0. Entéo pela observagédo 3.4 que existe

X0 € Q tal queg(xo) = p1.
Afirmacao: p € f(Q)
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De fato, suponhamos, por contradigédo, gug f (Q) comp{p, f(Q) > 0}. Fixe
& > 0 e considere o seguinte conjuriti(Q))s = {x € R": p{x, f(Q)} < &}, que é uma

delta vizinhanca dé(Q), onde
0<5< Jp{p.a(f(@)}.
Fixandog de maneira quég — f||» < d temos que
19(¥) — F(X)| < [|g— f|[ < € < ,0nde 0 < £ < %
Assim

p{9(x), f(Q)} <e <3,

0 que implica
g(x) C (f(Q))s,Vx€Q

logo, g(Q) C (f(Q))s. Entdo,g(Q) N {p1} = 0, que é um absurdo, pois; € g(Q).
Portanto,p € g(Q) e existexp € Q tal quef (xg) = p. O

Proposigéo 3.14(Excisdg Seja KC Q um compacto e g f(K)U f(dQ). Entéo,
d(f,Q,p) =d(f,Q\K,p)

Demonstracao Pela definicdo 3.2, o grau topoldgico de Brouwerf dmm relacédo &
no pontop esta bem definido, pois¢ f(0Q). Para que faga sentido a igualdade

d(f7Q7 p) = d(f7Q\K7 p)?
devemos mostrar que

p ¢ f(A(Q\K))).

Afirmacéao 1:
p¢g F(0(Q\K)) C f(0QUIK)

De fato, suponhamos, por contradicdo, gue f (0Q UJK) entdo existeg € 0Q UIK tal
que
f(x0) = p, com x € 0Q, isto & pe f(0Q)

ou
f(Xo) = p, com x € 0K, isto & pe f(9K),

que é um absurdo pois por hipétgsg f(0Q) UdK.Portantop & f(9(Q \ K)).



3.1 O Grau de Brouwer 30

Fixeg € c?(Q,R") com

1 .
19— fllo < émm{p{p, f(0Q)},p{p, F(OK)}}
Entao,
d(f,Q,p)=d(9,Q,p) e df,Q\K,p)=4d(g9,Q\K,p).
Afirmagéo 2:

p¢9(K)

De fato, suponhamos que¢ g(K) e ||g— f||e < %p{p, f(K)} entdo existeg € K tal
queg(xg) = p. Assim,

I %0)| = |gk0) — f(x0)| < [lg— [l < 5p{p. F(K)}.

Comop{p, f(K)} =inf{|p— f(y)| : y € K} temos

p{p, f(K)} <[p—f(Xo)l.

Logo,
p{p. 1K)} < 50{p. F(K)},
qgue € um absurdo. Portano¢ g(K).
Afirmacéao 3:
P ¢ 9(0Q)
Com efeito, suponhamos, por absurdo, gueg(0Q) entéo, deve existig € 0Q tal que
0(x0) = p. Comol|g — ]l < 5p{p. 1(99)}, temos

900) ~ £00)] <1l fllo < 50(P.f(2Q)},

isto &,
Ip—00)] < 50{p. F(29)}.
Portanto,
p{p. 1(02)} < 5p{p. £(00)}.
0 que é um absurdo. Com isso, mostramos@gey(0Q).
Afirmagéo 4:
P& 9(0(Q\K))
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Suponhamos que € g(d(Q\ K)) € g(0Q U0K) entdo
gd(xo) = p com ¥ €0Q, isto & peg(0Q)

ou
d(Xo) = p com x € 0K, isto & p e g(dK),

0 que é um absurdo, pois ja foi mostrado que g(dQ) Ug(dK). Portanto,p & g(d(Q \
K)).

Pelas afirmagdes acima temgg Ng(K) =0, {p} Ng(0Q) =0e{p}Ng(a(Q\
K) =0. Logo,p{p,9(K)} > 0, p{p,g(0Q)} > 0 ep{p,g(0QuUIK)} > 0. Considerando

a= %inf{p{p,g(K)},p{p,g(aﬁ)},p{p,g(aﬂU6K>}}

pelo Teorema de Sard (ver Teorema 2.6), existeBy(p) tal que
vx € g t({c}) tem—se J(x) #0.

Caso contrarioyc € Bq(p), existexo € g~ 1({c}) com Jy(xo) = 0 implicando quexp €
S.Logo,

g(x0) =c=ceg(S = 9g(S 2 Bu(p)
assim,

0=m(g(S)) = m(Bu(p)) = Vol(Bu(p)) >0,

0 que é um absurdo. Note que¢ g(K) implica que néo existey € K tal queg(Xp) = c,
e comog 1({c}) c Q temosg(x) = ¢ implica g~1({c}) c Q\ K. Pela escolha de
temos quec ¢ g(K), p e c estdo na mesma componente conexaRdea g(0Q) e de
R"\ g(a(Q\ K)), respectivamente. Pela Proposicdo 3.12 temos,

d(9,Q,p) =d(g,Q,c) e d(g,Q\K,p)=4d(g,Q\K,c)

Comoc?(Q,R") é denso ena(Q,R"), p¢ g(K) Ug(dQ) e Jy(c) # 0 pela definigdo 3.2
temos

d(g7Q7C) = Z Sgn‘b(&i) - Z Sgn‘b(&i)
&eg({c}) geg1({chHN(Q\K)
0 que implica
d(quuc> = Z Sgn‘l}(&l)u
&iecQ\K
isto &,
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Portanto,
d(f,Q,p) =d(g,Q,c) =d(g,Q\K,c) =d(g,Q\K,p) =d(f,Q\K,p).
Donde concluimos que
d(f,Q,p) =d(f,Q\K,p)
O
Depois de discutirmos todos esses resultados sobre a fleddeau de Brouwer

vamos utiliza-los na proxima secao pra demonstrar o Teode#aeraging de Primeira
Ordem que é o principal resultado teorico deste capitulo.

3.2 Teorema de Averaging de Primeira Ordem

Inicialmente, provaremos um Lema e em seguida faremos algoivservacoes
sobre a Teoria do Grau de Brouwer estudada na secéo anteei@ecfo importantes na
demonstracao do resultado.

Lema 3.15 Seja D um subconjunto aberto & '. Considere as fungdes continuas f
D—R" parai=0,1,...,k, e f,g,r: D x [—¢&p,&] — R", dadas por

9(.,€) = fo(.) +efa(.) +€2fa() + ... + X (), (3-14)
f(.,€)=g(.,&)+eTr( e). (3-15)

Suponha que
g<27 8) 7& O,Vze aD? GRS [_80780] \ {O} (3_16)

Entdo, para € |> 0 suficientemente pequend;fd.,¢),V,0) estd bem definido e
d(f(.,€),V,0)=d(g(.,€),V,0)
Demonstracdo Para cada € [—&p, €] \ {0} consideremos a homotopia continua
Hi(.,€) =9(.,€) +t(f(.,€) —0g(.,€)),para0 <t < 1.

Pela invariancia da homotopia do grau de Brouwer (ver Pig@os 3.11),tudo que
temos que mostrar é que, quared®d suficientemente pequenogZ®; (dV,e),V0 <t < 1.
Suponhamos, por contradi¢éo que, para algus(0, 1] e algumxg € 0V, Hy,(Xo,€) = 0.
Pela continuidade de sabemos que exisk > O tal que| r(z €) |[< M paratodeeV e
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todoe € (0,&o]. Entéo

|
o

Hi (X0, €)

,€) +1o(f (x0,€) — 9(x0,€)) =0
+toe"r (x0,8) =0

&) = —toe"r (xo, )

)| <€ r(x0,¢)|

X0,€>| < M8k+l

A T
(@]
S

0 que ndo € verdadeiro paeasuficientemente pequeno, pdig(Xo,€) |=| fo(xo) +
ef1(X0) +€22(Xo) + ... + (o) | O. -

Observacdo 3.16Seja f: D — R" uma funcéo de classe'@om f(a) = 0, onde D é um
subconjunto aberto dB" e ac D. Se J(a) # 0, pelo Teorema da Funcéo Implicita existe
uma vizinhanga V de atal qudéd) # 0,vze V\ {a}. Entdo d f,V,0) € {-1,1}.

Exemplo 3 O grau de Brouwer da fun¢éq(fz) = Z é igual a0 em qualquer vizinhanca
da origem. De fato, a fungdog ftem um Unico zero & O e temos que ;f0) = O.
Como J}(0) = 0 ndo podemos aplicar o Grau de Brouwer diretamente a fungdo f.
Assim, para calcularmos o grau de Brouwer da funcgadnsidereh > 0 arbitréario,

o intervalo V= (—2\,2\) e a funcéo ¢z) = ZZ — A\%. Note que, g tem dois zeros em
V que sé@oA e —A. O sinal do jacobiano é negativo emA e positivo em\. Assim,

g 1(0) ={xeV:g(x) =0} = {&1 =A,& = —A} e portanto

doV.0)= T JE) =g +g(-N)=1+(-1)=0
&icg1(0)

Pelo Lema 3.15, temos quéfd,V,0) =d(g,V,0) =0.

Observacéo 3.17Queremos descrever um método para usar o Lema 3.15, isto@€n
trar zeros de uma conveniente funcéo D x (—¢€¢,€¢) — R". Seja D um subconjunto
aberto deR", f,g e rcomono Lema 3.15e D x (—¢,€¢) — R" continua.

Passol: Primeiramente obtenha todos os zerosgd®&do ac D tal que t(a) =0, se
existir uma vizinhangaV de a tal quéfd,V,0) +# 0, entdo parde| suficientemente
pequeno §.,€) terd no minimo um zeroem V.

Passo 2: Se o grau de Brouwer dgé& zero em uma pequena vizinhanca de a ou se ele nédo
pode ser computado (isto inclui o caso em que=10 ), entdo sera necessario es-
tudar fp +€f1 em alguma pequena vizinhanca de a saficientemente pequeno.
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Suponha que exista um zerqg,ade b+ €f; em uma vizinhanga do subconjunto
aberto V deR" tal que a € V para cadae # 0 suficientemente pequeno e que

d(fo+ef1,V,0)#£0 (3-17)

Nestas condi¢Bes segue do Lema 3.15, que)ftem ao menos um zero emV . Note
gue, existe a possibilidade de existir outros zerosgde €ff; na mesma vizinhanca
de a, juntamente coma

Se a condic¢do ( 3-17) néo for satisfeita pamgtfefi, entdo proceder o Passo 2 para a
funcdo §+ ef1 +€2fo, e assim por diante.

Exemplo 4 Vamos ilustrar a observacdo 3.17 para a funcdo continu®f — R dada
por f(z,€) = 2 —€?+£3r(z €). Usando a notacéo do Lema 3.15, temos que

fo(Z) = 22, fl(Z) =0 fz(Z) =-1

Como vimos no Exemplo 3, numa vizinhangaGdal(f,Q,0) = 0, ondeQ é uma
vizinhanca d@®. Assim, aplicamos o Passo 2 par@p= (fo+£f1+&2f5)(2) =2 —€2. A
fungéo ¢z) tem dois zeros;-¢€ e €. Fixandogg > 0 e considerando os intervalos abertos
V = (0,8) e U= (—¢,0). Pelo Exemplo 3 fo+¢&f; +£2f5,V,0) # 0 para0 < € < g

e a mesma condicao é satisfeita para U ao invés de V. Entdoljgeim 3.15 e pela
Observacdo 3.17, para> 0 suficientemente pequenq.,E) tem pelo menos um zero
emU eoutroemV.

Suponhamos que e C” e fp(z) = 7 usaremos o Teorema da Preparacdo de
Malgrange, para estimar o nimero de zeros fjuge) pode admitir. Como a funcab
é de class€” e tomandog(z) = 1 as condigGes do Teorema 2.7 sdo satisfeitas com
f(z,0) = Zg(2). Entdo pelo Teorema 2.7 existe uma fungdal que

a(ze)f(ze) =7+ _ia (€)2 =2 +ao(€) +a(e)z

em uma vizinhanga da origem. Corg(z,€) f(z€) € um fungdo polinomial do segundo
grau, ela admite no maximo dois zeros e portanémmite no maximo dois zeros. Logo,
pelo exemplo 4 e pelo Teorema da Preparacéo de Malgrangég@ama 2.7¥ possuli
exatamente dois zeros.

Lema 3.18 Suponha que as hipdteses do Lema 3.15 sao satisfeita$, & que, para
ac D com §(a) = 0 existe uma vizinhanca V de a tal qugZ #0, Vze V\ {a} e
d(fo,V,0) # 0.
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Demonstragdo Como fo(z) # 0,Vz € V \ {a}, pela Observacdo 3.16 temos que
d(fo,V,0) # 0. Logo, da definicdo do Grau de Brouwer temos qu& f@(0Q) U f(V).
Segue da propriedade de Excisdo do Grau de Brouwer (PrépoSicl4) que, para toda
vizinhangaV, C V de a o d(fo,V,0) = d(fo,V;,0) # 0 . Sem perda de generalidade
podemos escolhaf,, tal queV, — {a} quandou — 0. Portanto, para suficientemente
pequenof (.,€) tem pelo menos um zeregg € V|, € podemos escolheg tal quea; — a
guandos — 0. Neste caso dizemos que pelo menos um ramo de zeros bifaleam
Alem disso, sds, # 0, pelo Teorema da Fungédo Implicita, este ramo € Gnico. [

Antes de provar o Teorema 3.1, vamos justificar a seguinteaf#o:
Afirmacdo5:0 problema de encontrar solu¢cdes—Tperiddicas para algum sistema
diferencial € equivalente a encontrar os zeros de algumg&onde dimenséo finita
correspondente.

SejaD c R" aberto e limitado, o sistema,

x=F(t,x¢), (3-18)

ondeF : R x D x (—¢&¢,&¢) — R" é uma fungéo continud; —periédica na primeira
variavel,(F (t+T,x,€) = F(t,x,€), T > 0) localmente Lipschitz na segunda variavel. Para
cadaz € D denotaremos prg(.,z¢) : [0,t;) — R" a solugdo de ( 4-61) com(0,z€) = z
Suponhamos qug > T,V € D. Sejaf : D x (—¢&¢,€¢) — R" definida por

f(z,s):/OTF(t,x(t,z,s),s)dt

Entdo para toddz,¢), tal quef(z,&) = 0 é solugéo periddica de ( 3-18). Reciproca-
mente, toda solu¢cab—periddicaze emt = 0 de ( 3-18) satisfat(z,¢€) = 0.

Observacéo 3.19Para aplicar o Lema 3.15 utiliza-se a formula de Mc-Laurin @& £).
Seja f: D x (—¢,e1) — R" de classe Etal que

f(ze) =g(ze)+er(ze). (3-19)
onde .
of o 1ok
g(Z,E) - f(Z,O)—FS&(Z,O)—F,...,—FS E@(ZO) (3_20)

A funcéo r esta bem definida e é continua excetc ea. Para verificarmos que f é
continua em Dx (—¢5,€¢) basta provar que r é limitada em algum conjunto da forma
K x [—€¢,€¢] onde KC D é um subconjunto compacto de D. A continuidade de r € uma
condi¢cdo necessaria no Lema 3.15 e, de agora em diante as devé&screvermos a
formula ( 3-19) com a funcgéo r dada explicitamente usarenssimbolos de Landau,
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isto & ( 3-19) sera reescrito como
f(z,€) =g(z, ) +£+10(1).

para o dominio Kx [—¢&¢,&¢].

Agora iremos demonstrar o Teorema 3.1.
Demonstracdodo Teorema 3.1Sejamt € [0,T], ze V e € € [—£0,€]. Comox(t) =
eFy(t,X) +€2R(t,x,€), comx(0,z¢), tem-se

t t
X(t,z¢€) :z+a/ Fl(s,x(s,z,s))ds+82/ R(s,X(s,z€),€)ds (3-21)
0 0

Denotaremos por

r(z,e) = %/OT[Fl(s, X(s,z,€)) — F1(s,2)|ds+ /OT R(s,X(s,z¢€),€)ds (3-22)

Sejax: [0,T] — R" com x(0) = x(T) um solugdo da equacgdo= F(t,x€) entédo
X(T,z€) —x(0,z,€) = f(z¢). Logo,

T T
f(ze) = s/ Fl(s,x(s,z,s))ds+82/ R(s,X(s,Z,€),€)ds
0 0

= & /OT[Fl(S, X(s,z,€)) —Fi(s,2)|ds+¢ /0 ! Fi(s, 2)ds+ €2 /0 ! R(s,X(s,z€),€)ds

T
Sendof4(2) :/ Fi(s,z)ds temos
0

T

T
f(z,e) —efi(z) = 8/0 [F1(s,X(S,Z,€)) — Fi(S,2)]ds+ 82/0 R(s,X(s,z¢€),€)ds

Pela continuidade da func&t
T
f(ze)—efi(2) = ¢ / F1(s,X(5,2.€)) — Fa(s, 2)|ds+ £20(1).
0

ComoF; é Lipschitz com respeitoxasobre[0, T| x K, entao existe uma constartte > 0,
tal que
|F1<87 X(S7 Z, 8)) - F1<87 Z)‘ S LK|X<87 Z, 8) - Z|'

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucdes 2.1 tquet > h; e h, =
. b
inf(T,——) ondeM(g) > |eFy(t,x) + €?R(t,x,€)|, para todd € [0, T], para cada com

M(g)

IXx—2z] < b e para todaz € V. Quandole| é suficientemente pequenid,(€) pode ser
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arbitrariamente grande, tal que,= T para toda c V. Entéo,
IFi(s.X(s,2,€)) — Fa(s,2)| < Lxb=0(1) = £%0(1) (3-23)
Portanto,
f(z€) =ef1(2) +£20(1).

Usando o Lema 3.15 temos que a hipétése asseguram a existéncia detal que
f(z) = 0 ez — a quandoe — 0. Entaod(.,€) = x(., %, €) € uma solugdo periddica de
(3-3) ed(.,¢) —» aquandce — O. O



CAPITULO 4
Bifurcac&o de ciclos limites de um centro
4-dimensional em sistemas de controle

Dado o sistema
X(t) = Aox(t) +eF(x(1)), (4-1)

ondex € R*\ {0}, |¢| # 0 suficientemente pequend-éx) = Ax+ ¢ (k' x)b estudaremos
a existéncia de ciclos limites.
Ao longo do capitulo, consideremos

0 -10 0
1 0 0 O
Ao = 0 0 0 -1
0 01 O

eF : R* — R* dada por
F(x) = Ax+¢(kTx)b
comA € #4(R),k,be R*\ {0} e¢ : R — R uma funcéo linear por partes tal que

—1, para X¢& (—o,—1)
d(x)={ x, para xe[-1,1] . (4-2)
1, para x€ (1,+»)

Os vetores d&* s&o vetores colunas k& denota o vetor transposto. O sistema
(4-1) é dito de controle devido a definicdo da fungéo

Primeiramente consideremos o caso particular enegu® em ( 4-1), entdo ele
sera reduzido ao sistema

X]. - _X27 X2 - le X3 = _X47 X4 = X3 (4-3)

Note que, a origem € 0 Unico ponto singular do sistema line&3). Os
autovalores associados ao polinémio caracteristico d8) (-zero sdo e —i, portanto



39

a origem é um centro global para ( 4-3), isto &, todas as &rpagdaddicas tem 0 mesmo
periodo.

Vimos na Afirmacédo 5 que um ciclo limite de algum sistema cmoade a
um zero isolado da sua funcdo deslocamento. Esse resuteldes suma importancia
para alcancarmos nosso objetivo principal nesse trabala@gleterminar a quantidade
de ciclos limites de ( 4-1) que bifurcam das 6érbitas perigslide ( 4-3), ou seja, se
encontrarmos os zeros da expanséo de Taylor de primeirmat@éuncédo deslocamento
do sistema ( 4-1) com respeito a um parametsuficientemente pequeno poderemos
determinar a quantidade de ciclos limites deste. A provéedesultado € baseado no
Método de Averaging de Primeira Ordem discutido no capd#ualterior.

Note que o sistema ( 4-1) ndo esta no padrdo do que € apres@ataeorema
3.1. Sendo assim primeiramente faremos a mudancdy para utilizarmos o resultado
desejado e além disso, reduziremos 0 numero de parametsctataa.

Denotamos poe,i = 1,...,4 os vetores da base canénicaRkfb

Lema 4.1 Por uma mudanca linear de variaveis, e eventualmente umauygacao das
variaveis, o sistemél — 1) pode ser transformado no sistema

X = AogX -+ EAX+ed (X1 )b, (4-4)
ondeA € My(R) é uma matriz arbitraria é = e; ou &.

Demonstracdo
Considere a mudanca de variaveis= Jy em ( 4-1), ondeJ é uma matriz
invertivel eF (x) = Ax+ (k" x)b. Logo,
y =37 1Ay + eI TAJy+ et (kT Iy)d b,
Comparando as expressoes ( 4-4) e ( 4-1), devemosdtakgue

JIAd = A (4-5)
J% = b (4-6)
k' = e (4-7)
Sejal = (zj) ,i,j=1,2,3,4. Logo, da condi¢éo ( 4-5), temos

211 L1 213 A4
J— —Z12 7211 —214 213
231 232 233 34

—Z32 231 —Z34 233
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Tomanddb = e, em ( 4-6), temos

Z11=b1, Z12=—by, Z31=Vbs, 2z3o= —by, (4-8)
e seb = e,

2i3=by, z14= by, B3=bs, B4=—by (4-9)

Parak” e My(R) substituindo a matrid em ( 4-7), obtemos

Kiz11+kozio+ ksziz+ kazaa =
—k1z12+koz11 — K3z1a+ kaziz =
K1Z31+ kozao + k3zaz +Kazas =

—K1z32+ koz31 — K3Zaa+ Kazzz =

(4-10)

o O O B

Essas relacdes junto com ( 4-8) formam um sistema algéhnearl de 4
equacoes e 2 incognitags e zzz dado por

kiby — kobo +k3zy3+kazia = 1 (4-11)
kibo + kob1 +kazy3—kazis = O (4-12)
kibz — kobs +kszzz+kszzs = O (4-13)
kiba +kobz +kazaz—kszzs = O (4-14)

Queremos determinar em quais condi¢des o sistema acima poksg;do. Entéo,
multiplicando ( 4-11) poiks e ( 4-12) porks e somando as duas equagdes resultantes
e multiplicando também ( 4-11) pdy, e somando com ( 4-12) multiplicada peks,
obteremos

(K5 +K2)z13 = k3 — (kakq — kaka)by 4 (ksko — Kakq )bz
(Kj +k3)Z14 = ka + (koka — Kika) by + (koka + kik — 3)by

Multiplicando ( 4-13) poks e ( 4-14) potks e somando a duas equacdes obtidas

depois dessas manipulagdes algébricas, teremos
(K5 +K2)z33 = — (Kaka + kakz) g + (Kska — kakyq)bg

e multiplicando ( 4-13) poks e somando com ( 4-14) multiplicada petks,

encontraremos
(K5 +K2)Zz3a = — (Kgka + koks) g + (Koka — k1ks)ba
Portanto, sdx% + kﬁ = 0 poderemos encontrar uma Unica solugdo para o sistema
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(4-11)-( 4-14) e obtemos

ks — (kski — kak2)b1 + (ksko — kak1)bp Ka + (kokz — kika)b1 + (koka + kiks)by

br b2 K+ K3 K2+ 12
b, b —ks — (koka — kiks)by — (koka + kik —3)bz ks — (kaky — k4k2§b1+ (kska — kak1)b2
2 0 k2 + K2 KR+ K2
J= 3™ 3T’y
b _b — (kak + kaka)bz + (kskz — kakq)ba —(kika + kokz)bz + (koka — kiks)ba
: KB+K K +K
374 3T Ry
be  bs (k1ks + koks)bs — (koks — kiks)ba —(kaky + Kako)bz + (ksko — kaki)ba
k3 + K2 K3+ K2

Com o auxilio do software matematico Maple obtemos o deteanté da matriz
Jacimaque é
(b5+ D7)
k3 -+ k3
De modo analogo, quand(% + k4 = 0 podemos encontrar uma Unica solucéo
para o sistema formado por ( 4-9) e ( 4-10). Logo, encontranmea matrizJ cujo
determinante é
(b5+ D7)
k2 + k3
Comok, b e R*\ {0} entdo séZ+kZ = 0 teremos +k3 # 0. Assim, a matrid
é invertivel se, e somente b8+ b3 # 0. Se esse nao for o caso, devemobter b3 # 0.
E permutandox; comxs, e X2 comxs em ( 4-4) teremos o caso estudado anteriormente.
O

No préximo Lema faremos uma mudanca de variavel em ( 4-4) qlatermos
um sistema equivalente na forma padréo do averaging.

Lema 4.2 Fazendo a mudanca de variaveis
xp=rcod, xp=rserd, x3=pcog0+s), Xxq=pserb+s)
no sistema ( 4-4) podemos reescrevé-lo como

dr 5

@B - eH1(0,1,p,s) +£°0(1)

% = st(e,r,p,s)+£20(1) (4-15)
% = ¢eHa(8,r1,p,s) +£%0(1)

onde,

H1 = coHF; + serbR
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Ho = cog0+s)Fs+senB8+s)F4
1 1 1 1
Hz = F[cosBFz - FserGFl] - Bcos(e+ S)Fa+ Bser(6+s)F3

e paratodoi=1,...,4.

F = r[aj1coP + apserd] + aj3pcog 0+ s) + ¢ (rcoH)b;.

Suponhamos que seja suficientemente pequeno, n arbitrariamente grande e
Dn= (%, n) x (1/n,n) x R". Entdo o campo vetorial do sistema ( 4-15) esta bem definido
e é continuo enRk x Dy, x (—¢&5,€¢). Além disso, ele r-periédico com respeito 8 e
localmente Lipschitz com respeitdm@p, s).

Demonstracdo
O sistema ( 4-4) é dado por

4
Xy, = —X2+€Zalej+€¢(X]_>b]_ (4-16)
=1
4
Xo = Xl—I—SZ azjxj+s¢(x1)b2 (4-17)
=1
_ 4
X3 = —X4+€ agjXj+ep(x)bs (4-18)
=1
4
X4 = X3+E€) anjX+Ee(x1)bs (4-19)
=1
onde
b1
b | P
b3
by

by = by = 0; by, bz € {0,1} combybs = 0 eb?+b3 £ 0
Substituindox; = rcod,x, = rserd, x3 = pcog0 +s) e x4 = psen(0+ s) nas
equacoes (4-16) e (4-17), temos

fco®—rse®® = —rserd-+e[r(a1c0P+assserd)] (4-20)
= +e[p(arzcog0+s) +ajssen0+s))]+edp(rcod)by
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fse®+rcoPo = rcoP + €lr(az1co0P + apserd)| (4-21)
= +€[p(azcog0+s)+axsen0+s))]+edp(rcod)b,

respectivamente.
Fazendo manipulacdes algébricas, obtemos

f = g(CoDF; + serbF,)
onde para=1,2, 3,4,
F = r[ajco9 + ajpserd] + ajizpcog 0+ s) + ¢ (rcoD)by

Fazendo
H1 = coF; + serbF,

temos
r =¢eH1(6,r,p,9), (4-22)

Analogamente, encontrarméa) a partir de (4-20) e ( 4-21), donde obtemos
0=1+ ;(COSBFZ — serbFy) (4-23)

Utilizando as mesmas mudancas de variaveis feitas paraias@p( 4-16) e ( 4-17) nas
(4-18) e (4-19) obtemos:

p = eHx(O,r,p,s) (4-24)
§ = ¢eH3(6,r,p,s) (4-25)
onde,
Hz = cog6 +s)F3+sen0+s)F,
e

Hz = —%cosﬁFg + %serBFl — %ser(eJrs)Fng %cos(eJrs) Fa.

- 1 .
Note que parde¢ | suficientemente pequena e (ﬁ’ n) comn arbitrariamente

grandef(t) > 0 para cad& Logo, considerando as equagc%e% e 5 podemos eliminar
a variavel do sistema ( 4-23)-( 4-24) considerarftiloomo a nova variavel independente.
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Fazendo uma expanséo com respeito ao pararasuficientemente pequeno, temos

% = €Hy(0,r,p,s) +£%0(1)
% = &eHy(8,r1,p,s) +£%0(1) (4-26)
% = ¢&Hs(0,r,p,s)+£%0(1)

Observando as func¢des do lado direito desse novo sistemas\wgue elas estao
bem definidas, séo continuas é&nx D, x (—¢€f,€¢),pois H; € continua enR x Dy, .
Como com respeito 8, H; € uma funcédo que depende apenas das funcdésesen®
gue sao & periddicas temos qud; também € B periddica en® para cada Além disso,
rnpe (%, n) paran suficientemente grande entdo as fung%)ﬁl sdo continuas e como

as outras funcdes que compde as fun¢diesue dependem dep e ssdo elementares e,
portanto continuas, concluimos ddeé localmente Lipschitz como respeitdrap, s). O

Note que, com a mudanca de variaveis feita no Lema 4.2 o siséstd no
padrédo do teorema 3.1. Porém, para utilizarmos este rdewdtasistema ( 4), primeira-
mente precisamos encontrar a funcao ( 3-4) correspondenteétodo do averaging de
primeira ordem visto no Capitulo 2 nos permitira estimar angidade de ciclos limites
do sistema ( 4-1) que bifurcam de ( 4-3).

Sejamh: D, — R, h= (hy,hy,h3)". Para cada= 1, 2,3 definimos
21
hi(r,p,s):/ Hi(0,r,p,s)dO
ondeH; € como no lema 4.2. 0

E, para cada > 0 considere

21

l1(r) = ¢ (rcoB)coHdO (4-27)
0
2n
Io(r) = ¢ (rcoP)serbdd (4-28)
0
onde¢ é uma fungéo linear definida por ( 4-2).
Mostraremos qué(r) = 0,vr > 0 e que

I, sd<r<1

11(r) = 71 (4-29)
2 - +rm—2rarctany/r2—1,  ser>1l.

Se 0<r <1, entag rser® |< 1,V6 € [0,2m). Logo, pela definicdo da funcdo
temosd (rcod) = rcod, assim de ( 4-27)e ( 4-28)temos que
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2n

I1(r) = / rcos’0de = rmt (4-30)
0
2n

() = / coPserddd — 0 (4-31)
0

, L 1 ~ . .
Parar > 1 fixemosf; € (0, 5) tal quecod; = o Ent&o analisemos os seguintes

casos:

(1) Se 0< B < B, ou sejap pertence a Regiao | da Figura 4.1 entf::'m( cof<lo
que implica 1< rco® < r e pela definicdo da fung@optemos quep(rcoP) = 1;

(2) Seb; < B < m— 0, ou sejaP pertence a Regido Il da Figura 4.1 entad,< rcoP <
1 logo,¢$(rcoB) = rcop;

(3) Semm—6; < B < 11+ B, ou seja,b pertence a Regido lll da Figura 4.1 entéo,
rcos < —1 logo, ¢ (rcosB) = —1;

(4) Sem+6; < B < 2it— B¢, ou seja,0 pertence a Regido IV da Figura 4.1 entéo,
—1<rcodb < 1ed(rcoP) = rcod;

(5) Se 21—6. < 6 < 21, entddd pertence a Regido V da Figura 4.1 € tco < r logo,
¢(rco) = 1.

Pelos iteng1) ao (5) podemos calcular ( 4-27) e ( 4-28)

0c T—6c TH-6c 21—0¢
I1(r) = / cosBd6+r/ cos8de — cosBd6+r/ co<0de
0 Oc T—6c TH-6¢
2n
+ coHdo
2116
e
Oc T—6¢ T+6¢ 21—06¢
o(r) = / serfd + r / serfcoHde — / serfd + r / serfcoHde
0 eC T[—ec TH‘GC
2n
n serfde,
216

respectivamente. Concluimos guér) = 2ser®; + rm— 2r6; e I2(r) = 0, quandod; €
T
<O,§> com

1
coP, = -
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Regido Il

, | Regiéo |
2 ) Oc
5 - RegiaoV

" Regido IV

Figura 4.1

r2—1

Serec -

r

8. = arctam/r2—1

Logo, comoly(r) = 0 e a expresséo deg(r) € dada por ( 4-29), temos

VALY

hi(r,p,s) = A H1(6,r,p,s)dd
21
= / cod[r(a1coP + aspserd) + p(ajzcog 0+ s) + ajssen0+s))|d6
0
21

2n
+ / coDP(rcoD)b;d6+r / serb[ap1c09P + axpserd|do
0 0

+ /Oznsere[p(azgcos(e + ) +agssen8+s)) + ¢ (rcobH)b,|do
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21 21 21
= ran / co<0d0 + agor / coPserddd + ai3p / cog0+s)dd
0 0 0

2n 2n
+ag4p / coBser(0+s)d6+ by ¢ (rco)coHdo
0 0

21

21 21
+-apqr / serbcoDdO + agor / serfodo + az3p / serBcog 0+ s)do
0 0 0

2n 2n
+a24p/ ser95er(6+s)d6+b2/ ¢ (rcod)serbdd
0 0

= raj1Tt+ a13pTICoSS+ aj4pTsens+ byl (r) 4+ apirm— agzpsens)

~+ap4PTICOSS
= C1r 4 (Cc2c0s s—czsers)p + byla(r) (4-32)
onde,
CL = (ar1+22)T
Co = (a13+ 8.24)1'[
C3 = (aua—ag3)m
Procedendo analogamente obtemos as seguintes expreasiiesghs,
h, = (cscoss+ cgsens)r + cz7p + bscos si(r)
r I1(r
hs = c4+ (cpsens—czcos s)? + (cssens— cecoss)B + bgsens% (4-33)
onde
C4 = (21— @12 — Qg3+ ag4)TT Cs = (ag1+ ay2)T
Co = (qu1+ag2)T C7 = (agz+auq)T

Se no sistema ( 4-4) para cada constartg™®,s") € D, associarmos um 6rbita
periodica do sistema ( 4-3) entdo

*_ y24y2
' =\/X¢+x5

P =15+

X4
s = arctanx— — arctanxoxa,
3

sao integrais primeira deste sistema.

Proposicao 4.3Para cada Orbita periddica do sistema 4, cada zero simpldsd®,, &
um ciclo limites do sistema 4-4.
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Demonstracdo Sejah = (hy, hz,h3) dada por ( 4-32) e ( 4-33).Observe que pelo Lema
4.2 temos que o sistema 4 estd bem definido e é continu® enb,, x (—¢&s,€5).
Tambeém, é &periddico com respeito @ e localmente Lipschitz com respeitdrap, s),

gue sdo as hipoteses do Teorema 3.1. Logo, pela observad®y t&nos que para
€| suficientemente pequeno e para cada Zer@m*,s*) deh, d(h,Dy, (r*,p*,s")) # 0.
Concluimos pelo Teorema 3.1 que existe uma solugépe2iodicad(.,€) de tal que
d(.,€) — (r*,p*,s") quandce — 0. Como cada solu¢da2periddica de 4 corresponde
a um ciclo limite de ( 4-4)o resultado segue. O

Para encontrar os zeros da fun¢éa D, € suficiente olhar parha € (0, ) x
(0,00) x10, 1), isto se deve ao fato depoder ser escolhido arbitrariamente grandieer
se tornado uma funcaaperiddica ens depois da mudanca de variaveis feitas no Lema
4.2.

As seguintes notagcdes serdo importantes

d(s) = bgzcogs)(cycoqs)+ sens) —bicy (4-34)
ki(s) = (—cibz+csby)coqs)+cgbisens) (4-35)
ko(S) = —Cp05008 S— (C2Cs+ C3C5)COS(S)Ser(s) — Cacgsert s+cic7  (4-36)

f(s) = cad(s)ki(s)+ (cosern(s) — cacog(s))ki(s) + (cssen(s) — cgcos(s) ) d?(s)
+bsser(s)d(s)kx(s) (4-37)
Proposic&o 4.4Seja h (0,0) x (0,0) x R — R3 a fungéo cujas componentes sdo dadas

por (4-32) e (4-33),ondg e=1,...,7 s&o parametros reais arbitrariosybbsz € {0, 1}
com hbz =0e % +b +# 0. A funcéo | é dada por (4-28). Entao,

() hédeclasse€
(i) o numero maximo de zeros isolados de h(8rm) x (0,) x [0, 2m) é trés.
Além disso, para os seguintes valores de coeficientes,

CiL=0C=-2 C3=Cs=hbo=b3=by=0
g
- 10
cr=-1

C4 Cg=b1=1
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h tem exatamente trés zeros simples.
Temos qué(r) é continua e derivavel. Logo, por ( 4-28), temos que
T, se0<r <1;

11(r) = 2 2
1(f) — 4+ m—_2arctan/r2—1— . ser>l.
r2vr2 —1 re—1

que também é continua. Entdg(r) éC. Note que, a funcéb é a composta de
funcdes elementares,ou seja, aquelas que obtém-se neagimmmero finito de opera-
¢cOes de fungdes como por exemplo, as fungdes constantesesqial, logaritmicas, etc.
Como funcdes elementares séo de cl@sel(r) e de class€?, entdoh é de class€?
em (0, ). Assim, a conclusag) € verdadeira.

Para demonstrar o ite(m) da Proposi¢do 4.4 necessitaremos de alguns Lemas
gue veremos a seguir.

Para estudar os zeros kd@recisamos estudar os zerosfde

Lema 4.5 Afungéo f: [0,2m) — R dada pela formula ( 4-37) possui no maximo seis zeros
isolados e eles sdo encontrados em pares da fqishg*), ondeg” = s* + i(mod2m).

: . 3
Além disso, quandob= 0 e by = 1 dois desses zeros sdb-s g el = ?T[
Demonstracdo Queremos estudar a equacao
f(s)=0 (4-38)

Fazendo cas) = x e serfs) = v/ 1—x2 em ( 4-38) temos,

0 = c4d(S)ke(S) + (C2v/1— X2 — Cax)k3(S) + (c51/1 — X2 — cex)d?(s)
+b—3v/1—x2d(s)kx(s)

Substituindo os valores dg(s),d(s) e kx(s) e usando a hipotese qbeghbz = 0,
obtemos

0 = [(—C5Cs+C1C7C3)b5+ (—CaCrCs+ 2C2C5Cs — C5C3 — CoC7)bE]X
+[(—C4CaCy — C3C3 + C5C3 — C5C5 — C1C7C3)b3 + (—2C2C505 — C3CE + C2C3) b2 |

o cacecr + s VIR
+[(c1G3 4 €1C2C7 — C1C3C4 — 2C2C3C6 )b + (C2C2 — 2C3C5Cs — CoC3)b2|X2 /1 — X2

Sejam

C1 = bi(2c2C5C6 — C3C§ — C4C5C7 — CCF) + b3(C1C3C7 — C5C6)
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Cz = by (3¢ — €32 — 2C2C5Cs) + ba(C5cs — C2C3 — C1C2C4 — C5C — C1C3C7)
Do = b%(caCé — caCeCr + C5C3)
D5 = b?(CaC2 — 2C305C5 — C2C2) + b3(C3C2 + C1C2C2 — C1C2C4 — 2C2C3Cs).

Ent&o, obtemos a seguinte expressao equivalente a ( 4-37)
Cix+Cax®+ (Dp+D2x?)vV/1-x2 =0 (4-39)

Quando consideramos o casosen—+/1— x2, fazendo célculos analogos aos
anteriores teremos que a equacao ( 4-38) é equivalente a

Cix+Cax® — (Do +D2x*) vV 1—-x2 =0 (4-40)

Queremos encontrare [—1,1] que seja solugdo de ( 4-39) e ( 4-40). Ou seja,
gueremos que

(C1x+C3x®)2 — (Dg+D2x?)?(1—x?) =0 (4-41)

desenvolvendo o lado esquerdo da equacéo acima, vem

— D3+ (C?+ D3 — 2DgD2)x? + (2DgD5 — D3 + 2C1C3)x* + (C5 4 2C1C3+ D)X = 0
(4-42)
A equacdo ( 4-42) tem no méximo 6 raizes no interyald, 1]. Entdo ( 4-37)
tem no méaximo seis-solucdes enfo, 21).
Observe que para todos [0, 211), temos

(1)
d(s+m = bscogs+ 1)(Cc08 S+ T0) + C3Sens+ 1)) — bicy
= —bhgcoqs)(—cycogs) —czsens)) — bicy
= bacogs)(cocoqs) +csser(s)) — bicy
= d(s)
2)

ki(s+mM = (—cibz+csby)cogs+m) -+ cgbiser(s+m)
= —(—C1bz+csby)cogs) — cgbiser(s)
= —ki(s)
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3)
ko(S+T) = —CpC5c0€(S+ TI) — (C2Cs + C— 3C5)COY S+ T)Ser(S+ T1) — caCesert(S+ T1) + ¢1C;
— —C2C5C08(S) — (CaCs + C — 3Cs5)cog S)ser(s) — cacgsert(s) + ¢1C7
= kz(S)
(4)

f(s+1) = cad(s+TOKi(S+TT) 4 (Coser(s+ 1) — cacog s+ T0))K3(s+ T0) + (csser(s+ 1)
—ccogs+10))d?(s+ T0) + bgser(s+ m)d(s+ mky(s+ 1)
= —cad(s)ke(S) + (—Cosen(s) + c3cogs) ka(s) + (—Csser(s) + cecog s) ) d?(s)
—bgsen(s)d(s)kx(s)
= —f(s

Dessa forma, s§ é zero def, entdos” + mtambém é um zero de
Seb; =0ebz=1entdoDg=0e (4-42) sereduz a

C2x? + (—D3 4 2C1C3)x* + (C3 + 2C1C3+ D2)xX* = 0

) 3n
ondex = 0 é uma de suas raizes. Come-& = cogs), segue qus” = 5 el = > séo
solucdes de ( 4-38) neste caso.

O
O resultado a seguir sera bastante Gtil para os resultadterjooes.
Lema 4.6 Considere a equacao
l1(r) =cr, r>0 (4-43)

com k dado por ( 4-28) e ¢c um parametro real. Entdo estudaremos abdaade de
(4-43) nas seguintes situacoes

(@) Se0 < c < mentao ( 4-43) tem uma Unica solucadox 1;
(b) Se c=mentéo ( 4-43) tem o interval@®, 1] como seu conjunto solucao;
(c) Se c<0ouc> mentdo (4-43) ndo tem solucéo.

Demonstracéo Ser € (0,1] entdo, por (4-28)(r) = rrte portanto (b) é satisfeita.
Agora parar > 1 vimos anteriormente que a equacao ( 4-43) pode ser escrita
como
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2Vr2—1
- T 4rm—2rarctam/r2—1=cr

r
Sejau= v/r2—-1,

U T Chuso
uz+1 2’

arctaru =

- u T - :
Estudando os graficos de arctae 71 + 5 ,veja Figura 4.2,no intervalo
T—C)

: L .
(0,), podemos ver que eles se interceptam se, e somente<se; < =, isto &,
0 < c < 1t Neste caso o0 ponto de intersecgdo € unico. Esé® ouc > 1, ( 4-43) ndo
tem solucéo. O

y

=u/(u2+1)+(pi-c)/2, c>pi
=u/(u"2+1)+(pi-c)/2, c<0

y=u/(u"2+1)+(pi-c)/2, Ojgiﬁt —

’yzz’{r/c/tran(u)

Figura 4.2

Nos proximos trés lemas estudaremos os zerds 8era conveniente denotar o
sistema algébrico ndo-linear que obtemos de(hy, hy, hz) =0, como

hi(r,s,p) = 0 (4-44)
ho(r,s,p) = O (4-45)
hs(r,s,p) = O (4-46)
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Lema 4.7 A fungdo h tem no méximo trés zeros isoladdss”, p*) € (0,) x (0,0) x
[0,2m) com ds*) # 0. Quando i = 0, bz =1, ¢; # 0 entdo h tem no maximo dois zeros,
e quando b= 0, b3 =1, ¢; = 0 entdo h ndo possui nenhum zero.

Demonstracéo

Por (4-44),(4-32), temos

0 = hy(r,p,s) = cur + (cocogs) +caser(s))p + byl(r) (4-47)
E de ( 4-45) e (4-33), temos
0= hy(r,p,s) = (cscogs) + ceser(s) )r + c7p + bzcogs)l1(r) (4-48)

Fazendo manipulagdes algébrica em ( 4-47) e ( 4-48), obtemos

o k]_(S)I‘ )
e,
_ fe(or (4-50)

SENTE

Substituindo ( 4-49) e ( 4-50) em,iemos a seguinte expressao

hg = c4ki1(S)d(s) + (coser(s) —c3cos(s) K2 (s) + (csser(s) — cacog s) ) d?(s) +bzser(s)kz(s)d(s)
(4-51)
Note que, neste casa(s) € igual a f(s) e ( 4-46) é equivalente a($) = 0.
Fixemos &, uma solucdo da equacdo(d) = 0. Queremos estudar a solubilidade de
(4-50) com respeito ar 0. Pelo lema 4.6 existe uma solucéo isolada 0 de ( 4-50)
se, e somente se,

kz(S*)
0< a(s) <TT (4-52)

e neste caso a solucdo é Unica. Entéo para Grixado correspondente a.sSe

k]_(S*)
d(s)

>0 (4-53)

podemos determinar univocamepte> 0 na equacéo ( 4-49).

Provaremos que a condicéo ( 4-53) seré satisfeita somente p@a maximo a
metade da quantidade de zeros de)f

De fato, pelas observagdés) e (2) feitas na demonstragéo do Lema 4.6 temos
que k(s+ 1) = —ki(s) e d(s+m) = d(s). Vimos que os zeros de f aparecem em pares,
s" junto com os de’st+ 1. Como k(s") = 0 ndo satisfaz ( 4-53) entéo, s¢(k’) >0e
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d(s*) > 0ou ki (s*) < 0e d(s") <0, temos que’ssatisfaz ( 4-53), mas se(s) e d(s")
tiverem sinais opostos entéo, a uUltima desigualdade setiéfsaa para $ + 1. Logo, $
e S + 1 ndo sdo raizes simultaneas de h. Segue que, a funcdo h temxmar&zeros
em(r*,p*,s") € (0,00) x (0,0) x [0,21) com ds*) # O.

Se tomamosib= 0 e Iz = 1 em ( 4-45) entdok= —cjcogs). Se g # 0, pelo

Lema 4.5 segue que dois dos zeros de f é&og es = %ﬂ mas K (g) =k (%ﬂ =0

contradizendo ( 4-53)). Temos os outros 4 zeros de f comadzatod a3 dos zeros de h,
mas os zeros de f s6 aparecem aos pares, entdo neste caso t iteimo dois zeros.
Se g =0, entdo k(s) = 0,V¥s o que contradiz ( 4-53). Portanto, h ndo possui
singularidades.
O

Lema 4.8 Quando h =1, b3 =0, ¢; =0, a fungcdo h tem no maximo dois zeros isolados.
DemonstragdoPara by = 1, b3 =0, c; =0em 4-38 temos(@) = 0,Vs € [0, 2m). Assim,
nao podemos aplicar o Lema 4.7. Utilizando as equacdes () &4 4-46) juntamente
com as hipoteses de queb 1, b3 =0e ¢; = 0, temos

0 = cir+q(s)p+Ia(r) (4-54)
0 = cqrp+ pi(S)p®+ (csser(s) — CeCos(s))r? (4-55)
0 = pa(S)r (4-56)
Sejam
q(s) = cpcogs) + c3sens),
Pa(S) = (czser(s) — cacods)),
e

p2(s) = (csser(s) — csCOY(s)).
Entdo, obtemos
(4-57)

i) (2) e (B) +pats =0 (4-58)

0 = cscoq(s) + csser(s) = ki(s) (4-59)
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Para um s fixo, ( 4-58) é uma equacado do segundo grag @meste caso possui
no maximo duas raizes eésr?).

Se fixamos s e? a equagédo ( 4-57) é equivalente grl) = cr, onde c é

—C1— q(s)?. Entdo, pelo Lema 4.6 temos que ( 4-57) tem no maximo umaésolug

O sistema formado por ( 4-57),( 4-58) e ( 4-59) ndo possuicgEmuguando
ki(s) = 0,Vs € [0,2m) isto porque neste caso todos os pontos@jem) séo solugbes de
(4-59) e, assim nao é possivel obter zeros isolados para h.

Se k(s) # 0,Vs € [0,2m) entdo, denotaremos pof 8§ = s* + 1t as solu¢des de
ki(s). Substituindose &* em ( 4-58) e fazendo algumas simplificagdes, obtemos

p1(s’) (?)2+C4 (?) +p2(s’) =0 (4-60)

o) (7) e () +pals)

; 0, (4-61)
respectivamente. Essas duas equacdes ndo podem ter sieartante mais que duas
solucdes positivas en@?). Portanto, h tem no maximo dois zeros isolados.

O

Lema 4.9 Quando h = 0 e by = 1 a funcao h pode ter no maximo dois zeros isolados
(r,p*,s") € (0,0) x (0,0) x [0,211) com ds*) = 0. Além disso, £= 0 ou h tem no
maximo um zero isolado.
Demonstracéo

Se h =0no sistema ( 4-57)-( 4-59) , temos

0 = car+q(s)p (4-62)
0 = q(s)r+c7p+cogs9)ly(r) (4-63)
0 = c4pr + pa(S)p®+ pa(S)r¥+sen(s)l(r)r (4-64)
Tomamos
q(s) = cpcogs) + c3sen(s)
e
di(s) = cscog(s) + Geser(s),
entao

as) () = - (4-65)
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coss) 2 — g9 -, (4-66)
Neste caso, por (4-34)(d) = coqs) q(s). Assim, ds) = 0 se, e somente s@gs) = 0ou
q(s) = 0.
Primeiramente, suponhamoésjj= 0 e cogs) # 0. Ent&o, por ( 4-65) e ( 4-66),

temos

ct = 0 (4-67)
s CRCPes (4-68)
0 = 9P+ cal®)+ po(s) + serig ™M (4-69)

Substituindo ( 4-68) em ( 4-69), obtemos

P
r

)2+ p3(5)$ —C (4-70)

0 = cogs) pu(s)(
onde p(s) = c4co09S) — c7sens).
Fixado s em (4-70), entdo esta equacao possui no maximo dimesrisoladas.
P ~ P
= em ( 4-68), obtemog(r) = kr, onde k= (—q(s) — c7—
= em (4-68) 5(r) (-89~ o) cog
uma constante e pelo Lema 4.6 possui no maximo um zero isélatanto, no caso em

que ds) = 0 ecogs) = 0 temos que h possui no méaximo dois zeros isolados.
Suponhamos agora qumgs) = 0 e (s) # 0. Comocogs) = 0 e s [0,2m),

Agora, fixando se

temos que s= n es = =n sdo solugbes de(d) = 0.Substituindo esses valores em
(4-67), (4-68) e ( 4-70), obtemos
P p

CG3—=—10C C7— = —(C
3r " 6

p p
C3— =C Cr— =
3r 1 7r Ce

respectivamente. Para cada sistema temos no maximo um igalado paraE, mas

como um sistema é o inverso aditivo do outro, somente um églesitivo. Assim, h tem
L. m _ 31 . . -

no méaximo um zero com s So0u— ¢ neste caso,;c~ 0 € uma condigdo necessaria

para a existéncia de tal zero. O

Teorema 4.10Existe uma cota superior para 0 nimero de ciclos limites dtesia
(4-1) que bifurcam das orbitas periddicas do sistema ( 4a8),a expansao de primeira
ordem da funcao deslocamento de ( 4-1) com respeito a um gardesuficientemente
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pequeno. Além disso, sob certas condicdes o sistema ( Afjgadssa conta superior de
ciclos limites.

Demonstracao A prova do Teorema 4.10 segue dos Lemas 4.7,4.8 e 4.9, orair fo
considerados 0s seguintes casos

) Seb;=1,b3=0ec;+#0, entdad(s) = c; # 0 paratoda € [0, 2m). Utilizando o lema
4.7 concluimos que neste cdstem no maximo trés zeros isolados.

II) Seb; =1,b3=0ec; =0 entdo aplicamos o lema 4.8 e concluimos lquleve ter
no maximo dois zeros isolados.

[l) Seb; =0ebsz=1, entdo pelos lemas 4.7 e 4.9 concluimos lgteam no maximo
dois zeros isolados.

Assim concluimos que h pode ter no maximo trés zeros isokad,.
Para os valores concretos dos coeficientes dados na hipdt&seposicao 4.4,
as componentes deséo

hi = 2r—2pcogs)+I1(r) (4-71)
h, = rser(s)—p (4-72)
21 p r )
hs = 10~ Zsen(s)? - cos(s)a (4-73)

e as fungbes auxiliares ( 4-34), ( 4-35), (4-36) e ( 4-37) EBbancaso

dis) = 1 (4-74)
ki(s) = sen(s) (4-75)
ka(s) = 24 2cogs)ser(s) (4-76)
f(s) = —10cogs)+ 21serts) —20sers (4-77)

Usando a notag&o= cogs), a equacad (s) = 0 se torna

1— 61+ 360¢" — 4008 =0 (4-78)

Este polindmio de grau seis tem seis solucogs = +

1
—=, X 4,56 —
\/E 3,4,5,6

(7i 2\/1_1>

20
Entdof tem os seguintes zeros,

+ e todos estéo no intervale-1,1).

S = arcco L = arccos % eé =S +T1
1= \/5 y 3= 20 123 =931.23
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A condicao ( 4-52) é satisfeita para todo zerofdaenas a condicdo ( 4-53) €
satisfeita somente pelos ponfns &, e &3. Entdo,h tem exatamente trés zeros.

Vamos mostrar agora qué,(r*,p*,s") # 0 para cadar™, p*,s") zero deh.

De fato, a matriz jacobiana deé dada por

2+ %Il(r) —2c035) 2pser(s)
sen(s) -1 rcogs)
ZSer(s)r% _ cos(s)% —Zser(s)% + Cos(s)é —2cos{s)$ + ser(s)%

Observe quep® = r*seri(s) er* > 1 é uma solugdo Unica de(r) = (2+
2cogs’)ser(s’))r. Calculando o determinante da matriz jacobianahd@o ponto
(r*,p*,s") , obtemos

4 (V12 —1—r"?)coqs*)(15co8s’) — 16serfs’)).

Jn(r*,p*,s") = 52

gue é diferente de zero para caflai = 1,2 e 3. Segue da Observacdo 3.16 que,
d(h,Dp,&;) # 0 parai = 1,2 e 3. Assim, do Método do Averaging de Primeira Ordem
temos que para cada zefd', p*,s") de h existe uma solucad(.,€), 2r-periédica do
sistema ( 4-4) tal qué(,.€) — (r*,p*,s") quandoe — 0. Portanto, cada zero da fung¢éo
h corresponde a um ciclo limite do sistema ( 4-4) que bifurcaidtema ( 1-1). Ou seja,
no caso em qué possui os coeficientass e b’js dados na Proposicdo 4.4 temos que
existem exatamente trés ciclos limites de 4-4 que bifurcanid. O



CAPITULO 5

Considerac6es Finais

No Capitulo 2, demonstramos o Método do Averaging de Prar@idem onde
a condicdo especifica para existéncia de um zero simplegial funcdo "averaged’e
dada em func¢édo do Grau de Brouwer. A vantagem do método apaeseno capitulo 2
€ que a diferenciabilidade do campo de vetores ndo € neleeESAgimos apenas a sua
continuidade. O ponto chave para demonstracdo desse nmféiaideoria do Grau de
Brouwer que foi estudada na secdo 3.1. Observamos tambénexjsie uma relacao
entre o Método do Averaging e o a funcéo deslocamento, mpéecidisamente na Afir-
macao 5 estabelecemos que encontrar os pontos de equdidbsistema "averaged'para
algum sistema de equacges diferenciais € equivalente ateacos zeros isolados da
funcéo deslocamento associada ao sistema.

No Capitulo 3, verificamos que o sistema de controle 4-dineakdado por
( 4-1) através de uma mudanca de variavel especifica, podeedezido para um
sistema 3-dimensional. A partir deste novo sistema, fosive$ encontrar a funcéo
"averaged"correspondente ao sistema ( 4-1). Como encargrgontos de equilibrio
do sistema "averaged'correspondente ao sistema ( 4-1) i¢akuie a encontrar os
zeros simples da funcdo deslocamento deste sistema, eatdionchamos a funcéo
deslocamento do sistema e estudamos suas raizes. Na PaopbS estabelecemos que
cada zeros isolados da fungcdo deslocamento do sistema €atrgsponde a um ciclo
limite deste sistema que bifurcam das orbitas periodicagpdaentro do sistema ( 4-3).
Este resultado foi importante pois, a partir dele pudemaoslog que o limite superior
para o numero de ciclos limites do sistema ( 4-1) que bifurdas 6rbitas periddicas
do tipo centro do sistema ( 4-3) € 3 e que para valores especéita cota superior €
atingida.
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