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Resumo

Lima, Lidiane dos Santos MonteirBroblemas de Riemann para um Sistema
Simétrico de Duas Leis de Conservacadsoiania, 201061p. Dissertacao de
Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Unidaide Federal de Goias.

Nesta dissertacdo determinamos as solucdes do problemiardari para um
sistema de duas leis de conservacéo escrito na forma noemaldo a classificacdo de
Schaeffer-Shearer, erf]|

Através de mudancas de variaveis, Schaeffer-Shearemdetgam a forma
normal para um sistema néo linear de duas leis de consergagéom ponto umbilico
isolado no espaco de estados. A forma normal consiste destemsi de duas equacoes,
com func¢des de fluxo quadraticas homogéneas que dependeasajgedois parametros.
Também emg] foram determinadas quatro regides distintas no plano do&nmetros,
denotadas por I, 11, lll e IV, onde, variando o par de paraose#m cada regido, as curvas
de onda que compdem a solucao do problema de Riemann tem armesfiguracao.

Nesta dissertacdo consideramos 0 caso em que 0 par de pasap&tence
a regiao 1V, e ainda no caso particular em que um dos parésnétrulo. Neste caso,
o classico critério de Lax para admissibilidade dos chodaeki¢cdes descontinuas),
em geral, é suficiente para se obter unicidade de solucdoofamtara alguns estados
iniciais, € necessario admitir na solucédo também os chasr@ddmues compressivos, que
ndo satisfazem o critério de Lax.

Palavras—chave
Leis de conservacéo, problemas de Riemann, sistemas dlipes



Abstract

Lima, Lidiane dos Santos Monteir®Riemann Problems for a Symmetrical
System of Two Conservation Laws Goiania, 201061p. MSc. Dissertation.
Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade Fedkr Goias.

In this dissertation we describe the solutions to the Riemamoblem for a
system of two conservation laws written in the normal fromaading to classification
of Schaeffer-Shearer i®[.

Through changes of variables Schaeffer-Shearer detetintiree normal form
for a nonlinear system of two conservation laws with an igmlaumbilical point in
state space. The normal form consists of a system of two ieqgatvith homogeneous
and quadratic functions of flow that depend only on two patanse Also in P] were
established four distinct regions in terms of parametezspted by I, 11, Il and IV, in
which varying pair of parameters in each region, the cunfesaves that make up the
solution of the Riemann problem have the same configuration.

In this dissertation we consider the case in which the pgrashmeters belongs
to region IV, and in the particular case in which one of theapaeters is null. In this case,
the classic Lax criterion for admissibility of shocks (distinuity solutions) generally is
sufficient to obtain uniqueness of solution. Although, fome initial states, itis necessary
to admit in solution also the called compressive shocksgchwviio not satisfy the Lax
criterion.

Keywords
Conservation laws, Riemann problems, hyperbolic systems.
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Introducéo

Esta dissertagéo é baseada principalmente2gm [

Sistemas de leis de conservacdo tem fundamental impaté@msi diversos
problemas na area de matematica aplicada e, em especiah&mch dos fluidos.

Por exemplo, o escoamento de 0leo, agua e gas, através desematério
petrolifero € modelado por um sistema de duas leis de catg@\R, 5], da forma

f(uv)x=0,xeR, t>0
{Ut+ (7)X 9 S 9 >7 (01)

M +9(U,v)x =0,

ondeu=u(xt),v=v(x,t),0 < u, v <1, sdo as saturacdes de duas das fases, a saturagéo
da outra fase € dada per=1—u—v. As funcdesf egsédo denominadas funcdes de fluxo
do escoamento.

O conjunto dos estaddsl, V) tais que 0< u+vVv < 1, é denominado triangulo
das saturacgoes.

Um modelo bem conhecido na literatura € o chamado modelo deyGa@r por
exemplo p], onde as func¢des de fluxo sdo nao lineares, em que o sisGMapossui
um unico ponto umbilico no interior do triangulo das satdes; Um ponto umbilico é
um ponto onde as velocidades caracteristicas coincidemadr& jacobiana do sistema
€ diagonalizavel.

A solucao do problema de Riemann para o0 modelo de Corey pdos d@ciais
numa vizinhaga do umbilico, mesmo para aproximacoes gtieasdlas funcdes de fluxo
em torno do ponto umbilico, ainda hoje ndo é completamemtieezida.

A forma normal determinada en9][foi baseada no modelo de Corey, com
funcdes de fluxo quadraticas em que o sistednh (eduz-se ao sistema

Ut + 3 (auw? + 2buv+v2), = 0, 02)
0.2
Vi + 3 (bW 4 2uv)x = 0.

ondea e b sdo os dois parametros reais.
Varios artigos tratam da solugdo do problema de Riemanng8&rstema(.2)
com o par de parametros variando nas regides I, 11, Il e I¥pee exemplo B, 4, 8, 1, 2].
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Nesta dissertacdo determinamos a solucdo do problema deaRiepara o
Sistema(.2), quandda, b) pertence aregido IV e ainda, no caso particular ermrbgué.
Isto é, determinamos a solucdo do seguinte problema:

+i@l+v)y =0, xeR, t >0,
Ut 2( )x (0.3)
Vi + (Uv)x = 0,
U sex< 0
o) ={ = °9XF (0.4)
Ur, sex>0,

ondeU = (ui, v, ) eUr = (Ur,VR) S80 estados constantes no plano de estados

Para cada pad;, Ur em R?, a solucdo é dada através de uma sequéncia de
ondas elementares, rarefacdes (solugdes continuasjeheplucdes descontinuas) e
compostas, satisfazendo o critério de compatibilidadengéaca, o qual estabelece que
as velocidades das ondas elementares devem ser crescegguerda para direita no
espago fisicax,t).

Para obter unicidade de solu¢do, usamos o critério de Laxrejaciona a
velocidade de propagacéo da descontinuidade, com asdedi®es caracteristicas a direita
e a esquerda da descontinuidade pelas conhecidas deatgmtte Lax,10].

Com esses critérios, a solugdo como uma sequéncia de ontagadd),. a
Ur pode néo ser unica, mas a solucdo definida no espaco fisigcé Unica e depende
continuamente dos dados iniciais.

No Capitulo 1, seguindalfl] e [10], descrevemos alguns resultados da teoria
geral de problemas de Riemann para sistemas de Leis de wag¢iéer tais como, a
definicdo de solucdo fraca, ondas de choque, ondas de &wegacurvas de onda.
Além disso, descrevemos o critério de entropia de Lax e aic@odle compatibilidade
geomeétrica.

No Capitulo 2 fizemos um resumo da forma normal introduzideSebaeffer e
Shearer emd]. Também nesse capitulo, estudamos algumas propriedad8ssigma
(0.3), principalmente algumas referentes as curvas integ@ssaditovetores e curvas
de choques. Essas propriedades sdo Uteis na construcadug@osdo problema. As
principais referéncias usadas neste capitulo $32].[

No Capitulo 3, a partir da construcdo das ondas elementareardfacoes,
choques e compostas, construimos as curvas de onda queasoraEblucéo problema
de Riemann. Aqui, seguimog|[e usamos o softwaré].

No Capitulo 4, usando as curvas de onda, construimos a ealogéroblema de
Riemann. Variando os estados inicidjs Ur no espaco de estados, ilustramos as solu¢cdes
através de varios diagramas, conforme Figdta¢a}4.7.



CAPiITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados gerais swbsistema de leis
de conservacao.
Um sistema de leis de conservacéo unidimensional € um sistarforma

U +FU)x=0, xeRet>0, (1.1)

ondeU = (ug,...,u) € 0 vetor das quantidades conservad&s:€) C R" — R" é a
funcédo de fluxo destas quantidades conservadas, definidam@wnjuntaQ ¢ R". Cada
U € Q é denominado estado do sistema.

Um problema de Riemann para o sisterial) consiste do proprio sistema,
juntamente com o dado inicial

UL, sex<O0

(1.2)
Ur, sex>0,

U (x,0) =Up(x) = {

comU, eUg estados constantes &M

Definigdo 1.1 O sistemaZ.1) é dito hiperbdlico enf2 se os autovalore3,;;(U),...An(U)
da matriz jacobiana dRU), de F, sdo reais para todo 4 Q. Se além de reais, 0s
autovalores séo distintos efd, dizemos quel(1) é estritamente hiperbdlico ef@. Um
ponto U emQ, € dito umbilico para o sistemd.(1) se existem dois autovalorase A
tais queA;(U,) = Aj(U.) e a matriz dRU.) é diagonalizavel.

A partir de agora vamos supor qukl) é hiperbdlico e que os autovalores de
dF(U) estdo ordenados da formaU) < --- < Ap(U).

Definicdo 1.2 As curvas no planéx,t) definidas por

dx
— =Ai(U(x,t)),i=1,...,n

dt I( ( 9 ))7 9 9

sdo denominadas curvas caracteristicas tld)( e os autovaloreds,...,A, velocidades

caracteristicas.
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Sabe-se que um problema de valor inicial para um sistemasdeleonservacgéo,
mesmo para dado inicial de clagdepode nao ter solucéo de clasdepara toda > 0
(Capitulo 15, paginas 241-244 ert0]). Com o objetivo de obter solucao definida em
todot > 0, introduz-se o conceito de solugéo fraca.

Definicdo 1.3Uma solugéo fraca para o sistemal.l), com condi¢cdo inicial
Uo € L (R,RM), é uma fungdo Le L (R x [0,0),R") que satisfaz a seguinte equacéo
integral

// (U +F (U ¢dedt+/ Uo(X)(x, 0)dx= 0 (1.3)

para toda¢ : R x [0,0) — R de classe € e de suporte compacto, onde a integral é
tomada componente a componente.

Proposicéo 1.4Se Ux,t) é uma solucéo fraca de classe @e (1.1)-(1.2), entdo U é
também uma solucgéo classica delj-(1.2).

Prova Como a demonstracgao é feita para cada componente do sidtdinaasta provar
para uma lei de conservagao.

Sejau solucdo fraca de clas€? do problema1.1)-(1.2), comn=1eF = f.
Entdo para tod#® : R x [0,0) — R de classeC® e suporte compacto no retangulo
R=[a,b] x [0, T] tem-se

0 = // [upt + f(u X]dxdt—/:Ouo(x)q)(x,O)dx
= // [upt + f(u X]dxdt—/buo(x)q)(x,O)dx

Integrando por partes e observando & t) = ¢(b,t) = $(x,0) = ¢(x, T) =0 tem-se

0= / U T)d(x T) — u(x,0)(x,0)] dx—/b/Tutq)dtder
/[f( (b,t)0(b,t) — f(u(at))d (at]dt—/ /f )ddtdx

// Uddtdx— //f )bdxdt
// [+ f(U)]odxdt

/ e+ F(U)Jddxdt
t>0

Pelo lema de Dubois-Reymond temos que

u+ f(u)x =0.
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Resta mostrar que satisfaz a condigdo inicial(x,0) = up(x). De fato, para todg de
suporte compacto no retanguéb] x [0, ) temos,

/ab/oT (U + (u)x]ddxdt= 0.

Integrando por partes e subtraindo de3( temos,

/b[u(x, 0) — Uop(x,0)]¢(x,0)dx= 0.

Logo
u(x,0) = ug(x,0).

OJ

A equacéo 1.3) impde restricbes sobre a solucao del)-(1.2 nas curvas
de descontinuidade. Mais especificamente sajgmt) solucdo fraca del(1)-(1.2) e
It =t(X) uma curva ent > 0, tal que U tenha uma descontinuidade do tipo salto sobre
I". Entdo, usando o teorema da divergéncia, mostra-se quedenpomtoP del vale a
igualdade,
—s(U; —U_)+F(U;)—FU-) =0, (1.4)

ondes= % € a velocidade de propagacédo da descontinuidade,

Ur= lim U(xt), (x,t)adireitadd,
(xt)—P

U_= lim U(xt), (x,t) a esquerda de.
(xt)—P

A equacao1.4) € denominada condi¢céo de salto de Rankine-Hugoniot.

Definigdo 1.5 A curva de Hugoniot por um estado mQ, denotada por HU_), é 0
conjunto dos estados U e tais que existe s R satisfazendo a condicéa.4), ou seja,

HU_)={U eR": —s(U —U_)+F(U)—F(U_) = 0}.

Em geral, a solucdo do problema de Riemadri){(1.2) é dada por uma
sequéncia de ondas elementares do tipo rarefacbes, chequmapostas, definidas a
seguir, de tal modo que as velocidades destas onda sejacerties da esquerda para
a direita no plandx,t).
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Ondas de Rarefacao

SejaU(x,t) uma solucdo de clase® de (1.1). Para todoo > 0 a fungdo
V(x,t) = U(ax,at) € também uma solucdo. Assim esperamos que a solucéeja
funcéo apenas da razgpou seja, mantém-se constante ao longo de retas pela origem.
SubstituinddJ (x,t) =U (), & = {, em (.1), obtemos

[dF(U(E)) —&IU’(§) =0, (1.5)

onde(’) denota a derivada em relacé@.aNeste caso, s8’(&) # 0, entdoU’(§) é um
autovetor delF (U ) associado ao autovalde= €. Assim, as solucdes de classkde (1.1)
estdo sobre as curvas integrais do campo de autovetortds(dg e devem satisfazer as
equacoes

U'(&) =ri(U(g)), (1.6)
Ai(U(§)) =¢&, (1.7)

onder;(U) é um autovetor ddF associado ao autovalar.
O autovetorr;(U) é referido coma-ésimo campo caracteristico deX).

Definicdo 1.6 Consideremos os estadog H Q e Ur sobre a curva integral do i-ésimo
campo caracteristico por U Uma onda de rarefacdo da familia-i, ou simplesmente uma
rarefacéo-i, do problemal(1)-(1.2), conectando os estados @ esquerda e Ja direita

€ uma solugéo fraca xt) de (1.1)-(1.2), tal que U esta sobre esta curva integral e a
i- ésima velocidade caracteristida(U) é crescente quando U varia no sentido de U
para Ug.

Definicdo 1.7 A condicéo de\(U(§)) = § ser crescente da esquerda para a direita
no plano (x,t) entre A;(U.) e Aj(Ur) é denominada de condi¢cdo de compatibilidade
geomeétrica para uma rarefacao-i.

Para(x,t) pertencente ao lequig(Up) < § < Ai(Ur), t > 0, U(x,t) pode ser
calculada invertendo a funcag(U (¥)). Portanto, a-ésima onda de rarefagéo conectando
U, aUR é dada por

U, se X < Ai(Up)t
Uxt)=1q A H%), se N(UDt<x<Ai(Urlt,
Ur, se x> Ai(ULR)t.

A Figural.l(a)ilustra as retas caracteristicas no caso de uma onda deg@weé a Figura
1.1(b)ilustra uma solucéo tipica conectaridioe Ug parat > O fixo.
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A (U(x1t)) = xit U

4,
Ug ~

(a) * X
(@) (b)

Figura 1.1: (a)Caracteristicas em uma onda de rarefagdo no
plano{x,t). (b)-Grafico de uma solugdo tipica de
(1.9-(1.2 por uma rarefagdo com t fixo.

Definicdo 1.8 Uma curva de rarefacdo-i por um estadp &mQ é o conjunto dos estados
U emQ que podem ser conectados g fpbr uma onda de rarefacéo-i.

Definicdo 1.9 O conjunto dos estados d Q tais quelA;(U).rj(U) = 0 € denominado
conjunto de inflexdo relativo a-iésima familia caracteristica.

O conjunto de inflexdo da—ésima familia € formado pelos pontos criticos
da i—ésima velocidade caracteristica restrita as curvas mitegio respectivo campo
caracteritico.

Ondas de Choque

Definicdo 1.10 Uma onda de choque conectando os estados Uk € uma solucéo fraca
do problema{t.1)-(1.2), com uma descontinuidade de salto da forma

U t) = UL, sex<st
’ Ur, sex> st,

onde s é a velocidade de propagacdo da descontinuidade, &J&Je s satisfazem a
condi¢ao de Rankine-Hugonidt.@).

Quando necessario denotamos a velociadade de propagagéscdatinuidade
da onda de choque conectando os estagasUr por s(Up,UR).

Nas figuras a seguir as caracteristicas sao representadasrpioetas cheias
no planofx,t), onde as setas indicam o sentido de crescimento @s choques sdo
representadas por semiretas tracejadas com inclin%éées.

A Figural.2(a)ilustra as retas caracteristicas e a reta de choque no semipl
t > 0 para o problemal(1)-(1.2) e a Figural.2(b)ilustra o grafico de solucéo tipica por
onda de choque para um valortde O fixo.
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%

(@) (b)

Figura 1.2:; (a)-Caracteristica em uma onda de choque no plano-
(x,t). (b)-Gréfico tipico da solucédo del(1)-(1.2) por
um choque com t fixo.

Somente a condicadl @), em geral, ndo garante a unicidade de solucdo do
problema de Riemann, conforme mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 1.11 As funcdes

t
Uz(x,t) = (ua(X,t),vi(X,1)) :{ (0,0), sex< sy

t
(L,1), sex> 3,

(0,0), sex<Qo,
Uz(x,t) = (U2(x, 1), v2(X,1)) = ¢ (§,§) seO0<x<t,
(1,1), sex>t,

x € R, t > 0, sdo solucdes fracas do seguinte problema:

NS

Ut+( )x:O,

N

Vi + (%)X = 07

U(x.0) = UL =(0,0), sex<O0
"] Ur=(1,1) sex>0,

XxcR,t>0.

Na tentativa de se obter a unicidade da solugao do problefReedeann para um
sistema de leis de conservacao sao introduzidas restsobes as solucdes fracas. Tais
restricbes sdo denominadas condi¢des de entropia. O ndropiaré proveniente de um
problema da dindmica dos gases, onde para se obter as sofisgé@mente relevantes,
foram introduzidas restrices sobre a entropia do sistema.

Nesta dissertagdo usamos o critério de entropia, intrddyzr P. Lax emT],

o qual é definido através de desigualdades entre a velodidacleoque e as velocidades
caracteristicas dos dois lados do choque. Aqui restrigandsfinicdo para um sistema
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com apenas duas equac0des, que € a que sera usada nestdisserds a definicdo pode
ser estendida para sistemas com mais de duas equacoes.

Definicdo 1.12 Critério de Entropia de Lax:
Uma onda de choque do problenta)-(1.2), conectando os estados & Ug,
com velocidade s, satisfaz o critério de entropia de Lax se

)\1(UR) < S < )\1(U|_), (1.8)
S < )\Q(UR),
ou
A2(Ur) < s<Az(Up) (1.9
)\1(U|_) < S

Um choque satisfazendd..8) € denominado choquk-de Lax e satisfazenddl.Q)
choque 2 de Lax.

O critério de Lax pode ser muito restritivo no sentido de gepethdendo dos
estadodJ; e Ur 0 problema de Riemann pode nao ter solugdo. Assim outros tipo
choques podem ser considerados.

Listamos abaixo todos os possiveis tipos de choques querpaparecer na
solugdo de um problema de Riemann para um sistemas de duagbegualém do
choque -1 e do choque-2 de Lax.

2
/ﬁ
(a) (b)

Figura 1.3: (a)-Choquel no plano{x,t). (b)-Choque2 no
plano-{x,t).

Choque expansivol: (Ver Figural.4(a)

AU <s < A2(Up)
S < )\1(UR).
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Choque expansivoz: (Ver Figural.4(b)

AUL) < s
)\1(UR) < SK )\2(UR).
t t
/'S 1 ///S
7
1 // 1 2//
/ /
/ /1
2// 2 // 2
/ //
X X

(@) (b)
Figura 1.4: (a)Choque expansivth-no plano{x,t). (b)-Choque
expansiva2 no plano{xt).

Choque Compressivo(Ver Figural.5(a)

)\z(UR) <SS K )\1(U|_)

Choque totalmente expansivo(Ver Figural.5(b)

A2(Up) <s< A1(Ur)

s

(@) (b)

Figura 1.5: (a)-Choque totalmente compressivo no plafot).
(b)-Choque totalmente expansivo no plamat).

Choque de cruzamento (Ver Figural.6)
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A(UpL) <s<Az(Up)
A1(Ur) <s< A2(UR).

Figura 1.6: Choque de cruzamento no plafqt).

Transporte a direita: (Ver figural.7(a)

S< )\1(U|_)
S<A1(UR).

Transporte a esquerda (Ver figural.7(b)

(@) (b)

Figura 1.7: (a) Choque transporte a direita no plangt). (b)-
Choque transporte a esquerda no plapot).
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Ondas Compostas

As ondas compostas aparecem na solucédo do problema de Riguando o
sistema deixa de ser genuinamente ndo linear, conformegdefia seguir.

Definigdo 1.13 0 i—ésimo campo caracteritico de @B ) € genuinamente ndo linear em
um conjuntd’ C Q, selA;(U).ri(U) # 0 para todo Ue Q', onde “” denota o produto
interno usual enR".

O sistema é dito genuinamente nédo linear @m se todos 0s seus campos
caracteristicos sdo genuinamente nao lineareQ'em

As ondas compostas podem ser de dois tipos: rarefacao aadpiichoque, ver
Figural.8(a) ou choque seguido de rarefacao, ¥e(b)

Definicdo 1.14 Uma onda composta do tipo rarefacdo-choque da familia-isiowples-
mente uma onda composta-RC-i conectando os estadaslk em Q é formada por
uma rarefacdo-i conectando Ua um estado intermediario\yJ sobre a curva integral
do i-ésimo campo caracteristico, seguida por um choquetectando ) a Ug, de tal
modo que a velocidade caracteristica final da rarefadd®y ), seja igual a velocidade
do choque 8&Jum,UR).

Definicdo 1.15Uma curva composta do tipo rarefacao-choque por um estadaltJ,
denotada por GU, ), associada ao i-€simo campo caracteristico, & o conjuntmdes
os estados Jque podem ser conectados g pbr uma onda composta-RC-i.

Uma composta do tipo choque-rarefacao é definida de moddtsaeme

Definicdo 1.16 Uma onda composta do tipo choque-rarefacéo da familia-isiowples-
mente uma composta-CR-i conectando os estados Ur em Q é formada por um
choque-i conectando|Ua um estado intermediario W sobre a curva de choque por
U, seguido por uma rarefacdo-i conectandg @ Ugr, de tal modo que a velocidade
caracteritica inicial da rarefacda;(Uw ), seja igual a velocidade do choqugJg,Uw ).

t t

Um

U UL

Ur

(a) (b)

Figura 1.8: (a)}Representacé@o de uma solugéo no espago por
uma onda composta-RC{b)- Representacdo de uma
solucéo no espac(x,t) por uma onda composta-CR-i.
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Para o proposito dessa dissertacdo néo € necessario defancuwiva composta
do tipo choque-rarefacdo. No seu lugar definimos a curvaareeiirai que € formada
pelos pontos intermédiaridt, da definicadl.16

Definicdo 1.17 Uma curva de onda por um estado inicigl @ssociada a i-eésima familia
caracteristica, denotada porYW_), é o conjunto dos estados & Q que podem ser
conectados a Jpor uma onda de rarefacédo, ou por uma onda de choque ou por uma
onda composta, associada-aésima familia caracteristica, de tal modo que para cada
U as velocidades caracteristicas ao longo das ondas deaegéef e a velocidades dos
choques ao longo das ondas de choque sejam crescente acestardh a U, no espaco
fisico(x,t).

Geometricamente a curva de ondgU ) é formada pela unido de curvas de
rarefacéo, curvas de choque e compostas da familia-

t

Figura 1.9: Representagdo das ondas elementares no espaiyo
ao longo de uma curva de onda conectandoalUg.

No préximo capitulo descrevemos de modo resumido como alidema normal
para um sistema de leis de conservacdo com um ponto umtsgbtadd no espaco de
estados.



CAPITULO 2
Forma Normal para um Sistema de Leis de
Conservacao

Consideremos o Sistem@.{) na forma vetorial,
U+FU)x=0, xe R t>0, (2.2)

ondeU = (u,v) e R?eF = (f,g) : Q C R? — R? é de class€?(Q).
Suponhamos que (1) possua um ponto umbilico isolatlh em Q. A formula
de Taylor deF, de segunda ordem, em tornoldgé dada por

FU)=F(U,)+dFU,) U -U,)+Q(U,)(U—-U,)+RU), (2.2)

ondeQ : R? — R? é uma forma quadratica homogéneR(¥ ) representa o resto.
MudandoF (U) paraF(U) — F(U.) eliminamos o termo constant&U,.) de
(2.2). Por hipoteselF (U, ) é diagonalizavel, assim vamos considerar o caso partiemar
quedF(U,) = Al, A € R. Fazendod = x— At, t’ =t eliminamos o termo linear d@ Q).
Por fim trocandadJ) porU — U, levamos o ponto umbilicd, para a origem e a Equacgéo
(2.2 sereduz a
F(U) =QU)+RWU).

No que se segud/,, ) denota o conjunto das matrizes reais 2x2.

dF(U) = ( fu )
Ou Ov

tem autovalores iguais e dF é diagonalizavel se e somentg-sg,f=g, = f, =0.

Proposicéo 2.1 A matriz

Prova Observamos que uma matkize M, ) tem autovalores iguais e € diagonalizavel,
se e somente se

1
M~ S(trM)I =0.
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De fato, seM tem autovalores iguais e € diagonalizavel, entdo existe hasa3, que
diagonalizaM. Assim podemos considerar nessa base que

M= < a0 )
0 a
PortantoM — 3(trM)l = 0.

Por outro lado, séM — 3(trM)l = 0, entdoM = 3(trM)l e assimM possui
autovalores iguais e é diagonalizavel.
ParaM = dF(U) temos que

aF — Lrary = 29 v _(°0
2 Qu —%(fu—gv) 00
se esomente sg—gy =gy = fy =0. O

Neste capitulo, a partir de agora, vamos considerar o Sasfef) com funcdes
de fluxo aproximadas por polindmios quadraticos homogédadsrma,

U + 2 (a1W? + 2buv+ cv2)y = 0,
2.3)
0.

Vi + 2 (8pUP + 2bouv-+ CoV2)y
e dados iniciais da forma,

Uo(x) = U= (u,v), sex<O0 (2.4)
Ur= (Ur,VR), S€X>0, '

onde,a;, bi, ¢, i =1, 2, sdo parametros reais.
Agora, observamos que S& M, ») € constante e invertivelé € uma solugéo
fraca de 2.1),(2.4), comF quadratica homogenea, entfie- S'U ¢ solugio do problema

Vi +G(V)y =0, (2.5)

Vi =S U, sex<o0

2.6
V=S 1R, sex>0. (2.:6)

V(x,O):{

comG(V) = SIF(SV).
Isso motiva a seguinte definig&o:

Definicdo 2.2 Duas funcdes quadraticas e homogeneds FR? — R? sdo equivalentes
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se existe uma matriz constante e invertivel 8o, tal que
G(U) =S 'F(SU), paratodoUe R?. (2.7)

Diremos que dois sistemas da forn2a3) sdo equivalentes se suas funcdes de fluxo séo
equivalentes.

O seguinte lema mostra que equivaléncias preservam asalgvanda.

Lema 2.3 Consideremos um sistema de leis de conservazZa) rfa forma vetorial. A
mudanca V= S U, Se My constante e invertivel, que transforma o sistehd)(com
fluxo F no sistema2(5) com fluxo GV) = SF(SV), leva onda de choque em onda de
choque e onda de rarefacdo em onda de rarefacao.

Prova Suponhamos qué (x,t) é uma onda de choque do probler2a3(-(2.4), comF
guadratica homogénea, ou seja,

U(xt) = UL, sex<st,
’ Ur, Ssex> st

es, UL eUg satisfazem a condicéo de Rankine-Hugoniot
—S(UR— UL) + F(UR) — F(UL) =0.

Se x < st, entdo U(x,t) = U. = SVY. Aplicando S1 a esquerda temos
VL= SU(xt) = V(xt).

Sex > st, entdaU (x,t) = Ug = S\k e portantd/g = S~ U (x,t) =V (x,t).

Logo,

V(xt) = VL, sex<st
"] Wk, sex> st

Resta mostrar qug V| e VR satisfazem a condicad 4). De fato,

—s(U.—Ur)+FUL)—F(Ur) =
—S(SM.—S\WR)+F(S)—F(S\R) = O. (2.8)

AplicandoS™1 & esquerda en®(8) temos,

—S(VL —VR)+SF(SV)-SF(Wr) =
—S(V|_ —VR) + G(VL) — G(VR) = 0,

poisS~IF (V) = G(V). Portanto a mudanga — S~'U leva onda de choque d2.8)-(2.4)
em onda de choque d2.p)-(2.6).
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Suponhamos agora, qle é uma onda de rarefagdo do probler@a)(2.4).
EntéoU (x,t) =U({) é solugéo da equagé&o ordinaria,

_EU’ 4+ dF(U)U’ = 0, ondeE = ’f( (2.9)
SubstituinddJ = SVem @.9) temos,
—&SV +dF(SV)SV = 0= —&V'+ S 1dF(SV)SV =0.
ComodG(V) = S~ 1dF(SV)Sconcluimos que
—&V/ +dG(V)V' =0.

Além disso, os autovetores d5(V) s&o iguais aos autovetores dE(SV) = dF(U),
poisdG(V) = S"'dF(SV)S. Portantd/ é uma onda de rarefacio @&5)-(2.6). O

O teorema seguinte garante que existe uma mudanca na Vasiapes trans-
forma o sistema2.3), com fluxo quadratico homogéneo com seis parametros Jigras
um sistema com dois parametros livres e que preserva asaewanda. A demonstracao
desse teorema € dada €dh |

Teorema 2.4 Se F: R? — R? é uma aplicacéo quadratica homogénea tal que a equacéo
(2.1) seja hiperbdlica com ponto umbilico isoladg & (0,0), entdo existem constantes
reais a e b com & 1+ b?, tais que F é equivalente@C, onde

C(x,y) = :—:;au3 + brPv+ uv. (2.10)

O TeoremaZ2.4) mostra que os sistemaB.9) e (2.3) sdo equivalentes. Assim,
pelo Lema 2.3), as curvas de onda do problenfa3j-(2.4) sédo levadas, pela mudanca
V =S !U, nas curvas de onda do problerda{,(0.4).

Pela Proposi¢ca®(1) a matriz jacobiana da aplicagéo de flukdu, v) = 0OC tem
autovalores iguais e é diagonalizavel se e somenéesé + b2, Isso explica porque as
constantes e b do teorema acima s&o tais caiet 1+ b?.

As curvas de onda pat# perto do ponto umbilico para o problentaZ),(0.4)
dependem dos valores @ee b. Schaeffer e Shearer mostraram e3f) fue existem
quatro regides no espaco dos parameteob), denotadas por I, II, lll e 1V, tais que em
cada uma dessas regides as curvas de onda sado topologie@gentlentes. A fronteira
entre as regides | e Il € dada pela parétmla%bz, a fronteira entre as regides Il e lll é
também uma parabok= 1+ b?, e a fronteira entre as regides Ill e IV é dada pela curva
—320* + b?(27+36(a— 2) — 4(a—2)?) +4(a—2)% = 0. Note que, ao longo da fronteira
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das regifes Il e Il a matriz jacobiana d&(u,v) ndo é diagonalizavel, como observado
anteriormente.
Um esboco dessas regides é dado na Figl. (

Figura 2.1: Regides I, II, lll e IV

2.1 Sistema Simétrico
Observamos aqui, que a funcéo de fluxo do sistéh@ (

F(u,v) = (%(auervz),uv),

é definida pofF (u,v) = %DC(U,V), ondeC é a fungéo potencial definida er2.10, no
caso particular em qub = 0. Neste caso, o0 Sistemf.8 é denominado de sistema
simétrico.

As soluces de clas€? do Sistema@.3) sdo simétricas com relacéo ao eixo
no seguinte sentido:

Proposicdo 2.5Se U= (u,v) é solucdo de classelCde (0.3), entdoU = (u,—v) e
U = (—u(—x,t),v(—x,t)) também s&o solucdes.

Prova SejaU = (u,V) € soluco de class! de (0.3). Entdo,
1 ) 1
U + é{au2+ (V) =+ é{au2+v2}x =0,
1 1
Vi + é{—2uv}x =—(v+ E{ZUV}X) =0,

ou sejalJ = (u, —Vv) € solucéo deq.3). De modo an&logo mostra-se que
U = (—u(—=x,t),v(—x,t)) também é soluc&o de.Q). O

Descrevemos a seguir algumas propriedades do sistemaison{@t3).
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Propriedades do sistema simétrico

Pela Proposicaa2(5 as curvas integrais dos campos de autovetores da matriz
jacobiana da funcéo de fluxo do sister@&) séao simétricas com relacdo ao eixxdNessa
secao mostramos propriedades analogas para as veloctadeteristicas, velocidades
de choque e curvas de Hugoniot.

Para o sistemd(3) temos

dF(U) = ( au V).
vV u
O polinémio caracteristico d#~(U ) é dado por
p(A) = A2 — (@a+1)uk +ar? — V-
Observamos que,
A= (a+1)2—4(a? —V?) = (a—1)%u?+4v? > 0, para todqu,Vv) € R?.

LogodF(U) tem autovalores reais,

A1(u,v) = %((a+ 1)u—\/(a—1)2u2+4v2), (2.11)
A2(u,v) = %((a+ 1u+ \/(a—1)2u2+4v2). (2.12)

Além disso\1(U) = A2(U) se e somente sa,= v = 0. Portanto o Gnico ponto
umbilico é o pontd0,0).
A condicao de Rankine-Hugoniot cdth =U; eU, = U é dada por

—s(u—uL)+:—2L(au2+v2—auE—vE): : (2.13)
—s(V—=wv.)+ (uv—upv ) =0. (2.14)

A curva de Hugoniot pdd, € um polindmio cubico era ev, obtido eliminando-
sesde 2.13 e (2.14), dado por

vV —w VP 4+ ((a—2)u?—2uu—alf —\P)v— (2.15)
av >+ — 2u v u+ (a—2)uv, = 0.
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ParaU, = (0,0) temos que
H(u,v) =V +(a—2)u’v=0.
Sea < 2 a curva de Hugoniot pela origem consiste de tres retas,
v=0ev=+y2—-au

Em particular, s& > 2, que é o caso considerado nessa dissertatf@),reduz-
se apenas ao eixo= 0.
SeUR pertence a curvel (u,v) = 0, a velocidade do choque conectatjcaUr

€ dada por
URVR — UL VL

S(UL,UR) = VR—VL

) Se R 7& L,
ou
a
s(U,Ur) = é(uRJr uL), Se R = VL.

Observacédo 2.6 e ParaUzr = —U_ temos

—v —w VP — ((a—2)u? +2u U —al —v2)vp —avi uZ + VP +2uviu + (a— 2)udvy
=V —Vf — ((a—2)uf +2u¢ — auf —VA)vL —avLuf + V£ + 2udv + (a— 2)ufv, =0,

ou seja,—U_ pertence a curva de Hugoniot pof UAIéEm disso, se &~ 0 temos

(—uL)(—VL) —uve  upve —upv

= =0.
—VL—WL —2VL

S(UL, —UL) =

Caso contrario, temos
a
S(UL,UR) = §<_UL+ U|_) =0.
e Para Uz = U, temos

V= + (@~ 2)uf +2uiu —auf — Vv —avuf +f + 2uLvius + (8~ 2)ufvi
=V — V4 ((a—2)u? — (a—2)uf —V?)v —av ¥ + VP +2udv + (a—2)udv =0,

—uLvVL —uLvpL —2UL VL

s(U, UL ) = —
(Ue.U) VL + VL —2vi

= U_.

e Temos ainda que fJ=Up = (1(u_— \/(a— 1)2u? +aw),0) satisfaz a equagéo
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(2.195 e além disso,

HUE \/(a— 1)2u +av?)0 — u v v

S<UL7UO> - O—V|_ VL

Proposigéo 2.7Seja HU|) a curva de Hugoniot por U EntdoaH(U.), a € R, é
a curva de Hugoniot pooU;, ondeaH (U.) = {aU;U € H(U.)}. Se 8U,UR) é a
velocidade do choque conectandg B Ug, entdo $aU; ,aUgr) = as(U;,Ug). Valem
resultados analogos para as curvas integrais e velocidadescteristicas.

Prova SejaUg pertencente & (U, ). Entéo,

(avr)® —avi (avr)? + [(a—2)(aur)? — 2au aur — a(au, )% — (av?)]avg —
aavy (aur)?+ (avy)® — 2au av aug+ (a—2)(au ) ?av. =
oV — V& + ((a—2)ud — 2u ug — af — V2 )Vg — av_ U +

Vi —2u viuR+ (a—2)udv] = O.

ou seja, s&Jr satisfaz a equacad.(5 paral,, aUg satisfaz 2.15 paraaUy.
Além disso,
a?(URVR — ULV ) URVR — ULV

s(aU,aUR) = =a = as(Ur,Ur).
(aUL, aUR) a(VR—VL) y—ry (UL,UR)

O

Assim a curva integral e a curva de Hugoniot por um estaddaleterminam
as correspondentes curva integral e curva de Hugoniot pala €stadd) sobre o raio
— — VL
=0 = arctan(u—L).

Proposicéo 2.8A reflexdo da curva de Hugoniot em relacéo ao eixo-u ou ao eigo-
também curva de Hugoniot, isto é, seH (U, ) entdoUr € H(UL) eUgr € H(UL), onde
U=(u-v)eU =(—u,v).

Prova SeUg € H(UL), Ur satisfaz a equacd@.(5. Assim pardJr temos

— V24V V& — ((a—2)u? — 2u ugr — alf — V2 )v+avui — Vi +2u viu— (a—2)udv =0
—(V—w VP + ((a—2)u® —2uu—al — V2 )v—av >+ —2u v u+ (a—2)udvy ) = 0.

Logo,Ur pertence & (U, ). AnalogamentelJr pertence ad (U ). O
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Em termos das velocidades caracteristicas e velocidadeodgie temos,

A(U) = %((a+ IVE= \/(a— 1)2u2 +4v2) = A\ (U), k=1,2

A(U) = %(—(a— Du—/(a— 122 +42) = “h(U).

Além disso,
s(UL,Ur) = s(UL,UR),
e
S(UL,QR) — M = —s(UL,UR).
VR—VL
Portanto valem as igualdades,
M(U) =M(U) = =N (U) (2.16)
s(UL,URr) = s(UL,URr) = —s(U,UR), (2.17)

ondek denota a velocidade caracteristica da outra familia.

Observamos de2(16) e (2.17) que o tipo de choque conectandp e Ug é 0
mesmo tipo de choque conectaridp e Ug e que o tipo de choque conectandp e
Ur é 0 que chamamos de tipo de choque inverso conectdpndeUg, por exemplo
choque-1 e choque expansivo-2 sdo inversos, choque-2 exsixpd sao inversos,
choque compressivo e totalmente expansivo sdo inversospiorte a direita e transporte
a esquerda sédo inversos e choque de cruzamento € o invezsuoeho.

Portanto, no caso simétrico, toda curva de Hugoniot e tigmoshibques sao
determinados pela curva de Hugoniot e tipos de choque ptadossfixos em apenas
um quadrante do plana,v).

Finalizamos este capitulo demonstrando trés resulta@ds i construcao da
solucao do problema de Riemarth3)-(0.4).

Teorema 2.9 Regra do Ponto Médio
Para o sistemaZ.3), Ur € H(UL) se e somente se, o segmento conectanda Ur é
tangente a uma curva integral da familia-i no ponto meédio efgnsento. Nesse caso

U|_+UR>

S(UL,UR) = )\i < 5

Prova. Observamos que

1
F(UR)—F(Up) = [/0 dF (U +T(Ur —UL)dt| (Ur—U0)
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Além do mais, dF é linear pois F é quadratica homogénea. Rtotdr € H(U, ) se e
somente se,

0

S(Ur—UL) —F(Ur)+F(UL)
[ /dF UL +T1(Ur— UL)dT}(UR U)

/ (dF(UL) + TdF(Ug) — TdF(UL) )it (Us — UL)
2

2
= [s1- (dF(UL)T+%dF(UR) —%dF(UQ)(l)] (Ur—UL)
- :sl - (dF(uL) - %dF(UL) +%dF(UR)>} (Ur—UL)
= :Sl—dF(UR_;UL>}(UR—UL),

ou seja, Wk € H(UL) se e somente stlr — U ) é um autovetor;rde dF(U ) em (ULZUL>

com autovalor s= A <UR+UL> O

Teorema 2.10 Regra da Tangéncia

Para o Sistema(.3) suponhamos queW H(0). Ent&o, as seguintes afirmagfes
sdo equivalentes parad H(U.),U # U, :

(i) H(UL) é tangente a uma curva integral da familia-i no ponto U.

(i) s=0emU (onde o ponto denota a diferenciacdo com respeito aonpeir@ compri-
mento de arco ao longo de(d\)).

(iii) Aj(U)=s(U.,U).
Prova. Diferenciando
s(U—-U) =F(U)—-F(Up)

ao longo de HU_ ) obtemos,
UU—-Up)+sJ =dFU)U

ou
[dF(U)—slU =$U —Uy). (2.18)

Suponhamos agora que(H| ) é tangente a uma curva integral da familia-i em
U. Entdo,U é um autovetor de dF associado a algum autova|oAssim deZ.18 temos

(A —s)U =$(U —UL),
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ou seja,

(Ai—s)U —$(U —U) =0. (2.19)
Como\y ¢ H(0), o segmento de reta conectandod)J ndo é tangente a fJ; )
em U e portanto os vetorése (U —U_) séo linearmente independentes e assinRde}
temoss= 0 e s= Aj, 0 que prova que (i) implica (ii) e que (i) implica (iii).
Suponhamos agora qée= 0em U. De 2.18 temos

[dF(U)—sllU =0,
ou sejaU é um autovetor de df)) e s= A; parai= 1 ou 2. Portanto (i) implica (i)
(iii).

Por fim, suponhamos qugU ) = s(U_,U) e, por absurdo, qué n&o é paralelo
ao autovetor yde dHU ) e $# 0. Entdo @.18 implica que U—-U_ é paralelo ao outro
autovetor de diU). Pela regra do ponto médio, Y U também € tangente a curva
integral passando pelo pon%iUL +U). Absurdo pois como U¢ H(0) entéo toda linha
passando por U é tangente a exatamente uma curva integral. Portadté, tangente a
riemU es=0. O

O resultado abaixo €é valido para sistemasdieis de conservacédo com funcgao
de fluxo da formdr (u,v) = (f1(u,v),..., fa(u,Vv)).

Teorema 2.11 Regra de Choque Triplo
Seja U um estado enf) tal que HUL) possui dois pontos {Je U, tais que
S(U,U1) =s(UL,Uz) = s0. Entdo U esta na curva de Hugoniot ponle U1,Uz) = .

Prova ComoU; eU; pertencem & (U, ) temos,

—so(Up —UL)+F(U1) —F(UL) =0 (2.20)

—s0(U2—Up) +F(Up) —F(UL) =0. (2.21)

Subtraindo 2.20 de 2.21) temos,
—s9(U2—U;3) +F(U2) —F(Uy) =0.

PortantdJ; pertence & (U;) e s(U1,Uz) = . O



CAPITULO 3

Curvas de onda

Neste capitulo construimos as curvas de onda do problem#&dealn para o
sistema simétricd).3), naregido IV da Figurd.1 Notemos que neste casoy 2 eb=0.

Conforme definido no Capituld, as curvas de ondas sao obtidas pela unido
de curvas rarefacdo, curvas de choque e curvas compostaadmesma familia. Pelas
Proposicdes2.5) e (2.8) as curvas de onda pbl = (UL, —vi) € R? sfo reflexdes com
relacdo ao eixardas curvas de onda por = (u., v, ). Portanto, é suficiente construir as
curvas de onda patd no semiplano inferior.

Como veremos adiante, os tipos de choque sobre a curva dentdugor um
estaddJ,. mudam quandb);. cruza a linha; = 0. Por esse motivo, as curvas de onda das
familias 1 e 2 contém a mesma sequéncia de ondas parbtazo cada um dos setores,
ver Figura3.1

Ar={U:06,<6_<0},

A={U:—-mt< B <6.},

onded, = arctar{;-) e 6, = arctar{—/a).
Observamos quk;(U) = 0 se e somente se

1

Sl@a+1)- V(@-1uz+a2] =0,

Se e somente se,

(a+1) = \/(a— 1)u? 4 4v2,

se e somente s¢,= +./a. Ou seja, o raid, = arctar{—/a) € um raio no quak; = 0.
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u
Setor A, Setor A1

0=0,
Figura 3.1: Regides Ae A determinadas pelo raié = 6..

Nas figuras dos Capitul@se 4 usamos a seguite legenda:

Legenda

Rarefacao-2
DOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0o00000— Choque compressivo

--------------------- — Choque expansivo-1

...... - —_ —— —_ Choque expansivo-2

Choque de cruzamento

Choque expansivo

1-RC-composicao

Curva de fronteira ou
curva de choque triplo

Figura 3.2: Legenda para figuras do Capitube 4.

3.1 Curvade Rarefacao

Os autovetores da matriz jacobiana da funcéo de fluxo dorsaste3) associa-
dos aos autovaloreg e A, sdo dados respectivamente por

ra(uv) = ((@-Du—/(a— 122 + 42, 2v),

ra(uv) = ((a— Dut/(a— D22 + 42, 2v).

A sequir, determinamos as curvas integrais dos campes;.
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Os pontos singulares do campg isto €, os pontos ondag(u,v) = (0,0) s&o
da forma(u,0) comu > 0. Seu < 0, r1(u,0) = 2u(a— 1)(1,0), ou seja, 0 semi-eixo
a(u) = (u,0) comu < 0 € uma curva integral dg.

Seu=u(v) # 0, comv # 0, € uma curva integral dg, entdo

du (@a-lu—/(a—1)22+42

dv 2v

Observamos qu§? > 0 sev < 0 e J¥ < 0 sev > 0, pois(a— 1)u < /(a— 1)2u2 + 42,
Isso significa quel = u(v) é crescente para< 0 e decrescente pava> 0.
Sea = 3 as curvasl = u(v) sdo parabolas dadas por

2 2
4u0 —V )
4ug )

yUo(V) = (

ondeugp é o ponto no qual a pararabola corta o eixo-

Sea > 2, usando o softwares], vemos que as curvas= u(v) sdo parecidas
com parabolas centradas no semi-aixs 0 com concavidade voltada para a esquerda,

ver Figura 3.3.

Analogamente, os pontos singulares do camys#o da formdu,0) comu > 0.
Seu > 0, o semi-eixax(u) = (u,0) comu > 0 é uma curva integral de. E parav # 0 as
curvas integrais do campe séo parecidas com parabolas centradas no semiteixd e
com concavidade voltada para direita, como na Figusa

v

N

d

~

Figura 3.3: Curvas integrais na regido IV. As setas indicam o

sentido crescente dos autovalores ao longo da curva.

Observamos que a curva integral da familia-1 por um pan®), u < 0, emenda
com a curva integral da familia-2 no ponto umbili€g0). Esta onda de rarefagéo também
€ conhecida como onda de rarefagao trasitioda],
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3.2 Curvade choque

Nesta e na proxima secdo, usamos a nota@\&opara indicar a parte de uma
curva de onda entre dois pontds N. Se|N| — « ou |[M| — c usamos, respectivamente,
as notagéeﬂ?o ou ©N. Usamos notacbes analogas para o conjunto de pontos que
satisfacam a regra do choque triplo, denominada curva dguehtriplo, e curva de
fronteira.

O pontoC nas Figura8.4(a) 3.4(b) 3.5(a) 3.5(b) 3.7(a) 4.2(a) 4.2(b) 4.3(a),
4.3b), 4.4(a) 4.4(b) 4.5(a)e 4.5(b)é o ponto de tangéncia da curva de Hugoniotyhor
com a curva integral da familia-2.

Relembramos que a velocidade de um choque entre dois edtades), é
denotada pos(U1,U5).

SeU, = (0,0), como visto no Capitul@, a curva de Hugoniot pdd,, H(U,),
consiste apenas do eixn-
SeUL = (u.,0), H(UL) consiste do eixare da elipse

12
(a—2) (u+%)2+v2: (1_12) u. (3.1)

Colocando 8.1) na forma candnica vemos que par& 2 < 3 0 eixo maior da
elipse esta sobre o0 eixoe paraa > 3 esta sobre o0 eixe-

SeUL # (0,0) é conveniente escrever a curva de Hugoniotyhoem coorde-
nadas polares

u = UL+RCOS¢7 ¢€(_T[70)7
v = Vv_+Rsenp.

Proposicao 3.1A curva de Hugoniot em coordenadas polares é dada por

_ u(a—1)serpcosh +vi (serf$p —cog o)

R= senp((a—2)cogd + serfd)

(3.2)

Prova Substituindo
u= u_+ Rcosp
v=V_ +Rsem

na equacao; 15 temos,

R%[2(1— a)u_ senp cosh + 2vi (coS d —serf ) +Rserp((2—a)cos d +serfp)] = O.
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Portanto,
_2uL(a— 1) senp cosp + v (serf$p —cos )

R= senp((a—2)cog ¢ + sertd)

OJ

Essa parametrizacao pode ser feita também para sistemaasies de conser-
vacao com funcéo de fluxo quadratica da for@&)( Neste caso,

R e
onde, 1
a(¢) = 5{(a+b1)cosD + (bp —ay)serp +az — by}
e
a(8) = 51(b2+€1)c0SB + (G~ by)ser2 + by —ci.
Comoa > 2,
o IR($)| = NS IR(¢)[ = o,
e

im v= Im v=——v.
o—TTt $¢—0- a—2

Usando o softwares] vemos que a curva de Hugoniot p&fa ndo pertencente
ao eixou comyv, < 0 tem a forma de um loop fechado em torno da origem e tem como
assintota a reta horizontat= ;2;vi, quandau — oo, ver Figura3.4(b)

ParaU, fora do eixou os diversos tipos de choque sobre a cutil ) foram
determinados através do software Pakman. Baraobre o eixad os tipos de choque
foram determinados analiticamente.

Nessa dissertacdo os unicos tipos de choque admitidosungiiealo problema

de Riemann sao os choque-1, choque-2 e choque compressivo.

Identificamos a seguir as partes da curva de Hugoniotpoconsistindo de
choques admissiveis. Fazemos isto separando nos caso®e&h pertence aos setores
A1, A2, ao eixou e U sobre a origem. Pard, sobre o eixad determinamos os tipos
de choques analiticamente, e pakapertence aos setordg, A, usamos o auxilio do
software Pakmang].

Choques admissiveis par&), = (u.,0), u_ > 0.

Ver Figura3.4(a)
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ParaUr = (Ur, 0) temos

S(UL,UR) = %a(uR+ UL),
A1(Ur) = UR, eA2(Ur) = aur seur > 0,
)\1(UR) = auR, e)\z(UR) = UR, SEUR < 0.

ParaUr = (Ur,VR), VR # 0, sobre a elipse3(1), temos

s(UL,URr) = SuR,

M2=3((a+1)u+ \/(a— 3)2u3 — 8au _u—4auf.

Comparando as velocidades caracteriticas com a velocittad@oque entre,
eUg temos que o conjunto dos pontos sobre a curva de Hugoniastiods de choques-
1 é formado pelos arcos inferior e superior da elifsé)(unido com os pontos sobre o
semi-eixou a esquerda dé = (—a%z, 0). O conjunto de pontos consistindo de choques-2
€ formado pelo segmento de reta entre 0s poht@sra%azuL eu.. E o conjunto de pontos
consistindo de choque compressivo é formado pelo segmentialentr€ e A.

(@)

(b)

Figura 3.4: (a)}Curva de Hugoniot e tipos de choques para
UL = (u.,0), u. > 0. (b)-Curva de Hugoniot e tipos
de choques para Ue A;.

Choques admissiveis pardJ, € A;

A curvaH (UL) e os tipos de choque pdda € A; sdo dados na Figufa4(b)

Proposicéo 3.2Existem dois pontos B e D sobre a curva de Hugoniot potdis que B,
D e U_ satisfazem a regra do choque triplo.
Prova. Como visto na observacd, —U_ eU, pertecem a HU_) e

S(UL,UL) = UL, S(UL, —UL) =0.
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Além disso como Ue A; temos

a+1 1 ~
S(UL, —UL) =0< )\1(U|_) = ?UL — 5\/(a— 1)2UE +2VE <UL = S(UL,UL).
Pelo teorema do valor médio, existe um ponto D entfe e —U_ tal que

S(UL,D) = A1(UL). Analogamente parag= (3 (u_— \/(a— 1)2u? +aw),0) temos

S(UL7 UO) = U,

e existe um ponto B entreU. e Up tal que sU,B) = A1(U.). Portanto B, D e i
satisfazem a regra do choque triplo. O

O conjunto de pontos sobre a curva de Hugoniot phr& A; consistindo de
choques-1 é formado pelos pontos sobkk unido com os pontos sobBE, 0 conjunto
de pontos consistindo de choques-2 é formado pelo pontas Bob € 0 conjunto de
pontos consistindo de choque compressivo é formado pefﬁs:psobr@.

Choques admissiveis par&), sobre o raio8 = 0,

ParaU, sobre o rai®d, = 6., os tres estadoB, B e C coincidem, ver Figura
3.5(a) Além disso,
)\1(U|_) = S(UL, —UL) = )\2(—U|_) = 0,

logoC = —-Uy.

Neste caso 0 conjunto de pontos sobre a curva de Hugonioistiode de
choques-1 é formado pelos pontos sobtg,, o conjunto de pontos consistindo de
choques-2 é formado pelos pontos sdﬁt\ﬁ e choque compressivo ocorre apenas para
UR:C.

Choque admissiveis pardJ, € A,

A curvaH (UL) e os tipos de choques sé@o dados na Figuséb)

O conjunto de pontos sobre a curva de Hugoniot pérac A, consistindo
de choques-1 é formado pelos pontos sobth , 0 conjunto de pontos consistindo
de choques-2 é formado pelos pontos sadg e 0 conjunto consistindo de choque
compressivo € vazio.
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(@) (b)

Figura 3.5: (a}Curva de Hugoniot e tipos de choques para U
sobre o raiof = 6,. (b)-Curva de Hugoniot e tipos de
choques paraUe As.

Choques admissiveis pardJ,. = (u.,0), u. <0

Ver Figura3.6(a)

1
ParaUr = (Ur,0), s(U_,Ugr) = éa(uR+ u),

A1(URr) = Ur seur > 0 eA1(URr) = aur seur < 0,

A2(UR) = aur seur >0 eAz(UR) = Ur seur < 0.

ParaUr = (Ur,VR), VR # 0, sobre a elipse3(1), s(U_,Ur)= guR,

1
Ao = E((a+ u+ \/(a— 3)2u% — 8au_u — 4auf.

Portanto, o conjunto dos pontos sobre a curva de Hugonidistordo de choque-1

e formado pelos pontos sobre o semi-eixa-esquerda d&J_. O conjunto de pontos

consistindo de choque-2 e o conjunto de pontos consistiadindque compressivo sdo
vazios.

Choques admissiveis pardJ,. = (0,0)

Neste caso a curva de Hugoniot e os tipos de choques sobnesaséiardados na
Figura3.6(b)

O conjunto dos pontos sobre a curva de Hugoniot consistiedohdque-1 €
formado pelos pontos sobre o semi-eixa-esquerda da origem, o conjunto de pontos
consistindo de choque-2 e o conjunto de pontos consistiadidhdgue compressivo séo
vazios.
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(a) (b)
(@) (b)

Figura 3.6: (a)}Curva de Hugoniot e tipos de choques para U
na parte negativa do eixo yb)-Curva de Hugoniot
e tipos de choques parg 3= (0,0).

3.3 Curvas de Onda

ParaU_ = (ui,0), u. > 0 a curva de Hugoniot consiste do eiMguntamente
com a elipse .1), Figura3.4(a) O conjunto dos pontos sobre a curva de Hugoniot
consistindo de choques-1 é formado pelos arcos inferiopergr da elipse3.1), unido
com 0s pontos sobre 0 semi-eixa esquerda d€ = (—325,0). O conjunto de pontos
consistindo de choques-2 é formado pelo segmento de retacshontoRn = —a%azuL e
u_. Além disso, parar > u_ temos rarefacdo-2. A FiguBa7(a)ilustra as curvas de onda
da familia-1 e da familia-2 patd_= (u.,0), u_ > 0.

- - o

(@) (b)

Figura 3.7: (a)}Curvas de onda para Uno semi eixo-u positivo.
(b)-Curvas de onda paraUno semi eixo-u negativo.

ParaJ, = (u.,0), u_ > 0 a curva de Hugoniot consiste do eixguntamente com
aelipse 8.1, Figura3.7(b) O conjunto dos pontos sobre a curva de Hugoniot consistindo
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de choque-1 é formado pelos pontos sobre o semieix@squerda dg; . O conjunto
de pontos consistindo de choque-2 é vazio. Além disso, paraur < 0 temos curva de
rarefacéo-1 e panar > 0 temos curva de rarefagao-2. A Fig@d.d@(b)ilustra as curvas de
onda da familia 1 e da familia 2 pada = (u.,0), u_ < 0.

ParaU_ € A; a curva de onda da familia-1 é dada pela unido de segmento de
choque-1 unido com segmento de rarefagdo-1 com segmentoarep®sta-1C; (U, ),
e a curva de onda da familia-2 é a unido de segmento de chocp®-2egmento de
rarefacédo-2 pod, . Ver Figura3.8(a)

ParaU_ € A a curva de onda da familia-1 é dada pela unido de segmento de
choque-1 com segmento de rarefacdo-1 com segmento de daripGs(U, ). E a curva
de onda-2 é a unido de segmento de rarefacao-2;poom segmento de choque- 2 uniao
com rarefacéo-2 pdE, onde o pontdE, quando existe, satisfaU,E) = A2(E), ver
Figura3.8(b)

€Y (b)

Figura 3.8: (a)-Curvas de onda paraUc A;. (b)-Curvas de onda
para Ap.

Os segmentos de rarefacao da familia-1 e da familia-2 estifigadas na Figura
3.3 e os segmentos de choques-1 e choques-2lhares regidoe®\; e A, justificados
nas figuras3.4(b)e 3.5(b) respectivamente. O segmento de composta foi obtido atrave
do Pakman.



CAPITULO 4

Solucao do problema de Riemann

Para identificar os diversos tipos de ondas conectando dtaslasU; a Us
usamos as seguintes notacoes:

U, ER Uy, ondade choque-ide Lax, i=1,2.
Up iR U, ondade rarefagdo-i, i=1,2.

Uy ——= U,, ondacomposta RC:1
Up %, U, ondade choque compressivo.

Ui ——= Up, ondacomposta CR-2

Construimos a solucdo do problema de Riemdn8)+0.4) através de varios
diagramas, ver Figurak2(a}4.7.

Fixados dois estadds; , Uz emR?, a solucdo é dada através de uma sequéncia
de ondas elementares, rarefacfes, choques e composisfszeatio a condicdo de
compatibilidade geométrica (Defini¢dor). A solucado é Unica e depende continuamente
dos dado®); eUg no sentidd_%([R x [0,),R?). Embora a sequéncia de ondas no plano
de estadosu, v) possa nédo ser Unica, ver por exemplo Figu2(b)

Primeiro construimos a curva de onda-1 Pprem seguida construimos a curva
de onda-2 para tras a partir de até interceptar a curva de onda-1. DenotamodJpor
este ponto de intersecao, ver Figutdl). A solucdo consiste da sequéncia de ondas sobre
a curva de onda-1 enttg eUy, seguida pela sequéncia de ondas sobre a curva de onda-2
entreUy e Ug.

A sequéncia de ondas resultante é denominada de solucapagmeate estados
(u,v). A solugdou = u(x,t), v=v(x,t) definida no espaco fisicost) podera facilmente
ser obtida a partir da solucéo no espaco de estados.

A solucédo no espaco de estados € Unica, a ndo ser qUgnekia sobre a parte
da curva de onda correspondente a choque compressivo ouectrgdo. Mas neste caso,
UL, Uu eURg satisfazem a regra do choque triplo, o que implica que a &oldefinida no
plano{x,t) & Unica, pois as velocidades dos choqsgd, ,Uy ), s(Ur,Um) e s(U.,UR),
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séo iguais.

————

~ PR3

~~--—')UN

Figura 4.1: Curva de ondat por U, e curva de ond& para tras a
partir de Ug.

4.1 Solucéo pardJ_ sobre o semi-eixau positivo.

Neste caso, ver Figur&2(a) onde os pontoé e C foram definidos na Secao
3.2 Dividimos o planofu,v) em duas regife®; e R, para os estadddg, ondeR; é o
interior da elipse3.1) menos o segmento de reta erfre A e R, é o0 exterior da elipse
Menos 0 semi-eixa, u > u.
ParaJg sobre o semi-eixa, Ur > U, a solugcéo € uma rarefagéo-2, como mostra
a Figura3.7(a)
U 2 Un
ParaUr sobre o segmentdu_, a solucdo € choque-2, como mostra a Figura
3.7(a)
U 2 Ur

ParaJg sobre o segment@A, a solugdo é um choque compressivo, como mostra
a Figura3.4(a)
U 2 Uk

PardJr sobre o semi-eixag, Ur < C, a solugéo é choque-1, como mostra a Figura

3.7(a)
U = Us
As solucdes pardr pertencentes as regides e R, sdo dadas, respectivamente,
por
URER12U|_i Uwm i Ur
e

URER22U|_i Uwm i Ur,
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onde o choque-1 é justificado na Fig3td(a) o choque-2 é justificado nas figuikg(b)
3.5(a)e 3.5(b) e a rarefacdo-2 é justificada na FigGra

Observamos que quanddg esta sobre o segmen@A existem mais duas
solugdes no espaco de estados, cada uma dada por um chagueeb por um choque-2,

U 3 Uy, 2 Uy

UL 5, Um, >, Ur,

ondeM; e M2 pertencem as partes superior e inferior da elipse, respaatnte, Figura
4.2(b) No entanto, a solugéo definida no espaco figicoy & unica, pois

S(UL,Um;) = S(Mj,UR) =s(U,Ur), i =1, 2.

(a) (b)

Figura 4.2: (a)}Regifes Re R. (b)-Solucdo no espaco de estado
para U_ no semi eixo-u.

4.2 Solucéo pardJ,. € A;

A curva de Hugoniot parbl. € A; € mostrada na Figurd.4(b) Relembremos
queél\S € a parte da curva de Hugoniot pdyr € A;, consistindo de choque compressivo.
Além disso, as curvas de onda-1 e as curvas de onda-2 paguquestadt), comv <0
estdo nas figura®.7(a) 3.7(b) 3.8(a)e 3.8(b)

Neste caso, dividimos o planosv) para os estadoElr em sete regides,
R1, Ry, ...,Ry,, conforme Figurat.3(a).

A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

UreRy UL Uy 2 U,
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onde o pontdJy pertence a parté\UL sobre a curva de Hugoniot pdr. O choque-1 e o
choque-2 séo justificados pelas figuBa(b) 3.5(a)e 3.5(b)
A solucao pardJr pertecente a regido abeRa é dada por,

URER22U|_i Uwm i Ur,

onde o pontdJy pertence a parteiTL sobre a curva de Hugoniot po . A rarefagéo-2
€ justificada na Figurad.3.
A solucao pardJr pertecente a regido abeRg, € dada por,

Ur€Rs:UL 25 Uy 22 Ug

onde o pontdJy pertence a curva integral da familia-1, como mostra a FigLi@). A
rarefacdo-1 e a rarefacdo-2 sao justificadas pela F&j@ra
A solucao pardJr pertecente a regido abeRa é dada por,

UreRy:U 28 Uy B2 ug,

onde o pontdJy pertence a curva composta(U.). A curvaRC-1 é justificada pela
Figura3.8(a)
A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por

URER5ZU|_E> Uwm §2_> Ur,

onde o pontdJy pertence a curv@s (U ).
A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por

Ur€Rs:UL 5 Uy 2 Ug,
onde o pontdJy pertence a curva integral da familia-1, como mostra a FigLXa).

A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

URER7ZU|_i Uwm, ﬁ Ur,

onde o pontdJy pertence a part6U\|_ sobre a curva de Hugoniot pof . A curvaCR-2
€ justificada pela Figura.8(b)
ParalUg sobre £Ba solucéo é um choque compressivo,

U = U

ParaUg sobre a curva de choque tripBA, existem duas solug¢des no espaco de
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estado,

R
U Uy, 2 Ug

U X4 Um, 2, Ur,

porém a solucédo no espago fisicot) é unica, pois
)‘1(UM1> = S(UMpUMz) = S(UM27UR) = S(UM17UR>-

Obeservamos que pdug sobreCB existem mais duas solucgbes, dadas respecti-
vamente, por
UL 5, Uwm, 2, Ur

UL 5, Uwm, >, Ur,

ver Figura4.3(b). No entanto, a solugdo definida no espaco figico} é Unica, pois

S(UL,Um ) = s(Mi,Ur) = s(UL,UR), i =1,2

(a) (b)

Figura 4.3: (a)-Regides R ..., R;. (b)-Solucdo no espaco de estado
paraU_ € A;.

Como o pontdC é a intersegéo enttd (U ) e uma curva integral da familia-2,
pela regra da tangéncia, temos &g ,C) = A»(C). O estaddC € uma extremidade da
curva de fronteirasC. Isto garante a dependéncia continua dos dados inicidcs geC.
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4.3 Solucao pardJ_ sobre raio8 =0,

A curva de HugonioH (U, ) € mostrada na Figu@&5(a) As curvas de onda para
as familias 1 e 2 sdo mostradas nas fig@t@éa) 3.7(b) 3.8(a)e 3.8(b)

Como no caso anterior, dividimos o platv) nas regiée®y, Ry, ..., Ry, con-
forme Figurad.4(a)

A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

UreRy:UL 3 Uy 2 Ug,

onde, o estadOy pertence a partE\UL sobre a curva de Hugoniot pdg. Os choques 1
e 2 sao justificados pelas figurag(b) 3.5(a)e 3.5(b)
A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

URER22U|_i Uwm i Ur,

onde o estadby pertence a partéLTL sobre a curva de Hugoniot por . A rarefacdo-2
€ justificada pela Figura.3.
A solucao pardJr pertencente a regidao abeRgaé dada por,

Ur€Rs:UL 25 Uy 22 Ug

onde o estadby pertence a curva integral da familia-1, como mostra a Fiduiép)
A solucao pardJr pertencente a regidao abeRaé dada por,

UreRs:UL 25 Uy 22 g,

onde o estadbly pertence a curva compodRL-1. A compostaRC-1 é justificada pela
Figura3.8(a) e a rarefacéo-2 pela FiguBa3.
A solucao pardJr pertencente a regidao abeRaé dada por,

URER5ZU|_E> Uwm §2_> Ur,

onde o estaddy pertence a curva compost&-1 porU, .
A solucao pardJr pertencente a regidao abeRaé dada por,

Ur€Rs:UL 5 Uy 2 Ug,

onde o estadbt)yy pertence a curva integral da familia-1 péir, como mostra a Figura
4.4(b)
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A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

UreRy:UL L Uy B2 Uk
onde o estadby pertence a parté\UL sobre a curva de Hugoniot por . A curvaCR-2
€ justificada pela Figura.8(b)
ParaUg sobre a curva de choque trip/]I\A, existem duas solucdes no espaco de
estado,

U ug, 2 g

UL R Um, =, Ur,

porém a solucédo no espago fisicot) é unica, pois

)‘1(UM1> = S(UMpUMz) = S(UM27UR) = S(UM17UR>-

€Y (b)

Figura 4.4: (a)}Regides R ..., Ry. (b)-Solucdo no espaco de estado
para U_ sobre o raiof = 6*.

Como o pontdC é a intersegéo enttd (U ) e uma curva integral da familia-2,
pela regra da tangéncia, temos aig ,C) = A2(C). O pontoC é uma extremidade da
curva de fronteirasC. Isto garante a dependéncia continua dos dados inicidcs geC.

4.4 Solucéo pardJ, € A,

A curva de Hugoniot pard, € A; é dada na Figurad.5(b)
Neste caso, dividimos o plarosv) para os estadoblr em sete regides,
R1,Ro,...,R7,, conforme Figural.5(a)
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A solucao pardJr pertecente a regido abeRa é dada por,
UR€R:UL L Uy 2 Ug,

onde o estadby pertence a parté\UL sobre a curva de Hugoniot por . Os choques-1
e 2 sao justificados pela Figudab(b)
A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

URER22U|_i Uwm i Ur,

onde o estadby pertence a partéLTL sobre a curva de Hugoniot por . A rarefacéo-2
€ justificada pela Figura.3.
A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por

Ur€Rs:UL 25 Uy 22 Ug

onde o estaddy pertence a curva integral da familia-1 fér.
A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

UreRy:UL L Uy B2 ug,

onde o estadby pertence a curva composk&-1 porU,. A compostaRC-1 € justificada
pela Figura3.8(b) e a rarefacéo-2 pela FiguBas.
A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

URER5ZU|_E> Uwm §2_> Ur,

onde o estadb)y pertence a curvRC-1 porU, .
A solucao pardJr pertencente a regidao abeRaé dada por,

Ur€Rs:UL & Uy 2 Ug,

onde o estadbt)yy pertence a curva integral da familia-1 péir, como mostra a Figura
4.5(b)
A solucao pardJr pertencente a regido abeRaé dada por,

URER7ZU|_i Uwm, ﬁ Ur,
onde o estadbly pertence a partQTU\L sobre a curva de Hugoniot pof, como mostra
a Figura4.5(b)
ParaUg sobre a curva de choque trip’r'/&\, existem duas solucdes no espacgo de
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estado,

R
U Uy, 2 Ug

U X4 Um, 2, Ur,

porém a solucédo no espago fisicot) é unica, pois
)\1(U|\/|1) = S(UL,UMZ) = S(UMZ,UR) = S(UMl,UR).

Novamente, a dependéncia continua dos dados iniciais geoé garantida,
poiss(U,C) = A2(C).

(a) (b)
Figura 4.5: (a)}Regides R ..., R7. (b)-Solucdo para y € A,.

4.5 Solucéo pardJ, sobre o semi-eixai negativo.

Neste caso, ver Figur&6(a) A curva de HugoniotH (U, ), € dada na Figura
3.6(a)

Dividimos o planofu,v) em duas regife®; e Ry, para os estaddsr.

ParaUg sobre o eixau, u < u, a solucao consiste apenas de choque-1, como
mostra a Figur8.6(a)

U 3 Un

ParaUg sobre o segmentd, 0, a solugéo consiste apenas de uma rarefagdo-1,
como mostra a Figura.7(b),

u 2 us

ParaUg sobre o eixad, comu > 0 a solucao consiste de uma rarefacao-Ude
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aU, = (0,0), sequida de uma rarefagéo-2dieaUr.
u 2u 2ok
A solucao pardJr pertencentes a regid é dada por
Ur€eRL:UL 2 Uy, -2 Ug,

ondeUy, pertence a curva de choque-1, como mostra a Figj6i)
A solucaos parblr pertencente a regid® é dada por

Ur€eRz:UL 25 Uy, 22 Ug,

ondeUpy, pertence a curva de rarefagéo-1, como mostra a Fiy6(a)

(@) (b)

Figura 4.6: (a)-Regides Re R. (b)-Solucéo para Y no semi-eixo
negativo.

Finalmente falta a solu¢éo path = (0,0), a qual é determinada na proxima

secao.

4.6 Solugéo pardJ. = (0,0)

A curva de Hugoniot pod,. = (0,0) é mostrada na Figui&6(a)

A solugéo pardJ, = (0,0) é mostrada na Figué7

A solucéo paréJr sobre o eixad consiste apenas de um choque-Lge u. =0
ou apenas de uma rarefagcéo-2ige> u. = 0.

A solucao para qualquélr fora do eixou é dada por

ULi Um 2, Ur,
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ondeUy = (um,vm) esta sobre o eixa; uy < 0, como mostra a Figur 7.

Figura 4.7: Solucédo para Y = (0,0).



Conclusao

Determinamos a solucao do problema de Riemar)-(0.4) para quaisqued,
eURr no espaco de estad@s v) através de uma sequéncia de ondas de rarefa¢éo, choque
e composta, satisfazendo o critério de compatibilidadengtica e o critério de entropia
de Lax. Para cada par de dados iniciaisUR, fixo no espaco de estados, a solugdo como
sequéncia de ondas pode ndo ser unica, no entanto, no efgiaQdxft) a solucdo é
tnica e depende continuamente, no sernitifjdR x [0,0),R?), dos dados iniciais.

Uma continuacao desse trabalho, seria estudar o sis@®B)aés regides |, Il e
lll e ainda resolver o problem@ ) para o cas@a # 0 eb # 0 nessas regides. P b)
na regido |, a solucédo pode ser encontrado &nHara o caso simétrico nas regides Il e
lIl a solucéo pode ser encontrada e3hd [4], respectivamente.

Sabe-se que para 0s casos ndo simétricos nas diversassyagidegtério de
Lax ndo é suficiente para se obter unicidade de solucao. Uémigrde admissibilidade
também bastante aceito na literatura € o chamado critérisdesidade, ver por exemplo
[5], onde os choque admitidos sdo limites de solucdo de unmssparabdlico, com
termos viscosos, associado ao sistema original.



Referéncias Bibliograficas

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

S. SaNI¢ E B. PLOHR, Shock wave Admissibility for quadratic conservation
laws, J. Differential Equations, 118, pp.293-335, 1995.

E. IsaAAcsON, D. MARCHESIN, B. PLOHR E B. TEMPLE, The Riemann
problem near a hyperbolic singularity 5IAM J. Appl. Math., 48, pp. 1009-
1032, 1988.

E. IsaacsoN, D. MARCHESIN, B. PLOHR E B. TEMPLE, The Riemann
problem near a hyperbolic singularity,IBIAM J. Appl. Math., 48, pp. 1287-
1301, 1988.

E. IsAAcsON, D. MARCHESIN, B. PLOHR E B. TEMPLE, The Riemann
problem near a hyperbolic singularity [IBIAM J. Appl. Math., 48, pp. 1302-
1312, 1988.

E. ISAACSON, D. MARCHESIN, B. PLOHR E B. TEMPLE, Multiphase flow
models with singular Riemann problendat. Aplic. Comput., 11, pp. 147-
166, 1992.

D. MARCHESIN, B. PLOHR, Pakman, software para sistemas hiperbdlicos
software privado desenvolvido no laboratério Fluid, Impao de Janeiro,
1990.

P. D. LAX, Hyperbolic Systems of Conservation Lawdommun. Pure Appl.
Math., 10, pp 537-566, 1957.

M. SHEARER, D. SCHAEFFER D.MARCHESIN E P. RRES-LEME, Solution
of the Riemann Problem for a prototype 2x2 system of noobgthnyperbolic
conservation lawsArch. Rational Mech. Anal., 97, pp. 299-320 1987.

M. SHEARER ED. SCHAEFFER, The classication of 2x2 systems of nonstrectly
hiperbolic conservation laws, with application to oil re@y, Comm. Pure
Appl. Math., 15, pp. 141-178, 1987.



Referéncias Bibliograficas 61

[10] SMOLLER, J., Shock Waves and Reaction-Diffusion Equatjo8pringer-
Verlag, 1980.

[11] DE SouzA, A. J.Wave Structure for a Non Strictly Hyperbolic System of three

Conservation Lawdylathematical and Computer Modelling, 22, n.9, pp. 1-30,
1995.

[12] E. IsAACSON, D. MARCHESIN E B. PLOHR Transitional Waves for Conser-
vation Laws SIAM J. Math,\ol. 21, N. 4, pp 837-866, July 1990.



	Lista de Figuras
	Introdução
	1 Preliminares
	2 Forma Normal para um Sistema de Leis de Conservação
	2.1 Sistema Simétrico

	3 Curvas de onda
	3.1 Curva de Rarefação
	3.2 Curva de choque
	3.3 Curvas de Onda

	4 Solução do problema de Riemann
	4.1 Solução para UL sobre o semi-eixo u positivo.
	4.2 Solução para ULA1
	4.3 Solução para UL sobre raio =*
	4.4 Solução para ULA2
	4.5 Solução para UL sobre o semi-eixo u negativo.
	4.6 Solução para UL=(0,0)

	Conclusão
	Referências Bibliográficas



