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Resumo

Freitas, Bruno Rodrigues dinflexdes de Linhas Assintéticas e de Linhas
de Curvatura em Superficies. Goiania, 201092p. Dissertacdo de Mestrado.
Instituto de Matemética e Estatistica, Universidade Fedkr Goias.

Pontos quadraticos (ou pontos hiperbolicos especiai)@dims em que uma superficie
pode ser aproximada por uma quadrica até os termos de orésmTtataremos de
uma conjectura que afirma que toda superficie hiperbdlichafta emRP® ndo tem
menos que oito pontos quadraticos distintos. Provaremoresuitado que afirma que;
se uma superficie genérica ékP3 contém um disco hiperbélico delimitado por uma
curva parabdlica de Jordan, entdo existe um namero impaou®g quadraticos no
interior deste disco. Estudamos curvas formadas pelo®gpaetinflexdo das folheacdes
assintéticas e principais no dominio hiperbolico. Estuasim comportamento da curva
de inflexdo da folheag&o assintética proxima de um pontdpéca especial (ponto em
gue a direcao assintoética é tangente a curva parabdlicajpmportamento da curva de
inflexdo da folheacéao principal proxima de um ponto umbilico

Palavras—chave
<Inflexdes, Linhas Assintoticas, Linhas de Curvatura>



Abstract

Freitas, Bruno Rodrigues delnflection of Asymptotic Lines and Lines of
Curvature on Surfaces> Goiania, 201092p. MSc. Dissertation. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

Quadratic points (or special hyperbolic points) are poitere a surface can be approxi-
mated by a quadric to the terms of order three. We will dedh witonjecture that asserts
that every closed hyperbolic surface ‘P2 has not less than eight distinct quadratic
points. We prove a result which states that; if a genericaserfnRP2 contains a hyper-
bolic disk bounded by a Jordan parabolic curve, then theaa sdd number of quadratic
points inside this disc. We study curves formed by the infd@gpoints of asymptotic fo-
liations and principals in the hyperbolic domain. We stddlee behavior of the inflection
curve of the asymptotically foliation near a special patabooint (the point where the
asymptotic direction is tangent to the parabolic curved, e behavior of the inflection
curve of the principal foliation near a umbilic point.

Keywords
<Inflections, Asymptotic Lines, Lines of Curvature>
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Introducao

Quase cem anos atras foram descobertos dois teoremas sobes planas
regulares simples fechadas e convexas. O primeiro € cattheamo teorema dos quatro
vértices: A curvatura de uma curva regular plana fechanhgples e convexa tem ao menos
guatro pontos criticos. Estes pontos criticos sdo os pentague os circulos osculadores
sdo tangentes de terceira ordem a curva. O segundo € comlesitb teorema dos
seis vértices e trata de cbnicas osculadoras: Uma curvéarggana fechada simples
convexa tem pelo menos seis pontos distintos em que as s@scaladoras sao hiper-
osculadoras, ou seja, a ordem de aproximac&o da conica é quaauatro. E natural
esperar que existem versdes multi-dimensionais dos tesrdos quatro e seis vértices,
mas até agora apenas alguns passos foram dados nesta.dimegiguperficieM em
RP2 pode ser aproximada por uma quadrica em todo ponto até ossefenordem dois.
Chamaremos um ponios M de quadratico skl puder ser aproximada por uma quadrica
emx até ordem trés. Trabalharemos com superficies no espgetiyiale dimensao trés
RP? e emS3. Dado um espaco vetorisl, 0 espaco projetivo associad®(V), consiste
dos subespacos uni-dimensionaisdé&eV = R"! entdoP(V) é denotado paRP". O
espacdRP", é o espaco quociente @&+ — {0} pela relagio de equivaléncia

(X1,X2, .y Xnt1) ~ (AX1,AX2, ..., A np1), AER, A#O.
Um ponto projetivop € RP" € uma classe de equivaléncia
p= (AXg,AX2,....,A%n1+1), AF#O0
ou seja,p = (X1,X2,...,Xn+1) = Ap.

Uma coordenada local natural sol&®" provém do espaco vetori@". Se
X0, X1, ...,X, SA0 coordenadas lineares &L, entdoy; = X, /Xo s8o chamadas coorde-
nadas afins sobiRP"; estas coordenadas sé@o definidas na eg#a0.

O espaco projetiviRP" pode ser pensado como o espac¢o quociente da esfera
unitariaS" = {p € R™1;| p |= 1} pela relacdo de equivaléncia que identifia S




com o0 seu ponto antipod&(p) = —p. Com efeito, cada reta que passa pela origem
determina na esfera dois pontos antipodas e a correspéaddsan obtida é biunivoca
e sobrejetiva.

Geometria de superficies no espaco projetivo € um clas$iiocode estudo.
Consideraremos superficies ndo-degenerad&efsto significa que, em um sistema de
coordenadas afins, a segunda forma quadratica da supérfiéie-degenerada em todos
0s pontos; esta condicao € independente da escolha de cadedeafins. Existe uma con-
sideravel diferenca entre o caso de superficieBReémemS2. EmR? as linhas assintéticas
nao sao globalmente definidas por imersdes de superfidestatas compactas. Isto
vem do fato de que nestas superficies existem sempre pdiptisos. EmS?® as linhas
assintéticas podem ser globalmente definidas. O toro pagrge= x1x» € um exemplo
de uma tal superficie (ndo-degenerada e com linhas assagt@lobalmente definidas),
em coordenadas afins ele corresponde ao paraboldide Hiperlidm outro exemplo é
o toro de Clifford,C = St(r) x S1(r) c S3, ondeSk(r) = {(x,y) € R?: x> +y?> =r?} e
r= g Um estudo de linhas assint6ticas no toro de Clifford é zadth em 4].

SejaM c S® uma superficie ndo-degenerada. Em cada pargoM, temos
duas direcdes tangentes distintas, chamadas direco@esotisas. Estas definem dois
campos de direcdes transversais sdidree portanto duas folheacdes. Pode-se escol-
her coordenadas locais, V) de tal forma que as folhas das folhea¢Bes sé&o dadas por
(u= const,v = const). Estas coordenadas sdo chamadas assintéticas. Um ouivo mot
de estudarmos linhas assintoticas em superficies no espajgiivo € que direcées
assintéticas sao invariantes por transformacdes pragetital resultado € demonstrado
em [2].

Temos como objetivo estudar inflex6es de linhas assingd@ae linhas de cur-
vatura sobre superficies do espaco de dimenséo trés,iyoaet Euclidiano. Dividimos
o trabalho da seguinte forma:

No capitulo 1, damos uma introducdo a geometria diferen@atemos as
equacdes das linhas assintoticas e linhas de curvatura Jiohds de curvatura sdo estu-
dadas no ultimo capitulo. Damos também uma pequena intfiodiagespaco projetivo.

No capitulo 2, definimos a curva flecnodal, curva formada p@ontos de
inflexdo das linhas assintoticas. Estudamos propriedadaktagivas das curvas flec-
nodal, das linhas assintGticas e da curva parabdlica pmxienum ponto parabdlico
especial, ponto em que a (Unica) direcao assintética érngmgecurva parabolica. Neste
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capitulo, também provamos que sob certas hipéteses; seupaeisie emR3 ou em
RP3 contém um disco hiperbélico delimitado por uma curva dealophrabdlica, entéo
existe um numero impar de pontos hiperbdlicos especiaistadgar deste disco. Pontos
hiperbdlicos especiais sdo pontos de inflexdo de ambasafiilke assintéticas e também
sdo chamados de pontos quadraticos. Este capitulo foidmssa [L4]. O estudo do
comportamento das linhas assintéticas proximo de pont@bkcos é encontrado em
[3] e em B].

No capitulo 3 caracterizamos inflexdes pela curvatura gecaléConsideramos
a superficie ndo degenerada dada pelo #gra = x1x2. Abordamos a conjectura que
afirma que qualquer superficie hiperbolica fechadaR#Pi ndo tem menos que oito
pontos quadréticos distintos. Para isso, consideremospenabacao genérica do toro
dado acima por uma funcdo duplamente periddica shéve/), e obteremos que os
pontos quadréaticos sdo dados em uma primeira aproxima@ogmucdes do sistema:

(|> huuu‘l‘hu:O
P+ hy = 0.

Daremos algumas respostas parciais do numero minimo dgbsesldo sistema
acima. Este capitulo foi baseado em]|

No capitulo 4, estudamos inflexdes e a estabilidade de liaksamtoticas
fechadas em uma classe de superficie regrada. Motivados pultados do capitulo
3, estudamos no capitulo 5 inflexdes de linhas de curvatunasi@eraremos uma per-
tubagédo do torapxs = X3 X2 por uma funcdo duplamente periddica sulatev), e obtere-
mos que os pontos de dupla inflexdo das folheagdes prins@aidados em uma primeira
aproximacao pelas soluc¢des do sistema:

(”) huuv'f‘hv:O
hywu+hy = 0.

Relacionamos as solugbes d¢ e de(ll ). Estudamos também neste capitulo o compor-
tamento das linhas de curvatura e das curvas de inflexaontias lde curvatura proxima
de pontos umbilicos. Esta ultima parte do capitulo 5 foi hdaem J].
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CAPiTULO 1

Preliminares de Geometria Diferencial

1.1 Geometria de Superficies erfR3

Este capitulo foi baseado ertj[Nesta secao trataremos de propriedades basicas
de superficies erR3. Comecaremos com uma breve introducéo da nogéo de orientaca
para superficies. Dada uma parametriza§adJ c R? — S de uma superficie regular
S em um pontop € S, podemos escolher, para cada pontaXde ), um vetor normal
unitario pela regra

Xu A Xy

N(q>=m(q>,qex(u>- (1-1)

Assim, temos uma aplicagéo diferenciaiel X(U) — R3 que associa a cada
g € X(U) um vetor normal unitaridN(q).
De maneira geral, S¢ C S é um conjunto aberto e@e N : V — R3 é uma aplicagéo
diferenciavel que associa a cagla V um vetor normal unitario erg, dizemos queN é
um campo diferenciavel de vetores normais unitariodem

Dizemos que uma superficie regular é orientavel se ela adumt campo
diferenciavel de vetores normais unitarios definido em @daperficie. A escolha de
tal campoN € chamada uma orientacdo8e

Definicao 1.1 Seja SC R" uma superficie com uma orientacao N. A aplicagao
N :S— R3 onde N é dado porlfl) toma seus valores na esfera unitaria Ré. A
aplicacdo N: S— & assim definida, é chamada a aplicacio de Gauss de S.

E imediato verificar que a aplicagdo de Gauss é diferencidvdlferencialdN, de N
emp € Sé uma aplicacgao linear dgSem TN<p)82. ComoTpSeTN(p)S2 S840 0S mesmos
espacos vetoriaisiNp pode ser olhada como uma aplicagéo lineaimgi

A aplicagéo lineardN, : T,S — TpS opera da seguinte maneira. Para cada
curva parametrizada(t) em S, com a(0) = p, consideramos a curva parametrizada
N(a(t)) = N(t) na esferaS?; isso equivale a restringir o vetor normigla curvaa(t).



O vetor tangent&l’(0) = dNy(a’(0)) € um vetor dél,S. Ele mede a taxa de variagéo do
vetor normalN restrito a curva(t), emt = 0. No caso das curvas, esta medida € dada
por um numero, a curvatura. No caso das superficies, esidaedaracterizada por uma
aplicacao linear.

Proposicéo 1.2A diferencial dN : T,S— TS da aplicacéo de Gauss € uma aplicagao
linear auto-adjunta.

Demonstragcdo Como dN, € linear, basta verificar que< dNp(wi),wp >=
< Wy, dNp(w2) > para uma basgw;,wo} de TpS. SejaX(u,v) uma parametrizagao
de Sem p e {Xy, Xy} a base associada dgS. Sea(t) = X(u(t),v(t)) € uma curva
parametrizada er§, coma(0) = p, temos

dNp(a'(0)) = dNp(Xutf (0) + X' (0))

= SN V) oo
= N/ (0) + NV (0);

em particulardNp(Xy) = Ny € dNp(Xy) = N,. Portanto, para provar qu#N, € auto-
adjunta, é suficiente mostrar que

< Ny, Xy >=< Xy, Ny > .

Para isto, derivamos N, X, >=0e< N, X, >= 0, em relacdo a ev, respectivamente,
e obtemos

< Ny, Xy >+ <N, Xy >=0,
< Ny, Xy > 4+ < N, Xvu>=0.

Assim,

< NU7XV >=—< N7XUV >=< NV7XU >

O
O fato de sedN; : ToS— TpSuma aplicacao linear auto-adjunta nos permite associar a
dN, uma forma quadratic® emT,S, dada poQ(v) =< dNp(v),v>,ve TpS

Defini¢céo 1.3 A forma quadratica Iy, definida em JS por ll(v) = — < dNp(v),v>, &
chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Vale aqui relembrarmos as férmulas de Frenet. 8eja— R2 uma curva parametrizada
pelo comprimento de arcetal quea’(s) # 0, s€ I. Temos que as formulas de Frenet
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t' =kn,
n = —kt—1b,
b =1n

ondet,n e b séo respectivamente os vetores tangente, normal e binarmak é a
curvatura e a tor¢ao dex. Estas férmulas serdo usadas em alguns fatos seguintes.

Definicdo 1.4 Seja C uma curva regular em S passando pa $, k a curvatura de C
em p, ecog0) =< n,N >, onde n € o vetor normalaC e N é o vetor normala S em p. O
numero k = kcog0) é chamado a curvatura normal decCS em p.

Em outras palavrag, € o comprimento da projecdo do vetam sobre a normal a
superficie enp, com um sinal dado pela orientagdale Sem p.

Para dar uma interpretacéo da segunda forma fundaméptaonsidere uma
curva regulaC C Sparametrizada pax(s), ondes & o comprimento de arco @& com
a(0) = p. Se indicarmos poN(s) a restricdo do vetor norm&l a curvaa(s), teremos
< N(s),a’(s) >= 0, donde

< N(s),a"(s) >= — < N'(s),d’(s) > .

Portanto,

11p(a'(0)) = — < dNp(a'(0)).0((0) >
= — < N(0),0'(0) >=< N(0),a"(0) >
=< N,kn> (p) =ka(p).

Em outras palavras, o valor da segunda forma fundaméam um vetor unitario
v e TpSé igual a curvatura normal de uma curva regular passandp @tdangente &.

Para cadg € S, existe uma base ortonormid;, e>} de TpStal quedNp(ey) =
—kier, dNp(e2) = —koep. Além dissok; e ko (ki > ko) sdo 0 maximo e o minimo da
segunda forma fundamenta}, restrita ao circulo unitario d&,S; isto &, séo os valores
extremos da curvatura normal gmUma prova deste fato pode ser encontradoHm [

Definicdo 1.5 O maximo da curvatura normalle o minimo da curvatura normajlséo
chamadas curvaturas principais em p. As direcdes corregpotes, isto €, as direcdes
dadas pelos auto-vetores denotados poe & sdo chamadas direcdes principais em p.

17



Definicdo 1.6 Se uma curva regular e conexa C em S é tal que para todd&pa reta
tangente a C é uma direcdo principal em p, entdo dizemos queadinha de curvatura
de S.

Proposicao 1.7 (Olinde Rodrigues)Uma condicdo necessaria e suficiente para que
uma curva conexa e regular C de S seja uma linha de curvatuaéegue

N'(t) = A(t)a' (1),

para qualquer parametrizagda(t) de C, onde Nt) = N(a(t)) e A(t) é uma funcdo
diferenciavel de t. Nesse case)(t) € a curvatura (principal) segundw'(t).

DemonstragaoBasta observar que $8(t) corresponde a uma diregdo principal, entédo
a’(t) é um auto-vetor deN e

O

O conhecimento das curvaturas principais prpermite calcular a curvatura
normal segundo uma dire¢céo dadaTyS. De fato, seve TpSe | v|= 1, comoe; e
& formam uma base ortonormal d@gS, temos

V=e1c00+ e sinb,

onded e o angulo de; av na orientagéo d€,S. A curvatura normak, na dire¢éo de é
dada por

kn = 11p(V) = — < dNp(v),v>
= — < dNp(er1cosB+e;sind), e; cosO + e sind >
=< e1k; c0sB + exko sind, e; cosB + e, sind >
= kyc0<0 + ko Sinf 6.

Esta ultima expresséo é conhecida classicamente sob o refaetlla de Euler. Ela é
simplesmente a expresséo da segunda forma fundamentadengepa, } .

Definicéo 1.8 Seja pc S e seja dN: T,S— T,S a diferencial da aplicagéo de Gauss.
O determinante de diNé chamado a curvatura Gaussiana K de S em p. O negativo da
metade do traco de d)\¢ chamado a curvatura mediagKde S em p.
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Em termos das curvaturas principais & k,, podemos escrever
1
K = kika, Km = §(k1+ k2).

Definigcdo 1.9 Um ponto de uma superficie S € chamado
1.Eliptico, se d€idN,) > 0;

2.Hiperbolico, se dédN,) < 0;

3.Parabolico, se d€tiNy) = 0, com dN # O;

4.Planar, se diy= 0.

Definicdo 1.10Seja p um ponto em S. Uma direcao assintética de S em p é umadalire
de TS para a qual a curvatura normal € zero. Uma curva assintadiess € uma curva
conexa e regular € S tal que para cada g C a reta tangente a C em p & uma direcao
assintética.

Uma interpretacdo geométrica util para as direcOes atiseé® dada através
da indicatriz de Dupin, que descreveremos agora.

Sejap um ponto deS. A indicatriz de Dupin enp € o conjunto de vetores dgS
tais quell p(w) = 1. Para escrever as equagdes da indicatriz de Dupin de unerean
conveniente, sejart,n) as coordenadas cartesianasigBna base ortonormgkey, e},
ondeey, &, sdo autovetores diN,. Dadow € T,S, sejamp e 6 as “coordenadas polares”
definidas pow = pv, com|v| = 1 ev = e;coD + exserd, sep # 0. Pela formula de Euler,

+1=11p(wW) = p2l1 (V)
= kyp?co<0 + kop?sertd

- klEZ + k2n27

ondew = &e; + nex. Assim, as coordenad&g,n) de um ponto da indicatriz de Dupin
satisfazem a equacéao
ki€ +kon? = £1;

logo, aindicatriz de Dupin € a unido de conicasg® Notamos que a curvatura normal
ao longo da dire¢éo determinada poé kn(v) = llp(v) = ié.

Para um ponto eliptico, a indicatriz de Dupin € um elipgee(k, tém o mesmo
sinal).
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Para um ponto hiperbolicéy e ko tém sinais opostos. A indicatriz de Dupin é
entdo formada por uma hipérbole com um par comum de linhag@ssas. Ao longo das
direcOes assintoticas, a curvatura normal € zero; elas@&nfo, direcdes assintoéticas.
Isso justifica a terminologia e mostra que um ponto hipecbdléem exatamente duas
direcBes assintodticas.

Para um ponto parabdlico, uma das curvaturas € zero, e ainzide Dupin
degenera-se em um par de retas paralelas. A dire¢cdo comsasdetas & a Unica direcédo
assintética em questéo. O seguinte resultado é encontoaaw exercicio em1].

Teorema 1.11 (Beltrami-Enneper) O valor absoluto da torcda@ em um ponto de uma
curva assintotica, cuja curvatura nao se anula, é dada por

TI= VK,

onde K é a curvatura Gaussiana da superficie no ponto coresie
DemonstracaoSejaa uma curva assintética parametrizada pelo comprimento ate ar
coma(0) = pea’(0) = v. Temos entdo que

kn(a'(s)) = k(s) < N(s),n(s) >= 0.

Por hipétesd(s) # 0, logo< N(s),n(s) >= 0. ComoN(s) L a’(s) = t(s), obtemos que
N(s) = cb(s), ondeb(s) denota o vetor binormal@ Como|N(s)| = |b(s)| = 1, obtemos
N(s) = b(s). Derivando esta expressao obtemos que

IN'|=[ 7|

Por outro lado temos que’(0) = v = €;c0D + exserd = kq(V) = k;coS0 + kpsertd =
0= kicos0 = —kyserfd =

k2co$’0 = —kikoserfo
k2serf® = —kikocos0
Logo:
| T|=I N’ [=[dNp(V) |=| coBdNp(e1) +serbdNp(e2) |=| coB(—kier) +serd(—kze;) |=

| —kicoBe; — koserbe, |= \/kfco§9+ k2serfd = /—kikz = v/—K.

0
Daremos agora ema expressao para segunda forma fundasmergabrdenadas.

SejaX(u,v) uma parametrizagdo em um pomta Sde uma superfici§, e seja
a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva parametrizada e coma(0) = p. Para simplificar a
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notacgéo, convencionaremos que todas fun¢des abaixomndeas valores no ponfo
O vetor tangente a(t) emp éa’ = XU + XV e

dN(a’)

N(u(t),v(t)) = Nyu' + Ny

ComoNy e Ny pertencem d,S, podemos escrever

Ny = an1Xy+az21Xy, Ny =a12Xy+azXy, (1-2)

e portanto

dN(a’) = (ag1t + a1V )Xy + (a1t +agV ) Xy,

dN u air g2 u ‘
Vv a1 ax v

Isto mostra que, na bag&y, X}, dN € dada pela matrigj), i, j = 1,2.

isto é,

Por outro lado, a expressdo da segunda forma fundamentalsed X, X,} é
dada por

lp(a') = — <dN(a'),0’ >= — < Nyu' + Ny, Xy + X,V >

= e(U)?+2fuV +g(V)?,
onde, ja que< N, Xy >=< N, X, >=0,

e=—-< NU7XU >=< N7XLIU >7
f=— <Ny, Xy >=<N, Xy >,
g=— <Ny, Xy >=<N,Xvww>.

Deste modo, pela definicdlo10 um curva assintética € uma curva integral do
campo de direcdes dado por

e(du)®+2fdudv+g(dv)? = 0.

Vamos obter agora os valores dg em termos dos coeficientesf,g. Das
equacdes dadas em+p), temos
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—f =< Ny, Xy >= a1F + a»1G,
—fF =< Ny, Xy >= aE +agF,
—e=< Nu,X, >= a11E + ap1F,
—g =< Ny, Xy >= agoF + a6,

ondeE =< Xy, Xy >, F =< Xy, Xy > e G =< X, Xy >. Estas relacfes podem ser expressas

na forma matricial

[ e f\ (a1 an E F ).
f g N dp1 ap2 F G ’
-1

ajlr a2 _ e f E F

a1 axp | f g F G

-1

E F B 1 G -—-F

F G/ EG-F2\ - E )’

Dai segue as expressdes

donde

onde

ay1— fF—eG
EG—F?2’
a,— 16
EG-F2
By — eF—fE
EG-F2’
app— [FTOE
EG—F2

As equacOes dadas erf-2) com os valores obtidos acima, sdo conhecidas como as
equacgoOes de Weingarten.

Pela proposicdol(7), temos que, uma curva regular con&a&m uma vizin-
hanca coordenada &eé uma linha de curvatura se e somente se para uma paran#rizac
qualquert(t) = X(u(t),v(t)),t € I, deC, temos

Segue-se que as funcGeg) eV (t) satisfazem o sistema de equacdes
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fF—eG, 9gF—-1G

EGF2 | ' EG_F2

eF—-fE , fF—gE

EG_F2 ' EG_F2

EliminandoA no sistema acima, obtemos a equacao diferencial das liehasdatura,

vV =AU,

vV =AV.

(fE —eF)(U)%+ (gE—eG)UV + (gF — fG)(V)? = 0. (1-3)

Utilizando o fato das direcdes principais serem ortogquigsorre facilmente da
equacao acima que uma condi¢cao necessdéria e suficienteugeaa qurvas coordenadas
de uma parametrizagdo sejam linhas de curvatura & gad = 0.

No exemplo seguinte determinamos o comportamento quaitdas linhas
assintéticas do toro de revolucéo &h
Exemplo: SejaT? o toro de revolucéo obtido pela rotacdo do circulo
(x—R)?4+7Z =r?r < R, em torno do eixa. Consideremos a seguinte parametrizag&o do
toro de revolucao:

X(u,v) = (coqV)(R+rcos(u)),senv)(R+rcosu)),rsenu)).
A segunda forma fundamental € dada por:
e(u,v)=R%, f(uv)=0, g(u,v)=R(R+rcos(u))cogu).

Portanto, a equacao diferencial das linhas assintéticada pbr:
du du

= R(a)z-l—cos(u)(R—l- rcos(u)) = 0.

Escrevendaq = % , consideramos o campo vetorkldefinido pela equacéao diferencial
(U.V,d) = (qFy, Fg, —(aRu+ R))-
. . 1
Depois de multiplicarmoX pora, obtemos
(U,V,d) = (2Rq 2R, Rserfu) + rsen(2u)).

Consideremos também o campo vetorial projet&dao,q) = (2Rq Rsenu) +rsen(2u)).
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Notemos que a orbita dépor (3,0) atinge(%”, 0). De fato, da integral primeira dé
G(u,q) = R + Rcogu) + %cos{Zu),
segue quéJ,0) e (37”,0) estdo na mesma componente conex&d¥—5).

O tempo gasto por uma Orbita que comeca(gnd) e alcance o pont(%”,O)
pode ser calculado como segue:
: r
A partir deG(u,q) = ~5 resulta que:

_[r(1+cog2u) — 2Rcogu)] 1
g={ R y2.

Comoc:j—ltJ = 2R segue que:

3

S =|

T R%/T du _ 2/ du .
7 [—cos(u)(rcos(u)JrR]% 0 [ser(u)(l—LRser(u))]%

Segue def], que a funcad () tém a seguinte expanséo analitica em série:
1

T(L) _ < Z;Gn(iw oy — 1x3x..x(2n—1) F(%)r(zr‘g)
R n;) n ‘R’ on r(2n+%> .

dv . L
Portanto, de(ﬁ = 2R, segue-se que um arco da linha assintotica que comeca nm pont

(g,vo) termina no ponth3—”,v1), ondev; é dado pow; = 2RT + .
Este exemplo foi retirado d&]. O comportamento qualitativo das linhas assin-
téticas é dado na figura seguinte.

Figura 1.1: Linhas assintéticas sobre o toro
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1.2 Geometria de Superficies erfiRP3

Nesta secéo trataremos de propriedades basicas da geametspaco projetivo
RP3. Comecaremos com o conceito de variedade diferenciavel.

Definigcdo 1.12Uma variedade diferenciavel de dimensdo n é um conjunto M & um
familia de aplica¢Ges biunivocag XUy C R" — M de abertos | deR" em M tais que:

(1) Ua Xa(Ua) = M;

(2) Para todo para, 3, com X (Uq) N Xg(Ug) =W # 0, 0s conjuntos XL(w )%

sdo abertos eriR" e as aplicaces g(l o Xy sao diferenciaveis.

O par (Uq,Xy) (ou a aplicagdoXy) com p € Xy(Ua) é chamado uma
parametrizagdo (ou sistema de coordenadasMdem p. Uma familia {(Ug, Xo) }
satisfazenddl) e (2) é chamada uma estrutura diferenciavelldm

Indiquemos pofRP" o conjunto das retas dR"*! que passam pela origem
0= (0,...,0) € R", isto é, RP" & o conjunto das “direcdes” d&". Vamos introduzir
emRP" uma estrutura diferenciavel. Para isto, sgja...,x,;1) € R™?! e observemos,
inicialmente, quéRP"é o espaco quociente &+ — {0} pela relagdo de equivaléncia:

(X17"'7Xn+1) ~ (}\Xi7"'7)\xn+1>7 AGR? }\7&0

Indiquemos os pontos d&P" por [xy, ..., Xn+1]. Observemos que, sg+# 0,

X1 Xi—1 , Xi+1 Xnt+1
X17 ,Xn =1 717 IRRES) .
] = [, 2 L B2 Ty

Definamos enRP" subconjunto¥s, ...,Vn 1, dados por:

\/I:{[Xh?XI'H-l]’Xl?éO}: |:177n+1

Geometricamentéy; é o conjunto das retas d@™! que passam pela origem e néo
pertencem ao hiperplang = 0. Vamos mostrar que podemos tomar \§s como
vizinhancas coordenadas, onde as coordenad4 4o

X1 Xi— Xi+1 Xn+1
1 - PRRER) - —7 (e PRRER) - -
y X Yi—1= ” Yi = ” Yn %

Para isto, definamos aplicacdes R" — V; por

Wi (y17"'7yn> = [y17"'7yi—17 17yi7"'7yn]7 (YL ---,Yn> S an
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e mostremos que a fami{dR",w;)} é uma estrutura diferenciavel eriP".

De fato, cada aplicacéw; é biunivoca & Jw;(R") = RP". Resta mostrar que

w(ViNV;) € aberto enR" ew; ' ow; é ai diferenciavelj = 1,...,n+ 1. Temos que os

pontos deNfl(Vi NV;j) séo da forma:

{(y1,-..,¥n) € R™yj # 0}
Portanton; }(Vi NV;) € aberto enR", e supondd > j,

W oW = (Y1, Yn) = Wi Y1, Yie1, LYy s Vil
Y1 Y-1 L Y+t Yicr LY W
121 1 — X )n

:W] 90y ) 2 90y 9 ) VAR
Yj Yj Yj Yi YiYi Yj
:(ﬁ Yi-1 Yi+1 Yi-1 1 Wi @)
Vil Ty Ty Yy Ty

que é diferenciavel. O caso em que j € analogo. Em resumo, o espago projetivo
real RP" fica coberto pon+ 1 vizinhangas coordenad¥s ondeV; é constituido pelas
dire¢bes deR"™! que ndo estdo no hiperplap= 0. Além disso, em cad¥; temos
coordenadas

X1 Xi—1 Xi+1 Xn+1
(=, ..., , yeees ),

X7 % T X X
onde(xy, ...Xn,1) S&0 coordenadas @1,

O espaco projetiviRP" pode ser pensado como o espac¢o quociente da esfera
unitariaS" = {p € R | p |= 1} pela relagéo de equivaléngie S" com seu ponto
antipodaA(p) = —p. De fato, cada reta que passa pela origem determina na dsisra
pontos antipodas e a correspondéncia assim obtida é boarngv&obrejetiva.

Trabalharemos com o espaco projetivo de dimensadiiF€s ou seja, cons?.
Consideremos uma superficie regularc S°. Temos queM pode ser vista como uma
superficie deR*. O produto interno natural dR* > M, induz em cada plano tangente
TpM de M um produto interno, que indicaremos pat>p. Sew;,Wy € ToM C R*)
entdo< wy,wp > € igual ao produto interno de; e wp, como vetores enk?. A este
produto interno, que é uma forma bilinear simétrica, cpwase uma forma quadratica
lp: TpM — R dada por

Ip(W) =< W,w >p=| W |2> 0. (1-4)

Definicéo 1.13 A forma quadraticaj em M definida em4-6), € chamada a primeira
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forma fundamental da superficie regular 1S3 em pe M.

Consideremo : U ¢ R? — R* uma parametrizacdo dd. Como um vetor tangente
w e TpM € o vetor tangente a uma curva parametrizada= X(u(t),v(t)), com
p = a(0) = X(up, Vo), obtemos

Ip(a(0)) = E(U)? +2FuV + G(V)?,

com
E=<Xy,Xu> F=<Xy,Xv> GC=<X, X >.
XAXuA Xy

O vetor normal aM é dado polN = ——M—.
PO = X AR A X

A segunda forma fundamental é
definida por:

comw € TpM. Considerandai(t) = X(u(t),v(t)), comp = a(0) = X(uo, Vo), Obtemos

Il = e(du)®+2fdudv+g(dv)?> = 0

onde
e— det[X7XU7XV7XUU] f _ det[X7XU7XV7 ><UV] g _ det[x7xU7XV7XW]
VEG-F2 '’ VEG-F2 '’ VEG—F2

Definimos assim a primeira forma fundamental e a segundaafdurmdamental de uma
superficieM emS® herdando o produto interno candnicokte

Consideraremos superficies ndo-degenerad&elsto significa que a segunda
forma fundamental € ndo degenerada em cada ponto.
Um estudo de curvas e superficies 8fé realizado em10]. Vejamos um exemplo de
uma superficie ndo degenerada®m

Exemplo: Consideremos o toro de Cliffor@d = Sl(%) X Sl(\%) C S® parametrizado
por:

2
C(u,v) = g(cos(v— u),ser(v—u),cogv+u),sernv+u)) (1-5)
ondeC esté definido no quadrad®= {(u,v) : 0 < u < 2m,0 < v < 21i}. Temos que as
direcGes assintéticas sobre o toro de Clifford dado fe5)(sdo dadas podudv= 0,
isto &, as linhas assintoticas sdo as curvas coordenadaftd)eos coeficientes da
primeira forma fundamental= Ed? + 2F dudv+ GdV? e da segunda forma fundamental
CACUAC, .

Il = edi? + 2fdudv+ gdv? de C com respeito ao vetor normal = ICACIAG S&0

dados por
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onde o vetor normal dé é dado por

N = gz(cos(v— u),senv—u),—cogu+v),—seru+v)).

Figura 1.2: Toro de Clifford folheado por linhas assintéticas, os
circulos de Villarceau.

Um estudo sobre folheacdes assintéticas em deformacdesalde Clifford €
realizado em4].
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CAPITULO 2

Pontos Parabolicos Especiais

2.1 Colecao de Resultados

Este capitulo foi baseado erh4]. Ressaltamos novamente porque estudamos
superficies enfS3: Em R3 as linhas assintéticas ndo sdo globalmente definidas por
imersdes de superficies orientadas compactas. Isto veataldd que nestas superficies
existem sempre pontos elipticos. ESh as linhas assintéticas podem ser globalmente
definidas. Identificaremos localmente o espaco projetivo coespaco Euclidian®?3

com coordenadas
X X X

"% 7T X0
Nesta secdo consideraremos propriedades qualitativasdaefipor linhas assintoéticas
de uma superficie suave em um espacgo de dimenséo trés (Buclal projetivo). Uma
superficie conexa suav® é naturalmente particionada em trés partes (possivelmente
vazias):
(E) Um dominio aberto de pontos elipticos;
(H) Um dominio aberto de pontos hiperbalicos;
(P) Uma curva parabdlica.
Em geral o conjunto parabdlico € a fronteira comum dos darainiperbdlico e eliptico.
Denotaremos o dominio hiperbdlico gér Temos que uma curva assintética € uma curva
integral do campo de direcbes

e(du)? + 2fdudv+ g(dv)? = 0. (2-1)

Para cada pontp, da regido hiperbdlichl, passam duas linhas assintéticas transversais,
tangentes a duas dire¢des assintéticas que passam e fato, olhando para esta
equacao como uma equacao do segundo gradeou emdv), obtemos que o seu
discriminante é dado pdx = 4(f? — eg). Sejapy = X(qo) € Sum ponto hiperbdlico de

S. Entéo, por continuidade, existe um abeédtpC U tal que para todg € Ug temos que
K(g) < 0 e assimA > 0. Portanto um dominio hiperbdlico simplesmente conexdeon
f2—eg> 0, a equacio2t1) pode ser fatorada em dois fatores lineares distintos, o que



nos da

w1 ® Wy = (Adu+ Bdv)(Cdu+ Ddv) = 0.

Assim, os campos de direcfes sao definidos pelos nl€le®y>, das 1-formasv; e wy,
ou seja,
Adu+Bdv=0

Cdu+Ddv=0

onde os coeficientes sdo determinados por
AC =g, AD -+ BC = 2f, BD=g.

Cada uma destas equacOes determina um campo diferenctadekeddes assintoticas,
e em cada ponto da vizinhancga considerada as dire¢cdes deldasdpas equacdes sé&o
distintas.

Sob uma hipétese de orientabilidade imposta sobre a scipeéipossivel glo-
balizar sobre toda a regido hiperbdlldaa definicdo dos campos de direcbes assintoticas
Y1, Y2 e uma escolha de ordenacéao entre eles.

Consideremos o campo de cones tangef@tesobreH, definidos pelas di-
recBes principai®;, e, orientado compativelmente com a superficie. Chamamos de
{e1(p),e2(p)} uma base positiva paiigSonde

DX(p,e1(p)) ADX(p,&2(p)) =N(p) € Illp(v) >0, para v=ei(p)-+ex(p),

ondeX é aimers&o & é o vetor normal. Notemos que &€ (p),€(p)} é outra escolha
para tal base, ambas definem o0 mesmo campo de direcdes:

Wi(p) =R.ei(p) =R.€(p) e  Wap)=R.ex(p) =R.&(p).

As possiveis escolhas para o cdde sdo dadas na figura abaixo. Estes dois
campos de dire¢cdes sdo chamados de campos de direcoepasimieX. Distinguimos
assim, os campo¥; e Y» de dire¢Bes assintoticas da seguinte maneira: chamareamos d
“1” o primeiro campo de direcdey;, definido pela parte positiva do co@ e “2” o
segundo campo de direco€sdefinido pela parte negativa do cae.

As folheacdes assintoticas desado as folheacgbes integrais de Y1 e Ay de
Y>». Estas folheacdes preenchem toda regido hiperbdljaau seja, a regido hiperbolica
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é folheada por uma familia de curvas assintéticas “1” e pa familia de curvas assin-
téticas “2”. Claramente, uma troca de orientacdo da swgerfiroduz uma permutacéo
das folheacbes assintoticas.

e2

el

e

e2

Figura 2.1: Cone de dire¢cGes principais

Deste modo, por um ponto hiperbdlico de uma superficie goagkias curvas
assintéticas, uma curva da familia “1” e a outra da familia \X&mos a definicdo de
alguns termos.

Definicdo 2.1 Um ponto parabdlico especial € um ponto parabdlico em quenicé)
direcéo assintotica € tangente a curva parabdlica.

Este ponto também é chamado de “godron” devido a R. TH@n [

Definicdo 2.2 Uma inflexdo de uma curva regular parametrizadaRR? ( ou emR3) é
um ponto em que as duas primeiras derivadas séo linearmependentes.

Estudaremos inflexdes de linhas assintoticas.

Definicdo 2.3 A linha formada (quando definida) pelos pontos de inflexdoalmgas
assintéticas no dominio hiperbolico € chamada curva fleahod

No decorrer do texto, denotaremos a curva flecnodaFp@omo no dominio hiperbdlico
temos duas folheacdes assintéticas, é natural definirmos:

Definicdo 2.4 A curva flecnodal “1” denotada por € a curva formada pelos pontos de
inflexdo da familia assintética “1”. De modo anélogo se defaneurva flecnodal “2”.
Temos assim que £ F UF.

Pode ocorrer de uma das curMasou F, serem vazias, ou seja, ndo termos
curva de inflexdo para uma folheacdo assintética. Tambéra podrrer de ambas as
curvaskF; e F, serem vazias, ou seja, ndo termos curva de inflexdo para mento
Iheacdo assintética. Consideramos aqui superficies emanpbas curvas; e F, sédo
bem definidas, ou seja, sdo curvas regulares. Chamaremasitbehiperbodlico especial
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(ponto de dupla inflexdo) um ponto de intersecc¢éo da curvadtidF; e curva flecnodal
F (F1NF). Estes pontos também recebem o nome de pontos quadritcaspitulo
3 mostraremos que pontos hiperbdlicos especiais (ou ponamraticos) sdo os pontos
em que uma superficie pode ser aproximada por uma quad¥ioa termos de ordem trés.

No que segue, consideraremos a superf&parametrizada localmente como
o gréfico de uma funcdo suaze= z(x,y) (onde o mergulho é dado pot(x,y) =
(X,¥,2(x,y))). As dire¢Bes assintéticas satisfazem a equacao:

Ze(dX)? + 2z dxdy+- 2 (dy)? = O.
Fazendaly = pdx esta equacgao se torna
F(X.y,p) = Zy p2 + 2z P+ 2 = 0. (2-2)

Esta equacéo € chamada equacédo assintotiaAesta equacdo associamos o
campo vetoria¥ = (1, p, —(FX%EFV)). De fato,F(x,y, p) = 0= FX' + Ry +Fpp' = 0.
Fazendo( = 1, temos:

X=1
Y : y p
(Fx+ pFy)

o=
Fp

As projecOes das curvas integrais Mepor MN(x,y,p) = (x,y), sdo as linhas
assintéticas d&. Chamaremos da a superficie definida pelas equacdds,y, p) =0,
p=dy/dxeF(xy,q) =0, q=dx/dy. Isto €, consideraremos a equacao diferencial das
linhas assintéticas como uma superficie no espaco projetihgente da superficie.

Caracterizemos a curva flecnodalXleSejay(t) = (x(t),y(t),z(x(t),y(t))) uma
linha assintotica dX. Derivando ent e usando o camp teremos:

y, = (X,7y’7ZXX/+Zyy’) — y, = (17 p7ZX+Zyp)7
Y = (0, P, Zx+ szyp+zyyp2+zypl> = pl(oa 1 Zy):

onde usamos qu&y + 2z, P+ z,,p? = 0. Determinando os pontos onge= Ay (as duas
primeiras derivadas sao linearmente dependentes)AcoiR, obtemos:

0=\
P=Ap
P'z, = Nz +2z/p)
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dondep’ = 0. EmY, p’ = 0 corresponde B+ pF, = 0. Portanto, o levantamento da curva
flecnodal é dado por

E—

A curva flecnodal é obtida pela projecddx, y, p) = (x,y) desta curva.

Observacgédo 2.50 levantamento da curva parabdlica na superfidiésuperficie dada
pela equacéo Fx,y, p) = Zyyp2 + 2P+ zx = 0) € dada por

P—

Exemplo: Consideremos a superficie dada pofx,y) = (x,y,y* — y + x2y3). Deter-
minaremos suas curvas parabdlica e flecnodal. Temos que:

dy

Assim a equacdo das linhas assintoticas pomd—x

é dada por

F(Xy,p) = pzzyy+ 2PZy+ Zux = p2(12y2 + 6X2Y) + 12pr2 + 2y3 =0.

Pelas observacdes feitas anteriormente temos que o Ievemtimdas curvas flecnodal
e parabolic® sdo dadas por:

e_ | 2P +2z4p+20=0 5 _ | 2y +224p+2e=0
Fe+ PRy =0 Fo=0.

Obtemos assim:

£ (12y° +6x%y)p? + 12Xy p+2y> =0 5_ (12y° +6x%y)p? + 12XyPp+2y3 =0
(24y +6x2)p® + 36Xy +18y?p =0 (24y? + 12¢%y)p+12xy? = 0.

Notemos que erfr temos dois polindmios em, um de grau dois e um de grau
trés. Fazendo o “resultant” em (termo definido no Apéndice) destes dois polindmios
obtemos a curva flecnodal, dada por:

—11523°(—49y° — 20x%y + 20x*) = 0.

Notemos que neste exemplo a curva flecnodal ndo é regulaigesoiFazendo o mesmo
em P, onde temos um polindmio de grau dois e um de grau unpeabtemos a curva
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parabdlica dada por:
— 244 (—y+xP)

O esboco das linhas assintoticas, da curva parabdlica exdaftacnodal € dado na figura
seguinte.

Figura 2.2: Curvas assint6ticas, parabdlica e flecnodal

As curvas em rosa sao linhas assintéticas, cinza paral@éeal flecnodal. No
préximo exemplo é dada uma superficie em que temos dez poatalsilicos especiais,
ou seja, dez pontos parabdlicos em que a (Unica) direcau@ssa é tangente a curva
parabdlica.

Exemplo: Consideremos a superficie dada Edk,y) = (x,Y,z(X,y)), ondez(x,y) & dado
por:

2(x,y) = —x* — 23y + 9y +6xy° — 11y* — 13 — 10x%y+ 3xyP + 10y° + 12 4 2xy— 2.

Temos que:
Zox = — 12 — 12xy+ 18y> — 78x— 20y + 24,

Zey = —6x2 4 36xy -+ 18y? — 20X+ 6y + 2,
2,y = 18 + 36xy — 132> + 6x+ 60y — 4.

A curva parabolica é dada por:100+ 3504/ — 2700/ — 252 — 1716¢ — 2163y +
39622 4 936xy° — 2448y + 925y — 3792y — 364x2 — 4548/ + 536x+ 1496/ = 0.
O esbocgo da curva parabdlica e das linhas assintoticas énddira seguinte.
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Figura 2.3: Dez pontos parabdlicos especiais

2.2 Curvas Assintoéticas, Flecnodal e Parabdlica

Estudaremos agora a posicao relativa entre as separakazéshas assintoéticas,
curvas flecnodal e parabdlica na vizinhanca de um ponto plicatespecial. Para este
fim, comegaremos com a seguinte proposicao:

Proposigéo 2.6 Consideremos o mergulho(Xy) = (X,Y,z(x,y)) onde z é da forma

k a1x aox? asx? arxd X2y2  agx®
:_}'2+ 1y2+ 2 y+a4y3+ 5 +36y4+ 7 +38 y_|_ 9 y+¢(x,y) (2-5)

T T T2 TTe "2 2476 T4 e

com & # {0, %}, a # 0, k# 0 e ¢ denotando a soma de polinbmios homogéneos em x e
y de grau maior quéd.
Com uma mudanca de coordenadas do tipo

X = bou+ b1U® + boV? + bguv+ sv

y = bov+ c1U% + CoVP + Cauv (2-6)

€ possivel escolher os termag by, by, bs, s, @, ¢ e ¢ de tal forma que a equacédo
diferencial das linhas assintoticas d2-) € a “mesma” equacéao diferencial das linhas
assintoéticas da superficie dada por:

2
Z= y? - X2y+ rX4+ ¢<X7y)7 (2-7)
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onde r+# {0, %} e ¢ denota a soma de polinbmios homogéneos em x e y de grau maior
que4.

DemonstracaoA equacdao diferencial das linhas assintéticas?2dé) € dada por

onde:

zyy=1+0(3).

Portanto, dividindo pogyy, a equacéo diferencial das linhas assintética2eg ¢ dada
por
(—2y+12rx? 4 0O(3))(dx)? + (—4x+ O(3))dxdy-+ (dy)? = 0.

Trabalharemos agora com a equacéao diferencial das linked@ras deZ-5).
Com a mudancga dada er®-6), obtemos a superfici¥(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)),
onde a equacéo diferencial das linhas assintoticas € dada po

e(dx)2 + 2fdxdy+ g(dy)? =0, (2-8)

com:

e= aphgv+ ((1/2)ashf + 4kbgc2 + 5crazbg)u? + (4crarbf + assky + 4azbdcs +
61823 + 2c182b3s+ agh§ + 4c1kbies)vu+ ((1/2)aghl + 3axbic, + 2a1 bes + apskfcs +
(1/2)ass?b + agsky + ke3b3 + 3abibs)v2 + O(3);

f = (a1bg + cakbd + 2askf)v + (agbg + 2kidcr)u + (2c1kiBbs + dazbdc, +
8apshpby + 4axhgbs + ass?bf + 2asbdcs + 8kexcib3 + 4agbcs + 4azshics + 2cabikbg +
2KC3h3 + 21 b3c1 S+ 4a1bgbs + 2agsky + agh§ — 4czkbycys — 2aps?b3c )vu+ (craphds+
4cikiBes + (1/2)asskf + 3cianbd + 4cikibdby — 4kboc?s + 2agbfcs + (1/2)agh§ +
Sbyazbd)u? + (—caaps?bi + caarbds + 4bszagskd + 4cskbic, + (3/2)agsty — khocss +
(1/2)ass’03 + Tapsikfc, + 2bzagbd + 3axbdb, + czasbd + (3/2)ags?b + Saibdc, +
CabakER + (1/2)arb8)v2 + O(3);

g = ki + (Bkeabd + asbg + 3225?03 + 3ayskf, — cakbgs + kidhs)v + (2agst +
aybg — 2c1kb3s+ 3cakbg + 2kidbr )u+ ((1/2)ass?hy + (1/2)agh§ — 21 kbdbs + 3ag bjcs +
3a1bdby + 6azskioy + 3kc3h3 + agsty + 2apbdbs — 4cskbocis — 3axs?hacy + 6esbiK? +
Aapstpcs + asbder ) u? + (12c3kbEc, — 8KeaboCis+ 6axs?b3b + 12c,b1 Kb + 8azskic, +
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azh + daphdb, — 6aps ey — 4cikiBb, + 2a4bdby + ass*hy + 2c3bskid + 3agsky —
2a4b3ci s+ 6a1bic, + 4czars?bg + 4bzag by + 4czasbl — 2kbocss+ 8czanb3s+ 6arskibr —
6a132b(2)c1 —+ 8b38.28% —+ 3a952b6‘)vu+ (602b3kb% + 3a1$t8b3 —+ 1(1)28.28% —+ 3a252b(2)b3 —
2c3kbaby + 12k c3 + 7coa4b] + 3ags?by — aubdcss+ 11c,a,57h3 + 16¢,a1 035+ asbdbs +
(1/2)ass*h3 — 3a,s°bocs — 3a157b3cs + (1/2)agh§ + Shparbg — 4kcbocss + 2a98°hg +
2a7stp)v2 +O(3).

Fazenddy # 0, podemos supay # 0. Dividindo a equacad¢8) por g, obtemos:

g(dx)2+ Zédxder (dy)? =

onde, em uma aproximacao de ordem dois obtemos:

2

€ u

g = g 8CL — asbik — 10020bgl) - zbzkz( 8b125b3k — 286stEk -
8012I<263 - 2a9b0k — 2a2b003k — 801a1b0k + 4a2bos + 2a2b0a1 — 8craphosk) —
—Zl;/zkz(—asbgk — ags?hRk — dashycsk — 2agskEk — 2k2C3 + Bagbdcok + 2anbias +

0

6a%b(2)52 + 6a2b83.1$— 4a2b%b3k— 43.1b(2)C3k) + azllzov + 0(3);

f u? ) X , ,

g~ opzeAaakics — 2ciaabpk + 2c130hosk 4 2a;bhcsk — Bbragbok

0

vu
Aagskpk + 6axstycsk — 8apshybik + 8aps®cik + 4ashocisk — 2aghgk + 2axbdas +
14axh3a;s— 2a557 b3k + 8k2cocy + 4azbicok — 6ashgbsk) — (—2apb3k — 4bok?cy) —

aghgk — asskgk + 4a3bgs + 2azbdar) —

u
203k
V2
202K2
3agskik — Basb3bok — 2bsagbik + 2arbicok + 18a1bfars® + 4czaps’k — Abgapshok +
2c3a; bpsk+ 10asxshycok + 12&%83130) 2b2k2 4kb€ags 2k2b003 — 2kb0a1) —+ 0(3)

Deste modo, determinambg, b1, by, bs, s C1, C2 ecg de tal forma que

(—azbdk + 2aibday + 6a2bs + 4dayskas — 3ags’bik + 4csk’cy, — ass hok —

g = rv+roasu? +0(3)

é =rau+0O(3).

comry,ra,rz e R.
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A proposicao anterior nos diz que uma superficie pode seadapor transfor-
macoes projetivas para a forma normal

2
z= y? — X2yt o (xy) (2-9)
comr # {O,%}. Ou seja, tendo uma superficRem RP?, identificamos localmente
RP3 com o espaco Euclidian@® de tal forma ques é dada porZ-9). No que segue
utilizaremos a forma normal dada e&r9). Em [14] também é utilizado a forma normal

(2-9). Na proposicao anterior apenas justificamos o seu uso.

Proposicéo 2.7Um ponto parabdlico especial separa a curva flecnodal em ssmuss
Frek.

DemonstracdoTemos que 0 levantamenioda curva flecnodal é dado pela interseccao
das superficies
E_ Zyyp2 +2zypP+ 2 =0
Fx + pr - O,

e o levantament® da curva parabdlica é dado pela interseccdo das superficies

P— { Zyyp2 +2zyp+2=0
Fp=0.
A imagem destas curvas pela proje¢&oy, p) — (X,y) séo respectivamente as
curvas flecnodal e parabdlica. A curfasepara a superfici@ (superficie dada pela
equac;aozyyp2 + 2z« p + 2z = 0) em duas componentes, denotadas Aoe Ay, onde
A; denota a folheacédo assintdtica “1”Ag a folheacao assintética “2”. Lembremos que
estamos supondo sempre que as cuRfasF, sao regulares. Temos assim dreesta
na parteA; e > esta na parté\,. A superficieFp = 0 € o plano dado pela equagéo
p = 2x+0O(3). A superficieF+ pF, = 0 € o plano dado pela equagde- 4rx+ O(3). A
intersecgao entre estes dois planos e a supegigié+ 2z p-+ 2w = 0 é 0 pontq0,0,0).
Pela projecadx,y, p) — (X,y), este ponto se projeta sobre o po@).
Observemos que:

F+pR =0 —6p+24rx + B(x,y) = 0.

ondeA(x,y) e B(x,y) denotam os termos de ordem superioremy. Eliminandop no
dltimo sistema, obtemos a curva flecnodal dadaype(8r? — 2r)x% 4+ O(x,y) comO(X, y)
denotando os termos de ordem superior.
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Temos também que:
Fo=0 2p—4x+D(x,y) =0.

ondeA(x,y) e D(x,y) denotam os termos de ordem superior xemy. Eliminandop

no Gltimo sistema obtemos que a curva parabdlica é dadg pof6r — 2)x> + O(X,y)
(observe qué0,0) é um ponto parabdlico) . Da equacgéo das linhas assintoticas

(1+0(3))(Y)?+ (—4x+0(3))XY + (—2y+12rx* + 0(3)) (X)? = 0,

notamos que o eix®& é uma direcéo assintética e, 0). Obtemos assim que o ponto
(0,0) € um ponto parabdlico especial.

Deste modo, um ponto parabolico especial separa a curvaflatdh = F UFR
em seus ramas; e .

ponto parabdlico especia

Figura 2.4: Levantamento das curvas flecnodal e parabdlica

O

Obteremos agora a posicéo entre as curvas flecnodal, paeabéls separatrizes
das linhas assintoticas. Para isso, consideraremos a faomeal dada em2(-9).
Consideremos a equagéo assintol¢a Yy, p) = zyyp2 +22yp+ 2 = 0 ondep = j—i A
esta equacao temos associado o campo vetorial:

X =Fp X =2p—4x+ 01(X,y)
Y:{ y=pFR =Y (¢ y =2p?—4px+0y(Xx,Y)
p'=—(F+pFR) P = 6p—24rx+ O3(X,y)
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comO;(x,y),i = 1,2,3 denotando os termos de ordem superiorxeay. As projecdes
das curvas integrais dépor(u,v, p) = (u,v) sdo as linhas assintéticas do mergu¥ho
(X(x,y) = (X,¥,2(x,y)) ondez(x,y) é dado pela equacaa-g)). O ponto singular d& é
(x,y, p) = (0,0,0). A matriz jacobiana d®Y (0) € dada por:

—4 0 2
DY(0O)=| 0 0 0 (2-10)
—24r 0 6

Os autovalores dBY (0) sdo dados paki 2 = 1++/25—48r. Os auto espacos
associadok;, i = 1,2, sdo gerados p@r= @x. Pelo teorema da variedade estavel
(instavel), existe uma variedade invariante tangente &®spaco estavel (instavel),
observe 12]. Obtemos as separatrizes, cdm(x,y) denotando os termos de ordem
superior:

5+ 25— 48&
4

y=( )x2+04(x,y).

1 1 25 25 )
Observemos que para< = temos selaz <r < — no;r > — foco. Temos também
2 2 48 48
que:
r< —% a flecnodal esta acima das duas separatrizes;
—% < r < 0 aflecnodal esta entre as separatrizes;
o<r< ﬁ—g a flecnodal esta abaixo das duas separatrizes.

Na figura 2.5, temos o esboc¢o das curvas assintoticas, uaEEBzes, a curva
parabdlica e a curva flecnodal. As curvas assintoticas est&or rosa, suas separatrizes
nas cores verde e vermelha, a curva parabdlica na cor cinzaie/a flecnodal na cor
azul. Esbogcamos a curva flecnodal em duas tonalidades d@aaltlaro e escuro). Isto
foi feito visando separar as curvas de inflexep € F,) das folheacdes assintéticas. Na
se¢do2.3 faremos um estudo da relacdo entre a posicédo das deneab, e o indice
do ponto parabdlico especial. A figura 2.5 foi gerada utilidtao software matematico
“ODEINR2”, que pode ser encontrado e@j. [

A figura 2.6 ilustra as inclinagfes das parabolas em questéarva em verde é
a inclinagdo da curva parabdlica, azul da flecnodal, veranelpreta sdo inclinagfes das
separatrizes.
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Figura 2.5: Configuracao entre separatrizes de curvas assintéti-
cas, curvas flecnodal e parabdlica
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Figura 2.6: Inclinagdes da parabdlica, flecnodal e separatrizes

2.3 Discos Hiperbalicos

Provamos nesta sec¢ao o resultado que afirma que; se umddemghérica em
RP? contém um disco hiperbélico delimitado por uma curva pdieddle Jordan, ent&o
existe um numero impar de pontos hiperbdlicos especiaistanar deste disco. Enif]
também é demonstrado este resultado. Aqui fizemos a demgé@stde uma maneira
diferente, utilizando os resultados da secao anteriorpquon exemplo a posicao relativa
entre as curvas flecnodal, parabdlica e as separatrizesas hssintoticas. Deve ficar
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claro que quando dizemos disco hiperbdlico estamos nosnméfeque a regido onde
a curvatura Gaussiana é negativa € um disco. Quando a regé&ddlicaH de uma
superficie é nao vazia, ela € limitada por uma curva paredadlesta secdo mostraremos
gue sob certas hipoteses, se uma superficie contém um dgsbdiico limitado por
uma curva parabdlica regular de Jordan, existe um numeraridgpontos hiperbélicos
especiais no interior do disco. Para este fim, comecamos cwogd de indice de um
campo vetorial sobre superficies.

SejaW um campo diferenciavel de vetores em uma superficie odarfia
Dizemos quep € Sé um ponto singular d&/ seW(p) = 0. O ponto singular € isolado
se existe uma vizinhanda de p em Stal queW ndo tem pontos singulares éfmalém
de p. Associamos a cada ponto singular isolg@die um campo de vetor#g um namero
inteiro, o indice d&V, definido da seguinte maneira. S¥aU — Suma parametrizacéo
ortogonal enp = X(0,0) compativel com a orientagéo 8gee sejan : [0,1] — Suma curva
regular parametrizada simples, fechada, regular porgartgientada positivamente tal
quea([0,1]) € X(U) é a fronteira de uma regido simpRgontendop como Unico ponto
singular. Sejdv =W(t), t € [0,1], a restricdo d&V ao longo den, e sejap = §(t) uma
determinacéo diferenciavel do angulo dga W(t) (observe 1]). Comoa é fechada,
existe um inteird definido por

om = / 1oy,
o dt

| € chamado o indice d& em p. A prova de que a definicdo acima é independente das
escolhas feitas, como a parametrizagd®a curvan é encontrada eni].

Definicdo 2.8 Um ponto parabdlico especial é dito ser de indice positivd) se ele é

um ponto de né ou foco do campo de linhas definido na supefitiaperficie dada por
F(Xy,p) = zyyp2+ 2zp + 2« = 0) que define as linhas assintéticas. Dizemos que um
ponto parabdlico especial é de indice negatjvdl) se ele é um ponto de sela do campo
de linhas definido na superfickeque define as linhas assintéticas.

2
Obtemos na sec¢éo anterior que consideramdoyi — X%y 4 rxt 4 d(X,y), um

ponto parabdlico especial é de sela se, e somentte<s§, Deste modo, pana< % temos
um ponto parabdlico especial de indice negativo, e paer% temos ponto parabdlico
especial de indice positivo.

Proposicédo 2.9A soma dos indices dos pontos parabdlicos especiais (dosefm
no e foco definidos acima) sobre a curva parabolica (de Joydanitando um disco
hiperbdlico é igual a dois. Em particular, tais curvas paddicas contém um namero par
de pontos parabdlicos especiais.
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DemonstracdoDenotemos pol=_| o fecho do disco hiperbdlico. A superficie( dada
porF(x,y,p) = zyyp2 + 2z P+ zx = 0) € uma esfera. Sua caracteristica de Euler € igual
a dois. Pelo teorema de Poincaté, a soma dos indices de todos pontos singulares do
campo de direcdo definido sobke igual a dois.

[

Antes de demonstrarmos o teorema principal desta seca@svarois lemas.
O primeiro diferencia o ponto parabdlico especial de indmsitivo do ponto parabdlico
especial de indice negativo pela posicao das curvas flesredaF,. O segundo lema é
um caso especial do teorer®d 2

- Y 4

Lema 2.10 Considerando a forma normal=z 5~ XY+ rx*+¢(x,y), 0s ramos e
F> da curva flecnodal em um ponto parabdlico especial g, coomdpm localmente,
respectivamente, ao semi eixo negativo e positivo do es®&,somente se, g € de indice
negativo.

DemonstracaoCom a forma normal em questao, o eiké tangente a curva parabdlica
no ponto parabolico especial. Para determinar a posicaouwtaasF; e F, em relacao
ao eixox, usamos a analise feita na secdo anterior, onde obtivempgsas/eis con-
figuragbes entre linhas assintoticas, curva parabdlicane dlecnodal. Determinamos
a posicao das curvés e F, estudando o comportamento local das folheacdes assagotic

Figura 2.7: Curva parabdlica orientada

Para simplificar as andlises, determinamos a posicao agarmasvaF;. Assim,
nas figuras a seguir, esbocaremos apenas o comportamemibecio “1”. O caso de
sela, em que < % se divide em trés partes:

Dr< —%, onde a curva flecnodal esta acima das duas separatrizes;
2) —% < r < 0, onde a curva flecnodal esta entre as separatrizes;
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3)0<r< % onde a curva flecnodal esta abaixo das duas separatrizes.

A curva em preto representa a curva parabolica, a curva ehregmesentd
(curva de inflexdo da folheagdo assintética “1”) e as curvas/ermelho representam
curvas da folheacéo assintética “1”. Na figura 2.8, do ladoesio temos representado o
caso em que a curva flecnodal esta acima ou entre a sepagatoiheacdo “1”. Do lado
direito, temos representado o0 caso em que a curva flecnddalesixo da separatriz da
folheagdo “1”. Observamos que a cufaesta sempre do lado negativo do exxo

Para um ponto parabdlico de indice positivo, ou seja, pafa%, a situagao é
esbocada na figura 2.9. Neste caso a clivasta sempre do lado positivo do eixo

Portanto, temos localmente a posicao das cuFyas F> em um ponto parabdlico de

7t
e EE N
) dan

Figura2.8:r <0e0<r < 3

o

Figura 2.9:r > 3

indice positivo e negativo.
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Como conseqliéncia do ler@d. 0 temos que sg: e g sdo dois pontos parabdli-
cos especiais de indice positivo e dois vetoreg vo sdo tangentes B emg; e 0o,
respectivamente, e ambos estdo apontando no sentigopdeal;, entdovs e vo orien-
tam a curva parabdlica da mesma maneira. De fato, uma veodas pontos elipticos
na vizinhancga da curva parabdlica pertencem a mesma comeotenexa do dominio
eliptico, eles tem a mesma co-orientacéo natural (dadaptehm tangente). Desde que
ambos pontos parabdlicos especiais sdo de mesmo indigepagio segue do len2alQ
Este fato é de fundamental importancia para a demonstrasjordximos resultados.

Lema 2.11 Suponhamos que a curva parabdlica limita um disco hipedodD (sobre
uma superficie suave) e tem exatamente dois pontos patab@&speciais. Suponhamos
ainda que a curva parabdlica € uma curva regular de Jordanue gs curvas fFe
sdo regulares, isto é, sao pré imagem de um valor regular de fumcao diferenciavel.
Nestas condicfes, existe um namero impar de pontos hipsrbd@speciais (pontos de
interseccéo das curvag e B) no interior do disco.

Demonstracao Escrevamogy; e g2 0S pontos parabdlicos especiais sobre a curva
parabdlica. Pela proposi¢c&9, ambosg; e g> sdo de indice positivo. Desde que exis-
tem somente dois pontos parabdlicos especiais sobre amaraBdlica, a curva regular
F1 € um seguimento que “comeca” e e “termina” emgy. Este segmento sepdrh

em duas partes, que chamaremo#\aeB. A curva regulat~ € também um seguimento
“comecando” eng;, e “terminando” emgy. Pelo lema anterior, como o0s dois pontos
parabolicos especiais sdo de indice positivo, temos que sé&zimhanca dey; 0 seg-
mentoF, esta do lad@\, entdo, na vizinhanca dp ele esta do lad8. Portantd~ cruza

F1 um nimero impar de vezes.

g2

Figura 2.10: Configuracdo com dois pontos parabdlicos especiais

O]
Exemplo: A superficie dada poz = xy+ 2x* + 5;y* + 45v/3x%y? tem dois pontos
parabolicos especiais. A figura seguinte € a superficie peldeequacaay, p? + 2zyp +
ZXX — O
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>

Figura 2.11: y,p? + 22 p+ 2 = 0

Na figura seguinte, do lado esquerdo temos a projeQdy, p) — (x,y)) das
linhas assintoticas e da curva parabdlica. Do lado direitws a curva flecnoddF{U ),
onde a curva em preto € a curva de inflexdo para uma folhelagaod curva em vermelho
€ a curva de inflexdo para a outra folheadgg. (Neste caso temos um ponto hiperbdlico

Figura 2.12: Curvas flecnodal e parabdlica

especial.

Teorema 2.12Seja D um disco hiperbdlico limitado por uma curva parabalide
Jordan. Suponhamos que na regidao hiperbdlica as curvas F, sdo regulares, isto
€, sao prée imagem de um valor regular de uma funcéo difereatiflestas condicdes,
existe um namero impar de pontos hiperbdlicos especiaistedar do disco.

Demonstracdo Consideraremos apenas as componentes conexas das Eumwds.
Denotemos poGt o nimero de pontos parabdlicos especiais de indice positio

0 numero de pontos parabdlicos especiais de indice negBte proposicaad.9, temos
queG"™ — G~ = 2. Deste modo, temos sempre dois pontos de indice positiv@saque
pontos de indice negativo. Assim, qualquer que seja a caatia das curvds, e F> no
interior do disco hiperbdlico, temos sempre uma comporertexa dé-; (ou de) que
comega em um ponto parabdlico espegigble indice positivo e termina em outro ponto
parabdlico especia), também de indice positivo.
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Figura 2.13: Configuragdo com mais de dois pontos parabdlicos
especiais

Consideremos assim a componente conexgdgie comeca ergy, e termina
emgn. Esta componente separa o disco em duas pared3, Afirmamos que o niumero de
pontos parabdlicos especiais é par na parte mesmo valendo para a paBeDe fato,
se tivéssemos, por exemplo, uma quantidade impar de poataBdlicos especiais na
parteA, teriamos auto interseccao das componentes coneXxas@emo consideramos a
componente conexa @f¢ que comeca em um ponto parabolico especial de indice positiv
e termina em um ponto do mesmo tipo separando as par&eB, temos um namero
impar de componentes conexas de cuFga®mecando em cada uma destas partes. Deste
modo, 0 numero de cruzamentos de cuffvas F, é impar.

[

Nos resultados acima consideramos as cufyas, regulares. Cabe observar o
gue pode ocorrer sem esta hipotese. Pelo lema de Morse temos:

Lema 2.13 (Lema de Morse)Seja a um ponto critico ndo-degenerado de uma funcéo
f :U — R de classe €(k > 3) num aberto UC R". Existe um sistema de coordenadas
£:V W, declasse 2 comacW cU,0cV e&(0) = a, tal que

fEy) —f(a)=

|7

aijViyij
1

M3

paratodo y= (yi,...,Yn) € V, onde

= @)
A= 2 axox;

Como corolario do lema de Morse, temos que nas mesmas repdleslema,
existe um sistema de coordenadasd/o — W, de class€* 2, comaeW c U, 0V,

(0)=aef(l(y)—f(a)=—yi—...—y?+Y21+..Y3
As demonstracdes do lema de Morse e de seu corolario sdotedasem§]. O fato
gue queremos observar aqui € quense 2 no corolario acima, as curvas de nivel na
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vizinhanca de um ponto critico ndo- degenerado de uma fuh¢céb— R, definida em
um aberto do plano, tem uma das formas abaixo:

U

Figura 2.14: Lema de Morse

A esquerda, temos um ponto de maximo ou de minimo; a direitgpomto
de sela. De fato, se o ponto € de maximo ou de minimo local, a E#eMorse nos
da f(Z(y)) — f(a) = £(y2 +y3), logo as curvas de nivdl proximas dea sdo imagens
pelo difeomorfismal dos circulow%+y§ = constante, logo tém a forma da figura a
esquerda. A figura a direita, € a imagem por um difeomorfisngsocdavas de nivel da
funcaof ({(y)) = —yf -|—y§. Logo, se impusermos uma condicao de nao regularidade na
curva flecnodall; ou ), na vizinhanga do ponto critico teremos uma das duas Sisac
esbocadas da figura acima.

Lema 2.14 Consideremos a forma normal:

a a a a a
z=Xxy+ —y3 e 12 Xy” + 21x2y+ ?2)(4 + %W+ %szy2 - %‘?’xy3 - 31yx3 +
a a a
20" 120y5+ i Y45 23 Y.
com a3 # 0. Uma condlg;ao suficiente para que a curva flecnodal n&do segjalae na

origem é que g = 0 e 3a3; — 2az; = 0.

DemonstracdoUsando o sistem&(1), obtemos que a curva flecnodal € dada por
H(xy) = —8apsasox + (—8ansas: + 1280385,)y + (—12a03a10840 — 188%,85, +
1285 ,831 + 1221385, + 24a0383; — 8a13831 — 8204840)XY + (—8a04d31 + 1220435, —
8agsasy + 18apsaziape — 12ag3a12831)y? + (—4apsdso — 18apzdziauo — 8aizduo +
1282 ,a40) X2+ M(x,y) = 0

ondeM(x,y) denota os termos de ordem maior ou igual a tréselg. Notemos que

Hx=—8aogaao  Hy= —4ap3(2ag1—3a5y).

Deste modo, para ndo termos a hipotese de regularidada,fazasta,g =0 e
3a§1— 2a31 = 0. Neste caso, pelo lema de Morse, no ponto critico a curvaditid faz
uma “cruz” ou € apenas um ponto.
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Figura 2.15: Pontos criticos

Facamos um exemplo satisfazendo esta condigcdo de nao ridgdéy onde
obtemos um ponto de cruz. O
Exemplo:Consideremos

1 3 1
Z=Xxy-+ éys + §y2x+ X2y — éx2y2 +y.

Neste casayo = 0, a1 = 2 eaz; = 6. Temos portanto a condi¢ao de néo regularidade na
origem. Na vizinhanca da origem o conjunto de inflexdo é dado p

Figura 2.16: Conjunto de inflexdo na vizinhanca da origem

Observemos que temos um ponto de “cruz” na origem.
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CAPITULO 3

Pontos Quadraticos

3.1 Pontos Quadraticos e Inflexdes

Este capitulo foi baseado eml]. Alguns resultados desta se¢cdo como o
lema 3.3, observagdo 3.5 e a proposicao 3.7 sdo resultatidesopelos autores. NoOs
colecionamos aqui alguns fatos sobre pontos quadraticgsaiotos hiperbélicos especi-
ais). No capitulo anterior, definimos como ponto hiperlmdéspecial como um ponto de
intersec¢do das curv&s e . A seguir damos outra definicdo para estes pontos. Porém,
no decorrer do texto provamos que ambas sdo equivalent@sg@a@mos neste capitulo
o termo de ponto quadratico ao invés de ponto hiperboliceasip

Definicdo 3.1 Um ponto x de uma superficie éki ou RP® é chamado quadrético se a
superficie puder ser aproximada por uma quadrica em X atérorttés.

Identificaremos localment®P2 com o espaco Euclidiarig® com coordenadas

X1 X2 X3
X=— == 7=,

X0 Y X0 X0
Dada uma superficie hiperbdli& estas coordenadas podem ser escolhidas de
tal forma que em uma vizinhanca de um poptesta superficie € dada por

zZ=Xxy+ %(ax3+by3) -i—%(cxzy-l- dxy?) +O(4), (3-1)

ondea, b, c ed sdo constantes. De fato, basta escolher as dire¢cdes Hsam&mp como
0S eixosx ey.

Lema 3.2 Considerando a forma normaB{1) , um ponto p € quadratico se, e somente
se, 0s parametros a e b séo iguais a zero em p.

DemonstracaoConsideremos entdo a forma nornilj e a quadrica

bixy + %xz + %yz +bgxz+ bsyz+ %22 +2=0. (3-2)



Resolvendo esta ultima equagéo grabtemos:

 —bgx—bsy — 1+ (b3x? 4 2bsbsxy-+ 204X+ b2y? + 2bsy + 1+ 2b1beXy — bobex? — bgbeyz)%

71 =
Escrevendo as partes quadratica e cubica deequacéo da quadrica fica

—b
7= TZXZ Xy — _y2 -|- (bsy + bax) (2bgxy+ box? + bay?) + O(4 (3-3)

De (3-1) e (3-3) , temos:

a bsb b bsb c bsb
(1+by)xy+ 3 b2X + = b3y2+ ——472)X3+(§—573)y3 + (- b4b1+§—572)yx2+

d bsb
(5 —bsby — 473)Y2X =0.
Para termos contato de ordem dois, devemos fazer —1, b = b3 = 0. Com

iSs0, notemos que a parte cubica da quadrica se fatora

Xy(bax+ bsy).

Gostariamos assim, que a parte cubica da superficie sadadoda formay(rx + sy).
Obtemos assim:

r_gs:g,a:bzo. O
De um modo geral temos:
Lema 3.3 Consideremos a forma normaJ:zcxyjL 2y2+ a1x2y+ xy2+ gx3+

éys-l— O(4), com K, ko # 0 e 4c? # kikp. Um ponto p é quadréatico se, e somente se

- 3k1(208.1 — klaz)

4c2 — kiko
—3ko(arks — 2cap)

—kiko

b=
em p.

DemonstracadoComo foi feito anteriormente, consideremos a quadrica

bixy-+ %x + 3yz-i-b4xz-|— bsyz+ %22-1—2: 0.

Resolvendo esta equacédo ewbtemos novamente a equacao da quadrica como

—by
2=~ —2%% — Xy — —y2 + (bsy 4 bax) (2byxy+ box? + bay?). (3-4)
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Da forma normal em questéo e &4) , obtemos

bs _ k a_ bsb b bsb a
21 (22 (G- e (G- 22 a_
x—l—(2+2)y2-|-(6 5 X+ (g )Y+ (by -+ C)xy+ (~bab + 5

bsb bsb:
= 2)e + (— —bsby — %)YZX-

Para termos contato de ordem dois, devemos fazer—c, b, = —k; ebg = —ko.
Com isso, notemos que a parte cubica da quadrica se fatora

k k
(Elx2 + oxy+ Ezyz) (bax+ bsy).
Gostariamos assim, que a parte cubica da superficie seadaséorna forma

(%x2 + cxy+ k—22y2) (rx+ sy). Obtemos assim

a=3kyr
a1 = 2cr +kis
a = kor +2cs

b= 3k2$.
Eliminandor e sficamos com
2ca kb
a; = +
3k1
a k2a + E)
27 3k, 3Ky’

donde obtemos
o 3k1(2ca1 — klaz)

4c2 — k1k2
b— —3k2(a1k2 — anz)
B —kgko '

Lema 3.4 Pontos quadraticos sao os pontos em que ambas linhas assastpossuem
inflexao.

Demonstrac;aoDe fato, consideremos a forma norraat xy+ ax3 + by3 cx2y+

dxy2 + O(4). Pelo lema 8.2), um ponto € quadrético se, e somentease b 0. A
equacéao das linhas assintoticas é dada ¥z + 2X'Y 2 + 2(Y)?2,y = 0. Logo:
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Assim,

Y = Zux-
Comoz,y(0,0) =1, z«(0,0) = z,(0,0) = 0, temos no pontg0, 0)

X =-2
y =0.

Derivando a expressdb) e aplicando novamente no por{ta 0), obtemos

X" =4c
y = —2a.

Logo, obtemos uma aproximacéo para a linha assintotica:

X(t) = X(0) + X (0}t +X'(0 )% :—2t+(4c—a)§+...
2
y(t):y(0)+y(0)t+y’(0)t§+...:—at2+...

2(t) = X(OY(1) + 5 (@X(0)° + BYD®) + 2 (ext)Y(D) + dxt)y(t)?) +

Donde obtemos que sua curvatura é0) é dada pork = g. De modo analogo,
considerandeg—:(/, obtemosk = l—) O

Com isso chegamos a equivaléncia da definicdo de ponto digadfidonto hiperbodlico
especial) do capitulo anterior e a definicdo dada nesteutapit

Observacgédo 3.5No capitulol, provamos o teorema de Beltrami-Enneper, que afirma
que o valor absoluto da torgdoem um ponto de uma curva assintotica, cuja curvatura
nao se anula, € dada por

| T|=V-K,

onde K é a curvatura Gaussiana da superficie no ponto coresilde Provaremos agora
gue o teorema ainda é valido em um ponto de inflex&do, ou sejie, acurvatura é zero.
Consideremos a superficie dada popy) = (x,Y,z(X,y)) onde

2%y) =xy+ 35 O><3+by3 c><2y+dxy2 +0(4

Pelo lema3.4, temos que no pont®,0), a curvatura da linha assintética € dada por
a . dx , ~ .
k= 5 (con&derandoal). Portanto, se a 0 temos ponto de inflexdo. Continuando com

as derivadas do lema anterior, obtemos os ternf6®xe y”(0), donde:
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t2 a t3
X(t)=—-2t+ [4c—a]5 +[(2c—a)®—4c? — 2(—2c+ 5)2— (a(—4d+c))]€ +...
3

y(t) = —at? 4 [-2a(—2c+ g) - an]g +...

1 1
2(t) = x(t)y(t) + :—)’(ax(t)s-l— by(t)3) + é(cx(t)zy(t) +dx()y(t)?) + ...
Calculando a torcéa desta curva com & 0 (ou seja, calculando a torcdo em um ponto
de inflexdo), e fazendo o limite de-t O, obtemos que na origem= —1. Determinemos
agora a curvatura Gaussiana no pon(d, 0) desta superficie. Os valores dos termos da

primeira forma fundamental e da segunda forma fundamemtgl020) sdo dados por:
E=1 F=0 G=1,

e=0, f=1 g=0.

Portanto: )
eg— f
K=——=-1
EG-F2
Deste modo, obtemos aqui que em um ponto de inflexge v/ —K.

Observacao 3.60bservamos que definimos a torcdo de uma cyemR3 em um ponto
onde a curvatura é zero da seguinte maneira:

Seja t um ponto onde (o) = 0, ou seja,| Y (to) AY'(to) |= 0. Definimos a tor¢éo empt
guando o seguinte limite existir:

im YOLY'0). Y1)
W) =l AV O

O proximo resultado d4 uma caracterizacdo de pontos deéoflem relagdo a
posicao relativa entre linhas geodésicas e linhas assasot

Definigédo 3.7 Consideremos duas curvas dadas nas formas fy(x) e y= g(x) onde
f,g:1 C R — R sao fungBes de classe’CSeja ¥ um ponto interior a | e P= (X, Yo)
um ponto onde as duas curvas se tocam, ist@ &; ¥(Xo) = g(Xo). Diz-se que as curvas
tém em B um contato de ordem n se as funcdes e suas derivadas coineidexaté
ordem n— 1 mas ndo na ordem n, isto €

fi(xo):gi(xo)7 i=01,..,n-1; fn<X0)7égn<X0)

Proposicao 3.8Consideremos a superficie parametrizadaX) = (X, Y,z(x,y)), onde

y2

gy Y 22 1o A0.3, 8033, B2 044 Mo4, A3
e e e B e P R eyt AR ye = i

&1z, Mg, 905
6 YT YT 08 T
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e ay0 # 0. Em um ponto de inflexdo da linha assintoticagg & 0 ) a linha geodésica
“cruza” a linha assintética com contato cubico.

DemonstracdoDa equacéo das geodésicas temos

Y'(X) = 5p(Y)3+ (21— T3, (Y)2+ (T3 — 2M,)y — T4,
y(0)=0
y(0) = 0.

donde obtemoyg’(0) = 0.

Notemos que/’(x) = F(x,y,Y). Logoy”(x) = Fx+ Ry + Fyy”’, donde obte-
mosy”(0) = 0. Da mesma forma” (x) = G(x,y,Y ). Seguindo com as derivadas obtemos
y#(0) = —4ago = 0,
y® (0) = —3a40 — 6agoaz1 = —3a40 # 0.

Da equacdo das linhas assintéticas temos:

<<

—~
X

N
|

Notemos que/(x) = H(x,y). Logo,y”(x) = Hx+ Hyy' donde obtemog’(0) = 0 _

Do mesmo modoy’(x) = M(x,y). Seguindo com as derivadas obtemos

0.

ag0)® a1 a2 as Ao
" O = ( e e e O
y"(0) 2+(8+2)6L30+4 47A

Temos portanto contato cubico.
Note que segg # 0 (em um ponto que néo € de inflexdo) a geodésica e a linha

assintética teriam contato quadratico. A situacdo emagye: 0 eazg = 0 € exibida na
figura abaixo. O
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-0.01

=002 o

-00%

-0.010 4

-004

'geoddsica’ ‘assintdtica’ | ‘ 'geoddsica’ ‘assintdtica’ |

Figura 3.1: agg # 0 e agp = 0 respectivamente

3.2 Caracterizacao de Inflexdes

Os resultados desta secao foram todos obtidos pelos autdesta secao
caracterizaremos as inflexdes de uma superficie pela auavgeodésica. Dada uma
parametrizacaX : U ¢ R? — M, ondeM é uma superficie d8°, as linhas assintéticas
sdo dadas pelas curvas integraig@é)? + 2fu'v 4 g(v)?> = 0 com

e— det[X7XU7XV7XUU] f — det[X7XU7XV7 ><UV] _ det[x7xU7XV7XW]

Sejay(s) = X(u(s),v(s)), ondeu e v satisfazem a equacaiu’)? + 2fu'v +g(v)? = 0.
Derivando enstemos:
y=X(u,V) =y = XU + XV = Y’ = Xyu(U)? + 22X 'V + Xy (V)2 + XU’ 4+ XV
Temos que:
Xwu =T X+ X +eN-EX,
Xav =Xy + X+ fN—FX,
Xow = T3 X0+ T3,% +gN—GX.
= V' = (U)2(T{Xo + M2 X + eN— EX) + 2uV(FTLX, + M X, + fN — FX) +
(V)2(T 3, X0 4+ T3,X0 -+ gN — GX) + XU’ + XV
= V' = ()M + 20V, + (V)T 5 + U)X + (U)2M 3 + 20V S, + (V)T5, +
VX — ((U)?E 4 2uVF + (V)?G)X.
onde j& usamos queu’)? 4 2fu'v +g(V)? = 0. Analisando as inflexdes, ongé= 0,
temos que:
(V)21 +2uVT 1+ (V)T 5+ U’ =0
{ (U)2r§+2uVTE,+ (V)2r5,+Vv =0.
Observamos que as inflexdes sao vistas na derivada coeanamtisso ndo acrescenta-
mos o termo d&.
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Do sistema de equacgdes acima temos:

d?v dv 5 1 dv dv

di = 5y u) <2r12_r%2)(d_u)2+(r%1_2r%)d -4 (3-5)

Da equacae(u')? + 2fu'v 4 g(V)? = 0, fazendop = S—Z obtemosF (u,v, p) = gp? +
2fp+e= 0. Deste modo, a equac&®9) fica:

d2v
A =p _rzzp +(2F12—I'22)p +(F11—2F12)p r11~

Da equacadé (u,v, p) = 0, temos o campo vetorial

/

u
v

p/

1
p

(Fu +pR)
Fp '

Deste modo o conjunto de inflexdo (curva flecnodal) é dado por

2(gp+ f)[F%2p3-|- (Zriz— r%z) P>+ (rh— erz) pP— r%ﬂ +ovp®+ (gu+ 2f) P>+
(ev+2fu)p+eu=0
gpP+2fp+e=0.

Com isso provamos:

Proposicdo 3.9Dada uma parametrizagéo XU ¢ R> — M, onde M é uma superficie
de S8, a curva flecnodal (curva regular formada pelos pontos deexdid das linhas
assintoéticas) de M é dada por:

2(gp-+ F)[M 5P+ (2M 1 = T5) P*+ (T — 2M3p) p— ) + 9vp® + (Qu+2fy) p*+
(ev+2fu)p+eu=0
g +2fp+e=0.

(3-6)

Observemos que er® este conjunto obtido coincide com nossa definicdo
inicial de inflex&o, ou seja, 0 conjunto onde as duas prireelegivadas sao linearmente
dependentes. De fato da equago das linhas assintbtioag p) = gp? + 2fp+e=0,
temos o campo vetorial associado

u=1
y:{V=p
p'=—(
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Sejay(s) = X(u(s), v(s)) uma linha assintética. Usando o camfi@ o fato ques+2f p+
gp? = 0, temos as derivadas:

Y =Xu+ pX
Y = (M1 +2pT 1o+ PPl 30)Xu+ (T3 +2pT 35+ pPT 5+ )X + (9% +2f p+€)N
= (T +2pT T+ PP 3o)Xu+ (M3, +2pM 2, + P25, + P)) X

Logo, paray Ay’ = 0, devemos ter:

M1 +2pM+ P =M (1)
M2+2prf,+prs,+p =Ap (Il)
e+2fp+gpP=0 (lll)

Fu+pR
Fp

2(gp+ f)[F3p% + (2r 1 —T5) PP+ (M1 — 2T 3y p— T4y +avp®+

(Qu+2fu)p? + (e +2fy)p+ey = 0.

Continuaremos trabalhando apenas com superficies em quevas flecnodaib; e R

sao regulares.

De (1), (I1)eY (ondep’ = —( )), obtemos

3.3 Perturbacao do Toro

Consideraremos o toro padriia@lado potx;x, = xoxz emRP? (toro considerado
em [L1]). Uma parametrizacdo do mesmo € dada por:

\Y

Xo(U, V) = cos(;) cos(‘—z’) X1 (U, V) = cos(;) sin(>)
X2(U,V) = sin(;)cos(\—zl) X3(U,V) = sin(;)sin(\—zl) (3-7)

onde(u,v) € [0, 2m).
Proposicéo 3.10As linhas assintéticas do toro T dado acima séo as curvasisow@das.

DemonstracaoOs coeficientes da primeira e segunda formas fundameptaisespeito
aN = X A XyA Xy sdo dados por:

E(u,v) = %, e(u,v)=0
F(u,v)=0 f(uv)—i
Y - b b - 16

1
G(u,v) = 7 g(u,v) =0.
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onde o vetor normal d& é dado por

N:%(sin(g)sin(;) —sin(3)cog(3), o5 5) Sin3), 008 5) G0 3)).

Portanto, as linhas assintoticas séo definidasipdv= 0.

0]
Descreveremos uma pequena perturbacéd @en termos de uma funcdo duplamente
periddica sobr&?. Consideramos a superficie

X(u,v) = X(u,v) +h(u,v)N, (3-8)

ondeh: T2 — R é uma funcéo suave duplamente periédécam nimero real positivo
suficientemente pequend\edenota o vetor normal a superficie. Cemauficientemente
pequeno, a familia de superficies dada &a8)(continua suave. Reciprocamente, cada
superficieM suficientemente préxima depode ser representada por uma parametrizacao
da forma 8-8).

Teorema 3.11 Consideremos a perturbacé8-8) do toro. Suponhamos que as curvas
hyuu+ hy = 0 e hyy+ hy = 0 sdo regulares e que,/h# 0. Um ponto com coordenadas
(u,v) = (ug, Vo) continua quadratico em ordeese, e somente se, a condi¢cao

{ huuu+ hu =0 (3_9)

hww+hy =0
é satisfeita enfup, Vo). Ou seja, para cada solucé@ip, o) de 3-9), temos um ponto
quadratico “proximo” de(ug, Vo).

DemonstracdoDeterminemos a curva flecnodal da superficie dada38). (Os coefi-
cientes da primeira e segunda forma fundamental sdo dados po

€ g2 5 5

7o) + g5 (uy) + €7 (_256h””h + 128h h)+0(4),
_ L )+ (——=n h\z, M2)e? + (—hyhyh— h )63+ 0(4),
T 16 160 W 128 64 u 128 v

g2

() + —(h) + (2—56hw 128h‘2’ )e*+0(4),

_1 2 2\ o2
E—4+(16hu+64h )e

2

€ €
F — —§h+ —6hvhu,

1 1

G="= h2 h2 2
] (16" 62" )&
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onde omitimos por simplicidade o argumeiitpv). Com isso, escrevemos as equacgdes

2(gp+ f)[M5,0° + (2r 1 — T5,)p?+ (M1, — 2M$,) p— 2] + gvp®+ (9u + 2f,) PP+
(ev+2fy)p+e,=0
g’ +2fp+e=0,

gue caracterizam a curva flecnodal. Observando que a pai@iracdo € um polindmio
de grau quatro enp e a segunda equacdo é um polinbmio de grau doipedeter-
minamos o “resultant” (termo estudado no Apéndice) destias @quacdes em Do
“resultant” emp destas duas equacdes, obtemos:

elhw(hvwv+ hyv) (hyuu+hy)] + Sz[hw(huuu+ hu) (hhy + 12hywhy — 120y ghvy)

— hw(hyw+ hy) (—12hyghyuy+ 12hghyy + hhy) (3-10)
—4(huuu+ hu) (huh\/ + 6hvvhuv) (hvvv+ h\/)] + 0(83) + vee — O
Observemos que = 0 na equacdo acima, obtemos que todos pontos sao de inflexao.
Come # 0, temos:

[hw(hvvv+ hv) (huuu+ hu)] + S[hw(huuu+ hu) (hhu + 12hyhy — 12‘\wuhw>

— hw(hww+ hy) (—12hyghyuv+ 12hyhyy + hhy) (3-11)
—4(hyuu+ hy) (hyhy 4 6hwhuy) (hwy+ hy)] + O(g?) + ... = 0.

Observamos que, com suficientemente pequeno as raizes da equagdd)(estdo
“proximas” das raizes da equacao

(hvw+ hy) (hygu+hy) = 0.

Logo, obtemos que o0s pontos quadraticos estao “proximasiaiaes de

hyw+hy=0
hyw+hy = 0.

O
Em [11] foi obtido que os pontos quadraticos sao as solu¢coe8-& Observamos que
aqui caracterizamos as inflexdes pela curvatura geodégigagara cada solucéuy, vp)
de (3-9) temos um ponto quadrético proximo (e, Vo). Obtemos assim que contar pon-
tos quadraticos € o mesmo que contar o niumero de solu¢é@ild’focedemos de uma
maneira diferente dé ] e chegamos a mesma conjectura. Localmente temos que a curva
huwu+hy = 0 é a curva de inflexdo para uma folheacao assintotica, e aleypw-hy =0
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€ a curva de inflexao para a outra folheagéo assintética.tbeciansideremos a pertur-
bac&o do toro dada er8-8) ondeh : T2 — R é uma funcéo suave duplamente periddica
e € um namero real positivo suficientemente pequeno. ldenéfips localment®&P3 e

o0 espaco Euclidian®® com coordenadas

X X: X:
X:_17 y:_27 Z:_3~
X0 X0 X0

Deste modo, usando a parametrizagéo do toro dad&-ain gbtemos

Y u u, v
x_tané, y= tané, z= tané.tané. (3-12)

Calculando os termos da superficie perturbafagbtemos:

_ cos;.sery; — Zhsery.cos;
- cosy.cos; + shsery.seny’

X

e de modo similar os termg=Z Finalmente, obtemos

% =x——h.(y+x2) +0O(g?),

€
4
- € 2

y=y—4h(x+yz)+0(e),
Z2=xy+ Zh.(l— Z) +0(g?).

Deste modo, obtemos que
7%y = %h(1—22+x2+y2+2xyz) +0(&?),

ondez = xy. Pela expansao de Taylor, n6s obtemos a expre%ﬁg&r %hx)s para o
termo dec, onde as derivadas est&o sendo tomadas na origem. Da mesgigaytemos
a expressaoghyyy+ zhy)e para o termo dg®. Portanto, temos o seguinte sistema:

{ %hxxx-f— hx=0
%hyyy+ hy — O

Aplicando a regra da cadeia eB+12), temos que
hy = 2hy e N = 8hvwy — 4hy,

e assim o sistema acima é exatamente o sist8r8a (
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Consideremos agora o toro de Cliffd@d= S(—%) x S(-%) ¢ S8 parametrizado

V2 2
por:
Xo(U,V) = gcoq%”) X1(U,V) = gsim%%
X2(U,V) = gcoi%/) X3(U,V) = gsin(%/)

ondeC é definido emQ = {(u,v) : 0<u <2 0< v < 21},

Proposicao 3.12As dire¢des assintoticas sobre o toro de Clifford dado agé@@dadas
por dudv= 0, ou seja, as linhas assintéticas sdo as curvas coordenadas.

DemonstracadoOs coeficientes da primeira e segunda formas fundameptaisaspeito
ao vetor normaN = C ACy AC, sdo dados por

E(u,v) = %, e(u,v)=0
F(u,v)=0 f(uv)—i
Y - b b - 16

1
G(u,v) = 7 g(u,v) =0

onde o vetor normal dé é dado por

V2 u—v . u—vV u+v . u+v
N = ?(COS(T% —Sm(T), —00517)7 —sm(T)).
[
Consideremos a seguinte perturbacao do toro de Clifford
C(u,v) = C(u,v) +&h(u,v)N (3-13)

ondeh: T? — R é uma funcéo suave duplamente periddieauen nimero real positivo
suficientemente pequeno.

Usando 8-6) para determinar o conjunto de inflexdo da superficie dad&po
obtemos que um pontai,v) continua quadratico em ordem ese, e somente se, ele

satisfaz:
huuu+ hu =0
hvvv+ hv =0

o0 que era de se esperar ja que, toda quédrica hiperbdli®Peré equivalente ao tord,
observe 10]. Estudaremos agora alguns casos especiais em que obteraastimativa
para o numero de solucdes para o sisteBr8) (No primeiro exemplo abaixo obtemos 8
pontos quadraticos, que acredita-se ser o0 nUmero minimo.

Exemplo: Sejah = cog2u — v) + ecoq2u — 2v), ondeg € um namero real suficiente-
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mente pequeno. Temos que:

huuu+ hy = 0 = 6ser{(2u—v) + 6eser{2u—2v) =0
hywv+ hy = 0= 6eser{2u— 2v) = 0.

Resolver este sistema é equivalente a resolver o sistema

sen2u—v) =0
se2u—2v) =0

onde este tém 8 solu¢bes éon2r) x [0, 21).

Proposigéo 3.13Consideremos a perturbacdo do toro dada &8, onde lfu,v) é da
forma
h(u,v) = F(u) + G(v)

com as fungdes f) e G(v) periddicas. Entdo o nimero de pontos quadraticos é pelo
menoslo6.

Usaremos o teorema de Sturm para provar esta proposicaorédni@ de Sturm
fornece um limite inferior para o nimero de zeros de fung@epeZiddicasg(x) cuja
expansao de Fourier é dada por

Z (axcogkx) + byser(kx)), (3-14)

k>n

comegando com harmonicos de ordenf prova do seguinte teorema é encontrada em
[10].

Teorema 3.14 (Sturm) A funcéo gx) dada em 8-14), tem pelo mena2n zeros distintos
sobre o circuldO, 2m).

DemonstracdoDenotemos poZ(f) o nimero de mudancas de sinais fde C*(Sh).
Pelo teorema de Rolle, temos qzigf’) > Z(f). Consideremo® ! o operador definido

por: )
X) = /0 £(t)dt

Do teorema de Rolle, temos novamente (d:) > Z(D~*f). Considerando a sequéncia
de funcbes

Om = (_l>m(nD—1)2mg

ondeg é dado por 3-14), explicitamente,

gm(X) = (ancosnx+ bysenny + z M (ak coskx+ bysenky. (3-15)

k>n
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Pelo teorema de Rolle, para cadatemosZ(g) > Z(gm).

Desde que a série de Fourier dada 8~14) converge, temos que
zk(aﬁ + bﬁ) < C para alguma constan Isto implica que a segunda soma e3nlf) é
arbitrariamente pequena paregrande. Segue dai qgg, tem pelo menosr2mudancas
de sinal paran grande.
O

Para provar a proposicas.(3, notemos que 0s pontos quadraticos estao “pro-
ximos” das solucdes de

F”(u)+F'(uy=0
G"(v)+G'(v)=0

Escrevendo a série de Fourierde G, como em 8-14), obtemos
F"”(u) +F'(u) = 6agser(2u) — 6bpcog2u) + 24agsen(3u) — 24bzcog3u) + ...

G" (v) + G/ (v) = 6agsen2v) — 6b, cog 2v) + 24azsen(3v) — 24b3cog3v) + ...

Pelo teorema de Sturk” +F' =0 eG” + G = 0 tém pelo menos 4 zeros €0 2m).
Deste modo, temos pelo menos 16 solu¢bes$team) x [0, 2m).

Proposicéo 3.15Se h é uma funcéo da forma:
h = cog2u)(a11c052v) + a12ser(2v)) + ser(2u) (021c052v) + azser(2v)),

ondea;j séo constantes arbitrarias, existe pelo meB8agpontos distintos sobre o toro
[0, 217) x [0, 21T) em que o sistem&{9) é satisfeito.

DemonstracadNeste caso verificamos que o sistel®®) é equivalente ao sistema:

[— a1t + 012 T— 022t + 021
021t + 022’ —0got + 011

ondet = tan(2u) et =tan(2v). Este sistema &—periddico, e dele obtemos a equagéo
(011012 4 021002)t? + (A5, — A3 + A5, — AF7)t — (0110012 + O21022) = O
cujo descriminante é estritamente positivo. Dai segue gsestema 8-9) tem duas

solugdes sobrf, %) x [0,7), e portanto 32 solugBes soljfe2m) x [0, 2m).
U
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CAPiTULO 4

Inflexdes em Superficies Regradas

Estudaremos aqui inflexdes e a estabilidade de linhas assas fechadas em
uma classe de superficies regradas orientadas. Relembgaed uma familia (diferen-
ciavel) a 1-pardmetro de retds (s),w(s)} € uma correspondéncia que associa a cada
sc | ¢ R um pontoa(s) € R® e um vetorw(s) € R3, w(s) # 0, tais que ambos(s) e
w(s) sejam diferenciaveis es1Para cadac |, a retal s passando pax(s) e que é gerada
porw(s) é chamada a reta da familia ¢m
Dada uma familia a 1-parédmetro de refass),w(s)}, a superficie parametrizada

X(s,v) =a(s)+ww(s), sel, VeR,

é chamada superficie regrada gerada pela faglia), w(s) }.

4.1 A aplicagcao de Poincaré

Esta secéo foi retirada d&J]. A aplicacdo de Poincaré associada a uma orbita
fechaday de um campo vetorial é um difeomorfisthbque definiremos a seguir. Esta
aplicacdo descreve o comportamento do campo em uma vizialukey.

Seja entdey = {¢(t,p),0 <t < 10} uma Orbita periddica de periodg de um
campo vetoriaX de class€', r > 1, definido em um abertA c R?. Sejas uma secéo
transversal & em p. Em virtude da continuidade do fluxp de X, para todo ponto
g € X préximo dep a trajetoriad(t, p) permanece proximayy comt em um intervalo
compacto pré fixado, por exempl®, 2to|. Define-sd1(g) como o primeiro ponto onde
esta Orbita intercepta. Seja>p o dominio dd1. Naturalmente € 3o e (p) = p.

Muitas propriedades d¢ perto dey se refletem enfl. Por exemplo, as érbitas
periodicas deX vizinhas dey correspondem aos pontos periddicod Jegue sao pontos
g € Xp para os quaisl"(q) = q para algum inteiram > 1. O comportamento assintético



das orbitas d&X perto dey também é descrito pdi. Assim,lim,_..M"(q) = p implica
Ilmn—>°°d(¢(t7 q)vy) - O

Definicdo 4.1 Com as nota¢cOes acima, a Orbita fechaga um atrator periodico (ou
entdoy diz-se orbitalmente estavel) quando }inxd(¢(t,q),y) = 0 para todo g em uma
vizinhanca dey.

Observacéo 4.2A secaoz tomada acima € uma hipersuperficie ou uma subvariedade
diferenciavel(n — 1)-dimensional do abertd C R?. Pode-se supor que a variedagle
um subespaco vetorial ou afim B®é.

Uma expresséo pafaér(q) = ¢(to+1($(To,q)),q), ondet :V — R é o tempo
T(X) que leva a Orbita poremV para interceptaX. Em [12] € demonstrado quig € um
difeomorfismo de clas<g’ (mesma classe de diferenciabilidadeXjesobre sua imagem.

Definicdo 4.3 SejamA um aberto deR? e X : A — R? um campo vetorial de classe'C
Uma Orbita periédica de X chama-se ciclo limite se existe uin@mhanca V de tal que
y € uma 6rbita fechada de X que intercepta V.

Proposicéo 4.4Com as notacOes da definicdo acima, existem apenas 0s sgtipus
de ciclos limites:

a) Estavel, quando lim.»d(¢(t,q),y) = 0 para todo ge V;

b) Instavel, quando lim, _.d($(t,q),y) = 0 para todo ge V;

c) Semi-estavel, quando lim.d($(t,q),y) = O para todo g€ V N Exty e
lim;—_«d($(t,q),y) = O paratodo ge V Ninty, ou o contrario.

A demonstracdo da proposicéal € encontrada enilP]. Com as notacdes da
proposicaact.4, temos quey € um ciclo limite se e s6 sp é um ponto fixo isolado d&
(transformacéo de Poincaré associada). Ainda:

a)y é estavel se e somente|FKx) — p| < |[X— p| para todax # p proximo dep;

b) y é instavel se e somente [$&(x) — p| > |x— p| para todok # p proximo dep;

C) y € semi-estavel se e somente3€x) — p| < [x— p| para todax € ~ N Exty proximo
depe|M(x)—p| > |x— p| para todak € ZN Inty préximo dep, ou o contrario.

Em particular, se1’(p) < 1, podemos aplicar o teorema do valor médio e
concluir quey é estavel. Por outro ladg € instavel sél’(p) > 1.

Determinaremos a aplicacdo de Poincaré de linhas assagdéchadas, em
superficies regradas definidas a seguir.
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4.2 Inflexdes

Os resultados desta secdo foram obtidos pelos autoresid€@smos uma
superficie regrada orientada definida da seguinte maneira:
Sejay: [0,L] — R3 uma curva fechada com curvatuka# 0 tal quely,y’,y"] =1 e
Yy = —ky — kay".
Definimos a superficie regrada por

X(s,v) = Y(s) +v[a(s)Y (s) +Y'(s)], (4-1)

ondese [0,L] eve (—M,M), comM € R.

Observagao 4.5A condi¢ady,y’,y”] = 1, imposta sobrg: [0,L] — R3, significa quey
esta parametrizada pelo comprimento de arco afim. Qualqueracfechada com torgcéo
nao nula tem esta propriedade.

No que segue em todo capitulo, consideraremos a superéitmedd em 4-1).
Nesta secdo determinaremos o conjunto de inflexdo das sisagoticas desta
superficie. Temos que

Xs= (1+va)Y +aw’+w"  Xy=ay+y  Xu=0 Xey=ay+ay +y’

Xss= (v’ — Vi)Y + (1+2vd — kov)Y' +aw”.

Dai obtemos que os coeficientes da segunda forma fundarséotdhdos por;

e= [Xss Xs, Xv] = 2av+ (3ad —aky; —a” + ki —a3)V?,
f= [st, XS7 Xv] = 1,
g - [XVV7 XS7 XV] - O

Das equacdes das linhas assintot&agy? 4 2fsV +g(V)? = 0, fazendop = % temos
H(s,v,p) = 2p+e=0. A equacad(s,v, p) = 0, temos associado o campo vetorial:

s=1
V=p (4-2)
/ (HS+ pHV)
P="""Hx
p

Seja entdax(s) = y(s) + v(s)(a(s)Y(s) +Y'(s)) uma linha assintética d&. Usando o
campo dado en¥{2) temos que:

o = (L+av+apy + (p+avy’ +w”
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a’ = (@d'v+2ap+ap —vk)y + (1+2av+2ap+p —vk)Y' + (2p+av)y”.
Determinando as inflexdes onde= Aa”, A € R, temos:
1+av+ap=A(@’v+2ap+ap —vk) (I)

p+av=A(1+2av+2ap+p —vk) (II)
v=A(2p+av) ()

2pre=0 (IV).
De (1) e(lll):
(—gaa“’Jr a’2k2 — g’(a’)2 — k%l + gaza’+ % + %)v% (—a®+a +apk + pal’ — pk —
3pad — ko + pa)V?+ (—2ap+1)v—2p> =0 (V)
De(l)e(ll):
(—éaza” + éaa“kg - éa(a’)2 - %al(l + ga3a’ + %azk’z + %aa”’)v3 + (—2ad +a" +

pak, +apd’ —apk —3a%a’ —k; + pa*)V? 4 (—a—2a’p)v—2p—2ap? =0 (V1)

De(IV)e(V):
(—6(&)? — 6ad’ + 2a'ky + 23" — 2k} + 6a2%a + 2ak,)\V® + (—4aZ + 4a — 4ko)V?
Fav=0 (VII)

De(IV) e (VI):
(—6a%a’ + 2adky — 6a(a)? — 2ak] + 6aa + 282k, + 2ad” )v3 + (4ad — 4a3 — dako)v2 +
dav=0 (VIII)

Notamos qua(VIl) = (VIII). Assim, o conjunto de inflexdo das linhas assin-
toticas desta superficie é dado por:

(—6(a)? — 6ad’ + 2a'ky 4 28" — 2k) + 6a2al + 2aky V2 4 (—4a? + 4a — 4kp)V? +4v = 0.

Observemos que= 0 ndo pode ser solugdo desta equacao, ja que estamos supendo q
a curvatura de € diferente de zero. Deste modo provamos a seguinte préoosic

Proposig&o 4.6Sejay : [0,L] — R uma curva fechada regular com curvatura4a tal
quely,y’,y"] =1 e y¥ = —kiy —kay’. Consideremos a superficie regrada dada por

X(s,v) = Y(s) +v(a(s)y(s) +Y'(s)

onde sc [0,L] e ve (—L,L), com Le R. O conjunto de inflexdo das linhas d¢wv) é
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dada por:

(—6(a)? — 6ad’ + 2a'ky + 23" — 2k] + 6a%a 4 2ak,)V? + (—4a’ + 4a' — 4ko)v+4=0.
(4-3)

4.3 Linhas Assintoticas Fechadas

Baseados no estudo feito sobre estabilidade de linhast@gsas fechadas
realizado em3], estudamos a estabilidade das linhas assintéticas fashedsuperficie
regrada definida na se¢éo anterior por:

X(s,v) = Y(s) +V[a(s)Y (s) +Y'(s)];

ondely,y’,y"] = 1 ey = —k1y —koy’. Notemos que, com os termos da segunda forma
fundamental calculados na sec¢&o anterior, a equacao tas kssintoticas fica

dv_ e = Vg = —\—I(2a+3aa’v—avI<2—vd’+vk1—a3v). (4-4)
ds 2 2
Deste modo{v = 0}, (ou sejay(s)) € uma linha assintética fechada de

X(s,v) = Y(s) +Va(s)y (s) +Y'(s)].

Definicdo 4.7 Sejall a aplicagdo de Poincaré associags). A curvay(s) é uma linha
assintotica fechada regular hiperbélica $¥(0) # 1. Dizemos que/(s) € uma linha
assintotica fechada semi-hiperbdlical3§0) = 1 e M”(0) #£ 0.

Determinemos as derivadas da aplicacéo de Poincaré adsobienotemos por(s,r) a
solucédo de4-4) com condigéo inicia¥(0,r) =r. Temos assim que a aplicacdo de retorno
de Poincaré é dada pbi(r) = v(L,r) ondev = v(s,r). Diferenciando a equa¢éd-4) em

r e aplicando emv = 0, temos: . .

Vsr = —Va(s) = In(v;) = _/o a(u)du=N'(r) = ex;i—/o a(u)du) =

L
’O):exp(—/ a(s)ds
0

Obteremos agor@”(0). Derivando a equacad{4) duas vezes eme aplicando
novamente em = 0, obtemos:
(Vir)s = —avir — (V)%(3ad — aky — @’ 4+ k; — @) = (Vir)s = h(S)vir + W(S), onde
h(s) = —a(s) ew(s) = —(v)?(3ad —ak, —a’ + k; — a%).
Aplicando o método de variacdo de parametros (obségJg pbtemos:

I'I”(r)—vrr_/ex;( / duexr(/ ) —
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n”(r)=n'(r) /Osw(u)ﬁdu:>

n"(0) = [~ /0 M'(s)(3a(s)al(s) —a(s)ke(s) —a"(s) +ku(s) —a(s))dgM’(0).

L s
Resolveremos primeiro a integr?v{: ex;i—/ a(u)du)a(s)®ds Fazendo
0 0

w=a(s)? e dv= —a(s)exr(—/osa(u)du)ds

e integrando por partes, obtemos:

L L L S
/0 exp— /0 a(u)du)a(s)3ds— 2 /0 exp— /0 a(u)duja(s)a (s)ds

L s
Resolvendo agora a integrj{l ex;(—/ a(u)du)a’(s)ds também por partes com
0 0

S
w:eXQ—/ a(u)du) e dv=a’(s)ds
0
obtemos:

L S L S
/O exp— /O a(u)du)a’(s)ds— /0 exp— /0 a(u)duja(s)a(s)ds

Logo, teremos que:
L
n"(0) = N'(0) [ (@(s)ke(s) —ka(s)M'(5)ds

Logo, provamos:

Proposig&o 4.8Sejay : [0,L] — R3 uma curva fechada regular com curvatura4a tal
quely,y’,y"] = 1e y¥ = —kiy —kay". Consideremos a superficie regrada dada por

X(s,v) = Y(s) +v[a(s)y (s) +Y'(s)]

onde sc [0,L] e ve (—M,M), com Me R. Entdoy é uma linha assintotica fechada
hiperbdlica se

/OL a(s)ds+# 0,

e semi-hiperbdlica se

L L
/ a(s)ds=0 e / (a(s)ka(s) — ka(S))MT'(s)ds £ 0.
0 0
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Temos que as linhas assintéticas fechadas desta supséiaiadas pelos pontos
fixos da aplicagéo de Poincaré, ou s€jéay) = v. Em relacéo a aplicagdo de Poincaré de
linhas assintéticas de superficies regradas, temos ogegasultado geral:

Lema 4.9 Seja Xs,v) = ¢(s) + vw(s) uma superficie regrada, onde:¢0,L] — R3 &
uma curva regular fechada. Entéo a aplicacéo de Poincar@eissla a linha assintotica

fechada c é da forma
av

- bv+1

M(v)
comabe R.

O lema segue dos resultados abaixo.

Observacdo 4.10A equacdo diferencial das linhas assintéticas de uma sigierf

regrada é da forma:
dv

ds
ou seja, € uma equacdo de Ricatti. Em equacfes diferent@ai®s que sejwo, Vs, vy
séo quatro solugoes linearmente independentes de uma&ugdadicatti, entdo a razdo
cruzada

= a(s)v+h(s)\?,

(V1 —V3) (V2 —Va)

(V1 —Va)(V2 —Va)
€ constante. Dadas quaisquer quatro solugdes linearmadepiendentes, esta constante
€ a mesma.
Lembremos que transformac¢des de Mébius séao transformalodigso:

B az+b

T2 = cz+d

comab,c,d € R e ad—bc#0.
Para transformacfes de Mdobius, temos o0 seguinte resultado:

Teorema 4.11 Transformacdes de Mobius preservam a razdo cruzada. Reciprente,
dados A= (x1,X2,X3,Xa) € B= (y1,Y2,Y3,Y4) que tém a mesma razao cruzada, existe uma
transformacao de Mobius que aplica A em B.

az+b
cz+d

DemonstragcaoPara a primeira parte deste resultado, fagahiag = =wgk. Com

iSso, obtemos
_azj+b az+b (ad-bc)(zj—-3z)

Wi W= cz+d cz+d (cz+d)(cz+d)
logo:
(ad—bc)(z1—2) (ad—bc)(z3—24)
(WL —Wg) (W3 —W2)  (cz+d)(cztd) (cztd)(cztd) (21 —24)(Z3—22)
_ _ " (ad—bc)(z1—2z4) (ad—bc)(zz3—2) _ — 7.
(Wy — W) (W3 —Wa) (cz7d) ezt d) (o7 (ot d) (21-2) (2~ 24)
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Para a segunda parte, suponhamos que

) 0e—X)  (a-Yes—y2) )
P20 Xe ) = e e xa) (1= ya)(ya—ya)  EY2YeYA =2

Consideremos as transformacde® |, definidas por:

Ca=xa)s—xa) Xe=Xs o (1=Ya)ys—ya) y2—Ya

W (2) = (Xa—X2)(Z—Xa) Xg—Xp’ (Ys—Y2)(z—Ya) Ya—Yo

Temos que,
Hi(x1) =A, Mi(x) =1, wm(X3) =0, Hi(xg) =00,
(Y1) =N, Ho(y2) =1, Ho(y3) =0, po(ys) = co.

Assimpy levalx, Xz, X3, X4] em(A, 1,0, 0], ey levalys,yz,ys, ya] também eniA, 1,0, co].
Logo uz‘lo My leva (xq,%2,%3,X4) €m (Y1,Y2,Y3,Ya), onde estamos usando que inversa e
composta de transformacdes de Mobius é transformacao dei$i6b

O

Observacéo 4.12Uma transformacéo que preserva a razao cruzada ¢ de Mobeja. V

[7].
Com isso temos:

Teorema 4.13Sejay : [0,L] — R® uma curva fechada com curvaturaO0 tal que
V.Y, Y"] = 1e y¥ = —kyy — koy’. Consideremos a superficie regrada dada por

X(s,v) =Y(s) +Vv[a(s)y (s) +Y'(s)] (4-5)

L
com se [0,L], ve (—M,M), M € R. Suponhamos qu]{ a(s)jds#0e
0

L

(a(s)ka — k1)’ (s)ds= 0, ondell(r) denota a aplicacéo de retorno de Poincaréyde
Entéo, a superficie4-5) tém duas linhas assintoticas fechadas, ou seja, a aplcaed
Poincaré possui dois pontos fixos.

DemonstracdoPelo o que foi feito acima, temos que a aplicacdo de Poircdaéla por

Ccv

Thvr T (4-6)

M(v)

e suas derivadas sao dadas por

L

L
I'I’(O):ex;(—/o a(s)ds) I'I”(O):/o (a(s)ko — kg )M’ (s)ds 4-7)
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Por outro lado, utilizando a equacab ), temos que
MN’'(0)=c N"(0)=—-2ch (4-8)

Das equacoe<(7) e (4-8), obtemos:

L 1 L
c:exp(—/O alsds e b=—3 [ (alshe—k)n'(nds

Determinando os pontos fixos da aplicagdo de Poinda(g) (= v), obtemosv =0 e

C ) )
V= 5 onde os termos e b foram determinados acima. O

Observagao 4.14No teorema anterior, sg € semi hiperbdlica, ou seja, $¥(0) =1e
N”(0) # 0, obtemos apenas uma linha assintotica fechada dada pdd,\que é a propria
curvay.
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CAPITULO 5

Linhas de Curvatura

Motivados pelos resultados obtidos sobre linhas asswatdo capitulo 3,
estudaremos o anélogo para linhas de curvatura. Os ressidadsecédo 5.1 foram todos
obtidos pelos autores.

5.1 Inflexdes de Linhas de Curvatura

Nesta sec¢&o, estudaremos inflexdes de linhas de curvatja® SS3(ou  R3)
uma superficie orientadaXe: U ¢ R? — Suma parametrizacéo local & Temos que
uma curva regulaC emSé uma linha de curvatura &se para tod@ € C a reta tangente
aC é uma direcao principal eqm

Temos que a equacao diferencial das linhas de curvaturaasi@s gor

(fE — eF)(U)?+ (QE— eQUV + (gF — fG)(V)? = 0. (5-1)

O discriminante desta equacéo é dado et 4(EG— F2)?(H2 —K), ondeH denota

a curvatura média &€ a curvatura Gaussiana. Suponhamos gue= X(do) (onde

X :U c R? — S é a imersdo) seja um ponto ndo umbilico $eLogo, A > 0. Por
continuidade, existe um abefttlg C U comqg € Ug tal queA > 0 para toda € Ug. Deste
modo, a equacéo dada ef1]) se decompde eky como produto de dois fatores lineares
(Ardu+ Bi1dv)(Axdu+ Bodv) = 0. Portanto, na vizinhanga de pontos ndo umbilicos de
S, é possivel decompor a equacéo diferencial das linhas detavet em dois fatores
lineares distintos. Assim, na vizinhancga de pontos néo licobj temos duas folheacdes
principais, denotadas por “1” e “2”. Chamaremoslde curva de inflexdo da folheacao
principal “1” e L, a curva de inflexdo da folheacéo principal “2.

Fazendo = d_\l: a equacaos-1) fica da forma
M(u,v,p) = (Fg— Gf)p?+ (Eg— Ge)p+Ef—Fe=0. (5-2)

Assim como obtemos no caso de linhas assintéticas, teme@solsados analo-



gos para linhas de curvatura. Comegaremos com a seguipesazao que caracteriza 0s
pontos de inflexdo das linhas de curvatura em funcéo de sefisientes de uma dada
forma normal.

Proposicao 5. 1Consideremos a superficie parametrizac(zx)y) = (x,¥,2(x,y)), onde

ki k a a
z:1—+2—2y+i2xy2+ﬂx2y+— y3+ T+ :y“+%
xy3+ x3y+ x4y+ 1—;%x5-|— ek # ko. Um ponto p é um ponto de inflexdo

das duas Ilnhas de curvatura de X se 0s parametig®ap, SA0 iguais a zero em p.

DemonstracdoDa equacad (u,v, p) = (Fg— Gf)p? + (Eg— Ge)p+Ef —Fe=0onde

dy .
p= ax’ temos:

Y = —(Eg—eG) — ((Eg—eG)? —4(Fg—Gf)(Ef —eF))?

X =2(Fg—Gf)

donde obtemox/(0) = 0 e y(0) = 2(k; — k). Derivando a expressdo dé obtemos
X" (0) = —4ayo(k; — ko). Deste modo, na carta,y), k = 0 <= 8aga(k; — kp)? = 0 <=
a;2 = 0. Escrevendo os termos

X(t) = X(0) +X (0)t + xf(o)g +

2

y(t) = y(0) +Y (O}t +y/<o>t§ n

2(t) = klxz(t)z + kzyz(t)z + %x(t)ym%r a%lx(t) y(t) + %Xm%r %*y(t)?ur

e calculando a curvatura eR? também obtemok = 0 < a;» = 0.

. . X
De modo analogo, conaderan%e, obtemok =0<«—= a1 =0. O

A seguinte proposicao caracteriza os pontos de inflexaamta tie curvatura em relagcéo
a posicdo entre a linha geodésica e linha de curvatura.

Proposicao 5. ZConsideremos a superficie parametrizad) = (x,Y, z(x,y)), onde

kix?> kK a a a
z:l—+2—2y+i2xyz+ 21x2y+"j\3°x3+ SV 2y2+a°4y“+24x“+

a a .

13xy‘°’+ 31x3y+ 5 X4y+ 50 x5+ Laiz£0e k1 + k2 -+ 0. Em um ponto de in-
flexao da I|nha de curvatura (a = 0), a linha geodésica “cruza” a linha de curvatura
com contato cubico.

DemonstracadoDas equacdes das geodésicas temos:

X'(y) = T§1(X)% = (M= 2Mp) (X)? — (21— T3)X — T3,
X(0)=0
X(0) =0,
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donde obtemos”(0) = 0. Notemos que(’(y) = F(x,y,X). Logo X" (y) = FxX' + R, +
Fex’, donde obtemos” (0) = 0. Da mesma form&"’ (y) = G(x,y,X). Seguindo com as
derivadas obtemos
x4 (0) = —kpa12=10,
x)(0) = —kpa3 — 6ap3ars = —kpazz # 0.

Da equacdo das linhas de curvatura temos

—(Eg—Ge) — /(Eg—Ge)2—4(E f — Fe)(Fg— Gf)

/ _ -1
X(0)=0
X(0)=0
Notando queX(y) = H(x,y), teremos que’(y) = HyX' + Hy, donde obtemos”(0) =
” alzk = 0. Seguindo com as derivadas, obtemos
1— Ko

1! a
X" (0) = < sz £0.

Temos assim, contato cubico. Note quege# 0 (em um ponto que nao é de inflexado) a
geodésica e a linha de curvatura teriam contato quadratico.

-0,010 4

‘geoddsica’ inha de curvatura'| [ ‘geoddsica’ ‘irha de curvatura'

Figura 5.1: &3> # 0 e &2 = 0 respectivamente

Da mesma maneira que fizemos para linhas assintoticaster&aremos agora
o conjunto de inflexdo das linhas de curvatura pela curvgwmdésica.
SejaX :U c R2 — S, ondeS é uma superficie d&°. As linhas de curvatura sdo
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determinadas pela equacéo

(fE —eF)(U)%+ (gE —eQUV + (gF — G)(V)?> =0,

com
e— det[X,Xu,XV,qu] f — det[X7XU7XV7 XUV] g _ det[X7XU7XV7XW]
VEG-F2 '’ VEG-F2 '’ VEG—F2 '

E=<Xy,Xu> F=<Xy,Xv> GC=<X, X >.

Fazendo = 3—:: esta equacao fica da forma

M(u,v,p) = (Fg— Gf)p?+ (Eg— Ge)p+Ef—Fe=0. (5-3)
Da equacao5-3), temos o campo vetorial dado por

u/
Y: v
p/

1
p
=

My + pMy
Mp

)

associado. Sejgs) = X(u(s),v(s)) uma linha de curvatura. Temos qye= X u' + X,V
ey’ = Xuu(U)2 + 22X UV + X (V)2 4+ Xou” + XV . Tendo que

Xou= 1 X +T2, X +eN-EX

Xav =X+ 2%+ fN—FX

Xov = ML,Xy + T 2,X, + gN— GX

obtemos:

V' = ()2} + 20V T+ (V)2 + U)X+ (U203 + 20V T2, + (V)2 B, V)X +
((U)%e+2uV f + (V)2g)N — ((U)2E + 2UVF + (V)?G)X =0,

donde, lembrando que as inflexdg5+ 0) séo vistas na derivada covariante:

(U)2Tf+2uVT 1+ (V) 5+ U’ =0

dv . . ~
De p= — e do ultimo sistema de equacgdes, temos:

du
v 1 o3 1 r2y02. (1l 2 2
g = P =T22P" + (21— T)p"+ (M~ 2M3p)p— Ty (5-4)
De p' = —%E'\AV) e da equacadsf4), obtemos o conjunto de inflexdo das linhas de
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curvatura:

Mp(T5,p° + (2M 1= T5,) PP+ (T3 — 2M5,)p—T3y) + My + pMy =0
(Fg—Gf)p’+ (Eg—Gep+Ef—Fe=0.

Com isso provamos:

Proposicdo 5.3Seja X: U ¢ R? — S, onde S é uma superficie §& O conjunto de
inflexdo das linhas de curvatura de S é dado por

{ Mp(F52P% + (2N, = T5) PP + (M — 2 $)p—T4y) +Mu+ pMy =0 (5-5)

(Fg—Gf)p?’+ (Eg—Ge)p+Ef—Fe=0.
onde Mu,v, p) = (Fg—Gf)p?>+ (Eg— Ge)p+E f —Fe.

Poderia ocorrer do conjunto de inflexdo obtido acima seov&bdmo no caso
de inflexdes de linhas assintdticas, estaremos supondgjagais curvas de inflexao das
linhas de curvatura (conjunto obtido acima) sdo curvasiaegs. Vale ressaltar que para
linhas de curvatura, o conjunto obtido acima nédo é o mesmoosessemos inflexdes
ondey AY’ = 0, ou seja, onde as duas primeiras derivadas sao linearohereadentes.
No caso de linhas assintéticas, temos a equivalénci®&®rantre o conjunto de inflexao
obtido pela curvatura geodésica e o conjunto obtido ondeuas drimeiras derivadas
séo linearmente dependentes, onde este fato foi demomsimazapituld. Considerando
esta caracterizacdo de inflexdes pela curvatura geodésitsideraremos o torb cuja
imerséo € dada por:

Xo(U,V) = COS(\—ZI - ;) cos(; + \—2/) X1 (U, V) = cos(\—zl — ;)ser(; + \—2/)
X2(U, V) :sen(\—zl— g)cos(;Jr\—Z/) X3(U, V) :ser(\—zl—;)ser(ng\—Z/) (5-6)

onde(u,v) € [0, 2m). Da mesma forma que foi feito no capitulo anterior, consigenos
a pertubacao

X(u,v) = X(u,v) +€h(u,v)N, (5-7)
ondeh: T2 — R é uma funcéo suave duplamente periédiaan niimero real positivo su-
ficientemente pequenad\eé o vetor normal &. Comegamos com a seguinte proposi¢ao:
Proposicao 5.4As linhas de curvatura do toro T dado acima (@®6) sdo as curvas

coordenadas.
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DemonstracaoDe fato, os coeficientes da primeira e segunda formas fuedkans com
respeito &N = X A Xy A Xy sdo dados por:

1 1
E(U,V) - é? E(U,V) - Z?
F(u,v) =0, f(u,v) =0,
1 1
G<U7V)_§7 g(u7v)__Z‘

O

Determinemos agora o conjunto de inflexdo da superficie dat#b-7). Os
coeficientes da primeira e segunda forma fundamental séxs ghenal:

1

16

1, 15 3
§h -I—Zhu)-l—e(

1

1 1 )
E—Z+Z€(huu)+8 ( 8

hﬁh - huuhz> + 0(4)7

1 1 1
f=Ze(hw) + 53(§h\,huh - 1—6huvh2) +0(4),
1

1 1 1 1 1
_ = “¢(h 2 K2 _h2 3 _h2h__ h2 4
9= 7+ 28w + ;&5 (=hy+ 5h%) +e(hvh — 2=hwh®) +O(4),

1

1 1
E:———eh+ez(8

1
>, 15
272 "+ 2.

1
F - Zszhuh\/,

11,1, 1,
G =5+ 5eh+e’(gh’ + 7hd).

onde por simplicidade omitimos o argumefov) nos termos acima. Com isso, escreve-
mos as equacdes

Mp(F52P% + (2N, = T5) PP + (T — 2 f)p—T4y) +Mu+ pMy =0 (5-8)
(Fg—Gf)p?+ (Eg—Ge)p+Ef—Fe=0,

ondeM(u,v, p) = (Fg—Gf)p?+ (Eg—Ge)p+Ef—Fe ep= dv
Notemos que a primeira equacao € um polinémio de grau tr§semsegunda

um polinémio de grau dois em. Aplicando o “resultant” emp (termo definido no
Apéndice) nestas duas equacdes obtemos:

8[huv( huuv+ hv) (hwu+ hu)] + 52[—huv(hvvu+ hu) (—Zhwuhuv+ huvhuuu+hhy —2hyghy + hvhw)

+ (hyuv+hy) (— 2havhuuv+ hvvvhﬁv — 2hyhyvhw + hyhyvhug + huhuh)+ (5-9)

(hywu=+ hy) (huuv+ hy) (—3hwhyy + 3hgghuy + 2hhgy + hghy) | + 0(83) +..=0.
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Come = 0 temos que todos pontos sao de inflexace $6, a equacad(9) se fatora:
[huv(huuv+ hv) (hywu+ hy) ]+ €[—huy(hwu+ bu) (— 2hwihuy 4 huvhugu+ hhy — 2hgghy + hyhyy)

+ (hyuwv+hy) (—Zhavhuuv+ hwvhav — 2hyhyyhywy + hyhyvhyg + hyhgvh) + (5-10)
(hywu=+ hy) (huuv+ hy) (—3hwhyy + 3hgghuy + 2hhgy + hghy) | + 0(82) +..=0.

Observamos que, coasuficientemente pequeno as raizes da equacd0) stao “pro-
ximas” das raizes da equacgéo

huv(hyuv+ hv) (hywu+hy) = 0.

Com isto, provamos o seguinte resultado:

Teorema 5.5 Consideremos a pertubacédb-{) do toro. Suponhamos que as curvas
hyw+ hy = 0 € hyy+ hy = 0 sdo regulares e quegh# 0. Um ponto com coordenadas
(u,v) = (up,Vp) continua um ponto de dupla inflexdo para as folheacgdes raisiem
ordeme se, e somente se, a condi¢cao

(5-11)

huuw+hy=0
hwu+hy=0

é satisfeita enfup, vo). Ou seja, para cada solu¢gop, vo) de 6-11), temos um ponto de
dupla inflex&o “préximo” de(up, Vo).

Observacéo 5.6Acreditamos que o numero solucdes de

(5-12)

huu+hy =0
hvvu+ hu — O

€ pelo menos quatro. Um exemplo em que acreditamos ter o aumiermo € dado
considerando a fungdo duplamente periddical¥ — R definida por tiu,v) = F(u) +
G(v). Para esta fungéo temos:

(e _ [ o= o
Pwuthy=0 F'(u)=0.

Pelo teorema.14(Teorema de Sturm), o sistema acima tem pelo menos quatipiss
em|0, 2m) x [0, 2m).

Aqui temos que localmente a curwg,,+ hy = 0 € a curva de inflexdo para uma folheacao
principal e a curvah,,+ hy = 0 a curva de inflexdo para a outra folheacao principal.
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Lembremos que, quando trabalhavamos com linhas assagpéicondi¢cdo para que um
ponto continuasse quadratico em ordeera:

huuu+ hu =0
hyw+hy = 0.

Assim, podemos relacionar as curvas de inflexdo das lintsaistétscas e das linhas de
curvatura.

Observacéo 5.70 numero de pontos de interseccdo de uma curva de inflexdo de um
folheacdo principal com uma curva de inflexdo de uma folheassintdtica em uma
superficie hiperbdlica fechada eRP2 é contado pelas solucdes dos sistemas:

(|> huuv‘l‘hv:O . (”> huuv'f‘hv:O i
hyuu+hy=0 hyww+hy =0’

(lll){ hwu+hy=0 : (lV){ hwu+hy=0
hVVV+ hV =0 huuu+ hu =0.

As solugdes dos sistem@ds e (111 ) podem ser vistos como pontos criticos de uma funcéo
deT? emR, ou seja:

(|){ (hyy+h)y =0 : (|||){ (hw+h)y=0
(hyu+h)y=0 (hw+h)y=0.

(hyu+h), (hyw—+h) : T? — R. Para estes sistemas usamos o resultado que afirma que para
uma funcdo d&? emR, o vetor gradiente se anula pelo menos trés vezes. Portamto p

(I) e (111'), temos pelo menos trés solugdes. Acreditamos que o numeawdes de

(1) e (V) é pelo menos oito.

Vejamos um exemplo.

Exemplo: Consideremos a funcdo duplamente periétic&?> — R dada pot(u,v) =
F(u) +G(v). Temos que:

huvthy =0 _ [ &(v)=0
huuu+ hu:O F///(U>+F/(U> :O

que tem pelo menos oito solu¢des @2m) x [0, 217) pelo teorema3.14 (Teorema de
Sturm). De modo analogo, cada sistema

hwu+hy =0 F'(u)y=0
=
hww+hy =0 G///(V) + G/(V> =0
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{ huw+hy =0 { G'(v)=0
—

hw+hy =0 G"(v)+G(v)=0
hwu—i- hu:O F/(U) =0

—
huuu+ hu:O F/”(U)—l—F/(U) :O

tem pelo menos oito solu¢des ém2m) x [0, 21).

5.2 Pontos Umbilicos

Estudaremos nesta secdo o comportamento das linhas deucamalas curvas
de inflexdo préximo de pontos umbilicos. Para isso, usarenpasametrizacéo
(u,v) — (u,v,z(u,v)), ondez(u,v) é dado por:

a
6

b/

b
Y.
u+2u +2

zZ(u,v) = l—((uz-l—vz) +

2y 4 © ]
5 uv+ 6v3-i- (5-14)

A B S
24 6 4

ondeO((u,Vv)) denota os termos de ordem superior a quatraiew. Nos célculos que
faremos, consideraremos o terrdo= 0. Isto é conseguido por meio de uma rotagdo
adequada do plan@,Vv). Lembremos que da equacéo das linhas de curvatura, fazendo

w2 + %uvgﬂL %V4+O((U’V))

dv
p= . obtemos
M(u,v,p) = (Fg— Gf)p*+ (Eg— Ge)p+Ef—Fe=0, (5-15)
onde:

Fg—Gf=—hv— (g)u2 —(C—K3uv— (%)v2 +M3(u,v)
Eg—Ge= (b—a)u+cv+ (C%A +k3)u?+ (D —B)uv+ (E—;C — KV +M3(u,v)
B> 3 D 3
Ef—Fe=bv+Ju'+ (C—k)uv+ §v2+M3(u,v).
Observacéo 5.8Considerando a superficie (4, v, p) = 0 dada em %-15), temos:

My(0,0,0)=0  My(0,0,0)=b  Mp(0,0,0)=0

Considerando a carta (v;q = 3—3), observamos que a condicao de regularidade desta
superficie € dada pela condicagth-a) # 0.
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Associado a equacabd-L5 temos o campo vetorial:

U/: Mp
Y:iq V=pMp (5-16)
p'=—(Mu+ pMy).

Obtemos uma expressao similar para a can&; q = %). As projecdes das
curvas integrais d¥ por(u,v, p) = (u,v) sé@o as linhas de curvatura. As singularidades
deY séo dadas pd0,0, p;), onde osp; sdo raizes da equacfitbp? — cp+a—2b) = 0.
Assumindo as condi¢des de regularidades(0), as singularidades dé estdo sobre o
eixo p com as coordenadas:

Cc Cc a
Po=0,  pra=o =+ (%)2—5+2. (5-17)

Antes de fazermos a analise das inflexdes proximo dos pomidslicos, vamos ao
seguinte resultado, que pode ser encontrada3gm [

Proposigéo 5.9 Consideremos a superficig X v) = (u,v,z(u,v)) onde Zu,v) € dado em
(5-14) e a condigdo de regularidade(b— a) # 0. Chamemos d& = —[()? — & + 2.
Determinando as condi¢des de hiperbolicidade das singildales b-17) do campo
vetorial Y, temos as equivaléncias:

Di)=A>0, D)=A<0 e 1<28#2 D3)=g<1 onde

D;) temos uma Unica sela;

D2) um Unico no6 entre duas selas;

D3) trés selas.

DemonstracaoAnalisemos o primeiro casbi. ComoA > 0, temos apenas um ponto
singular,Py = (0,0, 0), cujos autovalores ndo nulos associados séo:

)_\1:b—a
)\zza—Zb.
De (5)?— 242 < 0 temos

C .5 a a
— 2< - ->0. (I
O<(2b)+ <b:>b>0 (1)
Portantoaeb tém o mesmo sinal. Da mesma inequacgéo, multiplicando desosdados
por (2b)?, obtemos:

4b(2b—a) <0, (II)

0 que nos da quiee 2b — a tém sinais opostos.
Seb>0,de(l)a>0ede(ll)2b—a<0=—=a—-2b>0=—=a>2b>b>0
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— b—a < 0. Temos assim ponto de sela, pi)igz < 0.
Seb<0,de(l)a<0,ede(ll)2b—a>0—a-2b<0=a<2b<b<0=
a—b<0=b—a> 0. Logo, neste caso também temos ponto de sela. Segue partant
casoD1.

No casoD,, comoA < 0, temos trés ponto singulares. Os pontos singulares séo:

Po=(0,0,0) PL=(0,0,p1) P»=(0,0,pz)

_C  Ji L2 _°c c
ondeps =55~/ (5p)° ~p t2epPe=
associados By sao:

a
o5 (%)2 -5 2. Os autovalores nédo nulos

)_\1 =b-a
)\2 =a—2b.
Os autovalores néo nulos associad®s asao:

M =a—-3b—cp
A2 =4b—2a+cp.

Fazendo o produtd; A, e usando a equacép’ — cp— 2b+a= 0, obtemos:
Ah2 = (1+ p?)b(a—2b—bp?). (5-18)
|) Suponhamos que:

b<O0 }_\1:b—a>0
— —
a—2b>0 A =a—2b>0,

ou seja, suponhamos gieg seja um nod hiperbolico. D&{18), obtemos\1A2 < 0. Logo
P1 e P, sdo pontos de sela. De modo analogo, supdndo0 e a— 2b < 0, ou seja,
supondo novament@, ponto de né, obtemos novamente &srlg) A1A» < 0. Portanto,
supondd?, ponto de nd, obtemos qire e P, sdo pontos de sela. Observando o polinbmio
de singularidades

bp? —cp—2b+a=0,

a—2b R . . .
temospipz = < 0, dondep; e p2 tém sinais opostos, donde o ponto de no esta
entre as duas selas.
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I1') Suponhamos agora que:

b<O0 }_\1:b—a>0
— —
a—2b<0 A =a—2b<0,

ou seja, suponhamos g seja ponto de sela. Novamente do polinémio das singulari-
dades
bp? —cp—2b+a=0,

temos quepip; = a-2b > 0, dondep; e p2 tém o mesmo sinal. Suponhamos: 0.
Temos assim qu@, > p; > 0. Da equagao5-18), temosiiA2 < O se, e somente se,
a—2b > bp?, ou seja:

p1p2 < P2 (5-19)

Sep = p1, de 6-19 p2 < p1, 0 que € uma contradicao. Loge= p2, OU Sejapz € 0 outro
ponto de sela. Se> 0 temosp; < p2 < 0. Usando novament&{19), obtemos neste caso
gue o outro ponto de selag. Segue de modo analogo se considerarmos o0 caso em que
b>0ea—2b>0.

Neste caso temos portanto sempre um ponto de n6 entre dassAahlisemos o Ultimo
casoDa.

|) Suponhamos primeiro que> 0. Dai > beb > a. Portanto:

2b>b>a=—=a-2b<0 e b—a>0.

Portanto P é ponto de sela. D&{18), P, e P, também s&o pontos de sela.
I1') Suponhamos agora qbe< 0. Logo b < b eb < a. Portanto:

2b<b<a=—a-2b>0 e b—a<0

0 que nos da qui é ponto de sela. D&{18), obtemos novamente qi e P, também
sao pontos de sela.
O
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Figura 5.2: Linhas de curvatura na vizinhanca de pontos umbili-
cos Darbouxianos

Considerando ainda a superficie dada Y6u,v) = (u,v,z(u,v)) ondez(u,v) é
dado em$-14), obteremos o comportamento da curva de inflexdo das lirdhesrgatura
préxima de pontos umbilicos. Este estudo foi realizado gpealatores. Os termos da
primeira e segunda formas fundamentais desta superfizidegids por:

1 1 1 1 1 1, 1
= —ZAIKRU* — ZBIRWV — Zalklu® + (—=CIZ — ZAKRC) A + (—ZK° + ZAU°—
e= —ZAKU —ZBkuv—zaku +( 4C 2 Juve+ ( > +2 u

1 1 1 1, 1 _
—éBkzu\P—éakzu\F+Buv+au—ZCk2v4+(—§k +§C)v2+k+0(5),

_ 1 o e toae loes 1 3
f_bv+Cuv+2Dv2+zBu2 2bvk2u 2bv3k 4Bkzu 2Cvk2u

1

> 1 2 1 > 1 2 :
(—7 DK — 2BIC)VA? — SCvkeu— 2DV + O(5);

g= k+bu+cv+(—%k3+%C)u2+ Duv+(—%k3-|—%E_)v2— %bkzus— %cvkzuz— %bkzvzu

oA toed - ok lge 1 o 1o, leme .
zcv?'k 4Ck2u 2Dkvu3+( 4Ek2 4Ck2)v2u 2Dkv3u 4E\/‘k +0(5);

E = 1+k?u? + kuPa+ kub + (%kA+ %az)u4+ %b2v4+ %kuD\f’+

(kC+ %ba) U2 + ku*Bv+ O(5);

F = k?uv+ (kb+ %ka)vuz + %kcvzu-l— %bv?'k+ (—15kBu4 + (ékA-l— %ba+ %kC)vu3

1

1, 1 1
+(ZkB+ —ac+(—kD)v2u2+(2

1, 1 1 1, 4 _
5 1 5 kC+Sb +6k)v3u—|—(6kD+Zbc)v +0(5);
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G = 1+KA*+ 2kubV¥ + kv’c+ (%k+ %1c2>v4+ (KC+ b?) U+

(kD+bc)viu+ %kuSBV-i- o(5).

Com isto, obtemos que o conjunto de inflexao

Mp(T2,P° + (271, — T5) P+ (M1 — 27 35)p—T51) +Mu+ pMy =0 (5-20)
M(u,v,p) = (Fg— Gf)p>+ (Eg— Ge)p+Ef-Fe=0
ondep = j—:j € dado por:
v(aw? — 2bl? —vuc+bv?) 4 O(4) = 0. (5-21)

Obtemos este conjunto fazendo o resultante dos dois palas@mp de 6-20). Observe-
mos a semelhanca entre o conjunto de inflexdo obtido e o poindas singularidades

p(a—2b—cp+bp?) =0.
No que segue, escreveremos 0 conjunto de inflexao e as se@srabmo

V=up+y?

(ondep=0 ou p= 2_Cb + /(Zib)Z— E-I—Z), com o objetivo de distinguir estas duas

curvas.
Determinemos primeiro as separatrizes.
Substituindos = up+ yu? na equagéo diferencial das linhas de curvatura

(Fg—Gf)(dv)?>+ (Eg— Ge)dudv+ (E f — Fe)(du)? = 0,
obtemos:
—10p?yb— 3p°C — 3p?B — p*D + 6pcy— pA+3pC+ 3Dp? + p°E + 6by— 4ya+B = 0

Temos entao:

 1-B+p*D+(—E+3C)p*+(3B—3D)p?+ (A—3C)p
2 5p2b—3pc—3b+2a

Obtemos assim o termo de grau dois da separatriz (horizoAtadlise analoga con-
siderandau = vp+ W2.
Para o conjunto de inflexdo, facames= pu+ yu? e consideramos os termos de grau
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quatro da equacao dada emq1), ou seja:

v(aw? — 2bl? —vuc+ bv?) +vid (14b°C 4 2a2C — 6b°A— 14abC+ 4acB+ 4abA+ 2abke +
4b?k3 — 2a2k3 — 6bcB) + v3u(—2abk® + 8ocD — 2b%k® — 2¢°C + 2abC+ 2¢%k® 4 2bcB—
4b?C — 4acD+ 4b%A — 2b%E) + u?v2(—3bcA+ 3bcC+ 3a2D + 3abB+ 6bcké — 3b2B —
15abD — 3¢?B + 12Db?) + u*(abB— a?B) + v*(c?D — bcE — 7Db? — 2bck® + 5bcC +

4b”B + 3abD) 4 O(5) = 0.

Substituindor = pu+ yu? na equacéo acima e resolvendograbtemos:
y= 2b( b a)(a_2b_2pc i 3p7) [a®B — baB+ (—14b°C + 6bcB— 4acB— 4baA+
6b%A — 2bal — 4b%k® — 2a2C + 2a2k® + 14baC) p + (—3bcC— 6bck 4 3bcA— 12b%D —
3a°D + 3Bb? + 3¢?B + 150aD — 3baB) p® 4 (—4Bk* — 5bcC— 3baD+ 2bck® + 7b?D +
bcE — ¢?D) p’ + (2bak® — 4b?A— 2bcB+ 4acD+ 2b%k® — 8beD — 2¢2k3 + 4b%C + 2b°E +
2¢%C — 2baC)p°].

Deste modo, a curva de inflexdo se distingue das separatnabgicas se o

polinbmio emp
2(a—b)?B
L(p) = ( ) + P 2 2
(2a—3b)(a—2b)b = 2b(a—b)(a—2b)+(2a— 3b)
96b°A+ 90a3k3b? — 48a%k3b + 68H°Ca2 — 221b°%a2A + 91b%aA — 363a°Ch? + 72b°k3 —
195BIPca? + 69abBc— 96Bb*c — 22a%k3b° — 14ba’A — 8a*Bc— 61&*Ca+ 90a*Cb+

23&h*Aa— 96b*k3a+ 228Bb’cd]

[2160°C + 8a°k® — 8a°C —

nao se anula para=0oup= Zib + (%)2 — g+2.

Temos portanto:

Proposicao 5.10Consideremos a superficie(iXX v) = (u,v,z(u,v)) onde Zu,v) é dado
em 6-14). Suponhamos queg(lb— a)(2a— 3b) # 0. Nos termos acima, temos que uma
condicao suficiente para que a curva de inflexao se distingsesdparatrizes umbilicas

€ que o polinbmio
2(a— b)ZB p 5 5.3 5
L(p) = 21 K3 — —
(P) = Za—3b)(a—2b)b * 2b(a—b)(a_20)2(2a—3p)2 - P C + 8K —8aC
96b°A + 90a%k3h? — 48a%k3b + 68F°Ca? — 221b3a2A + 91b%a’A — 363a°C % + 72b°k° —
195Bk%ca? 4 69a3bBc— 96Bh*c — 22a%k3h® — 14ba’A — 8a*Bc— 61%*Ca-+ 90a*Cb+

23&h*Aa— 96b*k3a+ 228Bb°ca,

nao se anule para p- 0 ou p= % + (%)2— g+2.

Para o ponto singulgy = 0, a condi¢c&do dada acima se reduz a

(a—Db)?B
(2a— 3b)(a—2b)

- 70,
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Observemos que esta andlise foi feita nos termos de grawaeiseparatrizes e nas in-
flexbes. Caso obtenhamos que estes termos sao iguais nasidusss devemos calcular

os termos de ordem maior para determinar onde elas se distmgse houver distincao).

Como estamos interessados no comportamento local, aalesilapenas os termos de
ordem dois.
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APENDICE A

Em varios momentos no texto usamos o “resultant” de doisipoiios. Estu-
daremos aqui um poco sobre este termo.

Definicdo A.1 Dado um polinémio (x) = anX"+an_1X"" 1+ ... +a;x+ag de graun com
raizesa,i = 1,...,n, € um polindmio ) = byX™ 4 by_1X™ 1 + ... + byx+bp de grau m
com raize}j,j = 1,...,m, o “resultant” p(p(x),q(x)) entre os polindmios (x) e o(x) &

dado por:

n m

P(P(X.00) = R [ [ (e ~By)
i=1]=

Notemos assim, que quando estamos calculando o determimkntdois
polinbmios estamos eliminando variaveis. No texto, caltds o “resultant” entre um
polinémio de grau trés e um polindbmio de grau dois. Consideseentdo os polindbmios:

p(x) =a+ b +cx+d e qx)=ed+ fx+g.

O “resultant” entre estes dois polindmios é dado por:
p(p(x),q(x)) = ebPg? — 2¢°bgd — bPaf + ed? 4 3edafg— fecbg— fefcd + f2cag+
ebf2d — af3d + gec?® — 2ecad + a’g?
O “resultant” entre dois polinbmios é obtido usando o progranatematico maple, com
o0 comando:
resultant p(x), q(x), x).
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