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Resumo

Carvalho, Fernando Soares de. Difeomorfismos Conformes que Preservam
o Tensor de Ricci em Variedades Semi-Riemannianas.. Goiania, 2011. 58p.
Dissertagdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

Esta dissertacdo estd baseada no trabalho de W. Kuhnel e B. Rademacher, e consiste

em caracterizar variedades Semi-Riemanninas (M,g), que admite uma transformacio

conforme definida globalmente § = —g, nas quais a diferenga entre os tensores de
¢

Ricci é um multiplo escalar da métrica g (ou g). Estudaremos também o caso em que

a transformagio g = o g é concircular e (M, g) e (M,g) tem curvatura escalar constante.

Palavras—chave
Variedades semi-Riemannianas, tensor curvatura de Ricci, difeomorfismo con-

forme, métricas conformes, difeomorfismo concircular



Abstract

Carvalho, Fernando Soares de. Conformal Diffeomorphism that Preserving
the Ricci Tensor im Semi-Riemannian Manifolds. . Goidnia, 2011. 58p. MSc.
Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goias.

This work is based on the article by W. Kiihnel and B. Rademacher, and is to

characterize semi-Riemanninan manifolds (M,g), which admiting a globally defined
conformal transformation § = —g, in which the difference between the Ricci ten-

sor is a scalar multiple of the metric g (or g). We also study the case where the

1
transformation g = @g is concircular and (M,g) and (M,g) has constant scalar

curvature.

Keywords
Semi-Riemannian manifolds, Ricci curvature tensor, conformal diffeomorphism,

conformal metrics, concircular diffeomorphism
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Introducao

Um dos assuntos bastante estudado em Geometria Riemanniana sdo as trans-
formacdes conformes entre variedades Riemannianas, colocando hipétese adicional de
preservar alguma propriedade que envolve o tensor curvatura de Ricci da variedade.

Como por exemplo, no caso em que M = R", em 1872 Lie [12] mostrou, que
métricas homotéticas possuem o mesmo tensor de Ricci, ou seja, se g e g sdo métricas
homotéticas, entdo

Ricg = Ric,. (0-1)

Este resultado foi generalizado, em 1937 por Haantjes [7], para o caso em que
M € o espaco pseudo-Euclidiano, e em 1983 por Ferrand [4], no caso em que M € uma
variedade Riemanniana completa.

Em 1965, considerando (M, g) uma variedade Riemanniana de dimenséo n > 2,

que admite uma fun¢do ¢ : M — R, satisfazendo

V29 = (co+a)g,

Tashiro [18], caracterizou completamente a variedade M.

Este estudo, foi de grande importancia para que Kuhnel [8], em 1988, pudesse
caracterizar variedades Einstein (M,g) e (M,g), onde ge g = ng sdo métricas confor-
mes, tal que a diferenca entre os tensores de Ricci em cada métrica € um multiplo escalar
da métrica g ou g, isto é,

Ricg — Ricy = c(n—1)g, (0-2)

ou ainda,
Ricg — Ricg = c(n—1)g. (0-3)

Posteriormente, em 1995, Kuhnel e Rademacher [?], generalizam o problema,

caracterizando variedades semi-Riemannianas completas (M,g) e (M,g), onde g e g =

1
—g sdo métricas conformes e as igualdades (0-2) e (0-3) sdo satisfeitas.

Para ¢ =0, temos que a igualdade (0-1) vem como caso particular das igualdades
(0-2) e (0-3).
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Esta dissertacdo estd baseada no artigo de W. Kuhnel e H. B. Rademacher [?].

O trabalho esta dividido em trés capitulos:

No Capitulo 1, apresentaremos alguns conceitos e resultados de geometria
Riemanniana que serdo estendidos as variedades semi-Riemannianas e usados nos ca-
pitulos subsequentes.

No Capitulo 2, apresentaremos algumas defini¢des e enunciaremos alguns resul-
tados sobre geometria conforme que serdo fundamentais na solu¢do do problema acima.

Finalmente, no Capitulo 3, faremos uma caracterizacdo das variedades semi-
Riemannianas admitindo uma transformacdo conforme global, tal que, as igualdades
(0-2) e (0-3) sao satisfeitas. Utilizando-se de alguns resultados devido a Tashiro [18],
mostraremos que as Unicas possibilidades sdo: g e g sdo homotéticas, (M,g) e (M,g)
sdo variedades Riemannianas de curvatura seccional constante ou o produto torcido

M=R X (1) M., onde (M., g.) é uma variedade Riemanniana Ricci flat completa.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos e resultados da geometria Rie-
manniana. Ademais, estudaremos também o espaco semi-Riemanniano, que € o principal
espaco utilizado para o desenvolvimento deste trabalho. Maiores detalhes podem ser en-

contrados em [3] e [14].

Definicao 1.1 Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma
familia de aplicacoes biunivocas Xy, : Uy C R" — M de abertos Uy de R" em M tais

que:
]. UO(,X(X - M,'
2. Para todo par o, B com Xo(Us) NXp(Ug) =W # 0, 0s conjuntos Xo' (W) e X L(w)
sdo abertos em R" e as aplicagcoes X ToXx [;1 sdo diferencidveis.

O par (Uy,Xq) com p € Xo(Uy) é uma parametrizacdo de M em p; X (Uy) é uma
vizinhanga coordenada em p. Uma familia {(Ug, Xq) } satisfazendo 1 e 2 é uma estrutura

diferencidvel em M.

Definicao 1.2 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacao diferencidvel o :

(—&,€) = M é chamada uma curva (diferencidvel) em M.

Suponha que o(0) = p € M e seja ©(M) o conjunto das fun¢des de M diferen-
cidveis em p. O vetor tangente a curva ocem ¢ = 0 é a fungdo o' (0) : © — R dada por:

(foa)
dt

d
(x/(O)f: |l‘:07 fé@
Um vetor tangente em p é o vetor tangente em ¢t = 0 de alguma curva o :
(—€,€) — M com o(0) = p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p é indicado por
T,M.
Se escolhermos uma parametrizagdo x : U — (M, g) em p = x(0), podemos

exprimir a fungdo f e a curva o nesta parametriza¢ao por

fox(q) = f(x1yes%0), q=(X1,..0,xn) €U
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x_] OOC(I) = (X] (t)a"'vx”l(l))7

respectivamente. Portanto, restringindo f a o, obteremos

p d d
o (0)f = E(f@d)lt:o = S (0), - xn(1)) =0,
logo,
/ & / af
o/(0)f = 1.50) (52).
Portanto,

o (0)f = (i:ilx;«n (ai)) 2

Isto quer dizer que o vetor o' (0) pode ser expresso na parametriza¢do x por
/ < / a
o'(0) = (0) (5] - 1-1
0 =350 (55). 1-0

J\ S
Observe que | — | € o vetor tangente em p a curva coordenada,
0

8x,-

xi — x(0,...,0,x;,0,...,0).

A expressdo (1-1) mostra que o vetor tangente a uma curva & em p depende apenas das

derivadas de o em um sistema de coordenadas. Decorre também de (1-1) que o conjunto

T,M, com as operacOes usuais de fun¢des, forma um espaco vetorial de dimensao n,

e que a escolha de uma parametriza¢do x : U — (M, g) determina uma base associada

{ (%) yeees (%) } em T,M. A estrutura linear em 7,,M assim definida ndo depende da

X1 0 Xn 0

parametrizacdo x. O espago vetorial T,M € chamado o espago tangente de M em p.

Agora com a no¢do de espago tangente podemos estender as variedades diferen-

cidveis a no¢ao de diferencial de uma aplicacao.

Teorema 1.3 Sejam M7 e M5 variedades diferencidveis e seja ¢ : My — M> uma apli-
cagdo diferencidvel. Para cada p € My e cada v € T,M,, escolha uma curva dife-
rencidvel o : (—€,€) — My com a(0) = p, &/ (0) = v. Faga B = @oa. A aplicagdo
de, : TyMy — Ty(,yM2 dada por dp(v) = B'(0) é uma aplicagao linear que ndo depende
da escolha de o.

Definicao 1.4 A aplicagdo linear d¢, dada pelo teorema anterior é chamada diferencial

de @ em p.
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Definicao 1.5 Sejam M| e M, variedades diferencidveis. Uma aplicacdo ¢ : My — M»
¢é um difeomorfismo se ela é diferencidvel, biunivoca, sobrejetiva e sua inversa ¢~ é

diferencidvel.

A existéncia de um difeomorfismo entre variedades diferencidveis nos fornece
a no¢do de equivaléncia entre variedades diferencidveis; em particular se existe um
difeomorfismo entre as variedades diferenciaveis M| e M, entdo estas variedades tém

mesma dimensao.

Definicdo 1.6 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M uma forma bilinear e simétrica,
positiva definida (), no espago tangente T,M, que varia diferencialmente no seguinte

sentido: Se x : U C R" — M ¢é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

d
x(x1,x2,...,xn) =q€x(U) e g(q) =dx(0,...,1,...,0) entdo
i

<a%<q>,§j<q>>q = 81,1

é uma fungdo diferencidvel em U. As fungdes g;; sdo chamadas expressdo da métrica
Riemanniana. Uma variedade diferencidvel com uma métrica Riemanniana chama-se

variedade Riemanniana.

Um exemplo de variedade Riemanniana ¢ R” munido da métrica Euclidiana
n

g = Z(dxlz) ou seja, g;; = 9;;, fazendo a identificacdo candnica do espaco tangente
i=1
T,R" = R".
A existéncia de um produto interno que varia diferenciavelmente em relacdo
a escolha do ponto p € M possibilita definir conceitos como angulo entre vetores,

comprimento de curvas, angulo entre curvas e isometrias.

Definicdo 1.7 Sejam M e M variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M — M é

chamado uma isometria se

(u,v), = (dfp(),dfp(v)) () (1-2)
paratodop € Meu,veT,M.

Definiciio 1.8 Sejam M e M variedades Riemannianas. Uma aplicacdo diferencidvel
f: M — M é uma isometria local em p € M se existe uma vizinhanga U C M de p tal que
f:U = f(U) é um difeomorfismo satisfazendo (1-2).
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Dizemos que a variedade Riemanniana M é localmente isométrica a variedade

M se para todo p € M, existe uma vizinhanca U de p em M e uma isometria local
f:U— f(U)CM.

Por exemplo, em R3 o0 plano e o cilindro sdo localmente isométricos, assim como
o catenoide e o helicdide.

Da Definicao 1.7, podemos observar que um difeomorfismo f € uma isometria

se a diferencial d f preserva o produto interno.

Definicao 1.9 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma corres-

pondéncia que a cada p € M associa um vetor X (p) € T,M.

No que se segue X(M) denotard o conjunto de campos de vetores C* em M e D(M) o

conjunto das func¢des reais de classe C* definidas em M.

Definicao 1.10 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplica-
cdo
V:iX(M)xX(M)— X(M)

indicada por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:
i) VixtovZ = fVxZ+gVyZ;
i) Vx(Y +Z) = VxY +VxZ;
iii) Vx (fY) = fVxY + X (f)Y,

onde XY, ZcX(M)e f,g € D(M).

Proposicao 1.11 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo
existe uma tunica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da
curva diferencidvel y: I — M um outro campo vetorial I ao longo de v, denominado

derivada covariante de V ao longo de v, tal que

D DV DW
a) E(V—l—W)—E-i—W,
D df DV
b) E(fV)—EV-i-fE,

¢) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V (t) =Y (y(t)), entdo

DV
A v
dt abs

onde W é um campo de vetores ao longo de Yy e f é uma funcdo diferencidvel em 1.
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Demonstragao.:
Vamos supor inicialmente que existe uma correspondéncia satisfazendo a), b)

e ¢). Sejam X : U C R" — M um sistema de coordenadas com y(I) NX(U) # 0 e

d
X~ Yoy(t) = (x1(t),x2(t), -, xu(t)) a expressdo local de Y(¢), t € I. Seja X; = Fy entao
Xi

podemos expressar o campo V localmente como V (¢ Z vJ ), onde v/ = v/ (t)

e X; = X;(y(r)).Logo, por a) e b) temos

DV dv/ DX
- X J—J
dt Z‘l dr + Z‘lv dt
j= =
Usando c¢), encontramos
DX;
—L =VuX
dt A
Entao,
DXJ' i dx, 4 dx,' k
— =V o Xj= ) ——VxX;= —TI%X
dt R T l.k; dr IE
Portanto,

f ( + Z My ) (1-3)
k=1 =1

A expressdo acima nos mostra que se existe uma correspondéncia satisfazendo as condi-
¢oes desta proposicao, entdo tal correspondéncia € Unica.

DV
Para mostrar a existéncia, definamos I em X (U) por (1-3). Dada essa defini¢do
DV
temos que I satisfaz as condigdes (a), (b) e (c). Agora,se Y : W C R* — M, Y (W)
DV
¢ uma outra vizinhanga coordenada, com Y (W) NX(U) # 0 e definamos 5 W Y (W)

DV
por (1-3), as defini¢des coincidem em Y (W) NX(U), pela unicidade de = M X(U).
Segue-se que a definicao pode ser estendida para todo M, isto conclui a demonstracao.
OJ

Definicao 1.12 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um

campo vetorial V ao longo de uma curva c : I — M é chamado paralelo quando T 0,

paratodot € 1.

Lema 1.13 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Seja

¢ : 1 — M uma curva diferencidvel em M e Vo um vetor tangente a M em c(ty), to € I.
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Entdo existe um tnico campo de vetores paralelo V ao longo de c, tal que V(ty) = Vj.

(V(t) é chamado o transporte paralelo de V (ty) ao longo de c)

Definicao 1.14 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V em uma
métrica Riemanniana (). A conexdo é dita compativel com a métrica (,), quando para
toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores P e P' ao longo de c,

tivermos (P, P") =constante.

A Definicdo 1.14 € justificada pela proposi¢ao seguinte que mostra que se V é compativel
com a métrica (, ), entdo podemos diferenciar o produto interno pela regra do produto
usual.
_— . DV ) .
Na proposi¢do a seguir, 5 & um campo vetorial ao longo da curva ¢, denomi-

nado derivada covariante de V ao longo de ¢, dado por

DV "yl "odx;
—— =Yy X iV X,
dt ]_Zl dt ’+l.].z_"1 dr X

Proposicao 1.15 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M e compa-
tivel com a métrica se, e somente se, para todo par'V e W de campos de vetores ao longo

da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se

d(VW>— DVW + VDW tel
drt' "\ dt’ “dt )’ '
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Demonstragao.:

Se a conexdo V em M é compativel com a métrica, escolhendo uma base
ortonormal {Py(tg),...,Pu(to)} de T, (M), to € I. Utilizando o lema anterior, estenda
paralelamente cada um dos vetores P;(tp), i = 1,2,...n, ao longo de ¢. Como V ¢é
compativel com a métrica, {Py(¢), .., P,(¢) } € uma base ortonormal de T, (M), para todo

t € 1. Podemos, portanto, escrever
v=Y VP, W=YwP, i=1,.n,
i i

onde V' e w' sdo fungdes diferencidveis em /.

Segue-se dai que,

DV dv' '
- _ - p - - p.
dt z,: dt " dt zl: t !
Portanto,
DV DW dvi ; odw' [\ d - d
_ W V _ = — — ! = — W - V W .
<dt’ >+<’dt> Zi:(dtw+dtv) dt(zl.:vw> a VW)
Reciprocamente, se V e W sdo campos paralelos, teremos

DV _Dw _
dt  dr

d DV DW
R = _ e :O.
dt W) < dt ’W>+<V’ dt >

Dessa forma (V, W) é constante. Portanto a conexdo V em M é compativel com a métrica.
O

0 que implica

Definicao 1.16 Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade
diferenciavel M. O campo vetorial diferencidvel XY —YX é chamado o colchete
X, Y] =XY—-YXdeXeY.

Definicao 1.17 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando
VxY —VyX =[X,Y],

paratodo X, Y € X(M).

Observacdo 1.18 Em um sistema de coordenadas (U,X), o fato da conexdo ser simétrica

implica que para todo i, j =1,2,3,--- |n,
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d

VxX; — Vx,X; = [X;,X;] =0, Xj=—.
1

Teorema 1.19 (Levi Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica

conexdo afim V em M satisfazendo as condicoes:
1)V ¢ simétrica.
2) V é compativel com a métrica Riemanniana.

A conex@o V dada pelo Teorema 1.19 € denominada conexdo de Levi Civita de M.
Considerando um sistema de coordenadas (U,X) em uma vizinhanca de p.

E conveniente dizer que as fungdes F{fj definidas em U por VxX; = ):kF Xk, sdo os

coeficientes da conexdo V em U ou os simbolos de Christoffel da conexao e satisfazem a

seguinte equagao
E I 0 ik 1+ 0 | — 0 ij
l]glk axi 8 jk axJ 8ki an 8ij | 5

onde 8ij = <Xi,Xj> .

Como a matriz (gx,,) admite uma inversa (g""), teremos que
d d K
Z( gjk+a gkl a glj)gm'

Uma ferramenta indispensdvel em geometria Riemanniana é caracterizar invari-
antes métricos, em particular, curvaturas. A seguir definimos curvatura em uma variedade
Riemanniana M, que de certa forma, € a medida da comutatividade da segunda derivada

covariante, formalmente temos

Definicao 1.20 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia

que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplica¢do R(X,Y) : X(M) — X (M) dada por
R(X,Y)Z=VyVxZ - VxVyZ+VixyZ, Z€X(M),

onde V é a conexdo de Levi Civita de M.

Observe que se M = R" entdo R(X,Y)Z = 0, para todo X,Y,Z € R". De fato,
consideremos os campos E;(p) = e; para todo p € R", onde {¢;}"_, é uma base candnica
do R”".

Assim, dados

n n n
X = ZX,‘E,‘, Y = ZyiEi, Z= ZZiEi7
i=1 i=1 i=1
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temos
n

VxZ =Vx (i ZiEi> = i(X(Zi)Ei-FZiVXEi) =Y X(2)E;,
/ i=1

i=1 i=1
pois o campo E; é um campo constante e, portanto, sua derivada covariante em relagdo a
qualquer outro campo € nula.

Analogamente,

Vyvxz = i Y(X(Zi))Ei
i=1

€
n
VxVyZ =Y X(Y(z))Ei.
i=1
Dai,
VxVyZ—VyVxZ =Y X(Y(z))Ei— Y Y (X(2))Ei,
i=1 i=1
ou ainda,
n
VxVyZ—VyVxZ =Y [X(Y(z))—Y (X (z))]E;,
i=1
logo,

VxVyZ—VyVxZ=Y (XY —YX)(z))Ei = Vx y)Z.
i=1

Portanto, R(X,Y)Z = 0.

Em um sistema de coordenadas (U, X) em torno de p € M indicaremos P Xi,
Xi

e consideramos
R(X;, X)X = Y R X
I

Assim, Rf ik S30 os coeficientes da curvatura R em (U,X). Podemos expressar em termos
k
de Ij; por
=Y Tl = Y Oy + 2 i — 9 "k
ij = kL KT oy R o

Relacionada com o operador R estd a curvatura seccional que definiremos a seguir.

Defini¢ao 1.21 Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional 6 C T,M, onde

T,M é o espago tangente, o niimero real

K(o) =Ko = e

onde {x,y} é uma base qualquer de G, é a curvatura seccional de G em p.

Além da curvatura seccional ter interessantes interpretacdes geométricas, sua

importancia provém do fato que o conhecimento de K (o) para todo G, determina comple-
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tamente a curvatura R.
Teorema 1.22 Sejam M uma variedade Riemanniana e p € M. Defina uma aplicacdo
trilinear R' = T,M x T,M x T,M — T,M por

(R(X,Y)Z,W)=(X,W){Y,Z)— (Y, W) (X,Z),
para todo X,Y,Z,W € T,M. Entdo M tem curvatura seccional constante e igual a K se,
e somente se, R = KoR', onde R é o tensor curvatura de M.

Seja x = e, um vetor unitirio em T,M, considere uma base ortonormal

{e1,e2,---,e4—1} do hiperplano de 7, M ortogonal a x e as seguintes expressdes:
1 n—1
Ricp(x) = (R(x,e;)x,e;),
n—13
n 1 n
K(p) = r—lj_ZIRle<ej) = n(n_ 1) ijz_l <R(ej,e,~),ej,e,-> .

As expressdes acima ndo dependem das bases ortonormais e sdo chamadas de
curvatura de Ricci na dire¢do de x e curvatura escalar em p, respectivamente.

Para provar estes fatos, daremos uma caracterizacdo intrinseca das expressoes
acima. Primeiramente, definimos uma forma bilinear em 7,M como se segue: sejam X,

y € T,M e ponhamos
Q(x,y) = traco da aplicagdo z — R(x,z)y.

Observamos que Q ¢ bilinear. Escolhendo x unitirio e uma base ortonormal

{z1,..s2n—1,2n = x} para T,M, temos
Q(xay) = Z<R(xazi)yazi> = <R(y,Zi)x,Zi> = Q(yax)a

isto &, Q é simétrica e Q(x,x) = (n— 1)Ric,(x); isso demonstra que Ric,(x) estd intrinse-
camente definida.
Por outro lado, a forma bilinear Q em T,,M corresponde uma aplicagdo linear

auto-adjunta K, dada por
(K(x),y) = Q(x,y).

Considerando uma base ortonormal {ej,...,e,}, temos
Tragode K = ) (K(z),2j) = Y Q(z),2)) = (n—1) }_Ricp(zj) = n(n—1)K(p),
J J J

0 que demonstra o que haviamos afirmado.

A forma bilinear Q € chamada o tensor de Ricci.

n—1
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Definiciio 1.23 Se (M,g) é uma variedade Riemanniana de dimensdo n, com Ricg =0

para todo X € T,M, dizemos que a variedade M é Ricci-flat.

Agora, expressamos o que foi feito anteriormente em um sistema de coordenadas
(x;). Seja X; = %, gij = (Xi,Xj), e ¢/ a matriz inversa de g;;. Entdo os coeficientes da

forma bilinear ﬁQ na base X; sdo dados por

1 1 ; 1 .
— Ry=——VY R. :_2 R: . .2%.
P > ik p—1 5 ijks§

Observe agora que se A : T,M — T,M € uma aplicagdo linear auto-adjunta e
B :T,M x T,M — R ¢é a forma bilinear a ela associada, isto é, B(X,Y) = (A(X),Y), entdo

traco A = ZB(Xi,Xk) ¢ Portanto, a curvatura escalar no sistema (x;) é dada por
ik

1 .
K=——Y Rpg*
n(n—l)% k&

Considerando, @ € ©(M) e X € X(M) introduzimos em seguida, os conceitos de
Divergente, Gradiente, Hessiana e Laplaciano.
Seja (M, g) uma variedade Riemanniana, ¢ € D(M), X € X(M), entdo

Definicao 1.24 1) Gradiente de ¢ é dado por
(grade(p),v) = (VO(p),v) =do,(v), VpeM, WeT,M;
2) Hessiana de ¢ é dada por
Hess@(X,Y) = Vo= (Y,Vx(V9)), VX,YeX(M);

3) Laplaciano de ¢ é dado por
A¢ = div(V9),

onde divX : M — R é dado por
divX(p) = trago da aplicagdo linear {Y (p) — VyX(p)}, Vp € M.

Observamos que a Hessiana é uma forma bilinear simétrica.

Apresentaremos agora uma introducio ao estudo de tensores em uma variedade
Riemanniana. A idéia de tensor é uma generalizacdo natural da idéia de campos de
vetores, € 0 ponto importante € que, analogamente aos campos de vetores, os tensores

podem ser derivados covariantemente.
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Definicao 1.25 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplica-

cdo multilinear:

T:X(M)x - x X(M) = D(M).

Isto quer dizer que, dados Yi,---,Y, € X(M), T(Y1,---,Y,), é uma fungdo diferencidvel

em M, e que T é linear em cada argumento, isto é,
T(Ylv'“ 7fX+gY; aYr) :fT<Y1; 7X7"' 7Yr)+gT(Yl7 7Y7"' 7Yr)
VX, YeX(M)eVf, g€ D(M).

Se fixarmos um ponto p € M e seja U uma vizinhanca de p em M onde € possivel definir
campos Ey,--- ,E, € X(M), de modo que a cada g € U, os vetores {Ei(q)},i=1,2,--- ,n,
formam uma base de T, M; diremos, neste caso, que {E;} é um referencial mével em U.

Sejam
Yi=)Y viEi,-- Y =) i Ei.
i i

i1, i, =1,2,---,n, as restricoes a U dos campos Y1,---,Y,, expressas no referencial
moével {E;}. Por linearidade,
T(Yla' o 7Yr) — Z Yigso a)’i,T(Ei“' o 7El'r)-
il yoe 7ir

As fungdes T (E;,,- -+ ,E;,) em U sdo chamadas as componentes de T no referencial {E;}.

Da expressdo acima decorre que o valor de T'(Yy,---,Y,), em um ponto p € M
depende apenas dos valores de (Y1,---,Y,) em p. Neste sentido dizemos que T é pontual.
Exemplos:

(I) O tensor curvatura
R:XM)xX(M)xX(M)xX(M)—D(M)
¢ definido por
R(X,Y,Z,W)=(R(X,Y)Z,W),

X,Y,Z,W € X(M). R é um tensor de ordem 4, cujas componentes no referencial

{Xi= a%l} associado ao sistema de coordenadas (x;) sdo
R(Xi, Xj, Xk, X1) = Riju-

(II) O tensor métrico
G:X(M)xX(M)—D(M)

¢ definido por G(X,Y) = (X,Y); X, Y € X(M). G é um tensor de ordem 2 e suas compo-

nentes no referencial {X;} sdo os coeficientes g;; da métrica Riemanniana no sistema de
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coordenadas dado.

(IIT) A conexao Riemanniana V definida por
ViX(M)xX(M)xX(M) —D(M),

V(X,Y,Z)=(VxY,Z),X,Y,Z € X(M), ndo é um tensor, pois V ndo é linear em rela¢do

ao argumento Y.

(IV) O Tensor de Ricci ¢ um tensor de ordem 2 bilinear, simétrico definido por:
Ric(x,y), = trago da aplicagdo {T : z — R(x,z)y}.

Em um sistema de coordenadas locais, temos que

0 0 N
Ri = Ric ( i axk) j:ZIRi " (1-4)
onde,
j, 0 d
Ry = Zr Zr krl,+—r ~ 3k (1-5)
Substituindo (1-5) em (1-4) obtemos que
n
=y - Y o +Z Z I, (1-6)
s,l=1 s,l=1 a a
onde

P 1 i 9gjs N dgsk 08 jk o
B2 oy dxj  oxg
sao os simbolos de Christoffel da métrica.

Identificamos o campo X € X(M) com o tensor X : X(M) — X(M) dado por
X(Y)=(X,Y),paratodo Y € X(M).

Definicao 1.26 Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T ¢é um

tensor de ordem (r+ 1) dado por
VT(Y17 »YraZ> :Z(T<Y17 7Yr))_T(VZY17"' 7Yr)_"'_T(Y17"' 7Yr—17VZYr>~

Para cada Z € X(M), a derivada covariante VzT de T em relacdo a Z é um tensor de

ordem r dado por

VZT(Yh“' 7Yr) :VT(Y17 7Yr)-
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Mostraremos que, em um referencial conveniente, a definicdo de derivada cova-
riante de um tensor 7 em relagdo a Z € X(M) se torna de fato natural.

Para isto, seja p € M e seja o : (—€,€) — M uma curva diferencidvel com
a(0) = p, a/(t) = Z(out)). Seja {ey,--- ,e,} uma base de T,M e seja e;(f) o transporte
paralelo de ¢; ao longo de v = (), i = 1,--- ,n. Sejam Tj,...; (t) as componentes, na base
{ei(t)}, da restri¢do T'(o(¢)) de T a curva a. Entdo, por defini¢do de VT,

d

(VzT)(ei (1), sei,(1)) = = Tioi, (1) = T(Vzei (1), - yei (1)) =+ =

—T(eil (Z‘),--- ,Vzeir(l‘)). (1-7)

Como Vze;(t) = 0, teremos, por linearidade,

(VzT)iyip = (V2T ) (€3, (1), -+ s €, (1)) = %Tirn-

Neste referencial, as componentes da derivada covariante de 7" sdo as derivadas usuais das
componentes de 7.
Exemplos:

(I) A diferencial covariante do tensor métrico € o tensor identicamente nulo. Com efeito,
paratodo X,Y,Z € X(M),

VG(X,Y,Z) =Z(X,Y) — (VzX,Y) — (X,V,¥) =0,

pois V € a conex@o Riemanniana.

(IT) Seja X € X(M). Identifiquemos X com o tensor que faz corresponder ao campo
Y € X(M) a fungdo (X,Y). A derivada covariante do tensor X em relagdo ao campo
Z € X(M) é tal que, para todo Y € X(M),

VZX(Y)=VX(Y,Z) = Z(X(Y)) = X(VzY) = Z(X,Y) — (X,VzY) = (VzX,Y).

Decorre dai que o tensor VzX pode ser identificado ao campo VzX. Isto justifica
a notacdo adotada, e mostra que a derivada covariante de tensores € uma generalizacdo da
derivada covariante de vetores.

Introduzimos agora o conceito de variedade semi-Riemanniana.

Definicao 1.27 Uma métrica semi-Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é
uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M uma forma bilinear e simétrica,
ndo degenerada, (,), no espago tangente T,M, que varia diferencialmente no seguinte

sentido: Se x : U C R* — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p,

J _ /9 J B
com x(x1,x2,...,x,) =q€x(U) e a_x,(q) =dx(0,...,1,...,0) entdo <a—m(q),$j(q)>q =

8ij(X1,....,xn) € uma fungdo diferencidvel em U. As fungdes g;; sdo chamadas expressao
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da métrica semi-Riemanniana. Uma variedade diferencidavel com uma métrica semi-

Riemanniana chama-se variedade semi-Riemanniana.

Observe que a diferenca entre uma métrica Riemanniana e uma métrica semi-
Riemanniana é que uma métrica semi-Riemanniana ndo precisa ser positiva-definida,
basta ser ndo degenerada (ou seja, (X,Y) = 0 para todo X no espago tangente, que im-
plica Y = 0). Neste caso dizemos também que a métrica (,) é indefinida. Assim as va-
riedades semi-Riemannianas podem ser consideradas uma generalizacdo das variedades
Riemannianas. E todos os conceitos apresentados até agora, se estendem as variedades
semi-Riemannianas.

Daremos a seguir uma classificagdo chamada de carater casual dos vetores:
Definicao 1.28 Seja p € M ev € T)M, dizemos que v é
i) Tipo-espago se (v,v) >0 ouv =0;
ii) Tipo-nulo se (v,v) =0ev #0;
iii) Tipo-tempo se (v,v) < 0.

Observacdo 1.29 Dizemos que uma curva o.(t) em M € nula se todos os vetores tangentes

o/ (t) sdo tipo-nulo; similarmente para tipo-tempo e tipo-espago.
Definicao 1.30 Uma curva parametrizada o.: I — M é uma geodésica em ty € I se

dr \ dr
geodésica.

D (do . .. . ;
= 0 no ponto ty; se . é geodésica em t, para todo t € I, dizemos que O, é

Assim uma geodésica a(z) serd chamada de geodésica nula se todos os vetores tangentes

o/ (¢) sdo tipo-nulo.

Definicao 1.31 Uma variedade Riemanniana M é completa se para todo p € M, as
geodésicas ot) que partem de p estdo definidas para todos os valores do pardmetro
t € R. (M serd nula completa, se todas geodésicas nulas que partem de p estdo definidas

para para todos os valores do pardmetro t).



CAPITULO 2

Geometria Conforme

2.1 Meétricas Conformes

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados da Geometria Conforme que

sdao fundamentais na resolu¢do dos principais resultados deste trabalho.

Definicao 2.1 Duas métricas (,) e ((,)) em uma variedade diferencidvel M sdo confor-
mes se existe uma funcdo diferencidvel \ : M — R, positiva definida, tal que para todo

p €M e todo u,v € T,M se tenha

Em particular, se A(p) = k onde k é uma constante positiva, dizemos que (,) e ((,)) sdo
métricas Homotéticas.
Observe ainda que, pela defini¢dao acima, A : M — R ndo tem zeros em M, pois

A é positiva definida.

Exemplo 2.2 Consideremos o semi-espago do R" dado por:
H" = {x1,x2,- -+ ,x,} € R";x, > 0}

e introduza em H" a métrica

1
gij(xt, -+, x,) = ;51‘1‘,
n

assim tal métrica é conforme a métrica usual de R".

O espago H" é chamado de espaco Hiperbolico de dimensao n.
De agora em diante consideramos (M,g) e (M,g) como variedades semi-

Riemannianas de dimensao n.

Definicio 2.3 Uma variedade semi-Riemanniana (M,g) de dimensdo n > 2 é chamada
de variedade Einstein, se
Ric, = (n—1)Sg,
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1 )
onde S = ﬁtrRng = constante, denota a curvatura escalar de M.
n(n—

1
Lema 2.4 Para métricas conformes g e g = Eg, onde © : M — R, temos a seguinte

equagdo
2

n

249 |[Voll?
n @ ¢’

- )
o5 =5+ Acp—”T||V<pH2:S+ . (2-1)

Uma demonstracao deste lema pode ser encontrada em [2] e [8].
A notagdo V@, A, Vch, sdo respectivamente, o Gradiente, o Laplaciano e a

Hessiana, como na Definicao 1.24.

1 .
Lema25 Segeg= E g sdo métricas conformes, entdo

1
Ricg — Ricy = @{(n —2)oVZQ+ (pA9— (n—1)||Vo|[*)g} (2-2)

A relagdo entre os tensores de Ricci das variedades (M,g) e (M,g) expressa no lema
anterior, € fundamental para a caracterizacao das tranformagdes conformes que presenvam
a diferenca entre os tensores de Ricci das variedades semi-Riemannianas (M,g) e (M, g).

A demonstra¢do deste lema encontra-se em [17].

Lema 2.6 Se (M,g) é uma variedade semi-Riemanniana de dimensdo n, com g = @g.

Entdo as condigoes a seguir sdo equivalentes:
i) Existe uma fungdo ) : M — R com V>¢ = \g;
A
ii) V2 = =2g;
n
iii) Existe uma constante B, tal que, V>¢ = (—S@+B)g.

Introduzimos a notag@o [T'] para a classe de todos os tensores que sdo miltiplos

escalares de um dado tensor 7 de ordem 2.

1
Lema 2.7 Duas métricas conformes g e g = @ g satisfazem a relagdo
[Ricg — Ricg] = [¢] = [g]

se, somente se, a fun¢do ¢ satisfaz a equagdo

A
Vz(p = —(pg.
n
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Demonstragao.:

Se [Ricg — Ricg| = [g], implica que,
Ricg—Ricg=vyg, y:M—R. (2-3)

Pelo Lema 2-2,

Ricg—Ric, = o3 {(1=20V0-+ (a0~ (n=1)|VolP)g}. @4
De (2-3) e (2-4), obtemos

o {(1=2)0V0+ (080 — (1= 1|Vl P)s} = ve.
que € equivalente a,
(n=2)V2¢+Apg — (n—1)||Vo|*s = ¢*yg.

Que implica,

1 n—1|Vo|* o
Vo= (- A . 2-
9 ( oAt — " to5v)8 (2-5)

Considerando, )
1 _
ros "IV o
n—2 n—2 @ n—2

v,

de (2-5), temos

Vip=Ag.
Do Lema 2.6, obtemos
A
Vz(p _2¢ g.
n
Reciprocamente, se
A
v2ie— %, (2-6)
n
Pelo Lema 2-2, sabemos que
. _ 1
Ricg —Ricg = 5 {(n - 2)oVo+ (0Ap— (n—1)||Ve|[*)g}. (2-7)

De (2-6) e (2-7), temos

. : 1 A
Ricg — Ricg = 3 {(n=2)¢7 "¢ + (0A9— (1= 1] Vol )2}
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Que implica,

: . 1 A
Ricg — Ricy = (1= 2)9~7 + 980 —(n—1) Vol }e.

Portanto,
[Ricg — Ricg] = [g] = [g].

Lema 2.8 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante K

e0: M — R, tal que g = E g. Entdo as condigoes a seguir sdo equivalentes:

i) (M,g) é um espago de curvatura seccional constante K;

ii) (M,g) é uma variedade Einstein;

A
i) V2 = =Py,

iv) V2@ = (—K@+ B)g, para alguma constante B.

A demonstrac@o do lema anterior pode ser encontrada em ([8], p.109).

Definicdo 2.9 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana e y: 1 — M uma curva diferen-
cidvel parametrizada pelo comprimento de arco (e portanto regular), de classe CX, com

k > 2. O campo de vetores de curvatura geodésica de 'y é definido pela aplicagdo

k'yil — Ty(s)M'
S = Vy’(s)'Yl(s)- (2-8)

Se v for parametrizagdo regular com um pardmetro ¢ qualquer, consideramos
t

P - Y0
ol

Y a funcdo

e temos que ky(t) = V(T (¢). Chamamos de curvatura geodésica de

ky: 1— RY.

e (ey(t) ey())' 2.

(2-9)

Observe que a fungdo curvatura geodésica, a cada ponto da curva associa 0 médulo do

vetor curvatura geodésica no ponto.
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Na definicdo a seguir faremos a identificagdo

ki = ki (1) = (VY ;) VooV ()2,
ko =k (1) = (Vo' (1), VopiV ()2,

1/2

b = k(1) = (Vo0 oV (0, Vo #(0)) (2-10)

Definicdo 2.10 Seja v : [0,L] — (M,g) uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco. Vamos denotar por Y, ¥ = Vuc, etc. Se estas derivadas sdo linearmente
independentes podemos definir o referencial de Frenet, ¢|, ej,....,e; e as curvaturas

geodésicas ki, ka,...k,, n=1,2,....k— 1, de forma que
i) ey =kiey;
ii) e;:— n—1€n—1+knepr1, n=2, ... k—1.

Definicao 2.11 A curva 'y é chamada de geodésica se ki = 0, e chamada de circulo

geodésico se k| é constante e ko = 0.

Os grandes circulos da esfera ¢ um exemplo de circulos geodésicos. Observe
ainda que ndo € necessdrio que um circulo geodésico seja uma curva fechada, por exemplo

a curva espiral é também um circulo geodésico.

Lema 2.12 A curva 'y é um circulo geodésico se e somente se " é um miiltiplo escalar

dev.

Demonstracdo .
Se v € um circulo geodésico entdo k; = ¢, onde ¢ € uma constante e kp = 0.

Considerando ey =Y, das equacdes de Frenet temos
! /
y =€) = cey,

dessa forma

ey = —cej.

Entao,
V ’\/’ cez = c.e’z = —czel = —czﬁ/.

Portanto, y” é um multiplo escalar de Y.
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Reciprocamente, se Y” é um multiplo escalar de Y, temos que
Y'= ") = (kiex) = kley +kieh = klex + ki (—kie +kaes).
Como por hipétese Y = ¢y, (c constante), entdo
Kies+ki(—kiel +kye3) = cy = cey.

Logo, temos necessariamente que k; é constante e k; = 0. Portanto, y é um circulo
geodésico.
0J

2.2 Difeomorfismos Concirculares

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados envolvendo transformagdes con-

circulares entre variedades semi-Riemannianas completas.

Definicao 2.13 Sejam (M,g) e (M,g) variedades semi-Riemannianas. Uma aplicagdo
f:(M,g) — (M,g) é chamada conforme se os dngulos (ndo orientados) de curvas que

se cortam sdo preservados.

Da defini¢do acima, se y:I — (M,g) e a.: I — (M,g), sdo curvas que se cortam em
um ponto p € M e u, v € T,M sé@o tangentes em p a Y € Q, respectivamente. Sejam 6 o
angulo formado entre os vetores u e v e ¢ o angulo formado entre os vetores d(f oY),
d(foa) € Ty, M, entdo

cos0 = cos 0.

Definicio 2.14 Dizemos que duas variedades (M,g) e (M,g) sdo conformemente equi-
valentes se existe uma aplicacdo [ : (M,g) — (M,g) bijetiva, de classe C*, conforme,
cuja inversa também é de classe C. Tal aplicagdo f é chamada um difeomorfismo con-

Jorme.

Se M =R>, f é uma composicdo de isometrias, dilatacdes e inversdes, no
maximo uma de cada: (ver [3], p.189).
Uma condigdo necessdria e suficiente para que f: (M,g) — (M, g) seja conforme

€ que g e g sejam métricas conformes, ou seja,

(u,v), =2 (p) ((df (). df(v)), uveT,M.
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De fato, pois se a igualdade acima € satisfeita,

[Iwlle =22(p)lIwllz:

para todow € T,M. Assim,

[wllg = Mp)lwlle (2-11)
Agora, observe que o angulo y entre d f,,(u) e df,(v) em (M,g) é dado por

[lullgl ]2

e por (2-11) o dngulo 6 entre u e v em (M, g) é dado por

W) NP () () _
elleMle ~ 2 (o) (ullelivlle)  Tullel Vs @1

Dessa forma, por (2-12) e (2-13) os angulos entre u e v sdo preservados.

cosy =

cos0 =

Definicdo 2.15 Um difeomorfismo conforme f : (M,g) — (M,g) entre duas variedades

semi-Riemannianas é chamado de concircular se f preserva circulos geodésicos.

Lema 2.16 Todo difeomorfismo concircular é necessariamente conforme.

1 :
Lema 2.17 Uma transformacdo conforme g — g = —g € concircular se, somente se,

2
¢
existe uma fungdo A : M — R, satisfazendo

Vi =g

As demonstar¢des dos Lemas 2.16, 2.6 e 2.17, podem ser encontradas em [8].

Corolario 2.18 Se (M,g) é uma variedade Einstein (ou espaco de curvatura seccional

constante) e g — g = @ g uma transformagdo conforme. Entdo sdo equivalentes:

i) (M,g) € uma variedade Einstein (ou espaco de curvatura seccional constante);
ii) A transformagdo g — g é concircular.

Demonstracgao.:
Se (M,g) e (M,g) sdo espacos de Einstein, pelo Lema 2.6 item ii) existe
A: M — R, satisfazendo
Vi =g

1
Pelo Lema 2.17 a transformacao conforme g — g = E g é concircular.
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. _ 1 .
Reciprocamente, se a transformagio conforme ¢ — g = —g € concircular, de
¢

acordo com o Lema 2.17 existe A : M — R, satisfazendo
Vip=Ag.

Portanto pelo Lema 2.6, (M,g) é um espaco de Einstein.

2.3 Produto Torcido

Se M e N sido variedades diferencidveis, entdo o produto cartesiano M x N ¢é
uma variedade diferencidvel: em M x N consideramos a colecio maximal que contém
os sistemas de coordenadas da forma (Ug x Vg,0a X Wg), onde (Ug,9a) € (Vp, W)
sdo sistemas de coordenadas das estruturas diferencidveis de M e N, respectivamente.
Devemos observar que dim(M x N) = dimM + dimN.

De forma andloga, se My,...,M; sdo variedades diferencidveis de dimensdes
di,...,dy, respectivamente, podemos definir uma estrutura diferenciavel no produto car-
tesiano M| X ... X M de dimensdo d; + ... + di. Por exemplo, o toro k-dimensional
TF =S x ... x ' e os cilindros R* x S’

Com base em [14], finalizaremos esta secdo definindo a nocdo de produto
torcido, um produto que generaliza o produto cartesiano entre variedades Riemannianas.

Sejam B e F duas variedades Riemannianas com métricas (,)z € (, ), respecti-
vamente. Seja M = B X F o produto usual das variedades B e F. Temos, definidas em M,

duas aplicagOes, a saber, as projecoes

n: BXxF— B

(x,y) = 7w(x,y) =x
(2-14)

6: BxF —F.

(x,y) = oxy) =y
(2-15)

Dado p = (a,b) € M, usamos T,B e T),F para indicar os subespacos de 7,M que sio
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isomorfos a T,,B e T)F, isto é,
TPB = {(X,O);X S TaB} e TpF = {(O,U);U c TbF}.

T,M € soma direta de desses subespacos, isto €, T,M = T,B D T,F.

Definicio 2.19 Seja ¢ : B — (0,0) uma funcdo real de classe C*. A partir das métricas
de B e de F, introduzimos em M = B X F a métrica (,) que, para cada p = (a,b) € M,

funciona assim:
(U,V) = (dn,(U),dn,(V)),+0*(a) (do,(U),do,(V)),, U,V €T,M.

A variedade M, munida desta métrica, é o que denominamos de produto torcido das
variedades B por F, segundo 0. Este produto é denotado por B Xy F. As variedades B e
F sdo conhecidas, respectivamente, por base e fibra do produto. A fungcdo ¢ é chamada

de coeficiente de torcao do produto.

Exemplo 2.20 : R? — {0} é um produto torcido: Em coordenadas esféricas a métrica de

R3 — {0} pode ser escrita na forma
ds® = dr* + r*(d©* + sen’0d¢?).

Considerando r = 1, teremos a métrica da esfera unitdria S*. Temos ainda que R — {0}
é difeomorfo a RY x S2, jd que (t,p) — tp, t € RT, p € §? é um difeomorfismo. Assim
a formula para ds* mostra que R — {0} pode ser identificado com o produto torcido
R x S2.

Lema 2.21 Se B e F sdo variedades semi-Riemannianas completas, entdo a variedade

semi-Riemanniana M = B X s F é completa.

A demonstracdo deste lema pode ser encontrada em [14].
Se M é uma variedade semi-Riemanniana de dimenséo n, o conjunto M, = {p €

M;@(p) = u}, ird denotar os u-niveis de @.

Lema 2.22 Seja (M,g) uma variedade semi-Riemanniana que admite localmente uma
fungdo @ : M — R satisfazendo V?@ = Ag. Seja U um aberto de M sem pontos criticos de

O, entdo vale as seguintes igualdades:
i) As trajetorias de V@ sdo geodésicas;

ii) ||VQ|| é constante ao longo dos niveis de @.
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Demonstragao.:

O vetor normal unitdrio de uma hipersuperficie de nivel {x € M |@(x) =c} de @

Vo

éN = W Entio da equagio diferencial V2@ = Ag, temos que
VX(V(P) = 7\‘X7
ou,
Vo
VxN=Vx——,
Vo]

que implica,

AX (X, Vo) AVe
Vol (Vo,Ve) |[Vol|
Para qualquer vetor X, tangente a M.

VyN =

Se considerarmos X = N na equacdo anterior, teremos

AN (N,Vo) ANV 0

VNN = — : =
MY Vel (Ve,Ve) Vel

Portanto, as trajetdrias de V@ sdo geodésicas.
Seja X tangente a uma hipersuperficie de @, temos que
2 Ag
Vx|[Voll” =25(VxVe, Vo) =2-Fg(X, Vo) =0,

pois X e N sdo ortogonais. Portanto, ||V@|| é constante ao longo dos niveis de .

Proposicao 2.23 Seja (M,g) uma variedade semi-Riemanniana. Se existe solug¢do ndo

constante ¢ de V2@ = —(pg, em uma vizinhanga de p € M com V|, # 0, entdo existem,
n
um sistema de coordenadas locais (u,uy,...,u,) em uma vizinhanga de p, uma fungdo

® = ¢o(u) com ¢, # 0 e uma métrica Riemanniana (n — 1)—dimensional

9 9\ _,
S\owou) "
3 2 ,
g(a’a_u,) =0, i=1,2,...n—1,

0 9\ 9 9 o
g(a_u/a_u]> = (9'(u))"gs (a_ul,a—u]) i,j=12...n—1.

Assim, a métrica g pode ser escrita como ds*> = du® + (¢’ (u))?ds>.

8« = gx(u1,...,un—1), tal que
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Demonstragao.:

Seja c:=o@(p) e M. = {q;9(q) = c}. M. é uma hipersuperficie de nivel regular
de ¢. Escolha um sistema de coordenadas qualquer uy, ..., u, sobre M.. Como as trajetdrias
de V@ sdo geodésicas, estendemos este sistema de coordenadas geodésicas paralelas

(uy,...,u,) em uma vizinhanca de p. Este tem as seguintes propriedades:

1) As u-linhas sdo geodésicas com u como comprimento de arco.

d .
2) — é ortogonal a todo conjunto {(u,uy,...,u,—1)|u = cte}, expressando o fato que os

ou

diferentes u-niveis sao paralelos uns aos outros e a distancia entre eles € justamente

os u-valores.

Temos que o u-nivel contendo p coincide por constru¢do com o @-nivel M..
Como ||Ve|| é constante ao longo dos @-niveis, estes sdo paralelos uns aos outros. O u-
nivel contendo p coincide com M, e os u-niveis sdo paralelos uns aos outros, temos que

os u-niveis coincidem com os @-niveis, daf

d
¢ =ou) P=05
Falta mostrar que
Isto segue de
Assim,

Dessa forma,

Jd  2A¢
augl] ]’I,(p/ gl_]
Logo,
(p//
9 8ij = 2&811

Esta tltima igualdade segue de VZ¢ = %g. Portanto para ui,...,u, fixos, g;j = gij(u)
/ /
8\ _ 8y 90 g
(PIZ (P/Z (p/3 J

Portanto, (¢'(u))2gij(u,u1,...,u,—1) ndo depende de u. Logo,

satisfaz a equagao

((P/(u))izgij(uvula~--71/ln_1) = g*ij(ul, ...,un_l),
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como queriamos demonstrar.



CAPITULO 3

Difeomorfismo Conforme que Preserva o Tensor
de Ricci

3.1 Caracterizacao das Transformacoes Conformes que

Preservam a Diferenca dos Tensores de Ricci

Neste capitulo exibiremos os principais resultados que caracterizam difeomorfis-
mos conformes e concirculares com as quais se considerarmos (M, g) e (M,g) variedades

semi-Riemannianas entdo, a diferenca entre os tensores de Ricci em cada métrica € um
1

multiplo escalar da métrica g ou g = E g.

Teorema 3.1 Seja (M,g) uma variedade semi-Riemanniana completa que admite uma

transformacdo conforme global g = E g satisfazendo
Ricg — Ric, = c(n—1)g,

para alguma constante c. Entdo, um dos seguintes casos ocorrem

1) ¢ é constante;

2) (M,g) e (M,g) sdo espagos Riemannianos simplesmente conexos de curvatura

seccional constante;

3) (M,g) é um produto torcido R X o,y M, onde @(t) = +oe'Ve, aeRe (M,,g,) é uma

variedade Riemanniana Ricci-flat completa (n — 1)-dimensional.

Enunciaremos, agora dois resultados que serdo necessarios para demonstrar o

teorema anterior.

Lema 3.2 Se (M,g) é uma variedade Riemanniana completa, que admite uma transfor-

magdo conforme g = E g satisfazendo a relagcdo

V2o = (co+a)g.
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Entdo M é uma das seguintes variedades:

i)Sec=a=0, (M,g) é um produto torcido I XV, onde I C R é um intervalo aberto e

V é uma variedade Riemanniana completa (n — 1)-dimensional;
ii)Sec=0ea#0, (M,g) é o espaco Euclidiano;
iii)Sec>0eN =1, (M,g) é um espaco hiperbélico de curvatura —c.

A demonstracio deste lema consiste em explicitar as soluges ¢ de V2@ = (c@ +a)g ou
determinar o nimero de pontos criticos de @, considerando todas as possibilidades para

as constante a e ¢, maiores detalhes ver [18].

Lema 3.3 Uma funcdo ¢ : M — R, onde (M,g) é uma variedade semi-Riemanniana,
satisfaz V>Q = Ag, para alguma ) : M — R em uma vizinhanga de um ponto p € M, com
IVQ||? # 0 se, somente se, g é localmente o produto torcido ds* = ndt* + ¢*(t)ds?, onde
M € {+1,—1} denota o sinal de ||V@
satisfazendo ¢ =M\ e d5* é independente de t.

2, @, A sdo fungdes que dependem somente de t

A demosntragdo deste lema pode ser encontrada em [5], Secdo 12.

Demonstragcdo. do Teorema (3.1):

De acordo com o Lema 2.5,

: . 1
Ricg = Ric, = 5 {(n = 2)QV>Q -+ (9Ag — (n—1)[| V9l *)g}, (3-1)
e por hipétese, temos
Ricg —Ricg =c(n—1)g. (3-2)
De (3-1) e (3-2), obtemos
1
2 =29V 0+ (940 — (n—1)[[Ve0l[*)g} = c(n —)g. (3-3)

Como por hipétese a diferenca entre os tensores de Ricci em cada métrica € um
multiplo escalar da métrica g, pelo Lema 2.7, temos
A
V2o — 7(" g. (3-4)

Substituindo esta tltima igualdade em (3-3), obtemos

(=202 (080 (1= 1)|[ValP)e} = cn - g
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que é equivalente a

1 A
G220 2 - oa0g — (n—1)|[Vol’g) = c(n—1)g,

que implica

1 n—2
0080 (21 ) g (0= DIVl =l e
ou ainda,
n—2 2 2
PAQ( ——+1 —(n=1)|[Vo||" =c(n—1)9,

resultando em,
2(n—1)

PAQ — (n—1)[|VQ|]* —c(n—1)¢* =0.

Como n > 2, temos

A
207 ~||Vg|? — cg> =0. (3-5)

A
Considerandon=1e A= _(p por (3-4), ao longo de uma geodésica y(t), temos
n

Vz(p =Ag.
Pelo Lema 3.3 A
¢’ ==, (3-6)
n

Substituindo a equacao (3-6) em (3-5), temos

200" — @ —c¢? =0. (3-7)
Derivando a equacdo (3-7) em relacdo a r obtemos,

PN

200

! I

+2¢0¢" —2¢'¢" —2c@9’ =0,

ou seja,
200" —2ce@’ = 0.

Se ¢(p) #0em p € M, entdo
(P/// — C(pl, (3—8)

isto implica que existe uma constante a satisfazendo

¢ =co+a. (3-9)
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Multiplicando ambos os lados da equacio acima por 2¢’ e sabendo que [(¢')?] =
2¢'¢" obtemos,

[(¢)?] =2¢/(co+a) = 2cq¢ +2a¢. (3-10)
Mas 2¢¢’ = (¢?)’, entio
[(¢))] = c(9*) +2aq'.

Desta forma, existe uma constante b satisfazendo
(9')? = c@? +2a9 +b. (3-11)
Substituindo (3-9) em (3-7), temos que

20(co+a) — (¢')* — cg* =0,

ou ainda,
2c(p2 +2a@ — ((p’)2 — c(p2 =0,

que € equivalente a
(0)? = c@? +2a¢. (3-12)

Agora, comparando as equacdes (3-11) e (3-12) vemos que b = 0. Logo

(¢)> = @(c@+2a). (3-13)

Por hipdtese ¢ € constante, entio dividimos o nosso estudo em trés casos, a saber,
c=0,c<0ec>0.

Primeiro caso: ¢ = 0.

Se ¢ = 0, a equagdo (3-9) se reduz a @’ = a. Assim, ¢ é um polindmio de grau
menor ou igual a 2.

Se @(t) é um polindmio de grau 1, isto é,

¢o(t) = At + B,

com A, B€ R e A # 0, ¢ tem necessariamente um zero ao longo de v, pois @ (—f—f) =0,

que € uma contradi¢do, pelo fato de ¢ ser um fator conforme e portanto nio tem zeros ao
longo de .

Suponha entdo que ¢(¢) = At> + Bt +C,com A, B,C cRe A # 0. Como ¢ =0
(3-13) se reduz a (¢')? = 2a@, que implica

(A2 + Bt +C)']* = 2a(AP> + Bt + C),
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isto €,
4A%t2 + 4ABt + B = 2aAt* + 2aBt + 2aC.

Comparando os dois lados da igualdade na equag@o acima, obtemos
4A% = 2qA, 4AB =2aB, B’ =2aC,
que € equivalente a
2A=a, B>=2aC,

isto implica que o discriminante B> —4AC = 2aC —4AC = 2(2A)C —4AC = 0, dessa forma
¢() é o quadrado de uma fungéo linear e consequentemente @(¢) tem um zero ao longo
de v, que € uma contradicdo. Portanto podemos concluir que ¢ é constante.

Segundo caso: ¢ < 0.

Neste caso, nosso interesse € encontrar uma solucao para a equacdo diferencial

(3-9). Para isto considere a equacdao homogénea
0 —co=0, (3-14)
associada a equacdo (3-9), teremos que
¢1(1) = cos(tv/—c), @2(t) = sen(tv/—c),

sdo solugdes de (3-14), logo

0(t) = acos(t\/—c) + Bsen(tv/—c), a,pER (3-15)

€ a solucgdo geral de (3-14).
Notemos também que,
a
P(r) =~ (3-16)

¢ uma solucdo particular de (3-9).
Portanto, a solucdo geral de (3-9), serd dada pela soma da solugdo geral da
equagao homogénea (3-14) expressa em (3-15) com a solugdo particular (3-16).

Explicitamente, a solucao geral de (3-9) é dada por

¢(t) = acos(ty/—c) + Psen(ty/—c) — g. (3-17)
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Substituindo (3-17) em (3-13) teremos

{(Occos(t\/—_c) + Bsen(tv/—c) — g)l} i = (Occos(t\/—_c) + Bsen(t/—c) — g) .

: [c (acos(t\/—_c) + Bsen(tv/—c) — %) + 2a] ,
(3-18)

ou ainda,

(—o/—c sen(tv/—c) + PBv/—ccos(tv/—c))? = ca® cos*(1v/—c) + caPcos(tv/—c)sen(tv/—c) —
— aocos(t\/—c) +2a0icos(t\/—c) + caPsen(tr/—c) cos(tv/—c) +
+  cB?sen®(t/—c) — aPsen(t/—c) + 2aPsen(t/—c) —
a 24

— aocos(t\/—c) — aPsen(ty/—c) + T (3-19)

c

que € equivalente a

(—ow/—csen(tv/—c) + Bv/—ccos(tv/—c))? = ca*cos*(tv/—c) + cP?sen’ (tv/—c) +

2
+ 2cafcos(tr/—c)sen(ty/—c) — a?. (3-20)

Que implica

—colsen’(tv/—c) + 2caPcos(tv/—c)sen(tv/—c) — cB?cos® (tv/—c) = cacos® (1v/—c) +

2
+ 2coPcos(tv/—c)sen(tv/—c) + cPZsen’ (1v/—c) — a?. (3-21)

Dessa forma, temos

—colsen(1y/=0) — cBeos?(1y/c) = coleos?(1V/=e) + cBisert (1v/=e) — .

ou ainda,
2

—c(02 4 B?)[cos?(tv/—c) + sen®(t/—c)] = _"?,

que resulta em,
2

a
c(o? +cp?) = —.
Logo,
2, @2 a’
c

Se a =0, entdo o= =0 e por (3-17), teremos ¢(¢) = 0, para todo ¢ € R, pela defini¢ao

de ¢ sabemos que isto € uma contradi¢do, pois ¢ € positiva definida.
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g 2n ) .
Se a # 0, @ € periddica, com periodo T = \/—_, ¢ atinge ponto de méaximo
—c

e minimo (locais). Suponha que p e g sejam os pontos de médximo e minimo de @,

respectivamente. Temos que ¢'(p) = ¢'(¢) = 0 e por (3-13)

o(p)(co(p) +2a) = 0(q)(co(q) +2a) =0,

isto implica que,

o(p) =0(q) =0
ou )
9(p) = 9q) = — =

Se ¢(p) = ¢(gq) =0, entdo p e g sdo zeros de @, que ndo é possivel, pois @ é positiva
definida.

Por outro lado, se @(p) = ¢(q) = _2_a’ entdo @ seria constante, que néo ocorre,
pois por (3-17) sabemos que @ € periddica. ‘

Se @(p) # ¢(q), entdo @ tem pelo menos um zero, ja que teriamos necessariam-
nete @(p) = 0 ou ¢(q) = 0, que é uma contradicdo, ja que @ ndo tem zeros em M.

Portanto, a = 0 e a # 0 nos levam a contradi¢cdes, assim observamos a impossi-
bilidade de ser ¢ < 0.
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Terceiro caso:c > 0.

Neste caso, nosso intuito € encontrar uma solucdo da equacdo diferencial (3-9).

Para isto, considerando novamente a equagdo homogénea

(PN_C(P = 07

associada a equacdo diferencial (3-9). Vamos procurar solu¢des da forma ¢;(¢) = e

Da equacdo anterior temos,
(exz)// —ceM =0,

que € equivalente a,
ou ainda,

€ obtemos as raizes,

}\'1 :\/Eu }\'2:_\/2

Sendo assim,

Ot) =e'Ve, @(t)=e"V°
sdo solugdes de (3-22). Desta maneira,

Q1(t) = % (elﬁ—i—e_tﬁ) = cosh(ty/c)

Pa(t) = (et\/g — e_t‘/g> = senh(t\/c),

| =

sdao também solucdes de (3-22).

Logo, a solugdo geral de (3-22), é dada por

@(1) = ocosh(tv/c) + Bsenh(t/c); o,B € R.

Novamente, observando que

€ uma solucao particular de (3-9). A solucao geral de (3-9) é dada por

@(t) = acosh(v/ct) + Bsenh(y/ct) — CEZ,

(3-22)

X,‘l‘

(3-23)

(3-24)

(3-25)
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que por (3-13) satisfaz

[(Occosh(t\/z) + Bsenh(t+/c) — g)l} 2 = (acosh(t\/z) + Bsenh(tv/c) — g) .

. [c (acosh(t\/z) + Bsenh(t\/c) — g) + Za] :
(3-26)

ou ainda,

(ot senh(tr/e)v/e + PBeosh(tv/e)v/e)? = cotcosh? (tr/c) + coPcosh(t/c)senh(t/c) —
— aocosh(t\/c) + 2adicosh(t/c) + cafsenh(t/c)cosh(t\/c) +
+  cBPsenh®(1\/c) — aBsenh(t+/c) + 2aPsenh(t+/c) — accosh(t\/c) —
a 2d°

— aPsenh(t\/c) + ~ T (3-27)

que € equivalente a

(asenh(t/c)v/c + Bcosh(ty/c)v/e)? = calcosh? (tv/c) + cB2senh? (t+/c) +

2
+ 2caBcosh(ry/c)senh(1/c) — “? (3-28)

que implica,

co’senh®(t\/c) + 2caPcosh(tv/c)senh(ty/c) + cP>cosh? (t+/c) = colcosh®(1y/c) +
+ 2caBcosh(tv/c)senh(t\/c) + cP?senh®(t+/c) i

a

(3-29)

Dessa forma,

aZ
RRE)

cosenh®(11/c) + cB*cosh?(t1/c) = caPcosh? (t+/c) + cP?senh*(1:/c)

ou ainda,
2

(—02 + B?)[cosh* (tv/—c) — senh®(tv/—c)] = _‘%,

que resulta em,
Logo,

Assim,
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Se B? > o2, temos a # 0, entdo @ tem um ponto critico ao longo de 7. Isto implica que
existe um ponto g em y com V@(q) = 0 (note que Vo = ¢’ %) Além disso ¢ satisfaz
globalmente V2@ = (c@ + a)g com ¢ > 0. Portanto pelo Lema 3.2, implica que (M, g) é
um espaco hiperbdlico de curvatura seccional —c e pelo Lema 2.8, (M,g) é também um
espaco de curvatura seccional constante.

Se a? = B2, entdio B = +o e a = 0. Entdo a equagio (3-25) reduz-se a
©(t) = o (cosh(t\/c) + senh(1+/c)) . (3-30)
Substituindo (3-23) e (3-24) na igualdade (3-30), temos que

ot) = j:% (e’*/E—l—e_t\/E+e’ﬁ—e_’\/E> ,

que implica,

o(r) = +oe' Ve,

Note que a soluc@o acima nao possui pontos criticos ao longo de y. Pelo Lema 3.3,

ds® = di®> + o02e*V ds? (3-31)

¢ uma métrica completa em M = R X o) M.
Por fim, se X € T,M,

¢(n—1)g(X,X) = (Ricg — Ricg) (X,X) = (1 — ce®)Ricg (X, X) +c(n—1)g(X,X),

que € possivel apenas se Ricy, = 0. Isto completa a demonstra¢ao do teorema.
OJ

Agora enunciaremos um lema que nos auxilia na demonstra¢do de que se (M, g) e
(M, 2) sdo variedades Einstein e g ¢ uma métrica conforme a g, sendo uma delas completa,
entdo teremos as mesmas conclusdes do teorema 3.1.

N 1ra denotar o nimero de pontos criticos da fungdo .

Lema 3.4 Seja (M,g) uma variedade Riemanniana completa admitindo uma solucdo

ndo constante © de V2@ = a9 . Entdo o niimero de pontos criticos de @ é N <2, M
¢ ¢ 8 4 ¢
n

é difeomorficamente conforme a:
i) Esfera (S",g1) se N =2;

it) Espaco Euclidiano (E",go) ou espago hiperbdlico (H",g_1), se N = 1,
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iii) O produto torcido I x M, se N =0, onde (M, g..) é uma variedade completa (n—1)-

dimensional e I C R ¢ um intervalo aberto.

A demonstracdo do Lema 3.4 pode ser encontrada em [18].

1
Teorema 3.5 Seja (M,g) uma variedade Einstein completa, g e g = @g métricas de

Eisntein. Entdo temos as mesmas concluséoes do Teorema 3.1.

Demonstracgao.:

Segeg= izg, sdo métricas de Einstein entdo, (M,g) e (M,g) sdo variedades
Einstein, como @ é pc()psitiva definida e (M, g) é completa, isto implica que (M, g) é também
uma variedade Einstein completa.

Se S e S denotam a curvatura escalar de (M, g) e (M,g), respectivamente. Entdo
pela defini¢do (2.3), temos que

Ricg = (n—1)8g, Ricg=(n—1)Sg.

Assim,
Ricg — Ricg = (n—1)Sg — (n—1)Sg,
ou ainda, .
Ricg — Ric, = (n— 1)3@57 —(n—1)Sg,
que € equivalente a
. . S
Ricg — Ricy = (@ — S> (n—1)g. (3-32)
Pelo Lema 2.5, temos
: : 1
Ricg — Ricg = 5((n—2)0V7p+(9A0— (n = 1)||Vol)g], (3-33)

por (3-32) e (3-33), obtemos

2 (=207 + (0ag — (1= 1IglP)g) = o -5) 01 e

De acordo com o Lema 2.7,
Vio=—g, (3-34)

que implica,

2 l=200% g+ (oag— (- DIV0lP)el = (-5 ) - e,

(PZ
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ou ainda,

A —
(n1=2)9=" +9A¢ — (n— 1)||VQ|[* — (n—1)S+S(n— 1)¢* =0.

que € equivalente a

_2 B
fae <nT+1) —(n=1D[|Vo|[* = (n—1)S+S(n—1)¢* =0,

ou seja,

2(n— 1)(p% —(n=1)||Vo|]? = (n—1)S+S(n—1)¢*> =0.

Como n > 2, teremos entao,

A _
2(p7(p— V][> — S+ 5¢2 = 0. (3-35)

A
Considerandon =1eA = —(P da equacdo (3-34) ao longo de uma geodésica Y(r), temos
n

Vi =g
Pelo Lema 3.3 A
o = 7“’. (3-36)

Substituindo a igualdade (3-36) na equacao (3-35), obtemos
200" — (¢')> + 59> —S = 0. (3-37)

Derivando a equacdo anterior em relacao a ¢, teremos

PR

20'¢" + 209" — 290" + 2599’ =0,
que implica
200" +25¢¢" = 0.

Se ¢(p) # 0em p € M, entdo
(p///+S(p/ — 0’

isto implica que existe uma constante a satisfazendo

9" =—-Sp+a. (3-38)
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Como [(¢')?] =2¢'¢" , da equacio (3-38) obtemos,

[(¢")%) =2¢'(—S9 +a),

ou ainda,
[(¢')%) = —25¢0¢' + 2a¢,
isto é,
[(¢')%) = —S(¢”)' +2a0.
Entdo novamente, existe um constante b satisfazendo
(¢)? = —S@? +2a¢Q+b. (3-39)

Substituindo (3-38) em (3-37), temos que

20(—Sp+a) — (¢')> +S¢*> —5 = 0.

Portanto,
(¢')* = —S¢* +2a¢ —S. (3-40)
Comparando as equagdes (3-40) e (3-39), concluimos que b = —S, obtendo
assim,
(¢/)* = —S¢* +2a¢ - S. (3-41)

Em qualquer caso a solu¢@o ¢ de (3-38) e (3-41) tem um zero ( que € impossivel,

pois @ € positiva definida) ou um ponto critico, exceto para solucdes do tipo

o(t) = ae'V S, (3-42)

Se ¢ tem um ponto critico, pelo Lema 3.4, (M,g) é um espago de curvatura
seccional constante. Se ¢(¢) = o’V ~5, 0 Lema 3.4 garante que M = R x M, que completa
a demonstrac¢ao do teorema.

OJ

Considerando que M € uma variedade semi-Riemanniana completa, g e g sdo
métricas conformes. Caracterizamos a variedade M quando a diferencga entre os tensores
de Ricci em cada métrica € um multiplo escalar da métrica g. Para isto utilizamos o lema

a seguir, cuja demosntracao pode ser encontrada em [8].

Lema 3.6 Seja (M,g) uma variedade completa que admite uma solugdo ndo constante
de V>¢ = Bg, 0 # B € R. Entdo (M, g) é isométrica ao espaco Euclidiano.
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Para a demonstracdo do Teorema a seguir utilizaremos idéias inteiramente ana-

logas as utilizadas na demonstracdo do Teorema 3.1.
Teorema 3.7 Seja (M,g) uma variedade semi-Riemanniana completa admitindo uma
transformagdo conforme global g = @ g satisfazendo
Ricg —Ricg = c(n—1)g,
para uma constante c. Entdo @ é constante ou (M, g) é isométrica ao espago Euclidiano.

Demonstracgao.:

De acordo com o Lema 2.5

. : 1
Ricg — Ricg = @{(n ~2)0V?9+(9Ap— (n—1)[|V,0|*)g} (3-43)

e por hipétese,
c(n—1)

(p2

Ricg—Ricg =c(n—1)g = g. (3-44)

De (3-43) e (3-44), temos entdo que

1 _
2 =20V 0+ (A0 — (n—1)[|Ve0l*)g} = = 5~¢. (3-45)
pelo Lema 2.7,
A
Vz(p = —(pg.
n
Substituindo esta tltima igualdade em (3-45), obtemos
1 A cn—1
(=202 (om0 (n- 1) IvalPig) = e

que implica
n—2 2
PAP(— —+1) = (n=D|IVel|" = c(n - 1),

que € equivalente a

2(n—1
20D gag— (n— 1)1Vl —e(n—1) =0
Como n > 2, teremos

A
2@7@— IVo|[>—c = 0. (3-46)
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A
Considerandon =1e A = 2% 10 Lema 3.3, ao longo de uma geodésica (),
n
temos entao,
200" — (¢/)2 —c=0. (3-47)

Derivando com relag@o a ¢ os dois lados da igualdade, obtemos

/ I

200" + 299" —2¢'¢" =0,

ou ainda,
209" =0. (3-48)

Se ¢(p) #0em p € M, entdo

90" =0. (3-49)
Isto implica que @ é um polindmio de grau no maximo, igual a 2.
Se ¢ for um polindmio de grau 1, ou seja,

¢(t) =At+B, A,BER,

isto implica que ¢ tem um zero ao longo de v, que € uma contradic¢ao pelo fato de ¢ estar
globalmente definida em M e portanto nao tem zeros em M.
Assim, as possibilidades que temos € ¢ constante ou ¢ € um polindmio de grau
2, isto é,
o(t)=At* +Bt +C, A,B,CcR. (3-50)

De (3-47), obtemos
A2+ Bt +C) (AP + Bt +C)' — [(A + Bt +C)']* —c =0,

que € equivalente a
2(Ar* + Bt +C)2A — (2At + B)> — ¢ = 0,

ou ainda,
4A%1? + 4ABt + 4AC — 4A%1* — 4ABt — B*> — ¢ = 0,

que implica,

4AC—B* =c. (3-51)

Se ¢ =0, o discriminante B> — 4AC = 0, entdo ¢ é o quadrado de uma fungio

linear. Portanto, ¢ tem um zero em M, que € uma contradicao.
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Se ¢ < 0, o discriminante BZ —4AC = —c¢ > 0, entdo ¢ tem dois zeros em M, que
¢ também uma contradi¢ao.

Se ¢ > 0, o discriminante B> — 4AC = —c < 0, entdo ¢ ndo tem zeros em M, mas
por (3-49) sabemos que ¢"" = 0, que implica ¢/ = Az + B, como estamos considerando @
ao longo da geodésica y(¢), que esta definida para todo valor de ¢, pois M é uma variedade

completa. Podemos concluir entdo que ¢ tem um ponto critico ao longo de v, ja que

—B
/
— | =0.
¢(7)
E ainda por (3-50), @ = Ar> + Bt + C, assim observamos que ¢ satisfaz a equacgio

V2@ = 2A.g. Portanto, pelo Lema 3.6, (M, g) é isométrica ao espago Euclidiano.
O

Observacio 3.8 Em particular, se @ é ndo constante, entdo c¢ deve ser positivo e (M,g)

é um espago de curvatura seccional constante c.

1
Definicao 3.9 Dizemos que a transformacdo conforme g — g = E g € uma transforma-

cdo de Liouville se Ricg — Ricy = 0.

Corolario 3.10 Uma transformagdo de Liouville definida globalmente em uma variedade

semi-Riemanniana é uma homotetia.

Este resultado € justamente o caso ¢ = 0 do Teorema 3.1.
Observe ainda que se for dado um tensor 7' de ordem 2 em (M, g), pelo Corolario
3.10, a unicidade do sistema
Ric, =T,

pode ser considerada a menos de homotetia.

3.2 Transformacoes Concirculares que Preservam a Di-

ferenca dos Tensores de Ricci

Nesta secdo nosso objetivo € caracterizar as transformacdes concirculares

1
g—g= @ g, sendo g e g métricas indefinidas e completas.

1
Proposicao 3.11 Seja g = @g, onde g é uma métrica indefinida completa , admitindo

Ag

uma solucdo ndo constante definida globalmente ¢ de V>@ = —g. Entdo ¢ tem um zero.
n
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Demonstragao.:
Ao longo de uma geodésica nula y(z), temos;
d2

S (00is) = Sa(Ve.y),

ou ainda,
2
S (O0(s) = 8(V(V0).Y) +8(Ve. V),

que implica,
d? AQ
Sty =g (S2.7) <o
Sendo assim @(y(s)) € linear em s. Portanto, existe tp € R, com Y(to) = p, pE M e
¢(y(to)) = 0, ou seja, @ tem um zero ao longo de 7.
0

Observe que se @ tem um zero ao longo de 7y entdo, g ndo serd uma métrica

completa.

1
Corolario 3.12 A inica transformacdo concircular g — g = Eg globalmente definida

entre métricas indefinidas completas sdo as homotetias.

Demonstragao.:
Se ¢ ndo € constante, da Proposi¢cdo 3.11, sabemos que ¢ tem um zero ao longo
de uma geodésica nula y(¢). Sendo assim, para que g e g sejam métricas completas deve-

mos ter necessariamente que @ seja constante. Portanto, g € g sdo métricas homotéticas.
OJ

Teorema 3.13 Seja (M,g) completa admitindo uma transformagdo concircular global-
mente definida g = —g. Assuma que S, S sdo constantes. Entdo ocorre um dos casos do

Teorema 3.1.

Demonstragao.:
Se S, S sdo constantes, pelo Lema 2.4, temos

1 — 2A Vol|?
_2525+__<P_|| <g||,
(0 ne (0
isto é, 5
_ \%
Lo o 280 [IVel (3-52)

¢’ n @ ¢
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De acordo com o Lema 2.5
: . 1
Ricg — Ricg = @{(n ~2)oV2+ (A9 — (n—1)||V,0[*)g}. (3-53)
E, pelo Lema 2.7
A
Vi = 2¢ g.
n
Substituindo esta ultima igualdade em (3-53), obtemos
: . 1 AQ
Rics—Ricy = 3 [(1-20°%+ (oag— (- )[VolP)e] . G50

entdo pela expressao (3-54), obtemos

: ) 1 n—>2
Ricg — Ricy = E l(pA(p (T—f— 1) g—(n— 1)\|V(p||2g} )

Logo,
i ) 1 (2(n—1)
Rice —Ricy = 2 { 2"~ onog - (1 1)|Vglfe .
Portanto, ,
. . 2A¢  [|Ve|
Ricz—Ric, = | — — —1)g.
ICg ICg (n 0 2 (n—1)g

Mas pela equagdo (3-52), concluimos que

1
Ricg — Ric, = <ES—S) (n—1)g.

A equacgdo anterior € a mesma obtida em (3-32). Portanto, a demonstragdo segue

idéntica a demonstra¢do do Teorema 3.5.

OJ
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