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Resumo

Lousa, Rébson. Os espacos conformemente flat [£; e F3. Goiania, 2019. 72p.
Dissertagdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

Este trabalho trata-se de uma pesquisa bibliografica baseada nos artigos de Armando V.
Corro, Romildo da Silva Pina e Marcelo Souza (2011) [5] e Kellcio Oliveira Araujo,
Ningwei Cui e Romildo da Silva Pina (2015) [3]. Nestes artigos, sdo estudadas as
superficies de rotacdo no espagco conformemente flat [£3 e as superficies helicoidais no
espaco conformemente flat [F3, respectivamente. Mostramos que os teoremas de Efimov
e Shlenker, que sdo generalizagdes do famoso Teorema de Hilbert, ndo sdo vélidos no

espaco [E3 além de caracterizar as superficies helicoidais minimas em [F3.

Palavras—chave
Geometria Diferencial, Geometria Riemanniana, Espaco conformalmente flat,

Surperficies de rotagdo, Superficies helicoidais.



Abstract

Lousa, Rébson. Conformally flat spaces E; and 3. Goiania, 2019. 72p. MSc.
Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goias.

This work is a bibliographical research based on papers by Armando V. Corro, Romildo
da Silva Pina and Marcelo Souza (2011) [5] and Kellcio Oliveira Araujo, Ningwei Cui and
Romildo da Silva Pina (2015) [3]. In these papers the surfaces of rotation in the conformal
flat space [E3 and the helicoidal surfaces in the conformally flat space I3, respectively, are
studied. We have shown that the theorems of Efimov and Shlenker, which generalizes the
famous Hilbert Theorem, are not vowed in space [£3. Furthermore, we characterize most

common helicoidal surfaces in F3.

Keywords
Differential Geometry, Riemannan Geometry, Conformal flat space, Rotation

surfaces, Helicoidal surfaces.
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INTRODUCAO

Os estudos quanto a dependéncia ou ndo do quinto axioma de Euclides em
relacdo aos demais foram de fundamental importancia para o surgimento de geometrias
ndo-euclidianas [2, 7, 17] que, por sua vez, contribuiram para o avanco do estudo em
Geometria. O quinto axioma de Euclides: "de um ponto fora de uma reta se pode tracar
no plano uma unica reta que prolongada indefinidamente ndo encontra a primeira"[7] por
inimeros anos foi conjecturado um resultado que poderia ser provado a partir dos demais,
mas que nio possuia uma demonstracdo trivial. Por séculos, os matemdticos tentaram
demonstra-lo, mas s6 com a criacao de geometrias ndo-euclidianas que ficou provado que
o quinto axioma de Euclides trata-se realmente de um postulado independente dos demais.

Entre os séculos XVI e XVII, o italiano Giovanni Gerolano Saccheri fez alguns
avancos em direcdo a geometria ndo-euclidiana hoje conhecida como Geometria Hiper-
boélica [2]. O espago hiperbdlico, elemento fundamental da geometria hiperbdlica, s6 foi
correta e completamente apresentado pela primeira vez por Riemann em 1854 [4]. Com
tudo isso, foi apenas no século XIX que surgiu explicitamente uma geometria nio eucli-
diana, por meio dos matematicos Nikolai Lobachevski em 1829 e Bolyai em 1938 [2, 7].

Em 1837, o alemao Carl Friedrich Gauss publicou o seu famoso artigo Investiga-
coes Gerais de Superficies Curvas onde introduz e aprimora o conceito de curvatura que
ja havia sido discutido por Euler em 1760 [2, 7, 17]. As ideias propostas por Gauss neste
artigo foram posteriormente trabalhadas por seu aluno de doutorado, Bernhard Riemann
em 1854, ano em que publicou seu trabalho intitulado As hipdteses sobre as quais se ba-
seiam os fundamentos da geometria, onde definiu o conceito de métrica riemanniana que
desenvolve um importante papel para geometrias ndo-euclidianas. Contudo, somente em
1913 que a formalizag¢do do conceito de variedade diferencial surgiu gracas a H. Weyl [4].

O conceito dado formalmente por Weyl de variedade diferencial trouxe inimeros
avangos para a geometria. Historicamente, tal conceito demorou quase um século para
surgir devido, provavelmente, a ndo compreensao da importancia da diferenciabilidade
da mudanca de parametros na teoria de superficies [7], introduzida e estudada por Gauss
jano século XIX [4].

Com o desenvolvimento de geometrias ndo-euclidianas, como a Geometria

Riemanniana, houve grande avanco no estudo de Geometria com importantes aplicagdes
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fisicas como a Teoria Geral da Relatividade, Teoria de Buracos Negros [2, 20]. Ao longo
do desenvolvimento da Geometria Riemanniana, conceitos como curvatura, variedade
diferencidvel e tensor surgiram e com isso também resultados como a Equagdo da
Curvatura de Ricci e Equagdo de Einstein. Acompanhando os estudos em torno deste dois
ultimos conceitos, Pina e Tenenblat [16] publicaram em 2009 o trabalho On solutions
of the Ricci curvature equation and the Einstein equation onde consideram "uma classe
de tensores simétricos ndo diagonais 7' sobre um espago pseudo-euclidiano (R",g), com
n > 3, e [determinaram] todas as métricas conformes a g cujo tensor de Ricci é dado

pelo tenso T."!

No mesmo artigo, os autores também consideram a mesma questao para
a Equacdo de Einstein.

Fazendo uso dos trabalhos de Riemann, Elwin Christoffel também generaliza a
teoria de superficies de Gauss introduzindo conceitos como os simbolos de Christoffel e
de tensor de curvatura.

Tal teoria trouxe grandes aplicacdes para teorias fisicas. Em 1916, Einstein
apresentou seu trabalho A Teoria da Relatividade Especial e Geral onde contava com
conceitos da Geometria Riemanniana apresentada a ele por Marcel Grossman [2]. Outras
aplicacdes podem ser vistas também na teoria de Buracos Negros [2] e em trabalhos como
[20] e em suas 75 pédginas de referéncias.

Os estudos de variedades diferencidveis levaram a indmeras descobertas. Em
suma, o teorema de D. Hilbert garante que ndo existe superficies completas com curvatura
gaussiana constante negativa em R> [14]. O teorema de Hilbert pode ser enunciado

conforme [6, p. 536]:

Teorema 0.1 (Hilbert) Uma superficie geométrica completa S com curvatura negativa

constante ndo pode ser imersa isometricamente em RR3.

Prova. Ver [6]. ]

Em 1964, o Teorema de Hilbert foi generalizado por N. V. Efimov em seu
trabalho Generation of singularites on surfaces of negative curvature [8]. O teorema de
Efimov mostra que no teorema de Hilbert ndo € necessario que a curvatura seja constante,
mas apenas que seja limitada por uma constante negativa. O teorema de Efimov pode ser

enunciado conforme [14]:

Teorema 0.2 Nenhuma superficie S pode ser imersa no espaco euclidiano R3, tal que na

métrica induzida S seja completa e tenha curvatura gaussiana K < constante < Q.

'a certain class of nondiagonal symmetric tensors T on a pseudo-Euclidean space (R",g), n > 3, and we

determine all metrics, conformal to g, whose Ricci tensor is the given tensor 7.
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Prova. Ver [8]. |

Mendes [14] traz uma demonstragdo de uma versio um pouco mais forte,
atribuido a Tilla Klotz Milnor.

Teorema 0.3 (Efimov) Se S é uma superficie completa com a métrica induzida e tendo
curvatura gaussiana K, < —¢ < 0, com € > 0 constante, entdo S ndo admite C%-imersdo

isométrica em R3,

Prova. Ver [14]. O

Generalizando ainda mais o resultado de Hilbert, Schlenker, em seu trabalho
Surfaces a courbure extrinseque négative dans l?espace hyperbolique [18] de 2001,

estende o teorema de Efimov para outros espacos: H>, 3 e H%

Teorema 0.4 (Teoremas de Schlenker) Seja S uma superficie riemanniana completa

com a métrica induzida e seja € > 0.

VK|

A) Se a curvatura gaussiana K, < —1 —¢€ ¢ tal que ~——%- ¢ limitada, entdo S ndo
|Kg|2
admite C3-imersdo isométrica em H?;
. . VK, Loge . ~ ~
B) Se a curvatura gaussiana K, < —& < 0 € tal que M é limitada, entdo S ndo
K |2

admite C3-imersdo isométrica em S°;
C) Se a curvatura gaussiana K, € [—1 —¢€,—€| € tal que ||VK,|| é limitado, entdo S

ndo admite C3-imersdo isométrica em H? .

Prova. Ver [18]. O

Fazendo uso de um exemplo particular em [16], em 2011, Corro, Pina e Souza
[5] estudaram as superficies de rotacdo com curvatura extrinseca constante em espagos tri-
dimensionais conformemente flat e introduziram o espago tridimensional conformemente
flat E3, onde F(x) = e %3 com x = (x1,x2,x3) € R3 é o fator de conformidade,
mostrando a ndo validade dos teoremas de Efimov e Schlenker neste espaco.

No mesmo sentido, em 2016, Araujo, Cui e Pina [3] definiram o espaco tri-
dimensional conformemente flat F3 cujo fator de conformidade é F(x) = e~ 1% com
x = (x1,x2,%3) € R? e estudaram as superficies helicoidais minimas neste espago.

Este trabalho se dedica ao estudo dos artigos [5] e [3], observando os conceitos e
resultados de Geometria Riemanniana necessarios para o completo entendimento de seus
contetdos.

O Capitulo 1 € dedicado inicialmente a um apanhado histérico sobre o desenvol-

vimento do estudo em Geometria Diferencial e Geometria Riemanniana a partir de uma
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breve revisdo bibliografica fazendo uso dos trabalhos [2, 6, 7, 17]. Em seguida, neste ca-
pitulo € discutido os principais conceitos e resultados necessdrios para a compreensao de
todo o trabalho. Tal discussdo se sustenta forte e principalmente nos trabalhos [6] e [7] de
do Carmo.

No capitulo 2 € definido o espaco tridimensional conformemente flat £z que
aparece no trabalho [5] como um caso particular do importante artigo [16] de Pina
e Tenenblat. Neste trabalho tem-se importantes resultados a cerca das superficies de
rotacdo com curvatura extrinseca constante. O trabalho [5] foi estudado por Vieira (2014)
resultando em sua dissertacdo [21] defendida em 2014, contudo este trabalho foi realizado
independentemente.

Por fim, no capitulo 3 € definido o espaco tridimensional conformemente flat [F3
que aparece no trabalho [3] também como caso particular do artigo [16] de Pina e Tenen-

blat. Neste espaco sdo estudados as superficies helicoidais, dando suas caracterizacdes.



CAPITULO 1

VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

O conceito de superficies regulares ja era estudado pelo matematico alemao
Carl Friedrich Gauss, com o passar dos anos e melhor compreensao dos resultados que
seguem do cdlculo diferencial aplicado a definicdo de Superficies Regulares foi possivel

generalizar e tornar o conceito mais abstrato.

Definicdo 1.1 (Superficie Regular) Um subconjunto S C R® é uma superficie regular
quando, para todo ponto p € S, existem uma vizinhangca V de p em R e uma aplicacio
diferencidvel X : U — V NS de um um aberto U C R? sobre VNS C R3, tais que:

® X é um homeomorfismo;

e paratodo q € U, a diferencial dx, : R? — R3 ¢ injetiva.
A aplicacdo diferencidvel x é dita parametrizacdo de S em p [6, 7].

Aplicando ferramentas do célculo diferencial na definicao de superficie regular

pode-se provar o préximo teorema.

Teorema 1.2 (Mudanca de parametros) Seja p um ponto de uma superficie regular S
esejamx:U — Sey:V — S, onde U eV sdo abertos de R?, duas parametrizacées
de S, tais que p € x(U)Ny(U) = W # 0. Entdo a mudanga de coordenacdo h:x 1oy :
y L(W) — x~ (W) é um difeomorfismo.

Prova. Ver [6, p. 82]. O

A compreensdo deste teorema resultou numa maior abstratiza¢do — que era uma
preocupacdo de Gauss e de muitos matemdticos do século XIX [17] — para a ideia de

superficie, isso pois, segundo Lima [13]

A nocao de superficie M" C R" [de mesmo modo, superficies regulares
generalizadas para dimensdes n > 3] ainda que adequadas para muitos
propdsitos, possui contudo dois inconvenientes. O primeiro € de carater
estético: ndo se pode pensar nas superficie em si mesma sem fazer refe-
réncia ao Espaco Euclidiano que a contém. O segundo inconveniente é
de ordem prética: existem na natureza objetos importantes, semelhantes
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a superficies, que ndo se apresentam contidos num Espaco Euclidiano.
Tais sdo, por exemplo, 0s espagos projetivos [...] e, mais geralmente, as

variedades Grassmanianas' [13, p. 102].
O primeiro inconveniente citado por Lima diz respeito a Geometria Intrinseca.
Durante o desenvolvimento da teoria de Superficies Regulares em [6], tem-se 0s conceitos
que sdo restritos a essa geometria, contudo, inimeros conceitos utiliza-se da Geometria
Extrinseca. J4 o segundo inconveniente € relacionado ao espaco ambiente onde as superfi-
cies (mas ndo somente) estao inseridas. Apds a compreensao do que representa o Teorema
de Mudanca de Parametros foi possivel solucionar tais inconveniente. Para isso, foi pre-
ciso acrescentar este teorema como um axioma na defini¢do de Variedade Diferencidvel,
fazendo com que os inconvenientes citados por Lima fossem solucionados e dando mais
abstratizacdo a Geometria, sendo possivel assim definir o que vem a ser uma variedade

diferencidvel e os conceitos provenientes de tal definicdo.

Definicao 1.3 (Variedade Diferenciavel) Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é
um conjunto M e uma familia de aplicacoes biunivocas Xq, : Uy, — M de abertos Uy, de

R"™ em M tais que

o Uxq(Ua) =M;
o

e para todo par o, B, com Xo(Uy) NXp(Up) =W 0, 0s conjuntos x5 (W) e Xlgl (W)
sdo abertos em R" e as aplicacoes X[;] OXq € Xqy o X sdo diferencidveis;

o A familia {(Uy,Xq)} € mdxima relativamente as duas primeiras condigdes.

O par (Uy,Xqa) (ver figura 1.1) com p € Xq(Uy,) é chamado uma parametrizagao
(ou sistema de coordenadas) de M em p; Xq(Uy) € chamada uma vizinhanga coordenada
em p; uma familia {(Uy,Xq)} que satisfaz as duas primeiras condi¢des é chamada uma

estrutura diferenciavel em M [6, 7].

A segunda condi¢do da defini¢do de variedade diferencidvel é justamente o fato
da mudanga de parametro ser difeomorfismo, o que fez com que a no¢ao de superficie se
tornasse mais abstrata e geral. Carmo [6] denomina variedades diferencidveis de dimensao

2 por superficies abstratas.

Definicao 1.4 Sejam M e N variedades diferencidveis de dimensdo m e n respectiva-
mente. Uma aplicagcdo Y : M — N ¢é diferencidvel em p € M se dada uma parametrizagdo
y:V — N de um aberto V.C R" em y(p) existe uma parametrizacdo X : U — M de um
aberto U C R™ em p tal que y(x(U)) C y(V) e a aplicagdo

y loyox:U —R™

IPara detalhes sobre espagos projetivos e variedades Grassmanianas, ver [6, 13].
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Figura 1.1: Variedades diferencidveis.

W =x (U, x,(U,)

X
N x )

X 'O

Fonte: ver [6, p. 513].

é diferencidvel em x~(p) (ver figura 1.2). Naturalmente, \y é diferencidvel em um aberto

de M se é diferencidvel em todos os pontos deste aberto.

Exemplo 1: Sejam M e N duas variedades diferencidveis. Assim, podemos tomar
{(Uo,xa)} € {(Vp,yp)} estruturas diferencidveis de M e N respectivamente. O produto

cartesiano M x N também € uma variedade diferencidvel. De fato, seja Zaﬁ(p,q) =
(Xoc(P)ayB(Cl)) com p € Uy € g € Vp, temos

2o 07y (P29) = Zp (%), ¥ () = (%5 oX0(p).¥5 0¥y (4)).

Como xq e yp sdo parametriza¢oes de M e N, respectivamente, ¢ as projegoes

T :MXxXN—Memy: MxN — N sdo aplicacdes diferencidveis, as composicdes

T 0Z8 0y (P,q) = Xg ' X (P)

M 0z.5 02y (p,q) =g 0¥p(q)

. ~ . ] L, 1. ., .
também o sdo. Logo, a composicao Zop O Zarp € diferencidvel e portanto, z,g € uma
parametrizacdo de M X N.

Além do mais, como JUq =M e Vg =N,
o B

U (Ua x V) =M x N.
op

Assim, M x N munido de uma estrutura diferencidvel {(Uy X Vp,20g)} € uma

variedade diferencidvel chamada variedade produto.
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Figura 1.2: Diferenciabilidade entre variedades diferencidveis.

L

Fonte: ver [6, p. 86], com modificacdes do autor.

1.1 Variedade Riemanniana

As variedades diferencidveis por si mesmas ndo apresentam como fazer medidas,
para esse fim € preciso definir uma maneira de medir em uma variedade diferencidvel, para

1sso, utilizamos as chamadas Métricas Riemannianas.

Definicao 1.5 (Métricas Riemannianas) Uma Métrica Riemanniana em uma variedade
diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto
interno (-,-) no espago tangente T,M, tal que: se X : U — M, com U C R" aberto, é um

sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x) = q € x(U) e %(q) = dx(e;),

<a%<q>,§j<q>>q e

comx = (x1,...,x,) € R", é uma funcdo diferencidvel em U. Uma variedade diferencidvel

entdo

munida de uma Métrica Riemanniana é dita Variedade Riemaniana.

As Variedades Riemannianas foram definidas por Riemann em 1854 "de uma
maneira completamente abstrata, definindo-as sem uso de qualquer mergulho ou imer-
2”[

sa0”"[4, p. 01]. Isto porque Riemann nao possuia uma ideia muito precisa do conceito de

variedade.

Definicdo 1.6 Duas métricas (-,-) e ((-,-)) em uma variedade diferencidvel M sdo ditas

conformes quando existe uma fungdo diferencidvel ¢ : M — R, positiva, tal que para todo

’In a completely abstract way, making them free of any embedding or imersion.
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ponto p € M e todo u,v € T,M se tenha

(u,v), = @(p) ((u,v)) -

Em outras palavras, duas métricas sdo conformes quando a razdo entre elas é
dada por uma fung¢do diferencidvel da variedade M em R. A condicdo de tal funcio ser

positiva se da justamente pelo fato de ser a razdo entre métricas.

Teorema 1.7 Uma variedade diferencidvel M de Hausdorff e com base enumerdvel

possui uma Métrica Riemanniana.

Prova. Ver [1, p. 47] O

Este resultado traz uma importante relacdo entre as variedades diferencidveis e
as Variedades Riemannianas, em suma, garante que toda variedade diferencidvel de Haus-
dorff e com base enumeravel € uma Variedade Riemanniana. Na literatura, encontramos
textos como [13], onde € adicionado a defini¢do de variedade diferencidvel as condi¢des
da variedade ser Hausdorff e possuir base enumeravel por praticidade, ja que "os teoremas
mais importantes exigem estas hipéteses"[13, p. 108], o que garante a unicidade do limite
de uma sucessao convergente e particao diferencidvel da unidade, fatos de extrema im-
portancia para a demonstragcdo deste teorema, por exemplo. Assim sendo, tais condi¢des
serdo adotadas no que segue.

Na literatura, encontramos a Métrica Euclidiana usual representada por ;, assim
toda métrica

8ij = >
com ¢ : R? — R\ {0} uma funcdo diferencidvel, é conforme a métrica usual do Espaco
Euclidiano R3.

Definicao 1.8 (Conformemente flat) Dado um espaco L de dimensdo 3. Quando L
é munido de uma métrica conforme a Métrica Euclidiana, L é chamado de espaco

tridimensional conformemente flat.

Pina e Tenenblat em [16, p. 65] mostraram que se @ for limitada, entdo a métrica

gij € uma métrica completa, logo, o espago R? munido da métrica g; ; € completo.

Teorema 1.9 Se (R",d) é o Espaco Euclidiano e 0 < ¢ < C para alguma constante C,

entdo as métricas:

1

@5 tal que

.g:
Ricg=T;
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18 tal que

.g:(p—

Ri K T
icg——g=T,
8 3 8
onde T = ZZ j=1/fijdxidx é um tensor simétrico ndo-diagonal e a curvatura escalar da

métrica g é K = (n—1)(20 ;9 —n|V,9|?), sdo completas em R".

Prova. Ver [16]. 0J

2m; , . .
-/, onde m; é um inteiro

Tomando para cada j = 1,2,...,n a fungdo U; = —X;

n
positivo, e o tensor simétrico ndo diagonal T = ). fi;dx;dx;, temos que, mesmo que T
i,j=1
possa ter pontos singulares - dependendo dos inteiros m; -, existe g = # g tal que

Ricg=T,
globalmente definido sobre R” com
-y ximj
¢p=e /

Além do mais, do Teorema (1.9), a métrica g é uma métrica completa em R", com

curvatura de Ricci negativa. Para mais detalhes, ver [16].

1.2 Funcao Colchete e Conexao

Agora que definimos as Variedades Riemannianas, € conveniente mostrarmos
como derivar nessas variedades. Para isso, discutiremos inicialmente sobre campos de
vetores em uma variedade diferencidvel, por ser um conceito que induz naturalmente o
conceito da fungdo colchete [7, p. 27], elemento de grande importancia para o que se
segue.

De um modo geral, um campo de vetores em um subconjunto aberto U C R”
¢ simplesmente uma aplicacdo X : U — R [13, p. 28]. Mas estamos interessados nos

campos de vetores em uma variedade diferencidvel. Para isso, utilizamos [7].

Definicao 1.10 (Campo de vetores) Um campo de vetores X em uma variedade diferen-
cidvel M é uma correspondéncia que cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M.
Em termos de aplicacoes, X é uma aplicagcdo de M no fibrado tangente TM. O campo X

é diferencidvel se a aplicagdo X : M — TM é diferencidvel.

O fibrado tangente é o conjunto TM := {(p,v) : p € M,v € T,M}. Como M
e T,M sao variedade diferencidveis, a variedade produto 7M também o € (observe o

Exemplo 1).



1.2 Funcdo Colchete e Conexao 25

Considerando uma parametrizacdo X : U — M definida num aberto U C R",

€SCrevemos 3
X(p) =Y ai(p)5-

n
=1

~

onde cadaa; : U — R é uma fungdoem U e {%} € a base associada a parametrizacao X.
1

Tomando o campo de vetores X como uma aplicacdo X : D — ¥ definida do
conjunto D das fungdes em M que sdo diferencidveis no conjunto F das fungdes em M,
temos que o campo de vetores X € dado por

X)) = Y alp) 3 (),

i=1
onde f indica a expressdo de f € D na parametrizacao X.
Quanto a diferenciabilidade, se y : M — M € um difeomorfismo, v € T,M e f
uma fungéo diferencidvel em uma vizinhanga de y(p), temos, tomando o : (—€,€) — M

uma curva diferencidvel com o (0) = v, a(0) = p,
d
(dy))wlp) = - (foyoa) o v(fow)(p).

A curva o é chama de curva integral do campo X, com condi¢ao inicial p.

Teorema 1.11 Sejam M uma variedade diferencidvel e X : M — TM um campo vetorial
diferencidvel. Dado qualquer p € M, existe uma curva integral A : (—c,c) — M do campo
X com condigdo inicial M(0) = p. Se ¢ : (—€,€) — M for outra curva integral de X com
¢(0) = p, entdo A = @ num intervalo (—93,0) C (—c,c) N (—¢&,€).

Prova. Ver [13, p. 29]. O
O préximo teorema garante a existéncia de um unico campo vetorial Z que
desempenha um papel fundamental no desenvolvimento da Geometria Riemanniana.

Teorema 1.12 Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferen-
cidvel M. Entdo existe um tinico campo vetorial Z tal que, para toda funcdo diferencidvel
fdeM,Zf = (XY —YX)f.

Prova. Ver [7, p. 28]. Ol

O campo vetorial Z é chamado de o colchete (de Lie) [X, Y] =XY —-YX deXeY.
Z ¢ diferencidvel por se tratar de operagdes que preservam a diferenciabilidade de campos

diferencidveis. Além do mais, a operacdo colchete possui as propriedades a seguir:
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Teorema 1.13 Se X, Y e Z sdo campos diferencidveis na variedade diferencidvel M, a e

b sdo niimeros reais, f e g funcoes diferencidveis, entdo:

Y| = —[Y,X] (anticomutatividade);
aX +bY,Z| = a[X,Z]| + b|Y,Z] (linearidade);
X,Y],Z]+[Y,Z],X]| +[[Z,X],Y] = O (identidade de Jacobi);
fX,8Y] = fe[X, Y]+ fX(g)Y — g (f)X.

i) X,
ii) [
iii) [
w) [
Prova.

i) Pela defini¢do da aplicagao colchete,
X, Y] =XY-YX=—(YX—-XY)=—-[V,X];
i1) Também pela definicao,

aX +bY,Z] = (aX+bY)Z—Z(aX + DY)
=aXZ+bYZ —ZaX —ZbY
= a(XZ—ZX)+b(YZ—2ZY)
— a[X,Z] +b]Y,Z];

1ii) Agora, note que

— (XY —YX)Z - Z(XY —YX)
=XYZ-YXZ—-ZXY +ZYX

por outro lado,

X,[Y,Zl|+1Y,[Z,X]] =X[Y,Z]-[Y,ZIX+Y[Z,X]|—-[Z,X]Y
=X(YZ-2Y)-(YZ-ZY)X+Y(ZX —XZ)— (ZX —XZ)Y
=XYZ-XZY - YZX +ZYX+YZX - YXZ - 7ZXY +XZY
=XYZ-YXZ-ZXY +7ZYX
= [[X,Y],Z]

Assim, pelo item 1),
donde segue a identidade de Jacobi:

[[X,Y],Z] + [[YvZLX] + [[ZaX]7Y] - O;
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iv) Temos
[fX,gY] =fX(gY)—gY(fX)
= feXY + fX(g)Y —gfYX —g¥Y (f)X
= fe(XY —YX)+ fX(g)Y —g¥ (f)X
= felX, Y]+ fX(g)Y —g¥ (f)X.
O

O "colchete [X,Y] pode também ser interpretado como uma derivagio de Y ao
longo das ’trajetérias’ de X "[6, p. 29].

Com a defini¢do de fun¢do colchete, poderemos agora estudar um pouco sobre as
conexdes, que juntamente com a funcdo colchete desempenhardo um trabalho fundamen-
tal nos estudo das curvatura ao longo deste trabalho. A noc¢do de conexdo foi introduzia
por Elie Cartan e utilizada largamente por Ehresmann em seus trabalhos [4], contudo, de
maneira diferente da utilizada usualmente. A maneira com que o conceito de conexdo €
apresentado atualmente foi desenvolvida por Koszul em 1951 [4].

Sejam X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e D(M) o

anel das fungdes reais de classe C* definidas em M. Com isso,

Definicao 1.14 (Conexao afim) Uma conexdo afim, V, em uma variedade diferencidvel
M é uma aplicacdo
ViX(M)xX(M)— X(M)

que se indica por (X,Y) v, VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:

i) VixigvZ = fVxZ+gVyZ;
ii) Vx(Y+2) =VxY +VxZ;
iii) Vx(fY) = fVxY +X(f)Y,
onde X, Y Z e X(M)e f,g€ DM).
A conexado VxY pode ser vista como a derivada do campo Y em relagdo ao campo

X. Em coordenadas locais, por exemplo, podemos interpretar a conexao como

Agora, estamos interessados em trabalhar com um tipo particular de conexao
afim devido algumas propriedades e sua unicidade, a conexdo Levi-Civita. Para isso,

devemos antes definir duas propriedades desta conexao.

Definicao 1.15 Uma conexdo afim V em uma Variedade Riemanniana é compativel com

a Métrica Riemanniana (-,-) da variedade quando

X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ), XY, Z e X(M).
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A compatibilidade com a métrica da variedade indica o modo de derivar na

métrica.

Definicao 1.16 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica
quando
VxY —VyX = [X,Y] para todo X,Y € X(M).

Definicao 1.17 Uma conexdo V que satisfaz as definicoes (1.15) e (1.16) é chamada de

conexdo Levi-Civita (ou Conexdo Riemanniana).

O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade da conexdo Levi-Civita em
Variedades riemannianas. Ele € conhecido como Teorema Fundamental da Geometria
Riemanniana, devido sua fundamental importancia para a teoria de Geometria Riemanni-

ana.

Teorema 1.18 (Levi-Civita) Dada uma Variedade Riemanniana M a conexdo Levi-
Civita existe e ¢ uinica, isto é, existe uma vnica conexdo afim V em M satisfazendo as

condigoes:
i) V é simétrica;
ii) V é compativel com a Métrica Riemanniana.
Prova. Seguindo a demonstracao de [7, p. 61], vamos comecar a mostrar a unicidade. Para

isso, suponha a existéncia da conexdo Levi-Civita V. Como V € compativel com a métrica
(-,-) de M, temos

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ); (1-1)
Y (Z,X) = (VyZ.X)+(Z,VyX); (1-2)
Z(X,Y) = (VzX,Y) 4 (X,VzY). (1-3)

Somando (1-1) e (1-2), subtraindo (1-3) e utilizando propriedades do produto
interno, temos
XY, Z)+Y(Z,X)—-Z(X,Y)

= <VXy,Z> + <VXZ,Y) + <Vyz,X> + <Vyx,Z> — <V2X,Y> — <VzY,X>
= <VXz—V2X,Y> + <Vyz—VZY,X> + <VXy—VyX,Z> —|—2<Z,VyX>

a segunda igualdade segue somando e subtraindo o termo (Z, VyX).

Como V € simétrica, temos

X(Y,Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y)
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=([X,Z,Y)+([Y,Z].X) + ([X,Y],Z) +2(Z,Vy,X).

Logo

(Z,VyX) =XV, 2)+Y(Z,X)-Z(X,Y)~

(1-4)
—(X,2],Y) = ([v,Z],X) = ([X,Y],Z) }.

Assim, como (1-4) determina V de modo udnico pela Métrica Riemanniana (-, ),
temos a unicidade de V.

Definindo V por (1-4), temos que ela estd bem definida e que satisfaz as condi-
coes 1) e ii) do teorema, pelo modo que foi construida. Isto prova a existéncia da conexao

Levi-Civita e, por fim, demonstra o teorema. O

A equacdo (1-4) é conhecida como Férmula de Koszul e possui grande impor-
tancia para a Geometria Riemanniana, uma de suas muitas importancias € o auxilio na
deducdo da férmula dos simbolos de Christoffel em coordenadas.

A partir de agora, toda conexdo adotada neste trabalho serd a conexdao Levi-
Civita, portanto, ndo serd mais necessario a especificacao.

Tomando um sistema de coordenadas da Variedade Riemanniana M, x: U — M,

com U C R" aberto, e fazendo uso da conexdo Levi-Civita, podemos escrever
l 7.] Zrl]Xk

onde o campo de vetores X ; € X (M) é dado por X; = 5

Definicao 1.19 As funcoes Fﬁ-‘j definidas no aberto U sdo chamadas de coeficientes da

conexdo V em U ou simbolos de Christoffel da conexdo V.

A defini¢do (1.19) ndo exige que a conexdo afim utilizada seja Levi-Civita, mas
¢ utilizada aqui por relacionar o conceito de conexdo afim com a Métrica Riemanniana

e auxiliar a deducdo dos simbolos de Christoffel tomando um sistema de coordenadas.
92 92

Com isso, temos que [X;,X ;| = Fow

= 0 pelo teorema de Clairaut-Schwarz.
Assim sendo, pela simetria da conexdo Levi-Civita, VXJ.X’ i= VXJXJ e logo F F’;l, 1sto
significa que os simbolos de Chrstoffel sdo simétricos em relagdo ao indices inferiores,
fato devido a simetria da conexao Levi-Civita.

Definindo X :=X ;, Y :=X;, Z:=X e gjj .= <X7,-,X7j> na Féormula de Koszul
(1-4), temos

1
<X7k7ZFf]Xl> = E {Xal <Xa]7X7k> +X7J <X717Xk> - X/k <X71’X7J>}
[
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Como o somatdrio estd em relagdo a /, <X,k,ZFij,1> = Zl“fj <X71,X,k>. Assim,
l l

ZF d n d d -
Uglk axigjk axjglk axkgl]
A matriz gy, admite inversa denotada por g€”. Assim,

19 d d
ngmzrzjglk Z {a g]k+a 8ik — I gu}gkm

1 0 90 )
=4 Fl km = — —0 — O — i km
; z]glkg 2;{axig]k+ax 8ik ang]}g

Sempre que [ # m, temos 9y, = 0, com isso, restam apenas 0s termos com [ = m

onde 9,,,, = 1. Portanto, temos

m 1 0 0 0 A\ km
Fl]_i;{a_xig]k—i_axjgkl akgz]}g . (1-5)

A equacdo (1-5) € a expressao cldssica para os simbolos de Chistoffel em um

sistema de coordenadas.

1.3 Curvaturas

Nessa se¢do serd apresentado algumas curvaturas que serdo importantes durante

as proximas se¢des, principalmente ao se tratar do espaco K3 no capitulo 2.

Definicao 1.20 A curvatura (Gaussiana) R de uma Variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicacdo R(X,Y) : X(M) —
X(M) dada por

R(X,Y)Z: VyVXZ—VXsz—I—V[Xy]Z, V4 GX(M)
onde V é a conexdao Levi-Cevita de M.

Teorema 1.21 A curvatura R de uma Variedade Riemanniana possui as seguintes propri-
edades:
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(i) R é bilinear em X(M) x X(M), isto é,
R(fX1+8X2, Y1) = fR(X1,11) + gR(X2,11),

R(X1, fY1+gY2) = fR(X1,Y1) 4+ gR(X1,Y2),

com f,g € DIM), X1,X2,Y1,Y> € X(M).
(ii) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X ¢ linear,
isto é,
R(X,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
R(X.Y)fZ = [R(X,Y)Z,

com fe D, Z,WeX(M).

Prova.
Para mostrar (i), note que pelas propriedades da funcdo colchete (Teorema
(1.13))
[fX1 +gXo, 1] = f[X1, 1] = Y1(f) X1+ g[X2, Y1] — Y1(g)Xa,

assim, tomando Z € X (M) e pelas propriedade de conexdo

Virmiteon 2 =fVunZ = VnoxZ+eVienZ = Vreel
- fV[Xl 7Y1]Z_ n (f)VXIZ+gV[X27Y1]Z_ n (g>VX2Z

Além do mais,

VnVixi+enZ =Yy (fVxZ+8Vx,2)
= Vy(fVx,Z2)+Vr (§Vx,2)
=fVnVxZ+Y(f)VZ+gVy V,Z+Y1(8)Vx,Z

VfXI +gX2VY1Z =fVx,\VnZ+gVx,Vv,Z

R(fX1+8X2,Y1)Z = VyVixi 462 = Vx40V Z + Vi 16,112
= VYV Z+Y(f)Vx,Z+8Vn V,Z +Y1(g) VX, Z—
— VX, YnZ — gV, Vv Z+ fVix, yyZ — Y1 (f)Vx, Z+
+&Vx,1Z —Y1(8)Vx,Z
=f(Vy,Vx,Z - VleYIZ—i_V[Xl,Yl]Z)_I_
+8(Vv, V. ZV%, V1 Z+ Vix, 1, Z)
= fR(X1 ,Xz)Z—i—gR(Xz, Y1)Z
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Analogamente para a segunda parte, seja Z € X, entdo

RX1, M +8Y2)Z =V iy+n VX Z=Vx,ViviaenZ+ Vix, pvi1gn)Z
=fVr VX, Z+gVy,Vx,Z — fVx, VY, Z = X1 (f)Vy, Z—
—&eVx,VnZ = X1(8)VnZ+ fVix, yyZ + X1 (f)VrZ+
+&Vix, 1) +X1(8)VrZ
=f(VnVxZ—=Vx,VyZ+Vix, v,1Z)
+8(Vy,Vx,Z —Vx,Vyv,Z + V[XL,YQ})
= fR(Xl,Yl)Z—I—gR(Xl , YZ)Z

Para mostrar a primeira parte do item (ii), temos

RX,Y)(Z+W) =VyVx(Z+W)—=VxVy(Z+W)+Vixy(Z+W)
= Vy(VxZ+VxW)—Vx(VyZ+VyW)+ Vx| (Z+W)
= VyVxZ—VxVyZ+Vix yZ+VyVxW — VxVyW +Vix W
=R(X,Y)Z+R(X,Y)W

Para a segunda parte,

RX,Y)fZ =VyVx(fZ)—VxVy(fZ)+Vxy/(fZ)
Vy(fVxZ+X(f)Z) = Vx(fVyZ+Y(f)Z)+ fVix ) Z+[X,Y](f)Z
=fVyVxZ+Y(f)VxZ+X(f)VYZ+YX(f)Z— fVxVyZ—-X(f)VyZ—
—Y(f)VXZ—XY(f)Z—I—fV[X’y]Z—I—XY(f)Z— YX(f)Z
= f(VyVxZ —VxVyZ +Vx y|Z)
:fR(X,Y)Z

Assim o teorema esta demonstrado. O

Por conveniéncia, denotamos (R(X,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T).

Teorema 1.22 Seja (U,X) um sistema de coordenadas em torno de p € M e {X ;}_, uma

base de T,M. Nesse sistema de coordenadas
R(X:,X ;) X =Y RiyX,
1

onde as componentes Rf i de R em (U,X) sdo dados por

\) Y a a
Rﬁjk - Zrikri‘s - erkrgs + grfk - gr‘;k- (1-6)
s s J i
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Prova. Escrevendo
x=Yux; v=Yvx; z=Ywxy
i j k
pela linearidade de R, temos

RX,Y)Z=Y Rju'v'w'X,
i,j.k,l

Agora, €SCrevemos
R(X’,',X,j)XJ( = VX_jVXJ-X,k — VXﬁ,-VX,jX,k + V[X_;,X,j]X,k

= Vx; (;Tﬁk?éz) —Vx, (;Fljkxl) )

pela defini¢do dos coeficientes de Christoffel e pelo fato de [X ;, X ;] = 0. Pelas proprieda-

des de conexao,

R(X.:, X j)Xk x; (TiXa) = LV, (FﬂkXJ)

T
2TV, X +-X(T)X ) —ZI‘,<F§kVXJX71—|—X,,-(F§.k)XJ)
L
l

(L9, X0+ X (T )X = T Vi X = XU )X, )

; ( kzr K rs T X — FﬂkZFl?,X,S - a%rékx,l)

= (grs T+ —LT Il — irg.k) X
substituindo s por / e [ por s quando necessario. Como

R(X;,X; Xk_ZRJle,

temos 3 3
9 o+ —1 — =1
ljk Z ik ZY‘, Jjk* is + axj ik axi jk

mostrando assim o teorema.

Teorema 1.23 Seja 6 C T,M um subespaco bidimensional do espago tangente T,M e

sejam x,y € © dois vetores linearmente independentes. Entdo

(‘x7y’x7y)
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ndo depende da escolha dos vetores x,y € G.

Prova. Ver [7, p. 105]. Il

Defini¢ao 1.24 Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional 6 C T,M o niimero
real K(x,y) = K(G), onde {x,y} é uma base qualquer de G, é chamado curvatura

seccional (ou Curvatura Riemanniana) de G em p.

A curvatura seccional possui importantes interpretacdes geométricas. Um fato
importante é que conhecendo K(G), para todo G, determina-se completamente a curvatura

R (ver lema 3.3, [7, p. 105]). Note que se x,y € 6 forem ortonormais, |x A y| = 1 e portanto,
K(o) = (x,y,x,).

Teorema 1.25 Sejam M uma Variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagdo trilinear R : T,M x T,M x T,M — T,M por

(R'(X,Y,W),Z) =(X,W)(Y,Z) - (Y,W)(X,Z),

para todo X,Y,W,Z € T,M. Entdo M tem curvatura seccional constante igual a K se, e

somente se, R = KoR’', onde R é a curvatura de M.

Prova. Ver [7, p. 107]. O

Corolario 1.26 Sejam M wuma Variedade Riemanniana, p um ponto de M
e {e1,...,en},n = dimM, wuma base ortonormal de T,M. Escreva Ry =
<R(e,-,ej)ek,el>, i,j,k,l =1,...,n. Entao K(p,6) = Koy para todo ¢ C T,M, se, e
somente se,

R;jxi = Ko(0id 1 — 8;10 ),

1, se i=j
8ij = L,
0, se i#].

Em outras palavras, K(p,c) = Ko para todo 6 C T,M se, e somente se, R;ji; = —R;jji = Ko

onde

para todo i # j, é R;ji; = 0 nos demais casos.

Prova. Basta tomar R’ = R; ki € aplicar o teorema (1.25). [
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1.4 Imersoes Isométricas

Continuando nosso estudo, precisaremos definir o conceito de imersao e imersao

isométrica.

Definicdo 1.27 (Imersao) Sejam (M, (-,-)) e (N,{((,-))) Variedades Riemannianas. Uma
aplicagao diferencidvel y : M — N €é uma imersdo quando dy, : T,M — Ty, N é

injetiva® para todo p € M. Se além disso,

(vw), = <<d\|!p(v),d\|1p(w)>>w(p), vwwe T,M,

dizemos que y é uma imersdo isométrica.

Em suma, uma imersdo isométrica € uma imersao que preserva a métrica.

Para o préximo teorema, usaremos a seguinte notagdo: X (U)* é o conjunto dos
campos diferencidveis em U de vetores normais a f(U) ~ U, onde f: M — N é uma
imersdo e U C M € uma vizinhanga de p € M; V é a conexio Levi-Civita em N :eVéa

conexao Levi-Civita em M.

Teorema 1.28 Se X,Y € X(U), a aplicacio B: X(U) x X(U) — X(U)* dada por
B(X,Y) =VgY — VxY

¢é bilinear e simétrica.

Prova. Pelas propriedades de conexao (1.14), temos que B € aditivaem X e Y, ou seja,

B(X; +X2,Y) = B(X1,Y)+B(X5,Y)

B(X,Y1+12) = B(X,Y1)+B(X,)>)

para X1,X,,Y1,Y, € X. Além do mais, B(fX,Y) = fB(X,Y), f € D(U).

Seja f uma extensdo de f a U, assim

BOXfY) = Vy(77) = Vx(fY)

v
IVgY = fVxY +X(f)Y = X(f)Y

Como em M, f = f e X(f) = X(f), temos que as duas Gltimas parcelas se anulam e
portanto,
B(X,fY)=fB(X,Y),

3Note que para isto ocorrer é necessario que dim M < dim N.
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isto é, B é bilinear.

Pela simetria da conexao Levi-Civita,
B(X,Y) =VgY — VxY = VX +[X,Y] - VyX — [X,Y].
Como em M, [X,Y] = [X,Y], concluimos que B ¢ simétrica, ou seja,
B(X,Y) =B(Y,X).

0J

Seja p e M en € (T,M)". Pelo teorema anterior, a aplicagdo Hy : T,M x T,M —
R dada por
Hy(x,y) = (B(x,y),m),  x,y€T,M

¢ uma forma bilinear simétrica.

Definicdo 1.29 (Segunda forma fundamental) A forma quadrdtica I, definida em T,M

por
Iy (x) = Hy (x,x)

é chamada a segunda forma fundamental de f em p segundo o vetor normal 1.

Podemos associar a aplicacdo bilinear Hy uma aplicacdo auto-adjunta Sy :
T,M — T,M por
(Sn(x),y) = Hy(x,y) = (B(x,y),m)

de forma que

Teorema 1.30 Seja p € M, x € T,M e m € (T,M)*. Seja N uma extensdo local de M
normal a M. Entdo

Sn(x) = —(V.N)T,
Prova. Seja'y € T,M e X,Y extensOes locais de x,y, respectivamente, e tangente a M.
Entdo (N,Y) = 0, e portanto

—~

(Sn(x),y) = (B(X,Y),N),

ViV — VXY,N>
)4

I
TN T

?XY,N>
p

o
(')

p
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para todo y € T,M. Assim, temos

O

Para enunciar um importante resultado a cerca da Equagao de Gauss, sejam M
e M variedades diferencidveis, sejam também x,y € T,M C T,M linearmente indepen-
dentes, K(x,y) e K(x,y) as curvaturas seccionais de M e M no plano gerado por x € y,

respectivamente.

Teorema 1.31 (Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entdo

K(x,y) —K(x,y) = (B(x,x),B(y,y)) — [B(x,y)|>. (1-7)

Prova. Sejam X, Y extensoOes locais ortogonais de x, y, respectivamente, € tangentes a
M e sejam também X, Y as extensdes locais de X, Y a M. Além disso, sejam Ej, ..., E,,,

m = dimM — dimM, campos locais ortogonais e normais a M, assim,

n
B(X,Y) =Y Hg(X,Y)E;
i=1

Em p,
o _ m
V? YX = V? ( ) HEi<X,Y)Ei—|—VxX)
i=1
m - S J—
-y {HE,. (X, X)VyE; + YHEi(X,X)Ei} +VpVyX.
i=1
Logo, em p,

(VyVxX,Y ) = = Y Hi (X, X)H5,(V,¥) + (Vy VxX,Y) (1-8)

. _ m
VxVyX = (,_1

x| X He(X,Y)E; +VxY>
m J— — —
> {HEi(X,Y)VYEi +XHEi(X,Y)Ei} +VgVyX.

Portanto,

<_Y_7_7Y> =—) Hg,(X.X)Hg,(X,Y)+ (VxVyX.Y). (1-9)
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Por definic¢ao,

K(x,y) —E(X,y) = <VYVXX _VXVYX+V[X,Y]X7Y> (p)_
~(Vy VX ~ViViX + Vg X7 ) (p)

Pela definicao da conexao Levi-Civita relativa a métrica induzida de M, o Gltimo termo se

anula, ja que

- . _\N
<V[X,Y]X - V[Y,Y]X7Y> (p)=- < (V[Y,*]X> ,Y> (p)=0.
Logo, pelas equagdes (1-8) e (1-9),

K(x,y)~K(xy) = (VyVxX,Y)(p)— (VxVyX.¥)(p) +§HE,- (X, X)Hg,(V,Y)—

m
— <Vyvxx,Y> -y HEi(X,X)HEi(X,Y) + <VvaX,Y>
=1

1

= (B(x,x),B(y,y)) — [B(x,)]”

como queriamos demonstrar.
O

A equacdo (1-7) € conhecida como Equagdao de Gauss. Veremos que quando
estudamos as hipersuperficies e principalmente as hipersuperficies de dimensdo 2, a

Equacdo de Gauss se torna mais simples.

1.5 Hipersuperficies e Equacoes Diferenciais Ordinarias

Um caso particular de variedades diferencidveis/Riemannianas, sdo as hipersu-
perficies. Sdo elas o principal objeto de estudo deste trabalho, mais particularmente ainda,

as hipersuperficies de dimensao 2.

Definicao 1.32 (Hipersuperficie) Seja M C R™ uma variedade diferencidvel de dimen-
sdo n < m, o nimero m—n é chamado de co-dimensdo de M. Quando a variedade M tem

co-dimensdo m —n = 1, M é denominada hipersuperficie (ou hiperficie [13, p. 34]).

Note que as superficies regulares e superficies abstratas definidas em [6] sdo
exemplos de hipersuperficies.
Seja M uma hipersuperficie, para cada ponto p € M podemos definir uma forma

quadratica I,,, chamada de primeira forma fundamental de M em p, definida no plano
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tangente T,M por I,(v) = (v,v), com v € TpM. Se x : U — R? dado por x(u,v) com
u,v € U C R? é uma parametrizacio da hipersuperficie M> C R3, para cada ponto p € M
os vetores X, € X, formam uma base para T,M e assim todo vetor w € T,M pode ser
escrito univocamente como w = ax, + bx , e a primeira forma fundamental de M em p ¢
dada por,

L,(w) = (w,w) = a@® (X 41,X ) +2ab (X 4, X)) +b* (X, X,,)

pelas propriedades de produto interno. Os nimeros E = (X ,,X,), F = (X,,X,) ¢ G =
(X,X,,) sdo chamados os coeficientes da primeira forma fundamental®.

Sejam p um ponto da hipersuperficie M e 1 € (T,M)*, com |n| = 1. Como
Sy : TyM — T,M ¢ simétrica, existe uma base ortonormal de autovetores {ey,...,e,} de
T,M com autovalores Ai, ..., A,, ou seja, Sy(e;) = Ae;, 1 <i < n. Ao considerarmos uma
imersdo f : M — M, com f(M) =M, se M e M sdo orientdveis e orientada, o vetor 1
fica univocamente determinado com uma base orientada {ej,...,e,} de M e uma base
orientada {ey, ...,e,,n} de M. Nestas condi¢des, eis sdo as chamadas dire¢des principais

e os Als sdo os denominados curvaturas principais de f.

Definicdo 1.33 O determinante Kg = det(Sy) = A1 - ... - A, € denominada de curvatura
de Gauss-Kronecker (ou curvatura extrinseca, ver [10]) de f. A média do traco H =
%Tr(Sn) = ,11(7»1 +...+\,) é denominada de curvatura média de f.

Segundo Berger [4], antes de 1827, Gauss, em seus estudos das superficies
em R, mostrou que a curvatura Gaussiana (extrinseca) definida em uma superficie
em R3 como o produto das curvaturas principais é elemento da geometria intrinseca,
demonstrando, assim, o seu famoso Teorema Egregium® que pode ser enunciado segundo

[6] da seguinte maneira.

Teorema 1.34 (Egregium de Gauss) A curvatura Gaussiana (extrinseca) de uma super-

ficie (regular) é invariante por isometrias locais.

Prova. Ver [6, p. 280]. O

A demonstracdo deste teorema € realizado a partir da deduc@o da férmula de
Gauss (em superficies regulares) a qual consiste em escrever a curvatura Gaussiana
em funcdo dos simbolos de Christoffel e suas derivadas. Assim, como os simbolos
de Christoffel sao elementos da geometria intrinseca, suas derivadas também o sdo e

portando a curvatura Gaussiana também.

“Para mais detalhes sobre a construcio da primeira forma fundamental em uma hipersuperficie em R3,
ver [6, p. 109].
>Teorema notdvel.
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Em suma, este resultado garante que embora a curvatura Gaussiana ter sido
definida como elemento da geometria extrinseca, ela é, de fato, um elemento da geometria
intrinseca.

Quanto a curvatura média, temos uma classe importante de superficies: as

superficies minimas.

Definicao 1.35 Uma superficie M é dita superficie minima quando possui curvatura

média identicamente nula, isto é, H = 0.

Quanto a equacdo de Gauss (1-7), temos que no caso de hipersuperficies ela é
dado por
K(eiej) —K(eie;) = Ak

Para mostrar isso, sejam p € M e ) € (T,M)*, |n| = 1. Seja também {ey, ..., e, }
uma base ortonormal de T,M para a qual S, = S € diagonal, ou seja, S(e;) = Ae;,
i=1,...,n,onde Ap,..., A, sdo os auto-valores de S. Assim, H(e;,e;) = A; e H(ej,ej) =0
quando i # .

Considerando uma hipersuperficie S C R® de dimensio 2, de parametrizacio
x : U — S, definida num aberto U C R?, para cada ponto ¢ € x(U) podemos definir a

aplicagdo normal de Gauss N : S — S, onde S? é a esfera unitéria em R>, dada por

Xy AXy

N(q) = 7—(q)-

O xuAXy|
Neste contexto, a segunda forma fundamental de S em p é definida como
11,(v) = — (dN,(v),v)
Na base {x,,Xx ,} de T),S
1,(o)) = e()* +2fu'v +g(v)?,

onde

€= <N7X,uu> s f - <N7X,uv> - <Na X,vu> s 8= <Nax,vv>

sdo os chamados coeficientes da segunda forma fundamental.

Para cada p existe uma base ortonormal {e,e>} de 7),S tal que dN,(e1) = Ajer,
dN,(e2) = hep, onde A e Ay sdo as curvaturas principais.

Carmo [6], ao definir dN,, traz sinais trocados devido a orienta¢do adotada.

Neste trabalho é adotada a orientacdo canonica, segundo Ferndndez e Mira [11], que é
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adotada por Corro, Pina e Souza [5]. Com isso, temos K = AjAy e H = —%(M +2X) as
curvaturas extrinseca e média. Em termos dos coeficientes das primeira e segunda formas

fundamentais, temos

eg — f2 1eG—2fF +gE
= — c = — —
EG—F? 2 EG-F?

E

Para a demonstracdo deste resultado, ver [6, pp. 183-184].

No caso da hipersuperficies de dimensao 2, temos que sua curvatura seccional
coincide com sua curvatura (Gaussiana) K, assim, a equagdo de Gauss (1-7) se simplifica
a

K, — Ksoe = KE. (1-10)

Note que o espago ambiente R possui curvatura extrinseca nula, assim, nova-
mente Ky = Kgec.

Como exemplo, vamos calcular as principais curvaturas das superficies de rota-
¢do.

Seja ou(u) = (y(u),0,u) uma curva em R3, com y(u) > 0,Vu € R de classe C*.
Em suma, a funcdo y deve ser ndo nula, contudo, como € necessério a continuidade de ,
ela ndo pode mudar de sinal, por isso, tomamos y(u) > 0. A curva a é chamada de curva

geratriz. Veja na figura (1.3) o exemplo da curva geratriz o, = (x%,0, x).

Figura 1.3: Curva geratriz o(u) = (u*,0,u).

Fonte: Wolfram Mathematica®.

Fazendo a rotagdo da curva geratriz o em torno do eixo x3, temos

cos(v) —sen(v) O y(u)
X(u,v) = | sen(v) cos(v) 0 0
0 0 1 u
= (W(u) cos(v), y(u) sen(v),u),

x(u,v) é a parametrizacdo de Hipersuperficie Riemanniana de rotagdo, com a
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Métrica Euclidiana, veja figura (1.4). Assim, temos

Figura 1.4: Rotacdo de o(u) = (u?,0,u).

Fonte: Wolfram Mathematica®.

Além disso,

[ J
X, AX, = | W(u)cos(v) ' (u)sen(v)
—y(u)sen(v) y(u)cos(v)

= —y(u)(cos(v),sen(v), —'(u))

O = ]O

X AXyl = W(u)y/ 1+ (W ().

Logo a aplicagdo normal de Gauss é dada por:

Assim, os coeficientes das primeira e segunda formas fundamentais sdo dados

por:

E=(X;4x,) = (V) +1, F = (x,,x,) =0, G=(x,,x,)=y> (I-11)

—w
lll 7f = <N7X,uv> - Oag = <N7X,VV> = L (1'12)

T = A v
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Neste caso, temos que a curvatura extrinseca® e curvatura média sdo dadas por:
e v L) ey
EG  y(1+(y)?)? 2y(1+ (y)2)3

Como a curvatura extrinseca, K, e duas vezes a curvatura média, 2H, sdo o

produto e a soma das curvaturas principais, respectivamente, temos

M:—f:"’—% e M-8 1 (1-13)
E - (1+(y)2)> G y/(1+(v)?)

Comumente nos estudos das curvaturas, aparecem as EquacOes Diferenciais

Ordinarias (EDQO’s). De acordo com Sotomayor [19],

Definicao 1.36 (Equacao Diferencial Ordinaria) Seja uma aplicacdo continua f: Q —
R" definida num subconjunto do espaco R x R". A equagdo

dx

, = f(t,x) (1-14)

é chamada de Equacio Diferencial Ordindria de primeira ordem, denotada por

X = f(t,x).

Uma fungdo diferencidvel ¢ : I — R" é dita solucao da EDO (1-14) no intervalo ndo
degenerado I C R quando

e 0 grdfico de @ estd contido em ); e
o ¢ = f(t,0(t)) paratodot € I.

Em geral, uma EDO possui uma infinidade de solug¢des. Contudo, dado (#g,xp) €
Q, chamado condi¢do inicial, em certas condi¢des, existe uma unica solucdo ¢ tal que
¢(19) = xp. O sistema

x' = f(t,x)
x(l‘()) = X0
€ chamado de Problema de Cauchy.

Apesar de muitas EDO’s serem simples, encontrar o resultado de algumas
delas pode ser bastante trabalhoso. Para isso, existem muitas técnicas para solucionar
determinadas classes de EDO’s que podem ser encontradas em Sotomayor [19], por
exemplo. Para solucionar algumas EDO’s que aparecerdo futuramente, o Teorema de

Picard serd fundamental. Este teorema serd enunciado aqui conforme [19].

®Note que a curvatura extrinseca no caso de uma hipersuperficie de dimensio 2 coincide com a nogio
de curvatura Gaussiana definida em [6, p. 172].
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Teorema 1.37 (Picard) Seja f continua e lipschtiziana em Q = I, X By onde 1, = {t; |t —
to] <a} e B, ={x;|x —xo| < b}. Se |f| <M em Q, existe uma e vinica solucdo de

flt,x)=x
x(t9) = xo

em Iy, onde o. = min {a,b/M}.

Prova. Ver [19, 13]. Ol



CAPITULO 2
SUPERFICIES DE ROTACAO NO ESPACO E;

Nesta secdo serd discutido alguns objetos do espagco E3 com base no artigo
de Corro, Souza e Pina [5]. As demonstracdes da maioria dos resultados dessa secdo
também encontram-se no trabalho de Vieira [21], contudo, as demonstragdes que aqui se
encontram foram feitas independentes, seguindo as orientacdes prévias contidas no artigo
[5].

Um dos problemas de grande interesse da Geometria Diferencial € encontrar
condigdes necessarias e suficientes para o tensor simétrico 7;; sobre uma variedade
compacta para que se possa encontrar uma métrica g;; que satisfaca a Equacdo de Campo
de Einstein! (ARAUJO, CUI, PINA [3]) dada por

Rij_%Kgij:Tijy (2-1

onde R;; e K sdo o Tensor de Ricci e a curvatura escalar da métrica g;;, respectivamente.

O lado esquerda da equagdo (2-1) "descreve a geometria do espago-tempo € o
lado direito, 7;;, chamado de tensor stress-energy, descreve a densidade e fluxo de energia
que é a fonte do campo gravitacional em Relatividade Geral"? (ARAUJO, CUI, PINA
[3]). Assim, a métrica g;; que satisfaz (2-1) representa o campo gravitacional.

O problema vem sendo estudado amplamente por matemadticos e fisicos (ver
[20], por exemplo). Pina e Tenenblat [16] estudaram essa equagcdo para uma familia
particular de tensores em variedades que s@o localmente conformemente flat. Deste artigo,
Corro, Souza e Pina [5] deduziram o espago conformemente flat [£3.

O espaco 3 é definido como sendo o espaco tridimensional R?> munido de uma
métrica conforme g = g;; 1= %, onde ¢ : R? — R\{0} definida por ¢(x) = e~
com x = (x1,x2,x3) € R3,

! A Equagio de Campo de Einstein foi formulada por Einstein para quando gij € uma métrica de Lorentz
sobre uma variedade de dimensao 4.

2"describes the geometry of the space time, and the right hand side 7; j, called stress-energy tensor,
describes the density and flux of energy which is the source of the gravitational field in general relativity."
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Pelo Teorema 1.9, tendo g satisfazendo

n
Riccg=T =Y fidxdx;j,
i,j=1

temos que g é uma métrica completa em R, portanto, E3 é um espaco completo.

2.1 Simbolos de Christoffel e curvatura seccional do es-
paco [;

Nosso primeiro passo serd calcular os simbolos de Christoffel. Para isso, consi-

dere a conexdo Levi-Civita V de [E3 e a base candnica {ej,e;,e3}. Temos que

3
_ k
Veiej — Z Fljek
k=1

Veej= Vejei, pela simetria de V.

Como g;; = % temos que g;; = 0, Vi # j. Observe que m # k implica g™ =0
e, portanto, todas as parcelas com m # k se anulam, assim, utilizando a férmula (1-5), os

simbolos de Christoffel sdo dados por:

1/ d d
= — [ oyt g — — 9. | 2-2
ij D) (axig]k+ axjgkl axkglj>g ( )
onde gtk = gl;kl = @?8% = @21, I denota a matriz identidade. Temos também que a% 8ms =

-2 . . .
%Sms, onde @ ; = a%(p denota a derivada parcial de @ com respeito a x;.

Assim, temos quatro caso a serem analisados:

o iFjFkF#i
Neste caso, g jx = gri = gij = 0, portanto, Fi'(j =0.
o iFj=k
Neste caso, gij = Oe gik = 0, portanto Fi(k = % (a%gkk) gkk = _%
o i=jFk
NeStaS Condigaes’ g]k = O e 8ki = 0, tendO portanto, Fﬁ = % <_aixkgll) gkk — %

i

Neste caso, I, = 3 <a%i8ii + a%gii - a%gﬁ) g = —%
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Portanto, podemos escrever resumidamente os simbolos de Christoffel como

sendo

Ih=0, i#j#k#i

W—Qg Vi jie (2-3)
. (pv' ..
Fi-j——?’, 1<i,j<3.

Agora, iremos calcular a curvatura seccional. A fim de redu¢do dos cdlculos e
seguindo orientagdo em [7], definimos ¢(x) := In @(x). Neste caso, ¢ ;(x) = ﬁ(pj(x) e

tendo (x) = e~ (1333 onde x = (x1,x2,x3) € R3, temos
0(x) = —(x} +3 +3). (2-4)

Como g;; = %, tem-se E;’Tkg,- = —2§;; (([:é‘ = —2§;; ik Da equacdo (2-2), temos

que
Kk __1( 9 ) o) 2
Fl-j =3 (a—xigjk + ox; 8ki — a_xkgij> ¢
= —Sikq)ﬂ' — 8ki¢7j + Sijq),k

Para calcular os coeficientes da curvatura seccional, temos de (1-6) que
_ [
Rijij = ZRi ji81j

Rl ﬂg jj  Note que, quando [ # j, as parcelas se anulam.
_ RJ

iji
_ 1 ! ! o1/ _ oy
=& (zr”rjl zr jlrjl ,Ff,- - a—mrj.,.) :

d1J _ 0 _ J 1 0 _
Como erii = qu),j =0,jj ¢ 3.1 = 5 (—0,i) = —0,ii, temos

O’Rijij = ;4),1(—4),1) ZFI F] 1T +9j

- X ¢%+w — 05— 03+ 05+0,+ 0.
i, l#]
= —;d{z; +05+0%+ 0 +9,5

Para i, j, k, s diferentes entre si

0 0
k= Zrzk jl ZF krzsl+ a_xir\j'k:()a

ja que os simbolos de Christoffel se anulam.
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Para trés indices distintos, temos

d 0
z]k Zrlkrjl erkril +5- a a_xll—‘l]k = q),kq),j - (¢,k¢7j+¢,j¢,k) _q),kj = _¢,k¢7j _q),kj,

a
R, = ZF ZF,kF T = 040+ 0.0k — 04+ Qi = 040+ O

0
Ry = erkr Z L + Ty — gl"’}k =00;—0i0x—0:;+0,;=0
1

Com isso, a curvatura seccional no plano gerado pelos campos de vetores

d

ortogonais 5 e % ¢ dada por
i J

o Rijij
Kij = 8iigjj

= Rijij¢*

= (—)124)?1 +05 0% + 0+ ¢,jj> ¢
A partir de (2-4), temos

— Ydx +4x] 45 -2 -2
l

62 (x% +x% —Q—x% )

desenvolvendo o somatério, como 1 < i, j,/ < 3, permanece apenas O termo x,% com

i # k # j, assim
P (o +1)
ez(x%+x%+x§)
onde 1 <i#j#k#i<3.
Note que a exponencial é sempre positiva, do mesmo modo que x,% + 1 também

o é. Portanto, a curvatura seccional K. € sempre negativa.

2.2 Superficies em um espaco conformemente flat

Com os simbolos de Christoffel calculados, podemos enunciar e demonstrar o

primeiro teorema em [5].

Teorema 2.1 Tome x : U — R3, com U C R? aberto, uma superficie parametrizada
regular. Considere x(U) como uma superficie em (R3,(-,-)) com a Métrica Euclidiana
e denote N a sua aplica¢do normal de Gauss, \;, H e K as suas curvaturas principais,
média e gaussiana, respectivamente. Analogamente, considere x(U) como uma superficie

em B3, com a métrica conforme a Métrica Euclidiana, com fator conforme ¢ e tome
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N a sua aplicacdo normal de Gauss, A;, H e Kg as suas curvaturas principais, média e

extrinseca, respectivamente. Entdo
Ai = @QA; — (N, grad ¢),
H = @H — (N, grad ¢),
Kg = (pZK— 2H@(N,grad @)+ (N, grad (p>2,
onde @ denota a expressdo de ¢ em x(u,v), (u,v) € U.

Prova. Sejam x : U — R3, com U C R? aberto, uma superficie parametrizada regular em
R? dada por

uvej, (u,v) €U,

”M“’

onde x' representa a j-ésima coordenada da parametrizacdo x e N a aplicacdo normal de

Gauss de x em R? com a Norma Euclidiana, dada por

N(u,v) =Y N/(u,v)e

~.
Il Mw
.

— — 8uv — 514\/ i |X~14/\X7V| 3
Note que X, AX y|g = /8uv = 4/ Pl = (pv(u,v) = Soluy) » Assim

Agora, utilizando a propriedade (iii) da conexdo Levi-Civita (ver Defini¢do

(1.14)), temos que
Vi, N = Vi, (oN) =x;(9)N +@Vx N,V 1 <i < 3.

Logo,

Vx,N = Vx,(0N) = x ;(9)N + ¢(Vx,N). (2-5)

i
)
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Utilizando as propriedades de conexdo, temos que

3
Vi, N =V, ( y Nkek)
V (N ek)

k
> k
=Nt Z {N V):f 1xj6jek}

I\Mwl M

| [X’i(Nk)ek —i—NkVX’iek}

=N+ z S A

k] 1

=N,+ 2 Nkx/ ijes
kjS 1

=N,;+ z fo,rjje,+ z kale’]‘kek+ 2 NIXITS e+ z kafrfke]
J=1 J# J#

Substituindo os valores dos simbolos de Christoffel dados por (2-3), temos

3 . .
VX,iN :N7i_ Z N]XJi<(pq’)J> Z Nk ] <(pj>€]<+
J ’ J#k

+ ZNJX ((P)es— .Z NFx ﬁ(%)e]
J#s J#k

3 .
=N~ ¥ kaf,<‘P(Pf>ek+szx ((p>e
’ J#s
_|_

Note que

303 (e
g () E o (5)

Jws=1

3
onde Y N/x/;=(N,x;) =0, pois os vetores N € X; s30 ortogonais.
=t 7
Com isso,

e = 26)
SN | ¥ N x| B X% | N
=N =

Agora, substituindo (2-6) em (2-5), temos
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3 3.
v (e (£ )
k=1 j=1

3 3
=X;(@)N+OQN; — ( Y Nk(P,k) X — ( Y X,]i‘P,j> N
k=1 ‘

3.
S P

3 3 .
Note que Y N¥@; = (N,grad @) e,comox; = ¥ x’e;, x;(9) = (x;, grad @) =
k=1 j=1"

Vx,iN = X,i((P)N+ ¢

3
=QN,;— ( Y Nk(P,k> X+
k=1

30
Yy X]l-(P7 j- Portanto,
=1

Vi, N =@N;— (N,grad 9)x;; (2-7)

Como temos N; = A;X ; e VX’IN = Xixyi, de (2-7) temos que

Ai = @A, — (N, grad @) (2-8)

Da defini¢ao de curvatura média,

A =1%7
i=1
= L (9 — (N, grad ¢)
— ¢l ¥ A~ (N,grad ¢)
i=1
= @H — (N, grad @)

De mesmo modo, da definicao de curvatura extrinseca, observando que temos

duas curvaturas principais

- 2 .
Ke =TI\
i=1
= (A1 — (N, grad @) ) (@2 — (N, grad @))
= @*MAy — @ (N, grad @) (A; +A2) + (N, grad (p>2
= @?K —2¢H (N, grad @) + (N, grad ¢)*

Assim, o teorema esta provado. 0
Observamos que em momento algum foi necessério utilizar a definicdo de @, ou

seja, este teorema nao se restringe ao espacgo K3, sendo valido em todo espaco munido de

uma métrica conformemente flat. De mesmo modo, podemos observar que com algumas
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modificacdes quanto a Curvatura Extrinseca, o teorema € valido para hipersuperficies em

espaco de dimensdes maiores que 3.

2.3 Superficies de rotacao em [E;

Diferentemente do Teorema (2.1), os teoremas desta secdo se restringem ao
espaco [E3 e, mais especificamente, dizem respeito as superficies de rotagdo neste espaco.

Antes de enuncid-los e demonstra-los, precisamos do Lema (2.2) a seguir.

Lema 2.2 Tome x(u,v) = (Y(u) cos(v),y(u) sen(v),u) uma superficie de rotacdo em Es.
A superficie X tem curvatura extrinseca constante cy se, e somente se, \J satisfaz a equagdo

diferencial ordindria

[~ 1+ 29—y + uy) [y + 203 (—y + uy)] = coatyeX TV, (2-9)
onde a®> =1+ (')~

Prova.
Temos, de (1-11), que os coeficientes da primeira forma fundamental com

respeito a Métrica Euclidiana sdo dados por
E=1+4)*u) =d°, F=0 e G=vy*(u).
Ja os coeficientes da segunda forma fundamental, de (1-12), sdo dados por

!
e:w—(u), f:()’eg:
a

y(w)
o
A aplicag@o normal de Gauss é dada por

N = —l( cos(v),sen(v), —y’)

a

assim temos,
yo v uy’'

> <X7X> :W2+u2
a

(N,x

<N7grad (P> = <N7 (_2XI(P’ —ZXZ(P, —2X3(P)>
= —20(N, (x1,x2,x3))
= —2¢(N,x),

onde (x1,x2,x3) € X(U) e ¢(x) = ¢ ¥~
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Do Teorema (2.1),

Ai = @(X)A;i+2¢(N,x)
= @(x)(Ai +2(N,x))

) — /
— e UV (7»1'—1—2 WZM‘I’)

De (1-13), temos

Vv __ v __ 1
M= a’’ A= va  ya
Da, 1" /
eV ("’—3 Lo VMY ) (2-10)
a a
e . /
A = oV (__ + 2M> @2-11)
ya a

Por definicdo, Kg = 5»15»2 em [E3, logo

~ " _ / _ / _ N2
Kr :efZ(uan\vZ) (_\I% _}_2\"// Y+uy 5 \0‘1;2'4\!’ _|_4( WZZM\V) )

a4
. e—2(ll2+\|lz)
yat

(=" + 29y (—y+ uy') = 2a* (—y + uy') + 4ya® (—y + uy')?)
Portanto, Kr = ¢ se, e somente se, ¢

coatye V) = Loy (—y -+ uy') — 203 (—y+ uy) + dyad (—y + uy')?

= [—1+2y(—y+uy)]| [y +2a*(—y +uy')]

Em outras palavras, y satisfaz a equacgao diferencial ordinaria (2-9). 0

A partir da defini¢do de Kg, temos que co = 0 se, e somente se, 11 =0ou 5»2 =0.
Assim, a partir das equagdes (2-10) e (2-11) e observando que e~ +y?) #0,Vu,y(u) € R,

temos Kr = 0 se, e somente se,

AARTIDS Yo 1AV A
T 0 (2-12)

=y’ +2a*(—y+uy’) =0
ou

Cve TT e T (2-13)

Para o préximo resultado, além do Lema (2.2) faremos amplo uso do Teorema
(1.37) de Picard.

Teorema 2.3 Tome ¢ uma constante ndo nula. Entédo
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a)

b)

c)

a familia a um pardmetro de hiperboloides de duas folhas dada pela equagdo
(ex3)? —2x3 —2x3 = 1,

consiste de superficies completas com curvatura extrinseca nula em E3;

a familia a um pardmetro de cones
2 2 2
(ex3)” =x7+x5

também descreve superficies com curvatura extrinseca nula em E3;
existe uma familia a um pardmetro de superficies de rotacdo completas no espaco

Es com curvatura extrinseca nula.

Prova.

a)

b)

De (2-13) temos que K =0 e

—y P2y +uy) =0
—VHuy iy =3
ydy = (3 +v?) %
lf;j\uzdw - %

%%: %“, onde v = 1 4 2y?

$In(1+2y?) =In(u) +ci, paraalgumc; € R
(1—}—2\4{2)% = cu onde ¢ = ¢l #0
(cu)> —2y? = 1.

(R R

Fazendo x(u,v) = (x1,x2,x3), temos uma familia a um pardmetro de hiperboloide
de duas folhas
(ex3)? =2 —2x3 =1

que consiste de superficies completas com curvatura extrinseca nula em [E3.

Temos que Y(u) = cu, onde ¢ € R é uma constante ndo nula, é solu¢do de (2-12).

De fato, note que " (u) =0 e V' (u) = ¢, logo

2a°(—cu+ cu) = 0.

Como no item a), seja x(u,v) = (x1,%2,%3). Logo x3 = y?(u) cos?(v), x5 =

W2 (u) sen?(v) e assim W?(u) = x? +x3. Portanto, a familia a um pardmetro de cones

com vértice passando pela origem

(e =+
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descreve superficies com curvatura extrinseca nula em [Es.

¢) Dada a condic¢do inicial
y(0)=b>0
{ y'(0)=0

pelo Teorema (1.37) de Picard, a equagdo diferencial ordindria (2-12) possui uma
unica solugdo V, que é simétrica em relagc@o ao eixo xj.

De fato, a equagdo diferencial ordinéria (2-12) pode ser escrita como X = h(X,u)
onde X = (x1,x2) com x; = y(u) e xo = V' (u). Entdo ‘2);2 =y (u) =2(14x3)(x1 —
uxy). Assim, a equag@o diferencial ordindria de segunda ordem (2-12) é equivalente

a equacdo diferencial de primeira ordem X = h(u,X), onde
h(u,x1,%2) = (x2,2(1423) (x1 —uxz)) € C(R? X R).

Note que a fungio 7: Q C R x E — R? é C™.

Agora, defina J(u) := y(—u). Tem-se que ' (u) := —y/'(—u) e V' (u) := ¢ (—u).
Logo,

V' () + 20 (=9 () + uf (u)) = ' (v) +22°(—y(v) + v/ (v)

onde v = —u e a segunda igualdade segue da equacdo (2-12). Assim, segue que
Y(u) também satisfaz (2-12), donde a solugdo y é simétrica com respeito ao eixo
X1.

Além disso, a solu¢do possui as duas propriedades a seguir:

— y é sempre convexa. Com a condigdo inicial, a Equagio (2-12) nos dd ¢ (0) =
2b > 0, assim y”(u) > 0 Vu. De fato, suponha que exista uy > 0 tal que
v (1) = 0, entdo, pela Equagdo (2-12), —y(uo) + uoW (up) = 0, donde tem-se
que a linha tangente ao ponto (up, Y (up)) passa pela origem. Contudo, essa
linha também € solu¢do da Equacdo (2-12), pela parte b), mas isso contradiz
a unicidade das solucdes para equagdes diferenciais ordindrias. Logo y” nio
se anula. Por ser diferencidvel, é também continua, portanto, nao existe ug tal
que y”(u) < 0. Donde segue a propriedade.

Note que ¥ ser convexa garante a condi¢do de Lipschtz exigida pelo Teorema
(1.37) de Picard.

- O intervalo maximal onde a solugdo y estd definida é (w_,0;) =R. Se o

intervalo maximal for finito, a solug@o  satisfaz

Mglg+ \II - +0°’
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assim a curva solu¢do admite uma linha tangente que passa pela origem, o
que novamente contradiz a unicidade de solu¢des de uma equacgdo diferencial

ordindria.

Note que as superficies garantidas pelo teorema sido subconjuntos fechados do

espaco completo [E3, donde segue a completude das superficies. 0

A guisa de exemplo, a Figura (2.1) representa o hiperboloide de duas folhas
x% — Zx% — Zx% =1 cujo parametro é ¢ = 1, e a Figura (2.2) representa o cone x% = x% —|—x%

cujo parametro € ¢ = 1.

Figura 2.1: Hiperboloide de duas folhas x% — 2x% — Zx% =1

Fonte: Wolfram Mathematica®.

Teorema 2.4 Existe uma familia a um parametro de superficies completas em E3 com

curvatura extrinseca constante negativa.

Prova. Temos, pelo Lema (2.2) que K = ¢ se, e somente se, | satisfaz a equagdo

diferencial ordindria de segunda ordem (2-9). Dada a condic¢ao inicial

y(0)=b>0
V' (0)=0
para a equacao, pelo Teorema (1.37) de Picard, existe uma solucdo y que é simétrica com

respeito ao eixo xi.

Com tal condicdo inicial, temos da Equagdo (2-9)

(=1 —2b%) (W' (0) — 2a%b) = coa*be?”’

2
1/ 21, ¢ a*be??
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Figura 2.2: Cone x5 = x7 +x3.

Fonte: Wolfram Mathematica®.

note que a*> = 1 + (y/(0))? = 1.
Assim, tomando cg < 0 obtemos
cobe'Zb2

'(0) = 2b 0.
V() 11202~

0 que garante que numa vizinhanga de zero a derivada de y € positiva.
2 4b° 2
Afirmamos que sempre que 4cobe™ < —1, y € convexo. Para mostrar essa
afirmag@o, note que, se existir ug > 0 com " (up) = 0, entdo Yo := Y(ug) > y(0) = b;
assim, se Yy’ (ug) = 0, entdo, em uy > 0, Yo > b deve satisfazer a equagdo

242 (o — oy (o)) +4a>Wo(— W3 + oy (uo))? = coa*roe Vo)

240 — 2u0W (tt9) + 4o (W3 — 2oy (t0) + 13 (W' (10))2) = (1+ (W (1t9))?)coyoe> Vo)
20 — 2uy' (o) + 43 — 8yZuoy' (o) + 4woud (W' (uo))> = coyoe®¥i+4)+

o (W' (o)) yoe2 Vi +10)

& o(dud — coe2 Vi) (' ()2 — 2u(1 +4WR)W (o) +Wo (2 + 4y3 — coe2¥o10)) = 0

Tt 3

Logo, V' (ug) é raiz da fungdo quadratica
fx)=ax’>+bx+é

onde a@ = Yo (4u} — coez("’%ﬂg)), b= —2up(1+4y3) e é=wyo(2+4y3— coez("’%”tz))).

Com isso, podemos calcular as condigdes para que V' (ug) seja real. Temos que
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~ 2 2
A=b*—4ace portanto, fazendo A\ = coez("’0+“0), tem-se que

TN = (1+4y3)? — i (dud — coe?VoT0)) (2 + 4y — coe? Vi)
— w3 (14 8y2 + 16y}) — w3 (812 —2 A+ 16y — 4 A2 — 42 A+ \2)
= uf(L+4AV5) +WGAR2+4y5—N)

Para que uo(l +4A\y3) = 0, é suficiente que A3 = i, como A < 0 temos
que, se /\\|IO _Z’ entdo A < 0. Assim,

FN-

2 2
AVG = coyge? Vi) < —

1 1
= o< —3\—77)-
0 4 (W%eZ(\y%Jru%))

Como y(0) = b e yp > b, temos

1 1
J— < —
4b24b? 4‘I’% o2(W5+ug)

Entdo, para toda constante fixada ¢y < 0, podemos escolher b tal que

1

< 42

€ assim
2
4egb?e™” < —1

donde, nessas condigdes, ndo existe solugdo real Y’ (ug) sendo raiz de f(x), jdque A <0, 0
que € uma contradi¢do. Portanto, y € convexa quando 4c0192e4b2 < —1, pois Y é continua
e ndo assume valor nulo, consequentemente, ndo assume também valores negativos.
O intervalo maximal de definicdo de y € (®w_,®;) ou um intervalo aberto
limitado (®_,®. ) onde
lim y(u) = +oo

u— 4

Assim, tem-se uma familia de superficies completas com curvatura extrinseca

negativa de parametro b. 0

Corolario 2.5 Existe uma familia a um pardametro de superficies completas em 3 com

curvatura gaussiana K, < —& <0, onde € > 0 € constante.

Prova. Do Teorema (2.4) temos que existe uma familia de superficies com curvatura
extrinseca constante negativa Kg = co. Como a curvatura seccional Ky, de [E3 é negativa,

segue da Equacdo de Gauss
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que a curvatura gaussiana K, das superficies dados pelo Teorema (2.4) satisfaz
K, < —& <0, € > 0 constante. O

O Corolério (2.5) garante a existéncia de uma familia de superficies completas
imersas isometricamente em [E* munido de uma métrica conformemente flat com curva-
tura gaussiana negativa, isto garante que os Teoremas de Efimov (0.3) e Schlenker (0.4)

ndo sdo satisfeitos no espaco [s.



CAPITULO 3
SUPERFICIES HELICOIDAIS MINIMAS NO
ESPACO F,

Também como solucdo da Equacdo de Campo de Einstein

1
Rij— 5 Kgij = Tij,
2
onde R;; e K sdo o Tensor de Ricci e a curvatura escalar da métrica g;;, respectivamente,
Aratijo, Cui e Pina [3] definem o espaco conformemente flat F3 = (R3, (-, -) ¢)> como sendo
o Espaco Euclidiano tridimensional munido da métrica conformemente flat
. 1 —(x?+x3) 3
g =gij= @Sij’ onde @(x) = e Y172 x=(x1,x2,x3) € R’.
Neste espaco, os autores estudaram as superficies helicoidais minimas, conse-

guindo mostrar resultados muito interessantes utilizando o teorema analogo ao Teorema

(2.1) enunciado por

Teorema 3.1 Tome x : U — R3, com U C R? aberto, uma superficie parametrizada
regular. Considere x(U) como uma superficie em (R3,(-,-)) com a Métrica Euclidiana
e denote N a sua aplicacdo normal de Gauss, \;, H e K as suas curvaturas principais,
média e gaussiana, respectivamente. Analogamente, considere x(U) como uma superficie
em 3, com a métrica conforme a Métrica Euclidiana, com fator conforme ¢~ e tome
N a sua aplicagdo normal de Gauss, M, H e Kg as suas curvaturas principais, média e

extrinseca, respectivamente. Entdo

Ai = @QA; — (N, grad ¢),

H = @H — (N, grad ¢),
Kp = (sz—ZH(p(N,gmd )+ (N,grad (p>2,

onde @ denota a expressdo de ¢ em x(u,v), (u,v) € U.
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Prova. A demonstracdo do Teorema (3.1) segue de modo andlogo a demonstracdo do
Teorema (2.1). ]

Analogamente ao espaco K3, segue-se que [F3 é um espagco completo. De fato,

pelo Teorema (1.9), como g satisfaz

n
Ricg=T= Z fijdxidx;,
i=1

temos que g é uma métrica completa em R3, portanto, F3 é um espago completo.

3.1 Superficie helicoidal

Seja Y(u) = (u,0,M(u)),u € I uma curva de classe C* em R? definida em um
aberto I C R*. Aplicando uma translacido helicoidal em 7y, onde usualmente o grupo
helicoidal é um grupo de isometria definido por uma rotagdo combinado com uma

translacdo, obtemos a superficie helicoidal M? em R? dada por

cos(v) —sen(v) O u 0
X(u,v) = | sen(v) cos(v) 0 0 +h| O
0 0 1 A(u) v

= (u cos(v),u sen(v),Mu) + hv),

onde h € uma constante chamada passo. Note que, se h = 0, a superficie helicoidal se
torna uma superficie de rotagio e se h # 0 e A = constante, a superficie helicoidal passa a
ser um helicoide.

Como exemplo, a Figura (3.1) mostra a curva Y(u) = (u,0,u4?), onde tomamos
particularmente A(u) = u®> e I = (0,1).

A translacgdo helicoidal da curva 'y representada na Figura (3.1) com passo h = 1
esté representada na Figura (3.2), comu € (0,1) e v € (0,2m).

Seja o Espago Euclidiano (R?, (-,-)) munido da Métrica Euclidiana § = (-,-). A

partir da parametrizacdo da superficie helicoidal M2, temos

cos(v), sen(v), A (u))

= (co
X, :( u sen(v),u cos(v),h)
X = (0,0, (u))
Xu = (—sen(v),cos(v),0)
X,y =(—cos(v),—usen(v),0)

Assim, a aplicacdo normal de Gauss e os coeficientes da primeira e segunda
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Figura 3.1: Curva y(u) = (u,0,u?).

Fonte: Wolfram Mathematica®.

formas quadraticas de M? em (R3 ,0) sdo dados respectivamente por
1
N = a(h sen(v) —ul'(u) cos(v), —ul'(u) sen(v) — h cos(v), u)
onde o = [u?(1 + (N ())?) + h2z;

E=1+Nw)?  F=m'(u), G=u>+h*%

~ul(u) _h uPN (u
e = s f - _a, g — o

~—

Com isso, temos que a curvatura média de M? em (R, ) é expressa por

p = L U 2 )+ (2 ) G-1)
(0

[\S1{S8]

3.2 Superficies helicoidais minimas em [;

Por definicdo, uma superficie é dita minima quando sua curvatura média é
identicamente nula (ver Defini¢do 1.35). Assim, se considerarmos uma superficie minima
S no Espaco Euclidiano R? tal que H é sua curvatura média, temos, pelo Teorema (3.1),

1

que esta superficie em [F3 continuard sendo uma superficie minima' se, e somente se,

(N,grad @) = 0.

Istoé, H=H =0.
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Figura 3.2: Translagdo helicoidal da curva .

Fonte: Wolfram Mathematica®.

Como
(N,grad @) = (N,(—2x10,—2x20,0))
= _2(P <N7 (xl ?x270)>

Temos que a superficie minima no Espaco Euclidiano S é minima em [F3 se, e

somente se,
<N, (xl,x2,0)> =0.

Note que —2¢ nio se anula em nenhum ponto de R3.
Assim, tomando uma superficie helicoidal M em F3, como restringimos ¢ a M,
temos que se a superficie helicoidal M € minima no Espaco Euclidiano, M também sera

minima em [F'3 se, e somente se,

<N, (X],X2,0)> =0
< (N, (ucos(v),usen(v),0)) =0
& L(hsen(v) —ul (u) cos(v))u cos(v) + (—ul'(u) sen(v) — h cos(v))u sen(v)]
& (PN w) =0,

ou seja, quando A'(«) = 0, o que implica em A(u) = k constante. Isto é justamente o caso
dos helicoides.

Pela Equagao (3-1), temos que se uma superficie helicoidal M possui a condi¢ao
de A'(u) = 0, M é minima no Espago Euclidiano e portanto é minima em 3.

O Teorema (3.3) ird tratar mais especificamente destas superficies helicoidais
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chamadas helicoides®. Os helicoides sio formados por semirretas que partem do eixo x3
e interceptam a hélice

y(v) = (cos v,sen v,k + hv),

com k é constante. Elas sdo superficies minimas regulares completas no Espaco Eucli-
diano. Além dos helicoides, tem-se conhecimento de mais trés classes de superficies
minimas regulares completas no Espaco Euclidiano. Sdo elas: o plano, a catenoide e a
superficie Costa.

A Figura (3.3) mostra uma hélice comk=h=1ev € (—4m,4m).

Figura 3.3: Hélice y(v) = (cos v,sen v,1 +v).

Fonte: Wolfram Mathematica®.

Para os resultados desta secdo, serd necessario o Lema (3.2), a seguir. Este lema

caracteriza as superficies helicoidais em F3.

Lema 3.2 Tome M? a superficie helicoidal x : U — F3, com U C R? dada por
X(u,v) = (u cos(v),u sen(v),Mu) +hv),

onde h € R é uma constante e A : I — R é uma funcdo C=, com I C R*, um intervalo
aberto. Entdo, M* é uma superficie minima em F3 se, e somente se, a equagdo diferencial
ordindria

(u? + W) ul" (1) + (1 4+ (N (1))t () 4+ 202N (u)

s = 2uPA, (3-2)
2[u*(1+ (N (u))?) + %2

2Se A = 0, temos justamente a parametrizacio do helicoide dada em [6, p. 111].
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onde A =N (u)[u?(1+ (N (u))?) + hz] , € satisfeita.
Prova. Pelo Teorema (3.1), a curvatura média H de M? em F3 é dada por
H = ¢H — (N,grad ¢),

onde ¢ denota a expressdo de ¢ em x(u,v), H é a curvatura média e N é a aplicacdo normal
de Gauss de M? em (R?, (-,-)). Pela definicdo de I3, temos que grad @ = —2¢(x1,x2,0).
Assim,

grad @(x(u,v)) = —2u@(cos(v), sen(v),0).

Com isso, temos

(N,grad ¢) = 2”q’(h sen(v) cos(v) — ul(u) cos?(v) — ul'(u) sen?(v) — h sen(v) cos(v))
_ 2u27:;( o

Logo, x(u,v) é superficie minima se, e somente se,

H=0
2002
S (2 RN () + (1+ (M () 2PN () + 202N () — 42X () = 0
o (u2+h2)u7u”( )+ (1+(\ l(u))Z)uzx’gu)+2h2N(M) — ZMZA,
2> (1+(N (u)?))+h?)2

m\

onde A = X () [u?(1 + (N ())?) + 3]~ O
Utilizando o valor de A € possivel simplificar ainda mais a Equagdo Diferencial
Ordindria (3-2), contudo, pela importancia que A desempenhard no Teorema (3.4), ndo

simplificamos ainda mais esta equacao.

Teorema 3.3 Tome M> um helicoide cuja parametrizacio x : U — F3, com U C R?
aberto, é dada por

X(u,v) = (u cos v,u sen v,k+hv),
onde h # 0 e k sdo constantes. Entdo, M* é uma superficie minima completa em F3.

Prova. Temos que A(u) = k é solugdo trivial para a Equacdo Diferencial Ordindria (3-2),
portanto, pelo Lema (3.2), o helicoide M? é uma superficie minima em [F3. Como M2 é
fechada em F», que é uma variedade completa, temos que M2 é uma superficie minima

completa em [F3. 0

Fazendok=h=1,comu € (—10,10) e v € (0,21), temos a Figura (3.4).
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Figura 3.4: Helicoide x(u,v) = (u cos v,u sen v,1+v).

Fonte: Wolfram Mathematica®.

Teorema 3.4 Tome M? uma superficie helicoidal em F3 cuja parametrizacéo x : U — I3,
onde U C R? aberto, é dada por

x(u,v) = (u cos(v),u sen(v),AMu) + hv), (3-3)

onde A(u) é uma fungdo de classe C? h € R é uma constante. Entdo, para qualquer
K € (0,%.9(_%)) existe 8(K1) > 0 e um intervalo aberto Iy = (3 — 8,4 +38), tal que a

fungdo A é dada explicitamente por

1

Ky o2t +12)2

k(u):i/ 1€ -du+K,, Vucls,
ulu? — K1264u2]§

onde K> é uma constante.

Prova. Da Equagdo Diferencial Ordindria (3-2), temos que a expressao de A € dada por

Al V() ¥

eyt @

donde podemos calcular sua derivada, obtendo

oM () — oV ()

Aw) —

2

onde o = [u?(1 + (X ())?) + h2z.
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Da expressao de o temos também que

u "(u 2 u2/u ae
o () = (14 A (u)) )Oc+ A (u) N (u)

Com isso,

2A+uA’ =25 4+ 5 (o) — o'N)
_ e uall

o o2
_ 2N ud ulu(1+(N)2)F2 V0|
- 3

o o
i 27»/(12+u()£2>\."77u/u2(1+(7u/)2)7(7\/)2u37\.//
- 3

o3
Ul (02— (M) =N (14 (V)2) 421 o2
- 3

) i
uN (PR 2N w202 (V32N RN =i (N3
)

(

_ ul! (> +h? +27\.'(u(2x+u2 (M)2+12)-Nu?(1+(V)?)
(
(

o3
_uN (PR 2N RPN (14+(V)?)
= =

= 442A,

pelo Lema (3.2), j4 que M? é uma superficie minima em 3.

Dai,
A+4A" =2uPA
& A=2402u-1).
Logo,
A 2
— =d4u—". 3-4
i (3-4)

Integrando a Equacdo (3-4) com respeito a u, obtemos

In|A| = 2u* —Inu? + K

A = Kie2 gy = Ko >0
% _ K]ZeZ(Zuz—lnuz)

(;:/)2 _ a2K12€2(2u2—1nu2)

(V)2 (1 _K12u262(2u271nu2)> _ K12€2(2u271nu2)(u2 ).

t o0

onde Ky é uma constante de integracao.
A . 2 1n.2
Para mostrar a existéncia de 8(K;) > 0, note que 1 — K12u262(2u In.?) > 0 se,
e somente se, K; < eﬁ Do processo de integracdo, temos que para qualquer K; > 0, é
possivel escolher uma constante Ky tal que ko = K,

Agora, defina a fungdo f := 62% Note que f é continua em toda a reta. Sua
derivada, dada por
1 —4u?
flu) =

62”2 ’
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se anula em u = i%. Assim, f assume seu maximo em u = %, ja que f(—%) < f(%),
| 1 .
e € dado por f(3) = te 2. Portanto, se K; € <O,%e‘§> existe 8 = 8(K;) > O tal que
Ki < f(u), Yuely= (%—8,%4—5).
Com isso, temos que para todo u € [y
W ’ K1262(2L¢27]nu2)(u2+h2)
( (u)) - 1_K2u262(2u2—1nu2)
Kle4u (u2+h2)
u4(lfK12uize4”2)
KM (124
o uz(uz—Klzuze“”z)

Integrando com respeito a u, temos a solugdo geral para A(u) dada por

2wt 2 2\
k(u):i/Kle ChLok

. du+ K>,
u(u? — Kiet)?

onde K; é uma constante de integracdo, provando, assim, o teorema. O

O préximo teorema mostra que a reciproca do Teorema (3.4) € vélida.

Teorema 3.5 Tome h e K, constantes arbitrdrias. Entdo, para qualquer K| € (O, %e_%>
existe 8 = 8(K1) > 0 e um intervalo aberto Is = (5 — 8,% +8) tal que a fungdo

1

K]e,2u2(u2+h2)j
7\’]’171{2 :/ 24\ 1
u(u? — Kietn')z

du+ K>

estd bem definida em Iy. Mais ainda, apds aplicar uma translagcdo helicoidal sobre
a curva Y(u) = (1,0, k, (1)), u € Iy, uma superficie helicoidal dada por (3-3) com

U =I5 x R C R? é obtida. Em particular, essa superficie é minima em F5.

1 . L
Prova. Para qualquer K; € (O, %e_7> existe um niimero Ky tal que K| = ¢X0. Como a
: R
fungdo f := -5 é continua e assume seu maximo em f(3)=1%e 2, existe § = 3(K;) >0
e u
tal que K; < f(u), Yu€ely:= (% -9, % —l—8). Portanto,

2
uz—Klze4” >0, Vué€l;,

e a funcao
1

K12 (12 + h2)2
}\’h,Kz :/ ! ( 5 )1 du+K2 (3-5)
u(u? — Kietn')z

estd bem definida em .
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Pelo Teorema (3.3), temos que a Fungdo (3-5) € solugado de (3-4), logo, aplicando
uma translacdo helicoidal sobre a curva Y(u) = (u,0, A k, (1)), u € Is, temos uma superfi-
cie helicoidal de deslocamento 4 dado por (3-5), onde U =I5 x R C R2. Pelo Lema (3.2),

temos que essa superficie helicoidal € uma superficie minima em F3. 0



CONCLUSAO

A Geometria Riemanniana vem sendo estudada e desenvolvida ao longo do
tempo. Gauss, Riemann, Hilbert e inlimeros outros matematicos deram contribui¢cdes de
suma importancia para a teoria; definindo objetos que até hoje sdo estudados; mostrando
resultados que foram e ainda sdo fundamenteis para o estudo. No caso de superficies
de dimensdo 2 em R? e mais geralmente em hipersuperficies, um destes conceitos é o
de curvatura extrinseca que vem sendo estudado largamente nos espagos conformemente
flat.

As superficies de dimensdo 2 em R? recebem o nome de Superficies Abstratas
em [6]. Os resultados a cerca destas superficies foram fundamentais para a realizacdo
deste trabalho, onde fizemos uso de conceitos importantes como primeira e segunda
formas fundamentais, e, de curvaturas, como curvatura gaussiana, curvatura extrinseca
e curvatura média.

No espago conformalmente flat [£3, vimos a existéncia de superficies de rotagdo
com curvatura extrinseca constante negativa. Como o espago [E3 possui curvatura sec-
cional também negativa, mostramos, utilizando a equagao de Gauss, que em tal espaco
existem superficies completas (de rotacdo) com curvatura gaussiana limitada por uma
constante negativa. Este fato se mostra de grande importancia, pois garante a nao vali-
dade de teoremas importantes no espaco [E3, como é o caso dos teoremas de Efimov e de
Schlenker, que sdo generalizacdes do famoso Teorema de Hilbert.

No espaco conformemente flat '3, mostramos resultados importantes a cerca
das superficies helicoidais minimas, ou seja, as superficies helicoidais que possuem
curvatura média identicamente nula. Neste sentido, tais superficies foram caracterizadas
e, além do mais, expressamos explicitamente a fungdo A que fornece garantias de que uma
superficie helicoidal € minima. Notamos também, que somente os helicoides, ou seja, as
superficies helicoidais cuja fungdo A é constante, sdo as superficies helicoidais minimas
simultaneamente em R3 e 5.

Naturalmente, os estudo a cerca dos espagos conformemente flat e, especifica-
mente, sobre os espacos [E3 e [F3 continuam. Podemos citar, por exemplo, o trabalho On
Helicoidal Surfaces in a Conformally Flat 3-Space [12] que explicita parametrizacdes de

superficies helicoidais no espaco conformemente flat IE*Z?p
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