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Resumo
Nesta dissertagao estudamos transformacoes lineares, autovalores e autovetores com
o intuito de resolvermos um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias lineares com

coeficientes constantes.

Palavras-chave
Matriz, transformacao linear, produto interno, diagonalizacao, autovalor, autovetor,

vetor, sistema de equagoes.



Abstract
In this thesis we study linear transformations, eigenvalues and eigenvectors with the
objective of solve a system of linear ordinary differential equations with constant coef-

ficients.

Keywords
Matrix, linear transformations, internal product, diagonalization, eigenvalues, ei-

genvectors, vector, system of equations.
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Introducao

Uma da grandes surpresas da Matemaética é a capacidade que ela possui de encontrar
mais de um caminho para a solu¢ao de um problema. As vezes estes caminhos sao até
inesperados. Sem duvida a Matematica é uma das disciplinas que mais demonstram
o carater criativo do ser humano. Este é exatamente o caso que vamos tratar aqui.
O problema, que colocaremos em apreco, é o de um sistema massa-mola simples que
vamos resolver via Algebra Linear.

A primeira secao define de forma classica um espaco vetorial bem como o subespaco
vetorial. Ainda aqui é abordada as combinacoes lineares, a dependéncia e a indepen-
déncia linear, que sera util ao longo de todo este trabalho. A base de um espago vetorial

e como fazer uma mudanca de base de um vetor sao apresentadas aqui também.

Na segunda secao introduziremos as transformagoes lineares, a matriz associada a
uma transformacao linear bem como a composicao de tais transformacoes. A defini¢ao
de transformacao linear injetora sera feita aqui e retomada no inicio da quarta secao.
A mudancga de base de uma matriz é aqui também inserida e generalizada e propicia-

mente neste momento é apresentada a definicao de duas matrizes semelhantes.

Na terceira secao falaremos sobre o produto interno de um espacgo vetorial. Defini-
¢oes como norma de um vetor, vetores ortogonais e vetores ortonormais sao utilizados.
Com uma breve introducao da projecao de um vetor sobre outro chegamos ao processo
de ortogonalizagao de Gram-Schmidt e ainda ao complemento ortogonal de um subes-
paco. Introduzimos também o teorema da representacao de Riesz para em seguida

estudarmos o operador adjunto e consequentemente o operador auto-adjunto.

A quarta se¢ao comega estudando os autovalores, através dos polinémios caracte-
risticos, e autovetores associados. O teorema espectral é enunciado dando énfase para
o caso bidimensional e, por tultimo, a diagonalizacao de uma matriz que utilizaremos

em varios problemas.

Na ultima segao faremos algumas aplicagoes aos sistemas de equagoes lineares com
coeficientes constantes de primeira ordem, esgotando todas as possibilidades para um
sistema 2 x 2. Finalmente resolveremos o problema massa-mola proposto, utilizando

o fato de que toda equacao diferencial linear com coeficientes constantes, pode ser

10



transformada num sistema de equagOes lineares de primeira ordem com coeficientes

constantes.

"Que nenhum desconhecedor da geometria entre aqui."(Inscrigdo no frontspicio da
Academia de Platao).
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1 Espacos Vetoriais

Na intencao de descrever com rigor os objetos e fendmenos da natureza, podemos
descrever alguns deles através de um ntimero simples, um escalar, enquanto outros com

maior complexidade deverao ser descritos por meio de vetores®.

1.1 Espacgo vetorial

Definigao 1.1.1. Um conjunto V néao vazio de objetos (vetores) é chamado Espago
Vetorial Real se estiverem definidas uma soma u+v (u e v € V) e uma multiplicag¢ao
por escalar kv (k escalar) que satisfazem, quaisquer que sejam u, v ew € Vek ec

escalares® em R, os aziomas abaizo:

i.u+v=v+u (comutativa).

ii. (u+v)+w=u+(v+w) (associativa).

ili. 0+u=u+0 (vetor nulo ou zero.)

ivi u+ (—u) = (—u) +u=0 (inverso aditivo ou simétrico de u.)
v. k.(u+v)=ku+kuv

vi. (k+c)u=ku+cu

vii. k.(c.u) = (k.c).u

viii. Lu=u

Exemplo 1.1.1. R"™ é um espago vetorial pois dados os vetores u = (x1,xa, ..., Ty),v =
(Y1, Y2, -+, Yn) € W= (21,22,...,2n), (U, vew €R") e ainda k e c € R, temos:
bou+v=(T1,%2 .. Ty) + (Y1, Y2,y Yn) = (@1 + Y1, T2+ Yo, s Ty +Yn) = (y1 +
T1, Y2+ Toy oo Yn + Tp) =0+ .

ii. (u+v)+w = (y14+x1, Y2+ T2, o, Yn+2n) + (21,22, - -, 20) = (1 4+ Y1+ 21, Ta+ Y2 +
20y T+ Yn + 2) = (X1, 22, T0) F (1 + 21,02 + 22, Yn + 2) = U+ (V4 w).

Loutros mais complexos ainda serdo descritos por tensores. N&o é nosso objetivo aqui trabalhar

com os tais objetos.

2Se os escalares estiverem em C entdo teremos um Espaco Vetorial Complexo.
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iti. tomando 0 = (0,0,...,0) com n zeros, temos por i: u+0=0+u = (x; + 0,22 +

0,...,2, +0) = (21, 22,...,2,).

iv. fazendo —u = (—x1, —xa, ..., —xy), entdo: u+(—u) = (—u)+u = (x1,T2,...,2,)+
(—x1,—22,...,—x,) = (0,0,...,0)
—_—

n—zeros

v. k. (u4v) = k(z14y1, Taty2, - Tntyn) = (k(z14+11), k(22 ty2), .. k(Tp+yn) =
(k.xy + kyp, kas + kys, ... ko, + kyy,) =

(k.xy, kxg, ... kay) + (K, kyay o kyyn) = k(xq,20, ... ) +

+k(Y1,Y2, -, Yn) = ku+ ko

vi. fagamos no item anterior k =cy +co e u+v = w.

Assim: (¢1 + co)w = k.(u+v) <= ku+ kv =cu+ cu+ v+ cv =c(u+v)+
c(u+v) = qw + cow.

vii. k.(cu) = k.(c.(z1,22,...,2,)) = k.(c.x1,c.29,...,C2,) =

(k.cxq, k.cxa, ... k.cxy) = (ko). (1,29, ...,2,) = (k.c).u.

vidt. 1.u = w € obvio por vii.

Exemplo 1.1.2. Claramente R? e R3 sao espagos vetoriais.

1.2 Subespaco vetorial

Definicao 1.2.1. Um subconjunto W de um espago vetorial V é chamado de subespago
de V se W € um espacgo vetorial com os mesmos escalares, a mesma adi¢cao e a mesma

multiplicagao por escalar em V.

Observe que todas as propriedades do espago vetorial V sao herdados por W, entao
para que W seja também um espago vetorial, toda combinagao linear de elementos em

W devem pertencer a W, isto €, ki.a+kob € W,V aebe Weky eksy escalares.

Exemplo 1.2.1. O conjunto W das matrizes simétricas n xn € um subespaco de M,y
(conjunto das matrizes n X n).

Obviamente W € nao vazio. Entdo dadas as matrizes A e B, temos AT = A e BT = B.
Assim:

(k1. A + ko.B)T = (k. A)T + (ky.B)T = k1. AT + ky.BT = k1. A + ko.B, quaisquer que
sejam os escalares ki e k.

Assim provamos que toda combinacao linear de matrizes em W estda em W e portanto

W é um subespaco.
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Exemplo 1.2.2. Seja D o conjunto-solugdo de todas as fungoes que satisfazem a equa-
cao diferencial
ff+f=0
Entao D € um subespago pois
(kif +k2g)" + (k1 f +kag) = (ki f" + ka.g") + (f + 9)
= (kif" +ki.f) + (kaug”" + k2.9)
= ki.(f"+ ) +k2(¢" +9)
= k1.0+ k2.0
= 040
= 0, VEk ek, € R.

E assim D é um subespaco de S (Espaco Vetorial de todas as fungoes diferencidveis a

valores reais em R).

1.3 Base de um Espaco Vetorial

Definigao 1.3.1. Se S = {vy,vs....,0,} € um conjunto nao-vazio de vetores, a equa-
cao vetorial
k’l.Ul + k‘Q.UQ + -4 k,’n.Un =0

serd linearmente independente se ela admitir uma unica solug¢ao a saber
ky=0ky=0 ... k, =0
Se houver outras solucoes entao S € linearmente dependente.

Exemplo 1.3.1. Os vetores v; = (1,2, —1),v9 = (0,—3,1) e v3 = (—=2,1,0) sao LI
(linearmente independentes) pois ky.vy + ko.vg + kpv, = 0 = ky = ky = k3 = 0.
Alternativamente pode-se verificar que v1,v9 € v3 sao LI observando que o determinante
da matriz, cujas colunas sao os vetores vi,vy e v3 € diferente de zero.

Exemplo 1.3.2. Os vetores v1 = (1,2,1),v9 = (2,9,0) e v3 = (3,6,3) sdo LD (linear-

mente dependentes) jd que:

1 0 3

14



Definicao 1.3.2. Um conjunto 8 C V gera o espago V se para todo v € W C 'V,

existirem vy, Vs, ..., U, € B e escalares aq,as, . .., a, tais que:

V=a1.v1 + as.v9 + -+ a,.v,

Definicao 1.3.3. Um conjunto  C V € uma base de V se:
e 3 gera V.
e [ ¢ linearmente independente.

Proposicao 1.3.1. Em todo espago vetorial V finito de base f = {vy, v, . ..

..., Up} um vetor v € V € escrito de maneira unica como combinagao linear dos vetores
de 5.

Demonstracao 1.3.1. Suponhamos

V=a1.01 + a2.V9 + -+ - 4+ ap. Uy

v="by.v; +by.va+---+b,.v,

Logo,
(a1 — bl).vl + (CLQ — bg).’Ug <o (an - bn)vn =0
€ ap = bl,CLQ = bg,...,an :bn
Assim (ay,aq, . ..,a,) € a coordenada de v em relagao a base 3.

Exemplo 1.3.3. O conjunto B = {v,ve,v3} em que v; = (1,2,1), va = (2,9,0) e
vy = (3,3,4) € uma base de R® pois todo vetor em R® é da forma b = (by, b, b3) € 0s

vetores v1, Vs, € v3 sao LI

1.4 Mudancga de Base de um Vetor

Definigao 1.4.1. Seja o = {aq,as,...,a,} e B = {by,ba,...,b,} duas bases ordenadas

de um mesmo espaco vetorial V. Um vetor v pode ser escrito como:

V= 21.01+ T2.G2+ -+ Tp.Qn OU
(A)

V= yl.b1+ yg.b2+ s+ ynbn

15



ial
X2
A coordenada de v em relagao a base a é: [v], =
Tn
Y1
L ., Y2
e em relagdo a base B é: [v]g =
L Yn |
Podemos escrever {by,by,...,b,} em funcao de {ay,as,...,a,} pois aquele é base de
V:
)
bl = C11.01+ C21.Q9+ -+ Cpi.Gp
by = cip.art cpaat ot Cpaeay
(p)
bn: Cin-01F Cop-G2+ -+t Cpp-Qy

\
Voltando com estes valores em X\, obtemos:

V= yl'bl + yg.bg + -t ynbn
= yl.(cn.al + Co1.Q9 4+ 4+ cnl.an) + yg.(Clg.CLl + C292.09 4+ -+ Cng.an> +

w4 Y (Clp01 F Conea F - F CpneGy)
= (y1.c11 + Ya.C12 + -+ + Yp-C1n).a1 + (Y1.C21 + Y2.Coo + - - + Yn-Con).G2 + . ..

+ (yl-cnl + Y2.Cp2 + -+ yn-cnn)-an
Mas como temos v = x1.a1 + x3.a9 + - -+ + x,.a, € sendo as coordenadas em uma base

unicas:

(

T1 = Yi.cuut Ya.Ci2t+ o+ YnCip

To = Y1.Ca1+ Y2.Coot+ -+ Yn.Cop

Tp = Y1:Cn1t+ Y2.Cpot -+ Yn-Cun

\

16



Matricialmente:

T C11 Ci2 ... Cip n
T2 Co1 C22 ... Cop Y2
:ﬂn_ _Cnl Cp2 ... Cnn_ _yn_
C11 Ci2 ... Cin
3 Co1 Coo ... Con, . )
Fazendo: [P], = (Esta é a matriz de mudancga da

base 3 para base «.)

Ch1 Cp2 ... Cnn

E assim: [v]o = [P)2.[v]5.
Proposigao 1.4.1. A matriz de mudanca de base é invertivel.

Demonstragao 1.4.1. A nica solugio de [P).X = 0, em qualquer base ¢ o vetor
identicamente nulo dai, [P]? #0. W

Seque-se imediatamente que:

([P5)~" € a matriz de mudanga da base o para base f,isto é, ([P5)~" = [P]§. Final-

« e}

mente temos que
[vls = ([P]3)-[v]a

Exemplo 1.4.1. Quais sio as coordenadas de v = (3,2,1) em relagio a base B =
{(1,1,0),(1,0,1),(0,0,1)}?

Tomando o como a base candnica, temos

110
PP=11 0 0
01 1
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Entao

[P

N —N | —
| —

a
B
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2 Transformacoes Lineares e Matriz Associada

Y1 = T+ 2w
Observe o sistema: )

Yo = —3xg
Y1 I 2 I
Ele pode ser escrito na forma Y = A. X em que Y = A= e X =
Y2 0 -3 T2
-1
Entao se X = , teremos: y; = —-14+22=3ey, = —-3.2=—6
2
3 1 2 —1 U
ou = ) . Fica claro assim que o vetor Y = , foi obtido do
—6 0 -3 2 Y2
I 1 2
vetor X = através da matriz A = . Em outras palavras houve uma
i) 0 -3

transformacao do vetor X no vetor Y através da matriz A. Isto noés leva a uma defi-

nicao:

2.1 Transformacao linear

Definicao 2.1.1. Uma tranformacao linear de um espago vetorial V para um espago
vetorial W é uma aplicacao T:V — W tal que para todo uw e v € V e para todos os
escalares ¢ € R, temos que

1. T(u+wv)=T(u)+T(v)

2. T(cv) =cT(v)

Mais especificamente uma transformacao T:R™ — R™ € chamada de transformacao
linear se:

1. T(u+v)=T(u)+T(v) para todo v e v em R"

2. T(cw) = cT'(v) para todo v em R"™ e todos os escalares c.

19



T

x
Exemplo 2.1.1. T:R? — R3 definida por T = |z +y| € uma transformagao
Yy
r—y
linear. Verifiquemos:
x1
T T2 T
Tomemos u = ev = , entao: T(u) =T = |z +uy | eT(w) =
Y1 Y2 Y1
— U
T2
X2
T = |T2+ Y2
Y2
— Y2
1+ To Ty T2
T1 + X9
T(u+v)=T = o+ zaty+w| = |oit+u| t oty =TW+
Y1+ Y2
T1+T2—Y1— Y2 1 — % T2 — Y2
T(v)
C.T1 I
C.T1
T(CU) =T = |lcx1+cy | = C. |z + mn| = CT(U)
C.Y1
c.T1 — C.Y1 X1 — 4

Exemplo 2.1.2. Seja p = p(z) = ag + a12 + asx?® + - - - + a,z™ um polinémio em P e a
fungao T:P, — P4, definida por T(p) = T(p(z)) = z.p(x) = apr+ayz*+- - -+a,z" .
Entao T ¢ uma transformacao linear.

Com efeito, temos que

T(p1+p2) = T(p1(x) + Pa(x)) = 2(p1(2) + p2(2)) = ap1 + ap2 = T(p1) + T(p2). €
T(k.p) =T(kp(x)) = x.(k-p(x)) = k.(z.p(x)) = k£.T(p(z)) = k.T(p)

Teorema 2.1.1. Sendo T:R™ — R™ uma transformacao linear, entao T é uma tras-
formagao por meio de uma matriz, isto €, T = Ty, e A € uma matriz m x n tal
que

A=[T(e1);T(e2);...;T(en)].
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Demonstragao 2.1.1. Sejam ey, eq, ..., e, 0s vetores da base candnica de R™ e v um
vetor de R™. Podemos escrever:

v = viey + Voey + -+ + Upe, (€M que vy, Vs, ..., Uy, SGO as coordenadas de v). Mas,
T(e1),T(ea),...,T(e,) sao vetores coluna em R™, entao:

T(v) =T(vie; + vaeg + -+ - + vyey)

T(v) =viT(e1) +voT(e2) + -+ + v, T(ey)

T() = [T(er): T(ea): .. ten)]. |
Logo -
T(v) = Av

E claro que T(v) = Av é uma transformagao linear pois:
Tu+v)=Alu+v)=Au+Av=T(u) +T(v) e
T(kw) = A(kwv) = k.(Av) = kT (v).

Exemplo 2.1.3. A matriz canénica da transformacao linear T:R?> — R2?, dada por

1 1
1 -1

2.2 Niucleo de uma transformacao linear

Definigao 2.2.1. Seja T : V. — W wuma transformacao linear. O micleo de T,
denotado por ker(T), € o conjunto de todos os vetores de V que sao levados por T em
0 de W, isto é:

ker(T)={v € V:T(v) =0}

Exemplo 2.2.1. O nicleo do operador em R? dado por

T(l‘,y,Z) = (3x,x—y—|—z,y—2x)

z;l\ f—j\\
3 =r—y—z=y—2x=0
b



3r=0=2=0
de a = c, obtemos 3x =y —2x =y =10
finalmente de b = 0temos,x —y+2=0=—= 2= 0

Portanto ker(T) = {0,0,0}

Definigao 2.2.2. T : V. — W € injetora se. para todo u e v € V entiao u # v implica
que T'(u) # T(v).

Definicao 2.2.3. T': V. — W ¢€ sobrejetora se, para todo w € W, existe pelo menos

um v em V tal que w =T (v).

Teorema 2.2.1. Uma transformacao linear T : V. — W € injetiva se e somente se

ker(T) = 0.

Demonstracao 2.2.1. Vamos assumir que T € injetiva. Se v estd no nicleo de T,
temos T'(v) = 0. Mas T(0) = 0 provando T'(v) = T(0). Sendo T injetiva entdo v=0.
Assim o vetor nulo € o unico vetor no nicleo de T.

Assumamos agora que ker(T) = 0 e dados vetores v e u em V tais que T'(v) = T'(u).
Entao T'(v) — T(u) = 0 e T(v —u) = 0. Assim v — u estd no nicleo de T e como
ker(T) = 0, devemos ter v —u = 0. Dai v=u, demonstrando dessa forma que T é

mjetiva.

2.3 Composicao, Mudanca de Base e Semelhanca de Matrizes

Teorema 2.3.1. A composta de transformacoes lineares T : U — V e S:V — W

¢ uma transformagao linear SoT : U — W.

Demonstracao 2.3.1. Sejam v e w € U e k um escalar. Entao:

SoT(v+w)=S(Tw+w))=S(Tw)+T(w)) =S(T))+ S(T(w)) =
(SoT)(v)+ (SoT)(w)
(SoT)(kw)=S(T(kw))=SkTw)=kS(Tw))=Fk(SoT)).



Teorema 2.3.2. Sejam T : R™ — R, S : R" — RP transformagoes lineares e

ainda T o S : R™ — RP. Entao suas matrizes canonicas satifazem
Demonstracao 2.3.2. Sejam:

[S] = Apixcn € [T] = Buxp € v um vetor em R™ entao:

(SoT)(v)=5(Tv)) =S(B.v) =ABuw

I
Exemplo 2.3.1. Considere a transformacao T : R? — R3 dada por T =
T2
T Y1 2y,
r, + 3y | € atransformagio S : R* — R* dada por S yo| = | ya+ys |- Encon-
1 — T2 Ys 3y2 — 2y3
tre (SoT).

Podemos ver que:

Usando o teorema:

Assim:
2 0
T1
(SoT) =12 0
4
15
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Teorema 2.3.3. Supondo T =V — W, V n-dimensional e W m-dimensional com

bases [ e 7y, respectivamente e que R([v]g) = (v), define um isomorfismo R : R* — V'

e também S : R™ — W € outro isomorfismo em que S(w) = (w). Entao:

sendo

2.4 Grafico da mudanca de base de uma transformacao linear

Observe a ilustragao:

(v) V T oT(v) W
[v]g R” e g o[T(v)l, R™

Demonstragao 2.4.1. Sabemos que:

[Tw]g = [T].(v)s
das:
[S].[T'(v)]y = [T1.[R].[v]g
[Tv], = [S]71[T).[R].[v]s
Finalmente:
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[T}y = Alv]s
A € a matriz de T em relacdo as bases [ e 7.

Exemplo 2.4.1. Seja T:R® — R? tal que T(z,y,2) = 2z +y — 2,3z — 2y + 42),
procuremos a Transformagao associada as bases B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0))} e

v={(1,3),(1,4)}.

A=)

A= [T
- -1 111
11 2 1 -1

A= {110
3 4 3 —2 4
- 100
- 111

A—
-1 -8 -3

Exemplo 2.4.2. Dada a base a = {(1,—2),(—1,3)}, determinar a matriz, na base c,
do operador linear F : R? — R?, F(x,y) = (22 — y,z + y).
A= [T]§ =Ta = o] 1[T].[a]

1 -2 2 -1 1 -1
A= ) )
-1 3 1 1 -1 3
3 1 2 —1 1 -1
A= . )
2 1 1 1 -1 3
11 —13
A—
7 -8
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Exemplo 2.4.3. Seja T : R? — R? a transformacdo linear representada pela matriz

2 2 4

Encontre T em relagao a base 5= {(1,—1,0),(1,0,—1),(1,1,1)}.

Temos:
1 1 1
Bt=1-1 0 1
0 -1 1
Entao:
) L1 -1 1 2 1
% 13 32
5] 0 I
0 -1 1 S
3 3 3
Logo
! 2 1 4 2 2 1 1 1
3 3 3
T=@Al " = |5 L 2l aal |1 0
S Sk
- i 2 2 4 0 -1 1
3 3 3
2 00
[Tls=10 2 0
0 0 8
Teorema 2.4.1. Sejam o = {ay,a9,...,a,} € 8 = {by,ba,...,b,} duas bases para o

espaco vetorial V. Seja T : V. — V' um operador linear. Entdo existe uma unica

matriz invertivel P tal que:
T;=PT,P'eT,=P "' TsP

As colunas de P sao dadas pelas coordenadas dos vetores da base o com rela¢ao a base

B, ou seja,

P =[vilg, [va]g, - - [va]]-
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Demonstracao 2.4.2.
[v]a = P~ [v]g,

[Tv], = P~1.[Tv]s
Para todo vetor v € V. Adicionalmente temos:

[Tv]o = [T]a-[V]a-

Logo,

Assim,

Por outro lado temos que
Logo

Provando que

P é a matriz de mudanca da base o para base 3. Entdao P~! ¢ a matriz de mudanca
da base 3 para base «.
Observe que o exemplo 3.1.4 utilizou especificamente a relagao acima.

A relagao acima nos remete a seguinte definicao.

2.5 Matrizes semelhantes

Definigao 2.5.1. Sejam A e B matrizes n x n. Dizemos que a matriz A é semelhante

a matriz B se existir uma matriz n x n invertivel P tal que P~1.A.P = B.

Observe que se B = P~Y A.P, entao A = P.B.P~! ou ainda A.P = P.B.

1 2 1 0
Exemplo 2.5.1. Seja A = eB=

0 -1 -2 -1
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Entao A ~ B (A semelhante a B), pois:

Teorema 2.5.1. Sejam A e B matrizesn xn com A ~ B, entdo detA = detB.

Demonstragao 2.5.1.
detA = det(P.B.P™)

detA = detP.det B.det P~1
detA = detP.detB.

detP
detA = detB

Observe que o fato do determinante de duas matrizes semelhantes serem iguais €
necessdrio mas, nao € suficiente. Assim este argumento € utilizado quando queremos

mostrar que duas matrizes n X n nao sao semelhantes.

3 1 -1 4

Exemplo 2.5.2. A = eB = , nao sao semelhantes pois detA = —6
0 —2 -1 3

edetB =1.
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3 Produto Interno Euclidiano e a Adjunta de uma

Transformacao Linear

3.1 Produto interno euclidiano

Definicao 3.1.1. Chamamos de produto interno euclidiano em R"™ uma func¢ao que

associa um nuamero real <u,v> a cada par de vetores em R™. Seu cdlculo € dado por:
< U,V >= UV = U.V] + U. Vg + *++ + Up.VUp,

com u = (Uy,Us, ..., Up) €V = (V1,Va,...,0,)

Definigao 3.1.2. A norma ou comprimento de um vetor u = (uy, Us, ..., u,) em R"
¢ dada por ||ul| = Vuy + ug + -+ + u,

U
Obs.: Dado u € R™; u # 0 seque que v = W € unitario.
U
3.2 Vetores ortogonais
Definigao 3.2.1. Um conjunto de vetores A = {vy,vs,...,0v,} em R™ é um conjunto

ortogonal se:
<’Uiavj> = 07 { 7éj

Além disso se A € ortogonal entdo todos estes vetores sao L.

Demonstracao 3.2.1. E ¢bvio pela definicio de produto interno euclidiano que se
dois vetores sao ortogonais entio 6 = g e dai ||u||.||v||.cosg =0 e (v.v;) =0.
Por outro lado sabendo que {vi,va,...,v,} € um conjunto ortogonal, entao devemos

provar que este conjunto € LI. De fato temos que

a1.v1 + ag.vg + - -+ a,.v, =050, € R
mmplica que
(a1.v1 + ag.ve + -+ - + a4V, v;) = ;. (v, v;) =a; =0;Vi=1,2,....n

Logo {vq,v,...,v,} é LL
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E lo 3.2.1. Os vet (101 (0,1,0) L
xemplo 5.2.1. Us vetores vy = | —=,0,—= ], va = (0, 1,0) e v3 = Iy ’
V2 V2 2

sao ortogonais entre si. Assim eles sao LI.

Observe que os vetores do exzemplo acima geram R3

3.3 Vetores ortonormais

Definigao 3.3.1. vy, vs,...,v, € um conjunto ortonormal se:
1, se i=3
V; V5 =
0, se 1#£]

Os vetores do exemplo 3.0.11 que geram R3, formam uma base ortonormal.

A projecao do vetor v sobre o vetor u é dada por:

: v
w = proj,(v) = Hv||2v
v
w u
Basta lembrar que
u.v = |[ul].||v]|.cosf == cosd = _wv
[ ] []ul]
- AN u
w = ||u]|.@ (w = i versor den )
u
llw|| = ||v]|.cosb

Observe também que um vetor perpendicular a u (ou w) é dado, neste caso, por v — w.

Teorema 3.3.1. (Processo de Ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt) Todo espago vetorial

com produto interno possui uma base ortonormal.
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Demonstracao 3.3.1. Seja o = {x1,29,...,2,} uma base para um espago vetorial
V', vamos construir uma base ortogonal B = {vy,ve,...,v,} a partir de a utilizando o
Processo de Ortogonalizagao de Gram-Schmidt.

Tomemos vy = x1. Agora vamos supor por inducdo que vy,Vs, ..., U, Sejam vetores
ortogonais e formem uma base ortogonal {vy,vs, ..., v} para o subespago gerado pelos
vetores x1, %o, ..., xx em que 1 < k < m. Construamos o vetor v, 1 através da proje¢ao

ortogonal do vetor x,,.1 sobre o subespaco gerado pelos vetores vy, va, ..., V!

Assim:
m
_ (Tms1-0i)
Um+1 = Tm+1 — E W%
i=1 '
Entao x,,.1 # 0, se nao ele estaria no subespago gerado por xy,xTo, ..., Ty € portanto

seria uma combinac¢ao linear dos mesmos. Além disso, para todo 1 < k < m:
m

xXr U;
(o110 = (ot = 3 S )
(A

i=1

2 TP
= <xm+1 vz>
= il
i 1-Vk
(s e — (e e, o) = 0
Logo, {vi,ve,...,Umy1} € um conjunto de m+1 vetores ortogonais que geram o
subespaco formado por xy,xs, ..., Tyy1 de dimensao m+ 1. Logo é uma base para este

espaco. Se quisermos uma base ortonormal basta tao somente agora normalizar cada

vetor da nova base encontrada.

3.4 Complemento ortogonal

Definicao 3.4.1. Seja V um espaco vetorial com produto interno e W C V um subes-

paco de V. O complemento ortogonal de W é o subespago

Wh={weV:{(wv)=0, VveV}
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Exemplo 3.4.1. Seja S = {u = (z,y,0) € R3|z,y € R}, temos entio:
St ={v=(x,y,2) € R¥{v,u) =0},VuesS

dai
(v,u) = ((z,y, 2).(x,y,0)) =24y =0=2=y=0

Logo
S+ ={(0,0,2) € R}z € R}

Proposicao 3.4.1. Para qualquer subespagco W C V' temos

V=WaoWw (@ representa a soma direta.)
Demonstragao 3.4.1. Seja {vy, vs, . .., vy} uma base ortogonal do subespago W. Sendo
veV
- v, V4
w = < 2>Ui e W.
[|vil|

=1

Entiou=v—w € W+ pois (u,v;) =0 Vj:

~—

(105) = {0 = w3 = {0, 03) = G, 03) = {or03) = 3 17 o)

=1

<U’vj>
||v;[?

(u,v5) = (v,v5) — (vj,v5) =0

Entdov =w+u em quew €W eu € Wt. Observe ainda que sev € W NW+ entdo

(v,v) =0 e portanto v = 0.

Teorema 3.4.1 (Representacao de Riesz). Seja V um espaco vetorial de dimensao
finita, munido de um produto interno e L € V* um funcional linear®. Entdo existe um

unico vetor u € V tal que
Lv)=<v,u>VoveV

Demonstracao 3.4.2. Tomemos uma base ortonormal de V {vy,vy,...,v,}. Seu €

V, entao

3transformacao linear de V em V*
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Agora tomando

seque a igualdade
Lv)=<v,u>VveV

Suponha que exista w € V' tal que
L(v) =<v,w>.

Entao
<v,u>=<v,w><v,u—w>=0, Vv € V.

Logo

u—w=0, ouu=w.

3.5 A adjunta

Definicao 3.5.1. Sejam V e W dois espacos vetoriais com um produto interno e
T:V —W € uma aplicagao linear. Entao a aplicagio T*: W — 'V ¢ a adjunta de T
se (Tv,u) = (v, T*u); ¥V u,v € V.

Exemplo 3.5.1. Seja T : R*> — R? tal que T(z,y) = (3x,8z — y). O operador
T* : R? — R? tal que T*(z,y) = (3x + 8y, —y) € o operador adjunto de T.
Vamos verificar isto tomando dois vetores em R?. Sejam eles v : (x1,41) e u: (T2, Y2),

entao:
(Tv,u) = (v, T"u)
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((Bz1, 871 — y1)(w2,92)) = (w1, y1) (32 + By, —42))
3T1w2 + 8T1Y2 — Y1y2 = 3T1T2 + 8T1Y2 — Y1Y2

Teorema 3.5.1. Seja V um espago vetorial com produto interno e de dimensao finita
eT :V — V um operador linear. Se B = {v1,va,...,v,} € uma base ortonormal de
VeA=[T|g, entao:

ai; = (T, vi)
Demonstracao 3.5.1. Observe em primeiro lugar que cada coluna de [T']g, € dada

pelas coordenadas do vetor

n
Tv; = E g V-
k=1
Dai
n
(Tj,v;) = § AUk, V;) E agj (Ui, ;) = Q45
k=1
[ ]

Proposicao 3.5.1. Seja V um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita

e T:V — V um operador linear. Se f = {vy,v,...,v,} € uma base ortonormal de

V, e A=[T|s entio AT =[T*|s
Demonstracao 3.5.2. Seja B = [T%]3

ai; = (T, vi)
bij = (T"v;, v;)
bij = (T"vj,vi) = (v, T 5) = (Twi, v5) = ajq
Assim a matriz do operador adjunto T € a transposta da matriz do operador T em

uma base ortonormal.

Exemplo 3.5.2. Seja T um operador linear em R? definido por:
T(x,y) = (x +y,2x — 3y), encontremos T*.

1 1
Observe que a matriz associada a T € A = e a transposta de A é: AT = A* =
2 -3
1 2
. Assim T*(z,y) = (v + 2y, x — 3y)
1 -3

Observe que no exemplo anterior tomamos como Matriz do operador adjunto T* a

transposta conjugada do operador T .
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3.6 Operador auto-adjunto

Definicao 3.6.1. Seja V um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita

eT :V — V um operador linear. Dizemos que T € um operador auto-adjunto se:
T=T"

ou
(Tv,u) = (v,Tu), u,v € V.

Corolario 3.6.1. Seja V um espacgo vetorial real, com produto interno, de dimensao
finita e T : V. — V um operador linear auto-adjunto. Se § = {vi,vq,...,0,} € uma

base ortonormal para V entao A = [Tz € uma matriz simétrica.

Exemplo 3.6.1. Seja T : R? — R? dado por T(x,y) = (2x + 5y,5x — 3y) e S :
R3 — R3 tal que S(x,y,2) = (v —y, —x+ 3y — 22, —2y). Entio T e S sao operadores

auto-adjuntos e suas matrizes correspondentes sao simétricas.

35



4 Autovalores e Autovetores

4.1 Autovalores e autovetores

Definicao 4.1.1. Seja V um espago vetorial sobre um corpo K e T : V. — V um
operador linear. Dizemos que A é um autovalor de T se existir um vetor v € V., v # 0
tal que:

Tv = \v

Se X\ € um autovalor de T e v € qualquer vetor, nao nulo, tal que Tv = Av, dizemos

que v € um autovetor de T associado a .

Definigao 4.1.2. O conjunto V\, = {v € V : Tv = Xv} dos autovetores associados ao
autovalor \ pelo operador T é um subespago de V. De fato V\ é o nicleo do operador

T — M, como N\ € um autovalor de T'— NI somente se este for nao-injetivo, entao

det(T — AI) = 0.

4.2 Polindbmio caracteristico

Definigao 4.2.1. O polinomio p(x) = det(xl — T) é chamado polindémio caracte-
ristico de T. (Observe que as raizes deste polinémio depende diretamente do corpo K

envolvido. )

1 -2
Exemplo 4.2.1. Seja a matriz A = , encontremos seus autovalores e au-
-3 2
tovetores associados.
A—1 2
det(A\N — A) = =A=-1)(A—-2)-6
3 A=2
p(A) = A2 =3X\—4 € o polinémio caracteristico. Encontrando as raizes de p()\), obtemos
A= —1 e Xy =4 como autovalores.
O autovetor associado a Ay = —1 é:
A—1 2 -1-1 2 -2 2
= = —
3 A=2 3 —1-2 3 =3

—2r1+ 215 =0e3rx; — 322 =0
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Como essas equagoes sao equivalentes, resolvendo uma delas, encontramos:
r1 —x9 =0, fazendo x4 =t, seque que x1 =t. Portanto

vy = (t,t) =¢(1,1) = (1,1)

Procedendo da mesma forma com Ao = 4, obtemos:

3x1 + 229 = 0, colocando x4 =t, temos x1 = —%t, assim:

vy = (—2t,t) =t(—2,1) = (-2,3)

0 —1
Exemplo 4.2.2. O polindmio caracteristico da matriz A = , €
1 0
x
p(r) =det(zl —T) = = 2% + 1, que nao possui raizes em R mas em C. De
-1 =z

fato seus autovalores sao

Ty = —1 e Ty =1.
O autovetor associado a x4 = —1 é:
—il’l + Ty = 0 ]
— —ix1+22=0
—T1 — 7:[['2 =0

Tomando x1 = 1, temos xo = i, entdao vy = (1,1)

Da mesma forma encontramos para xo =1, vy = (1,1).

Teorema 4.2.1. Todo operador linear auto-adjunto T : V' — V', possui autovalores

reais e seus autovetores associados sao ortogonais.

Demonstracao 4.2.1. Seja A um autovalor de T e v seu autovetor correspondente
(nao-nulo) e ainda A wma matriz simétrica associada a T em alguma base 3 ortonor-
mal.
vt Av =o' v = \o'v = M| [%
Além disso, temos que
o' Av = vt Aty = (AD)'v = Motv = A |v][*.

Portanto

>
Il
>|



Sejam agora N\ e Ay autovalores distintos reais de T e vy e vy seus autovalores

nao-nulos correspondentes. Neste caso seque que

A (vr,v9) = (M1, 02) = (Tvq,v9)
= (Ul,TU2>= <U17/\2U2>

= <’U17 U2>/\2

mas A\ # Ag, provando que (vq,ve) =0

Observe particularmente que todo operador auto-adjunto possui pelo menos um au-

tovalor real e seu autovetor correspondente

Teorema 4.2.2. (Teorema espectral). Para todo operador auto-adjunto T :V — V
de um espaco vetorial de dimensao finita, munido de produto interno, existe uma base

ortonormal f = {vy,ve,...,v,} € V constituida por autovetores de T

Demonstracao 4.2.2. Utilizemos inducao sobre n = dimV'. Para n=1, o teorema €
obvio. Suponha que o Teorema € vdlido para dimV = n — 1. Se tivermos dimV =n
entdao existe um autovetor v unitdrio que € um subespaco de dimensao 1. Mas, como
dimV+ = n —1 a hipdtese assequra que hd uma base ortonormal {vi,va, ..., vy 1} C
VL. Fazendo v, = m a base de V serd {vi,vq,...,v,}. De fato, {vi,vq,...,0,} €

ortonormal e gera o subespago V.

Exemplo 4.2.3. Provemos o Teorema anterior para o caso bidimensional.
Seja u e v uma base ortonormal de V, como a matriz do operador auto-adjunto T é

stmétrica, vem:

A=
O polinémio caracteristico de T é:

p(\) = A — (a+ )\ + (ac — b?)
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Temos que:
(a+c)* —4(ac —b*) = a®+ 2ac+ & — dac + 40*
= a® —2ac+ c* + 4b*
= (a—c)?+40*>0

Logo p(\) admite apenas raizes reais.
Se p(A) tiver uma raiz de duplicidade 2 entdo, u e v servem para comprovar o Teorema.

Se p(\) tiver duas raizes distintas Ay e \a, teremos:

TUl = )\11)1 € TUQ = )\2’02.

Mas

UgT'Ul = 'UlT’UQ

vg)\lvl = Ul)\gvg

/\1’011)2 = )\21)11)2
()\1 - )\2)?)11)2 =0.

Note que \y # Xg. Logo temos que
<U1.U2> =0.

Assim v e vy sao ortogonais. Para obter a base ortonormal basta normalizar cada

vetor da base.

4.3 Diagonalizacao de Operadores

Sabe-se que dado um operador linear 7 : V — V', a cada base B de V, corresponde
uma matriz Tz que representa T na base B. O objetivo aqui é encontrar uma base do
espaco vetorial V de tal modo que a matriz de T seja a mais simple possivel, isto é, de

modo que esta matriz seja diagonal.

4.4 Diagonalizacao de uma matriz quadrada

Definigao 4.4.1. Uma matriz quadrada A € dita diagonalizdvel se existir uma matriz
invertivel P tal que P~YAP ¢ uma matriz diagonal. Dizemos, entio, que a matriz P

diagonaliza A.
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Teorema 4.4.1. Se uma matriz A nxn € diagonalizavel. Entdo, A possui n autovetores

linearmente independentes.

Demonstracao 4.4.1. Supondo P = [Py, P», ..., P,] formado por n autovetores LI,

1sto €, todos os P; sao autovetores associados, respectivamente, a A1, Aa, Az, ..., Ap, en-
5 ) >\z se 1 :] ) )
tao a matriz D = € uma matriz diagonal.
0 se 1#]

Logo A, v, possui n autovetores LI.

APlz)\lPl,APQ:)\gP%,APn:)\nPn

{APl APy ... APn} = [AlPl Py L. )\nPn}
MO0 ... 0
0 X ... 0
A [Pl P ... Pn} = [Pl P, ... Pn] :
LD
0 e )\n_
AP =PD —=— D = P 'AP.
Portanto A € diagonalizdvel.
Reciprocamente se A € diagonalizdvel temos que
D =P AP ou PD = AP,
Entao ) )
A O 0
0 X 0
A [Pl P, Pn} = [Pl P, Pn]
0
0 )\n_
Como P ¢ invertivel entdo as colunas de P = [Pl Py, ... Pn] sao autovetores
LI de A.
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Teorema 4.4.2. Se A ¢ ortogonalmente diagonalizdvel, isto é, PP AP = D, entao A €

simétrica.
Demonstracao 4.4.2. Basta usar o coroldrio 3.6.1.

Exemplo 4.4.1. Vamos diagonalizar a matriz

211
1 21
11 2

—1 —1 1
r=1 vi=1,01|, vo= | 1 r=+4 v3 = |1
1 0 1

Observe que os autovetores associados a r = 1 sao ortogonais ao autovetor associado
ar=4. Mas, nao sao ortogonais entre si. Neste caso aplicamos o processo de Gram-

Schmidt obtendo os sequintes vetores:

1
1 -1
0 e 1
1
1 —2
Normalizando os vetores obtemos
4 1 1
V3 V2 V6
= | _L 2
P=15% 0 &
1 1 _ 1
V3 V2 V6
Assim verificamos diretamente que
4 0 0

D=PAP= |0 1 0

0 01
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5 Aplicacoes

Muitos fenomenos que ocorrem na Fisica, na Quimica, na Biologia, na Engenharia e
na Economia, podem ser descritas por modelos matematicos envolvendo equagoes di-
ferenciais, isto é, equacgoes envolvendo fungoes e suas derivadas. Vamos aplicar o que

vimos até aqui na resolucao de alguns tipos de sistemas de equagoes diferenciais simples.

Iniciemos lembrando que uma das equacoes diferenciais mais simples pode ser es-
crita da seguinte forma:
T =a.x

tal que x = f(t) é uma fungao a ser determinada, ' = % ¢é a sua derivada e a é uma

constante real. As solugoes desta equagao diferencial sao do tipo
r=ce” teR

sendo ¢ é uma constante qualquer. Com efeito, temos que

Logo
¥ =a.x; t€R.

Quando o problema for de valor inicial, isto é, quando houver uma condicao inicial

o mesmo devera ser levando em conta na busca da solu¢ao preliminar sobre x.

Estamos pressupondo que todas as funcoes aqui apresentadas sao continuas em todo
intervalo [ov, B], o, B € R.
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5.1 Sistemas de Equacoes diferenciais de Primeira Ordem com

Coeficientes Constantes

Um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem com coeficientes constantes é

da forma:
)
= anzi +apr+ -+ a1,
l’/z = a91%1 + G22%9 + -+ + A2, Ty
/
. T, = anT + ApoXo + -+ ATy
Note que z1 = fi(t),z2 = fat),...,xn = fu(t), s@o fungdes a determinar e os

coeficientes a;; sao constantes reais.

Matricialmente podemos escrever

/
Ty ai; a1 ... Qin I

/
Lo A21 A29 ... (Q2pn i)

= )

/

_fL’n_ _anl Apo ... ann_ _[En_
ou de forma concisa
!/
X =AX.

A

Tomemos uma solucao da forma X = v.e* sendo v um vetor coluna nx1. Derivando

de ambos os lados, obtemos X’ = v.\.e*. Substituindo em X’ = A.X, vem:
X' =AX.
Equivalentemente podemos escrever as seguintes equacoes:
v e = Av.eM

Av=)\v
(A=AXI)w=0
Mas este é exatamente o modo de se encontrar os autovalores A\ e seus autovetores

associados aos quais vimos na Definigao 4.0.8.
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5.2 As 4 possibilidades de um sistema linear 2 x 2.

5.2.1 Sistema com dois autovalores reais e distintos.

Exemplo 5.2.1. E o caso do sequinte sistema:
= x4
xh = 4z — 21,

A matriz dos coeficientes do sistema acima é:

A:

Calculemos seus autovalores:

A—-1 -1
=N +A—6=(A+3).(A—2).
—4  A+2

Daid=2¢e = -3.

O autovetor associado a A = 2 € tal que:

Logo

T1— 29 =0e —4xy + 4z = 0.

Como ambas sao idénticas temos r1 = xo e assim um autovetor associado serd

1
V1 =
1
De forma andloga, temos para A = —3 o autovetor
1
Vg =
—4
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Desta forma a matriz P = , diagonaliza A, isto é:
1 —4
2 0
D=P1'AP=
0 -3

Facamos a sequinte substituicio X = P.Y e X' = PY' em X' = A.X obtendo as

sequintes igualdades:

X' =AX
PY' = APY
Y'= P LAPY
Y'=DY
ou
yi= 2y
Yo = —3uyo

Mas este tltimo como jd vimos € fdcil de resolver. As solucdes sao dadas pelas sequintes
equacoes:

Y1 = c.e?t e Yo = cz.e_?’t, t €R.

Voltando com estes valores em X = P.Y ', obtemos

T 1 1 cr.e cr1.€2 4+ cp.e

T 1 —4 co.e 3t cr.€2t —4.cy.e™3

Logo a solugao geral é dada por

1 1
X =¢. 4y 3t t eR.

1 —4

Aqui ¢q e co sao constantes a serem determinadas com as condi¢oes iniciais.
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5.2.2 Sistema com dois autovalores complexos.

Obviamente estes autovalores sao distintos (pois um é o conjugado do outro), quando

as entradas da matriz sao reais.

Exemplo 5.2.2. Resolva o sistema X' = A.X para A =

Encontremos seus autovalores dados por

A—3 2
=X\ —4\+13=0.
-5 A-—1

Lembrando que se um niumero complexo € raiz de um polinémio com coeficientes reais
entao seu conjugado também € raiz deste polindmio. Entao \y =2+ 3t e Ao =2 — 31

sao os unicos autovalores para matriz A. O autovetor associado a A\, = 2 + 3i é:

2+3—-3 2 T -1+ 3¢ 2 1

-5 24+ 3 —1 Ty -5 1+ 3 Ta

Logo (=1 + 3i)xy + 2x9 = 0 e —5x1 + (1 + 3i)xzy = 0. Entao tomando x; = 2, obtemos
2y =1—3i

2

V1 =

1—3
Procedendo da mesma forma com Ay = 2 — 3i, encontramos:

2
Vg =

1+ 3i

Observe que quando os autovalores sao complexos os autovetores também sao comple-
z0S.

Um conjunto fundamental de solu¢oes para o sistema inicial é:

2 A 2 .
:El(t) _ .6(2+3Z)t, Jfg(t) _ .6(2_3Z)t

1—3 1+ 30
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ou em termos gerais:

2 , 2 .
X(t) =c. ISR 730 e R

1—3¢ 1+ 3i

Encontremos um conjunto de solucoes reais para equacgao acima lembrando que

e = cost + isend, 0 € R. Inicialmente observe que

2 , 2 .
T (t) _ .6(2+31)t _ eZt.ei’nt
1—3 1—3
2
= % [cos3t + isen3t]
1 -3
() = 2 o230t _ 2 o2 o3t
14 3¢ 1+ 3¢
2
= €% (cos3t — isen3t)
14 3¢

Encontremos a parte real e imagindria de x1 ou de xy:

2cos(3t 2sen(3t
r1(t) = e (3) +1 (3%) it eR.
cos(3t) + 3sen(3t) sen(3t) — 3cos(3t)

Logo a solugao geral do sistema é:

ot 2cos(3t) 2sen(3t)
X(t) =e". ¢ . + co. , t €R.

cos(3t) + 3sen(3t) sen(3t) — 3cos(3t)

Justificamos o que foi feito acima voltando & equagao X' = A.X. Seja os autovalores
complexos conjugados \; = a + i e Ay = a — fi. Entao seus autovetores associados

associados serao, respectivamente, v, e vo = U7 satisfazendo

(A — /\1[)1]1 =0
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Observe que A e [ sao reais e Ay = A\j € vy = 77.
Podemos encontrar duas solugoes reais para o sistema X’ = A.X correspondente aos
autovalores \; e \g, utilizando as partes real e imaginaria de x1(t) ou x(t) como ja

fizemos. Tomemos pois z;(t) = (a + bi)el@™#)t Agsim:
z1(t) = (a+ bi)e™ .’ = 2,(t) = (a + bi)e® . (cospt + isenft).
Separando as partes real e imaginaria, vem:
z1(t) = e*[(acosBt — bsenft) + i(asenfSt + bcosft)].

Escrevendo 1 (t) = u(t) + tw(t) segue que uma solugao do sistema inicial é:

u(t) = e*(acosft — bsenft),

w(t) = e*(asenft + beosft).
Observe que a é a parte real de v; e b é a parte imaginaria de v;. Além disso nao é
dificil provar que u(t) e w(t) sdo LI

A solugao geral do sistema inicial sera:
X (t) = c1.e*(acosBt — bsenft) + co.* (asenSt + beosf3t)

Novamente c; e ¢y sao constantes a serem determinadas com as condig¢oes iniciais.

5.2.3 Sistema com um autovalor real repetido e dois autovetores associa-
dos.

Neste caso nao ha dificuldades pois a solu¢ao do problema fica semelhante ao caso 1).

Exemplo 5.2.3. Seja o sistema:

Ty = 21

Ty = 2T

A matriz dos coeficientes do sistema acima é:

20
A:

0 2
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Calculemos seus autovalores:

Dai A = 2 € o dnico autovalor.

Os autovetores associados a X = 2 satifazem a sequinte sistema:

20 T W5}
= 2.
0 2 To T2
Logo
21’1 = 21’1 OZEl =0
—
21‘2 = 21}2 OIEQ = 0.

Portanto os autovetores sao dados por

V1 = (]_, 0)

Vg = (O, 1)
Como nao houve vantagem nenhuma (a matriz ja estava diagonalizada), nao hd motivos
para uma troca de varidveis. Assim uma solucio do sistema serd: x; = c1.e* e 1y =

o€ creco €ER

0

ou de forma geral X = c;. €2+ cy. €% cieco €R.

0 1

5.2.4 Sistema com um autovalor real repetido e um tnico autovetor asso-
ciado.

Consideremos a equacao X' = A.X e vamos supor que A é um autovalor duplo de A,

mas existindo apenas um autovetor v associado. Uma solucao ¢ dada por:
zi(t) =v.eM, t €R.

tal que v satisfaz

(A=) =0.
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Considerando dim{v € R?* Av = v} = 1 uma segunda solugdo pode ser encontrada
da seguinte forma
zy(t) = vteM +w.eM, t eR.

Aqui lembramos que v satisfaz (A — Al).v = 0 e w satisfaz (A — A\]).w = v. (Pode-se
demonstrar que esta ultima equagao tem sempre solugao para w).
Para verificar que zo(t) = v.t.e’ + w.eM ¢ uma solugao de X’ = A.X, facamos a
substituicao

X' =AX.

Logo obtemos as seguintes equacoes

(v.t.eM +w.eM) = A(v.t.eN + w.eM)

v +  uteM + Aw.eM = Avt.eM + Aw.eM
(Av — Av).teM+ (Aw — dw —v).eM = 0.

Para que esta tltima equacao seja valida devemos ter:

(A= A)w=0

(A= XI)w=w.

Logo basta resolvermos esta equagao adicional em relagao a w para encontrarmos uma

segunda solucao.

Exemplo 5.2.4. Seja a equagao diferencial X' = A. X em que A = . Encon-

tremos os autovalores e autovetores. Veja que

1—A 1
-1 3-A

Entao os autovetores sao dados pelo sequinte sistema:

-1 1 I

-1 1 T
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Assim temos —x1 + 219 = 0. Para x; = 1 temos v = 1 e v = € o0 unico

autovetor associado a \ = 2.

Uma solucao é dada pela sequinte equagao

1
xq(t) = et eR.
1
w1y
Tomando w = , resolvamos a sequinte equagao:
Wa
-1 1 wy 1
(A-21)w=v= : =
1 1| |w, 1

Este sistema pode ser reescrito da sequinte forma:

—w; Fwy = 1
—W1 + Wy = 1.

Cuja solugao € wy = we — 1, fazendo wy = 1, teremos wy = 0. Logo a sequnda solucao

-

Ty = te? + et t eR.
1 1
Logo a solugao geral é dada por:
1 2 1 2 0 2
X(t)=a e’ + ¢y, te®t + e, t eR
1 1 1

5.3 Sistema massa-mola simples

As aplicacbes sdo muitas em Fisica, Engenharia, Economia, Biologia, etc. E possivel,
por este método, por exemplo, resolver um sistema com duas massas e trés molas:
Se supusermos que nao ha forgas externas, isto ¢, Fi(t) = Fy(t) = 0. Entao as
coordenadas xq e xg, serao:
d2£L'1

W = _(kl + k2)$1 + koxo

m
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Fi(t) Fat)
——— ———

&y ka2 ks
m AN B 2

x1 X2

Figura 1: Um sistema massa-mola

2
d i)
dt?
Que podem ser transformadas em um sistema de quatro equagoes de primeira ordem

mo = kgl‘l - (]{2 + /ﬁg).ﬁlﬁg

e resolvidas de acordo com o que ja expusemos até aqui.

Facamos uma aplicacao mais simples, escolhendo uma que envolve uma mola de

massa m e constante k de acordo com a equacao diferencial:
my” + ky = 0. (%)

Aqui y(t) é o deslocamento da massa no instante t a partir de sua posigao de equilibrio.

a) Sejam x; =y e x5 = y'; mostremos que o sistema resultante é dado por:

b) Encontremos os autovalores da matriz para o sistema no item (a).
c¢) Vamos esbogar diversas trajetorias do sistema. Escolhamos uma dessas trajetorias e
construamos os graficos correspondentes de z; e de x5 em funcao de t, em algum caso

particular.

a) Tomemos y = 1, ¥y = z5. Assim:



Substituindo na equagao my” + ky = 0, teremos as seguinte equagoes:
Ty = @9

" k

Matricialmente:

que € da forma X' = A.X.
b) Encontremos os autovalores da matriz A. Inicialmente, o polinémio caracteristico é

dado por

=N+ £
A

3=

Entao os autovalores sao dados por

/\1:Z\l£€/\2:—2\/£
m m

¢) Um autovetor associado a \; é:

1

—'\/%

Assim uma solugao para x; é dada por

(Observe que vy = é o autovetor associado a \y).
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Defina w = /£:

. cos(w.t) i sen(w.t) — ult) + iw(t)
—wsen(w.t) w.cos(w.t)

Neste caso a solucao geral é dada por

cos(w.t) sen(w.t)
X =q. + Co. , t €R.

—w.sen(w.t) w.cos(w.t)

Observe que
x1(t) = c1.cos(w.t) + co.sen(w.t), t € R,

é a posicao do bloco em relagao a sua posicao de equilibrio. Além disso, temos que
2o(t) = —cp.w.sen(w.t) + co.w.cos(w.t), t € R, ou

xo(t) = cq.cos(w.t) — cg.sen(w.t), t € R,

ao qual representa sua velocidade.
Assim encontramos a solu¢ao do problema (*) bem como descrevemos a posicao e a

velocidade em cada instante t € R.
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Figura 2:
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Conclusao

Concluimos que é possivel um problema, modelado por uma equagao diferencial linear
com coeficientes constantes, ser transformanda num sistema de equagoes diferenciais
lineares de primeira ordem e ser resolvida, utilizando de forma elegante, a algebra

linear.
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