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Resumo

Modelos de regressao sao amplamente utilizados em Economia, principalmente quando os
dados envolvidos sao taxas e proporgoes. O modelo de regressao Lindley-Unitaria é definido
para dados restritos ao intervalo (0,1). Em problemas regulares, a inferéncia baseada na teoria
assintotica pode nao ser confidvel quando a amostra é pequena. E o caso da estimativa de
maxima verossimilhanga e do teste de Wald. Corregoes de vieses nos estimadores de maxima
verossimilhanca e ajuste feito na estatistica de teste sao uma forma amplamente utilizada
para resolver tais problemas. Nesta dissertagao, obtemos uma expressao para corrigir o viés e
uma férmula para a matriz de covariancia de segunda ordem para os estimadores de maxima
verossimilhanga no modelo de regressao Lindley-Unitaria. Evidéncias numéricas mostram que
os estimadores corrigidos sao menos viesados e que o teste de Wald baseado na covariancia
de segunda ordem ¢ mais preciso. Finalmente, duas aplicagoes para dados economicos sao
apresentadas, nas quais as corregoes levaram a diferentes inferéncias.

Palavras-chave: Corregao de viés; Matriz de covariancia de segunda ordem; Regressao Lindley-
Unitéria; Teste de Wald modificado.
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Abstract

Regression models are widely used in Economics, particularly when the data involved are
rates and proportions. The Unit-Lindley regression model is defined for data restricted to
the (0,1) range. In regular problems, inference based on asymptotic theory can be unreliable
when the sample is small. This is the case of the maximum likelihood estimation and the Wald
test. Corrections of biases in the maximum likelihood estimators and adjustment made in the
test statistic are a widely used way to solve such problems. In this dissertation, we obtain an
expression to the correct the bias and a formula for the second-order covariance matrix for
the maximum likelihood estimators in the Unit-Lindley regression model. Numerical evidence
shows that the corrected estimators are less biased and that the Wald test based on second-
order covariance is more accurate. Finally, two applications to economic data are presented,
in which corrections led to different inferences.

Keywords: Bias correction; Second-order covariance matrix; Unit-Lindley regression; Modified
Wald test.
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Capitulo 1

Introducao

Na pratica, muitas vezes precisamos modelar dados de proporcoes, porcentagens, dados
restritos no intervalo (0,1). Em Economia, por exemplo, um interesse pode ser a taxa de cres-
cimento economico dos paises. Um modelo de regressao amplamente utilizado na modelagem
de dados de taxa e proporcao é o Beta, proposto por Ferrari & Cribari-Neto (2004). Esses
autores modelam a variavel resposta considerando uma parametrizacao usando os parametros
de média e dispersao com estrutura similar aos modelos lineares generalizados (McCullagh
& Nelder, 1989). Nos ultimos anos, varias distribui¢oes de dados restritos ao intervalo (0,1)
foram propostas como alternativas a distribuicao Beta, veja, por exemplo, Gémez-Déniz et al.
(2014), Jodré & Jiménez-Gamero (2016), Altun & Cordeiro (2019) e Guedes et al. (2019).

Mazucheli et al. (2019) propuseram a distribuigao Lindley-Unitaria que foi obtida a partir
de uma transformagao na distribuigao Lindley (Lindley, 1958). Esses autores utilizaram o
modelo Lindley-Unitaria para analisar dados de acesso de pessoas em domicilios brasileiros
com abastecimento inadequado de agua e esgoto. A distribuicao Lindley tem boas propriedades
estatisticas, como curtose e assimetria mais flexiveis e fornece um melhor ajuste aos dados do
que a distribui¢do exponencial, que é semelhante, porém mais difundida (Ghitany et al., 2008).

Geralmente, estimadores de maxima verossimilhanga (EMV), em modelos estatisticos, sao

1 com n sendo o

viesados quando a amostra ¢ pequena. Esse viés, em geral, é de ordem n~
tamanho da amostra. Assim, uma correcao no viés é necessaria quando a amostra de dados é

pequena. A formulacao de expressoes que permitem corrigir o viés possibilita a obtencao de
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estimadores mais precisos. Cox & Snell (1968) propuseram uma expressao geral para o viés
de ordem n~! do EMV. Desde entao, a férmula proposta por esses autores tem sido aplicada a
diversos modelos. Cordeiro & McCullagh (1991) forneceram férmulas matriciais para corregao
de viés em modelos lineares generalizados. Cordeiro & Vasconcellos (1997) obtiveram férmulas
para corre¢ao de viés em modelos de regressao nao linear com erros normais. Correcoes de
viés para modelos de regressao nao linear com erros ¢t -Student podem ser encontradas em
Vasconcellos & Cordeiro (2000). Recentemente, Mazucheli et al. (2018), Melo et al. (2018) e
Melo et al. (2020) obtiveram férmulas de correcao de viés para os parametros de distribuicao
Gama-—Unitaria, modelo eliptico com parametrizacao geral e modelo de regressao de Dirichlet

multivariado, respectivamente.

Além do EMYV ser tipicamente tendencioso quando a amostra é pequena, temos que as
aproximacoes assintoticas de primeira ordem para a matriz de covariancia do EMV podem
ser imprecisas. Uma alternativa para resolver esse problema é usar a teoria assintotica de
alta ordem, que pode tornar os métodos inferenciais tradicionais mais precisos em amostras
pequenas. Nesta linha podemos citar Shenton & Bowman (1977) e Peers & Igbal (1985).
Nesses trabalhos é possivel encontrar a matriz de covariancia do EMV de ordem n™2 (matriz
de covariancia de segunda ordem). Na literatura, existem varios trabalhos envolvendo refina-
mentos assintéticos de matrizes de covariancia de segunda ordem, ver, por exemplo, Rocha
et al. (2010), Lemonte (2011), Cordeiro et al. (2014), Magalhaes (2016) e Lemonte (2020).

O presente estudo segue duas linhas importantes na inferéncia estatistica para o modelo
de regressao Lindley-Unitaria. A primeira é obter a expressao para a correcao de viés do
EMV neste modelo, cujo objetivo é reduzir o viés desses estimadores em pequenas amostras.
Mazucheli et al. (2019) obtiveram a corre¢ao de viés para o parametro de distribui¢ao Lindley-
Unitaria. Aqui, obtemos a correcao de viés para os parametros no modelo de regressao com
variavel resposta de distribuicao Lindley-unitaria. A outra linha é obter uma férmula para
a matriz de covariancia de segunda ordem do EMV. A partir desta matriz de covariancia,
propomos um teste de Wald modificado para o modelo Lindley-Unitaria. Sabe-se que, quando
a amostra é pequena, o teste usual de Wald apresenta aproximacoes assintoticas de primeira

ordem distorcidas.
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Além de uma forma compacta simples dos refinamentos assintéticos do EMV, apresentamos
estudos de simulacao de Monte Carlo e duas aplicagoes empiricas a dados reais. Na primeira
aplicagao, consideramos a taxa de crescimento econdémico do Brasil e o comércio internaci-
onal. Trabalhos recentes investigam os determinantes do crescimento economico em paises
da Organizagao para Cooperagao e Desenvolvimento Econémico (OCDE) (de la Fuente-Mella
et al., 2020), Africa (Oyebowale & Algarhi, 2020) e Zona do Euro (Pegkas et al., 2020). Para
os paises em desenvolvimento, os fatores macroeconomicos que determinam o crescimento in-
cluem os exdégenos, como ajuda externa e investimento estrangeiro direto, bem como politicas
fiscais e monetarias, comércio internacional, capital fisico e humano, recursos naturais e fatores
geopoliticos e financeiros (Chirwa & Odhiambo, 2016). Episédios de crescimento acelerado,
nos quais ha aumento de 2% ou mais no crescimento per capita, também sao de particular

interesse (Hausmann et al., 2005), como é o caso do Brasil entre as décadas de 1960 e 1970.

A segunda aplicagao trata de um dos efeitos da pandemia de COVID-19 sobre o mercado
de trabalho brasileiro, o aumento do desalento. Na literatura economica, o efeito desalento
ocorre em momentos de recessao nos quais a probabilidade de conseguir uma ocupacao é
mais baixa assim como o saldrio esperado, fazendo que os trabalhadores deixem de procurar
emprego (Gonzaga & Reis, 2011). O percentual de desalentados no Brasil apresenta tendéncia
de crescimento desde 2015, porém com a adogao de medidas de enfrentamento da pandemia,
a expectativa era de que esse indicador atingisse niveis inéditos (Mattei & Heinen, 2020), o
que de fato se verificou por meio dos dados da Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios
Continua (PNADc) que mostram que o nimero de pessoas desalentadas é o maior desde o
inicio da série em 2012. Fato que estd em linha com o aumento da populacao desalentada
em razao da pandemia documentado para os Estados Unidos (Coibion et al., 2020), e com a
redugao da busca por emprego verificada na Suécia apesar do aumento no desemprego (Hensvik
et al., 2021). Ainda para os Estados Unidos, uma andlise desagregada por niveis geograficos
mostrou que o colapso no mercado de trabalho ocorreu independentemente de quando as
medidas restritivas foram implementadas, e que ha evidéncias de que o espalhamento da

doenga explica esse colapso nos estados (Forsythe et al., 2020).

Esta dissertacao esta estruturada da seguinte forma: no Capitulo 2 apresentamos o mo-

delo de regressao Lindley-Unitaria; no Capitulo 3 obtemos a correcao de viés no modelo de
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regressao Lindley-Unitaria; no Capitulo 4 apresentamos uma modificagao para o teste de Wald;
o Capitulo 5 contém as aplicagoes para dados reais e apresentamos conclusoes no Capitulo
6. Além disso, apresentamos trés apéndices (A, B, C) com detalhes do desenvolvimento dos

resultados tedricos obtidos e um quarto apéndice (D) com o programa utilizado nas simulagoes.



Capitulo 2

O modelo de regressao Lindley-Unitaria

A distribuigao Lindley foi proposta por Lindley (1958), sua fungao de densidade de proba-
bilidade (f.d.p) é dada por

2

9+1(x+1)e_x9, x>0, 0>0,

f(z)8) =

e funcdo de densidade acumulada (f.d.a):

F(z|0) =1— (1 + 1?9) e . (2.1)

Mazucheli et al. (2019) propuseram a distribui¢do Lindley-Unitaria (UL). Os autores usaram

a transformagao Y = X/(1+ X) em (2.1), que resultou nas seguintes f.d.a e f.d.p, respectiva-

mente:
it (1)
Fyd)=1-]1—-—F——lexp|—— |, O<y<l1l, 6>0
(wl6) T+ 0 —1) Ty y
¢ 5 0
_ )3 _ %
f(y|0)—1+9(1 Y) exp( 1—y)’ O<y<l1l, 6>0. (2.2)
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Além disso, Mazucheli et al. (2019) reparametrizaram (2.2) em termos da sua média obtendo

o seguinte resultado:

(1—p)? y(1 —p)
flylp) = ——exp |-=——2|, 0<y<l, 0<p<lL
p(l—y)? u(l—y)
Sejam Y7, ...,Y, varidveis aleatdrias independentes, com Y; ~ UL(y;),i = 1,...,n. O modelo

de regressao é definido assumindo que a média de Y; satisfaz a seguinte relacao funcional:

-

g(pi) = X; B =m, (2.3)
onde a funcao de ligagdo g : (0,1) — R é conhecida, estritamente mondtona e duas vezes
diferencidvel, B = (81, ...,8,)" é o vetor p-dimensional de parametros desconhecidos (p < n)
e XZT = (@1, ... ,T;p) sd0 observacoes de p covaridveis conhecidas. O modelo, portanto, possui

p parametros desconhecidos, que podem ser estimados, por exemplo, por maxima verossimi-

lhanca. Podemos escrever o logaritmo da funcao de verossimilhanga do modelo na forma

UB) = Z Lihs)

com

Ci(p;) = 2log(1 — ;) — log(pi) — 3log(l — y;) — H
Entao,
B) = Z [2 log(1 — p;) — log(p;) — 3log(1 — ;) — H :

=1

O vetor escore, a matriz de informacao observada e esperada sao dados, respectivamente,
por
Us(B)=X"v, JB)=X"MX e I(B)=X'QX, (2.4)
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onde X é a matriz de covariaveis, o i-ésimo elemento do vetor v é

wid ) =+ ) A=) ],
ne [ M?(l_ﬂi)u_yi) } w )

e 0s i-ésimos elementos das matrizes diagonais M = diag{my, ms,...,m,} e Q@ = diag{q1,q2, ..., ¢}

sao dados, respectivamente, por

2 1 2yi } , 9 |: 2 1 Y; "
mi = | =+ | W)+ + | W (),
T ) O [ ) )
1+2Ui_1u12:| / 2
G = |2 TR 2
[u?(l—mV ()

Denotamos h/(7;) e h”(n;) como as derivadas de primeira e segunda ordem, respectivamente,
de h(n;) = g~(n;) com respeito a §;, com i = 1,2,...,nej=1,2,...,p. Quando a fungao

de ligacao ¢ logito nés temos

h' i) = T o n i) — :
(77) (1 +e77i)2 (77) <1+€772)3
O estimador de maxima verossimilhanca para o vetor 3, B = (Bl, B\g, e ,Bp)T, pode ser

obtido igualando Ug(8) ao vetor de zeros e resolvendo o sistema resultante. Mas, este sistema
nao tem solucao fechada, assim o calculo do estimador de maxima verossimilhanca deve ser
realizado numericamente usando um algoritmo de otimizacao nao linear, como o método quase-
Newton de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS). O célculo de todas as quantidades

deste capitulo é apresentado no Apéndice A.






Capitulo 3

Estimador de maxima verossimilhanca corrigido

Em problemas regulares, a inferéncia baseada em teoria assintotica pode ser pouco confiavel
quando a amostra é pequena ou até mesmo de tamanho moderado. Este é o caso da estimacgao
por maxima verossimilhanca. Para superar esse problema obtemos a correcao de viés dos

estimadores de maxima verossimilhanca no modelo de regressao Lindley-Unitaria.

3.1 Correcao de viés

Nesta secao, temos uma expressao geral para o viés de segunda ordem dos estimadores
de maxima verossimilhanca dos parametros desconhecidos do modelo de regressao Lindley-
Unitaria. Usamos a expressao matricial geral dada por Cordeiro & Klein (1994):

Bs(B) = I(B8) 'Wwvec [I(ﬁ)*l} ,
onde vec(+) é o operador vec, que transforma uma matriz em um vetor empilhando as colunas
da matriz uma embaixo da outra, I(3) é a matriz de informagao de Fisher definida em (2.4) e
W= WO, . W) éuma matriz com dimensdo p x p?, sendo que cada vetor tem (t,s)-ésimo

elemento dado por

wi) = > {W}l/(m)g + {—2} h’(m)h”(m)} TirZisTit, (3.1)

i=1 — i) 2:%2(1 — [4i)

9
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onde z; é o (i,r)-ésimo elemento da matriz X. Além disso, h'(n;) e h”(n;) sdo as primeira
e segunda derivadas de h(n;) = g~'(n;), respectivamente. Os detalhes dos cdlculos de (3.1)

podem ser vistos no Apéndice B.

Note que o vetor de viés de segunda ordem BB(B) envolve somente operagoes algébricas
simples entre matrizes e vetores. Esta expressao pode ser facilmente calculada usando software

com suporte para operagoes matriciais, como, por exemplo, o R (R Core Team, 2020).

O estimador de méxima verossimilhanca corrigido sera dado por

~

Boc =B - Bs(B),

onde Bﬁ(6> denota o valor de Bj(0) avaliado em B.

3.2 Simulacao

Nesta segao, apresentamos um estudo de simulagao de Monte Carlo cujo objetivo ¢ avaliar
o desempenho da correcao de viés dos estimadores de maxima verossimilhanga, em pequenas

amostras, no modelo de regressao Lindley-Unitaria.

O modelo considerado é apresentado em (2.3). As simulagoes foram realizadas utilizando
o software R (R Core Team, 2020) e foram baseadas em 10.000 (dez mil) amostras de Monte
Carlo. Foram consideradas amostras de tamanhos n = 10, 20, 30, 50. Os valores das covariaveis
foram gerados a partir da distribui¢cdo uniforme U(—0.5,0.5) e mantidos fixos nas réplicas
de Monte Carlo. Consideramos o modelo com trés, quatro, cinco e seis covariaveis (p =
3,4,5,6). Os valores verdadeiros dos parametros foram fixados como 3 = (0, —2,1)" quando
p = 3. Para o caso em que p = 4, consideramos 3 = (0,-2,1,0.5)". Quando p = 5,
fixamos B = (0,—2,1,0.5,0.5)". Quando p = 6, definimos B = (0,—2,1,0.5,0.5,1.5)". Na
estimacao dos parametros usamos o método quase-Newton de Broyden-Fletcher-Goldfarb-

Shanno (BFGS). Neste estudo de simulagao consideramos a funcdo de ligacao logito, ou seja,
9(p) =n=p/(1—p).

Apresentamos nas Tabelas 3.1 e 3.2 os vieses e a raiz quadrada do erro quadratico médio

(EQM) das estimativas de méxima verossimilhanga (EMV) sem (B) e com corre¢ao (BBC)
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para diferentes tamanhos de amostras e covariaveis.

-~

Tabela 3.1: Vieses e VEQM das estimativas sem (3) e com correcao (BBC); n =10 e 20.

n =10 n =20
] Bac ] Bac
p B Viés VEQM Viés VEQM Viés VEQM Viés VEQM
51 0,23 1,26 0,01 1,24 —0,04 0,75 —0,01 0,75
3 [Py —0,38 1,26 —0,02 1,18 —0,04 0,7 —0,01 0,70
b3 —0,34 1,27 —0,01 1,21 0,06 0,74 0,02 0,74
51 0,30 1,31 0,02 1,28 0,00 0,74 0,00 0,75
4 By —0,49 1,35 —0,02 1,23 —0,04 0,71 0,00 0,71
B3 —0,40 1,34 —0,02 1,26 0,06 0,79 0,01 0,79
By —0,01 1,10 0,00 1,10 —0,03 0,68 —0,01 0,68
51 0,18 1,38 —0,03 1,37 0,00 0,78 —0,01 0,79
By —0,75 1,58 —0,02 1,38 —0,04 0,71 0,00 0,71
5 Pz —042 1,35 —0,02 1,28 0,05 0,85 0,00 0,86
o 0,15 1,09 0,00 1,08 —0,01 0,67 —0,01 0,67
b5  —0,47 1,54 —0,01 1,45 0,06 0,76 0,01 0,77
51 0,89 2,08 0,06 1,82 —0,10 0,99 —0,03 0,98
By —1,03 1,79 —0,08 1,42 —0,08 0,75 —0,02 0,75
6 [B3 —1,08 2,17 —0,07 1,82 0,15 0,94 0,03 0,93
B4 0,18 1,28 0,02 1,23 —0,01 0,68 —0,01 0,69
Bs 0,05 1,70 0,01 1,64 —0,09 0,86 —0,03 0,85
B 0,73 1,90 0,06 1,70 —0,16 0,93 —0,04 0,92

Observamos nestas tabelas que o viés das estimativas sao moderadas quando o tamanho da
amostra é pequeno. Por exemplo, na Tabela 3.1 (p = 5) quando n = 10 temos que o viés para
Bg ¢ —0,75. Também observamos que as estimativas corrigidas pelo viés estao mais proximas
dos valores reais dos parametros do que as estimativas nao ajustadas. Na situagao descrita
acima temos um viés igual a —0,02 para o estimador corrigido. Além disso, a raiz quadrada do
erro quadratico médio das estimativas corrigidas sao menores do que as das estimativas nao

corrigidas. Vale ressaltar que a medida que a amostra cresce os vieses e as raizes quadradas
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~

Tabela 3.2: Vieses e VEQM das estimativas sem (3) e com correcao (BBC); n = 30 e 50.

n =30 n = 50
] Bac ] Bac
p B Viégs VEQM Viés VEQM Viés VEQM Viés VEQM
6 —0,02 0,58 —0,01 0,58 —0,02 0,43 0,00 0,43
3 s 0,02 0,54 0,00 0,54 —0,01 0,40 0,00 0,40
B3 0,04 0,54 0,01 0,54 0,02 0,41 0,00 0,41
6 —0,01 0,57 0,00 0,57 —0,01 0,43 0,00 0,43
4 By 0,03 0,55 0,00 0,55 0,00 0,41 0,00 0,41
53 0,04 0,57 0,00 0,57 0,02 0,42 0,00 0,42
By —0,01 0,54 —0,01 0,54 0,00 0,39 —0,01 0,39
6, —0,01 0,61 —0,01 0,61 —0,01 0,45 0,00 0,45
5o 0,04 0,56 0,02 0,56 0,00 0,42 0,01 0,42
5 fs 0,03 0,60 —0,01 0,60 0,01 0,45 —0,01 0,45
By —0,01 0,55 —0,01 0,55 0,00 0,41 —0,01 0,41
Bs 0,06 0,62 0,01 0,62 0,02 0,46 0,01 0,46
51 0,01 0,61 0,00 0,61 —0,01 0,44 0,00 0,44
5o 0,04 0,57 0,01 0,57 0,00 0,42 0,00 0,42
6 fs 0,03 0,60 0,01 0,60 0,02 0,43 0,00 0,43
By —0,01 0,55 —0,02 0,55 0,00 0,40 —0,01 0,40
Bs 0,04 0,60 —0,01 0,61 0,00 0,44 0,00 0,44
B 0,04 0,60 0,00 0,60 0,00 0,43 0,00 0,43

EQM diminuem, o que era esperado.

Enfim, as simulagoes de Monte Carlo indicam que as EMV corrigidas tém um comporta-

mento, em pequenas amostras, superior a estimativa sem correcgao.



Capitulo 4

Teste de Wald modificado

Considere a particao do vetor de parametros p-dimensional 3 = (8,3, ). O interesse

consiste em testar as hipdteses

Ho: B = [31(0) versus Hi: (31 # [31(0),

em que B = (B1,...,8,)" é um vetor g-dimensional de parametros de interesse e By =
(Byt1s - - -»B3p) ", um vetor de parametros de perturbagdo (p — ¢)-dimensional, sendo 539 um
vetor especificado. Sejam B = (BI,B;)T e B=(8].B))" as estimativas de maxima verossi-

milhanca irrestrita e restrita de 3 a Hg, respectivamente.

A estatistica de Wald é dada por
W= (Bl - ﬁ1(0)>T {fﬂlﬁl}l (Bl - 51(0)> ;

em que IP1B1 ¢ g submatriz [PP! avaliada em B, sendo IP#1 componente da inversa da matriz

de informacao de Fisher particionada da forma

](ﬂ)—lz [P1B1 [B1B2
BB [B2B2|

Para construir o teste de Wald modificado, segundo Magalhaes (2016), substituimos P18

13
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—11 -
pela submatriz Cov, (3). Esta submatriz ¢ uma partigao da inversa da matriz de covariancias
de segunda ordem Cov, *(3) avaliada em 3. Aqui, Covy'(3) é a submatriz superior & esquerda

de Cov, 1(B) referente aos parametros de interesse 3.

A estatistica de teste de Wald modificado é dado por
A~ T —11 A -1 ~
W = <51 - ﬁ1(0)> {COV2 ( )} <51 - ﬁl(o)) )

sendo que Magalhaes (2016) verificou, de forma geral, que a estatistica W, tem a mesma ordem

de convergeéncia do teste de Wald original.

4.1 Matriz de covariancias de segunda ordem

Usamos a seguinte notagao tensorial para cumulantes de derivadas do logaritmo da funcao
de verossimilhanga (Lawley, 1956): rysq = E[(0%€/0B,085)(0C/0Ba)], Kabea = E[(0*£/0B.05)
(020/08.084)] — Kapkica, € suas derivadas k(Y = 0%kp/ 08,084 € K"} = Okipea/OBa. Adicional-

b
mente, temos que Ky g = mi d) — Kbpsd-

-~

Uma férmula para a covariancia de segunda ordem, Covq(3), é fornecida por Peers & Igbal
(1985). De Magalhaes (2016) temos a forma matricial

Cova(B) = I(8) " + I(8) " {T + T T} 1(B) ",

em que o elemento (a,b) de I' é dado por v, = —%’yé? + }l’yﬁ) + %’yﬁ), e
P
vy = >k {%z(;id) — Kjoy+ Hac,bd} :
c,d=1
p
’7(52) = Z ’erKJCd {’iarc [Sﬁbsd + 2’ib,sd + 8’ibs,d] + 2/€ar,c[2"$b,sd + ’ibd,s]} )
r,s,c,d=1

p
W= S [ (5 )}

r,s,c,d=1
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Apos alguns céalculos, veja Apéndice C, temos que para o modelo Lindley-Unitéaria a forma

matricial de I" é dada por

1 1 1
r=x" 5TZDJFZ(A@Z@Z) X+§XT[(A®ZZD)T®X], (4.1)

onde “®”denota o produto direto de matrizes (ou produto Hadamard'), Z = X1(B)'X " =
{zi;}, Zp = diag{z11, 222, . .., Zan}, T é uma matriz (n x p) de uns, T' = diag{ty,t2,...,t,},
com t; = 2§ — N+ ¢; parai = 1,2,... n. Além disso, temos que os (4,7)-ésimos elementos das

matrizes A e A sdo, respectivamente, v;(3v; + 107;) + 67,7; e 6;(0; + 7;), para j = 1,2,...n,

!Sejam duas matrizes A = (a;;) e B = (b;;), do tipo m x n, o produto de Hadamard de A e B ¢é a matriz,
m Xn, AoB= (aijbij)
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onde
Bpi — 12p) — 207 + 8 —=3)1 ,, 4 =3 =i+ 1),
gi = 2|: ! ! ! hnz —|—]_0 ! ! ]’L?’]zhnz
ui— )’ o a g )
2
| 2/%' - 1} " 2 / "
+2{— R (n:)" + k()b (m:)],
0= (A" (n:) ()0 (i)
- 12(#2‘—4u?+u?+2m—1)h,(n,>4+6(3u§’—9M?—m+3)h,<n,)2h,,(n)
Z gt (1 — i) l (1 — ) ' '
3(M2 B 2:ui - 1) " 2 / "
+— R ()" + () 7 (0:),
21— ) (A" (m:) ()R ()]
(1—1—2/11-—#2) 2 / 2 " 2
¢i = = | =R ()" =R ()|
(= pa)? [ ) )
4(#3—3/1,2—#1) / 3 3(M2_2,U’i_1> / "
v, = - . R (n;)” + : R (ns)h™(n;),
(1 — pi)? ) 117 (1 — pu)? )k )
20} = 3pF — g +1) 0y 20 =2 —1) o,
0 = : : h'(n;)” + - R (ns) R (1),
a0y Oy )
(/12—2/“—1) 2 / 2 " /
T o= =K () — K" (n;) | B (m;).
e | g = 1) | )

A expressao que derivamos para I' em (4.1) envolve apenas operagdes simples entre matri-

zes. Portanto, I' pode ser facilmente calculado utilizando o software R.

4.2 Simulacao

Nesta secao comparamos, via simulacao de Monte Carlo, as matrizes de covariancia de
primeira, I(3)~!, e segunda, Covy(/3), ordens com a matriz de covariancia amostral (empirica)
para amostras pequenas. Além disso, avaliamos a performance do teste de Wald (W) e sua

versao corrigida (W) também em amostras de tamanho pequeno.
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Foram realizadas 10.000 (dez mil) réplicas de Monte Carlo, baseadas no modelo em (2.3) e
usando o software R (R Core Team, 2020), com os tamanhos de amostra n = 10, 20, 30, 50. J&
os valores das covaridveis foram obtidos de uma distribui¢ao uniforme U(—0.5,0.5). A fungao
de ligagao considerada neste caso foi a logito, isto é, g(u) = n = p/(1 — p). Além disso,
consideramos o modelo possuindo de duas a seis covaridveis (p = 2,3,4,5,6) e testamos um e
dois parametros (¢ = 1,2), sendo os valores dos parametros definidos como 31 = 0, 5 = —2,
B3 =1, By =5 =0.5, e fg = 1.5 para ¢ = 1. Quando ¢ = 2 adotamos ; = 2 =0, B3 = —2,
Bs=1,e ps =05 =0.5.

Na Tabela 4.1 temos as variancias amostrais (Vary), as variancias de segunda ordem (Vars)
e as varidncias de primeira ordem (Var;) de B. Lembre-se de que Vari(8) = I(8)~!. Ob-
servamos nesta tabela que as variancias de segunda ordem estao muito mais préximas das
variancias da amostra do que as variancias de primeira ordem, quando a amostra é pequena.
Por exemplo, para Bg, com p = 5 en = 10, as variancias da amostra e de segunda ordem
sao iguais a 2,14, enquanto a variancia de primeira ordem ¢é 1,59. Também observamos que
a medida que o numero de covaridveis (p) aumenta, a diferenca entre a variancia de primeira
ordem e as variancias da amostra também aumenta. Além disso, como esperado, quando

aumentamos o tamanho da amostra, essas variancias ficam mais proximas umas das outras.

As taxas de rejeicao nula dos testes de Wald (W) e Wald corrigido (W,) sao exibidas nas
Tabelas 4.2 e 4.3 para os diferentes n e p; valores das entradas sao porcentagens. Apresentamos
as taxas de rejeicao de Hy : B = ﬁl(o). Quando g = 1 (Tabela 4.2) consideramos ,81(0) =0e
para ¢ = 2 (Tabela 4.3) temos 8;¥) = (0,0)T. Todos os testes foram realizados nos seguintes
niveis nominais: o = 1%, 5% e 10%. O teste de Wald é claramente liberal quando a amostra
é pequena. Por exemplo, para o caso em que p = 6 e ¢ = 2, o teste de Wald exibe taxas
de rejeicdo iguais a 7,5% (a = 1%), 16,8%(a = 5%) e 24,5% (o = 10%). O teste baseado
na estatistica de Wald corrigida apresenta melhor desempenho do que o teste baseado na
estatistica de Wald original em todos os casos, com taxas de rejeicao proximas aos niveis
nominais. Por exemplo, quando p = 5, ¢ = 2, n = 20 e a = 1%, as taxas de rejeicao sao
1,2% (W.) e 2,0% (W). Ou ainda, quando p = 3, ¢ = 1, e n = 10, as taxas de rejeigdo sido
1,0%, 5,1%,10,1% (o = 1%, 5%,10%) para W, e 2,1%,7,2%,13,2% (o = 1%, 5%, 10%) para

W. No geral, o teste com melhor desempenho é aquele que emprega W, como estatistica de
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teste.

Tabela 4.1: Variancias amostrais (Vara), de segunda ordem (Vary) e de primeira ordem (Vary) de B.

Vary Vary Var; Vary Vary Var; Vary Vary Var;
i 1,63 1,55 1,30 0,56 0,54 0,49 0,34 0,33 0,31

Ba 1,44 1,50 1,21 0,49 0,50 0,46 0,29 0,30 0,28
Bs 1,50 1,54 1,29 0,55 0,55 0,54 0,29 0,29 0,28

Vary Vary, Var; Vary, Var, Varg Var, Vary, Varg

B 164 168 137 055 056 050 033 033 031
B, 158 163 126 050 051 046 030 031 0,28
By 163 1,69 138 062 064 057 032 033 0,30
By 121 126 1,00 046 045 040 029 0,29 0,27

Vary Vary, Var; Vary, Var, Var; Var, Vary, Varg

B 188 191 152 062 061 054 037 036 0,33
B, 193 197 152 050 052 045 031 032 0,29
By 164 1,70 137 0,73 0,74 065 036 035 0,32
By 1,17 124 096 045 046 040 031 031 0,28
Bs 214 214 159 058 059 051 038 038 0,35
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Tabela 4.2: Taxas de rejeicao nula: ¢ = 1 e diferentes valores de n e p; entradas sao porcentagens.

a=1% a=5% a=10%

b0 W W, W W, W W,
10 1,5 0,9 70 49 124 96
20 14 11 62 53 11,2 101
2 30 12 1,1 57 51 11,0 102
50 1,1 1,0 59 54 10,6 10,2
10 21 10 72 51 132 101
20 15 1,1 63 51 121 104
330 15 12 63 55 115 104
50 13 11 61 56 11,0 104
10 24 12 76 52 135 99
20 14 1,0 6,0 4,8 11,7 9,7
4 30 1,3 1,1 57 4,7 11,0 9,8
50 1,1 0,9 54 4.9 10,7 10,0
10 23 10 82 51 144 103
20 16 10 64 50 123 98
5 30 14 1,0 6,5 5,5 12,1 10,7
50 14 12 59 52 110 102
10 46 2,0 116 7,0 18,0 12,0
20 1,7 11 72 52 126 102
6 30 16 10 62 49 117 99
50 13 10 59 51 108 98
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Tabela 4.3: Taxas de rejeicao nula: ¢ = 2 e diferentes valores de n e p; entradas sao porcentagens.

a=1% a = 5% a=10%
p n w W, w W, w W,

10 26 14 86 53 147 102
20 14 10 65 53 120 99
33 14 1,1 62 51 116 103
50 12 10 54 49 11,1 10,2

10 35 18 99 61 156 10,7
20 1,7 1,1 70 50 131 103
4 30 14 1,1 63 52 12,0 10,1
50 14 1,0 58 50 11,3 102

10 47 22 124 76 188 13,0
20 20 12 73 51 132 10,0
5 30 16 1,1 67 53 126 103
50 14 1,1 60 50 11,2 99

10 75 31 168 90 245 149
20 22 11 79 55 141 104
6 30 1,8 11 70 51 127 102
50 14 11 64 51 11,9 10,1




Capitulo 5

Aplicacoes

5.1 Crescimento economico brasileiro

Um toépico de interesse da literatura de crescimento economico ¢ modelar a taxa ou outra
medida de crescimento economico dos paises. Nesse aspecto, investigacoes que utilizam varia-
das metodologias tém buscado determinar quais sao os fatores que determinam o crescimento

economico em diferentes partes do mundo e graus de desenvolvimento

Em uma anélise dos membros da Organizacao para Cooperagao e Desenvolvimento Economico
(OCDE), de la Fuente-Mella et al. (2020) verificaram por meio da utilizacao da metodologia de
fronteira estocastica que quanto maior a eficiéncia pais, maior é seu produto interno. Paises
africanos tiveram os determinantes do crescimento economico analisados por Oyebowale &
Algarhi (2020) com o uso de dados em painel, sendo que um de seus resultados aponta para
variaveis como taxa de crescimento das exportagoes, gastos governamentais e formagao bruta
de capital como sendo explicativas do crescimento no longo prazo. Investimento, capital
humano e abertura comercial foram identificadas como variaveis que afetam positivamente o
crescimento de paises da Zona do Euro durante o periodo de 1995-2016, enquanto que a divida

publica apresenta efeito negativo sobre esse crescimento (Pegkas et al., 2020).

Uma revisao da literatura apontou que os fatores que explicam o crescimento dos paises
diferem de acordo com o grau de desenvolvimento desses, mas que ha aspectos comuns a paises

desenvolvidos e em desenvolvimento, entre os quais estao capital fisico e humano, politica fiscal

21
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e monetaria bem como o comércio internacional (Chirwa & Odhiambo, 2016). Além disso,
episddios de aceleragao do crescimento costumam estar relacionados com aumentos dos niveis

de investimentos, comércio internacional e a choques externos (Hausmann et al., 2005).

Os dados usados nesta segao foram retirados da Penn World Table 6.1 (Heston et al.,
2002), e foram utilizados para modelar a Taxa de Crescimento Real do PIB per capita (pregos
constantes) em fungao da abertura comercial a pregos constantes (OPENK) no Brasil de 1962

até 1973. Os dados sao apresentados na Tabela 5.1.

Tabela 5.1: Crescimento econdémico e abertura comercial do Brasil entre 1962 e 1973

Ano Taxa de Crescimento Abertura Comercial

1962 1,880416938 8,5737086395
1963 2,282231609 8,6931966618
1964 1,047667603 7,3130515467
1965 3,395681501 6,4187921626
1966 1,304709236 7,5862737888
1967 2,538537661 7,4114346477
1968 8,385837934 8,0806190712
1969 9,639604713 8,5947377681
1970 7,067004727 9,1648847960
1971 8,587231161 9,7411041085
1972 9,167427795 10,582333486
1973 10,84509499 11,085335153

Fonte: Penn World Table 6.1

Nos consideramos o seguinte modelo de regressao Lindley-Unitaria para ajustar esses dados:

onde p; é a média e logit(-) é a funcao de ligacao logito, com i =1, 2, ..., 12.
As estimativas de maxima verossimilhanca foram B\o = 35,45 e 31 = —6,11. As estimativas
com correcao de viés foram B\O = 36,64 e 31 = —6,13. Embora as estimativas corrigidas

estejam proximas das estimativas originais, quando usamos o Critério de Informacao de Akaike

(AIC) (Montgomery et al., 2012) obtivemos um valor de 18,10 para o caso do modelo cujas
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estimativas nao foram corrigidas e —46,86 para a versao corrigida, indicando que a regressao

com as estimativas corrigidas forneceu o melhor ajuste.

As variancias de primeira e segunda ordem de Bo foram, respectivamente, Var; ( Bo) = 428,86
e Varg(go) = 505,26. Observamos uma grande diferenca entre as variancias de primeira e
segunda ordem. Para B\l nao houve diferenca significativa, pois Varl(gl) =329¢ VarQ(B\l) =

3,85.

A fim de detectar possiveis desvios dos pressupostos para variaveis de resposta no modelo
(5.1), bem como outliers, apresentamos o grafico de envelope na Figura 5.1. Como pode
ser visto, todos os residuos permaneceram dentro das bandas de confianca indicando que nao
temos caracteristicas incomuns, e assim a hipdtese de distribuicao Lindley-Unitaria nao parece

ser inadequada.

Executando o teste Hy : 81 = 0 x Hy : 51 # 0, obtivemos os seguintes valores respectivos
para as estatisticas de Wald nao corrigidas e corrigidas: W = 2,93 (valor p = 0,087) e W, =
2,49 (valor p = 0,115). No nivel de significancia de 10 %, o teste de Wald corrigido nao rejeitou
a hipotese nula, enquanto o teste de Wald nao corrigido rejeitou a hipétese nula. Os testes
levaram a diferentes conclusoes, sendo que a conclusao obtida pelo teste ajustado foi compativel
com a obtida em Veloso et al. (2008). Esses autores discutem o episédio particularmente
interessante da histéria brasileira entre 1968 e 1973, conhecido como o “milagre” economico,
periodo em que houve crescimento acelerado com baixa inflagdo e superavits no balanco de
pagamentos. Uma das explicagbes para esse fenomeno, segundo Veloso et al. (2008), seria o
ambiente externo favoravel do periodo. A partir disso, esses autores verificaram que a varidavel

OPENK nao era significativa para a explicacao do “milagre” economico.
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Figura 5.1: Grafico de envelope para modelo de regressao Lindley-Unitaria

5.2 Impacto da COVID-19 sobre o mercado de trabalho

Algumas métricas do comportamento do mercado de trabalho sao particularmente estu-
dadas em momentos de crise. O efeito desalento é um deles, no qual os trabalhadores que
perderam seus empregos durante uma recessao saem da forca de trabalho, uma vez que consi-
deram que os custos de procurar novo emprego sao maiores que a probabilidade de consegui-lo

(Gonzaga & Reis, 2011). A populagao desalentada no Brasil cresce desde 2015, chegando a
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representar 4,1% da forca de trabalho ampliada no inicio de 2020 (Mattei & Heinen, 2020),

portanto a expectativa era de que a pandemia causada pela Covid-19 reforcasse tal tendéncia.

Investigagoes de outros paises refor¢am resultados nesse sentido. Com base em uma grande
pesquisa domiciliar americana, Coibion et al. (2020) analisaram como o mercado de trabalho
dos Estados Unidos vem sendo afetado pela pandemia de Covid-19 e seus resultados indicam
para a reducao da taxa de participacao na forga de trabalho, em outras palavras, o aumento
de trabalhadores em idade ativa que deixaram de trabalhar e de procurar novos empregos.
Coibion et al. (2020) avancam na anélise dos dados para identificar os motivos dessas pessoas
deixaram de procurar trabalho e encontram como o principal deles a aposentadoria, sugerindo

que a onda de infeccoes levou a aposentadorias serem antecipadas.

A procura por emprego na Suécia em tempos de pandemia foi analisada com base em
dados em tempo real de um site de vagas de emprego (Hensvik et al., 2021). Os resultados
de Hensvik et al. (2021) mostram a forte reducao da busca por trabalho apesar do crescente
nimero de desempregados, o que caracteriza o efeito desalento, bem como mudanca nos tipos
de ocupagao procurada pelos trabalhadores para vagas na area de saude, ocupagoes cuja
demanda de trabalho ¢é mais resiliente a crises ou ainda cuja maior parte da carga horaria

possa ser desenvolvida em casa.

Outra analise, com base em dados em tempo real e também em dados de seguro-desemprego,
foi realizada por Forsythe et al. (2020). Seu objetivo foi investigar, no nivel estadual dos Es-
tados Unidos, se os efeitos da pandemia no mercado de trabalho foram percebidos de acordo
com as medidas restritivas de combate a doenca pelos estados, mas nao encontraram tal as-
sociagdo. As evidéncias encontradas por Forsythe et al. (2020) sdo fortes no sentido de que
os danos ao mercado de trabalho foram gerais e nao causados por medidas restritivas, bem
como ha evidéncias modestas de que o espalhamento precoce do virus é preditor do colapso

no mercado de trabalho do estado.

Os dados usados nesta se¢ao foram retirados da PNADc (IBGE, 2020) com resultados para
o 3° trimestre de 2020 e do Ministério da Satide do Brasil (Brasil, 2021) em 18/01/2021. O
objetivo ¢ modelar o percentual de pessoas desalentadas na populagao, na forca de trabalho

ou desalentada em func@o dos 6bitos acumulados por 100 mil habitantes (obitosacum100mil)
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e 6bitos acumulados (obitosacum) ambos em razao da Covid-19 por unidade da federagao. Os

dados sao apresentados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Percentual de pessoas desalentadas na populacao, na forca de trabalho ou desalentada
em 2020 e ébitos por Covid-19 nas unidades da federagao brasileira até 18/01,/2021.

Percentual de  Obitos acumulados Obitos
UF desalentados (100 mil habitantes) acumulados

Acre 0,125 95 837
Alagoas 0,216 79 2629
Amazonas 0,073 152 6308
Amapa 0,072 119 1005
Bahia 0,114 65 9667
Ceard 0,114 112 10223
Distrito Federal 0,013 147 4427
Espirito Santo 0,026 138 5534
Goias 0,031 101 7107
Maranhao 0,208 65 4613
Minas Gerais 0,048 64 13483
Mato Grosso do Sul 0,032 97 2686
Mato Grosso 0,020 136 4743
Para 0,078 86 7412
Paraiba 0,130 97 3902
Pernambuco 0,100 105 10031
Piaui 0,117 90 2961
Parana 0,021 79 9054

Rio de Janeiro 0,028 161 27805
Rio Grande do Norte 0,131 91 3179
Rondonia 0,033 114 2031
Roraima 0,081 134 811

Rio Grande do Sul 0,023 88 9967
Santa Catarina 0,013 83 5919
Sergipe 0,109 116 2662

Sao Paulo 0,025 109 49987
Tocantins 0,071 84 1316

Fonte: Pnad Continua 3° trimestre - IBGE e Painel Coronavirus - Ministério da Saude
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A hipétese é que a gravidade da doenca nos estados representada pelo indicador de ébitos
faria com que as pessoas deixassem de procurar emprego por medo do contdgio. Nos conside-

ramos o seguinte modelo de regressao Lindley-Unitaria para ajustar esses dados:
logit(u;) = Po + Frobitosacum100mil; 4+ Syobitosacum, (5.2)

onde logit(-) é a fungao de ligagao logito, com i =1, 2, ..., 27.

As estimativas de méaxima verossimilhanca foram Bo = —0,01151, 31 = —0.00003 e 32 =
—1,20956. As estimativas com correcao de viés foram EO = —0,01119, /73’\1 = —0.00002 e
52 = —1,23448. Embora as estimativas corrigidas estejam préximas das estimativas originais,
quando usamos o Critério de Informacgao de Akaike (AIC) (Montgomery et al., 2012) obtivemos
um valor de 34,99 para o caso do modelo cujas estimativas nao foram corrigidas e —85,92 para
a versao corrigida, indicando que a regressao com as estimativas corrigidas forneceu o melhor

ajuste.

Para detectar possiveis desvios dos pressupostos para variaveis resposta no modelo (5.2),
assim como outliers, apresentamos o grafico de envelopes na Figura 5.2. Observamos que
todos os residuos permaneceram dentro das bandas de confianca indicando que nao temos
caracteristicas incomuns, e assim a hipdtese de distribuicao Lindley-Unitaria nao parece ser

inadequada.

Realizamos o teste Hg : f1 = 0 X Hy : 51 # 0, obtivemos os seguintes valores respectivos
para as estatisticas de Wald nao corrigidas e corrigidas: W = 2,774 (valor-p = 0,096) e
W, = 2,522 (valor-p = 0,112). Ao nivel de 10%, o teste de Wald corrigido nao rejeitou a

hipdtese nula, enquanto o teste de Wald nao corrigido rejeitou a hipétese nula.
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Figura 5.2: Grafico de envelope para modelo de regressao Lindley-Unitaria.

Como indicado na estatistica de Wald corrigida retiramos a variavel obitosacum100mil e
obtemos

logit(u;) = Po + Pe0bitosacum,,

e quando realizamos o teste Hy : B2 = 0 X Hy : B2 # 0, as estatisticas de Wald nao corrigida e
corrigida foram, respectivamente: W = 2,91 (valor-p = 0,088) e W, = 2,24 (valor-p = 0,134).

Novamente, ao nivel de 10%, o teste de Wald corrigido nao rejeitou a hipétese nula, enquanto
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o teste de Wald nao corrigido rejeitou a hipdétese nula.

Se considerarmos, em (5.2), Ho : (B1,52)" = (0,0)" x Hy : (B1,582)" # (0,0)7, temos
os seguintes valores para as estatisticas de Wald nao corrigida e corrigida, respectivamente,
W = 5,292 (valor-p = 0,071) e W, = 4,446 (valor-p = 0,108). Que corroboram com os

resultados obtidos anteriormente.

A partir desses resultados temos que, se usassemos W, teriamos o modelo completo e
usando W, temos que nenhuma das varidveis explicativas consideradas sao importantes para
o modelo, de modo que ha evidéncias de que os 6bitos por Covid-19 no Brasil ndao explicam a

desisténcia na busca por emprego no pais.






Capitulo 6

Conclusoes

Modelar dados como proporc¢oes e porcentagens é bastante comum na literatura em diversas
areas de estudo, inclusive em Economia. O modelo de regressao Lindley-Unitaria surge como
uma alternativa na modelagem de dados estatisticos com valores no intervalo (0,1), com base
na distribuicao de Lindley que possui boas propriedades estatisticas. A inferéncia baseada na
teoria assintética é bastante confidavel, exceto quando a amostra é pequena, caso em que a

teoria assintética de alta ordem é uma opcao.

As contribuigoes tedricas desta pesquisa sao duas, ambas para os casos com pequenas
amostras: a primeira é a expressao para corrigir o viés do estimador de maxima verossimilhanca
no modelo de regressao Lindley-Unitaria; e a segunda é a férmula da matriz de covariancia
de segunda ordem, através da qual um teste de Wald modificado é proposto. Esses resultados
sao facilmente implementados em softwares que suportam calculos matriciais, como R (R Core
Team, 2020).

Utilizamos experimentos de Monte Carlo para investigar o desempenho de tais refinamen-
tos e descobrimos que os estimadores corrigidos apresentaram vieses menores do que 0s nao
corrigidos, e o teste de Wald baseado na covariancia de segunda ordem apresentou taxas de

rejeicao mais proximas dos niveis nominais esperados.

Por fim, ilustramos o uso pratico dos resultados teéricos sobre dados economicos em duas

aplicacoes. Na primeira, em que a varidvel resposta foi a Taxa de Crescimento Real do PIB per

31
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capita do Brasil no periodo do “milagre” economico e a covariavel foi a Abertura Comercial a
pregos constantes, o teste de Wald corrigido levou a uma inferéncia diferente da obtida pela
estatistica original. J& na segunda, a variavel resposta foi o percentual de pessoas desalentadas
na populacao, na forca de trabalho ou desalentada no Brasil em 2020 e teve como variaveis
explicativas os ébitos por Covid-19 nas unidades da federacao brasileira, situacao na qual
também tivemos que o teste de Wald corrigido levou a uma inferéncia diferente da obtida pela

estatistica original.



Apéndice A
Vetor escore e matriz de informacao de Fisher

Neste apéndice, obtemos matricialmente o vetor escore, a matriz de informagcao observada

e a matriz de informacao de Fisher (esperada) apresentadas no Capitulo 2.

A.1 Vetor escore

A funcao de verossimilhanca é dada por

Liply) = [[fwilm)

i=1

O logaritmo da funcao de verossimilhanca é

(B) = logL(ply) = Zlog {%} = Yi(1 — )

pi(1 — ;)3 i1 (1 — i)
= {2 log(1 — ;) — log(pi) — 3log(1 — y;) — %} :

=1

33
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Ou seja,
UB) = Zh(ﬂi% (A.1)

yi(1 — 1)

Ci(pi) = 2log(1 — p;) — log(ps) — 3log(l —y;) — (=)

A primeira derivada de (A.1) com relacdo a f3; é dada por

Zag :uz
Gﬁ] aB;

com
5, 5, og(1 — p;) — log(ps) — 3log(1 — ;) =)
_ [2 1 (_1)3m_i5m_ Yi 0 <1—#i)]
L —p, 0B; i 0B; 11—y 0B; \
Mas,
[543l
aﬂ] Hi aﬂ] Hi aﬁj 223 85] 2
Logo,

T R S S
d0; V=i i 1=y 7] 085

De (2.3) podemos escrever p; = g~ *(n;). Faca g~1(.) = h(.), entao

i = h(n;).
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Dai,

aﬂi Y, %

onde A'(n;) denota a derivada de primeira ordem de h(7;) com relagao a ;. Além disso,

o _ 0 (X:ﬁ)

0B, N 0B,
Sabemos que,
B
T BQ
X, 8= [%’1 Tig ... :Uipi| | T T+ Tiofa + ..+ Tipp.
By

Logo,
9B; 9B; 9B,

Voltando em (A.2) temos que,

[Ti1 51 + Ti2fa + . .. + Tipfp] = Tij.

Ol
55 =) w, (A3)
Apoés esses calculos podemos concluir que
861 (,ul) 2 1 Yi /
= [ e )
a3; L= g 21—y, ’

Portanto, o vetor escore é definido como

onde cada elemento ¢ dado por
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n 1 Ui
Us (8) = = e
/BJ( aﬁ] Z |: 1— Hi ,uz ,ul (1 - yz) (77 ) I

i=1 =1

Vamos reescrever Ug (3) da seguinte forma:

Uﬁj (B) = Zvi Lijs
i=1

com

2 1 Yi },
o= |- e e § O
{ L—pi i p2(1—y;) (i)

Apo6s alguns cédlculos podemos escrever

|y ) — () =) ],
o e e L

Logo,

[ —n

Y oiq Vi Tin V1T11 + VaZo1 + ... + UpTp1
n

Y1 Vi Tip V1T12 + Va2 + ... + UpTp2

Us(B) = . =

n

> i1 Vi Tip V1Z1p + VaZop + . ..+ UpTip

Ti1 P21 ... Tpl 0

T2 T2 ... Tp2 V2

LTip T2p Tnp Un
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onde
11 T21 Tnl U1
NT Ti2 T2 Tn2 0 v 1’.2
Tip T2p LTnp Un,
Portanto, o vetor escore é
Uﬁ(,@) = XT'U.

A.2 DMatriz de informacao observada

Para obter a matriz de informacao observada precisamos da derivada de segunda ordem

0%0(8)/083?. Ou seja,

_ 9B
J(B) = — 35
Aqui, denotaremos o (7, k)-ésimo elemento da matriz J(8) por J;x(B3) = J;. Logo, para
J,k=1,2,... p temos
o [oUB)
Jik(B) 95, | o5 }
_ 0 Ol; (1 n i 0
0B Z OBk ] Zlc‘? [ dBy }
:_”1_2_i Yi ]h'--}
S =ED(=2) 1 2w =)y | O,
- 02 h(ni) x;
S [ e S v
2 1 Yi " 8771
- —— +——1|h
+{ 1 =4 Mi+#?(1—yi)} b )6/6] }
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Vimos que

Logo,

o =3 {2
ik

Faca,

n
Jir(B) = E MTij T = M1T1jT1k + MT2;Tok + . .. + My Ty Tnk-
=1

Neste caso,

J12

J21

Apéndice.A.2 — Matriz de informacao observada

= MT11T11 + MaTo1To1 + ...

= MT11T12 + MaTo1To + ...

= Mi1T11T1p + MaT21T2p —+ ...

= M1T12T11 + Malo2Ta1 + ...

+ MpTp1Tni

+ MpTn1Tn2

+ mnxnlxnp

+ MpTp2Tni

O =} () om; o —
9B, " 0Bk 0B, Y
1 2yz’ } / 2 |: 2 1 Yi :| " }
i (1 —yi) K w1 =) () f i
2yi } / 2 [ 2 1 Yi :| "
(1 — i) (m) V=g p2(1—w) (m). (A.4)
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Jag = MyT12T12 + MaToaTor + ... + MpTpaTng
Jop = MuT12T1p + MaToaTop + ... + MpTpalny
Jpi = MuT1pTig + MaTopTor + . ..+ My TppTni
Jp2 = MuT1pTig + MaTopToz + ...+ My TppTno
Jpp = MT1pT1p + MaZopTop + ...+ My TpTpp.

Para escrever a matriz de informagao observada matricialmente considere

0 mo ... 0 .
M= o | = diag{mq,ma,...,m,}.
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Logo,
r11 o1 ... Tpl mi 0 c. 0 11 Ti2 ... Tip
T12 T2 ... Tp2 0 mo ... 0 To1 T2 ... T2p
X'MX =
| T1p Top . Ty 0 0 ... Mmu| |To1 Tna ... Ty
miT11 Mox21 ... MpIpl 11 Tiz ... Tip
™M1T12 MaT2y ... MpIp2 Ta1 T2 ... Typ
_mlxlp moZop ... MpTnp TIpl Tp2 -+ Tpp
B n 2 n n
Do a MGT D MTATs e Y TMTaA Ty
n n 2 n
- Doict MaTiain Dy Miliy - D iy MiTinip
n n n 2
_Zi:l MiTipTit D iy MiTipTia o D iy MLy,
J11 Jlg R le
J21 <]22 R Jgp
o Ty e Iy

Portanto, a matriz de informagao observada é dada por

J(B)=X"MX.

A.3 DMatriz de informacao de Fisher

Denotaremos a matriz de informacao de Fisher por

1(8) = ELJ(8)] = B [X MX] = XTE[M] X = X"QX,
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onde
E(mi) 0 0
Q=EM)= : : : = diag {E(m1), E(mys),..., E(m,)}.
0 0 ... E(my)

De (A.4) temos que

9 1 2 Y, 9 11 Y,
Em)=|—— o -+ E i B (n;)? - __FE i W' (n:).
(ms) (1 — p)? u?+u? <1—Y¢>] (n)+[1—ui+m 17 <1—3§>] )

Agora vamos obter F[Y;/(1 —Y;)]. Para isso, vamos mostrar que a f.d.p. da Lindley-

Unitaria pertence a familia exponencial. Sabemos que Y; ~ UL(y;), i =1,2,...,n.

Mazucheli et al. (2019) mostraram que a distribui¢do Lindley-Unitaria pertence a familia

exponencial, ou seja, a funcao densidade de probabilidade pode ser escrita como:

fyilpi) = expl@(pa) T (yilps) + D) + S(ys| )],

com

Q) =1 Tih) = 12 D) =tog [ULE] e ) = togl(1 - )7

Neste caso, temos que

D' (1)
Q' (1:) 7

Y;
El—) = B[T(yilw)] = -
(125) = Bl
onde D'(u;) e Q' (u;) sdo as derivadas de primeira ordem de D(pu;) e Q(u;), respectivamente,
com relagao a p;. A equagao (A.3) pode ser demonstrada usando o fato

Of (yilpa 0
/f(yz'Wi) dy;=1= /Mdyi = m(l) =0.

Opi
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Temos que
L) — Q)P ai) + D) ).
Logo,
/afgyi|,ui)dyi :/[Q/<Ni)T(yi’Ni) D' ()] fyils)dys = 0. (A5)
i

Mas, por definicao de esperanca temos
/ Q' (1) T (yil i) + D' (pa)) f (yil i) dyi = EQ (1) T (yilps) + D'(pa)] - (A.6)
Entao, por (A.5) e (A.6)

E Q" (1) T (yil i) + D' (na)] = 0 = Q' (pa) E [T (il pi)] + D' (i) = 0.

Logo, ()
D/ 127
E T (yilp)] = — .
[T(yil )] )
Portanto,
E( Y; ) _ _D/(Hi)
1= Q' (i)
Agora precisamos calcular D'(p;) e Q' (),
/ d (1— Mz’)Q] } i 200 — pa) (=1 — 11 — py)? (14 )
N = log |~ — P | L — TR
D) dp; { o { i (L — pa)? T pi(1 = pui)

d 1 1 1
/-: —_— — — _ = —
2= (1750) 0 e
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Entao,
_ ()
E(ii):: D'(pi) _  Twl-p
1-Y; Q' () %
_ L+pi o o
pi(l — i)
= e (A.7)
Assim,
2 1 Y; 2 1 1 Y,
E(m;) = - =+ = F : ' (1;)? — - = E : R (n;
) = | () e+ [ o () o)
_ 2 _ i 3 Mz(l—l-/h)} h/( )2+ |: 2 l i ﬂ2(1+uz>:| h”( )
(=) wd e 1—w ' V=i g g 1=y '
I 2 1 2 1 i 2 1 11 i
— [t e [ - e
(L= pwa)? oy 1=y V=i g i 1= gy
202 — (1 — 1) + 2(1 + ) (1 — i +1— iy —1—
17 (1 — i) (1 — p:)
Entao,
1L+ 24 M}, )
E(m;) = “ A (n; A8
)= g e A
Portanto,

: 1+%u—uq , 2{1+%m—uﬂ Ry [1+%m—u1 : 2}
= diag { | 2 EL B ()2, |22 )2, L | e )2 Y
Q g{ [ L W | () (1)






Apéndice B
Derivacao da correcao de viés

Neste apéndice, obtemos wg) utilizado no fator de correcao de viés apresentado no Capitulo

3. Como vimos anteriormente, Cordeiro e Klein (1994) obtiveram a seguinte expressao para
correcao de viés

Bs(B) = 1(B)” ' Wuec [1(B)7],

com W = (WM, .. W®) sendo que cada W) tem (t,s)-ésimo elemento dado por

r T 1
wgs) = K‘gs) — 5 Rtsry

2

onde /{EZ) € Kysr SA0 Notagoes tensoriais para os cumulantes das derivadas da log-verossimilhanca

introduzidas por Lawley (1956):

» OFgs oalA(c;
M =g © fra=E [aﬁraés;ﬁt]'

Temos que —kys é 0 (¢, s)-ésimo elemento da matriz de informagao de Fisher 1.

Entao,

n 0 0 - "\ [0E(m;
K‘gs) = %mm = ﬁ [— ZE(mi)l‘itSCis] = - Z {#l‘it%s} . (B.1)
r r i—1 r

i=1
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Vimos, no Apéndice A, que

Logo,

OE(mi) 0 [ STL42m— 2],
o, OB { [ pE (1= i)? ] v }

- {a% e | e

1=

- {u?@ —20:) (1 — i) — (1 + 205 — pi2) [2p0(1 — p5)* + 202 (1 — ui)(—l)]}
i (1 — pg)*

i=1

a,uz / 2 |:1 + 2#@' - :U'?:| / " 8771'
W)+ | ————5| 2 h () h"(n:

1+ 2p; —

_ N ) 2 o
- 21{ ,uz<1—/1%) :|2h<7h)h(771) zr}

0 ) i + 37 — i = 1] W' (m:)* + {

1 (1 — i) i (1 — g

- pi + 3pF — i} — 1 1+ 2 —
= > 2 h'(m){ [ 3 | W (m)* + —) ' (i) p @i
i=1
Voltando em (B.1) temos

i3 — -1 14 2p; —
G 5 = 2 h(n { {,u ! ! R ()% + | ———L | B (1) § eaisir.
' Z (1 — pi)? () pi(l— uz) () g




B. Derivacao da correcao de viés

Agora, para encontrar wt(;) precisamos calcular k,,. Temos que

_p [ 2UB) 1[0 (PUBN] L g (0
%riﬂaggﬁj—Eb@(mw@ﬂ__E<%)'

0Js _ 0 dm;
aﬁr aﬁr Z m;TisTit = Z 8671 a5 Lislit-

Mas,

Derivando (A.4) com relagdo a (3, obtemos

om; - _ [_2@)(1 —p)(=1) =2 =31 = yi)2yi} O
o (1= p)! i pe(l—y:)* ] 0B,
+KT%F_%+E£%@PWMWMM
e et
B —QMZ- +i ﬁ} " (0;) @
= oy o ) 00

2 1 2;

+ [—(1 S ER BT yz)] 3R (i) b ()i

2 1 y :| "
+ + — YRR h (772) Lip.
[1—m w121 — )

Voltando em (B.3) temos

h'(m)Q

47

(B.2)

(B.3)
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&]st - |: 2 1 31/1 :| ’ 3
= 2/——+ —=———""""—| h'(np;
0B i=1 { ( ' ; ' &

2 1 21;
3 [(1 - Mz‘)2 - ,17 * M3(1 - yi)] h/(m) h”(m)

2 1 Yi } m
+ + ——— | h (m) Lir Lis Tit-
[1—%‘ pi o B =)

Por (B.2),

0Js
Rrst = _E<8ﬁt>

2 12 Y;
i ()| o

— — —F i B : T T
+L_Ni+m It (1—Yi>:| (77)}:75 Tis Tit

Sabemos que E'[Y;/(1 —Yy)] = pui(1 + i) /(1 — ps) logo,
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3 I

el S N A AU
2 1 2(1+Mi) ’ "
S S S 2 Y RTC MO
3 [(1—%)2 It +u?(1—ui)] () ()

2 1 (1 + ,ui) } "
+ 4+ ——— 7 | h n; Lir Lis Tit-
L — i p (1l — ) ) t

Desse modo, é possivel obter wg):

r r 1
wgs) - K’i(fs) - 5'%1581”

- pi+ 3pf — i} — 1 1+ 2 — pi}
- > { —2 { W (m)* + = 1 (1) R (1)

i=1 (1 — pg)? P2 (1 — ;)
[t ] L

i (1 _3/~Li)2 a 2,12 + 5’;(117:!:;3)} R ()b (m:)

N |1 _1/~Li 2%2 B %} h///(ni>}xir$i3$it.

Portanto, apés algumas manipulagoes algébricas, temos

n 2
r 2 pong o (M =2 =1, o
Wis = Z {_M?(l — ,U/z)3h (772) + |:2:U’2(1 _ Nz)2:| h (Th)h (771>} Lir Tis Tit-

i=1 1






Apéndice C

Matriz de covariancias de segunda ordem

Neste apéndice, obtemos matricialmente a quantidade I' apresentada no Capitulo 4. De

Magalhaes (2016) temos que

Cova(B) = I(B) ™ + I(B) " {T +T 7} 1(B) ",

onde (a,b)-ésimo elemento de I' é dado por:

L 1 1
Yab = = 5%+ e T 5 eb
CcOo1m
p
T = DK {Qﬁzgid) — Fpey + /iac,bd} 7
c,d
p
’VC(LIQ)) = Z ﬁr&l{Cd {/{arc[gﬁbsd + 2/{b,sd + 8/€bs,d] + 2/€a7‘,c[2’ib,sd + Kbd,s]} )
r,8,¢,d
p
= St (1 )}
r,8,¢,d

o1



52 Apéndice.C.1 — Forma matricial de v

Podemos escrever I' na seguinte forma matricial:

1 1 1
r—_2m, 1@, 5 e
57+ 5

onde os (a,b)-ésimos elementos de vV, 42 e vB) sdo, respectivamente, 'yc(dl,), C(L,ZJ) e ’y((;;').

C.1 Forma matricial de ~

Vimos que
P
T o= YR {2“1(5@ — Ko+ ﬁac,bd} :
c,d
com
n 4 3 2 3 2
(ad) Spy — 1207 — 207 4+ 8y — 3)} R py = 3p; — i+ 1), o,
Kpe = = 2 W ()" + 10 W (n:)"h" (m:)
' Z_; { { (1= i) (1= pi)?

2
,U/Z-—Q/Li—l " 2 / "

2 h % h zh i ialibLiclid,
+ [—M?(l—um}[ (1:)" + ' (ms) (n)]}x TipTicTid

(a) . 12(/’6;4 _ 4#? + Mzz + 2/’67» - ]') hl . 4 6(3M13 _ 9/’%2 B /‘L’L + 3) h/ . thl .

i=1

3(pf —2u — 1)

_l’_
3 (1 — p1)?

[0 (n:)? + B (n; ) 1" (m3)] }xmxibxicxid,

p 2 2
Raebd — Z { ( o H ) |Ju_h/(nl)2 - h//(nl):| }xiaxibxicxid-

(1= )
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Vamos reescrever essas quantidades da seguinte forma:

/?z(fcld) = Z §iTiaTipTicTid,
i=1
/ﬁ(,(;)j = Z NiTiaTipTicTid,
i=1
p
Kacbd = Z QiTiaTipTicTid,
i=1
onde
B — 12407 — 207 + 8y — 3) 4 = 3pF — i +1
& = 2[ = ) h'(n;)* + 10 T 03
luz /‘L’L Mz( /‘L’L)
2
My = 2:ui - 1} " 2 / "
#2 | B2 B+ G )
M?(l - Mz’)z [ ]
12(pf — 4pd + p2 +2p; — 1) 6(3u3 — 9u? — p; + 3)
)\i — 7 7 7 7 hl 771 4 + 7 7 1 h/ 7]1 thl Th
N?(l - Mz’)4 ( ) M?(l - Mz’)g ( ) ( )
3(uf — 2ui — 1) 2
+—— (A" (1:)* 4 B () " ()],
3 (1 — p)?
(1 + 2lui - M2> 2 ! 2 " ?
¢ = | —h ()T =R ()|
pE(l = pa)® [ ( (
Logo,

P p
%(L? = Z K {Xn: [26 — i + ¢ xiaxibxicﬂfid} = Z Zn: KM 0 Tin T i Tid,

i=1 cd i=1

h'(m)2h"(m)

23
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com,

ti = 25—XNi+¢

3u4—12u3—2u2+8ui—3)] = 3pf — pi + 1 >
= 4|2 : : W (mi)* + 20 |~ : B (mi)* " (n;)
{ i (1 — pas)? i (1 = pi)?
1 (1 = pi)? 1 T pi (1= )
6(3M3 — 9M2 — i + 3) / 21 3(#2 B 2Mi B 1) " 2 / "
S d W ()R (n;) — —— R (n;)? + B (n;) " ()]
1+ 2p — i) [ 2 ’
(L 20 = 1) 12 302 — ()
(L= i)
1 -
=Ty 2 A S+ 20— 12— 12uf - 48ud — 1247 — 24+ 12| ()’
Foi (L= i)~ L
1 -
TP 2007 — 60p; — 204 4 20 — 18 + 5447 + 641, — 18| b/ (m;) 2R (1;)
A
1 -
+ - Api — 8py — 4 — 3u; + 6p; + 3] 1 (1) + B ()W (3)]
p (1= pi)? L
b [t 2] [ - 1| )
i (1= p)? L Hi

Simplificando temos que

—2017 + 8

i (1 — pg)?

(24 — 6p — 14p; +2)
pi (1 — )’

h'(m-)2h”(m)

2

1420 — p2) [ 2
( + :ul H’z) _h,(nz)2_h”(nz)

(,uz - 2#1' B 1) " 2 / "
+ - R (ns)” + RO () D7 ()] +
> (1 (m:) (mi)h" (ms)] PO—mr |m

M?(l - Nz‘)

Com essa simplificacdo podemos escrever v na forma matricial. Temos que



C.1. Forma matricial de vV

Entao,

11 Tiz ... Tip Ri1 K12 ... Rip
To1 T2z ... Top Ro1 K22 ... R2p
e I=1IB)=X"QX =—
Tpn1 Tp2 .. Tpyp Rpt Rp2 ... Kpp
Rl 12 Klp
B B . B K21 22 k2P
I =1(8)" =(X QX)) =-
KPl  op2 KPP
Faca Z = XI7'XT, ou seja,
11 12 1
11 L1z ... Tip K K ... K7P 11 21 ... Tpl
21 22 2
To1 X22 ... Tp kP T12 X222 ... Tp2
1 2
Tpl Tp2 ... Ty wKPH kP2 .. KPP Tip Top ... Tpp
P cl P c2 P
Yob jwiek Y h Tk > TR T11 Tol ... Tpi
P cl p c2 p
Yo Tk YN Tgek Yooy Tock® Ti2 Tz ... Tpo
P cl p c2 p cp
> Tnek D TpeK L | Tnek Tip Tap o. Tpp

Dot Dt Ty, 9K

Zﬁ:l ZZ:l Toe gk

B Zﬁ:l 2521 $nc$1d/€0d

p D cd
c=1 Zd:l L1cT2dk

DR ToeTogh™

Zi:l Zzzl T Toak™

P p c
Zczl d=1 Tnelndk

213:1 22:1 T1eT gk

Do Dot ToeT gk

d



56 Apéndice.C.1 — Forma matricial de v

Ou seja,
T1el1id T1eX2d -+ Lielnd
p p
A Z Z cd Loclid X2cX2d -+ X2clnd
= — K
—1 d—1 : : e :
LTnelld Tnel2d --- Tnelnd
Considere
Zp = diag(2)
r1t1a 0
p p
Soyower| e
= - K
e=1 d=1 5 :
0 0 e TpeTnd
€
t1 0O
: 0 i
T = diag{ti,te,...,tn} = |
0 0 tn
Dali,
r11 To1 ... Tpl tl 0O ... 0 mlltl I’Qth e xnltn
T12 T22 ... Tp2 0 t2 ... 0 Iutl IQQtQ coe Z‘ngtn
XTT = . . . . . . =
Tip T2p ... Tpp 0 0 ... tn xlptl l’gptg ce xnptn

Além disso,
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T1cT14d 0 Ce 0 11 T12
p p O
T2cl2d To1 T22
ZpX = —§ j§j,<fd
c=1 d=1
L 0 0 Lnelnd Tpl Tp2
T11T1T1d  X12T1cT1d T1pT1cT1d
P
ZZ cd | T21%2cL2d  T22L2cT2d L2pL2aclad
= — K
c=1 d=1
| Tn1Tnclnd Tn2Lnclnd TnpTnclnd
Entao, X 'TZpX éigual a
Tt xaito Tpity T1121cT1d - T12%1eT1d
P P
ZZ o | T2l Taoto Tnaln T21%2cT2d  L22%2cL2d
— K
c=1 d=1
:Elptl Q:21)152 xnptn Tn1Tnelnd Tn2Tnclnd
Ti1lq1  Ti1T42 Ti1Tip
P p n
ed Li2li1  LTiadi2 Li2Lip
= - Kt TieLid.
c=1 d=1 i=1
TipTil  TipTi2 TipTip
Logo,
(1) 1) 1)
Y11 M2 - Tip
(1) 1) (1)
Yo1 o2 - 2
AW = X172, x = | = 7 ?
(1) 1) (1)
Tp1 Vp2 -+ pp

l’lp

.I'Qp

L1pTiclid

LopTaclad

xnpxncxnd

57
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Daf, o (a,b)-ésimo elemento de ) ¢
p n

p
(1) _ cd
Vap = E E KX TipTicliq-

c=1 d=1 i=1
Portanto, a forma matricial de v é

A = _XTTZ,X.
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C.2 Forma matricial de 7%

Temos que

’7((1?,) Z HrsﬁCd {/{/arc[?’/{/bsd + 2"11) sd 8//%3 d] + 2"<var c[2f'€b sd T Kbd s]} )

r,8,¢,d

com
A -3 4 1)
Rare =
i—1 3 (1 — p)?
A -3 4 1)
Kbsd = 3(1 3
i—1 7 (1 — p:)
Fpad = — J (1 —2m = 1)
: i=1 qu2(1 - :LL’L)Q
Fpod = — | (17 —2p 1)
K | w1 - |
o _ — | (17 —2p = 1)
ar,c pa ’U/12<1 _ Iu)Q I
P — | (7 =2 = 1)
’ i=1 /"L’?(l - /"L'l>2 L

3(:”1 _ 2/1’1

7 (1 — py)?

3(:“’1 — 2/1’1 — 1)

pF (1 — pi)?

h/< ) h// 771 ]

)
o}
o}
o}

) hl(ﬁl)h//(nz) }xiazirxic7

h’(m)h"(m) }$ibxisxida

TipTisTid,

TipTisTid,

TiaLirLic,

TipTidTis-

29
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Vamos reescrever essas quantidades da seguinte forma:

Rare = Z ViZiaZirLic, Kbsd = Z ViZipTisTid, Kb,sd = ZTi:Eibxisxida
=1 =1 =1
Rps,d = Z TilipLisLid, Kar,e = Z TiTialirLic, Rbd,s = Z TiZipLisLid,
=1 =1 =1
onde
A —3pf +1) 0 5 3(f — 2 — 1)
Vi - : W(n)” + — W (i) B (i),
3 (1 — pu;)? pii (1 — pui)?
(NZ B 2:“@' — 1) 2 / 2 " /
T o= — | W (i)™ = h"(n:) | W (i)
M?(l — pi)? i
Logo,
p n
7512)) — Z KR { Z [vi(3v; + 215 + 87;) + 21,(27; + 75)] xmijx,;cxjdxirxjs}
r,s,c,d=1 i,j=1
p n
= Z Iirsliai { Z [l/i(?)Vj + 10Tj) + 6TZ'T]'] xmijxicxjdx"xjs}
r,s,c,d=1 i,j=1
p n
= Z Z ffrsHCdAz‘jiEmﬁjb%cxjd%rﬁjs7
r,s,c,d=11%,5=1
com

Aij = l/i<3Vj + 10Tj) + 67'1'7']'.

Além disso, vimos que

T1cl1d T1el2d -+ TL1elnd

cd T2cl1d T2cx2d -+ T2cTnd
I
c,d

Tnelld Tpelad -+ Tnelnd
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Dai, usando o produto direto, temos

T1cl1d  T1el2d T1cTnd T1rT1s T1rT2s T1rTns
T2cl1d  T2cT2d L2cTnd TorZls T2rkas LorTns
Z@Z — § HTSKICd
r,8,c,d
| Tne®id  Tnelad Tnelnd TnrLls Tprd2s TnrLns
L1c01dT1rT1s T1el2dT1rL2s L1eTndT1rTns
rs cd X2cL1dX2rL1s  L2cX2dL2rXL2s L2cXndX2rTns
= E K K
r,8,¢,d
| Tnel1dTnrLls  Tnel2dLnrL2s LnelndXnrLns
Seja
All A12 .« .. Aln
Aot Aoy o0 Ay,
A: . . .
A A .. Ay
Entao,
Allxlcxldxlrﬁls AlelchdIlrl?s Alnxlcxndxlrxns
rs cd No1Tocm14Tr T NaoTacoatarTos A2y TocTraTorTns
NoZoZ = E K"K

r,8,¢,d

Anlxncxldxnrxls AannchdxnerS

Annxncxndxnrxns

61
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Logo,

A0 Zo2)X

Apéndice.C.2 — Forma matricial de v

E kTS KCd E

r78707d j

— E § :l{rsﬁcd

r.s,cd J

Allxlcxldxlrxls A12xlcx2dx1rx23 Alnxlcxnd-rlrxns
re cd No1T9cX1qTorT1s  NoaTacToqTorTas AonTocTndTor Tns
g KK
r,8,¢,d
Anlxncxldxnrxls An2$ncx2d$nrx25 Annxncxndxnrxns
T11 T12 T1p
Ta21 T22 Top
Tpl ITn2 Lnp
A1j$1c$1r$jd$js%‘1 AljiUchlrindxjs%z A1j$1c$1r$jd$js$jp
A2j$2c$2r$jd$js$j1 A2jx2cx2rxjdxjsxj2 A2j$2c$2r$jd$jsxjp
L Anjxncxnrxjdxjsle AnjxncxnrxjdxjstQ Anjxncxn’/‘xjdxjsxjp
Aljxlcxlrle A1j$1cI1rfL"j2 A1j$1cI1rfL"jp
A2j132cI2rl‘j1 A2jx26$2rxj2 A2jx26$2r'rjp
LjdZjs-
_Anjxncxm“le Anjxncxn'rxj2 Anjxncxnrxjp
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Portanto,

11 To1 ... Tpi
T2 T2 ... Tn2
X'AoZo2)X = > ) &
r?s7c7d ]
Tip T2p --- Tpp
A1j$1c$1r$j1 AljxlcxlrIjQ Aljxlcxhxjp
A2j$2cl‘2r$;‘1 A2jx2cx2rxj2 A2j$2cI2r$ij
«Tjdxjs
Anjxnc$nr$j1 Anjxncxnrmj2 Anjxncxnrmjp
«ricxirxilAijle xicxirxilAijxj2 iUz‘cxz‘rJ?ilAz’jij
rs cd $ic$ir$i2/\ij$j1 xicxirxiQAz‘jﬂﬂjQ $ic$ir$i2Aij%‘p
PP . | , 0ty
7,8,¢d 1,5
QiicCCieripAijl'jl 5Cic$ir$ipAijiCj2 xiciCieripAijl'jp
Ti1Zj1 TiZjz ... Tialjp
i1 T2 ... XI5
. rs cd 24 124 24 jp
= E E R K Aij . . . LicTirXjdTyjs-
rscd i, : : :
Tipj1 TpTjz ... Tpljp

Assim, o (a,b)-ésimo elemento de X (A ® Z ® Z)X é igual a
P n
Z Z fimHCdAijxmij%cdexirxjs-

r,s,c,d=11,5=1

Portanto, a forma matricial de v é

@ =XTAo Z0o 2)X.
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C.3 Forma matricial de

Sabemos que

7&1) Z KR o {'Libc <"€£:1) + Hr,sd) } )

r,s,c,d

co1m

(a) - -2(:u? B 3:“12 — M + 1) / 3 2(/%2 B Q,Ui - 1) / " ]
Ry = R (m:)° + R (m)R" ()| pTiaTibTic,
' 2 { i (1= paa)? pi (1= pi)? |

"l 2w —3u% -+ 1 22 — 2u; — 1 T
" Z{ (g — 3ps — pi + )h/(m) 4 (:uz Hi )h/(m)hu(m) }xirxisxid7

K =
" i=1 'u?(l B /”Li)g ;i (1 - :uz)
. (lﬂ B 2/“ B 1) 2 / 2 " /
Rrsd = - — | ()" — W7 (i) | (M) ¢ TirTisTia-
¢ 121 { M?(l - Mz’)Q 2% ( ) ( ) ( ) ¢

Vamos reescrever essas quantidades da seguinte forma:

n
§ : (r) _ _
Rbc WiTjqLipLic, Kgqg = WjTjrLjsTid, Krsd = ST jrLjsLjd,
=1 =

onde

2(p = 3pF — i + 1 2(p2 — 2 — 1

_ W‘Q““”[(u)h%m) —h”(m)]h'(m)~

g (1 — pi)?
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Logo,
P n
3 rs,.cd
A = E Kk g 10:(6; + 7j)] TiaTipTicTjaZ jr s
r,s,c,d=1 t,j=1
P n
rs, .cd
= E E KK Aij$iaxibxicxjdijxj5’
T',S,C,dzl 7”-7:1
com

Aij = 51(5] + Tj).

Escrevendo ) na forma matricial. Sabemos que

T1clid T1cl2d - -- Tlclnd
7 - _ Z IQCd T2cl1d T2cT2d -+ T2cTnd
c,d :
Tnel1id Tnel2d --- Tnelnd
€
T1rL1g 0 e 0
0 TopXog ... 0

Zp = diag(Z) = — Zﬂm

T,8

65
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Dai, temos
T1cT1d  T1cTd T1cTnd ryprs 00 .00
ZZD _ Z/ﬁjrs/{al X2cT1d  T2cT2d T2elnd 0 TorZas
r,8,c,d
L Tne®id LTncl2d Tnclnd 0 0 TnrIns
L1cX1dT1rL1s  L1cT2dT2rL2s L1eTndLnrLns
rs cd X2cL1dTL1rL1s  L2cT2dT2rX2s X2c¢LndTnrLns
= E R K
r,8,c,d
_xnCJJldxlrxls Lnel2dX2rL2s LnelndTnrLns
Seja
A Ap Ay
AQI A22 AQn
A =
Anl AnQ A’rm
Entao,
A11-Cljlcajlcl:clrxls A12%'1cx2d-7327“x25 A1nx1cxndxn1"xns
rs cd AleQCxldmlT‘xls A22x?cl’Qd"L‘Zrx?s AQnIQandxnrxns
AGZZp = E KK
r,s,c,d
Anll‘ncl‘ldl‘lrmls AanncIZdl?rxls Annxncmndmnrwns
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Seja T uma matriz n X p de uns. Desse modo, podemos escrever (A ® ZZp)Y como

A11l'lcxldx17’1'15 A12$1ch‘2d~r27‘l‘2$ R A1n$1cxndmnrxns
Z ,i'r‘s/{cd A21x2tled«rl7ﬂrls A22'7526‘7:2d112rx2s <o A217,'7;20-1:nclxm"xns
r,8,¢,d
Anlxncxldxlrxls A'n2xncx2dx2r1125 <o Annxncxndxnrxns
A1j$1cxjdxj,,xjs Aljxlcxjdxjrxjs e Aljxlcxjdxjrxjs
_ Z 7 ool Z Azjl'zciﬁjdlﬁjriﬁjs AijQijdxjrxjs ce A2j$2c5€jdlﬁjriﬁjs
r,8,¢,d J
Anjxncwjdxjrsz Anjxncxjdxjrxjs cee Anjxncwjdxjrsz |
Aljxlc Aljflflc Ce Aljl’lc
rs cd AjSL'QC Agszc C AijZC
= Y KRy : : : LT jr js-
rscd j . . R .
Anj:[f'nc Anjxnc s Anj'ilrnc

Dai, (A® ZZp)YT ® X serd igual a

A1j$1c A1j$1c e Aljxlc 11 Y12
rs cd Agjrae Agjmae ... Aot T21  T22
= E 5 KK ] i ) TjdZjrLjs O
T7S’c’d ] . . DY .
| Anjxnc Anjxnc s Anjxnc Tnl Tnp2
Aljl‘h:l‘n A1j$1c£1712 . Aljxlcxlp
rs cd A2j£152c9321 A2j3?2c$22 cee A2;'352@1132;)
= E E K K . . . xjdxjrxjs-
rsed : : - :
| Anj:Uncxnl AnjxnCQ:nQ <. Anjxncgjnp

67
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11
11 1
ZElp
Top
Tnp
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Agora temos que

11 T21

T12 T22

XT"[(A0ZZp) Yo X] =

I’lp l'Qp

§ § :Krsﬁcd

T787C7d j

— § § :Hrsﬁcd

T}'S?C?d i7]

Ti2lq1  Ti2l42
— § E :K/TS/ﬁZCdAij ' .

rs,¢,d %]

Apéndice.C.3 — Forma matricial de v®)

Tnl
Tn2
Tnp
A1J‘JU1C$11 A1j$1c$12
A2j$2c$21 A2;'5172c$22

Anj LTnelni Anj Lneln2

Aiin1$ic$il Aij«rilxicxzﬁ

Aijl'ig.]?icfﬂﬂ AijxiQZ'ic:U’i?

Aijilfipﬂiic%l Az‘j%pl‘icxm

Ti1Tq1  Ti1T42 Ti1Tip
Ti2Zip
TipTilz  TipTi2 LipTip

Assim, o (a,b)-ésimo elemento de X' [(A ® ZZp)T ® X] é igual a

D n

§ E : rs, .cd
R K Aijxiaxibxicxjdxjrxjs.

r,s,c,d=11,j=1

Logo, a forma matricial de v(®) é

B =XT[(A®ZZp)T o X].

Aljxlcxlp

AszCzcxzp

LjdZjrLjs

Anjxnc'rnp

Aijxilxicxip

Aijlb"mxicl‘ip

Aijxipxicxip

LicljdLjrLjs-

xjdl’jr.l’js



C.3. Forma matricial de v©®)

Portanto,

1 1 1
I = 5XTTZDX + ZXT(A OZO2)X + 5XT (AGZZp)YT o X].

Ou ainda,

1 1 1
r=x" §TZD+Z(A®Z®Z) X+§XT[(A@ZZD)T@X].
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#HH Teste de Wald

##HH# Autor: Pedro Ricelly

#### Lindley Unitaria

#### Data da 1 versao: 19/08/2020
#E Data da ultima versao: 14/10/2020

## Limpando a memoria
rm(list=ls ())

## Biblioteca para gerar a Lindley
library (LindleyR)

## Numero de replicas de Monte Carlo
REP = 10000

## Numero de parametros ##p =2, 3, 4, 5, 6
p =2

## Numero de parametros testados ## q = 1, 2
q=1

## Definicao de psi_HO
psi_HO = rep(0,q)
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## Calculo dos quantis

quantil90 = qchisq(0.90,q)
qchisq (0.95,q)
quantil99 = qchisq(0.99,q)

quantil9h

Apéndice.D — Programa em R

## Vetor de parametros verdadeiro

## Quando q = 1

1f(p::2 && q==1){beta.verd

if (p==3 && gq==1){beta. verd

f (p==4 && q==1){beta.verd

f (p==b5 && q==1){beta.verd

f (p==06 && gq==1){beta. verd
### Quando q¢ = 2

1f(p::3 && q==2){beta.verd

if (p==4 && q==2){beta.verd

f (p==5 && q==2){beta.verd

f (p==06 && q==2){beta.verd

= matrix

= matrix

(C(O,—2),p,1)}
matrix (c(0,-2,1),p,1)}
matrix(c(0,-2,1,0.5),p,1)}
matrix (c(

(e

0515175574)7p71)}
0,-2,1,0.5,0.5,1.5),p,1)}

= matrix(c (0,0, — ) p.1)}
matrix(c(0,0,—-2,1),p,1)}
matrix(c(0,0,l 1 ;5).p,1)}

= matrix(c(0,0,-2,1,0.5,0.5),p,1)}

gt FUNCAO LOG-VEROSSIMILHANCA A SER MAXIMIZADA

log.ver <— function (beta)

{

eta = XVx%beta
mi = exp(eta)/(exp(eta) + 1)
l.beta = sum(2+log(l — mi) — log(mi) — 3xlog(l — Y)

— (Y%(1 — mi))/(mix(1 —Y)))

return(—1.beta)
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#pAAAH FUNCAO PARA CALCULAR O VALOR DA FUNCAO LOG-VEROSSIMILHANCA
log.ver2 <— function (beta)

{

eta = XVn%beta

exp(eta)/(exp(eta) + 1)

sum(2xlog(l — mi) — log(mi) — 3xlog(l —Y)
— (Y*(1 — mi))/(mix(1 —Y)) )

mi
l.beta

return(1.beta)

s FUNCAO PARA CALCULAR A INVERSA DA INFORMACAO DE FISHER
Inv.I.Fisher <— function(vP1, X)

{

beta = vP1

eta = XVo%beta

mi = exp(eta)/(exp(eta) + 1)

h.linha = exp(eta)/((exp(eta) + 1)°2)

vP = ((1 + 2+*mi — mi"2)/(mi"2%(1 — mi)"2))*(h.linha"2)
P = diag(c(vP))

### Preenchimento das matrizes de informacao esperada (Fisher) e
sua inversa

I.Fisher = t (X) % 7P%TX

Inv.I.Fisher = solve(I.Fisher)

return(Inv.I.Fisher)

A FUNCAO PARA O CALCULO DA CORRECAO DE VIES
Corr. Vies <— function(vP1l, X, p, n)

{

beta. hat = vP1
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eta.hat
mi. hat =
h.linha.hat =
h.2.linhas . hat =

Inv.I.Fisher.hat =
vec.Inv.I.Fisher.hat =

Apéndice.D — Programa em R

= X%%beta . hat

exp(eta.hat)/(exp(eta.hat) + 1)
exp(eta.hat)/((exp(eta.hat) + 1)"2)
(exp(eta.hat)*(1 — exp(eta.hat)))/
((exp(eta.hat) + 1)"3)
Inv.I.Fisher(beta.hat, X)
matrix(c(Inv.I.Fisher.hat))

w. hat = array (matrix (0,p,p),dim = ¢c(p,p,p))
w.hat.aux = array(matrix(0,p,p),dim = ¢(p,p,p,n))
for (r in 1:p)
{
for (t in 1:p)
{
for (s in 1:p)
{
for (i in 1:n)
{
w.hat.aux[t,s,r,i] = ( ((-=2/(mi.hat[i]"2*%(1 — mi.hat[i])" ))
(h.linha.hat[i]"3)) + (((mi.hat[i] 2
2xmi.hat[i] — 1)/(2*mi.hat[i]"2x(1
xh.linha .hat[i]*h.2.linhas.hat[i]) )
*X[1,r]*X[1,s]*X[i,t]
}
w.hat[t,s,r] = sum(w.hat.aux[t,s,r,])
}
}
if (p==2){W.hat = cbind (w.hat[,,1] ,w.hat[,,2])}
if (p==3){W.hat = cbind (w.hat[,,1] ,w.hat[,,2] ,w.hat[,,3])}
if (p==4){W.hat = cbind(w.hat[,,1],w.hat[,,2] ,w.hat[,,3],w.hat[,,4])}
if (p==5){W.hat = cbind (w.hat[,,1] ,w.hat[,,2] ,w.hat[,,3],w.hat[,,4],w.hat]
if (p==6){W.hat = cbind (w.hat[,,1] ,w.hat[,,2] ,w.hat[,,3],w.hat[,,4],w.hat]
w.hat[,,6])}
if (p==7){W.hat = cbind(w hat[,,1],w.hat[,,2] ,w.hat[,,3] ,w.hat[, 4] ,w.hat]

— mi.hat[i])"2))
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w.hat[,,6] ,w.hat[,,7])}

B.beta.hat = Inv.I.Fisher . hat/%s9%V. hat%s%vec .Inv.I.Fisher.hat

return (B.beta. hat)

A ESTATISTICA DE WALD
Wald <~ function(vP1, X, p, psi_HO0)

{
beta. hat = vP1
psi_hat = beta.hat[1:q]
Inv.I.Fisher.hat = Inv.I.Fisher(beta.hat, X)
W = t(psi_-hat — psi_H0)%+%solve(Inv.I.Fisher.hat[l:q,1:q])%%
(psi_hat — psi_HO)
return (W)
}

A FUNCAO PARA CALCULAR A COVARIANCIA DE 2a ORDEM
Cov.2.Matricial <— function(vP1l, X, p, n)

{
beta. hat = vP1
psi_hat = beta.hat[1:q]
eta.hat = X+%beta . hat
mi. hat = exp(eta.hat)/(exp(eta.hat) + 1)
h.linha .hat =

(
exp(eta.hat)/((exp(eta.hat) + 1)72)
*

h.2.linhas .hat 1 — exp(eta.hat)))/

(exp(eta.hat)
((exp(eta.hat) + 1)°3)

(exp(eta.hat)/(1 + exp(eta.hat)) " 4)=x
(1 — 4xexp(eta.hat) + exp(2*eta.hat))

h.3.linhas.hat
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Inv.I.Fisher.hat = Inv.I.Fisher (beta.hat, X)

= numeric(n)
= numeric(n)
ic(n)

)

u
w
t = (
A = matrix (0
B 0,n,n)

’n7
’n7

{
t[i] = ((—20*mi.hat[i]"2+8+mi.hat[i])/((mi.hat[i]"4)*

(1 — mi.hat[i])"4))«h.linha . hat[i] "4 +
((2*mi.hat[i]"3 — 6*mi.hat[i]"2 — 14%mi.hat[i] + 2)/
((mi.hat[i]"3)*(1 — mi.hat[i])"3))=*
(h.linha.hat[i]"2%h.2.linhas .hat[i]) +
((mi.hat[i]"2 — 2%mi.hat[i] — 1)/
((mi.hat[i]"2)*(1 — mi.hat[i])"2))=x
(h.2.linhas . hat[i]"2 + h.linha.hat[i]*h.3.linhas.hat[i]) +
((1 + 2%mi.hat[i] — mi.hat[i]"2)/
((mi.hat[i]"2)*(1 — mi.hat[i])"2))=*
((2/mi.hat[i])*h.linha.hat[i]"2 — h.2.linhas.hat[i])"2

w[i] = 2%((mi.hat[i]"3—3*mi.hat[i]"2—mi.hat[i]+1)/
(mi.hat[i]"3*%(1—mi.hat[i])"3))«*h.linha.hat[i] 3 +
2% ((mi.hat[i]"2—2%mi.hat[i]—1)/(mi.hat[i] 2%
(1-mi.hat[i])"2))*h.linha . hat[i]*h.2.linhas .hat[i]

uli] = (((mi.hat[i]"2—2%mi.hat[i]—1)/(mi.hat[i]" 2%
(1-mi.hat[i])"2))*((2/mi.hat[i])*h.linha .hat[i]"2 —
h.2.linhas.hat[i])=h.linha.hat[i])

for (i in 1:n)

for (j in 1:n)
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{
Ali,j] = (4% ((mi.hat[i]"3—3%mi.hat[1i

(mi.hat[i]"3%(1—-mi.hat[i])"

3% ((mi.hat[i]"2—2%mi.hat[i]
(mi.hat[i]"2%(1-mi.hat[i]) "2

*

)"

2+1)/
)*h.linha.hat[i]"3 +
)/

)*h.linha .hat[i]=*

]
3)

1

)
mi.hat[j]"3—3*mi.hat[j]"2+1)/
3)

1

t

h.2.linhas . hat[i])*(3*(4*((m
(mi.hat[j] " 3*%(1—mi.hat[]] h.linha.hat[j] 3 +
(mi.hat[j] 2=
]*h.2.linhas .hat[j]) +
)/(mi.hat[j]" 2=
)*h.linha .hat[j]"2 —
in) +

/(mi.hat[i] 2%
)*h.linha .hat[i]"2 —

E
3% ((mi.hat[j]"2—2%mi.hat[j]-1)/
(1-—mi. hat[']) 2))*h.linha . hat|j
10% (((mi.hat[j]"2—2%mi.hat[j]—1
(1—m1.hat[ 1)°2))*((2/mi.hat[j]
h.2.linhas .hat[j])*h.linha.hat]
6% (((mi.hat[i]"2—2*mi.hat[i]—1)
i
[i
(m
]
t

(1-mi.hat[i])"2))*((2/mi. hat]

h.2.linhas.hat[i])*h.linha.hat[i])*
(((mi.hat[j]"2—2+mi.hat[j]—1)/(mi.hat[j] 2%
(1-mi.hat[j])"2))*((2/mi.hat[j])*h.linha.hat[j] 2 —
h.2.linhas.hat[j])=*h.linha.hat[j])

Bli,j] = wlilx(w[j]+ulj])

}
}

T.1 = diag(t)

Z_2 = X%%Inv.I.Fisher . hat%%t (X)

Z_d = diag(diag (X%+%Inv.I.Fisher.hat%%t (X)))
gama.1l.hat = —t (X)%+%C. 1%+%Z _ d%+%X
gama.2.hat = t (X)%+%(A%Z _2x7Z_2)%+%X

M.1 = matrix(1,n,p)

gama.3.hat = t(X)%+%((B+Z_2%%Z _d ) %P 1 xX)

7
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Gama.hat = — 0.5xgama.l.hat + 0.25%gama.2.hat 4+ 0.5%gama.3.hat

Cov.hat = Inv.I.Fisher.hat + Inv.I.Fisher.hat%%
(Gama.hat 4+ t(Gama.hat))%%Inv.I.Fisher.hat

return (Cov.hat)

INICIO DO LOOP DO TAMANHO DE AMOSTRA

ta = ¢(10,20,30,50) ## Tamanho amostral

for (n in ta)

{

##HH# Matriz X: gerada a partir de uma distribuicao Uniforme
X = matrix (0,n,p)

for (j in 1:p)

{

set.seed (33%j) ## Fizando a semente para geracao dos nr aleatorios
X[,j] = runif(n, min = —0.5, max = 0.5)

## Vetor eta verdadeiro
eta.verd = X/%#%beta. verd

## Funcao de ligacao logit: g(mi) = log(mi/(1 — mi)) = X beta = eta
mi.verd = exp(eta.verd)/(exp(eta.verd) + 1)

## Inicializacao de vetores, matrizes e arrays para estimacao e
## calculo da correcao de wvies
beta.hat.aux = matrix (0,p,REP)
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B.beta.hat = matrix (0,p,REP)
beta.hat .BC.aux = matrix(0,p,REP)
vies .aux = matrix (0,p,REP)
vies .BC. aux = matrix (0,p,REP)
BQM. aux = matrix (0,p,REP)
BQM.BC. aux = matrix (0,p,REP)
beta. hat = matrix (0,p,REP)
W = numeric (REP)

Ww.C = numeric (REP)

Cov.hat.1.ordem
Cov.hat.2.ordem

array (matrix(0,p,p),dim = c(p,p,REP))

array (matrix(0,p,p),dim = c(p,p,REP))

##HH INICIO DA SIMULACAO DE MONTE CARLO
for (mc in 1:REP)
{

Z = matrix (0,n)

Y

teta = matrix(0,n)

matrix (0,n)

## Geracao de numeros aleatorios
for (i in 1:n)
{

set.seed (33xmexi) ## Firando a semente para geracao dos nr aleatorios

teta[i] = (1 — mi.verd[i])/(mi.verd[i])
## Gerando a Lindley: Z.i T Lteta.i)
Z[i] = rlindley (1, theta = teta[i])

## Gerando a Lindley Unitaria: Y.i = UL(teta.ti)
Y[i] =2z[i]/(1 + Z[i])

## Chute inicial para beta
beta.inic = solve (t(X)%9X)%%t (X)%+%Y

## Preenchimento de uma matriz com todos os betas estimados
## (para todas as replicas)
beta.hat.aux|,mc] = optim(beta.inic, log.ver, NULL, method = "BFGS”)$par
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#AH CORRECAO DE VIES
B.beta. hat [ ,mc] = Corr. Vies (beta.hat.aux[,mc], X, p, n)
beta.hat .BC.aux[,mc] = beta.hat.aux|[,mc] — B.beta.hat[, mc]

## Vieses e FQM dos estimadores sem e com correcao

vies.aux|[,mc] = beta.hat.aux[,mc] — beta.verd

vies .BC.aux[,mc] = beta.hat.BC.aux[,mc] — beta.verd
BEQM. aux [ ,mc]| = (beta.hat.aux[,mc] — beta.verd)" 2
EQM.BC. aux[,mc] = (beta.hat.BC.aux[,mc] — beta.verd)"2

## Preenchimento de uma matriz com todos os betas estimados
## (para todas as replicas)
## Irrestrito

beta.hat[,mc] = beta.hat.aux[,mc]

st TESTE DE WALD
W[mc] = Wald(beta.hat[,mec], X, p, psi_HO)

A TESTE DE WALD MODIFICADO (USANDO A COVARIANCIA DE SEGUNDA ORDEM)
psi_hat = beta.hat[1:q,mc]

Cov.hat = Cov.2.Matricial (beta.hat[,mec], X, p, n)

W.C[mc] = t(psi_hat — psi_H0)%%solve(Cov.hat[1:q,1:q])%+%( psi_hat — psi_HO0)

wA COVARIGNCIAS DE 1 E 2 ORDEM
Cov.hat.l.ordem|[, ,mc] = Inv.I.Fisher (beta.hat[,mc], X)
Cov.hat.2.ordem|[, ,mc] = Cov.hat

Y## Fim da simulacao de Monte Carlo

cont W_90 = length (W[W>=quantil90])
cont W_95 = length (W[W>=quantil95])
cont W_99 = length (W[Ws=quantil99])

cont W.C_90 = length (W.C[W.C>=quantil90])
cont W.C_95 = length (W.C[W.C>=quantil95])
cont W.C_99 = length (W.C[W.C>=quantil99])



D. Programa em R

## Media dos betas
EMV = apply(beta.hat,1 mean)

beta.hat.BC = (rowSums(beta.hat.BC.aux|, 1:REP]))/REP
vies = (rowSums(vies.aux[, 1:REP]))/REP

vies .BC = (rowSums(vies .BC.aux[, 1:REP]))/REP

EQM = (rowSums (BQM. aux [, 1:REP]))/REP

EQM.BC = (rowSums(EQM.BC.aux|[, 1:REP]))/REP
viesRel .BC = 100xvies .BC/beta. verd

viesRel = 100xvies/beta.verd

##AAH CALCULO DAS COVARIANCIAS DE 1a, 2a ORDEM E COVARIANCIA AMOSTRAL
M. Cov.hat.1.ordem = matrix(0,p,p)

M. Cov.hat.2.ordem = matrix(0,p,p)
Cov. Amostral = matrix (0,p,p)
Cov.Amostral .aux = array(matrix(0,p,p),dim = c(p,p,REP))

for (a in 1:p)
{
for (b in 1:p)
{
M.Cov.hat.1.ordem[a,b] = sum(Cov.hat.1.ordem[a,b,])/REP
M.Cov.hat.2.ordem[a,b] = sum(Cov.hat.2.ordem[a,b,]) /REP

for (mc in 1:REP)
{
Cov.Amostral .aux[a,b,mc] = (beta.hat[a,mc] — EMV[a])
(beta.hat[b,mc] — EMV[b])
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Cov.Amostral[a,b] = sum(Cov.Amostral.aux[a,b,]) /REP

g CALCULO DAS TAXAS DE REJEICAO DOS TESTES

Taxa W_90 (cont W_90/REP) %100

Taxa W_95 = (cont W_95/REP)*100

Taxa W_99 = (cont W_99/REP)*100

Taxa W = c(Taxa W_90,Taxa W_95,Taxa W_99)

Taxa W.C_90 = (cont W.C_90/REP)*100

Taxa W.C_95 = (cont W.C_95/REP) %100

Taxa W.C_99 = (cont W.C_99/REP)*100

Taxa W.C = c(Taxa W.C_90,Taxa W.C_95,Taxa W.C_99)

## IMPRESSAO DOS RESULTADOS

Estimativas <— data.frame(Verd = beta.verd,Bias = round(vies ,2),
RMSE = round (sqrt (EQM) ,2) , Bias. Corr = round(vies.BC,2),
RMSE. Corr = round (sqrt (EQM.BC) ,2))

VVarAmos = matrix (round(diag(Cov. Amostral),2),p,1)
VVar2ord = matrix(round(diag (M. Cov.hat.2.ordem),2),p,1)
VVarlord = matrix(round(diag (M. Cov.hat.1.ordem),2),p,1)

Variancia <— data.frame(Var.A = VVarAmos,Var.2 = VVar2ord,Var.1 = VVarlord)

alfa = matrix(c(”10%”, 75%”, 71%"),3,1)
TR <— data.frame(alfa = alfa ,Taxa W = matrix(round(Taxa_W,1),3,1),
Taxa W.C = matrix (round(Taxa W.C,1),3,1))
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M 2. NIRRT I I I
print ("#HEHFHHHEE CORRECAO_DE_ VIES A )
print (round (Estimativas ,4))

M ” bl
PrIint (7 Lot ittt bbbt ittt bbbt bbb bbb bbb bbb b GG bbb o )
M . NIRRT I I IR
print ("#HHEHFHHHAE TAXAS_DE_REJEICAO SHEHHHHHHEFHFHE )
print (TR)
M ” ”
PLrint (7 oo oo GG GG e bbb bbb bbb b s )

print ("##.VARIaNCIAS _.AMOSTRAL, _1a_E_2a _ORDEM_#4" )

print (Variancia)

Y## Fim do loop do tamanho de amostra
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