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Resumo

Desenvolvemos este trabalho com o objetivo de resolver a Equagao Mestra para ambos os
reservatorios térmicos: bosonico e fermionico, bem como a equacao mestra em reservatérios de
vacuo e de Fock comprimidos. O reservatorio térmico bosonico é modulado por uma colecao
de osciladores harmonicos acoplados e o reservatorio térmico fermionico por uma colecao de
atomos de dois niveis. Fizemos uso do modelo de Jaynes-Cummings e das aproximagoes de
Born, Born-Markov e de Markov. Ao final discutimos a aplicacao da equacao mestra para dois
fenomenos distintos, Cooling by Heating (CBH) analisando gréficos da energia média para o
sistema atomico em fungao do niimero médio de fétons e da energia média do sistema bosonico
em funcao do nimero médio de fonons, observamos a temperatura negativa na escala absoluta
decorrente da inversao de populacao de estados em funcao da cooperatividade, analisamos
também uma assinatura de resposta negativa em um sistema de trés niveis interagindo em
uma cavidade dtica, que vem como resultado da diminuigao da intensidade do campo de saida
quando o campo de entrada ¢é incrementado.

Palavras-Chave: Reservatorios térmicos, equagao mestra, resposta negativa, tempera-

tura negativa, sistemas abertos.
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Abstract

We developed this work with the objective to resolver the master equation for both thermal
reservoir: bosonic and fermionic, as well as the master equation in reservoirs of vacuum and
of Fock compressed. The bosonic thermal reservoir is modeled by a collection of coupled
harmonic oscillators and the fermionic reservoir by a collection of two-level atoms. We use
the Jaynes-Cummings model and the Bohr, Bohr-Markov and Markov approaches. In the
end we discussed the application to the master equation for two distinct phenomena, Cooling
by Heating (CBH) analyzing average energy graphs to the atomic system versus number of
photons, and the average energy of the bosonic system as a function of the mean number
of phonons, we observed the negative temperature in the absolute scale due to the inversion
of population of states in function of cooperativity, we also analyzed a signature of negative
response in a three level system interacting in a optical cavity, that comes as a result of
decrease in the output field intensity when the input field intensity is increased.

Keywords: Thermal reservoirs, master equation, negative response, negative tempera-

ture, open systems.



Introducao

Resposta Negativa tem sido um tema recorrente em Fisica, como por exemplo, indice
de refragdo negativo [4, 5], temperatura negativa na escala absoluta (escala Kelvin) [6-8],
Cooling by Heating (CBH) [9,10], diminui¢do da intensidade do campo de saida quando o
campo de entrada ¢ aumentado [3], por exemplo o conceito de temperatura negativa tem
sido amplamente discutido [2,6-8,11-17]. E, em geral temperaturas negativas podem ser
observadas em estados que invertam sua populacao quando ha uma certa injecao de energia.
Desde os anos 50 o tema vem sendo debatido e monitorado em diversos trabalhos [18,19], j&
tendo sido observada em experimentos utilizando gases quanticos ultrafrios [20]. Porém mesmo
diante de tais observacoes o conceito de temperatura negativa ainda nao foi completamente
aceito pela comunidade cientifica [21-27].
Um efeito bem interessante que ilustra o conceito de resposta negativa mencionada acima é
o denominado por Cooling by Heating (CBH) [1,9,10]. Nesse efeito um dado sistema fisico em
contato com seu reservatorio diminui sua energia quando ha um aumento de temperatura do
seu reservatorio, para o estudo da temperatura negativa quanto do efeito CBH podemos fazer
uso de técnicas bem conhecidas de hamiltonianos engenheirados [28,29]. Nossa proposta é usar
ferramentas e técnicas para a solugdo da Equagao Mestra [30,31] para ambos os reservatérios
térmicos, bosonico e fermionico, para ambos os sistemas: bosonico (modelado por uma colegao
de osciladores harmonicos) [32-35] e fermionico (modelado por uma colegao de atomos de dois
niveis) [36,37].
A presente dissertacao estd organizada da seguinte forma: inicialmente, apresentamos os

campos elétrico e magnético seguindo a abordagem classica utilizando os potenciais escalar



e vetor em seguida mostramos a quantizagao do campo eletromagnético usando a base de
Fock ou de numero, util para a descricao de tal sistema. Na sequéncia, apresentamos as
ferramentas para tratar modelos de sistemas abertos que se resumem na resolucao da Equacao
Mestra, para ambos os reservatérios térmicos, bosonico e fermionico, bem como a equagao
mestra em estados comprimidos de vacuo e de Fock. Ao final mostramos a aplicacao das
equacoes mestra para ambos os reservatérios para fenomenos que exibam resposta negativa,
como o Cooling by Healing, observando graficos da energia média para ambos os sistemas
atomico e bosonico em funcao do nimero médio de fétons térmicos. Temperatura negativa
como resultado da inversao de populacao e um resultado bastante interessante que consiste
na observacao da diminuicao do campo de saida de um feixe incidindo em uma cavidade ética

como resultado do incremento no campo de entrada.



Capitulo 1

Quantizacao do Campo
Eletromagnético

Nesse capitulo apresentaremos inicialmente os campos classicos: elétrico E(r, t) e magnético
B(r,t), faremos uso dos potenciais: escalar [®(r,t)] e vetor [A(r,t)]. Ao final mostraremos
como quantizar os campos usando o formalismo dos operadores de criacao e aniquilacao usando

a base de Fock ou de numero.

1.1 Equacoes de Maxwell e transformacoes de gauge

O campo eletromagnético no vacuo ¢é descrito por duas quantidades fisicas fundamentais:
os campos elétrico E(r, t) e magnético B(r,t), em que r é o vetor posi¢ao e t, o tempo.
Na auséncia de fontes de radiagao eletromagnética p(r,t) = 0 (densidade de cargas) e

J(r,t) = 0 (densidade de corrente), as equagoes de Maxwell podem ser escritas como [38],

V- E(r,t) = 0, (1.1)
V x B(r,t) = eoMO%E(r,t), (1.2)
V x E(r,t) = —%B(r,t), (1.3)
V- B(r,t) = 0, (1.4)

onde € e 19 sao constantes denominadas por permissividade elétrica e permeabilidade magnética
do vécuo.

Para obtermos E(r,t) e B(r,?) ha duas formas: a primeira resume-se na integracao direta



das equagoes de Maxwell. A segunda forma é descrever os campos através dos potenciais
escalar ®(r,t) e vetor A(r,t) [38].
Um resultado importante do calculo vetorial afirma que o divergente do rotacional de uma

funcao vetorial é sempre nulo,

V. (V x F) = 0. (1.5)

Logo, da Eq.(1.4) podemos, sem perda de generalidade, escrever o campo magnético B(r, t)

como [38],

B(r,t) =V x A(r,1). (1.6)

Substituindo este resultado na Eq.(1.3),

0 0
V x E(r,t) = —QB(r,t) = —g(v x A(r,t)) (1.7)
implica que,
V x |E(r,t) + %A(r,t) = 0. (1.8)

onde ®(r,t) é o potencial escalar.
Outro resultado do céalculo vetorial afirma que, quando o rotacional de um vetor ou de
uma funcao vetorial é nulo, podemos escrever o vetor ou a funcao vetorial como o gradiente

de uma fungao escalar. Logo a Eq.(1.8) resulta em [38],

E(r,t) + %A(r, t) = —=Vo(r,t), (1.9)
E(r,t) = —=V®(r,t) — %A(r,t) (1.10)

sendo ®(r,t) é o potencial escalar e o sinal negativo foi escolhido por conveniéncia, para

recuperar o caso eletrostatico [39)].



1.2 Transformacoes de calibre e equacao de onda ele-
tromagnética

Utilizando os potenciais escalar e vetor as equagoes de Maxwell Eqgs.(1.1)-(1-4), se con-

densam em duas equagoes. De fato, substituindo a Eq.(1.10) na Eq.(1.1),

V- -E(r,t) =V |=VO(r,t) — %A(r,t) (1.11)
5 0
Ved(r,t) + a(v - A(r,t)) = 0. (1.12)
Substituindo as Eqs.(1.6) e (1.10) na Eq.(1.2),
0
V x B(r,t) = eO/LO@E(r,t),
VXVxA(,t) = 9 —Vo(r,t) — 2A(r t)
T ey T
= — a—QA(I‘ t)+V gfb(r t) (1.13)
- €o Mo 12 ) ot ) ) :
usando a seguinte identidade vetorial [38]:
VxVxF=V(V-F)-VF (1.14)

e lembrando que a velocidade da luz ¢ de uma onda eletromagnética no vacuo é dada por,

1
\/60/107

sendo as constantes piy e €y a permeabilidade magnética e a permissividade elétrica no vécuo.

(1.15)

C =

Podemos reescrever a Eq.(1.13) como,

V(V-A(r,t)) — V*A(r,t) = —eopo {%A(r,t} +V (%@(r,t})]
VZA(r,t) — C—iaa—;A(r,t) =V (V ~A(r,t) + é%@(r,t)) : (1.16)

Podemos notar da Eq.(1.6) que B(r,t) é invariante sob a transformagao,
B'(r,t) = V xA'(r,t)
= VXP@@+VMLQ

— VX A(r,t)+V x VA(r, 1)
=0

— B(r1) (1.17)



Logo, podemos fazer uma transformacao do tipo,
A(r,t) — A'(r,t) = A(r,t) + VA(r, 1), (1.18)

chamada transformacao de calibre, sendo A(r,t) é uma fungdo escalar. Uma dada trans-
formagao no potencial vetor A(r,t) implica uma transformacao no potencial escalar ®(r, 1)
para que o campo elétrico E(r, t) seja invariante. Logo, da Eq.(1.10), uma transformagao de

calibre interessante para ®(r,t) é do tipo [38],

O(r,t) — P'(r,t) = O(r,t) — %A(r, t) (1.19)
De fato, note que,
/ / a /
E'(r,t) = -V (r,t)— aA (r,t)

- -V {Cb(r,t) = %A(r,t}] — %(A(r, {)+ VA(r, 1))

— —VO(r,¢) +Em_ %A(r, ) —ﬁ%/wq(t)

= —VO(r,t) %A(r, t)

= E(1,1). (1.20)

Para lidarmos com a Eq.(1.16) utilizaremos o calibre de Coulomb que é muito conveniente

para a descri¢ao quantica do campo eletromagnético, tal gauge é definido por [38],

V-A(r,t)=0,
{ ®(r,t) = const. (1.21)
Utilizando este resultado na Eq.(1.16) obteremos:
VA@ ) — 2L A =0 (1.22)
) 02 @tQ ) ! .

que é denotada como a equacao de onda eletromagnética para uma regiao livre de fontes
de carga. Resolvendo esta equacao com o auxilio das condi¢oes de contorno, obteremos o

potencial vetor, tal que o mesmo ira fornecer os campos elétrico e magnético.



1.3 Encontrando os campos: E(r,t) e B(r,?)

A atuagao do operador escalar V2 (laplaciano) em uma funcio vetorial, como apresentado
na Eq.(1.22), significa nada mais do que o laplaciano atuando nas componentes A;(r,t) do

potencial vetor A(r,t). Ou seja,

10

2
\Y Aj(r,t) — ga

Aj(r,t). (1.23)
Uma solucao possivel para a Eq.(1.23) é do tipo,

Aj(r,t) = AgelRT=) 1 Agsemillor—wh) J=x,y, 2. (1.24)

sendo Ay uma constante que pode ser real ou complexa.

Substituindo (1.24) na equagao de onda, temos para a componente espacial:

VAL ) =V [Ageltkren 4 ggeiter-an)

Da mesma forma encontramos para a componente temporal,

0 0

EA]‘(I‘, t) = 5 Aoei(k'r—wt) +Aae—i(k~r—wt)
= —iwdi(nt). (1.27)
5?2 ,
o T WeaE T 1.2
5 iw & % w (1.28)

Combinando os resultados (1.26) e (1.28) podemos inferir que as solugoes da equagao de onda

sao definidas pela norma do vetor de onda |k|,
2

2
<k2 — w_) Ai(r,t) =0 = wg = ke. (1.29)

onde wy, ¢ a frequéncia angular do campo eletromagnético também conhecida como médulo de

vibracgao do campo [38].



Condicoes de contorno e modo de expansao do campo

O potencial vetor numa cavidade que sera representada pela regiao ctibica de lado L, pode
ser expandido em termos de uma série de Fourier [40],
Art) = e [Ak,je“k‘f—w) + A;je—“k'r—wm]. (1.30)
k,j
as componentes do vetor de onda k (que da a dire¢ao de propagacao de onda), satisfazem as

condigoes periodicas de contorno:

eihor = gika(@tl) o oikal — k, =2n/L, ny =0,+1,4+2, ...,

ky=2r/L,  n,=0+1+2 . (1.31)
k

=
eikyy — eiky(erL) = eikyL =1 N
o ko=2r/L,  n,=0,41,42, ...

eikzz — ez'k:z(erL) = 6ikZL -1

Tal que o vetor de onda k possa ser escrito, de acordo com as Eqgs.(1.31), como,

2
k = %(nxer + ey, + nse.). (1.32)

Uma observacao importante decorre do fato de que o calibre de Coulomb implica que,

V- A(I', t) = V- {Z e, |:Ak7j€i(k-rfwkt) + A;jefi(k-rfwkt)] }

k,j

= 0. (1.33)
resulta que tal condigao sera satisfeita apenas se [41],
k- (ejAk,j) =k- (e]‘A;j) = 0. (134)

Logo, os termos e; Ay ; sao perpendiculares ao vetor de onda k. Assim, existem duas diregoes
independentes que serao representadas por, Ay e Ay ou, de forma compactada como, Ay »
(A =1 ou 2) para todo k. Finalmente o potencial vetor A(r,t) pode ser escrito como,

Afr,t) =) ex, [Ak,kei(k'r‘“kt) + Af et (1.35)

k)



Substituindo (1.35) na Eq.(1.10) encontraremos o campo elétrico E(r, ),

E(r,t) = —V(I)(r,t)—%A(r,t)
—0

0 , :
— _a {Z exn |:Ak’)\€z(k-r—wkt) + A;)\e—z(k.r—wkt)] }
kA

- {Z 1o [Aor 780 (i) + Ay T i )| }

K\

E(I‘, t) =1 Z WE€Kk, A

K\

Ak)\ei(k-rfojkt) . Aik{,)\ei(k-rwkt)] ’ (136)

Para encontrarmos B(r, ), usaremos a expressao dada pela Eq.(1.35),

B(r,t) = V xA(r,t)

— V x { Z €l [Ak’)\ei(kr—wkt) + Al*(j)\e—i(kr—wkt)} }

k)

— Z { [V X (ek,)\Ak)\eik’r) ]e_i”’“t + [V X (eky)\Al*(Ae_ik'r) }eiw"'t}. (1.37)

kA
Note que,

V x (ek,,\AkAeik'r) = Z(k X ek)\)Ak,,\eik'r, (138)
V x (ek7,\Aiv)\€7ik'r> = Z(k X ek,,\)Af;/\e*ik'r. (139)

Substituindo esses dois dltimos resultados (1.38) e (1.39) em B(r,t), encontraremos:

B(I‘, t) = éZwk(ek X eij) Akykei(k'r_wkt) — A;)\e—i(k‘r—wkt) (140)
k,A

utilizamos o fato de que:

k = key, onde k=— . (1.41)
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1.4 Hamiltoniana para o campo eletromagnético

A energia total ou a hamiltoniana H do campo eletromagnético é [39],

1 1
H = —/|:€0|E(I‘,t)’2—|——|B<I‘,t)‘2:| dVv
2 Ho
J
1
= 9 B@r,t) E'(x,)dV +— [ B(r,t)- B*(r,t)dV .
2 20
v PR y
g —Ip

(1.42)

Recordando os campos encontrados na se¢ao anterior, bem como os seus complexos. Temos:

e Campo elétrico E(r,t) e o seu complexo E*(r,t):

E(r,t) = Z.Z:Wk:ek,,\ Ay pe'termenrt) —Aii,Ae_i(k'r_wkt)]

kA
= 3 E Wik Ak’)\e—zwkt ezk~r - Ali /\ezwkt e—zk~r]
k,)\ L N\ e’ N——

Agea(t) Ag 2 (t)

E(r,t) = Z'Zwkek’)\ Aa(t)e™T —Ai’;/\(t)e—ik'r]

k,A
E*(ry t) = — Z wk/ekl,)\’ |:A1>’;’7)\/ (t)e—ik’.r . Ak/)\/ (t)eik/.ri|

KN

e Campo magnético B(r,t) e o seu complexo B*(r, t):

B(I‘, t) = Ezwk(ek X ek,)\) [Ak)\(t)elk'r _ Al*(7>\(t)€—zk-r:|

k,\

* i * —ik/-r ik'r
B (I‘, t) = —E Z We! (ek/ X ek/)\/) |:Ak/,)\’ (t)e k — Ak',)\’ (t)e k ]
k',

onde fizemos a seguinte substituigao:

{ Ay et = Ay (1),

Alt,xewkt = Aﬂ,,\ (t).

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)
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Logo, a integracao para o campo elétrico Ig é calculada como,

_vak W
]E = Z Z Wk(ﬂk/ ek e )\/) Ak)\ k/ )\/ /dvel (k— k/
kA kN A
=Viy w
e e
_ Ak,)\<t)Ak/7)\’ (t) /dvei(k-i-k’).r _A;’A(t) i/y)\/ (t) /dVe_i(k+k/)'r i
v v )
:V:s;,-k’
:V(sk,k’
+ Apa(t) A (1) / dV e ik—K)r
v
= VDD w { (€xr €1 0) [ Asa(E) A o () + A () A () B
kA K N
_ (ek,)\ . ek/’)\/> |:Ak,)\ (t)Ak/)\/(t) —+ Alt,/\(t)Alt',)\’} 5k,—k/ } . (148)
Lembrando que k' é um indice mudo. Usando as relacoes,
€= —€k
’ ; 1.49
{ (€ - €1 n) = Oy - (1.49)

encontraremos finalmente,

Ip=V)Y w}
kA

A integracao para o campo magnético Ip,

1
Ip = 2 Z Zwkwkf(ek X ex) - (ew X e x) [

KA kA

(Ak,,\Af{,A + Af(,,\Ak,)\> + <A-k,,\Ak,A6_2wkt + Afk,,\Alt,Ae%wktﬂ : (1.50)

=V 1 =V i
——

e CTNTAY — Ay A (£) Ay (1) / el gy —
\4

|

+ Ak’)\ (t)A;;I)\/ (t)

— A A (1)

(— S—

I A () A (t) [ e Omay
\4

J/ J/

:V?S;-k/ :Vjéj(yk/
= 3 Z Z { ek X ex,\) - (ew X ey v) [Ak,A(t)A;?X(t) + A () Awr v (t)]5k,k’ —
k' A KN

— (en X ec) - (ew X ew ) [ Aia () Ay (1) + Ajos (1) ;,m}akv-kf}. (1.51)
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Usando a seguinte identidade vetorial [38],
(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)(B-C) (1.52)

assim concluimos que,
(ek X ek)\) . (ek/ X ek/M\/) = (S)\,/\/ (153)

Substituindo (1.53) juntamente com a Eq.(1.49) na Eq.(1.51),
V
]B = g Z u)i
kA

2
= VEOHOE W
o

<Ak«\AT<,A + Al*(,)\Ak,)\> - <A-k,>\Ak,)\€_2wkt + Al 1*;)\62“"“)]

(Ak,xAlt,A + Ai,AAk,A> - <A-k,,\Ak,>\€_2Mt + Afk,)\Ali,)\G%Wkt)}l‘E)él)

Substituindo as Eqgs.(1.50) e (1.54) dentro da Eq.(1.42), encontraremos finalmente que a
hamiltoniana H do campo eletromagnético pode ser escrita como,

H=eV > wi(Aadi,+ Af \Arn). (1.55)

k,\

Classicamente a ordem dos termos Ay ) e Ay no produto ndo tem importancia, ordem essa
que soO sera relevante quando estivemos analisando o analogo quantico de H. A hamiltoniana
foi escrita dessa forma principalmente para evidenciar que queremos buscar o andlogo quantico
que sera dado pelo hamiltoniano 7:[, assim teremos de associar Ay ) e Aj , aos operadores Qk A

e Pk, operadores de posicao e momento respectivamente.

1.5 Quantizacao e Estado de Fock

Quantizacao

Inicialmente associaremos formalmente Ay ) e A1*<,,\ as coordenadas de posicao Qx . e
momento Py, de um oscilador harmoénico da seguinte forma [40]:

1

Ay = m(kak,)\ + B )), (1.56)
1 .
Ay = ———=(wrQur — iF). (1.57)

\/ 460‘/0}2
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Substituindo esses valores ((1.56)-(1.57)) na Eq.(1.55), a hamiltoniana H serd escrita como,

1

W= DR+ i) (1.58)

A hamiltoniana escrita como na Eq.(1.58), possui a forma de infinitos osciladores harmonicos
independentes, ambos tendo massa unitaria. Assim, da mesma forma como no caso do os-
cilador harmonico, as coordenadas da posigao e do momento (Qx . € Pk ) serdo associados
aos operadores de posicao e momento Qk,A e PkA que obedecem as seguintes regras de co-

mutagao [40],

[Qk,)\a Quy| = 0, (1.59-1)
|:pk,/\a pk’,/\’_ = 07 (159—2)
[Qk,)\, pk’,)\’ = thoy e 0n - (1.59-3)

Logo a hamiltoniana sera substituida pelo o seu analogo quantico chamado de hamiltoniano

~

H, ou seja:
~ 1 ~ A
o= ; (P2y+wiQR). (1.60)

Tal como é feito para o oscilador harmonico, o hamiltoniano do campo eletromagnético

poderd ser posto em termos dos operadores de aniquilacao ay ) e de criagao dL 2

7 N ( Qe + P > (1.61)

a = w 1 , .
kA Shon k&N k,\

1 A A

At _ ( . >

a = w 1R, . 1.62
K\ S kK kA (1.62)

A partir das regras de comutacao dadas pelas Egs.(1.59-1) a (1.59-3) observe que [40],

[k, dw ] = 0, (1.63)
[aLA,akw} _— (1.64)

|:dk,)\7 dL/7)\/i| = 5k,k’5)\,/\" (165)
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Estado de Fock ou estado de niimero

Juntando a Eqgs.(1.60) com as Eqs.(1.61) e (1.62),
L vt = o (aaiun s
5 Mk k) = k| Qi 2+ 5
1
= Juwy <ﬁk7)\ + 5) . (166)

onde iy \ = dL \ak,x € chamado de operador de nimero.

Logo, o hamiltoniano (1.58) serd escrito como,

1 R 1
K\

Na base {|nk )} a descrigao do estado do campo eletromagnético sera dada em termo da base
dos autoestados dos operadores Fock ou de nimero 7y . Ou seja, uma vez definidos os modos
do campo eletromagnético através do vetor de onda k e da polarizacao A, teremos de resolver

a equacao de autovalores dada por,

ﬁk7A|nk7>\> = CALL)\CALk17X|TZk7>\> (168)

= nkA\nk?)\). (169)

Assim os autovalores do hamiltoniano A, (1.67) sao hwy, (nk7 A+ %) onde nk ) ¢ um inteiro
(nkyx = 0,1,2,...,00). O estado fundamental do oscilador (ou estado de vacuo do modo do
campo) ¢ definido por [40],

ax2|0) = 0. (1.70)
Das Eqgs.(1.70)-(1.67) teremos que a energia do estado fundamental é dada por [39],
(0[#]0) = Z h,. (1.71)

A aplicacao dos operadores de aniquila¢ao e criagao no estado de nimero resulta em [40],

e x|nen) = /Mg x| — 1), (1.72)
&L',,v‘nkﬁ = Ve x + ey + 1) (1.73)
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Logo como a prépria nomenclatura dos operadores sugere; o operador de aniquilagao ay x
destrdi estados (modos do campo) enquanto o de criagdo gera um novo modo.

Isolando o termo entre parénteses da Eq.(1.62) e substituindo na Eq.(1.57) encontraremos,

h
A — (Q 1.74
k,\ 2eVwr Ay )y ( )
h s
. . 1.75
kKA 7 20V ion Qye (1.75)

Assim, os analogos quanticos do potencial vetor, bem como dos campos elétrico e magnético

serao representados respectivamente por [39],

2
o h . )
A=Y e /QEOV% e scier—ant) | &kaww] | 176
k X=1

2 hw

B(rt) =i} > e/ 5y &k,w“k*—%“—aL,Ae‘“k*—“kf)], (1.77)
k =1

) 2 hw

B(rt) = - 30> (e x enny/5 1 dkﬂ“k"””k“—&be““”k”], (1.78)
k A\=1

2
Onde Zk,/\ =D k2 [39]-
No préximo capitulo mostraremos como tratar modelos de sistemas abertos usando o for-

malismo da Equac¢ao mestra.



Capitulo 2

Dissipacao, Reservatorios e Calculo da
Equacao Mestra

A Dissipacao em sistemas quanticos é um problema inevitavel [42-45], porém de interesse
fundamental [46-49], existem dois modelos que ajudam a lidar com esses problemas em Optica
Quantica, o primeiro é o modelo de oscilador harmoénico amortecido que é 1til para descrever
um modo do campo eletromagnético sem dissipacao e o outro é dado por um atomo de dois
niveis amortecidos. Basicamente um oscilador é amortecido por conta da sua interacao com
um sistema grande e complexo denotado por ambiente.

Se olharmos para o modelo de ambiente, consistindo do acoplamento de um dado sistema
nao amortecido rotulado pela letra S com um reservatério denominado por R, o hamiltoniano

serd escrito como [32],

H = ﬁs+7:lR+7:lSR7 (2.1)

sendo Hg, Hr ¢ Hsr, 0os hamiltonianos do sistema, reservatério e de interacao entre S e R,
respectivamente.
O operador densidade para o sistema composto S ® R denominado pela fungao x(t) sera

escrito em termos do operador densidade reduzido p(t) por,

p(t) = tra[X (1)), (2.2)
onde o traco é realizado sobre os estados do reservatério R.

16
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Na representacao de Schrodinger a média de um operador O qualquer pertecente ao espaco
de Hilbert Hg do sistema S é calculada conhecendo-se apenas p(t) e nao o operador x(¢)
necessariamente,

(O) = trsprlOx(t)] = trs{O trg[X(1)]} = trs[Op(t)]. (2.3)
—

A(t)

Queremos uma equagao para o operador p(t) que exiba as caracteristicas de R. Para o operador

X(t) a equagao de Liouville-von Neumann serd escrita como,

d 1 -

SR = L) 2.4

sendo 7, o hamiltoniano total dado pela Eq.(2.1). Dividindo a evolucao desse sistema em
duas partes, uma que evolui de forma mais rapida dada pela soma s+ Hp e uma mais lenta

dada por Hgr. Podemos escrever, [50]
)%(t) = e%(ﬁs-‘r’}:[}%)t)%(t)e E(Hs-‘rHR)t (25)

Derivando a Eq.(2.5) com relagdo ao tempo,

d ~
() =
th()

+ e%(7:l5+7:112)t>2<t> [_;:L(H +H )] L(Hs+HR)t
— flie L(Hs+Hr)t [(H5+HR) ()
(Fs +n) 20)] + = [ 200)]
d -

i
g = = [%( ) X(0)] (26)

(7‘[5+HR (7:[S+7:[R)>A<(t)€%(ﬁs+ﬁR)t+€é(ﬁs+ﬂR)td)§l§t>€;(ﬂs+ﬂR)t+

>t |

( )(7:[5 + ﬁR)] e*%(ﬁSH:lR)t + di(iit)

onde 7153(15) dependera explicitamente do tempo,
HSR( ) = %(ﬂs+ﬂR)tﬁSRe—%(ﬁs+ﬁR)t_ (2.7)

Integrando a Eq.(2.6) com relagao ao tempo encontraremos,

0 =30+ [ [Asn(t).5(0)] . 29
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Substituindo a Eq.(2.8) na Eq.(2.6) encontraremos,

= — [Hsa().X(0)] - / [7'2[53(75), [%ﬂﬂ),;@(ﬂ)ﬂ@’. (2.9)

A solugao da Eq.(2.9) nao é direta e muito menos trivial, podemos reduzir o problema a um
modelo simplificado abordando tal problema utilizando as aproximacoes, Aproximacoes de

Born [51-53], de Born-Markov [54-56] e de Markov [57,58] como serdo vistas logo abaixo.

2.1 Aproximacao de Born, de Born-Markov e de Mar-
kov

Inicialmente admitiremos que a interacao entre S e R sera realizada em um instante de
tempo t igual a 0, onde nao havera nenhuma correlacao entre S e R nesse instante de tempo.
Dessa forma, o operador densidade inicial do sistema composto S ® R podera ser fatorizado

da forma x(0) = x(0), podendo ser escrito como [32],
%(0) = p(0) Ry, (2.10)
sendo Ry 0 operador densidade do reservatério em ¢t = 0. Da Eq.(2.2) podemos mostrar que,
e lsttrp [ (8)] e hHst = enMst j(4)em i st (2.11)

resulta em,

trr [X(0)] = A1) (2.12)
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Realizando o trago sobre o reservatério R, a Eq.(2.9) dd a equagao mestra,

e [ 430)] = un{ - [Fsnt) 30] - / (), [Hn(®).5(0) |}

t

— % trR{ {7‘2[551(?5)» [ﬁSR(t/)af((t,)H }dt/» (2.13)

0

onde por simplicidade facamos trg [7-:[53(15)]%0} = 0, de tal maneira que,
trr [Hsn(t), X(0)| = 0. (2.14)

Finalmente encontraremos,

t

SH0) =~ trR{ (0, [Hnlt). 1)) }dt’ (215)
0

Apés o instante de tempo (t = 0), as correlagoes entre o S (sistema) e o R (reservatério)

v ao surgir. O reservatorio R é um sistema grande tal que os seus estados nao devem ser

virtualmente afetados pelo seu acoplamento com S. De certa forma poderemos escrever o

operador densidade para o sistema composto S ® R como,
X(t) = p(t)Ro + O(Hsr), (2.16)

sendo O(Hgg) termos da ordem do hamiltoniano do sistema acoplado Hgg.
A aproximagao de Born [51-53] negligencia os termos de ordem mais alta em Hog. Assim

podemos escrever a Eq.(2.15) na representagao de interagao como,

t

Eﬁ(t) = —% trR{ FLSR(t), [’fLSR(t’),ﬁ(t’)ROH }dt’. (2.17)
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A chamada aprozimacio de Born-Markov [54-56] , simplesmente troca o operador p(t') por

ﬁ(t) de tal forma que obteremos a equacao mestra,

CH) = o / trR{ [ﬁw(t), Hsn(t). 5<t>ROH }dt’- (2.18)

Como o reservatério é um grande sistema mantido em equilibrio térmico, nao é esperado que ele
preserve a menor mudanca trazida através da sua interacao com o sistema S. O hamiltoniano

de interacdo para o nosso modelo serd dado especificando [32],
7:[5'}2 = FLZ <§zf‘z7 §; € HS e fz € HR. (219)
Sendo Hg e Hz espacos de Hilbert do sistema S e do reservatério R, respectivamente. Assim,

HSR(t) — h§ eﬁ(’HS"F’HR)tgiFZ,e_ﬁ(HS"FHR)t
i
_ gt s —LiHgt LA RtT _—iHpt
= hg (ehssiehs)<ehRFiehR)
i

Hen(t) = b &(OTA(). (2.20)

Substituindo o resultado da Eq.(2.20) na Eq.(2.17)

Sh) = o trR{{ﬁSR@), [ﬁSR(t’),ﬁ(t’)ROH}dt’
- % e {%SR HSR( )p:(t/)éo_ﬁSR@)ﬁ(t/)EOﬁSR(t/)—

— ﬁSR<t')5(t')RO7%SR(t) + 5(t')1%07i53(t')7im(t)} dt’

(2.21)
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tr[pA] = (A), (2.23)

- (5@')5]- (O030) = SO0 ()0 (2.24)
onde fizemos as seguintes substituicoes,

trp [f( ') Rol'; (t)] — trp [ﬁ(t)fj(t’)zfzo] — trp [Roﬁ(t)ﬁ(t’)]

— (Li(6)T;(¢)r (2.25)

= (L)1) g (2.26)
'Podemos definir o traco de um operador qualquer, X como a soma dos seus elementos diagonais,

tr[X] = Z(a’|f(|a'>

a’

Sabendo que o operador densidade p e o valor esperado de um operador qualquer (A), sao dados por,
p=ld)d| e (A)=(d]Ald)

logo,

(A) = (a'|1A1|d) |Z|b’ WA "y @"a) =Y ¢ b”|a a V)W AD") =D " [plv)) () |Ab)

b’ b’ b’ b’ b’

Assim,

(A) =D (" 1pAY") = tr[pA].
-
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Para chegarmos nestes resultados Eqs.(2.24) e (2.25), fizemos uso da propriedade do trago, [59]

A A A

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA), (2.27)

juntamente com a Eq.(2.23).

Todas as propriedades do reservatério dentro da Eq.(2.24) sao dadas através das duas
funcoes de correlacio Eqs.((2.25) e (2.26)). A troca de p(t') por p(t) se justifica se estas
duas fungoes de correlacao decaem muito rapidamente na escala de tempo na qual ,3(75) varia.

Idealmente facamos,

(LT () g o 8(t — 1), (2.28)

onde, a aproximagao dada na Eq.(2.28) é conhecida como aprozimacao de Markov [57,58].

2.2 Tipos de Reservatorios

2.2.1 Reservatorio Térmico Bosonico

O reservatério R serd modelado como uma cole¢ao de osciladores harmonicos com frequéncia

w; e o hamiltoniano Hp sera dado por [32)],
7‘13 = Z hwjf;-fj, (229)
J

sendo ij e 7; sao operadores de criacao e aniquilagao. O sistema .S ¢ um oscilador harmonico
com frequéncia wy e o hamiltoniano Hg, é escrito em termos dos operadores de criagao e
aniquilacdo a' e a,

Hg = hwoala. (2.30)

O sistema S + R é caracteristicamente bosénico pois os seus operadores de criagao (af, f;) e

de aniquilagao (a, 7;) satisfazem as relagoes de comutagao,
a,afl=1 e [7, 7] =0 (2.31)
a atuacao destes operadores na base ortonormal de nimero ou de Fock resulta em,

ataln) = nln) e f}fﬂnl, nj,...) = njlng,ng,...), (2.32)
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bem como,

aln)y = /njn—1), (2.33-1)
afln) = Vn+1n+1), (2.33-2)
Pl g, ) = ymgln,ng — 1,00, (2.33-3)
Mg, ) = /ng+ Lnng + 1,0, (2.33-4)
O hamiltoniano de interacao para o sistema composto S ® R é dado dado por,
Hon = Hson =Y h (n;df; + nja%) —h (af* + an‘) , (2.34)
J

onde utilizamos a aproximagao de onda girante (vide Apéndice A), sabendo que os operadores

[ e ' sdo dados por,
I = Z KT e It = Z /f;‘f’; (2.35)
J J
Assumindo que o reservatorio esteja em equilibrio térmico a temperatura 7', o estado Ry do

reservatorio R escrito como um estado de Gibbs [60],

eﬁ’r':lR

Ry=——F—"7"+ (2.36)
trp (e*mfﬂ‘)

sendo f = 1/kgT, kg é a constante de Boltzmann.

Substituindo a Eq.(2.29) na Eq.(2.36) encontraremos uma forma explicita para Ry como,

A Y hw; 717 Hj e—ﬁﬁwﬁ}fj
Ry = -
trp <e_ﬁzj Mjrjrj) trr <H] 6_5Mjr;rj>
11, o Bl o~ Blosil;
T (7o) L
Finalmente,
Ro = [ e mii (1 — e Pheim). (2.37)
J
Note que

trg (H eI ) = trg, <e_ﬂfwﬁ%) =Y (njle™” 73 )
j j
1

e_ﬁhwjnj = —
1 _ e*ﬁfw}j

(Série geométrica). (2.38)
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A comparacao da Eq.(2.33) com a Eq.(2.20) é imediata se definirmos os operadores como na

referéncia [32],

onde &, af, rjer

~

a,

At — gt
a’ = Sy,

It = Z /ﬁjf},
J

D= k=11,
J

na representacao de interagao serao dadas por,

VAR

~

(1) = 5051558 (T4t

(2.39)
(2.40)

(2.41)

(2.42)

sao solugoes das equagoes de movimento de Heisenberg [59]. Os operadores

iwoalat ~ —iwgala ~ o —1
iwodlat 5 o —iwoalat _ 5o ZUJOt’ (243)
. PE PR s Ata ~ ;

_ Liwod ataTe woa'at __ aTeZWOt, (244)

2 A P . KA . . s
FT<t> — e%HRtFTe—%HRt — ¢ > Wi fnt § Ii;’/’;{e_lzm W P Pt
J

(2.45)

(2.46)

{Emﬁxwmw—éxwawguﬂ@xwﬂuw3+

i(t)>R}a (2.47)

E fazendo a soma na Eq.(2.24) correr sobre os indices i = 1,2 e j = 1,2, podemos escrever,?,

At)

20Onde o termo abreviado “h.c” representa o hermitiano conjugado.

A

] (THOTT () 5+ hc +

@ﬁ—@ﬁﬁ@ﬁﬂd<ﬁﬂﬁﬂﬁ+hc} (2.48)
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Substituindo os operadores descritos pelas Eqs.((2.42)-(2.45)) na Eq.(2.48),

0 =~ [ar{[aaite) - apte)a] e O FO e + e
0
+ (@) = el PN+ e

TN R = Y wirpeted! i (f;f,izéo) —0,

7.k
CEOTENR = > ryrpe @il try (mkRO) —0,

7.k

(CHOT) R = Y Kikpete ™ ey (fj.fkﬁzo)
7.k

= Y Il n(w;, B),

J

THOC ) g = Z/@/ﬁ,ﬁe_i‘“ﬂei”’“t,trR (fﬁ,i]%o>
ik

= Y kP O (1t awy, B)].

j
com,
trg <f;rfk]:30) =n(wj, 3) djk,
e
trp (7571 R0 ) = [1+ 7 (wy, )10
onde,

_ 1
1 (wy, B) = By — 1

¢ o nimero médio de f6tons seguindo a estatistica de Bose-Fistein [37,61].

Assim a Eq.(2.49) podera ser escrita como,

t

o) = — / dt’{[dd*ﬁ(t')—&*

v
—~
s
N—
Q>
—_
9]
J
€
S
—~
o~
L
=
)1
=
S
~
N—
o
S
Al
~
~
=
=
o

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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Os termos nao-nulos das fungoes de correlacao Eq.(2.51) e Eq.(2.52) envolvem uma soma
sobre osciladores do reservatério R. Mudaremos esta soma por uma integracao, pela introducgao
de uma densidade de estados g(w) tais que g(w)dw dé o nimero de osciladores com frequéncia

no intervalo w a w + dw. Fazendo a mudanca de varidvel,

T=t—1t, (2.58)
a Eq.(2.57) poderd ser escrita como,
t
At) = —/ﬁﬂ{pﬁﬂp~ﬂ—a%@—ﬂﬂeﬁwmﬁ@ﬁ@—T»R+hc+
0
4—[M@@—Ty4m@—fm}lwqﬁ)ﬂw—r»3+h%w (2.59)

as funcgoes de correlacao do reservatério, nao-nulas, sao,

(CONE)e = D blte s )

/ g (w) 5(w) P, B)
;

T(O0( = 7)) n, (2.60)

COM (N = 3 Ik Pe ™ [a(w;, 8) + 1]

dwe™ 7 g(w)|k(w)[* [f(w, B) + 1]

A~

Ot — 7)) 5. (2.61)

I
/’1\0 0\8 <.

Da Eq.(2.59) faremos a integragdo no tempo antes da integragdo nas frequéncias para
obtermos uma forma explicita para as funcoes de correlagao do reservatério R. Usaremos a

aprozimacgio de Born-Markov trocando p(t — 7) por p(t) uma vez que 7 (veja Eq.(2.58)) é
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muito menor do que a escala de tempo da evolucao de ﬁ(t) Logo encontraremos,

t o)
p(t) = /dT/dwei(“’wO)Tg(w)hi( )2 (apa —dT&ﬁ> +
0 0

- / dr / dwe™"@=0)7 g | k(W) [*7(w, B) (a,éa* +atpa —atap — pata )+

- /dT/d @) g ()| K (w))? (aﬁaﬁ—ﬁa* )+
0 0

t
+ / dr / dwe @07 g(w) | 1(w) 7w, B) (a*ﬁ&mﬁa* _aath— 5&*&) . (2.62)

0 0

Para simplificar o calculo faremos uso das seguintes substitui¢oes na Eq.(2.62) [32],

t o0
a = /dT/dwe_i(w_“’O)Tg(w)|f<;(w)|2 (2.63)
o 0

t 00
g = /dT / dwe™ @) g0 |k (w) [*7(w, T), (2.64)
0 0
que resultara em,
At) = a (a,éaf _af aﬁ) + 8 (&ﬁa* +atpa—atap — paal ) +he. (2.65)

Os calculos de « e (3 estao feitos em detalhes no Apéndice C, de onde obtemos os resultados,

o = mglwo)|s@)P +id e B =mng(wo)l(uo)a(we, T) + i, (2.66)
onde,
A = VP / d(w)f(“)i, (2.67)
T
A = VPO/d et (@, T). (2.68)

Levando estes resultados Eqs.(2.66), (2.66) e (2.67) na Eq.(2.65), encontraremos que a

equacao mestra para um reservatorio bosonico serd escrita como,

A(t) = (% + z’A) (aﬁa* — a*aﬁ) + <%ﬁ + m’) (aﬁaﬁ +atha—ata — 5&&*) the, (2.69)
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sendo,

= mg(wo)|k(w)|? e 1 =n(w, ), (2.70)

DO =2

Desenvolvendo um pouco mais a Eq.(2.69), encontraremos,

Aty = (% + iA) (aﬁa* _ a*aﬁ) n <%n + iA’) (aﬁzﬂ +alpa —alap — paa ) +
+ (% - m) (aﬁa* — 5&*&) + (%* - iA’) (aﬁa* +atpa— pata — aafﬁ) L (2.71)

Desenvolvendo os termos

o) = %&5&* . %&Taﬁ +iAapat —inatap + %aﬁa* . %ﬁa*a —iAapat +inpata +
V_AQAT 'Y_ATQA ’Y_ATAQ /Y_:AAT NS CATAT AN NI NS
+ o5 aaa + 5N pe — SAA'ap — 5 Npas +iA'apa' +iA'a"pa —iA'a'ap — iA'paa’ +
T V,A:AT ’Y,ATQA_’Y,QATA_’)/,AATQ_.A,A:AT_.A,ATQA .A,QATA .A,AAT:
o napa +§na pa — 5npala — onad'p —ilN'apa’ —iAa pa +iA'pa'a + iA'aa' p,
organizando os termos semelhantes,
At = % (2&5&* —afap— ﬁa*a) —iA [&Ta, 5] + yRagat + yaapa —
— %m*&ﬁ _ %ﬁﬁ&dT _ %nﬁ&*d + %ﬁddTp N (5@*& + aa*ﬁ) —
YN (amﬁ + 5aeﬁ>
~fos]
At A A Yy R At A2 2at oA 1270 n A
= —iA [aTa, p} + 5 (ZapaT —alap — pa*a) —iA'p (anr — aTa) +
+ AN (a6 — a'a) p+ yragal +ynatpa — Tnatap — Tnpaa’ — Tnpata — Lnaalp
e 2 2 2 2
oo
— A [a*a, 5} + % (2&5&* _atap— 5&*&) + yRagal +ynalpa — ynatap — %ﬁﬁ _
—2a g Y_ =z
— vnpaa' + 5P, (2.72)

) = =i [ala,5(o)] + 3 [2aptal — alaj(t) - pa'a] +
[

5(H)a — atap(t) — ,é(t)aaf] , (2.73)
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Na representagao de Schrodinger se recordarmos o seguinte resultado [62],
pt) = efTist p(t)ei st (2.74)

Derivando a expressao Eq.(2.73) com rela¢ao ao tempo encontraremos,

18(t) = %6%7:1515 |:7:[Sﬁ<t) — ﬁ(t)rl:[s 6*%7:1.5% +6%9:lst5<t)ef%?:£st
= %e%ﬁst[ﬁs’ ﬁ(t)]@_%ﬁst + €%ﬁstﬁ(t)6_%ﬁst. (2.75)

H

H

- _i . i
agora multiplicando a esquerda por e~ #7st e a direita por en’*s!, encontraremos que,

A

(t) = — [, p(0)] + e HFst eyt (2.76)

Observe que a Eq.(2.72) pode ser escrita como,

[
DO
Q>

>
—~
~
SN~—
Q>
pafil
|
Q>
pify
Q>
>
—~
~
~
|
B}
~—~
~
S~—
Q>
pafy
Q>

pt) = ei”OdTat{—iA[de, PO+ 5
+ i lap(t)a’ +a'p(t)a — a'ap(t) — p(t)aal] }e—iwofl*aﬁ (2.77)
onde utilizamos o fato de que

—iwoaTat A At dweala —iwnatat ~
iwoalat aTezwoa at woa ata

. ATA ~ i ATA ~ . ATA
e ap < iwoa' at woa at) aTezwoa at

= e e pe
—iwoatat » iwgatat\ A —iwoatat At iwoatat
= |e ae ple a'e

= apal. (2.78)
Da mesma podemos fazer, sem perda de generalidade,

e—woaTatlg(t)eiwoaTat — —iA[de,ﬁ(t)] + [Qdﬁ(t)éﬁ _ deﬁ(t) — ﬁ(t)dT&}

bO =2

+ qn[ap(t)a’ +a'p(t)a —a'ap(t) — p(t)aa'] . (2.79)

—
>

Substituindo o resultado encontrado na Eq.(2.73) obteremos,

p(t) +iwelata, p) = —iAlata, p(t)] + % [2ap(t)at — atap(t) — p(t)a'al

+ nlap(t)a’ +a'p(t)a — alap(t) — p(t)aal] (2.80)
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e, finalmente, com um pouco de dlgebra, encontraremos a equacao mestra para o reservatorio

bosonico na representagao de Schrodinger,

+ qnlapa’ +a'pa —a'ap — paa'] (2.81)
sendo, wy = wp + A.

Podemos tornar a expressao (2.80) mais usual fazendo,

po= —iwplata, pl + 5

+ %ﬁ(%ﬁﬁd —aap— ﬁafﬁ).
Agrupando os termos, encontraremos finalmente que,
p o= —iwplata, p] +
+ %r‘z (2a"pa — aa'p — paa’) . (2.82)
2.2.2 Reservatério Térmico Fermionico
Podemos modelar nosso reservatorio como uma colecao de férmions nao interagentes.
Admitindo que cada dtomo de dois niveis obedece a mesma édlgebra dos férmions [36], iremos

considerar aqui um reservatorio fermionico modelado por uma colecao de atomos de dois niveis

que nao interagem. O hamiltoniano para o reservatorio R sera dado por,
, _h (R)
Hr = 3 E w0, s (2.83)
J
O que caracteriza um sistema fermionico é a relacao de anticomutagao entre os operadores de

levantamento o ; e abaixamento 0_ ; para os sistemas de dois niveis,
{04j,0-0F = 1d;, (2.84)

{645,005 = {0-4,0-5}=0. (2.85)
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Podemos definir um operador N = 6,.6_ (operador niimero) que pode ser escrito na forma [36],
Nn) = 6.6_|n) = n|n), sendo n =0 ou 1. (2.86)

O estado Ry do reservatério R dado por um estado de Gibbs,
e_ﬁﬂR

trp <e—m§‘R>
3

substituindo a Eq.(2.83) na Eq.(2.87), encontraremos uma forma explicita para Ry como?,

A

Ry = (2.87)

A(R)

ho o= (B1/2) Y w;o Y - 11, o~ (B1/2)w;6 ]
0 trp |:6_(/Bh/2)2jwj&il’?i| trp |:H o ﬁh/Z)wJ0'< )]

B

HJ _(Bh/2)‘*’] 5 ef(ﬁh/2)wj&i]3)

- [, trg [6 ﬂﬁ/2)wJ”<R)] B 1;[ e(Bh/2)w; 4 = (Bh/2)w; (2.:88)
J
para chegarmos na Eq.(2.88), utilizamos o fato de que,
try [He ﬁh/”%”(m] — trg, [e*(ﬁﬁ/z)wﬁi?]
w:5® w36
= (gplem MRS gy eyl T ey
= BN/ 2w;  o=(Bh/2)w; (2.89)

onde a base é dada pelos estados |g;) (fundamental) e |e;) (excitado).

2.2.3 Equacao Mestra para um atomo de dois niveis acoplado a um
Reservatério Térmico Fermionico

Nosso sistema de interesse S sera representado por um atomo de dois niveis acoplado a

um reservatério fermionico (reservatério R). O hamiltoniano para o sistema S,

- h
He = §woa;<5>. (2.90)

O hamiltoniano de interagao S ® R serd escrito como,

Hsn = hz (696 1 6061 (2.91)

3Todos os célculos envolvendo os operadores 6, 6_ e &, estdo feitos em detalhes no Apéndice A.
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sendo, x; uma constante de acoplamento, 6 (6_

mento) para o sistema de dois niveis.

A identificagao com a Eq.(2.20) se dd ao fazermos as seguintes substituigoes,

51 = 02
A ~ (S
So = O'_(,’_)

Na representacao de interacao,

r

Substituindo as equagoes (2.95) a

A(t)

v
—

1 |woo
e[o

i|woo
e[o

(1)

§S>/2] t5(5), [woags)m]t

2] t5(5) i [w00 ) 2]

+

_ ety

J

_ ~(R)  —iw;t
= E /ﬂj077je 7",
J

(2.98) na Eq.(2.48), encontraremos,

2 ~(8) 2 ~ (S
p(t") — asr 56
2 ~(8) 2 ~ (S
pt) 6 p(t)o )
2 ~(S) 2 ~(S
Aty — 647 p(t)e Y

~(R) *lZz Wl"
0'+]€

’L(J.)J
E :"5 U+J

_ eiwo(t-‘rt’) <f‘(t)f\(t/)>R + hC}

Similarmente ao caso do reservatério bosonico encontraremos agora,

O r = ijme iwst ot ty o [ <RR] 0,
(CHOD ()R = Zn*nz‘ wite g |66 | =0,
T OT(E ) =

Z |Iij|26uuj (t—t") ﬁ(wj,ﬂ),
J

3 IR I — qawy, B)],
J

) sdo os operadores de levantamento (abaixa-

(2.92)
(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)
(2.97)

(2.98)

(2.99)

(2.100)

(2.101)
(2.102)
(2.103)

(2.104)
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com
tra [&f}&(j}}éo} = 7i(w;, B0, (2.105)
€
trp [a@?}a@ﬁzo} = [1 - filw;, B, (2.106)
onde,
n(wj, ) eﬂmjl,+ : (2.107)

é o nimero médio de estados na estatistica de Fermi-Dirac [37,61] (que ja era esperado por se
tratar de um sistema fermionico).

Substituindo as Eqgs.((2.88)-(2.91)) na Eq.(2.100), a equagao mestra resultard em,

t

o) = - / dt’{ [#65(1) — 60 ()6 | e DAL () + b +
0
+ [&P&P 5ty — 6 5@’)&@] 0= DO (E)) g + h.c}. (2.108)

que pode ser escrita,

t

o) = — / dT{ [a<s>a<+ 5t — 1) — 6 ©p(t - T)&_S>] e~ (THOD(E — 7))k + hoe +
+ [c}f)&&g)ﬁ(t ) =¥ - T)&f)} 0™ (DTt — 7)) g + h.c}, (2.109)
sendo,
(CHOT(E — 7)) = / dwe' @07 g(w) | k(W) *i(w, B), (2.110)
COT(E-n = [ doe @ rg)@PL-at.8). (211

usaremos agora o complexo das varidveis a e [3, e os mesmos A, A’, v/2 da segdo (2.1.1),

substituindo estes resultados na Eq.(2.109) encontraremos,

plt) = (5 — ZA) |:O' ﬁ&is) ﬁai) (_S)} + (2 + ZA) [U ﬁ&f) — 65;9)6_3)/2)] +

I (’QY zA) [Uf)ﬁ&w) (5)0<s>pA+pJ(+5) () —6,5)5&(;9)} i
+ (%ﬁ—l—iA’) [&f)ﬁ*s) 5556 (f)+&(+S)&_S)ﬁ—&_s)5&f)]. (2.112)
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desenvolvendo um pouco mais,

5) = ~6_po, — % (aﬁfﬁ + ,35;&*) _iA (@&j) _ 5@&,) +
7
2

+ e, p6. — %n (&_a—+;§ + 5&_&+) +

o
|
Do
Q»

+
Q»
|

—
o
—_
—_
w

S~—

66 il (&_c}+5 — ﬁ&_&+) +in (6,6

o) = —iA [m&f, 5] 1 (2&43@ 6,6 5—p6.6_)+
+ Ig [a—m&_ (1= 6.8 ) p+ poee — &_5&4 +
+ %n [@&3_ o e+ (1—6_6,)p— &_5&4 . (2.114)
e finalmente,
A . A~ A2 Y " RN A A A 2 20N~ A
plt) = =it 646, 5(0)] + 1 [20-5(06, — 64050 — H()d5- | +
+ i [&+ﬁ(t)&_ G p(t)ds — 64 p(t) + 5(t)&+&_] . (2.115)

Usando o hamiltoniano encontrado na Eq.(2.90) e a Eq.(2.73), temos a equac¢do mestra

para o reservatério térmico fermionico na representagao de Schrodinger,

>
I
|
-~
(S
o
Q
+
Q
!
>,
_l’_
|
[\
Q>
s
Q
+
|
Q
+
Q)
)
|
S
Q
4
Q
;I
_I_

+ AR [@fﬁ_ 6 b, — 6 6y pt fm&_} , (2.116)
sendo wj, = wp + A.
Assim como fizemos para o reservatério bosonico podemos escrever a equacao mestra na
representacao de Schrodinger de uma forma mais usual segue,

b= —iw [m&_, ﬁ} v % [2&_ﬁ&+ 6.6 p— fm&_} +

+ %— [2&”3@ 95 6y — (1= 646_)p—6-64p+p(l—G_6,)+ pa+a,]

(2.117)
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Finalmente encontraremos que,

N |2
>
>
>
>
>
>
>
>

+ %n[26+p&_ —G_0.p— p0_0+]. (2.118)
2.2.4 Reservatorio Térmico de Vacuo Comprimido

Considere um sistema quantico S interagindo com um reservatorio térmico de vacuo com-
primido R. Nosso sistema S sera de um atomo de dois niveis interagindo com um reservatorio

de vacuo comprimido. O operador de estado para o reservatorio sera escrito por,

~

Ry = [6)(¢
= ng(f)lojﬂ@jlgj(f) (2.119)

no qual S;(€) é chamado de operador de compresséo descrito por [63],

~

# 1 é fator de compressio e o angulo associado a direcao de compressio, bj e b}

sendo & = re

sao os operadores de destruicao e aniquilacao, respectivamente. E simples mostrar que [64],
SHE) = 5718 = S;(—¢) (2.121)

As propriedades das transformacoes unitarias do operador de compressao atuando nos

operadores b; e b; sao as seguintes?,

5’;(5)3]5”](5) = l;j cosh(r) — B}ew sinh(r), (2.122)
5’;(&)?);5'](5) = IA); cosh(r) — l;je’w sinh(r). (2.123)

4Tais propriedades sao obtidas fazendo uso do lema de Baker-Hausdorff [59],

PO A R 2212 R A
¢GN A=Y = A 4 NG, A] + (@;) GG A + ...+ (

A"
n!

) GG, [G,..[G A + ..,
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O hamiltoniano total serd escrito por [65],

~

H = He+Hr+ Hsr (2.124)
1. . | (S)it ()2
= Shweel® + By (wjb}bj + 5) Y ny (6904 60%) (2.125)
J J
onde k; é uma constante de acoplamento e 6 (6_), sdo os operadores de levantamento (abai-

xamento).

Podemos comparar o hamiltoniano dado pela Eq.(2.124) com aquele escrito na Eq.(2.19)

se fizermos as sequintes substituicoes,

5 = &9 (2.126)

5 = 69 =4, (2.127)

Iy = ) wbl =T (2.128)
J

Iy = Y wby=I]=T. (2.129)

§1 (t) _ ei [onis)/Z]té_SS)e—i {woggs)/Q]t _ (Affs)e_iw()t’ (2130)
. Moo (S) il ()
Ht) = el /Q]t&f)e [wort 2]t _ 5Pt (2.131)

J

= Z K/ji);eiwjt, (2]‘32)
J
To(t) = T(t) =) mybje ™", (2.133)
J
Substituindo as Eqs.(2.113)-(2.116) na Eq.(2.48) encontraremos,

~

o) = — / dt’{ [6(_5)&_5),5(15’) - &_S>5<t')&<_5>} e~ (DT (E)) g + hue +

+ :&SFS)OA_iS)pZ(t/> . a_SFS)p:(tl)é_SrS): eiwo(t-‘rt’) <f‘(t)fw(tl)>R + hC} (2134)
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onde novamente as fungdes de correlagdo do reservatério serao dadas explicitamente (ver

Apéndice B) por [64],

<f‘T(t)I€‘T(t')>R = - Z ke it tr g (RngbT>
= — Z ke it e~ cosh(r) sinh(r)d,,, (2.135)
(f’(t)f‘(t'»R = — Z kojre” witem 1 tr g (]%oéjgl>
= — Z ke it et cosh(r) sinh(r)d;,, (2.136)

OGN ZH e te ™ g (Roblh )

Z kjre@ite ™t sinh?(r) 8, (2.137)

TOT () = Z wrtet g (Robyby)

) —iw;t iwt’ 2 )
E Kjke “Ite™ cosh®(1)d;,. (2.138)
Jil
Fazendo a mesma abordagem como mostrada nas segoes anteriores, onde mudamos as
somas sobre os osciladores do reservatorio por uma integracao através da introducao de uma

densidade de estados g(w), onde novamente g(w)dw informa o nimero de osciladores com

frequéncia no intervalo w a w + dw. Fazendo a seguinte mudanca de variavel,
T=t—t = t'=t—r. (2.139)
Assim a Eq.(2.135) podera ser escrita como,
pt) = — / dT{ 96 9h(t — 1) = 6t — 7)o | e @O (¢ - 7))+ he +

+ (69695t — 1) — 695t — 7)6 5| e (DD (t — 7)) g + hec +

+ 1696950t —7) =695t — )6t | o (DT (¢ — 7)) + hc +

+ |66\ 5(t — ) — 619 h(t — )5 eiwo@tT><f<t>f<t—f>>R+h.c}. (2.140)
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Tendo agora que,

+oo
<fT(t)fT(t—T)>R = —/dweiw(%_ﬂg(w)/{?(w)e_wcosh(r)sinh(r), (2.141)
- =
NONEETE —/dwe_iw(Qt_T)g(w)/sz(w)eiecosh(r)sinh(r), (2.142)
(FHOT(E = 7)) = / dwe™ g(w)2(w) sinh?(r), (2.143)
(COTT(E—)p = / dewe g(w) k2 (w) cosh?(r). (2.144)

0

Substituindo as Eqgs.(2.124)-(2.127) dentro da Eq.(2.109) e fazendo as seguintes substituicoes,

t +oo
a = /dT/dwei(WWO)Tg(w)kaQ(w) (2.145)
0 0
t +o00
g = /dT/dwe_i(“_“JO)Tﬁ(w,t)g(w)lf(w) (2.146)
0 0
sendo,
fi(w, t) = el@-wolt (2.147)

De forma analoga ao que fora feito no Apéndice C encontramos que,

a = mglwo)k(wo) +iA = % +iA, (2.148)

5 = Wg(wo)k:2(w0)ﬁ(w0,t)—|—iA’:%—I—ZA'. (2.149)
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Substituindo estes resultados na Eq.(2.140) encontraremos finalmente que®,

pt) = —il[oio-, (b)) [cosh®(r) + sinh?(r)] -
— 3 [5v0-00) = 2653 + 5315 | cosh?(r) -
= 3 [e-apt) = 26505 + p)-5 | sinh(r) -

~

— (v +2iA") 6_p(t)6_e ™ cosh(r) sinh(r) —

— (v —2iA") 6, p(t)G e cosh(r) sinh(r). (2.150)

Fazendo as substituicoes
N = sinh*(r), (2.151)
M = —cosh(r)sinh(r)e . (2.152)

e lembrando que as funcdes hiperbélicas (sinh?(r) e cosh?(r)) se relacionam através da ex-
pressao,

cosh?(r) — sinh?(r) = 1. (2.153)

Substituindo todos esses resultados na Eq.(2-142) e escrevendo a equac¢do mestra na repre-

sentacao de Schrodinger como nas se¢oes anteriores, agora com He = %hwo&gs), encontraremos,
p o= —iwifono fl4+ 5 (N +1) 2661 — 626 p— poro] +

+%Nmmm—¢@@¢¢mp

+ (y+2A"YM6_po_ + (v — 21A") M*6 p6 4, (2.154)
onde wj = wp+ A (1+2N).
Esta equacao descreve a evolucao do campo em uma cavidade acoplada através de um

espelho parcialmente transmissor a um campo externo que é o estado de vacuo comprimido.

Os parametros M e N se relacionam um ao outro da seguinte maneira |M|?> = N(N + 1).

5Para chegarmos nesta expressio usamos o fato de que,

O_0_ = (}4_(3_,_ =0.
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No caso particular quando r = 0 que corresponde a uma compressao nula a Eq.(2.150)
sera a equacao para um atomo dentro de um reservatorio térmico com temperatura igual a
zero. Ou seja,

p=—iwh015- |+ % 2656y = 516 — poi5-), (2.155)
que basicamente é a mesma FEq.(2.113) obtida para um ntimero médio de fétons térmicos n

igual a zero,

=———=0 & T = 0. (2.156)

2.3 Fock comprimido

Para o caso Fock comprimido basta mudarmos a base de vacuo |0;) para a base de Fock (ou

de nimero) |n;), as fungdes de correlacao serao dadas por,
IO ))r = — Z ke itet (14 2n;) e~ cosh(r) sinh(r)d;,, (2.157)

(O r = —ZH meitet (11 2n,) e cosh(r) sinh(r)d;,, (2.158)

<fT(t)f(t’)>R = Z /ij/ileiwjte_iwlt/{sinh2(7“) + n; [sinh®(r) + cosh?(r)] }5]-71, (2.159)
4,1
<f(t)fT(t')>R = Z /fjme_i“fteiwlt'{coshQ(r) + n; [sinh®(r) + cosh*(r)] }6j,l. (2.160)
4.1
que podem ser escritas em termos da densidade de estado como,

“+oo

(FT( )FT(t —THhr = — / dwe™ =7 g(w) k(W) (1 + 2n;) e~ cosh(r) sinh(r), (2.161)
- -
THOL(t—7)Vg = — / dwe™ =) g(w)K?(w) (1 4 2n;) € cosh(r) sinh(r), (2.162)

0
+o0

<FT(t)f‘(t —T)r = / dweiwg(w)ﬁ(w){sinhZ(r) + n; [sinh®(r) + cosh?(r)] },(2.163)

<f(t)fT(t —T)Hr = / dwe"mg(w)/ﬁz(w){coshQ(r) + n; [sinh®(r) + cosh?(r)] }(2.164)
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Substituindo as fungoes de correlagao Eqgs.(2.156)-(2.159) na Eq.(2.129), encontraremos a

equacao mestra para o estado de Fock comprimido na representacao de interagao como,

pt) = —iA©2N +1)(1+2n)) (646, j(1)] +
+ %[(N 1)+ N+ 1) ny| [26 5006, — 616 4(t) — ()65 ] +
+ %[N + (2N +1) nj] [2&+ﬁ(t)6_ —G_G.p(t) — ﬁ(t)&_6+] —

+ M (y+ 2N (1 +2n) 6_p(t)6_ + M* (v — 26A") (1 + 2n;) 6. p(t)64, (2.165)

que pode ser escrita na representacao de Schrodinger da seguinte forma,

b= —iwh[5ad, p]+ % [(N F 1)+ (2N + 1) ny| [26_p64 — 626 p(t) — poac_] +
+ % N+ (2N +1) nj] 2646 — GG — po_64] —
M (7 + 20 (14 2n;) 6_po— + M* (v — 2iN) (1 + 2n,) G4 6. (2.166)

onde agora teremos wj = wp + A (2N + 1) (1 + 2n;).

E imediato mostrar que para uma compressao nula (r = 0) e n; = 0, recuperaremos a
equacao para um atomo dentro de um reservatorio térmico com temperatura igual a zero, ou
seja,

p= i\ [Go6_, p| + % (26_p64 — 546_p— o). (2.167)

De forma geral, a equagao para a evolugao do operador densidade reduzido p(t) = trg[x(t)],

pode ser colocada na forma da equacgao mestra de Lindblad, que na representacao de Schrodin-

ger é escrita como [66],

p(t) = —%m(t), PO+ D SRCHHC] = pt)CICy — CLCA(1), (2.168)

onde C,, = /7, A,, sdo os operadores de colapso, A, sao os operadores através dos quais
o reservatério R se une ao sistema S no hamiltoniano de interacao Hggr, 7V, as taxas de

decaimento correspondentes. Tal abordagem sera vista com mais detalhes no préximo capitulo.



Capitulo 3

Aplicacoes da Equacao Mestra

No presente capitulo mostraremos a aplicagao da equagoe mestra para o reservatério
bosonico e fermionico como abordadas nos artigos recentes que evidenciam a assinatura de
resposta negativa em sistemas relativamentes comuns, os artigos abordados serao, Cooling by
heating in the quantum optics domain [1], Feasible platform to study negative temperatures [2]

e Negative response with an optical cavity and traveling wave fields [3].

3.1 Cooling by Heating - CBH

O fenomeno denotado por Cooling by Heating (traducao livre, Resfriamento por Aqueci-
mento)(CBH) ocorre quando um dado sistema fisico diminui sua energia quando se aumenta
a temperatura do seu reservatorio. Tal ideia foi proposta inicialmente pelos cientistas Mari e
Eisert [9], utilizando um esquema baseado em um sistema optico-mecéanico. Outro trabalho
Cleuren et al. [10], foi apresentado o conceito de cooling(resfriamento) baseado em um esquema
para resfriar um sistema alimentado por fétons. Os detalhes de ambos os trabalhos acima nao
serao detalhados na presente dissertacao por conterem ideias que fogem da nossa proposta.

Para tal sistema que permita ser resfriado pelo aumento da temperatura de seu reservatorio,
inicialmente é importante notar que todos os sistemas que termalizam com o ambiente nao
exibirao tal fenomeno (sistemas simples como um atomo de dois niveis ou um simples modo
bosonico interagindo com um reservatério térmico nao apresentam tal fenomeno) [1]. O CBH

vem como o resultado da atuacao direta de muitas forcas externas que sao usadas para tirar

42
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o sistema do equilibrio térmico com o seu ambiente. Faremos uso do modelo bem conhecido

na literatura chamado de modelo de anti-Jaynes-Cummings generalizado.

3.2 Modelo anti-Jaynes-Cummings generalizado

No presente trabalho faremos uso de um modelo mais geral do que o modelo de Jaynes-
Cummings (JCM) (ver Apéndice A). O modelo conhecido como modelo anti-Jaynes-Cummings
generalizado (AJCM) [67], consiste basicamente em um fon de dois niveis aprisionado, que
oscila entre os estados excitado |e) e fundamental |g) com uma frequéncia wy e uma frequéncia
de aprisionamento v (modo bosonico), no regime de acoplamento, onde a frequéncia de Rabi
Q (que consiste no acoplamento do dtomo-bdson) é muito menor do que as frequéncias de
transicao atomica e bosonica. Na representagao de Schrodinger, o hamiltoniano total para tal

sistema podera ser escrito por [1,2],

H = Hge+Hp+ Hsr(t) (3.1)
N Q L L
1 — %6z + V&Td + E [a__ez(kLr—O—th) + a_+€—l(kLac+th)} 7 (h — 1)' (32)

sendo 2 (frequéncia de Rabbi) a constante de acoplamento ion-laser (2 < wy < v) muito
menor que as frequéncias de transi¢do atomica (wg) e bosonica (v), wy é a frequéncia de
condugao do laser, o, e o_ sao operadores de Pauli de levantamento e abaixamento para o
sistema, ionico de dois niveis, 6, = 6,6_ — 6_6,, a e a' sdao os operadores de aniquilacao e
criacao no espaco de Fock para o modo bosonico.

Os operadores @ e ' podem ser escritos em termos dos operadores posicao & e momento

P, cOMo,
. mv (. . p
o= %( “@)’ (3:3)
. mv (. D
it = ﬁ(ﬂ“%) (3.4)

(a+a') = (a4 a") =np(a+ah), (h=1) (3.5)
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onde 7y, é o parametro de Lamb-Dick [68] definido por,

1

2my

N =

Recordando a Eq.(2.7) nosso hamiltoniano de interagao sera dado por,

A~

ﬁSR(t) = Hine(t) = 62'(7:LS+7:1R)1L7:[SR(t)e*i(7:l5+7:lR)t’ (h=1).

No limite onde o parametro de Lamb-Dick é n;, < 1, note que,

2
ke _ ammmh:1+”u@+&g_%ﬂa+ﬁf—nf,
it _ e 0
e—szz _ e—an(a—l—a ) — 1— ZT/L(d + &T) _ 2_?(& + &T)Q - =

Assim substuindo Hg e Hz como dados na Eq.(3.1), teremos,

7'151«2(75) = 9 e AP 6—ig—0&zt6ith+ei“70&zt&+e—i“70&zte—ith
5 -
Y. 1Dt —i06,t ivata . Aty —ivata iwpt
+ Z77L5€ 2 o_e "2 e (a—|—a )@ e
8 eas sy ata s ~\ —qvata —iwrt
T Upge ?Toge 2T (a+a'e e
2Q iRoats L —iR6ut ivala ~t\2 —ivata jiwrt
- MpyetTo-e zrre (a+a")% e
z {2 1906t —i*06,t gvala s | ~t\2 ,—ivala —iwrt
T MgeTope e (a+a')’e e

Lembrando das Eqs.((2.42)-(2.43)) e ((2.95)-(2.96)) teremos que,

ez‘uafade—iuafa — fe
- )
ivata~+ —ivata At g
elva aaTe wala CLTGWt,
piRots —iREt 5 —iwot
- - 7
UJO A UJO ~ .
150t A —1520t ~ wot
e’ 2 ZO'+6 2 7% = 04¢€ .

(3.6)

(3.10)

(3.11)
(3.12)
(3.13)

(3.14)
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Assim,

Hsn(t) = 5 [0t g e
+ z‘nL% [6_e'@rme0)t (ge=™" 4 gTe™)]
_ ZUL% (6 im0t (o=t | gt i)
- ni%[le (or—e0)t (32e=20 1 aal 4 ala + (af)2e®™)]
R [ e (@267 a4 afa + (af )]

- = (3.15)

Ajustando a frequéncia wy, tal que, § = wr, — wy = kv, na ressonancia com o ion de dois
) 0 )
niveis, encontraremos
y A it | A —idt
Hsr(t) = 5 (6" +a1e™™)
Ao Q6= | A At (0t - Qr, At (=)t | o~ A —i(0tu)t
o_ae +o_a'e — mLE opa'e + o0 ae
27, o i(0—20)t | A~ aat @St | A Afa idt ~1\2 i(5+20)t
— T]L4O'CL6 +o_aa'e” +ao_a'ae” + (a')%e

|:O'+(dT)2€_Z(6_2V)t _l_é_+d’[&e—z5t _l_é_+dd]‘e—z5t +d26—z(5+2u)ti|

— = (3.16)

Usando a aproximagao de onda-girante (ou seja, descartando os termos que oscilam fortemente
com o tempo) poderemos remover a dependéncia temporal de Hgg, tal que a Eq.(3.16) podera

ser escrita da seguinte forma [1,2,68],

~

Hor = Hy = gro_a* + gio.(ah)", k=0,1,2,.. (3.17)

Na expressao (3.17), podemos reunir as seguintes interagoes,

Q
Interacao carrier , (5 =0,k=0,90 = 5) ,
Primeira blue sideband (5 =v,k=1,9, = mLE) ,

=] 2

Segunda blue sideband (5 =2, k=2gy=—17

)
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Experimentalmente (3.17) fora modelado para um grande nimero de sistemas, por exemplo em
fons aprisionados [1,68-70], um dtomo de dois niveis bombeado por um campo eletromagnético
cldssico e interagindo com um modo do campo [71], entre muitos outros sistemas. A dinamica
deste modelo para um acoplamento fraco (usando as aproximagdes de Born e Markov) entre
o sistema-reservatério pode ser descrita resolvendo a seguinte equagao mestra [1,30] para o

hamiltoniano escrito como na Eq.(3.17),

o) = —i[Hy, pl + s(ng + 1)Dla)p + knwDlal]p +

+ y(mm + 1)D[6]p+ ymuwD[6 41, (3.18)

sendo k e v as taxas de emissao espontanea para o modo vibracional e os niveis internos
do ion, respectivamente, ngy, é o numero médio de fonons do reservatério acoplado ao modo
vibracional, my, é o nimero médio de fétons dos niveis do fon. A atuagao do operador D em

um operador O, qualquer, é dada por [72],

~ A

D[0)p = 20501 — O1Op — pOTO. (3.19)

No préximas segoes iremos proceder com a solugdo numérica da equagao mestra Eq.(3.26) [31]
para obtermos o estado assintético do sistema (ou seja, p(t) = 0 para t — oo) com o objetivo
de podermos calcular as correspondentes propriedades termodinamicas. Para podermos fazer
isso, é importante notar que a equagao mestra pode dar origem a um conjunto infinito de
equagoes diferenciais acopladas para os elementos da matriz densidade de todo o sistema. Para
isso devemos truncar a base de Fock (que é infinita) em alguma parte, que depende do niimero
médio de excitagdes do modo vibracional (devido ao campo de bdsons). Essa truncagem
depende do niimero médio de excitacoes do modo vibracional, ou seja, os elementos de matriz
correspondentes aos estados altamente excitados de Fock devem ser virtualmente nulos, isso
comparado com o numero médio de excitagbes do modo vibracional. Antes de procedermos
o estudo numérico da Eq.(3.26) que fora feito inicialmente por S. M. Tan [73], assumiremos
inicialmente que para o reservatério, ny, = my, = n. Usando o hamiltoniano como escrito na

Eq.(3.17), podemos observar o efeito CBH, por exemplo, olhando apenas para a variagao da
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energia interna ou também para a variagao da energia vibracional do fon, e para ambas as

variacoes de energia interna e vibracional do fon, iremos discutir abaixo ambas as situagoes.

Variacao da energia interna do ion

Partindo da Eq.(3.26) podemos escolher k = 0 interagdo Carrier, onde o hamiltoniano de
interacao sera proporcional a ., que nada mais é do que um simples ion de dois niveis
bombeado por um campo classico. Descartando o modo vibracional no sistema, podemos,
sem perda de generalidade, anular a taxa de emissao espontanea (k = 0) a energia interna
média do fon,

~

E, = (H) = (Hs + Hins) = (Hs), (3.20)

no estado assintético como fungao da temperatura do reservatorio [1].
Podemos definir a funcao resposta denotada por C,, da energia interna, com respeito a

temperatura do seu reservatorio T,
0F,

“=ar

(3.21)

que basicamente trata-se do calor especifico; porém a temperatura é a do reservatorio, que é
diferente da temperatura efetiva do sistema uma vez que este nao esteja em equilibrio térmico

com o seu reservatorio. Tendo a solucao assintética para a energia interna F,, encontraremos

que [1],
N[ 2 2 (2 1)2
C, = —2kpme(ma, + 1) {m (M)} (90/ 7)2 (2, + >2 i (3.22)
Mtn [2(90/7)* — (2mu + 1)?]
Da equagao acima temos que para C, < 0 [1],
1 1
Mg < —=2 2 (3.23)

V2 2
Note que, C, — 0 quando my, — 0 ou my, — oo. Para um conjunto de N atomos nao

interagentes, teremos que a funcao resposta denotada por Cy serd proporcional a C,, tal que!,

COn = NC,, (3.24)

'O hamiltoniano para N 4tomos idénticos ndo interagentes é obtido substuindo o operador 6+ por S; =
Zi]\il 6% na Eq.(3.17) para k = 0 sendo S_ = (S4)7. Onde 6 é o operador de Pauli atuando no j-ésimo
atomo. O célculo da fungao resposta para N atomos serd idéntico aquele realizado para um unico atomo.
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de tal forma que a resposta negativa possa ser observada para um aglomerado qualquer de

ions de dois niveis.

(a)

i
n

Average energy
S

35
—Field
---Atom (x10)
30 0.5 1 15 2

Figura 3.1: Energia média para o sistema atomico A(?-A[s Jwo) (linha hachurada multiplicada por
um fator 10 por questoes de clareza) e bosonico ((Hg/v)) em fun¢ao do nimero médio comum
de f6tons térmicos ou fonons ny, = mey,, para k =1 [1].

(a) —Field
--=-Atom (x10)

Average energy

2 05 i 15 2

Figura 3.2: Energia média para o sistema atémico (Hg/wp) (linha hachurada multiplicada por
um fator 10 por questdes de clareza) e bosonico ((Hg/v)) em fungao do niimero médio comum
de fétons térmicos ou fonons ny, = mey,, para k = 2 [1].

Variacao da energia vibracional e interna do ion

Considerando o ion acoplado ao modo vibracional, usando a energia média de um sistema
individual ao invés da energia total nao muda as nossas consideragoes, uma vez que existe

regioes onde a fungao resposta C, (Eq.(3.22)) torna-se negativa para ambos os sistemas si-
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multaneamente e <’}:[ 1) = 0 em todos os casos mencionados aqui, sendo H; o hamiltoniano de
interagdo dado pela Eq.(3.17). Tal resultado pode ser visto nas Figs.(3.1)-(3.2) para k =1 e
k = 2, respectivamente. Os gréficos (3.1) e (3.2) representam a energia média para ambos os
sistemas, bosonico ((Hg/v)) e atémico ((Hg/wy)). Sendo a energia para o estado fundamental
|g) considerada como igual a zero [1].

De acordo com a Fig.(3.1), o efeito CBH ocorre para, nyg, = my, < 1.4 e < 0.9 para os
sistemas atomico e bosonico, respectivamente, para os parametros Kk = 0.1y e g; = 1.0y. Da
mesma forma da Fig.(3.2), o efeito CBH ocorre para nyg, = my, < 0.4 e < 1.2 para os sistemas
atomico e bosonico, respectivamente, para os parametros k = 0.1y e go = 0.2, sendo k e y as
taxas de emissao espontanea para o modo vibracional e os niveis internos do ion, a constante

de acoplamento g; = i€2n;/2 e 2 é a frequéncia de Rabi.

3.3 Temperatura negativa na escala absoluta

Usando o modelo anti-Jaynes-Cummings como visto na se¢ao anterior com o hamiltoniano na

representacao dado por,
Hy = guo_a® +gio,(@)*,  k=0,1,23, .. (3.25)
onde a dinamica sistema ¢ resolvendo a equacao mestra,

p(t) = —i[Hr, p] + K(nwm + 1)Dlalp + knDlal]p +
+ ~(mw + 1)D[6_]p + ymawD[o4]p. (3.26)

que as taxas de emissao espontanea para o modo vibracional e para os niveis internos do ion
por K e 7, respectivamente. A intencao aqui é investigar como a energia e a correspondente
temperatura efetiva para o sistema de dois niveis variam de acordo com a cooperativadade
Ci = g2/vk. Os graficos mostrados na Fig.(3.3)(a)-(f) foram analisados no estado assintético
do sistema ou seja, ,5 =0 parat - oo, k = 0,1,2, e 3. Sendo nyg, = my, = n, para n
variando de 0,0.5, e 2.0, onde ny, é o numero médio de fonons do reservatério acoplado ao

modo vibracional, my, é o nimero médio de fétons dos niveis do ion.
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Figura 3.3: As figuras (a), (c), (e) mostram os graficos da energia média do dtomo (5.) em
fungao da cooperativadade C, as figuras (b), (d), (f) representam os gréaficos da temperatura
efetiva do sistema reescalonada kgT'/wy em funcao dos valores de C. Onde o nimero médio
de fétons térmicos sao n = 0,0.5 e 2.0. Inversao de populacao ocorre para o valor linear do
AJCM k = 1 (linha azul sélida), e os valores nao-lineares de AJCM k = 2 (linha tracejada
vermelha) e k£ = 3 (linha pontilhada verde). Ref. [2].

Observe nas figuras, (3.3)(a),(c),(e) que todos os estados assintéticos terminam com po-
pulagao invertida (6,) > 0, o que implica em temperatura negativa, observe também que o
ambiente para os sistemas atomico e bosonico suprime suavemente a inversao de populagao
evitando assim que o sistema de dois niveis alcance temperaturas negativas maiores. As figu-
ras, (3.3)(b),(d),(f) apresentam os graficos da temperatura reescalonada kg7 /wy em funcao da
cooperativadade. A nao linearidade do modelo de anti-Jaynes-Cummings (k = 2 e 3) permite
obter populagoes invertidas para pequenos valores da cooperativadade, observe também que
para valores suficientemente altos de C', a temperatura negativa aproxima-se de 0K para todos

os valores de k =1,2 e 3.
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3.4 Resposta Negativa com uma cavidade 6tica e campo
de ondas viajantes

Na presente secao estaremos interessados na resposta negativa apresentada pela intensi-
dade do campo eletromagnético usando um modo simples de um campo ético e um atomo
de trés niveis em uma configuracao do tipo A dentro da cavidade. A proposta, um campo
de ondas viajantes de intensidade g, = ¢, entra em uma caixa escura e um campo de saida
de amplitude €,,; deixa a caixa escura, tal que que algumas situacoes possam surgir como,
um aumento no campo de entrada &, como consequéncia da reducao do campo de saida e,
ou de modo inverso, diminuindo €, o campo de saida &,,; sera aumentado. Tal investigacao
sera dada principalmente em canais dissipativos, investigando os regimes dos parametros que
otimizam tal efeito. Dispositivos que trabalham nesse regime de resposta negativa, encontra
aplicagao principalmente em sistemas de seguranca, como dispositivos eletronicos sensiveis a

mudancas abruptas do campo de entrada. Na Fig.(3.4), temos uma representacao do sistema

E Ep =t Al el I }Ac bout
9w/ Ko et \?7’2 t;c
1)
Ec=TE KA ; kB

—~
= =
= S =
— =
= —
— =
-_— -

Figura 3.4: Representagao pictérica do experimento proposto na Ref. [3]. Um campo de
entrada de intensidade € colide com um divisor de feixe, onde os dois feixes resultantes refletido
g e transmitido €,, campo de controle e de conducao, respectivamente, sao direcionados para
o atomo de trés niveis dentro de uma cavidade otica. Um polarizador S e uma lente L sao
colocados no campo de controle €. para ajustar sua polarizagao e a frequéncia de Rabi para
interagir apropriadamente com uma transi¢ao atomica especifica.

Blackbox

fisico correspondendo ao protocolo 1til para implementar uma resposta negativa com campos
luminosos e cavidades Oticas. A proposta dada é a de um campo de conducao de intensidade
€, que servird como nossa entrada, entrando em uma caixa escura ou sera transmitido ou
refletido por um divisor de feixes, dos quais r e t sao os coeficientes de reflexao e transmissao,

respectivamente. O feixe transmitido ¢, = te, serd usado como o campo de conducao, é envi-



52

ado através da parede que fica a esquerda de uma cavidade ética com perdas de constante de
amortecimento k4 e o feixe refletido €. = re, serd usado como um campo de controle, é direci-
onado para a entrada da cavidade ética, ambos interagindo com um atomo de trés niveis em
uma configuracao A. O campo de saida emerge da caixa escura da parede a direita com uma
constante de amortecimento kg. E interessante notar que um aumento no campo de entrada
€, causara um aumento em ambos os campos de controle €. e de conducao €,, respectivamente.

A relagao existente entre ambos os modos de saida e intracavidade serao dadas por,

dont = V2KAG — €p, (3.27)
bowe = V2kpa, (3.28)

sendo, gy © bout operadores de aniquilacao para os modos da esquerda e direita do campo de
saida, respectivamente, a é o operador de aniquilacao para o modo da intracavidade. Logo,
conhecendo a dinamica do campo da intracavidade, o feixe transmitido poderd ser obtido
diretamente.

Neste sistema um simples atomo de trés niveis em uma configuracao A tem dois estados
fundamentais |1) e |2) e um estado excitado |3). Este dtomo de trés niveis interage com um
modo da cavidade de frequéncia w induzindo transi¢oes do tipo |1) <> |3) com frequéncia de
Rabi que sera denotada por g. O campo de controle de frequéncia w,. induz transicoes do tipo

|2) <> |3) com frequéncia de Rabi €., definida por,

(3.29)

onde V, é o volume quantizado com relacao ao campo de controle e pode ser diminuido usando
uma lente para passar o feixe, ¢y é a permissividade elétrica do vacuo, p é o elemento de
matriz do dipolo atomico de transigao, (n) é o nimero médio de f6tons do campo de entrada.
O hamiltoniano correspondente ao campo de conducao sobre o modo da cavidade através da

parede esquerda,

~

H, = Qpae™r' + Qrale 7", (3.30)
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sendo a frequéncia de Rabi do campo de prova dada por €, = —i\/2k4e,. Estabelecendo o

estado |1) como sendo o nivel de referéncia, o hamiltoniano total (h = 1),

~

H = 7:[5—1-7'23—1-7:[53
= Ho+ Hine (3.31)

~

onde o hamiltoniano livre (ou seja, sem interacao) H, e 0 hamiltoniano de interagao Her = Hing
3],

~

Ho = 7:[5 + ,)LA[R = W35'33 + WQ&QQ —+ (,L)CALTCAL7 (332)

Hiw = Hsr = gads + Qebaoe™™" + Qae™rt + Qrafe ™, (3.33)

sendo 6;; = |i)(j|, com 7,5 = 1,2, e 3. Na representacao de interacao o hamiltoniano #;, serd

escrito como,

ﬁSR(t) — ei(ﬁs-l-’z':LR)t?:[SRe_i(q:[S_,_;:[R)t
= T Pl = Ty (1), (3.34)
Logo,
Hi(t) = gaba e’ ) 4 Quageills—wwdl 4o geiler—lt  Orgfeilenwlt
= 9o e+ Qe 4 Qyae’ 4 Qale (3.35)
emiHot — milApala—tidss—(Ai=Ac)en—Lponlt poderemos eliminar a dependéncia temporal do

hamiltoniano H(t),

Hy = Aibss+ (Ap — Ao + Aoy — Ayala+
+ gabs + Qb3 + Qpa + Qa’. (3.36)

e a equacao mestra para H; serd [3];

[;5 = —1[7:[17 Pl + ’fﬁ[d] + I‘3175[‘313] + F3275[(523] + 7275[622] + 7375[&33]; (3.37)
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sendo I';; a taxa de decaimento da polarizagao atomica do estado |i) <+ |j), 7; é a defasagem
atomica do estado |i) — |7), k representa a taxa de decaimento do campo na cavidade, ou
seja, Kk = kg + kg € D atua em um operador qualquer da mesma forma como estd escrito

na Eq.(3.19). Um resultado interessante (Fig.(3.5)) é o grafico do nimero médio de fétons

0.14

0.12

PSR

- = o
Eges

0 5 10 15 20 2%
le/xl*

Figura 3.5: Gréfico do nimero médio de fétons do campo de saida em fungao da intensidade
normalizada do campo de entrada |¢/k|* para determinados valores da cooperativadade C, para
os parametros, I's; =3 =1'/2=k/2, Ay = A, =0, A, =1.1g, Q. =8 e Q, = —0.8i\/kac.
Ref. [3].

da saida (b]  bow)/k em funcao da intensidade do campo reescalonado |¢/k[2. Para alguns
valores da cooperativadade C' dada por C' = ¢g?/2kT’, com parametros, I's; = '3y = ['/2 = /2,
A=A, =0,A,=11g, Q. =8 e, = —0.8i,/ka¢, como na Fig.(3.5).

Observe na Fig.(3.5) dois picos que ocorrem para valores da cooperativadade iguais a
C =100 e C = 250, respectivamente, que é uma assinatura de resposta negativa. Comegando
no primeiro pico, a transmissao diminui como consequéncia do aumento do campo de conducgao
devido a0 movimento para a direita do primeiro pico. Assim, incrementando novamente,
desde que o sistema permita uma ressonancia de dois fotons, até que ele caia na sequéncia.
Finalmente, a transmissao comega a aumentar para grandes valores do campo de entrada, até
que para um grande valor do campo de entrada, o niimero médio de fétons dentro da cavidade
aumenta linearmente com |e/k|?.

No presente capitulo nosso objetivo foi mostrar como as técnicas desenvolvidas ao longo

dos capitulos anteriores principalmente do capitulo 2, sao de suma importancia no estudo de

sistemas abertos no contexto quantico de cavidades.
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Ferramentas como as aproximagoes de Born, Born-Markov e de Markov, e principalmente
na resolucao da equacao mestra para o hamiltoniano na representacao de interacao para siste-
mas bosonicos e fermionicos, onde observamos também a assinatura de resposta negativa em
ambos os sistemas abordados, evidenciando assim um tema que a muito vem sendo debatido

e observado em Optica Quantica.



Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho obtivemos a equagao mestra para ambos os reservatorios térmicos, bosonico
(simulado por uma colegao de osciladores harménicos acoplados) e fermionico (simulado por
uma cole¢ao de dtomos de dois niveis). Ambas as equagdes mestra foram obtidas de forma
analitica usando hamiltonianos bem conhecidos, utilizamos também as aproximagoes de Born,
Born-Markov e de Markov, mostramos também a forma dessas equagoes em estados comprimi-
dos de vacuo e de Fock. Ao final mostramos a aplicacao das equagoes mestra para fendmenos
que exibam resposta negativa, como o Cooling by Heating, observando graficos da energia
média para ambos os sistemas atomico e bosonico em funcao do nimero médio de fétons
térmicos, da mesma forma a temperaturas negativas podem ser observadas em estados que
invertam sua populacao quando ha uma certa injecao de energia. Por 1ltimo estudamos um
resultado bastante interessante de assinatura de resposta negativa que consiste na observacao
da diminuicao do campo de saida de um feixe incidindo em uma cavidade ética como resultado
do incremento no campo de entrada. Futuramente, pretendo aplicar as técnicas aqui estudadas
para investigar, via simulagao numérica, quantos atomos sao necessarios para simular um re-
servatorio fermionico composto por um sistemas de dois niveis. Outra possivel aplicagao seria
o estudo do efeito cooling by heating (CBH), descrito no capitulo anterior, ocorrendo quando
o sistema de interesse interage com um reservatério fermionico, especialmente no regime em
que o reservatério se encontra a uma temperatura efetiva negativa. Finalmente, uma outra
aplicagao igualmente interessante seria o estudo comparativo das propriedades estatisticas dos

sistemas envolvidos no fenomeno CBH ocorrendo a temperaturas positivas e negativas.

o6



Apeéendice A

Modelo de Jaynes-Cummings

Considere uma cavidade 6ptica e um atomo com uma frequéncia igual a w, que pode estar
ou nao em ressonancia com o modo do campo dentro da cavidade. O f6ton v (modo do campo
eletromagnético) dentro da cavidade tem energia igual a hw,., que corresponde ao espagamento
entre os niveis de energia do oscilador (dtomo). O autoestado de energia |n) pode ser descrito
como o estado do modo da cavidade com precisamente n fétons.

Para o autoestado |n), podemos usar os operadores de aniquilagdo a e de criagao a' que
sao definidos na base de nimero ou de Fock |n), n = 0, 1, 2,...,00, sendo n um nimero inteiro

real e positivo. Os operadores @ e a' possuem as seguintes propriedades,

atln) = Vn+1ln+1), (A.1-1)
aln)y = +/njn—1), (A.1-2)
alo) = o, (A.1-3)

a‘aln) = nln). (A.1-4)
|0) é o estado de vacuo.

A.1 Descricao para um atomo de dois niveis

A descricao de um atomo de dois niveis pode ser realizada da mesma forma que em um sistema
de spin 1/2. Para tal sistema um estado qualquer pode ser escrito com a combinacao linear

dos estados |e) (estado fundamental) e |g) (estado excitado), representada como um vetor

o7
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bidimensional no espaco de Hilbert dada por:

ale) +9l9) = () (A2

sendo a e  dois nimeros quaisquer. Os estados |g) e |e) sdo escritos matricialmente como:

=(1) ¢ 10=(;) (A3)

Para tal sistema, uma base util é aquela dada pelo conjunto formado pelas matrizes de

o (U0)e () e (D 0) s

os operadores de transi¢ao eletronica 6, (“levantamento”), 6_ (“abaixamento”) e &, podem

Pauli,

ser escritos na base {|g),|e)} como,

so=lotl= (g o) o=tael=(]¢). (A5

0. = le)(el = lg){gl (A.6)

Os autoestados de energia sao dados por,

ozlg) = (le)(el = 19){gD 19) = —l9), (A.7-1)
arlg) = (le)gDlg) = le), (A.7-2)
o-lg) = (g)eDlg) =0, (A.7-3)
gile) = (le){gl)le) =0, (A.7-4)
o-le) = (lg)el)le) = lg), (A.7-5)
azle) = (le){el —1g)(gl) le) = le). (A.7-6)

O processo de interagao pode ocorrer por exemplo quando um féton é absorvido pelo atomo,
sendo levado do estado fundamental para o estado excitado. Um operador 1til para descrever
esse processo é dado pelo produto, 6,a. O processo inverso ou seja, o atomo voltando para o

estado fundamental, emitindo um féton ¢ dado por, _al.
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O hamiltoniano de interagao para esse sistema H,,; é dado por,

Hie = hQU6, +6_)(a+al) (A.8)
= M(6ra+6_a")+ (6,4 +6_a)] (A.9)
Termos de onda Termos de onda
girante. contra-girante.

usando a aproximagcao de onda girante (descartando os termos que oscilam muito rédpido no

tempo), encontraremos:

Hie = WQ(6,a + 6_ah). (A.10)
sendo 2 a constante de acoplamento que determina a intensidade da interacao (frequéncia de
Rabi).

Logo o hamiltoniano total Hyotar DA representacao de Schrodinger para o sistema atomo-

campo é escrito como,

ﬂtotal = ?:[campo + ﬁétomo + ﬂint (A]-l)
) N\ i,
Htotal - hl,dc (&dT + 5) + Ta—z + hQ(5'+€L + &_AT>. (A12)

Tal modelo é conhecido como modelo de Jaynes-Cummings.
Os autovalores para o hamiltoniano do atomo de 2-niveis na base {|e),|g)} sao dados

respectivamente por,

~ hw, . hw,

Hétomo’e> = TO-Z‘€> = 5 ’€>, (Al?))
» hwaA hwa

Faomols) = "25.1g) = 1)) (A14)

O espago de Hilbert para o sistema composto atomo-campo é dado pelo produto tensorial

de ambos os espacos de Hilbert do atomo e do campo:
IHItotal = Hétomo ® Hcampoa (A15)
com uma base ortonormal dada por,

{ley @ n),lg) @n)};  n=0,1,2,.., 00, (A.16)



Apéendice B

Calculo da média do produto dos
operadores ['(t) e ['T(t) na representacio
de interacao

B.1 Caso Bosonico
O operador [ = > i KTy podera ser escrito na representacao de interagao como,

I(t) = et ntnt — Z ket (B.1)

[H(t) = eifntte— i ZK it (B.2)
Logo,
CODE)r = trr [f“(t)ﬁof(t')} — trp [J%Of(t)f(t')} — trp [f(t)f(t’)zizo}
= Zlijme watemial (W’ZRO)
75l
= Z mjmle_iwjte_iwlt/tr}g [fjﬁ He‘ﬁhwif}fﬂ' (1 — e_Bh‘*’j)}
Jil J

= tI‘R

(B.3)
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ot —det! N oA Al _ .
= E Kikie Witem M e | Fye T (1 — e %“J)]
gl

= > wpme e (| (g (|77 (1= € ) [y o). ) )

= Y rgmie e (| (] (no| (na Ay P (1= e 0) g ) ng) ) )

= Y mme e iy i — 1}
75l

(COT())r = 0.
Onde utilizamos a série geométrica

—Bhwjn; _ ;
1 — e Ahw;’

sendo {|ng)} = |n1)|n2)...|ni)|n;).

Da mesima forma encontraremos:
IO e = tra {f*(t)ﬁoff(t’)} — trg [ROfT(t)fT(t’)] — trg [fT(t)fT(t’)ﬁo
R()ZI{* plgiwst ZF;*AT “"’t]
= St ( i )
_ Z'{* s iyt giert! [ ;HQ—ﬁmjf;fj (1 _ e—fmwj)]

J

= tI‘R

_ Z“*’f? iw;t giwrt ¢ ", Hﬁe—ﬂmjf;fj (1 _ efghwj)]
- ZK*K* gt gieort! <nj|<nl|...<n2|<n1|f}f;e*ﬁmj% (1 — e Bm) |ny) | ng)...ng) | ny)

= ZH* retite ! (ng | (my)...(na|(na [T e7ms (1 — €775 ) [y |na)... ) )

_ Z wiwreite it fns 1 1v/m + L{(ng|Hni + 1)}

A~ A~

(O ()R = 0.

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)
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A

O desenvolvimento de (fT(t)f(t’ R € <F(t)f*(t’ ))Rr, serd feito da seguinte forma, respectiva-

mente,
(CHOT )R = S Kime e ™ try (fj.fléo) , (B.8)
7,0
€
(COTH ) r =3 kyrpeite™ try (@ﬁ Ro> . (B.9)
7,0
Se 7 # [ teremos,
IO r = 3 wre™ e (| (ng].odng (g [P 1ie 055 (1= ) [ng) o). ) )

= Z njmleiwjte’iwlt/\/nj + 1y/me Mm% (1 — e (g — 1)...(nj|n; + 1)
7l

3 B x —iw;t iwt’ n At —BhwiAlf — Bhws
COTTEN e = Y rprre ™ e (ny|(ny...(no| (na |Fy#f e a7 (1 — e ny) ng) .| my) In;)

= Z krye wite et oy /ng  Le Phwins (1- e’ﬁh‘“j) Ay + 1) (nj|n; — 1)
4l

(O R=0 e (TODE))g=0. (B.10)

BT = S hethn T 1=

_ Z‘H ’2 iw; (t—t) trR [ B)‘wjr L7 (1 _efﬁhwj)f;,r:j]

_ Z |I£ |2 iw; (t—t) |6 (1 _ e—ﬁhwj) 72;[7:]|n]>
_ Z |I{j|2€zw3(t—t )nje—ﬁhwjnj (]_ _ e_ﬁﬁwj) . (B]_l)
J
Observe que,
1 0
o Bhwjng = 7 —Bhwjn; B.12
n;e € .
) hiwo; OB ! (B12)
onde,
1
e Bhwing _ —_— (B.13)
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que ¢ a série geométrica. Substituindo a Eq.(B.13) na Eq.(B.12) encontraremos

nje

gy L[ ) et
( I (1= et

hwj 1 — e Phw; -
levando esse resultado na Eq.(B.11) resulta em
—Bhw;

F T4 _ 2w (t—t') €
PO = 3 Iy Pe

J
- Z ’Hj|26in(titl)ﬁ(wj7 6)7
J

com,
ﬁ(wj, 5) =1trp <f;rflﬁf0> 5]',[.

Da mesma forma encontraremos

COM e = 3 ket | T e (1 - ) iy
J

L J

—_ Z ’Klj|2€fiwj(t7t’)trR H e—ﬁhwjf;'f‘j (1 . efghwj) (1 1 72;.72]
J L j

— Z ’Klj|2€fiwj(t7t’)(1 +nj)6718hwjnj (1 - e*ﬁhwj)
J

= Y kP D (1t awy, B)].

J

Na Eq.(B.17) usamos o fato de que,

Fill=1 = il =147

)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)
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B.2 Caso Fermionico

Da mesma forma como para o reservatorio térmico bosonico encontraremos de forma similar

para o reservatorio térmico fermionico,

FODENR = 3 mme e g [0 Ry
7,0

. o= (B1/2)0j6 Y

- ' —iwit  —iwgt! N ~

= Z/i]lile e trp 0_;0_ H e(Bh/2)w; 1 o—(Bh/2)w;
J

75l
00" €
B2 1 o (Bh/2);

. —iwit —iwt!
= Elijlile “e trg,

[A(R)A( l) ~(Bh/2)w;e
j.l

A (R)U(Rl)e—(ﬁh/m <R>

= anmle_iwjte_iwlt [(gﬂ(gz (75’;/2;%_’_6 (Bh/2)w |gz>|gj>

&(1?]) &S l) o—(Bh/2)w; 0({3)
+ <6J|<el| e(Bh/2)w; + e (Bh/2)w |el>|€J>
o e (B1/2);
— i Wy —Wwy
R P = e [<gj|o_i|ogj><gl\a_j(|)gz>
~(8h/2);
¢ L(R) L (R)
T e e e [Wf’—J|€j>,<el‘f’—:j|€l>,]
=lg;) =lgu)

(T(OD(E))r = 0. (B.19)
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Da mesma forma

(CHODH ()R = Zm* etet g [606 ) Ry

o o~ (B1/2)w;5 ")

o * ok _qwit zwt
= Z/i Kk e e trp 0+]U+z H (5h/2)wj + e~ (Bh/2)w;
J

5(B) 5 (R) ,—(8h/2)w;61T)

* % _dwit dw O-+7 +,!
= ZH K€ ite v [<gj‘<gl| (5;1/2)0_,]_‘_6 (Bh/2)w ‘gj>|gl>

5 (R) ~(R) —(Bh/2)w;5"

01041€

+ <61‘<6l| c(Bh/2)w; e (Bh/2)w, ’61>|6j>
o o (B1/2)es;
_ EI zw iwy
- Z K ’il e e(@h/g)wj + 6_(gh/2)wj l<gj| U |gj><gl| U+l |gl>:|
=lej) =ler)
o (Bh/2)e;
T e e e [<GJ|\”+J|€J>,<65|‘U |€’>}
=0 =0
(LT () r = 0, (B.20)

O desenvolvimento de (THH)T(#))r e (D(t)IT(t')) g, serd feito da seguinte forma, respectiva-

mente,
INGINTA ZI{ e iteT et by (UJrJ Ro> (B.21)
e
T ) g = Z kyrpe T witet by (6(_]?&55)}?0 . (B.22)
4l
Quando (j #1),
S A (Bh/2)w;
rt Y _ * iwit  —iwt! € q AR ~(R)
{LOr)r = Z"ﬂj’*le e {@(5h/2)wg‘ I [(g]| 045195091l 62 |9l>} +
=le;) =0

6_(Bh/2)wj )
(/2w 1 o (Bh/2); [<€J| 6171, (el 6" |€l>}
=0 =lg1)

= 0. (B.23)
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. (Bh/2)w;
= = x _—iwit dwt! € ~ (R 5 (R
COT e = 3 mynjete! {ewﬁ/m — Mai}igﬁwzw(,2|gz> ¥
=0 =ler)
o~ (Bh/2);
+ e e;)(e e
eBh/2)w; 1 o=(51/2; [< 11955 les) (el 715 ’>J
=lg;) =0
= 0. (B.24)

S e(B/2)w;
T(t FT t/ — 2 ij (t—t") (R)
< ( ) ( ))R E |K’ | o (BR/2)w; +e —(Bh/2)w; <g]|0+,] |gJ>

J

=0
=lej)
e P/ oy <J
+ (Bh/2)w; 4 e—(Bh/2)w; |:<€]| oy |6]>}
€ e j
=lg;)
. , 1
_ 12 jiwj (t—t)
- Z|"¢J| e"i T
= D s n(w;, 6), (B.25)
J
com,
ﬁ(wj7 B) = trg [&S?&S_I?Ro] (SjJ. (B26)
Da mesma forma encontraremos,
=1g5)
= = h/2)w ,—/—
(fT(t)f(t/)>R _ Z ‘H"Zefiwj(tft/) e(Bh/2)w; (g; ’U )U(R) g | +
; ¢ eBh/2w; 1 e=(Bh/2w; | I +,5 195

=lej)
e~ (Bh/2)w;
* eBh/2)w; 4 o—(BR/2)w; {<€J‘U O—+]’6]>:|

_ 2 it (t—t _e(ﬂﬁ/2)wj + e~ (Bh/2)w; _ o= (Bh/2)w;
- Z|f‘€j| e (B D0; o= (B2,

; 1
— 12, —w; (t—t') .
B Z |kj|"e ™™ 1 eBh/2)w; 4+ 1
J

= Z |l£j|2e_i°Jj(t_t,)[1 _ ﬁ(wj, /3)] (B.27)

J
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B.3 Caso Vacuo Comprimido

Da mesma forma como fizemos para os reservatorios térmicos bosonico e fermionico encontra-

remos para o reservatorio de vacuo comprimido:

R S e
J l

— Z /ﬁj/ileiwjtei‘“’t/trR (ROI;;BZF)
Jsl

(O (E)r = trp

(B.28)
Quando (I # j),

tra (Robfd) = trn (H éj<§>|oj><oj|ﬁj<s>6;6J>

= (0;]81]0,) Bf cosh(r) — (0,] b,]0,)bje " sinh(r)
115) 0
=1, =

= (0;]1;)b] cosh(r)

= 0. (B.29)
Quando (I = j),

trg (ROIA);IA)IT) = (0, [I;; cosh(r) — b~ sinh(r)} [13; cosh(r) — bje™ " sinh(r)| 0;)
=[2;)

— e ,
= (0] b1 b%]0;) cosh®(r) — (0;[} b;]0;) e cosh(r) sinh(r) —
N——" N——
=[1;) =0
=|0;)
— (0] b; b}|0j>€_19 cosh(r) sinh(r) + (0;]b; b;]0,) e~** sinh®(r)
N——~ \6_/
=1;) =

= —e " cosh(r)sinh(r). (B.30)
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Assim:

trg (]A%OZA);ZA)D = —e " cosh(r) sinh(r)d;,.

Substituindo este resultado na Eq.(B.28) encontraremos,
(LT () r == rjme™ste™ e cosh(r) sinh(r)d;,.
4l

Da mesma maneira encontraremos,

[y R3S

EOPE)n = 3 mme e (R
75l

= — Z kprge”@ite™™ ! ¢ cosh(r) sinh(r) ;.
5l

Para os termos cruzados segue que,

~

(IO = > rjmeste by, (I:ZOB}B)
75l

= > rretiteT 4 (0;1S1016,5T10;)
il

COMEN R = 3 wyme e g (Robih)
75l
Y ket (0,815,510,
75l

Quando (I # j),

trp <}A201A)T.l;l> = (0] [l;; cosh(r) — b;e™ sinh(r) S’JZAJZFSAOJ)

= (0] 51]0;) by cosh(r) — (0;] b;|0;) e~ sinh(r)
N——

~—
=[15) =0

trg (Rol;]l;;r> = (0] [ZAJJ cosh(r) — Z;;eie sinh(r) S;LZA);SHO])

= (0;15;10;) b] cosh(r) — (0] b1[0;) bje” sinh(r)
N

=0 =[15)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)
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Quando (I = j),

trg <ROIA);IA)]> = (0] [i); cosh(r) — be™" sinh(r)} [ZA)] cosh(r) — l;;eie sinh(r)] |0;)

=[2;)
= (0,05 b;|0;) cosh®(r) — (0;] b} b%[0;) € cosh(r) sinh(r) —
0
= =[1;)

(s

=0 =[13)

= sinh?(r) (B.39)

>

=5

tI‘R<

0 JIA)D = (0] [l;] cosh(r) — l;;ew sinh(r)] [l;; cosh(r) — be™" sinh(r)] 10;)
=10;)
= (0] b, b}|0j> cosh?(r) — (0;]b; b;]0;) e~ cosh(r) sinh(r) —
=|1;) =0
=[2)
TN , t
— (04] b5 0}|1;) e cosh(r) sinh(r) + (0,]0]
=[13)
= cosh?(r) (B.40)

~

b,|0;) sinh®(r)
=0

Substituindo esses resultados nas Eq.(B.35)-(B.36), encontraremos respectivamente que,
COTE)r = Y myme e g (1%05}51)
il
= Z ke @it sinh?(r) (B.41)

al

CON ) = 3 mme ety ( Robsh)
5l
= Z/@jme_i‘“jtei”lt,cosh2(r). (B.42)
5l



Apéndice C
Calculo de v e

Seja
t +oo
az/dT/dwe_i(‘“_WO)Tg(w)|/<(w)|2,
0 0
e

—+00

BEO/dTO/dwe‘i(”_wO)Tg(w)|/i(w)|2n(w,6).

Inicialmente note que a integragao em w resulta em,

t

/d,]_e—i(w—wo)r _ i [e—i(w—wo)t . 1:|

W — Wy

0

I

sin(w —wo)t {1 — cos(w — wo)t
= —i

W — Wo W — Wo

que sera igual a,

+o00 t +oo
, il , sin(w — wo)t
1 d dre”"meoT = ] d — -
dm, [ dore) [ are A | IO
— 0 0 —o0
T 1 t
— ¢ lim dwf(w) [ — cos(w — w) ,

t—+o00 w — Wo

—00
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onde t — 0 serve para antecipar a integracao em w, temos que a primeira integragao do lado

direito da igualdade resulta em,

“+oo
lim dwf(w)—sm(w — wolt
t—-+o0

W — Wy

Para a segunda integracao teremos

Junfi=stzor

—00

1 — cos(w — wy)t

+oo
/ dw

—00

W — Wo

+o0

[

—00

“+o0o
o F o s, [Lsnte=so]
t—+oo | T W — Wy
:5(;Cwo)
+o00
T / dw f(w)d(w — wp)
7 f (wo). (C.5)
400 ;
flw) lim dwf(w)—cos(w — o)
W — Wy t—+o0 w — Wy
+00 |
F@ o tim [ dwfw) [_M]
W — wo t—-+00 T w—Wwp
h =5(w o)

+o0

—00

ve [

W)

W — Wy

, (C.6)

onde, a abreviagao VP antes do sinal da integral significa o valor principal da funcao sob o

sinal de integragao [74]. Substituindo os resultados (C.5), (C.6) na Eq.(C.1) encontraremos,

—+00
2

L I@()]

W — Wo

()P — z'VP/

0
“+00

0

LI

t “+o0
a = /dT/dwei(w“JO)Tg(w)\ﬁ(w)\Q
0 0
—+o00
= W/dwd(w—wg)g(w)
0
= 7g(wo)|k(wo)|* +iVP
a = ﬂg(w0)|ﬁ(w0)|2+iA.

(C.7)
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Da mesma forma para f3,

B = /dT/dwei(‘“‘”O)Tg(w)|/<;(w)|2ﬁ(w,T)
— 7 [ dwdle - wolg(w) k@), T) - VP [ o 2R D)

(w)[r(w)*n(w, T)

+o0o
= Wg(w0)|/i(w0)|2ﬁ(w0,T)+iVP/dw‘q
0
B = wg(wo)|r(wo)|*nlwo, T) + iA.

onde,
400 9
s = e [ater
Wy — W
0
+o0o

A = VP / d(w)
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