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por um fator 10 por questões de clareza) e bosônico (〈ĤR/ν〉) em função do
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Resumo

Desenvolvemos este trabalho com o objetivo de resolver a Equação Mestra para ambos os

reservatórios térmicos: bosônico e fermiônico, bem como a equação mestra em reservatórios de

vácuo e de Fock comprimidos. O reservatório térmico bosônico é modulado por uma coleção

de osciladores harmônicos acoplados e o reservatório térmico fermiônico por uma coleção de

átomos de dois ńıveis. Fizemos uso do modelo de Jaynes-Cummings e das aproximações de

Born, Born-Markov e de Markov. Ao final discutimos a aplicação da equação mestra para dois

fenômenos distintos, Cooling by Heating (CBH) analisando gráficos da energia média para o

sistema atômico em função do número médio de fótons e da energia média do sistema bosônico

em função do número médio de fônons, observamos a temperatura negativa na escala absoluta

decorrente da inversão de população de estados em função da cooperatividade, analisamos

também uma assinatura de resposta negativa em um sistema de três ńıveis interagindo em

uma cavidade ótica, que vem como resultado da diminuição da intensidade do campo de sáıda

quando o campo de entrada é incrementado.

Palavras-Chave: Reservatórios térmicos, equação mestra, resposta negativa, tempera-

tura negativa, sistemas abertos.

iv



Abstract

We developed this work with the objective to resolver the master equation for both thermal

reservoir: bosonic and fermionic, as well as the master equation in reservoirs of vacuum and

of Fock compressed. The bosonic thermal reservoir is modeled by a collection of coupled

harmonic oscillators and the fermionic reservoir by a collection of two-level atoms. We use

the Jaynes-Cummings model and the Bohr, Bohr-Markov and Markov approaches. In the

end we discussed the application to the master equation for two distinct phenomena, Cooling

by Heating (CBH) analyzing average energy graphs to the atomic system versus number of

photons, and the average energy of the bosonic system as a function of the mean number

of phonons, we observed the negative temperature in the absolute scale due to the inversion

of population of states in function of cooperativity, we also analyzed a signature of negative

response in a three level system interacting in a optical cavity, that comes as a result of

decrease in the output field intensity when the input field intensity is increased.

Keywords: Thermal reservoirs, master equation, negative response, negative tempera-

ture, open systems.
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Introdução

Resposta Negativa tem sido um tema recorrente em F́ısica, como por exemplo, ı́ndice

de refração negativo [4, 5], temperatura negativa na escala absoluta (escala Kelvin) [6–8],

Cooling by Heating (CBH) [9, 10], diminuição da intensidade do campo de sáıda quando o

campo de entrada é aumentado [3], por exemplo o conceito de temperatura negativa tem

sido amplamente discutido [2, 6–8, 11–17]. E, em geral temperaturas negativas podem ser

observadas em estados que invertam sua população quando há uma certa injeção de energia.

Desde os anos 50 o tema vem sendo debatido e monitorado em diversos trabalhos [18, 19], já

tendo sido observada em experimentos utilizando gases quânticos ultrafrios [20]. Porém mesmo

diante de tais observações o conceito de temperatura negativa ainda não foi completamente

aceito pela comunidade cient́ıfica [21–27].

Um efeito bem interessante que ilustra o conceito de resposta negativa mencionada acima é

o denominado por Cooling by Heating (CBH) [1,9,10]. Nesse efeito um dado sistema f́ısico em

contato com seu reservatório diminui sua energia quando há um aumento de temperatura do

seu reservatório, para o estudo da temperatura negativa quanto do efeito CBH podemos fazer

uso de técnicas bem conhecidas de hamiltonianos engenheirados [28,29]. Nossa proposta é usar

ferramentas e técnicas para a solução da Equação Mestra [30,31] para ambos os reservatórios

térmicos, bosônico e fermiônico, para ambos os sistemas: bosônico (modelado por uma coleção

de osciladores harmônicos) [32–35] e fermiônico (modelado por uma coleção de átomos de dois

ńıveis) [36, 37].

A presente dissertação está organizada da seguinte forma: inicialmente, apresentamos os

campos elétrico e magnético seguindo a abordagem clássica utilizando os potenciais escalar
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e vetor em seguida mostramos a quantização do campo eletromagnético usando a base de

Fock ou de número, útil para a descrição de tal sistema. Na sequência, apresentamos as

ferramentas para tratar modelos de sistemas abertos que se resumem na resolução da Equação

Mestra, para ambos os reservatórios térmicos, bosônico e fermiônico, bem como a equação

mestra em estados comprimidos de vácuo e de Fock. Ao final mostramos a aplicação das

equações mestra para ambos os reservatórios para fenômenos que exibam resposta negativa,

como o Cooling by Heating, observando gráficos da energia média para ambos os sistemas

atômico e bosônico em função do número médio de fótons térmicos. Temperatura negativa

como resultado da inversão de população e um resultado bastante interessante que consiste

na observação da diminuição do campo de sáıda de um feixe incidindo em uma cavidade ótica

como resultado do incremento no campo de entrada.



Caṕıtulo 1

Quantização do Campo
Eletromagnético

Nesse caṕıtulo apresentaremos inicialmente os campos clássicos: elétrico E(r, t) e magnético

B(r, t), faremos uso dos potenciais: escalar [Φ(r, t)] e vetor [A(r, t)]. Ao final mostraremos

como quantizar os campos usando o formalismo dos operadores de criação e aniquilação usando

a base de Fock ou de número.

1.1 Equações de Maxwell e transformações de gauge

O campo eletromagnético no vácuo é descrito por duas quantidades f́ısicas fundamentais:

os campos elétrico E(r, t) e magnético B(r, t), em que r é o vetor posição e t, o tempo.

Na ausência de fontes de radiação eletromagnética ρ(r, t) = 0 (densidade de cargas) e

J(r, t) = 0 (densidade de corrente), as equações de Maxwell podem ser escritas como [38],

∇ · E(r, t) = 0, (1.1)

∇×B(r, t) = ε0µ0
∂

∂t
E(r, t), (1.2)

∇× E(r, t) = − ∂

∂t
B(r, t), (1.3)

∇ ·B(r, t) = 0, (1.4)

onde ε0 e µ0 são constantes denominadas por permissividade elétrica e permeabilidade magnética

do vácuo.

Para obtermos E(r, t) e B(r, t) há duas formas: a primeira resume-se na integração direta
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das equações de Maxwell. A segunda forma é descrever os campos através dos potenciais

escalar Φ(r, t) e vetor A(r, t) [38].

Um resultado importante do cálculo vetorial afirma que o divergente do rotacional de uma

função vetorial é sempre nulo,

∇ · (∇× F) = 0. (1.5)

Logo, da Eq.(1.4) podemos, sem perda de generalidade, escrever o campo magnético B(r, t)

como [38],

B(r, t) = ∇×A(r, t). (1.6)

Substituindo este resultado na Eq.(1.3),

∇× E(r, t) = − ∂

∂t
B(r,t) = − ∂

∂t
(∇×A(r, t)) (1.7)

implica que,

∇×
[
E(r, t) +

∂

∂t
A(r, t)

]
= 0. (1.8)

onde Φ(r, t) é o potencial escalar.

Outro resultado do cálculo vetorial afirma que, quando o rotacional de um vetor ou de

uma função vetorial é nulo, podemos escrever o vetor ou a função vetorial como o gradiente

de uma função escalar. Logo a Eq.(1.8) resulta em [38],

E(r, t) +
∂

∂t
A(r, t) = −∇Φ(r, t), (1.9)

E(r, t) = −∇Φ(r, t)− ∂

∂t
A(r, t) (1.10)

sendo Φ(r, t) é o potencial escalar e o sinal negativo foi escolhido por conveniência, para

recuperar o caso eletrostático [39].
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1.2 Transformações de calibre e equação de onda ele-

tromagnética

Utilizando os potenciais escalar e vetor as equações de Maxwell Eqs.(1.1)-(1-4), se con-

densam em duas equações. De fato, substituindo a Eq.(1.10) na Eq.(1.1),

∇ · E(r, t) = ∇ ·
[
−∇Φ(r, t)− ∂

∂t
A(r, t)

]
(1.11)

∇2Φ(r, t) +
∂

∂t
(∇ ·A(r, t)) = 0. (1.12)

Substituindo as Eqs.(1.6) e (1.10) na Eq.(1.2),

∇×B(r, t) = ε0µ0
∂

∂t
E(r, t),

∇×∇×A(r, t) = ε0µ0
∂

∂t

[
−∇Φ(r, t)− ∂

∂t
A(r, t)

]
= −ε0µ0

[
∂2

∂t2
A(r, t) +∇

(
∂

∂t
Φ(r, t)

)]
, (1.13)

usando a seguinte identidade vetorial [38]:

∇×∇× F = ∇(∇ · F)−∇2F (1.14)

e lembrando que a velocidade da luz c de uma onda eletromagnética no vácuo é dada por,

c =
1

√
ε0µ0

, (1.15)

sendo as constantes µ0 e ε0 a permeabilidade magnética e a permissividade elétrica no vácuo.

Podemos reescrever a Eq.(1.13) como,

∇ (∇ ·A(r, t))−∇2A(r, t) = −ε0µ0

[
∂2

∂t2
A(r, t) +∇

(
∂

∂t
Φ(r, t)

)]
∇2A(r, t)− 1

c2

∂2

∂t2
A(r, t) = ∇

(
∇ ·A(r, t) +

1

c2

∂

∂t2
Φ(r, t)

)
. (1.16)

Podemos notar da Eq.(1.6) que B(r, t) é invariante sob a transformação,

B′(r, t) = ∇×A′(r, t)

= ∇×
[
A(r, t) +∇Λ(r, t)

]
= ∇×A(r,t) +∇×∇Λ(r, t)︸ ︷︷ ︸

=0

= B(r, t). (1.17)
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Logo, podemos fazer uma transformação do tipo,

A(r, t) −→ A′(r, t) = A(r, t) +∇Λ(r, t), (1.18)

chamada transformação de calibre, sendo Λ(r, t) é uma função escalar. Uma dada trans-

formação no potencial vetor A(r, t) implica uma transformação no potencial escalar Φ(r, t)

para que o campo elétrico E(r, t) seja invariante. Logo, da Eq.(1.10), uma transformação de

calibre interessante para Φ(r, t) é do tipo [38],

Φ(r, t) −→ Φ′(r, t) = Φ(r, t)− ∂

∂t
Λ(r, t) (1.19)

De fato, note que,

E′(r, t) = −∇Φ′(r, t)− ∂

∂t
A′(r, t)

= −∇
[
Φ(r, t)− ∂

∂t
A(r, t)

]
− ∂

∂t

(
A(r, t) +∇Λ(r, t)

)
= −∇Φ(r, t) +

���
���∂

∂t
∇Λ(r, t)− ∂

∂t
A(r, t)−

���
���∂

∂t
∇Λ(r, t)

= −∇Φ(r, t)− ∂

∂t
A(r, t)

= E(r, t). (1.20)

Para lidarmos com a Eq.(1.16) utilizaremos o calibre de Coulomb que é muito conveniente

para a descrição quântica do campo eletromagnético, tal gauge é definido por [38],{
∇ ·A(r, t) = 0,
Φ(r, t) = const.

(1.21)

Utilizando este resultado na Eq.(1.16) obteremos:

∇2A(r, t)− 1

c2

∂2

∂t2
A(r, t) = 0, (1.22)

que é denotada como a equação de onda eletromagnética para uma região livre de fontes

de carga. Resolvendo esta equação com o aux́ılio das condições de contorno, obteremos o

potencial vetor, tal que o mesmo irá fornecer os campos elétrico e magnético.
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1.3 Encontrando os campos: E(r, t) e B(r, t)

A atuação do operador escalar ∇2 (laplaciano) em uma função vetorial, como apresentado

na Eq.(1.22), significa nada mais do que o laplaciano atuando nas componentes Aj(r, t) do

potencial vetor A(r, t). Ou seja,

∇2Aj(r, t)−
1

c2

∂

∂t
Aj(r, t). (1.23)

Uma solução posśıvel para a Eq.(1.23) é do tipo,

Aj(r, t) = A0e
i(k·r−ωt) + A∗0e

−i(k·r−ωt), j=x, y, z. (1.24)

sendo A0 uma constante que pode ser real ou complexa.

Substituindo (1.24) na equação de onda, temos para a componente espacial:

∇Aj(r, t) = ∇
[
A0e

i(k·r−ωt) + A∗0e
−i(k·r−ωt)]

= ikAj(r, t). (1.25)

∇ = ik⇔ ∇2 = −k2 (1.26)

Da mesma forma encontramos para a componente temporal,

∂

∂t
Aj(r, t) =

∂

∂t

[
A0e

i(k·r−ωt) + A∗0e
−i(k·r−ωt)

]
= −iωAj(r, t). (1.27)

∂

∂t
= −iω ⇔ ∂2

∂t2
= −ω2 (1.28)

Combinando os resultados (1.26) e (1.28) podemos inferir que as soluções da equação de onda

são definidas pela norma do vetor de onda |k|,(
k2 − ω2

c2

)
Aj(r, t) = 0 ⇒ ωk = kc. (1.29)

onde ωk é a frequência angular do campo eletromagnético também conhecida como módulo de

vibração do campo [38].
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Condições de contorno e modo de expansão do campo

O potencial vetor numa cavidade que será representada pela região cúbica de lado L, pode

ser expandido em termos de uma série de Fourier [40],

A(r, t) =
∑
k,j

ej

[
Ak,je

i(k·r−ωkt) + A∗k,je
−i(k·r−ωkt)

]
. (1.30)

as componentes do vetor de onda k (que dá a direção de propagação de onda), satisfazem as

condições periódicas de contorno:
eikxx = eikx(x+L) ⇒ eikxL = 1 ⇔ kx = 2π/L, nx = 0,±1,±2, ...,
eikyy = eiky(y+L) ⇒ eikyL = 1 ⇔ ky = 2π/L, ny = 0,±1,±2, ...,
eikzz = eikz(z+L) ⇒ eikzL = 1 ⇔ kz = 2π/L, nz = 0,±1,±2, ....

(1.31)

Tal que o vetor de onda k possa ser escrito, de acordo com as Eqs.(1.31), como,

k =
2π

L
(nxex + nyey + nzez). (1.32)

Uma observação importante decorre do fato de que o calibre de Coulomb implica que,

∇ ·A(r, t) = ∇ ·

{∑
k,j

ej

[
Ak,je

i(k·r−ωkt) + A∗k,je
−i(k·r−ωkt)

]}
= 0. (1.33)

resulta que tal condição será satisfeita apenas se [41],

k · (ejAk,j) = k ·
(
ejA

∗
k,j

)
= 0. (1.34)

Logo, os termos ejAk,j são perpendiculares ao vetor de onda k. Assim, existem duas direções

independentes que serão representadas por, Ak,1 e Ak,2 ou, de forma compactada como, Ak,λ

(λ = 1 ou 2) para todo k. Finalmente o potencial vetor A(r, t) pode ser escrito como,

A(r, t) =
∑
k,λ

ek,λ

[
Ak,λe

i(k·r−ωkt) + A∗k,λe
−i(k·r−ωkt)

]
. (1.35)
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Substituindo (1.35) na Eq.(1.10) encontraremos o campo elétrico E(r, t),

E(r, t) = −∇Φ(r, t)︸ ︷︷ ︸
=0

− ∂

∂t
A(r, t)

= − ∂

∂t

{∑
k,λ

ek,λ

[
Ak,λe

i(k·r−ωkt) + A∗k,λe
−i(k·r−ωkt)

]}

= −

{∑
k,λ

ek,λ

[
Ak,λe

i(k·r−ωkt)(−iωk) + A∗k,λe
−i(k·r−ωkt)(iωk)

]}

E(r, t) = i
∑
k,λ

ωkek,λ

[
Ak,λe

i(k·r−ωkt) − A∗k,λe−i(k·r−ωkt)
]
, (1.36)

Para encontrarmos B(r, t), usaremos a expressão dada pela Eq.(1.35),

B(r, t) = ∇×A(r, t)

= ∇×

{∑
k,λ

ek,λ

[
Ak,λe

i(k·r−ωkt) + A∗k,λe
−i(k·r−ωkt)

]}

=
∑
k,λ

{[
∇×

(
ek,λAk,λe

ik·r) ]e−iωkt +
[
∇×

(
ek,λA

∗
k,λe

−ik·r) ]eiωkt}. (1.37)

Note que,

∇×
(
ek,λAk,λe

ik·r) = i(k× ek,λ)Ak,λe
ik·r, (1.38)

∇×
(
ek,λA

∗
k,λe

−ik·r) = i(k× ek,λ)A
∗
k,λe

−ik·r. (1.39)

Substituindo esses dois últimos resultados (1.38) e (1.39) em B(r, t), encontraremos:

B(r, t) =
i

c

∑
k,λ

ωk(ek × ek,λ)

[
Ak,λe

i(k·r−ωkt) − A∗k,λe−i(k·r−ωkt)
]

(1.40)

utilizamos o fato de que:

k = kek, onde k =
ωk
c

. (1.41)
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1.4 Hamiltoniana para o campo eletromagnético

A energia total ou a hamiltoniana H do campo eletromagnético é [39],

H =
1

2

∫
V

[
ε0|E(r, t)|2 +

1

µ0

|B(r, t)|2
]
dV

=
ε0
2

∫
V

E(r, t) · E∗(r, t)dV

︸ ︷︷ ︸
=IE

+
1

2µ0

∫
V

B(r, t) ·B∗(r, t)dV

︸ ︷︷ ︸
=IB

. (1.42)

Recordando os campos encontrados na seção anterior, bem como os seus complexos. Temos:

• Campo elétrico E(r, t) e o seu complexo E∗(r, t):

E(r, t) = i
∑
k,λ

ωkek,λ

[
Ak,λe

i(k·r−ωkt) − A∗k,λe−i(k·r−ωkt)
]

= i
∑
k,λ

ωkek,λ

[
Ak,λe

−iωkt︸ ︷︷ ︸
Ak,λ(t)

eik·r − A∗k,λeiωkt︸ ︷︷ ︸
Ak,λ(t)

e−ik·r
]

E(r, t) = i
∑
k,λ

ωkek,λ

[
Ak,λ(t)e

ik·r − A∗k,λ(t)e−ik·r
]

(1.43)

E∗(r, t) = −i
∑
k′,λ′

ωk′ek′,λ′

[
A∗k′,λ′(t)e

−ik′·r − Ak′,λ′(t)e
ik′·r
]

(1.44)

• Campo magnético B(r, t) e o seu complexo B∗(r, t):

B(r, t) =
i

c

∑
k,λ

ωk(ek × ek,λ)
[
Ak,λ(t)e

ik·r − A∗k,λ(t)e−ik·r
]

(1.45)

B∗(r, t) = − i
c

∑
k′,λ′

ωk′(ek′ × ek′,λ′)
[
A∗k′,λ′(t)e

−ik′·r − Ak′,λ′(t)e
ik′·r
]

(1.46)

onde fizemos a seguinte substituição:{
Ak,λe

−iωkt = Ak,λ(t),
A∗k,λe

iωkt = A∗k,λ(t).
(1.47)



11

Logo, a integração para o campo elétrico IE é calculada como,

IE =
∑
k,λ

∑
k′,λ′

ωkωk′(ek,λ · ek′,λ′)

[
Ak,λ(t)A

∗
k′,λ′(t)

=V δk,k′︷ ︸︸ ︷∫
V

dV ei(k−k
′)·r−

− Ak,λ(t)Ak′,λ′(t)

=V δk,-k′︷ ︸︸ ︷∫
V

dV ei(k+k′)·r−A∗k,λ(t)A∗k′,λ′(t)

∫
V

dV e−i(k+k′)·r

︸ ︷︷ ︸
=V δk,-k′

+

+ A∗k,λ(t)Ak′,λ′(t)

=V δk,k′︷ ︸︸ ︷∫
V

dV e−i(k−k
′)·r

]

= V
∑
k,λ

∑
k′,λ′

ωkωk′

{
(ek,λ · ek′,λ′)

[
Ak,λ(t)A

∗
k′,λ′(t) + A∗k,λ(t)Ak′,λ′(t)

]
δk,k′

− (ek,λ · ek′,λ′)
[
Ak,λ(t)Ak′,λ′(t) + A∗k,λ(t)A

∗
k′,λ′

]
δk,-k′

}
. (1.48)

Lembrando que k′ é um ı́ndice mudo. Usando as relações,{
e-k′,λ = −ek′,λ,

(ek,λ · ek,λ′) = δλ,λ′ .
(1.49)

encontraremos finalmente,

IE = V
∑
k,λ

ω2
k

[(
Ak,λA

∗
k,λ + A∗k,λAk,λ

)
+
(
A-k,λAk,λe

−2iωkt + A∗-k,λA
∗
k,λe

2iωkt
)]
. (1.50)

A integração para o campo magnético IB,

IB =
1

c2

∑
k′,λ

∑
k,λ

ωkωk′(ek × ek,λ) · (ek′ × ek′,λ′)

[

+ Ak,λ(t)A
∗
k′,λ′(t)

=V δk,k′︷ ︸︸ ︷∫
V

ei(k−k
′)·rdV −Ak,λ(t)A

∗
k′,λ′(t)

=V δk,-k′︷ ︸︸ ︷∫
V

ei(k+k′)·rdV −

− A∗k,λ(t)A
∗
k′,λ′(t)

∫
V

e−i(k+k′)·rdV

︸ ︷︷ ︸
=V δk,-k′

+A∗k,λ(t)Ak′,λ′(t)

∫
V

e−i(k−k
′)·rdV

︸ ︷︷ ︸
=V δk,k′

]

=
V

c2

∑
k′,λ

∑
k′,λ′

{
(ek × ek,λ) · (ek′ × ek′,λ′)

[
Ak,λ(t)A

∗
k′,λ′(t) + A∗k,λ(t)Ak′,λ′(t)

]
δk,k′ −

− (ek × ek,λ) · (ek′ × ek′,λ′)
[
Ak,λ(t)Ak′,λ′(t) + A∗k,λ(t)A

∗
k′,λ′(t)

]
δk,-k′

}
. (1.51)
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Usando a seguinte identidade vetorial [38],

(A×B) · (C×D) = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C) (1.52)

assim conclúımos que,

(ek × ek,λ) · (ek′ × ek′,λ′) = δλ,λ′ (1.53)

Substituindo (1.53) juntamente com a Eq.(1.49) na Eq.(1.51),

IB =
V

c2

∑
k,λ

ω2
k

[(
Ak,λA

∗
k,λ + A∗k,λAk,λ

)
−
(
A-k,λAk,λe

−2iωkt + A∗-k,λA
∗
k,λe

2iωkt
)]

= V ε0µ0

∑
k,λ

ω2
k

[(
Ak,λA

∗
k,λ + A∗k,λAk,λ

)
−
(
A-k,λAk,λe

−2iωkt + A∗-k,λA
∗
k,λe

2iωkt
)]
.(1.54)

Substituindo as Eqs.(1.50) e (1.54) dentro da Eq.(1.42), encontraremos finalmente que a

hamiltoniana H do campo eletromagnético pode ser escrita como,

H = ε0V
∑
k,λ

ω2
k(Ak,λA

∗
k,λ + A∗k,λAk,λ). (1.55)

Classicamente a ordem dos termos Ak,λ e A∗k,λ no produto não tem importância, ordem essa

que só será relevante quando estivemos analisando o análogo quântico de H. A hamiltoniana

foi escrita dessa forma principalmente para evidenciar que queremos buscar o análogo quântico

que será dado pelo hamiltoniano Ĥ, assim teremos de associar Ak,λ e A∗k,λ aos operadores Q̂k,λ

e P̂k,λ, operadores de posição e momento respectivamente.

1.5 Quantização e Estado de Fock

Quantização

Inicialmente associaremos formalmente Ak,λ e A∗k,λ às coordenadas de posição Qk,λ e

momento Pk,λ de um oscilador harmônico da seguinte forma [40]:

Ak,λ =
1√

4ε0V ω2
k

(ωkQk,λ + iPk,λ), (1.56)

A∗k,λ =
1√

4ε0V ω2
k

(ωkQk,λ − iPk,λ). (1.57)
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Substituindo esses valores ((1.56)-(1.57)) na Eq.(1.55), a hamiltoniana H será escrita como,

H =
1

2

∑
k,λ

(P 2
k,λ + ω2

kQ
2
k,λ). (1.58)

A hamiltoniana escrita como na Eq.(1.58), possui a forma de infinitos osciladores harmônicos

independentes, ambos tendo massa unitária. Assim, da mesma forma como no caso do os-

cilador harmônico, as coordenadas da posição e do momento (Qk,λ e Pk,λ) serão associados

aos operadores de posição e momento Q̂k,λ e P̂k,λ que obedecem as seguintes regras de co-

mutação [40],

[
Q̂k,λ, Q̂k′,λ′

]
= 0, (1.59-1)[

P̂k,λ, P̂k′,λ′

]
= 0, (1.59-2)[

Q̂k,λ, P̂k′,λ′

]
= i~δk,k′δλ,λ′ . (1.59-3)

Logo a hamiltoniana será substitúıda pelo o seu análogo quântico chamado de hamiltoniano

Ĥ, ou seja:

Ĥ =
1

2

∑
k,λ

(
P̂ 2
k,λ + ω2

kQ̂
2
k,λ

)
. (1.60)

Tal como é feito para o oscilador harmônico, o hamiltoniano do campo eletromagnético

poderá ser posto em termos dos operadores de aniquilação âk,λ e de criação â†k,λ,

âk,λ ≡
1√

2~ωk

(
ωkQ̂k,λ + iP̂k,λ

)
, (1.61)

â†k,λ ≡
1√

2~ωk

(
ωkQ̂k,λ − iP̂k,λ

)
. (1.62)

A partir das regras de comutação dadas pelas Eqs.(1.59-1) a (1.59-3) observe que [40],

[
âk,λ, âk′,λ′

]
= 0, (1.63)[

â†k,λ, âk′,λ′

]
= 0, (1.64)[

âk,λ, â
†
k′,λ′

]
= δk,k′δλ,λ′ . (1.65)
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Estado de Fock ou estado de número

Juntando a Eqs.(1.60) com as Eqs.(1.61) e (1.62),

1

2

(
P̂ 2
k,λ + ω2

kQ̂
2
k,λ

)
= ~ωk

(
â†k,λâk,λ +

1

2

)
= ~ωk

(
n̂k,λ +

1

2

)
. (1.66)

onde n̂k,λ = â†k,λâk,λ é chamado de operador de número.

Logo, o hamiltoniano (1.58) será escrito como,

Ĥ =
1

2

∑
k,λ

~ωk
(
n̂k,λ +

1

2

)
. (1.67)

Na base {|nk,λ〉} a descrição do estado do campo eletromagnético será dada em termo da base

dos autoestados dos operadores Fock ou de número n̂k,λ. Ou seja, uma vez definidos os modos

do campo eletromagnético através do vetor de onda k e da polarização λ, teremos de resolver

a equação de autovalores dada por,

n̂k,λ|nk,λ〉 = â†k,λâk′,λ′|nk,λ〉 (1.68)

= nk,λ|nk,λ〉. (1.69)

Assim os autovalores do hamiltoniano Ĥ (1.67) são ~ωk
(
nk,λ + 1

2

)
onde nk,λ é um inteiro

(nk,λ = 0, 1, 2, ...,∞). O estado fundamental do oscilador (ou estado de vácuo do modo do

campo) é definido por [40],

âk,λ|0〉 = 0. (1.70)

Das Eqs.(1.70)-(1.67) teremos que a energia do estado fundamental é dada por [39],

〈0|Ĥ|0〉 =
1

2

∑
k

~ωk. (1.71)

A aplicação dos operadores de aniquilação e criação no estado de número resulta em [40],

âk′,λ′ |nk,λ〉 =
√
nk′,λ′ |nk,λ − 1〉, (1.72)

â†
k′,λ′
|nk,λ〉 =

√
nk′,λ′ + 1|nk,λ + 1〉. (1.73)
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Logo como a própria nomenclatura dos operadores sugere; o operador de aniquilação âk,λ

destrói estados (modos do campo) enquanto o de criação gera um novo modo.

Isolando o termo entre parênteses da Eq.(1.62) e substituindo na Eq.(1.57) encontraremos,

Ak,λ →
√

~
2ε0V ωk

âk,λ, (1.74)

A∗k,λ →
√

~
2ε0V ωk

â†k,λ. (1.75)

Assim, os análogos quânticos do potencial vetor, bem como dos campos elétrico e magnético

serão representados respectivamente por [39],

Â(r, t) =
∑
k

2∑
λ=1

ek,λ

√
~

2ε0V ωk

[
âk,λe

i(k·r−ωkt) + â†k,λe
−i(k·r−ωkt)

]
, (1.76)

Ê(r, t) = i
∑
k

2∑
λ=1

ek,λ

√
~ωk
2ε0V

[
âk,λe

i(k·r−ωkt) − â†k,λe
−i(k·r−ωkt)

]
, (1.77)

B̂(r, t) =
i

c

∑
k

2∑
λ=1

(ek × ek,λ)

√
~ωk
2ε0V

[
âk,λe

i(k·r−ωkt) − â†k,λe
−i(k·r−ωkt)

]
, (1.78)

Onde
∑

k,λ =
∑

k

∑2
λ=1 [39].

No próximo caṕıtulo mostraremos como tratar modelos de sistemas abertos usando o for-

malismo da Equação mestra.



Caṕıtulo 2

Dissipação, Reservatórios e Cálculo da
Equação Mestra

A Dissipação em sistemas quânticos é um problema inevitável [42–45], porém de interesse

fundamental [46–49], existem dois modelos que ajudam a lidar com esses problemas em Óptica

Quântica, o primeiro é o modelo de oscilador harmônico amortecido que é útil para descrever

um modo do campo eletromagnético sem dissipação e o outro é dado por um átomo de dois

ńıveis amortecidos. Basicamente um oscilador é amortecido por conta da sua interação com

um sistema grande e complexo denotado por ambiente.

Se olharmos para o modelo de ambiente, consistindo do acoplamento de um dado sistema

não amortecido rotulado pela letra S com um reservatório denominado por R, o hamiltoniano

será escrito como [32],

Ĥ = ĤS + ĤR + ĤSR, (2.1)

sendo ĤS, ĤR e ĤSR, os hamiltonianos do sistema, reservatório e de interação entre S e R,

respectivamente.

O operador densidade para o sistema composto S ⊗ R denominado pela função χ̂(t) será

escrito em termos do operador densidade reduzido ρ̂(t) por,

ρ̂(t) ≡ trR[χ̂(t)], (2.2)

onde o traço é realizado sobre os estados do reservatório R.

16
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Na representação de Schrödinger a média de um operador Ô qualquer pertecente ao espaço

de Hilbert HS do sistema S é calculada conhecendo-se apenas ρ̂(t) e não o operador χ̂(t)

necessariamente,

〈
Ô
〉

= trS⊗R[Ôχ̂(t)] = trS{Ô trR[χ̂(t)]︸ ︷︷ ︸
ρ̂(t)

} = trS[Ôρ̂(t)]. (2.3)

Queremos uma equação para o operador ρ̂(t) que exiba as caracteŕısticas de R. Para o operador

χ̂(t) a equação de Liouville-von Neumann será escrita como,

d

dt
χ̂(t) =

1

i~
[Ĥ, χ̂(t)], (2.4)

sendo Ĥ, o hamiltoniano total dado pela Eq.(2.1). Dividindo a evolução desse sistema em

duas partes, uma que evolui de forma mais rápida dada pela soma ĤS + ĤR e uma mais lenta

dada por ĤSR. Podemos escrever, [50]

ˆ̃χ(t) ≡ e
i
~ (ĤS+ĤR)tχ̂(t)e−

i
~ (ĤS+ĤR)t. (2.5)

Derivando a Eq.(2.5) com relação ao tempo,

d

dt
ˆ̃χ(t) =

i

~
e
i
~ (ĤS+ĤR)t(ĤS + ĤR)χ̂(t)e−

i
~ (ĤS+ĤR)t + e

i
~ (ĤS+ĤR)tdχ̂(t)

dt
e−

i
~ (ĤS+ĤR)t +

+ e
i
~ (ĤS+ĤR)tχ̂(t)

[
− i
~

(ĤS + ĤR)
]
e−

i
~ (ĤS+ĤR)t

=
i

~
e
i
~ (ĤS+ĤR)t

[
(ĤS + ĤR)χ̂(t)− χ̂(t)(ĤS + ĤR)

]
e−

i
~ (ĤS+ĤR)t +

d ˆ̃χ(t)

dt

= − 1

i~

[(
ˆ̃HS + ˆ̃HR

)
, ˆ̃χ(t)

]
+

1

i~

[
ˆ̃H, ˆ̃χ(t)

]
d

dt
ˆ̃χ(t) =

1

i~

[
ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(t)

]
. (2.6)

onde ˆ̃HSR(t) dependerá explicitamente do tempo,

ˆ̃HSR(t) ≡ e
i
~ (ĤS+ĤR)tĤSRe

− i
~ (ĤS+ĤR)t. (2.7)

Integrando a Eq.(2.6) com relação ao tempo encontraremos,

t∫
0

d

dt′
ˆ̃χ(t′)dt′ =

t∫
0

1

i~

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]
dt′

ˆ̃χ(t) = ˆ̃χ(0) +
1

i~

t∫
0

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]
dt′. (2.8)
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Substituindo a Eq.(2.8) na Eq.(2.6) encontraremos,

d

dt
ˆ̃χ(t) =

1

i~

[
ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(0) +

1

i~

t∫
0

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]
dt′
]

=
1

i~

[
ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(0)

]
− 1

~2

t∫
0

[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]]
dt′. (2.9)

A solução da Eq.(2.9) não é direta e muito menos trivial, podemos reduzir o problema a um

modelo simplificado abordando tal problema utilizando as aproximações, Aproximações de

Born [51–53], de Born-Markov [54–56] e de Markov [57, 58] como serão vistas logo abaixo.

2.1 Aproximação de Born, de Born-Markov e de Mar-

kov

Inicialmente admitiremos que a interação entre S e R será realizada em um instante de

tempo t igual a 0, onde não haverá nenhuma correlação entre S e R nesse instante de tempo.

Dessa forma, o operador densidade inicial do sistema composto S ⊗ R poderá ser fatorizado

da forma ˆ̃χ(0) ≡ χ̂(0), podendo ser escrito como [32],

χ̂(0) = ρ̂(0)R̂0, (2.10)

sendo R̂0 o operador densidade do reservatório em t = 0. Da Eq.(2.2) podemos mostrar que,

e
i
~ ĤSttrR [χ̂(t)] e−

i
~ ĤSt = e

i
~ ĤStρ̂(t)e−

i
~ ĤSt, (2.11)

resulta em,

trR

[
ˆ̃χ(t)

]
= ˆ̃ρ(t). (2.12)
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Realizando o traço sobre o reservatório R, a Eq.(2.9) dá a equação mestra,

trR

[
d

dt
ˆ̃χ(t)

]
= trR

{
1

i~

[
ˆ̃HSR(t), ˆ̃χ(t)

]
− 1

~2

t∫
0

[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]]
dt′
}

=
1

i~
trR

{[
ˆ̃HSR(t), χ̂(0)

]}
− 1

~2

t∫
0

trR

{[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]]}
dt′

=
1

i~
trR

{[
ˆ̃HSR(t), ρ̂(0)R̂0

]}
− 1

~2

t∫
0

trR

{[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]]}
dt′

d

dt
trR

[
ˆ̃χ(t)

]
︸ ︷︷ ︸

=ˆ̃ρ(t)

=
1

i~

{
trR

[
ˆ̃HSR(t)R̂0

]
ρ̂(0)− ρ̂(0)trR

[
R̂0

ˆ̃HSR(t)
]}
−

− 1

~2

t∫
0

trR

{[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]]}
dt′, (2.13)

onde por simplicidade façamos trR

[
ˆ̃HSR(t)R̂0

]
= 0, de tal maneira que,

trR

[
ˆ̃HSR(t), χ̂(0)

]
= 0. (2.14)

Finalmente encontraremos,

d

dt
ˆ̃ρ(t) = − 1

~2

t∫
0

trR

{[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃χ(t′)

]]}
dt′ (2.15)

Após o instante de tempo (t = 0), as correlações entre o S (sistema) e o R (reservatório)

v ao surgir. O reservatório R é um sistema grande tal que os seus estados não devem ser

virtualmente afetados pelo seu acoplamento com S. De certa forma poderemos escrever o

operador densidade para o sistema composto S ⊗R como,

ˆ̃χ(t) = ˆ̃ρ(t)R̂0 +O( ˆ̃HSR), (2.16)

sendo O( ˆ̃HSR) termos da ordem do hamiltoniano do sistema acoplado ˆ̃HSR.

A aproximação de Born [51–53] negligencia os termos de ordem mais alta em ˆ̃HSR. Assim

podemos escrever a Eq.(2.15) na representação de interação como,

d

dt
ˆ̃ρ(t) = − 1

~2

t∫
0

trR

{[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃ρ(t′)R̂0

]]}
dt′. (2.17)
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A chamada aproximação de Born-Markov [54–56] , simplesmente troca o operador ˆ̃ρ(t′) por

ˆ̃ρ(t) de tal forma que obteremos a equação mestra,

d

dt
ˆ̃ρ(t′) = − 1

~2

t∫
0

trR

{[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃ρ(t)R̂0

]]}
dt′. (2.18)

Como o reservatório é um grande sistema mantido em equiĺıbrio térmico, não é esperado que ele

preserve a menor mudança trazida através da sua interação com o sistema S. O hamiltoniano

de interação para o nosso modelo será dado especificando [32],

ĤSR = ~
∑
i

ŝiΓ̂i, ŝi ∈ HS e Γ̂i ∈ HR. (2.19)

Sendo HS e HR espaços de Hilbert do sistema S e do reservatório R, respectivamente. Assim,

ˆ̃HSR(t) = ~
∑
i

e
i
~ (ĤS+ĤR)tŝiΓ̂ie

− i
~ (ĤS+ĤR)t

= ~
∑
i

(
e
i
~ ĤStŝie

− i
~ ĤSt

)(
e
i
~ ĤRtΓ̂ie

− i
~ ĤRt

)
ˆ̃HSR(t) = ~

∑
i

ˆ̃si(t)
ˆ̃Γi(t). (2.20)

Substituindo o resultado da Eq.(2.20) na Eq.(2.17)

d

dt
ˆ̃ρ(t) = − 1

~2

t∫
0

trR

{[
ˆ̃HSR(t),

[
ˆ̃HSR(t′), ˆ̃ρ(t′)R̂0

]]}
dt′

= − 1

~2

t∫
0

trR

[
ˆ̃HSR(t) ˆ̃HSR(t′)ˆ̃ρ(t′)R̂0 − ˆ̃HSR(t)ˆ̃ρ(t′)R̂0

ˆ̃HSR(t′)−

− ˆ̃HSR(t′)ˆ̃ρ(t′)R̂0
ˆ̃HSR(t) + ˆ̃ρ(t′)R̂0

ˆ̃HSR(t′) ˆ̃HSR(t)

]
dt′

d

dt
ˆ̃ρ(t) = −

t∫
0

trR

[∑
i

ˆ̃si(t)
ˆ̃Γi(t)

∑
j

ˆ̃sj(t
′)ˆ̃Γj(t

′)ˆ̃ρ(t′)R̂0 −

−
∑
i

ˆ̃si(t)
ˆ̃Γi(t)ˆ̃ρ(t′)R̂0

∑
j

ˆ̃sj(t
′)ˆ̃Γj(t

′)−
∑
j

ˆ̃si(t
′)ˆ̃Γj(t

′)ˆ̃ρ(t′)R̂0

∑
i

ˆ̃si(t)
ˆ̃Γi(t) +

+ ˆ̃ρ(t′)R̂0

∑
j

ˆ̃si(t
′)ˆ̃Γj(t

′)
∑
i

ˆ̃si(t)
ˆ̃Γi(t)

]
dt′

(2.21)
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d

dt
ˆ̃ρ(t) = −

∑
ij

t∫
0

trR

{
ˆ̃si(t)ˆ̃sj(t

′)ˆ̃ρ(t′)trR

[
ˆ̃Γi(t)

ˆ̃Γj(t
′)R̂0

]
−

− ˆ̃si(t)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃sj(t
′)trR

[
ˆ̃Γi(t)R̂0

ˆ̃Γj(t
′)
]
− ˆ̃sj(t

′)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃si(t)trR

[
ˆ̃Γj(t

′)R̂0
ˆ̃Γi(t)

]
+

+ ˆ̃ρ(t′)ˆ̃sj(t
′)ˆ̃si(t)trR

[
R̂0

ˆ̃Γj(t
′)ˆ̃Γi(t)

]
. (2.22)

Fazendo uso da sequinte propriedade1 [59],

tr[ρ̂Â] = 〈Â〉, (2.23)

assim poderemos reescrever a Eq.(2.21) como,

d

dt
ˆ̃ρ(t) = −

∑
ij

t∫
0

{(
ˆ̃si(t)ˆ̃sj(t

′)ˆ̃ρ(t′)− ˆ̃sj(t
′)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃si(t)

)
〈ˆ̃Γi(t)ˆ̃Γj(t

′)〉R +

+
(

ˆ̃ρ(t′)ˆ̃sj(t
′)ˆ̃si(t)− ˆ̃si(t)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃sj(t

′)
)
〈ˆ̃Γj(t′)ˆ̃Γi(t)〉R

}
dt′, (2.24)

onde fizemos as seguintes substituições,

trR

[
ˆ̃Γj(t

′)R̂0
ˆ̃Γi(t)

]
= trR

[
ˆ̃Γi(t)

ˆ̃Γj(t
′)R̂0

]
= trR

[
R̂0

ˆ̃Γi(t)
ˆ̃Γj(t

′)
]

= 〈ˆ̃Γi(t)ˆ̃Γj(t
′)〉R (2.25)

trR

[
ˆ̃Γi(t)R̂0

ˆ̃Γj(t
′)
]

= trR

[
ˆ̃Γj(t

′)ˆ̃Γi(t)R̂0

]
= trR

[
R̂0

ˆ̃Γj(t
′)ˆ̃Γi(t)

]
= 〈ˆ̃Γj(t′)ˆ̃Γi(t)〉R. (2.26)

1Podemos definir o traço de um operador qualquer, X̂ como a soma dos seus elementos diagonais,

tr[X̂] =
∑
a′

〈a′|X̂|a′〉

Sabendo que o operador densidade ρ̂ e o valor esperado de um operador qualquer 〈Â〉, são dados por,

ρ̂ = |a′〉〈a′| e 〈Â〉 = 〈a′|Â|a′〉

logo,

〈Â〉 = 〈a′|1̂Â1̂|a′〉 = 〈a′|
∑
b′

|b′〉〈b′|Â
∑
b′′

|b′′〉〈b′′|a′〉 =
∑
b′

∑
b′′

〈b′′|

=ρ̂︷ ︸︸ ︷
a′〉〈a′ |b′〉〈b′|Â|b′′〉 =

∑
b′

∑
b′′

〈b′′|ρ̂|b′〉〈b′〉b′|Â|b′′〉

Assim,

〈Â〉 =
∑
b′′

〈b′′|ρ̂Â|b′′〉 = tr[ρ̂Â].
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Para chegarmos nestes resultados Eqs.(2.24) e (2.25), fizemos uso da propriedade do traço, [59]

tr(ÂB̂Ĉ) = tr(ĈÂB̂) = tr(B̂ĈÂ), (2.27)

juntamente com a Eq.(2.23).

Todas as propriedades do reservatório dentro da Eq.(2.24) são dadas através das duas

funções de correlação Eqs.((2.25) e (2.26)). A troca de ˆ̃ρ(t′) por ˆ̃ρ(t) se justifica se estas

duas funções de correlação decaem muito rapidamente na escala de tempo na qual ˆ̃ρ(t) varia.

Idealmente façamos,

〈ˆ̃Γi(t)ˆ̃Γj(t
′)〉R ∝ δ(t− t′), (2.28)

onde, a aproximação dada na Eq.(2.28) é conhecida como aproximação de Markov [57, 58].

2.2 Tipos de Reservatórios

2.2.1 Reservatório Térmico Bosônico

O reservatórioR será modelado como uma coleção de osciladores harmônicos com frequência

ωj e o hamiltoniano ĤR será dado por [32],

ĤR ≡
∑
j

~ωj r̂†j r̂j, (2.29)

sendo r̂†j e r̂j são operadores de criação e aniquilação. O sistema S é um oscilador harmônico

com frequência ω0 e o hamiltoniano ĤS, é escrito em termos dos operadores de criação e

aniquilação â† e â,

ĤS ≡ ~ω0â
†â. (2.30)

O sistema S + R é caracteŕısticamente bosônico pois os seus operadores de criação (â†, r̂†j) e

de aniquilação (â, r̂j) satisfazem as relações de comutação,

[â, â†] = 1 e [r̂j, r̂
†
k] = δj,k. (2.31)

a atuação destes operadores na base ortonormal de número ou de Fock resulta em,

â†â|n〉 = n|n〉 e r̂†j r̂j|nl, nj, ...〉 = nj|nl, nj, ...〉, (2.32)
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bem como,

â|n〉 =
√
n|n− 1〉, (2.33-1)

â†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉, (2.33-2)

r̂j|nl, nj, ...〉 =
√
nj|nl, nj − 1, ...〉, (2.33-3)

r̂†j |nl, nj, ...〉 =
√
nj + 1|nl, nj + 1, ...〉. (2.33-4)

O hamiltoniano de interação para o sistema composto S ⊗R é dado dado por,

ĤSR = ĤS⊗R =
∑
j

~
(
κ∗j âr̂

†
j + κj â

†r̂j

)
= ~

(
âΓ̂† + â†Γ̂

)
, (2.34)

onde utilizamos a aproximação de onda girante (vide Apêndice A), sabendo que os operadores

Γ̂ e Γ̂† são dados por,

Γ̂ =
∑
j

κj r̂j e Γ̂† =
∑
j

κ∗j r̂
†
j . (2.35)

Assumindo que o reservatório esteja em equiĺıbrio térmico a temperatura T , o estado R̂0 do

reservatório R escrito como um estado de Gibbs [60],

R̂0 =
eβĤR

trR

(
e−βĤR

) (2.36)

sendo β = 1/kBT , kB é a constante de Boltzmann.

Substituindo a Eq.(2.29) na Eq.(2.36) encontraremos uma forma expĺıcita para R̂0 como,

R̂0 =
e−β

∑
j ~ωj r̂

†
j r̂j

trR

(
e−β

∑
j ~ωj r̂

†
j r̂j
) =

∏
j e
−β~ωj r̂†j r̂j

trR

(∏
j e
−β~ωj r̂†j r̂j

)
=

∏
j e
−β~ωj r̂†j r̂j

trRj

(
e−β~ωj r̂

†
j r̂j
) =

∏
j

e−β~ωj r̂
†
j r̂j

e−β~ωjnj

Finalmente,

R̂0 =
∏
j

e−β~ωj r̂
†
j r̂j
(
1− e−β~ωjnj

)
. (2.37)

Note que

trR

(∏
j

e−β~ωj r̂
†
j r̂j

)
= trRj

(
e−β~ωj r̂

†
j r̂j
)

=
∑
j

〈nj|e−β~ωj r̂
†
j r̂j |nj〉

= e−β~ωjnj =
1

1− e−β~ωj
(Série geométrica). (2.38)
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A comparação da Eq.(2.33) com a Eq.(2.20) é imediata se definirmos os operadores como na

referência [32],

ŝ1 = â, (2.39)

ŝ2 = â† = ŝ†1, (2.40)

Γ̂1 = Γ̂† ≡
∑
j

κ∗j r̂
†
j , (2.41)

Γ̂2 = Γ̂ ≡
∑
j

κj r̂j = Γ̂†1, (2.42)

onde â, â†, r̂j e r̂†j são soluções das equações de movimento de Heisenberg [59]. Os operadores

na representação de interação serão dadas por,

ˆ̃s1(t) = e
i
~ ĤStŝ1e

− i
~ ĤSt = eiω0â†âtâe−iω0â†ât = âe−iω0t, (2.43)

ˆ̃s2(t) = e
i
~ ĤStŝ2e

− i
~ ĤSt = eiω0â†âtâ†e−iω0â†ât = â†eiω0t, (2.44)

ˆ̃Γ1(t) = ˆ̃Γ†(t) = e
i
~ ĤRtΓ̂†e−

i
~ ĤRt = ei

∑
n ωnr̂

†
nr̂nt

∑
j

κ∗j r̂
†
je
−i

∑
m ωmr̂

†
mr̂mt

=
∑
j

κ∗j r̂
†
je
iωjt, (2.45)

ˆ̃Γ2(t) = ˆ̃Γ(t) =
∑
j

κj r̂je
−iωjt. (2.46)

Voltando na Eq.(2.24),

˙̃̂ρ(t) = −
∑
i,j

t∫
0

dt′

{[
ˆ̃si(t)ˆ̃sj(t

′)ˆ̃ρ(t′)− ˆ̃sj(t
′)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃si(t)

]
〈ˆ̃Γi(t)ˆ̃Γj(t

′)〉R +

+
[

ˆ̃ρ(t′)ˆ̃sj(t
′)ˆ̃si(t)− ˆ̃si(t)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃sj(t

′)
]
〈ˆ̃Γj(t′)ˆ̃Γi(t)〉R

}
, (2.47)

E fazendo a soma na Eq.(2.24) correr sobre os ı́ndices i = 1, 2 e j = 1, 2, podemos escrever,2,

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dt′
{[

ˆ̃s1(t)ˆ̃s1(t′)ˆ̃ρ(t′)− ˆ̃s1(t′)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃s1(t)
]
〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c +

+
[
ˆ̃s1(t)ˆ̃s2(t′)ˆ̃ρ(t′)− ˆ̃s2(t′)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃s1(t)

]
〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c +

+
[
ˆ̃s2(t)ˆ̃s1(t′)ˆ̃ρ(t′)− ˆ̃s1(t′)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃s2(t)

]
〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c +

+
[
ˆ̃s2(t)ˆ̃s2(t′)ˆ̃ρ(t′)− ˆ̃s2(t′)ˆ̃ρ(t′)ˆ̃s2(t)

]
〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c

}
. (2.48)

2Onde o termo abreviado “h.c” representa o hermitiano conjugado.
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Substituindo os operadores descritos pelas Eqs.((2.42)-(2.45)) na Eq.(2.48),

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dt′
{[
ââ ˆ̃ρ(t′)− â ˆ̃ρ(t′)â

]
e−iω0(t+t′)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c

+
[
â†â† ˆ̃ρ(t′)− â† ˆ̃ρ(t′)â†

]
eiω0(t+t′)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c

+
[
ââ† ˆ̃ρ(t′)− â† ˆ̃ρ(t′)â

]
e−iω0(t−t′)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c

+
[
â†â ˆ̃ρ(t′)− â ˆ̃ρ(t′)â†

]
eiω0(t−t′)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c

}
, (2.49)

as funções de correlação do reservatório são dadas explicitamente por (vide Apêndice B),

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,k

κ∗jκ
∗
ke
iωjteiωkt

′
trR

(
r̂†j r̂
†
kR̂0

)
= 0, (2.50)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,k

κjκke
−iωjte−iωkt

′
trR

(
r̂j r̂kR̂0

)
= 0, (2.51)

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,k

κ∗jκke
iωjte−iωkt

′
trR

(
r̂†j r̂kR̂0

)
=

∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)n̄(ωj, β), (2.52)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,k

κjκ
∗
ke
−iωjteiωkt

′
trR

(
r̂j r̂
†
kR̂0

)
=

∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′) [1 + n̄(ωj, β)] . (2.53)

com,

trR

(
r̂†j r̂kR̂0

)
= n̄ (ωj, β) δj,k, (2.54)

e

trR

(
r̂j r̂
†
kR̂0

)
= [1 + n̄ (ωj, β)]δj,k, (2.55)

onde,

n̄ (ωj, β) =
1

eβ~ωj − 1
, (2.56)

é o número médio de fótons seguindo a estat́ıstica de Bose-Eistein [37, 61].

Assim a Eq.(2.49) poderá ser escrita como,

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dt′
{[
ââ† ˆ̃ρ(t′)− â† ˆ̃ρ(t′)â

]
e−iω0(t−t′)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c +

+
[
â†â ˆ̃ρ(t′)− â ˆ̃ρ(t′)â†

]
eiω0(t−t′)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c

}
. (2.57)



26

Os termos não-nulos das funções de correlação Eq.(2.51) e Eq.(2.52) envolvem uma soma

sobre osciladores do reservatórioR. Mudaremos esta soma por uma integração, pela introdução

de uma densidade de estados g(ω) tais que g(ω)dω dá o número de osciladores com frequência

no intervalo ω a ω + dω. Fazendo a mudança de variável,

τ = t− t′, (2.58)

a Eq.(2.57) poderá ser escrita como,

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dt′
{[
ââ† ˆ̃ρ(t− τ)− â† ˆ̃ρ(t− τ)â

]
e−iω0τ 〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R + h.c +

+
[
â†â ˆ̃ρ(t− τ)− â ˆ̃ρ(t− τ)â†

]
eiω0τ 〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R + h.c

}
, (2.59)

as funções de correlação do reservatório, não-nulas, são,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)n̄(ωj, β)

=

∞∫
0

dωeiωτg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, β)

= 〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R, (2.60)

e

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′) [n̄(ωj, β) + 1]

=

∞∫
0

dωe−iωτg(ω)|κ(ω)|2 [n̄(ω, β) + 1]

= 〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R. (2.61)

Da Eq.(2.59) faremos a integração no tempo antes da integração nas frequências para

obtermos uma forma expĺıcita para as funções de correlação do reservatório R. Usaremos a

aproximação de Born-Markov trocando ˆ̃ρ(t − τ) por ˆ̃ρ(t) uma vez que τ (veja Eq.(2.58)) é
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muito menor do que a escala de tempo da evolução de ˆ̃ρ(t). Logo encontraremos,

˙̃̂ρ(t) =

t∫
0

dτ

∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2
(
â ˆ̃ρâ† − â†â ˆ̃ρ

)
+

+

t∫
0

dτ

∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, β)
(
â ˆ̃ρâ† + â† ˆ̃ρâ− â†â ˆ̃ρ− ˆ̃ρâ†â

)
+

+

t∫
0

dτ

∞∫
0

dωei(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2
(
â ˆ̃ρâ† − ˆ̃ρâ†â

)
+

+

t∫
0

dτ

∞∫
0

dωei(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, β)
(
â† ˆ̃ρâ+ â ˆ̃ρâ† − ââ† ˆ̃ρ− ˆ̃ρâ†â

)
. (2.62)

Para simplificar o cálculo faremos uso das seguintes substituições na Eq.(2.62) [32],

α ≡
t∫

0

dτ

∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2 (2.63)

β ≡
t∫

0

dτ

∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, T ), (2.64)

que resultará em,

˙̃̂ρ(t) = α
(
â ˆ̃ρâ† − â†â ˆ̃ρ

)
+ β

(
â ˆ̃ρâ† + â† ˆ̃ρâ− â†â ˆ̃ρ− ˆ̃ρââ†

)
+ h.c. (2.65)

Os cálculos de α e β estão feitos em detalhes no Apêndice C, de onde obtemos os resultados,

α = πg(ω0)|κ(ω0)|2 + i∆ e β = πg(ω0)|κ(ω0)|2n̄(ω0, T ) + i∆′, (2.66)

onde,

∆ ≡ VP

∞∫
0

d(ω)
|κ(ω)|2

ω0 − ω
, (2.67)

∆′ ≡ VP

∞∫
0

d(ω)
|κ(ω)|2

ω0 − ω
n̄(ω, T ). (2.68)

Levando estes resultados Eqs.(2.66), (2.66) e (2.67) na Eq.(2.65), encontraremos que a

equação mestra para um reservatório bosônico será escrita como,

˙̃̂ρ(t) =
(γ

2
+ i∆

)(
â ˆ̃ρâ† − â†â ˆ̃ρ

)
+
(γ

2
n̄+ i∆′

)(
â ˆ̃ρâ† + â† ˆ̃ρâ− â†â ˆ̃ρ− ˆ̃ρââ†

)
+ h.c, (2.69)
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sendo,

γ

2
≡ πg(ω0)|κ(ω)|2 e n̄ ≡ n̄(ω0, β), (2.70)

Desenvolvendo um pouco mais a Eq.(2.69), encontraremos,

˙̃̂ρ(t) =
(γ

2
+ i∆

)(
â ˆ̃ρâ† − â†â ˆ̃ρ

)
+
(γ

2
n̄+ i∆′

)(
â ˆ̃ρâ† + â† ˆ̃ρâ− â†â ˆ̃ρ− ˆ̃ρââ†

)
+

+
(γ

2
− i∆

)(
â ˆ̃ρâ† − ˆ̃ρâ†â

)
+
(γ

2
n̄− i∆′

)(
â ˆ̃ρâ† + â† ˆ̃ρâ− ˆ̃ρâ†â− ââ† ˆ̃ρ

)
. (2.71)

Desenvolvendo os termos

˙̃̂ρ(t) =
γ

2
â ˆ̃ρâ† − γ

2
â†â ˆ̃ρ+ i∆â ˆ̃ρâ† − i∆â†â ˆ̃ρ+

γ

2
â ˆ̃ρâ† − γ

2
ˆ̃ρâ†â− i∆â ˆ̃ρâ† + i∆ˆ̃ρâ†â+

+
γ

2
n̄â ˆ̃ρâ† +

γ

2
n̄â† ˆ̃ρâ− γ

2
n̄â†â ˆ̃ρ− γ

2
n̄ ˆ̃ρââ† + i∆′â ˆ̃ρâ† + i∆′â† ˆ̃ρâ− i∆′â†â ˆ̃ρ− i∆′ ˆ̃ρââ† +

+
γ

2
n̄â ˆ̃ρâ† +

γ

2
n̄â† ˆ̃ρâ− γ

2
n̄ ˆ̃ρâ†â− γ

2
n̄ââ† ˆ̃ρ− i∆′â ˆ̃ρâ† − i∆′â† ˆ̃ρâ+ i∆′ ˆ̃ρâ†â+ i∆′ââ† ˆ̃ρ,

organizando os termos semelhantes,

˙̃̂ρ(t) =
γ

2

(
2â ˆ̃ρâ† − â†â ˆ̃ρ− ˆ̃ρâ†â

)
− i∆

[
â†â, ˆ̃ρ

]
+ γn̄â ˆ̃ρâ† + γn̄â† ˆ̃ρâ−

− γ

2
n̄â†â ˆ̃ρ− γ

2
n̄ ˆ̃ρââ† − γ

2
n̄ ˆ̃ρâ†â+

γ

2
n̄ââ† ˆ̃ρ+ i∆′

(
ˆ̃ρâ†â+ ââ† ˆ̃ρ

)
−

− i∆′
(
â†â ˆ̃ρ+ ˆ̃ρââ†

)

= −i∆
[
â†â, ˆ̃ρ

]
+
γ

2

(
2â ˆ̃ρâ† − â†â ˆ̃ρ− ˆ̃ρâ†â

)
− i∆′ ˆ̃ρ

=[â,â†]︷ ︸︸ ︷(
ââ† − â†â

)
+

+ i∆′
(
ââ† − â†â

)︸ ︷︷ ︸
=[â,â†]

ˆ̃ρ+ γn̄â ˆ̃ρâ† + γn̄â† ˆ̃ρâ− γ

2
n̄â†â ˆ̃ρ− γ

2
n̄ ˆ̃ρââ† − γ

2
n̄ ˆ̃ρâ†â− γ

2
n̄ââ† ˆ̃ρ

= −i∆
[
â†â, ˆ̃ρ

]
+
γ

2

(
2â ˆ̃ρâ† − â†â ˆ̃ρ− ˆ̃ρâ†â

)
+ γn̄â ˆ̃ρâ† + γn̄â† ˆ̃ρâ− γn̄â†â ˆ̃ρ− γ

2
n̄ ˆ̃ρ−

− γn̄ ˆ̃ρââ† +
γ

2
n̄ ˆ̃ρ, (2.72)

finalmente encontraremos que a equação mestra, na figura de interação, é dada por [32],

˙̃̂ρ(t) = −i∆
[
â†â, ˆ̃ρ(t)

]
+
γ

2

[
2â ˆ̃ρ(t)â† − â†â ˆ̃ρ(t)− ˆ̃ρ(t)â†â

]
+

+ γn̄
[
â ˆ̃ρ(t)â† + â† ˆ̃ρ(t)â− â†â ˆ̃ρ(t)− ˆ̃ρ(t)ââ†

]
, (2.73)
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Na representação de Schrödinger se recordarmos o seguinte resultado [62],

ˆ̃ρ(t) = e
i
~ ĤStρ̂(t)e−

i
~ ĤSt (2.74)

Derivando a expressão Eq.(2.73) com relação ao tempo encontraremos,

˙̃̂ρ(t) =
i

~
e
i
~ ĤSt

[
ĤS ρ̂(t)− ρ̂(t)ĤS

]
e−

i
~ ĤSt + e

i
~ ĤSt ˙̂ρ(t)e−

i
~ ĤSt

=
i

~
e
i
~ ĤSt[ĤS, ρ̂(t)]e−

i
~ ĤSt + e

i
~ ĤSt ˙̂ρ(t)e−

i
~ ĤSt. (2.75)

agora multiplicando a esquerda por e−
i
~ ĤSt e a direita por e

i
~ ĤSt, encontraremos que,

˙̂ρ(t) = − i
~

[ĤS, ρ̂(t)] + e−
i
~ ĤSt ˙̃̂ρ(t)e

i
~ ĤSt. (2.76)

Observe que a Eq.(2.72) pode ser escrita como,

˙̃̂ρ(t) = eiω0â†ât

{
−i∆[â†â, ρ̂(t)] +

γ

2

[
2âρ̂(t)â† − â†âρ̂(t)− ρ̂(t)â†â

]
+ γn̄

[
âρ̂(t)â† + â†ρ̂(t)â− â†âρ̂(t)− ρ̂(t)ââ†

]}
e−iω0â†ât, (2.77)

onde utilizamos o fato de que

e−iω0â†âtâρ̂â†eiω0â†ât = e−iω0â†âtâ
(
eiω0â†âtρ̂e−iω0â†ât

)
â†eiω0â†ât

=
(
e−iω0â†âtâeiω0â†ât

)
ρ̂
(
e−iω0â†âtâ†eiω0â†ât

)
= âρ̂â†. (2.78)

Da mesma podemos fazer, sem perda de generalidade,

e−iω0â†ât ˙̃̂ρ(t)eiω0â†ât = −i∆[â†â, ρ̂(t)] +
γ

2

[
2âρ̂(t)â† − â†âρ̂(t)− ρ̂(t)â†â

]
+ γn̄

[
âρ̂(t)â† + â†ρ̂(t)â− â†âρ̂(t)− ρ̂(t)ââ†

]
. (2.79)

Substituindo o resultado encontrado na Eq.(2.73) obteremos,

˙̂ρ(t) + iω0[â†â, ρ̂] = −i∆[â†â, ρ̂(t)] +
γ

2

[
2âρ̂(t)â† − â†âρ̂(t)− ρ̂(t)â†â

]
+ γn̄

[
âρ̂(t)â† + â†ρ̂(t)â− â†âρ̂(t)− ρ̂(t)ââ†

]
(2.80)
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e, finalmente, com um pouco de álgebra, encontraremos a equação mestra para o reservatório

bosônico na representação de Schrödinger,

˙̂ρ = −iω′0[â†â, ρ̂] +
γ

2

[
2âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â

]
+ γn̄

[
âρ̂â† + â†ρ̂â− â†âρ̂− ρ̂ââ†

]
, (2.81)

sendo, ω′0 = ω0 + ∆.

Podemos tornar a expressão (2.80) mais usual fazendo,

˙̂ρ = −iω′0[â†â, ρ̂] +
γ

2

(
2âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â

)
+ 2

γ

2
n̄
(
âρ̂â† + â†ρ̂â− â†âρ̂− ρ̂ââ†

)
= −iω′0[â†â, ρ̂] +

γ

2

(
2âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â

)
+

+
γ

2
n̄
[
2âρ̂â† − â†âρ̂+ 2â†ρ̂â−

(
ââ† − 1

)
ρ̂− ρ̂ââ† − ρ̂

(
1 + ââ†

)]
= −iω′0[â†â, ρ̂] +

γ

2

(
2âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â

)
+
γ

2
n̄
(

2âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â
)

+

+
γ

2
n̄
(

2â†ρ̂â− ââ†ρ̂− ρ̂ââ†
)
.

Agrupando os termos, encontraremos finalmente que,

˙̂ρ = −iω′0[â†â, ρ̂] +
γ

2
(n̄+ 1)

(
2âρ̂â† − â†âρ̂− ρ̂â†â

)
+

γ

2
n̄
(
2â†ρ̂â− ââ†ρ̂− ρ̂ââ†

)
. (2.82)

2.2.2 Reservatório Térmico Fermiônico

Podemos modelar nosso reservatório como uma coleção de férmions não interagentes.

Admitindo que cada átomo de dois ńıveis obedece a mesma álgebra dos férmions [36], iremos

considerar aqui um reservatório fermiônico modelado por uma coleção de átomos de dois ńıveis

que não interagem. O hamiltoniano para o reservatório R será dado por,

ĤR =
~
2

∑
j

ωjσ̂
(R)
z,j , (2.83)

O que caracteriza um sistema fermiônico é a relação de anticomutação entre os operadores de

levantamento σ̂+,j e abaixamento σ̂−,j para os sistemas de dois ńıveis,

{σ̂+,j, σ̂−,l} = 1δj,l, (2.84)

{σ̂+,j, σ̂+,j} = {σ̂−,j, σ̂−,j} = 0. (2.85)
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Podemos definir um operador N̂ = σ̂+σ̂− (operador número) que pode ser escrito na forma [36],

N̂ |n〉 = σ̂+σ̂−|n〉 = n|n〉, sendo n = 0 ou 1. (2.86)

O estado R̂0 do reservatório R dado por um estado de Gibbs,

R̂0 =
e−βĤR

trR

(
e−βĤR

) , (2.87)

substituindo a Eq.(2.83) na Eq.(2.87), encontraremos uma forma expĺıcita para R̂0 como3,

R̂0 =
e−(β~/2)

∑
j ωj σ̂

(R)
z,j

trR

[
e−(β~/2)

∑
j ωj σ̂

(R)
z,j

] =

∏
j e
−(β~/2)ωj σ̂

(R)
z,j

trR

[∏
j e
−(β~/2)ωj σ̂

(R)
z,j

]
=

∏
j e
−(β~/2)ωj σ̂

(R)
z,j∏

j trRj

[
e−(β~/2)ωj σ̂

(R)
z,j

] =
∏
j

e−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj
, (2.88)

para chegarmos na Eq.(2.88), utilizamos o fato de que,

trR

[∏
j

e−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

]
= trRj

[
e−(β~/2)ωj σ̂

(R)
z,j

]
= 〈gj|e−(β~/2)ωj σ̂

(R)
z,j |gj〉+ 〈ej|e−(β~/2)ωj σ̂

(R)
z,j |ej〉

= e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj . (2.89)

onde a base é dada pelos estados |gj〉 (fundamental) e |ej〉 (excitado).

2.2.3 Equação Mestra para um átomo de dois ńıveis acoplado a um
Reservatório Térmico Fermiônico

Nosso sistema de interesse S será representado por um átomo de dois ńıveis acoplado a

um reservatório fermiônico (reservatório R). O hamiltoniano para o sistema S,

ĤS =
~
2
ω0σ̂z

(S). (2.90)

O hamiltoniano de interação S ⊗R será escrito como,

ĤSR = ~
∑
j

[
κ∗j σ̂

(S)
− σ̂

(R)
+,j + κjσ̂

(S)
+ σ̂

(R)
−,j

]
(2.91)

3Todos os cálculos envolvendo os operadores σ̂+, σ̂− e σ̂z estão feitos em detalhes no Apêndice A.
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sendo, κj uma constante de acoplamento, σ̂+(σ̂−) são os operadores de levantamento (abaixa-

mento) para o sistema de dois ńıveis.

A identificação com a Eq.(2.20) se dá ao fazermos as seguintes substituições,

ŝ1 = σ̂
(S)
− , (2.92)

ŝ2 = σ̂
(S)
+ = ŝ†1, (2.93)

Γ̂1 =
∑
j

κ∗j σ̂
(R)
+,j , (2.94)

Γ̂2 =
∑
j

κjσ̂
(R)
−,j = Γ̂†1. (2.95)

Na representação de interação,

ˆ̃s1(t) = e
i
[
ω0σ

(S)
z /2

]
t
σ̂

(S)
− e

−i
[
ω0σ

(S)
z /2

]
t

= σ̂
(S)
− e−iω0t, (2.96)

ˆ̃s2(t) = e
i
[
ω0σ

(S)
z /2

]
t
σ̂

(S)
+ e

−i
[
ω0σ

(S)
z /2

]
t

= σ̂
(S)
+ eiω0t, (2.97)

ˆ̃Γ1(t) = ˆ̃Γ†(t) = e
i
∑
l

[
ωlσ̂

(R)
z,l /2

]
t
∑
j

κ∗j σ̂
(R)
+,je

−i
∑
l

[
ωlσ̂

(R)
z,l /2

]
t

=
∑
j

κ∗j σ̂
(R)
+,je

iωjt, (2.98)

ˆ̃Γ2(t) = ˆ̃Γ(t) =
∑
j

κjσ̂
(R)
−,je

−iωjt. (2.99)

Substituindo as equações (2.95) a (2.98) na Eq.(2.48), encontraremos,

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dt′
{[
σ̂

(S)
− σ̂

(S)
− ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)

− ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
−

]
e−iω0(t+t′)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
− σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)
+

ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
−

]
e−iω0(t−t′)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
− ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)

− ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
+

]
eiω0(t−t′)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)
+

ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
+

]
eiω0(t+t′)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c

}
. (2.100)

Similarmente ao caso do reservatório bosônico encontraremos agora,

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trR

[
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
−,l R̂0

]
= 0, (2.101)

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′
trR

[
σ̂

(R)
+,j σ̂

(R)
+,l R̂0

]
= 0, (2.102)

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)n̄(ωj, β), (2.103)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)[1− n̄(ωj, β)], (2.104)
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com

trR

[
σ̂

(R)
+,j σ̂

(R)
−,l R̂0

]
= n̄(ωj, β)δj,l, (2.105)

e

trR

[
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
+,l R̂0

]
= [1− n̄(ωj, β)]δj,l, (2.106)

onde,

n̄(ωj, β) =
1

eβ~ωj + 1
, (2.107)

é o número médio de estados na estat́ıstica de Fermi-Dirac [37,61] (que já era esperado por se

tratar de um sistema fermiônico).

Substituindo as Eqs.((2.88)-(2.91)) na Eq.(2.100), a equação mestra resultará em,

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dt′
{[
σ̂

(S)
− σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)
+

ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
−

]
e−iω0(t−t′)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
− ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)

− ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
+

]
eiω0(t−t′)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c

}
. (2.108)

que pode ser escrita,

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dτ

{[
σ̂

(S)
− σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ(t− τ)− σ̂(S)
+

ˆ̃ρ(t− τ)σ̂
(S)
−

]
e−iω0τ 〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
− ˆ̃ρ(t− τ)− σ̂(S)

− ˆ̃ρ(t− τ)σ̂
(S)
+

]
eiω0τ 〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R + h.c

}
, (2.109)

sendo,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R =

+∞∫
0

dωei(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, β), (2.110)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R =

+∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2 [1− n̄(ω, β)] . (2.111)

usaremos agora o complexo das variáveis α e β, e os mesmos ∆, ∆′, γ/2 da seção (2.1.1),

substituindo estes resultados na Eq.(2.109) encontraremos,

˙̃̂ρ(t) =
(γ

2
− i∆

) [
σ̂

(S)
− ˆ̃ρσ̂

(S)
+ − ˆ̃ρσ̂

(S)
+ σ̂

(S)
−

]
+
(γ

2
+ i∆

) [
σ̂

(S)
− ˆ̃ρσ̂

(S)
+ − σ̂(S)

+ σ̂
(S)
− ˆ̃ρ

]
+

+
(γ

2
n̄− i∆′

) [
σ̂

(S)
+

ˆ̃ρσ̂
(S)
− − σ̂

(S)
− σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ+ ˆ̃ρσ̂
(S)
+ σ̂

(S)
− − σ̂

(S)
− ˆ̃ρσ̂

(S)
+

]
+

+
(γ

2
n̄+ i∆′

) [
σ̂

(S)
+

ˆ̃ρσ̂
(S)
− − ˆ̃ρσ̂

(S)
− σ̂

(S)
+ + σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
− ˆ̃ρ− σ̂(S)

− ˆ̃ρσ̂
(S)
+

]
. (2.112)
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desenvolvendo um pouco mais,

˙̃̂ρ(t) = γσ̂− ˆ̃ρσ̂+ −
γ

2

(
σ̂+σ̂− ˆ̃ρ+ ˆ̃ρσ̂+σ̂−

)
− i∆

(
σ̂+σ̂− ˆ̃ρ− ˆ̃ρσ̂+σ̂−

)
+

+ γn̄σ̂+
ˆ̃ρσ̂− −

γ

2
n̄
(
σ̂−σ̂+

ˆ̃ρ+ ˆ̃ρσ̂−σ̂+

)
+
γ

2
n̄
(
σ̂+σ̂− ˆ̃ρ+ ˆ̃ρσ̂+σ̂−

)
−

− γn̄σ̂− ˆ̃ρσ̂+ + i∆′
(
σ̂−σ̂+

ˆ̃ρ− ˆ̃ρσ̂−σ̂+

)
+ i∆′

(
σ̂+σ̂− ˆ̃ρ− ˆ̃ρσ̂+σ̂−

)
, (2.113)

e sabendo que {σ̂+, σ̂−} = σ̂+σ̂− + σ̂−σ̂+ = 1, chegamos em

˙̃̂ρ(t) = −i∆
[
σ̂+σ̂−, ˆ̃ρ

]
+
γ

2

(
2σ̂− ˆ̃ρσ̂+ − σ̂+σ̂− ˆ̃ρ− ˆ̃ρσ̂+σ̂−

)
+

+
γ

2
n̄
[
σ̂+

ˆ̃ρσ̂− − (1− σ̂+σ̂−) ˆ̃ρ+ ˆ̃ρσ̂+σ̂− − σ̂− ˆ̃ρσ̂+

]
+

+
γ

2
n̄
[
σ̂+

ˆ̃ρσ̂− − ˆ̃ρσ̂−σ̂+ + (1− σ̂−σ̂+) ˆ̃ρ− σ̂− ˆ̃ρσ̂+

]
. (2.114)

e finalmente,

˙̃̂ρ(t) = −i∆
[
σ̂+σ̂−, ˆ̃ρ(t)

]
+
γ

2

[
2σ̂− ˆ̃ρ(t)σ̂+ − σ̂+σ̂− ˆ̃ρ(t)− ˆ̃ρ(t)σ̂+σ̂−

]
+

+ γn̄
[
σ̂+

ˆ̃ρ(t)σ̂− − σ̂− ˆ̃ρ(t)σ̂+ − σ̂−σ̂+
ˆ̃ρ(t) + ˆ̃ρ(t)σ̂+σ̂−

]
. (2.115)

Usando o hamiltoniano encontrado na Eq.(2.90) e a Eq.(2.73), temos a equação mestra

para o reservatório térmico fermiônico na representação de Schrödinger,

˙̂ρ = −iω′0
[
σ̂+σ̂−, ρ̂

]
+
γ

2

[
2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−

]
+

+ γn̄
[
σ̂+ρ̂σ̂− − σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂−σ̂+ρ̂+ ρ̂σ̂+σ̂−

]
, (2.116)

sendo ω′0 = ω0 + ∆.

Assim como fizemos para o reservatório bosônico podemos escrever a equação mestra na

representação de Schrödinger de uma forma mais usual segue,

˙̂ρ = −iω′0
[
σ̂+σ̂−, ρ̂

]
+
γ

2

[
2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−

]
+

+
γ

2
n̄
[
2σ̂+ρ̂σ̂− − 2σ̂−ρ̂σ̂+ − (1− σ̂+σ̂−) ρ̂− σ̂−σ̂+ρ̂+ ρ̂ (1− σ̂−σ̂+) + ρ̂σ̂+σ̂−

]
= −iω′0

[
σ̂+σ̂−, ρ̂

]
+
γ

2

[
2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−

]
−

− γ

2
n̄
[
2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−

]
+
γ

2
n̄
[
2σ̂+ρ̂σ̂− − σ̂−σ̂+ρ̂− ρ̂σ̂−σ̂+

]
(2.117)
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Finalmente encontraremos que,

˙̂ρ = −iω′0
[
σ̂+σ̂−, ρ̂

]
+
γ

2
(1− n̄)

[
2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−

]
+

+
γ

2
n̄
[
2σ̂+ρ̂σ̂− − σ̂−σ̂+ρ̂− ρ̂σ̂−σ̂+

]
. (2.118)

2.2.4 Reservatório Térmico de Vácuo Comprimido

Considere um sistema quântico S interagindo com um reservatório térmico de vácuo com-

primido R. Nosso sistema S será de um átomo de dois ńıveis interagindo com um reservatório

de vácuo comprimido. O operador de estado para o reservatório será escrito por,

R̂0 = |ξ〉〈ξ|

=
∏
j

Ŝj(ξ)|0j〉〈0j|Ŝ†j (ξ) (2.119)

no qual Ŝj(ξ) é chamado de operador de compressão descrito por [63],

Ŝj(ξ) = exp
(
ξ∗b̂j b̂j − ξb̂†j b̂

†
j

)
(2.120)

sendo ξ = reiθ, r é fator de compressão e θ o ângulo associado a direção de compressão, b̂j e b̂†j

são os operadores de destruição e aniquilação, respectivamente. É simples mostrar que [64],

Ŝ†j (ξ) = Ŝ−1
j (ξ) = Ŝj(−ξ) (2.121)

As propriedades das transformações unitárias do operador de compressão atuando nos

operadores b̂j e b̂†j são as seguintes4,

Ŝ†j (ξ)b̂jŜj(ξ) = b̂j cosh(r)− b̂†jeiθ sinh(r), (2.122)

Ŝ†j (ξ)b̂
†
jŜj(ξ) = b̂†j cosh(r)− b̂je−iθ sinh(r). (2.123)

4Tais propriedades são obtidas fazendo uso do lema de Baker-Hausdorff [59],

eiĜλÂe−iĜλ = A+ iλ[Ĝ, Â] +

(
i2λ2

2!

)
[Ĝ, [Ĝ, Â]] + ...+

(
inλn

n!

)
[Ĝ, [Ĝ, [Ĝ, ...[Ĝ, Â]]]...] + ...,
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O hamiltoniano total será escrito por [65],

Ĥ = ĤS + ĤR + ĤSR (2.124)

=
1

2
~ω0σ̂

(S)
z + ~

∑
j

(
ωj b̂
†
j b̂j +

1

2

)
+ ~

∑
j

κj

(
σ̂

(S)
− b̂†j + σ̂

(S)
+ b̂j

)
(2.125)

onde κj é uma constante de acoplamento e σ̂+(σ̂−), são os operadores de levantamento (abai-

xamento).

Podemos comparar o hamiltoniano dado pela Eq.(2.124) com aquele escrito na Eq.(2.19)

se fizermos as sequintes substituições,

ŝ1 = σ̂
(S)
− , (2.126)

ŝ2 = σ̂
(S)
+ = ŝ†1, (2.127)

Γ̂1 =
∑
j

κj b̂
†
j = Γ̂† (2.128)

Γ̂2 =
∑
j

κj b̂j = Γ̂†1 = Γ̂. (2.129)

Tais operadores na representação de interação serão dados por,

ˆ̃s1(t) = e
i
[
ω0σ

(S)
z /2

]
t
σ̂

(S)
− e

−i
[
ω0σ

(S)
z /2

]
t

= σ̂
(S)
− e−iω0t, (2.130)

ˆ̃s2(t) = e
i
[
ω0σ

(S)
z /2

]
t
σ̂

(S)
+ e

−i
[
ω0σ

(S)
z /2

]
t

= σ̂
(S)
+ eiω0t, (2.131)

ˆ̃Γ1(t) = ˆ̃Γ†(t) = ei
∑
n ωnb̂

†
nb̂nt

∑
j

κj b̂
†
je
−i

∑
m ωmb̂

†
mb̂mt

=
∑
j

κj b̂
†
je
iωjt, (2.132)

ˆ̃Γ2(t) = ˆ̃Γ(t) =
∑
j

κj b̂je
−iωjt. (2.133)

Substituindo as Eqs.(2.113)-(2.116) na Eq.(2.48) encontraremos,

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dt′
{[
σ̂

(S)
− σ̂

(S)
− ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)

− ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
−

]
e−iω0(t+t′)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
− σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)
+

ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
−

]
e−iω0(t−t′)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
− ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)

− ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
+

]
eiω0(t−t′)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ(t′)− σ̂(S)
+

ˆ̃ρ(t′)σ̂
(S)
+

]
eiω0(t+t′)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R + h.c

}
. (2.134)
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onde novamente as funções de correlação do reservatório serão dadas explicitamente (ver

Apêndice B) por [64],

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R = −
∑
j,l

κjκle
iωjteiωlt

′
trR

(
R̂0b̂

†
j b̂
†
l

)
= −

∑
j,l

κjκle
iωjteiωlt

′
e−iθ cosh(r) sinh(r)δj,l, (2.135)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R = −
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trR

(
R̂0b̂j b̂l

)
= −

∑
j,l

κjκle
iωjteiωlt

′
eiθ cosh(r) sinh(r)δj,l, (2.136)

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
iωjte−iωlt

′
trR

(
R̂0b̂

†
j b̂l

)
=

∑
j,l

κjκle
iωjte−iωlt

′
sinh2(r)δj,l, (2.137)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
−iωjteiωlt

′
trR

(
R̂0b̂j b̂

†
l

)
=

∑
j,l

κjκle
−iωjteiωlt

′
cosh2(r)δj,l. (2.138)

Fazendo a mesma abordagem como mostrada nas seções anteriores, onde mudamos as

somas sobre os osciladores do reservatório por uma integração através da introdução de uma

densidade de estados g(ω), onde novamente g(ω)dω informa o número de osciladores com

frequência no intervalo ω a ω + dω. Fazendo a seguinte mudança de variável,

τ = t− t′ ⇐⇒ t′ = t− τ. (2.139)

Assim a Eq.(2.135) poderá ser escrita como,

˙̃̂ρ(t) = −
t∫

0

dτ

{[
σ̂

(S)
− σ̂

(S)
− ˆ̃ρ(t− τ)− σ̂(S)

− ˆ̃ρ(t− τ)σ̂
(S)
−

]
e−iω0(2t−τ)〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
− σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ(t− τ)− σ̂(S)
+

ˆ̃ρ(t− τ)σ̂
(S)
−

]
e−iω0τ 〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
− ˆ̃ρ(t− τ)− σ̂(S)

− ˆ̃ρ(t− τ)σ̂
(S)
+

]
eiω0τ 〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R + h.c +

+
[
σ̂

(S)
+ σ̂

(S)
+

ˆ̃ρ(t− τ)− σ̂(S)
+

ˆ̃ρ(t− τ)σ̂
(S)
+

]
eiω0(2t−τ)〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R + h.c

}
. (2.140)
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Tendo agora que,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R = −
+∞∫
0

dωeiω(2t−τ)g(ω)κ2(ω)e−iθ cosh(r) sinh(r), (2.141)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R = −
+∞∫
0

dωe−iω(2t−τ)g(ω)κ2(ω)eiθ cosh(r) sinh(r), (2.142)

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R =

+∞∫
0

dωeiωτg(ω)κ2(ω) sinh2(r), (2.143)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R =

+∞∫
0

dωe−iωτg(ω)κ2(ω) cosh2(r). (2.144)

Substituindo as Eqs.(2.124)-(2.127) dentro da Eq.(2.109) e fazendo as seguintes substituições,

α =

t∫
0

dτ

+∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)κ2(ω) (2.145)

β =

t∫
0

dτ

+∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τ ñ(ω, t)g(ω)κ2(ω) (2.146)

sendo,

ñ(ω, t) = e2i(ω−ω0)t (2.147)

De forma análoga ao que fora feito no Apêndice C encontramos que,

α = πg(ω0)k2(ω0) + i∆ =
γ

2
+ i∆, (2.148)

β = πg(ω0)k2(ω0)ñ(ω0, t) + i∆′ =
γ

2
+ i∆′. (2.149)
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Substituindo estes resultados na Eq.(2.140) encontraremos finalmente que5,

˙̃̂ρ(t) = −i∆[σ̂+σ̂−, ˆ̃ρ(t)]
[
cosh2(r) + sinh2(r)

]
−

− γ

2

[
σ̂+σ̂− ˆ̃ρ(t)− 2σ̂− ˆ̃ρ(t)σ̂+ + ˆ̃ρ(t)σ̂+σ̂−

]
cosh2(r)−

− γ

2

[
σ̂−σ̂+

ˆ̃ρ(t)− 2σ̂+
ˆ̃ρ(t)σ̂− + ˆ̃ρ(t)σ̂−σ̂+

]
sinh2(r)−

− (γ + 2i∆′) σ̂− ˆ̃ρ(t)σ̂−e
−iθ cosh(r) sinh(r)−

− (γ − 2i∆′) σ̂+
ˆ̃ρ(t)σ̂+e

iθ cosh(r) sinh(r). (2.150)

Fazendo as substituições

N = sinh2(r), (2.151)

M = − cosh(r) sinh(r)e−iθ. (2.152)

e lembrando que as funções hiperbólicas (sinh2(r) e cosh2(r)) se relacionam através da ex-

pressão,

cosh2(r)− sinh2(r) = 1. (2.153)

Substituindo todos esses resultados na Eq.(2-142) e escrevendo a equação mestra na repre-

sentação de Schrödinger como nas seções anteriores, agora com ĤS = 1
2
~ω0σ̂

(S)
z , encontraremos,

˙̂ρ = −iω′0[σ̂+σ̂−, ρ̂] +
γ

2
(N + 1) [2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−] +

+
γ

2
N [2σ̂+ρ̂σ̂− − σ̂−σ̂+ρ̂− ρ̂σ̂−σ̂+]−

+ (γ + 2i∆′)Mσ̂−ρ̂σ̂− + (γ − 2i∆′)M∗σ̂+ρ̂σ̂+, (2.154)

onde ω′0 = ω0 + ∆ (1 + 2N).

Esta equação descreve a evolução do campo em uma cavidade acoplada através de um

espelho parcialmente transmissor a um campo externo que é o estado de vácuo comprimido.

Os parâmetros M e N se relacionam um ao outro da seguinte maneira |M |2 = N(N + 1).

5Para chegarmos nesta expressão usamos o fato de que,

σ̂−σ̂− = σ̂+σ̂+ = 0.
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No caso particular quando r ⇒ 0 que corresponde a uma compressão nula a Eq.(2.150)

será a equação para um átomo dentro de um reservatório térmico com temperatura igual a

zero. Ou seja,

˙̂ρ = −iω′0[σ̂+σ̂−, ρ̂] +
γ

2
(2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−) , (2.155)

que basicamente é a mesma Eq.(2.113) obtida para um número médio de fótons térmicos n̄

igual a zero,

n̄(ωj, T ) =
1

e
~ωj
kBT + 1

= 0 ⇔ T ⇒ 0. (2.156)

2.3 Fock comprimido

Para o caso Fock comprimido basta mudarmos a base de vácuo |0j〉 para a base de Fock (ou

de número) |nj〉, as funções de correlação serão dadas por,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R = −
∑
j,l

κjκle
iωjteiωlt

′
(1 + 2nj) e

−iθ cosh(r) sinh(r)δj,l, (2.157)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R = −
∑
j,l

κjκle
iωjteiωlt

′
(1 + 2nj) e

iθ cosh(r) sinh(r)δj,l, (2.158)

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
iωjte−iωlt

′
{

sinh2(r) + nj
[
sinh2(r) + cosh2(r)

]}
δj,l, (2.159)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
−iωjteiωlt

′
{

cosh2(r) + nj
[
sinh2(r) + cosh2(r)

]}
δj,l. (2.160)

que podem ser escritas em termos da densidade de estado como,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R = −
+∞∫
0

dωeiω(2t−τ)g(ω)κ2(ω) (1 + 2nj) e
−iθ cosh(r) sinh(r), (2.161)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R = −
+∞∫
0

dωe−iω(2t−τ)g(ω)κ2(ω) (1 + 2nj) e
iθ cosh(r) sinh(r), (2.162)

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t− τ)〉R =

+∞∫
0

dωeiωτg(ω)κ2(ω)

{
sinh2(r) + nj

[
sinh2(r) + cosh2(r)

]}
,(2.163)

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t− τ)〉R =

+∞∫
0

dωe−iωτg(ω)κ2(ω)

{
cosh2(r) + nj

[
sinh2(r) + cosh2(r)

]}
.(2.164)
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Substituindo as funções de correlação Eqs.(2.156)-(2.159) na Eq.(2.129), encontraremos a

equação mestra para o estado de Fock comprimido na representação de interação como,

˙̃̂ρ(t) = −i∆ (2N + 1) (1 + 2nj) [σ̂+σ̂−, ˆ̃ρ(t)] +

+
γ

2

[
(N + 1) + (2N + 1)nj

] [
2σ̂− ˆ̃ρ(t)σ̂+ − σ̂+σ̂− ˆ̃ρ(t)− ˆ̃ρ(t)σ̂+σ̂−

]
+

+
γ

2

[
N + (2N + 1)nj

] [
2σ̂+

ˆ̃ρ(t)σ̂− − σ̂−σ̂+
ˆ̃ρ(t)− ˆ̃ρ(t)σ̂−σ̂+

]
−

+ M (γ + 2i∆′) (1 + 2nj) σ̂− ˆ̃ρ(t)σ̂− +M∗ (γ − 2i∆′) (1 + 2nj) σ̂+
ˆ̃ρ(t)σ̂+, (2.165)

que pode ser escrita na representação de Schrödinger da seguinte forma,

˙̂ρ = −iω′0[σ̂+σ̂−, ρ̂] +
γ

2

[
(N + 1) + (2N + 1)nj

]
[2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂(t)− ρ̂σ̂+σ̂−] +

+
γ

2

[
N + (2N + 1)nj

]
[2σ̂+ρ̂σ̂− − σ̂−σ̂+ρ̂− ρ̂σ̂−σ̂+]−

+ M (γ + 2i∆′) (1 + 2nj) σ̂−ρ̂σ̂− +M∗ (γ − 2i∆′) (1 + 2nj) σ̂+ρ̂σ̂+. (2.166)

onde agora teremos ω′0 = ω0 + ∆ (2N + 1) (1 + 2nj).

É imediato mostrar que para uma compressão nula (r ⇒ 0) e nj = 0, recuperaremos a

equação para um átomo dentro de um reservatório térmico com temperatura igual a zero, ou

seja,

˙̂ρ = −iω′0[σ̂+σ̂−, ρ̂] +
γ

2
(2σ̂−ρ̂σ̂+ − σ̂+σ̂−ρ̂− ρ̂σ̂+σ̂−) . (2.167)

De forma geral, a equação para a evolução do operador densidade reduzido ρ̂(t) ≡ trR[χ̂(t)],

pode ser colocada na forma da equação mestra de Lindblad, que na representação de Schrödin-

ger é escrita como [66],

˙̂ρ(t) = − i
~

[Ĥ(t), ρ̂(t)] +
∑
n

1

2
[2Cnρ̂(t)C†n − ρ̂(t)C†nCn − C†nCnρ̂(t)], (2.168)

onde Cn =
√
γnAn, são os operadores de colapso, An são os operadores através dos quais

o reservatório R se une ao sistema S no hamiltoniano de interação ĤSR, γn as taxas de

decaimento correspondentes. Tal abordagem será vista com mais detalhes no próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 3

Aplicações da Equação Mestra

No presente caṕıtulo mostraremos a aplicação da equaçõe mestra para o reservatório

bosônico e fermiônico como abordadas nos artigos recentes que evidenciam a assinatura de

resposta negativa em sistemas relativamentes comuns, os artigos abordados serão, Cooling by

heating in the quantum optics domain [1], Feasible platform to study negative temperatures [2]

e Negative response with an optical cavity and traveling wave fields [3].

3.1 Cooling by Heating - CBH

O fenômeno denotado por Cooling by Heating (tradução livre, Resfriamento por Aqueci-

mento)(CBH) ocorre quando um dado sistema f́ısico diminui sua energia quando se aumenta

a temperatura do seu reservatório. Tal ideia foi proposta inicialmente pelos cientistas Mari e

Eisert [9], utilizando um esquema baseado em um sistema optico-mecânico. Outro trabalho

Cleuren et al. [10], foi apresentado o conceito de cooling(resfriamento) baseado em um esquema

para resfriar um sistema alimentado por fótons. Os detalhes de ambos os trabalhos acima não

serão detalhados na presente dissertação por conterem ideias que fogem da nossa proposta.

Para tal sistema que permita ser resfriado pelo aumento da temperatura de seu reservatório,

inicialmente é importante notar que todos os sistemas que termalizam com o ambiente não

exibirão tal fenômeno (sistemas simples como um átomo de dois ńıveis ou um simples modo

bosônico interagindo com um reservatório térmico não apresentam tal fenômeno) [1]. O CBH

vem como o resultado da atuação direta de muitas forças externas que são usadas para tirar

42
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o sistema do equiĺıbrio térmico com o seu ambiente. Faremos uso do modelo bem conhecido

na literatura chamado de modelo de anti-Jaynes-Cummings generalizado.

3.2 Modelo anti-Jaynes-Cummings generalizado

No presente trabalho faremos uso de um modelo mais geral do que o modelo de Jaynes-

Cummings (JCM) (ver Apêndice A). O modelo conhecido como modelo anti-Jaynes-Cummings

generalizado (AJCM) [67], consiste basicamente em um ı́on de dois ńıveis aprisionado, que

oscila entre os estados excitado |e〉 e fundamental |g〉 com uma frequência ω0 e uma frequência

de aprisionamento ν (modo bosônico), no regime de acoplamento, onde a frequência de Rabi

Ω (que consiste no acoplamento do átomo-bóson) é muito menor do que as frequências de

transição atômica e bosônica. Na representação de Schrödinger, o hamiltoniano total para tal

sistema poderá ser escrito por [1, 2],

Ĥ = ĤS + ĤR + ĤSR(t) (3.1)

Ĥ =
ω0

2
σ̂z + νâ†â+

Ω

2

[
σ̂−e

i(kLx̂+ωLt) + σ̂+e
−i(kLx̂+ωLt)

]
, (~ = 1). (3.2)

sendo Ω (frequência de Rabbi) a constante de acoplamento ı́on-laser (Ω � ω0 � ν) muito

menor que as frequências de transição atômica (ω0) e bosônica (ν), ωL é a frequência de

condução do laser, σ̂+ e σ̂− são operadores de Pauli de levantamento e abaixamento para o

sistema iônico de dois ńıveis, σ̂z = σ̂+σ̂− − σ̂−σ̂+, â e â† são os operadores de aniquilação e

criação no espaço de Fock para o modo bosônico.

Os operadores â e â† podem ser escritos em termos dos operadores posição x̂ e momento

p̂, como,

â =

√
mν

2~

(
x̂+ i

p̂

mν

)
, (3.3)

â† =

√
mν

2~

(
x̂− i p̂

mν

)
. (3.4)

Podemos encontrar uma expressão para x̂ somando â e â† como,

x̂ =

√
~

2mν
(â+ â†) =

1√
2mν

(â+ â†) = ηL(â+ â†), (~ = 1) (3.5)
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onde ηL é o parâmetro de Lamb-Dick [68] definido por,

ηL =
1√

2mν
. (3.6)

Recordando a Eq.(2.7) nosso hamiltoniano de interação será dado por,

ˆ̃HSR(t) = Ĥint(t) = ei(ĤS+ĤR)tĤSR(t)e−i(ĤS+ĤR)t, (~ = 1). (3.7)

No limite onde o parâmetro de Lamb-Dick é ηL � 1, note que,

eikLx̂ = eiηL(â+â†) = 1 + iηL(â+ â†)− η2
L

2!
(â+ â†)2 − ...−, (3.8)

e−ikLx̂ = e−iηL(â+â†) = 1− iηL(â+ â†)− η2
L

2!
(â+ â†)2 − ...− . (3.9)

Assim substuindo ĤS e ĤR como dados na Eq.(3.1), teremos,

ˆ̃HSR(t) =
Ω

2

[
ei
ω0
2
σ̂ztσ̂−e

−iω0
2
σ̂zteiωLt + ei

ω0
2
σ̂ztσ̂+e

−iω0
2
σ̂zte−iωLt

]
+ iηL

Ω

2
ei
ω0
2
σ̂ztσ̂−e

−iω0
2
σ̂zteiνâ

†â(â+ â†)e−iνâ
†âeiωLt

− iηL
Ω

2
ei
ω0
2
σ̂ztσ̂+e

−iω0
2
σ̂zteiνâ

†â(â+ â†)e−iνâ
†âe−iωLt

− η2
L

Ω

4
ei
ω0
2
σ̂ztσ̂−e

−iω0
2
σ̂zteiνâ

†â(â+ â†)2e−iνâ
†âeiωLt

− η2
L

Ω

4
ei
ω0
2
σ̂ztσ̂+e

−iω0
2
σ̂zteiνâ

†â(â+ â†)2e−iνâ
†âe−iωLt

− ... . (3.10)

Lembrando das Eqs.((2.42)-(2.43)) e ((2.95)-(2.96)) teremos que,

eiνâ
†ââe−iνâ

†â = âe−iνt, (3.11)

eiνâ
†ââ†e−iνâ

†â = â†eiνt, (3.12)

ei
ω0
2
σ̂ztσ̂−e

−iω0
2
σ̂zt = σ̂−e

−iω0t, (3.13)

ei
ω0
2
σ̂ztσ̂+e

−iω0
2
σ̂zt = σ̂+e

iω0t. (3.14)
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Assim,

ˆ̃HSR(t) =
Ω

2

[
σ̂−e

i(ωL−ω0)t + σ̂+e
−i(ωL−ω0)t

]
+ iηL

Ω

2

[
σ̂−e

i(ωL−ω0)t
(
âe−iνt + â†eiνt

)]
− iηL

Ω

2

[
σ̂+e

−i(ωL−ω0)t
(
âe−iνt + â†eiνt

)]
− η2

L

Ω

4

[
σ̂−e

i(ωL−ω0)t
(
â2e−2iνt + ââ† + â†â+ (â†)2e2iνt

)]
− η2

L

Ω

4

[
σ̂+e

−i(ωL−ω0)t
(
â2e−2iνt + ââ† + â†â+ (â†)2e2iνt

)]
− ...− . (3.15)

Ajustando a frequência ωL tal que, δ = ωL − ω0 = kν, na ressonância com o ı́on de dois

ńıveis, encontraremos

ˆ̃HSR(t) =
Ω

2

(
σ̂−e

iδt + σ̂+e
−iδt)

+ iηL
Ω

2

[
σ̂−âe

i(δ−ν)t + σ̂−â
†ei(δ+ν)t

]
− iηL

Ω

2

[
σ̂+â

†e−i(δ−ν)t + σ̂+âe
−i(δ+ν)t

]
− η2

L

Ω

4

[
σ̂−â

2ei(δ−2ν)t + σ̂−ââ
†eiδt + σ̂−â

†âeiδt + (â†)2ei(δ+2ν)t
]

− η2
L

Ω

4

[
σ̂+(â†)2e−i(δ−2ν)t + σ̂+â

†âe−iδt + σ̂+ââ
†e−iδt + â2e−i(δ+2ν)t

]
− ...− . (3.16)

Usando a aproximação de onda-girante (ou seja, descartando os termos que oscilam fortemente

com o tempo) poderemos remover a dependência temporal de ˆ̃HSR, tal que a Eq.(3.16) poderá

ser escrita da seguinte forma [1, 2, 68],

ˆ̃HSR = ĤI = gkσ̂−â
k + g∗kσ̂+(â†)k, k = 0, 1, 2, ... (3.17)

Na expressão (3.17), podemos reunir as seguintes interações,

Interação carrier ,

(
δ = 0, k = 0, g0 =

Ω

2

)
,

Primeira blue sideband ,

(
δ = ν, k = 1, g1 = iηL

Ω

2

)
,

Segunda blue sideband ,

(
δ = 2ν, k = 2, g2 = −η2

L

Ω

4

)
.
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Experimentalmente (3.17) fora modelado para um grande número de sistemas, por exemplo em

ı́ons aprisionados [1,68–70], um átomo de dois ńıveis bombeado por um campo eletromagnético

clássico e interagindo com um modo do campo [71], entre muitos outros sistemas. A dinâmica

deste modelo para um acoplamento fraco (usando as aproximações de Born e Markov) entre

o sistema-reservatório pode ser descrita resolvendo a seguinte equação mestra [1, 30] para o

hamiltoniano escrito como na Eq.(3.17),

˙̂ρ(t) = −i[ĤI , ρ̂] + κ(nth + 1)D̂[â]ρ̂+ κnthD̂[â†]ρ̂+

+ γ(mth + 1)D̂[σ̂−]ρ̂+ γmthD̂[σ̂+]ρ̂, (3.18)

sendo κ e γ as taxas de emissão espontânea para o modo vibracional e os ńıveis internos

do ı́on, respectivamente, nth é o número médio de fônons do reservatório acoplado ao modo

vibracional, mth é o número médio de fótons dos ńıveis do ı́on. A atuação do operador D̂ em

um operador Ô, qualquer, é dada por [72],

D̂[Ô]ρ̂ ≡ 2Ôρ̂Ô† − Ô†Ôρ̂− ρ̂Ô†Ô. (3.19)

No próximas seções iremos proceder com a solução numérica da equação mestra Eq.(3.26) [31]

para obtermos o estado assintótico do sistema (ou seja, ˙̂ρ(t) = 0 para t→∞) com o objetivo

de podermos calcular as correspondentes propriedades termodinâmicas. Para podermos fazer

isso, é importante notar que a equação mestra pode dar origem a um conjunto infinito de

equações diferenciais acopladas para os elementos da matriz densidade de todo o sistema. Para

isso devemos truncar a base de Fock (que é infinita) em alguma parte, que depende do número

médio de excitações do modo vibracional (devido ao campo de bósons). Essa truncagem

depende do número médio de excitações do modo vibracional, ou seja, os elementos de matriz

correspondentes aos estados altamente excitados de Fock devem ser virtualmente nulos, isso

comparado com o número médio de excitações do modo vibracional. Antes de procedermos

o estudo numérico da Eq.(3.26) que fora feito inicialmente por S. M. Tan [73], assumiremos

inicialmente que para o reservatório, nth = mth = n. Usando o hamiltoniano como escrito na

Eq.(3.17), podemos observar o efeito CBH, por exemplo, olhando apenas para a variação da
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energia interna ou também para a variação da energia vibracional do ı́on, e para ambas as

variações de energia interna e vibracional do ı́on, iremos discutir abaixo ambas as situações.

Variação da energia interna do ı́on

Partindo da Eq.(3.26) podemos escolher k = 0 interação Carrier, onde o hamiltoniano de

interação será proporcional a σ̂x, que nada mais é do que um simples ı́on de dois ńıveis

bombeado por um campo clássico. Descartando o modo vibracional no sistema, podemos,

sem perda de generalidade, anular a taxa de emissão espontânea (κ = 0) a energia interna

média do ı́on,

Ea = 〈Ĥ〉 = 〈ĤS + Ĥint〉 = 〈ĤS〉, (3.20)

no estado assintótico como função da temperatura do reservatório [1].

Podemos definir a função resposta denotada por Ca, da energia interna, com respeito a

temperatura do seu reservatório T ,

Ca =
∂Ea
∂T

, (3.21)

que basicamente trata-se do calor espećıfico; porém a temperatura é a do reservatório, que é

diferente da temperatura efetiva do sistema uma vez que este não esteja em equiĺıbrio térmico

com o seu reservatório. Tendo a solução assintótica para a energia interna Ea, encontraremos

que [1],

Ca = −2kBmth(mth + 1)

[
ln

(
mth + 1

mth

)]2
{

2(g0/γ)2 − (2mth + 1)2

[2(g0/γ)2 − (2mth + 1)2]2

}
. (3.22)

Da equação acima temos que para Ca ≤ 0 [1],

mth ≤
1√
2

g0

γ
− 1

2
. (3.23)

Note que, Ca → 0 quando mth → 0 ou mth → ∞. Para um conjunto de N átomos não

interagentes, teremos que a função resposta denotada por CN será proporcional a Ca, tal que1,

CN = NCa, (3.24)

1O hamiltoniano para N átomos idênticos não interagentes é obtido substuindo o operador σ̂+ por S+ =∑N
i=1 σ̂

i
+ na Eq.(3.17) para k = 0 sendo S− = (S+)†. Onde σ̂i+ é o operador de Pauli atuando no j-ésimo

átomo. O cálculo da função resposta para N átomos será idêntico aquele realizado para um único átomo.
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de tal forma que a resposta negativa possa ser observada para um aglomerado qualquer de

ı́ons de dois ńıveis.

Figura 3.1: Energia média para o sistema atômico 〈ĤS/ω0〉 (linha hachurada multiplicada por
um fator 10 por questões de clareza) e bosônico (〈ĤR/ν〉) em função do número médio comum
de fótons térmicos ou fônons nth = mth, para k = 1 [1].

Figura 3.2: Energia média para o sistema atômico 〈ĤS/ω0〉 (linha hachurada multiplicada por
um fator 10 por questões de clareza) e bosônico (〈ĤR/ν〉) em função do número médio comum
de fótons térmicos ou fônons nth = mth, para k = 2 [1].

Variação da energia vibracional e interna do ı́on

Considerando o ı́on acoplado ao modo vibracional, usando a energia média de um sistema

individual ao invés da energia total não muda as nossas considerações, uma vez que existe

regiões onde a função resposta Ca (Eq.(3.22)) torna-se negativa para ambos os sistemas si-
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multaneamente e 〈ĤI〉 = 0 em todos os casos mencionados aqui, sendo ĤI o hamiltoniano de

interação dado pela Eq.(3.17). Tal resultado pode ser visto nas Figs.(3.1)-(3.2) para k = 1 e

k = 2, respectivamente. Os gráficos (3.1) e (3.2) representam a energia média para ambos os

sistemas, bosônico (〈ĤR/ν〉) e atômico (〈ĤS/ω0〉). Sendo a energia para o estado fundamental

|g〉 considerada como igual a zero [1].

De acordo com a Fig.(3.1), o efeito CBH ocorre para, nth = mth . 1.4 e . 0.9 para os

sistemas atômico e bosônico, respectivamente, para os parâmetros κ = 0.1γ e g1 = 1.0γ. Da

mesma forma da Fig.(3.2), o efeito CBH ocorre para nth = mth . 0.4 e . 1.2 para os sistemas

atômico e bosônico, respectivamente, para os parâmetros κ = 0.1γ e g2 = 0.2γ, sendo κ e γ as

taxas de emissão espontânea para o modo vibracional e os ńıveis internos do ı́on, a constante

de acoplamento g1 = iΩηL/2 e Ω é a frequência de Rabi.

3.3 Temperatura negativa na escala absoluta

Usando o modelo anti-Jaynes-Cummings como visto na seção anterior com o hamiltoniano na

representação dado por,

ĤI = gkσ̂−â
k + g∗kσ̂+(â†)k, k = 0, 1, 2, 3, ... (3.25)

onde a dinâmica sistema é resolvendo a equação mestra,

˙̂ρ(t) = −i[ĤI , ρ̂] + κ(nth + 1)D̂[â]ρ̂+ κnthD̂[â†]ρ̂+

+ γ(mth + 1)D̂[σ̂−]ρ̂+ γmthD̂[σ̂+]ρ̂, (3.26)

que as taxas de emissão espontânea para o modo vibracional e para os ńıveis internos do ı́on

por κ e γ, respectivamente. A intenção aqui é investigar como a energia e a correspondente

temperatura efetiva para o sistema de dois ńıveis variam de acordo com a cooperativadade

Ck = g2
k/γκ. Os gráficos mostrados na Fig.(3.3)(a)-(f) foram analisados no estado assintótico

do sistema ou seja, ˙̂ρ = 0 para t → ∞, k = 0, 1, 2, e 3. Sendo nth = mth = n, para n

variando de 0, 0.5, e 2.0, onde nth é o número médio de fônons do reservatório acoplado ao

modo vibracional, mth é o número médio de fótons dos ńıveis do ı́on.
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Figura 3.3: As figuras (a), (c), (e) mostram os gráficos da energia média do átomo 〈σ̂z〉 em
função da cooperativadade C, as figuras (b), (d), (f) representam os gráficos da temperatura
efetiva do sistema reescalonada kBT/ω0 em função dos valores de C. Onde o número médio
de fótons térmicos são n = 0, 0.5 e 2.0. Inversão de população ocorre para o valor linear do
AJCM k = 1 (linha azul sólida), e os valores não-lineares de AJCM k = 2 (linha tracejada
vermelha) e k = 3 (linha pontilhada verde). Ref. [2].

Observe nas figuras, (3.3)(a),(c),(e) que todos os estados assintóticos terminam com po-

pulação invertida 〈σ̂z〉 > 0, o que implica em temperatura negativa, observe também que o

ambiente para os sistemas atômico e bosônico suprime suavemente a inversão de população

evitando assim que o sistema de dois ńıveis alcance temperaturas negativas maiores. As figu-

ras, (3.3)(b),(d),(f) apresentam os gráficos da temperatura reescalonada kBT/ω0 em função da

cooperativadade. A não linearidade do modelo de anti-Jaynes-Cummings (k = 2 e 3) permite

obter populações invertidas para pequenos valores da cooperativadade, observe também que

para valores suficientemente altos de C, a temperatura negativa aproxima-se de 0K para todos

os valores de k = 1, 2 e 3.
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3.4 Resposta Negativa com uma cavidade ótica e campo

de ondas viajantes

Na presente seção estaremos interessados na resposta negativa apresentada pela intensi-

dade do campo eletromagnético usando um modo simples de um campo ótico e um átomo

de três ńıveis em uma configuração do tipo Λ dentro da cavidade. A proposta, um campo

de ondas viajantes de intensidade εin = ε, entra em uma caixa escura e um campo de sáıda

de amplitude εout deixa a caixa escura, tal que que algumas situações possam surgir como,

um aumento no campo de entrada ε, como consequência da redução do campo de sáıda εout,

ou de modo inverso, diminuindo ε, o campo de sáıda εout será aumentado. Tal investigação

será dada principalmente em canais dissipativos, investigando os regimes dos parâmetros que

otimizam tal efeito. Dispositivos que trabalham nesse regime de resposta negativa, encontra

aplicação principalmente em sistemas de segurança, como dispositivos eletrônicos senśıveis a

mudanças abruptas do campo de entrada. Na Fig.(3.4), temos uma representação do sistema

Figura 3.4: Representação pictórica do experimento proposto na Ref. [3]. Um campo de
entrada de intensidade ε colide com um divisor de feixe, onde os dois feixes resultantes refletido
εc e transmitido εp, campo de controle e de condução, respectivamente, são direcionados para
o átomo de três ńıveis dentro de uma cavidade ótica. Um polarizador S e uma lente L são
colocados no campo de controle εc para ajustar sua polarização e a frequência de Rabi para
interagir apropriadamente com uma transição atômica espećıfica.

f́ısico correspondendo ao protocolo útil para implementar uma resposta negativa com campos

luminosos e cavidades óticas. A proposta dada é a de um campo de condução de intensidade

ε, que servirá como nossa entrada, entrando em uma caixa escura ou será transmitido ou

refletido por um divisor de feixes, dos quais r e t são os coeficientes de reflexão e transmissão,

respectivamente. O feixe transmitido εp = tε, será usado como o campo de condução, é envi-
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ado através da parede que fica a esquerda de uma cavidade ótica com perdas de constante de

amortecimento κA e o feixe refletido εc = rε, será usado como um campo de controle, é direci-

onado para a entrada da cavidade ótica, ambos interagindo com um átomo de três ńıveis em

uma configuração Λ. O campo de sáıda emerge da caixa escura da parede à direita com uma

constante de amortecimento κB. É interessante notar que um aumento no campo de entrada

ε, causará um aumento em ambos os campos de controle εc e de condução εp, respectivamente.

A relação existente entre ambos os modos de sáıda e intracavidade serão dadas por,

âout =
√

2κAâ− εp, (3.27)

b̂out =
√

2κBâ, (3.28)

sendo, âout e b̂out operadores de aniquilação para os modos da esquerda e direita do campo de

sáıda, respectivamente, â é o operador de aniquilação para o modo da intracavidade. Logo,

conhecendo a dinâmica do campo da intracavidade, o feixe transmitido poderá ser obtido

diretamente.

Neste sistema um simples átomo de três ńıveis em uma configuração Λ tem dois estados

fundamentais |1〉 e |2〉 e um estado excitado |3〉. Este átomo de três ńıveis interage com um

modo da cavidade de frequência ω induzindo transições do tipo |1〉 ↔ |3〉 com frequência de

Rabi que será denotada por g. O campo de controle de frequência ωc induz transições do tipo

|2〉 ↔ |3〉 com frequência de Rabi Ωc, definida por,

Ωc =
µ

~
εc = rµ

√
ωc〈n〉
2~ε0Vc

, (3.29)

onde Vc é o volume quantizado com relação ao campo de controle e pode ser diminúıdo usando

uma lente para passar o feixe, ε0 é a permissividade elétrica do vácuo, µ é o elemento de

matriz do dipolo atômico de transição, 〈n〉 é o número médio de fótons do campo de entrada.

O hamiltoniano correspondente ao campo de condução sobre o modo da cavidade através da

parede esquerda,

Ĥp = Ωpâe
iωpt + Ω∗pâ

†e−iωpt, (3.30)
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sendo a frequência de Rabi do campo de prova dada por Ωp = −i
√

2κAεp. Estabelecendo o

estado |1〉 como sendo o ńıvel de referência, o hamiltoniano total (~ = 1),

Ĥ = ĤS + ĤR + ĤSR

= Ĥ0 + Ĥint (3.31)

onde o hamiltoniano livre (ou seja, sem interação) Ĥ0 e o hamiltoniano de interação ĤSR = Ĥint

[3],

Ĥ0 = ĤS + ĤR = ω3σ̂33 + ω2σ̂22 + ωâ†â, (3.32)

Ĥint = ĤSR = gâσ̂31 + Ωcσ̂32e
−iωct + Ωpâe

iωpt + Ω∗pâ
†e−iωpt, (3.33)

sendo σ̂ij = |i〉〈j|, com i, j = 1, 2, e 3. Na representação de interação o hamiltoniano Ĥint será

escrito como,

ˆ̃HSR(t) = ei(ĤS+ĤR)tĤSRe
−i(ĤS+ĤR)t

= eiĤ0tĤinte
−iĤ0t = ĤI(t). (3.34)

Logo,

ĤI(t) = gâσ̂31e
i(ω3−ω)t + Ωcσ̂32e

i[(ω3−ω2)−ωc]t + Ωpâe
i(ωp−ω)t + Ω∗pâ

†e−i(ωp−ω)t

= gâσ̂31e
i∆1t + Ωcσ̂32e

i∆ct + Ωpâe
i∆pt + Ω∗pâ

†e−i∆pt. (3.35)

e−iĤ0t = e−i[∆pâ†â−∆1σ̂33−(∆1−∆c)σ̂22−∆pσ̂11]t, poderemos eliminar a dependência temporal do

hamiltoniano ĤI(t),

ĤI = ∆1σ̂33 + (∆1 −∆c)σ̂22 + ∆pσ̂11 −∆pâ
†â+

+ gâσ̂31 + Ωcσ̂32 + Ωpâ+ Ω∗pâ
†. (3.36)

e a equação mestra para ĤI será [3];

˙̂ρ = −i[ĤI , ρ̂] + κD̂[â] + Γ31D̂[σ̂13] + Γ32D̂[σ̂23] + γ2D̂[σ̂22] + γ3D̂[σ̂33], (3.37)
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sendo Γij a taxa de decaimento da polarização atômica do estado |i〉 ↔ |j〉, γi é a defasagem

atômica do estado |i〉 → |j〉, κ representa a taxa de decaimento do campo na cavidade, ou

seja, κ = κA + κB e D̂ atua em um operador qualquer da mesma forma como está escrito

na Eq.(3.19). Um resultado interessante (Fig.(3.5)) é o gráfico do número médio de fótons

Figura 3.5: Gráfico do número médio de fótons do campo de sáıda em função da intensidade
normalizada do campo de entrada |ε/κ|2 para determinados valores da cooperativadade C, para
os parâmetros, Γ31 = Γ32 = Γ/2 = κ/2, ∆1 = ∆c = 0, ∆p = 1.1g, Ωc = 8ε e Ωp = −0.8i

√
κAε.

Ref. [3].

da sáıda 〈b†outbout〉/κ em função da intensidade do campo reescalonado |ε/κ|2. Para alguns

valores da cooperativadade C dada por C = g2/2κΓ, com parâmetros, Γ31 = Γ32 = Γ/2 = κ/2,

∆1 = ∆c = 0, ∆p = 1.1g, Ωc = 8ε e Ωp = −0.8i
√
κAε, como na Fig.(3.5).

Observe na Fig.(3.5) dois picos que ocorrem para valores da cooperativadade iguais a

C = 100 e C = 250, respectivamente, que é uma assinatura de resposta negativa. Começando

no primeiro pico, a transmissão diminui como consequência do aumento do campo de condução

devido ao movimento para a direita do primeiro pico. Assim, incrementando novamente,

desde que o sistema permita uma ressonância de dois fótons, até que ele caia na sequência.

Finalmente, a transmissão começa a aumentar para grandes valores do campo de entrada, até

que para um grande valor do campo de entrada, o número médio de fótons dentro da cavidade

aumenta linearmente com |ε/κ|2.

No presente caṕıtulo nosso objetivo foi mostrar como as técnicas desenvolvidas ao longo

dos caṕıtulos anteriores principalmente do caṕıtulo 2, são de suma importância no estudo de

sistemas abertos no contexto quântico de cavidades.
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Ferramentas como as aproximações de Born, Born-Markov e de Markov, e principalmente

na resolução da equação mestra para o hamiltoniano na representação de interação para siste-

mas bosônicos e fermiônicos, onde observamos também a assinatura de resposta negativa em

ambos os sistemas abordados, evidenciando assim um tema que a muito vem sendo debatido

e observado em Óptica Quântica.



Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho obtivemos a equação mestra para ambos os reservatórios térmicos, bosônico

(simulado por uma coleção de osciladores harmônicos acoplados) e fermiônico (simulado por

uma coleção de átomos de dois ńıveis). Ambas as equações mestra foram obtidas de forma

anaĺıtica usando hamiltonianos bem conhecidos, utilizamos também as aproximações de Born,

Born-Markov e de Markov, mostramos também a forma dessas equações em estados comprimi-

dos de vácuo e de Fock. Ao final mostramos a aplicação das equações mestra para fenômenos

que exibam resposta negativa, como o Cooling by Heating, observando gráficos da energia

média para ambos os sistemas atômico e bosônico em função do número médio de fótons

térmicos, da mesma forma a temperaturas negativas podem ser observadas em estados que

invertam sua população quando há uma certa injeção de energia. Por último estudamos um

resultado bastante interessante de assinatura de resposta negativa que consiste na observação

da diminuição do campo de sáıda de um feixe incidindo em uma cavidade ótica como resultado

do incremento no campo de entrada. Futuramente, pretendo aplicar as técnicas aqui estudadas

para investigar, via simulação numérica, quantos átomos são necessários para simular um re-

servatório fermiônico composto por um sistemas de dois ńıveis. Outra posśıvel aplicação seria

o estudo do efeito cooling by heating (CBH), descrito no caṕıtulo anterior, ocorrendo quando

o sistema de interesse interage com um reservatório fermiônico, especialmente no regime em

que o reservatório se encontra a uma temperatura efetiva negativa. Finalmente, uma outra

aplicação igualmente interessante seria o estudo comparativo das propriedades estat́ısticas dos

sistemas envolvidos no fenômeno CBH ocorrendo a temperaturas positivas e negativas.
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Apêndice A

Modelo de Jaynes-Cummings

Considere uma cavidade óptica e um átomo com uma frequência igual a ωa que pode estar

ou não em ressonância com o modo do campo dentro da cavidade. O fóton γ (modo do campo

eletromagnético) dentro da cavidade tem energia igual a ~ωc, que corresponde ao espaçamento

entre os ńıveis de energia do oscilador (átomo). O autoestado de energia |n〉 pode ser descrito

como o estado do modo da cavidade com precisamente n fótons.

Para o autoestado |n〉, podemos usar os operadores de aniquilação â e de criação â† que

são definidos na base de número ou de Fock |n〉, n = 0, 1, 2,...,∞, sendo n um número inteiro

real e positivo. Os operadores â e â† possuem as seguintes propriedades,

â†|n〉 =
√
n+ 1|n+ 1〉, (A.1-1)

â|n〉 =
√
n|n− 1〉, (A.1-2)

â|0〉 = 0, (A.1-3)

â†â|n〉 = n|n〉. (A.1-4)

|0〉 é o estado de vácuo.

A.1 Descrição para um átomo de dois ńıveis

A descrição de um átomo de dois ńıveis pode ser realizada da mesma forma que em um sistema

de spin 1/2. Para tal sistema um estado qualquer pode ser escrito com a combinação linear

dos estados |e〉 (estado fundamental) e |g〉 (estado excitado), representada como um vetor
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bidimensional no espaço de Hilbert dada por:

α|e〉+ β|g〉 ≡
(
α

β

)
(A.2)

sendo α e β dois números quaisquer. Os estados |g〉 e |e〉 são escritos matricialmente como:

|g〉 =

(
0

1

)
e |e〉 =

(
1

0

)
. (A.3)

Para tal sistema, uma base útil é aquela dada pelo conjunto formado pelas matrizes de

Pauli,

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (A.4)

os operadores de transição eletrônica σ̂+ (“levantamento”), σ̂− (“abaixamento”) e σ̂z podem

ser escritos na base {|g〉, |e〉} como,

σ̂+ = |e〉〈g| =
(

0 1
0 0

)
, σ̂− = |g〉〈e| =

(
0 0
1 0

)
, (A.5)

σ̂z = |e〉〈e| − |g〉〈g|. (A.6)

Os autoestados de energia são dados por,

σ̂z|g〉 = (|e〉〈e| − |g〉〈g|) |g〉 = −|g〉, (A.7-1)

σ̂+|g〉 = (|e〉〈g|)|g〉 = |e〉, (A.7-2)

σ̂−|g〉 = (|g〉〈e|)|g〉 = 0, (A.7-3)

σ̂+|e〉 = (|e〉〈g|)|e〉 = 0, (A.7-4)

σ̂−|e〉 = (|g〉〈e|)|e〉 = |g〉, (A.7-5)

σ̂z|e〉 = (|e〉〈e| − |g〉〈g|) |e〉 = |e〉. (A.7-6)

O processo de interação pode ocorrer por exemplo quando um fóton é absorvido pelo átomo,

sendo levado do estado fundamental para o estado excitado. Um operador útil para descrever

esse processo é dado pelo produto, σ̂+â. O processo inverso ou seja, o átomo voltando para o

estado fundamental, emitindo um fóton é dado por, σ̂−â
†.
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O hamiltoniano de interação para esse sistema Ĥint é dado por,

Ĥint = ~Ω(σ̂+ + σ̂−)(â+ â†) (A.8)

= ~Ω[(σ̂+â+ σ̂−â
†)︸ ︷︷ ︸

Termos de onda
girante.

+ (σ̂+â
† + σ̂−â)︸ ︷︷ ︸

Termos de onda
contra-girante.

] (A.9)

usando a aproximação de onda girante (descartando os termos que oscilam muito rápido no

tempo), encontraremos:

Ĥint = ~Ω(σ̂+â+ σ̂−â
†). (A.10)

sendo Ω a constante de acoplamento que determina a intensidade da interação (frequência de

Rabi).

Logo o hamiltoniano total Ĥtotal na representação de Schrödinger para o sistema átomo-

campo é escrito como,

Ĥtotal = Ĥcampo + Ĥátomo + Ĥint (A.11)

Ĥtotal = ~ωc
(
ââ† +

1

2

)
+

~ωa
2
σ̂z + ~Ω(σ̂+â+ σ̂−â

†). (A.12)

Tal modelo é conhecido como modelo de Jaynes-Cummings.

Os autovalores para o hamiltoniano do átomo de 2-ńıveis na base {|e〉, |g〉} são dados

respectivamente por,

Ĥátomo|e〉 =
~ωa
2
σ̂z|e〉 =

~ωa
2
|e〉, (A.13)

Ĥátomo|g〉 =
~ωa
2
σ̂z|g〉 = −~ωa

2
|g〉. (A.14)

O espaço de Hilbert para o sistema composto átomo-campo é dado pelo produto tensorial

de ambos os espaços de Hilbert do átomo e do campo:

Htotal = Hátomo ⊗Hcampo, (A.15)

com uma base ortonormal dada por,

{|e〉 ⊗ |n〉, |g〉 ⊗ |n〉}; n = 0, 1, 2, ...,∞. (A.16)



Apêndice B

Cálculo da média do produto dos
operadores Γ̂(t) e Γ̂†(t) na representação
de interação

B.1 Caso Bosônico

O operador Γ̂ =
∑

j κj r̂j poderá ser escrito na representação de interação como,

ˆ̃Γ(t) = e
i
~ ĤRtΓ̂e−

i
~ ĤRt =

∑
j

κj r̂je
−iωjt, (B.1)

e

ˆ̃Γ†(t) = e
i
~ ĤRtΓ̂†e−

i
~ ĤRt =

∑
j

κ∗j r̂
†
je
iωjt. (B.2)

Logo,

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R = trR

[
ˆ̃Γ(t)R̂0

ˆ̃Γ(t′)
]

= trR

[
R̂0

ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)
]

= trR

[
ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)R̂0

]
= trR

[
R̂0

∑
j

κj r̂je
−iωjt

∑
l

κlr̂le
−iωlt′

]
=

∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trR

(
r̂j r̂lR̂0

)
=

∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trR

[
r̂j r̂l

∏
j

e−β~ωj r̂
†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

)]
(B.3)
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=
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trRj

[
r̂j r̂le

−β~ωj r̂†j r̂j
(
1− e−β~ωj

)]
=

∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′〈nj|〈nl|...〈n2|〈n1|r̂j r̂le−β~ωj r̂
†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

)
|n1〉|n2〉...|nl〉|nj〉

=
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′〈nj|〈nl|...〈n2|〈n1|r̂j r̂le−β~ωjnj
(
1− e−β~ωj

)
|n1〉|n2〉...|nl〉|nj〉

=
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′√
nj
√
nl{〈nk|}{|nk − 1〉}

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R = 0. (B.4)

Onde utilizamos a série geométrica

e−β~ωjnj =
1

1− e−β~ωj
, (B.5)

sendo {|nk〉} = |n1〉|n2〉...|nl〉|nj〉.

Da mesma forma encontraremos:

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R = trR

[
ˆ̃Γ†(t)R̂0

ˆ̃Γ†(t′)
]

= trR

[
R̂0

ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)
]

= trR

[
ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)R̂0

]
= trR

[
R̂0

∑
j

κ∗j r̂
†
je
iωjt
∑
l

κ∗l r̂
†
l e
iωlt

′

]
=

∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′
trR

(
r̂†j r̂
†
l R̂0

)
=

∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′
trR

[
r̂†j r̂
†
l

∏
j

e−β~ωj r̂
†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

)]
(B.6)

=
∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′
trRj

[
r̂†j r̂
†
l e
−β~ωj r̂†j r̂j

(
1− e−β~ωj

)]
=

∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′〈nj|〈nl|...〈n2|〈n1|r̂†j r̂
†
l e
−β~ωj r̂†j r̂j

(
1− e−β~ωj

)
|n1〉|n2〉...|nl〉|nj〉

=
∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′〈nj|〈nl|...〈n2|〈n1|r̂†j r̂
†
l e
−β~ωjnj

(
1− e−β~ωj

)
|n1〉|n2〉...|nl〉|nj〉

=
∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′√
nj + 1

√
nl + 1{〈nk|}{|nk + 1〉}

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R = 0. (B.7)
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O desenvolvimento de 〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R e 〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R, será feito da seguinte forma, respectiva-

mente,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κ∗jκle
iωjte−iωlt

′
trR

(
r̂†j r̂lR̂0

)
, (B.8)

e

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κjκ
∗
l e
−iωjteiωlt

′
trR

(
r̂j r̂
†
l R̂0

)
. (B.9)

Se j 6= l teremos,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κ∗jκle
iωjte−iωlt

′〈nj|〈nl|...〈n2|〈n1|r̂†j r̂le−β~ωj r̂
†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

)
|n1〉|n2〉...|nl〉|nj〉

=
∑
j,l

κ∗jκle
iωjte−iωlt

′√
nj + 1

√
nle
−β~ωjnj

(
1− e−β~ωj

)
...〈nl|nl − 1〉...〈nj|nj + 1〉

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κjκ
∗
l e
−iωjteiωlt

′〈nj|〈nl|...〈n2|〈n1|r̂j r̂†l e
−β~ωj r̂†j r̂j

(
1− e−β~ωj

)
|n1〉|n2〉...|nl〉|nj〉

=
∑
j,l

κjκ
∗
l e
−iωjteiωlt

′√
nj
√
nl + 1e−β~ωjnj

(
1− e−β~ωj

)
...〈nl|nl + 1〉...〈nj|nj − 1〉

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R = 0 e 〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R = 0. (B.10)

Se j = l teremos,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)trR

[∏
j

e−β~ωj r̂
†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

)
r̂†j r̂j

]
=

∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)trRj

[
e−β~ωj r̂

†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

)
r̂†j r̂j

]
=

∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)〈nj|e−β~ωj r̂

†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

)
r̂†j r̂j|nj〉

=
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)nje

−β~ωjnj
(
1− e−β~ωj

)
. (B.11)

Observe que,

nje
−β~ωjnj = − 1

~ωj
∂

∂β
e−β~ωjnj , (B.12)

onde,

e−β~ωjnj =
1

1− e−β~ωj
, (B.13)
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que é a série geométrica. Substituindo a Eq.(B.13) na Eq.(B.12) encontraremos

nje
−β~ωjnj = − 1

~ωj

[
− ~ωje−β~ωj

(1− e−β~ωj)2

]
=

e−β~ωj

(1− e−β~ωj)2 , (B.14)

levando esse resultado na Eq.(B.11) resulta em

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′) e−β~ωj

1− e−β~ωj

=
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)n̄(ωj, β), (B.15)

com,

n̄(ωj, β) = trR

(
r̂†j r̂lR̂0

)
δj,l. (B.16)

Da mesma forma encontraremos

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)trR

[∏
j

e−β~ωj r̂
†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

)
r̂j r̂
†
j

]

=
∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)trR

[∏
j

e−β~ωj r̂
†
j r̂j
(
1− e−β~ωj

) (
1 + r̂†j r̂j

)]
=

∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)(1 + nj)e

−β~ωjnj
(
1− e−β~ωj

)
=

∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′) [1 + n̄(ωj, β)] . (B.17)

Na Eq.(B.17) usamos o fato de que,

[r̂j, r̂
†
j ] = 1 =⇒ r̂j r̂

†
j = 1 + r̂†j r̂j. (B.18)
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B.2 Caso Fermiônico

Da mesma forma como para o reservatório térmico bosônico encontraremos de forma similar

para o reservatório térmico fermiônico,

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trR

[
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
−,l R̂0

]

=
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trR

[
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
−,l

∏
j

e−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

]

=
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trRj

[
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
−,l e

−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

]

=
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′

[
〈gj|〈gl|

σ̂
(R)
−,j σ̂

(R)
−,l e

−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj
|gl〉|gj〉+

+ 〈ej|〈el|
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
−,l e

−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj
|el〉|ej〉

]

=
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′

{
e(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈gj| σ̂(R)

−,j |gj〉︸ ︷︷ ︸
=0

〈gl| σ̂(R)
−,j |gl〉︸ ︷︷ ︸

=0

]
+

+
e−(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈ej| σ̂(R)

−,j |ej〉︸ ︷︷ ︸
=|gj〉

〈el| σ̂(R)
−,j |el〉︸ ︷︷ ︸
=|gl〉

]}

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R = 0. (B.19)
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Da mesma forma

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′
trR

[
σ̂

(R)
+,j σ̂

(R)
+,l R̂0

]

=
∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′
trRj

[
σ̂

(R)
+,j σ̂

(R)
+,l

∏
j

e−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

]

=
∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′

[
〈gj|〈gl|

σ̂
(R)
+,j σ̂

(R)
+,l e

−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj
|gj〉|gl〉+

+ 〈ej|〈el|
σ̂

(R)
+,j σ̂

(R)
+,l e

−(β~/2)ωj σ̂
(R)
z,j

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj
|el〉|ej〉

]

=
∑
j,l

κ∗jκ
∗
l e
iωjteiωlt

′

{
e(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈gj| σ̂(R)

+,j |gj〉︸ ︷︷ ︸
=|ej〉

〈gl| σ̂(R)
+,l |gl〉︸ ︷︷ ︸
=|el〉

]
+

+
e−(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈ej| σ̂(R)

+,j |ej〉︸ ︷︷ ︸
=0

〈el| σ̂(R)
+,l |el〉︸ ︷︷ ︸

=0

]}

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R = 0, (B.20)

O desenvolvimento de 〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R e 〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R, será feito da seguinte forma, respectiva-

mente,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κ∗jκle
iωjte−iωlt

′
trR

(
σ̂

(R)
+,j σ̂

(R)
−,l R̂0

)
, (B.21)

e

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κjκ
∗
l e
−iωjteiωlt

′
trR

(
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
+,l R̂0

)
. (B.22)

Quando (j 6= l),

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κ∗jκle
iωjte−iωlt

′

{
e(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈gj| σ̂(R)

+,j |gj〉︸ ︷︷ ︸
=|ej〉

〈gl| σ̂(R)
−,l |gl〉︸ ︷︷ ︸

=0

]
+

+
e−(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈ej| σ̂(R)

+,j |ej〉︸ ︷︷ ︸
=0

〈el| σ̂(R)
−,l |el〉︸ ︷︷ ︸
=|gl〉

]}

= 0. (B.23)
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〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κjκ
∗
l e
−iωjteiωlt

′

{
e(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈gj| σ̂(R)

+,j |gj〉︸ ︷︷ ︸
=0

〈gl| σ̂(R)
−,l |gl〉︸ ︷︷ ︸
=|el〉

]
+

+
e−(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈ej| σ̂(R)

+,j |ej〉︸ ︷︷ ︸
=|gj〉

〈el| σ̂(R)
−,l |el〉︸ ︷︷ ︸

=0

]}

= 0. (B.24)

Quando (j = l),

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)

{
e(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈gj|σ̂(R)

+,j σ̂
(R)
−,j |gj〉︸ ︷︷ ︸

=0

]
+

+
e−(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈ej|

=|ej〉︷ ︸︸ ︷
σ̂

(R)
+,j σ̂

(R)
−,j |ej〉︸ ︷︷ ︸
=|gj〉

]}

=
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′) 1

eβ~ωj + 1

=
∑
j

|κj|2eiωj(t−t
′)n̄(ωj, β), (B.25)

com,

n̄(ωj, β) = trR

[
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
+,l R̂0

]
δj,l. (B.26)

Da mesma forma encontraremos,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)

{
e(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈gj|

=|gj〉︷ ︸︸ ︷
σ̂

(R)
−,j σ̂

(R)
+,j |gj〉︸ ︷︷ ︸
=|ej〉

]
+

+
e−(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

[
〈ej|σ̂(R)

−,j σ̂
(R)
+,j |ej〉︸ ︷︷ ︸

=0

]}

=
∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)

[
e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj − e−(β~/2)ωj

e(β~/2)ωj + e−(β~/2)ωj

]

=
∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)

[
1− 1

e(β~/2)ωj + 1

]
=

∑
j

|κj|2e−iωj(t−t
′)[1− n̄(ωj, β)]. (B.27)
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B.3 Caso Vácuo Comprimido

Da mesma forma como fizemos para os reservatórios térmicos bosônico e fermiônico encontra-

remos para o reservatório de vácuo comprimido:

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R = trR

[
R̂0

∑
j

κj b̂
†
je
iωjt
∑
l

κlb̂
†
l e
iωlt

′

]
=

∑
j,l

κjκle
iωjteiωlt

′
trR

(
R̂0b̂

†
j b̂
†
l

)
(B.28)

Quando (l 6= j),

trR

(
R̂0b̂

†
j b̂
†
l

)
= trR

(∏
j

Ŝj(ξ)|0j〉〈0j|Ŝ†j (ξ)b̂
†
j b̂
†
l

)
= trRj

(
Ŝj|0j〉〈0j|Ŝ†j b̂

†
j b̂
†
l

)
= 〈0j|Ŝ†j b̂

†
j ŜjŜ

†
j︸︷︷︸

=1

b̂†l Ŝj|0j〉

= 〈0j|
[
b̂†j cosh(r)− b̂je−iθ sinh(r)

]
Ŝ†j b̂

†
l Ŝj|0j〉

= 〈0j| b̂†j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

b̂†l cosh(r)− 〈0j| b̂j|0j︸︷︷︸
=0

〉b̂†l e
−iθ sinh(r)

= 〈0j|1j〉b̂†l cosh(r)

= 0. (B.29)

Quando (l = j),

trR

(
R̂0b̂

†
j b̂
†
l

)
= 〈0j|

[
b̂†j cosh(r)− b̂je−iθ sinh(r)

] [
b̂†j cosh(r)− b̂je−iθ sinh(r)

]
|0j〉

= 〈0j|

=|2j〉︷ ︸︸ ︷
b̂†j b̂
†
j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

cosh2(r)− 〈0j|b̂†j b̂j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=0

e−iθ cosh(r) sinh(r)−

− 〈0j|

=|0j〉︷ ︸︸ ︷
b̂j b̂
†
j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

e−iθ cosh(r) sinh(r) + 〈0j|b̂j b̂j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=0

e−2iθ sinh2(r)

= −e−iθ cosh(r) sinh(r). (B.30)
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Assim:

trR

(
R̂0b̂

†
j b̂
†
l

)
= −e−iθ cosh(r) sinh(r)δj,l. (B.31)

Substituindo este resultado na Eq.(B.28) encontraremos,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R = −
∑
j,l

κjκle
iωjteiωlt

′
e−iθ cosh(r) sinh(r)δj,l. (B.32)

Da mesma maneira encontraremos,

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
trR

(
R̂0b̂j b̂l

)
(B.33)

= −
∑
j,l

κjκle
−iωjte−iωlt

′
eiθ cosh(r) sinh(r)δj,l. (B.34)

Para os termos cruzados segue que,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
iωjte−iωlt

′
trR

(
R̂0b̂

†
j b̂l

)
=

∑
j,l

κjκle
iωjte−iωlt

′〈0j|Ŝ†j b̂
†
j b̂lŜ

†
j |0j〉 (B.35)

e

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
−iωjteiωlt

′
trR

(
R̂0b̂j b̂

†
l

)
=

∑
j,l

κjκle
−iωjteiωlt

′〈0j|Ŝ†j b̂j b̂
†
l Ŝ
†
j |0j〉 (B.36)

Quando (l 6= j),

trR

(
R̂0b̂

†
j b̂l

)
= 〈0j|

[
b̂†j cosh(r)− b̂je−iθ sinh(r)

]
Ŝ†j b̂

†
l Ŝj|0j〉

= 〈0j| b̂†j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

b̂l cosh(r)− 〈0j| b̂j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=0

b̂le
−iθ sinh(r)

= 0. (B.37)

e

trR

(
R̂0b̂j b̂

†
l

)
= 〈0j|

[
b̂j cosh(r)− b̂†jeiθ sinh(r)

]
Ŝ†j b̂

†
l Ŝj|0j〉

= 〈0j| b̂j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=0

b̂†l cosh(r)− 〈0j| b̂†j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

b̂†l e
iθ sinh(r)

= 0. (B.38)
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Quando (l = j),

trR

(
R̂0b̂

†
j b̂j

)
= 〈0j|

[
b̂†j cosh(r)− b̂je−iθ sinh(r)

] [
b̂j cosh(r)− b̂†jeiθ sinh(r)

]
|0j〉

= 〈0j|b̂†j b̂j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=0

cosh2(r)− 〈0j|

=|2j〉︷ ︸︸ ︷
b̂†j b̂
†
j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

eiθ cosh(r) sinh(r)−

− 〈0j|b̂j b̂j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=0

e−iθ cosh(r) sinh(r) + 〈0j|

=|0j〉︷ ︸︸ ︷
b̂j b̂
†
j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

sinh2(r)

= sinh2(r) (B.39)

e

trR

(
R̂0b̂j b̂

†
j

)
= 〈0j|

[
b̂j cosh(r)− b̂†jeiθ sinh(r)

] [
b̂†j cosh(r)− b̂je−iθ sinh(r)

]
|0j〉

= 〈0j|

=|0j〉︷ ︸︸ ︷
b̂j b̂
†
j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

cosh2(r)− 〈0j|b̂j b̂j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=0

e−iθ cosh(r) sinh(r)−

− 〈0j|

=|2j〉︷ ︸︸ ︷
b̂†j b̂
†
j|1j〉︸ ︷︷ ︸
=|1j〉

eiθ cosh(r) sinh(r) + 〈0j|b̂†j b̂j|0j〉︸ ︷︷ ︸
=0

sinh2(r)

= cosh2(r) (B.40)

Substituindo esses resultados nas Eq.(B.35)-(B.36), encontraremos respectivamente que,

〈ˆ̃Γ†(t)ˆ̃Γ(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
iωjte−iωlt

′
trR

(
R̂0b̂

†
j b̂l

)
=

∑
j,l

κjκle
iωjte−iωlt

′
sinh2(r) (B.41)

e

〈ˆ̃Γ(t)ˆ̃Γ†(t′)〉R =
∑
j,l

κjκle
−iωjteiωlt

′
trR

(
R̂0b̂j b̂

†
l

)
=

∑
j,l

κjκle
−iωjteiωlt

′
cosh2(r). (B.42)



Apêndice C

Cálculo de α e β

Seja

α ≡
t∫

0

dτ

+∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2, (C.1)

e

β ≡
t∫

0

dτ

+∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, β). (C.2)

Inicialmente note que a integração em ω resulta em,

t∫
0

dτe−i(ω−ω0)τ =
i

ω − ω0

[
e−i(ω−ω0)t − 1

]
=

sin(ω − ω0)t

ω − ω0

− i
[

1− cos(ω − ω0)t

ω − ω0

]
, (C.3)

que será igual a,

lim
t→+∞

+∞∫
−∞

dωf(ω)

t∫
0

dτe−i(ω−ω0)τ = lim
t→+∞

+∞∫
−∞

dωf(ω)
sin(ω − ω0)t

ω − ω0

−

− i lim
t→+∞

+∞∫
−∞

dωf(ω)

[
1− cos(ω − ω0)t

ω − ω0

]
, (C.4)
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onde t→ 0 serve para antecipar a integração em ω, temos que a primeira integração do lado

direito da igualdade resulta em,

lim
t→+∞

+∞∫
−∞

dωf(ω)
sin(ω − ω0)t

ω − ω0

= π

+∞∫
−∞

dωf(ω) lim
t→+∞

[
1

π

sin(ω − ω0)t

ω − ω0

]
︸ ︷︷ ︸

=δ(ω−ω0)

= π

+∞∫
−∞

dωf(ω)δ(ω − ω0)

= πf(ω0). (C.5)

Para a segunda integração teremos

+∞∫
−∞

dωf(ω)

[
1− cos(ω − ω0)t

ω − ω0

]
=

+∞∫
−∞

dω
f(ω)

ω − ω0

− lim
t→+∞

+∞∫
−∞

dωf(ω)
cos(ω − ω0)t

ω − ω0

=

+∞∫
−∞

dω
f(ω)

ω − ω0

− π lim
t→+∞

+∞∫
−∞

dωf(ω)

[
1

π

cos(ω − ω0)

ω − ω0

]
︸ ︷︷ ︸

=δ(ω−ω0)

= VP

+∞∫
−∞

dω
f(ω)

ω − ω0

, (C.6)

onde, a abreviação VP antes do sinal da integral significa o valor principal da função sob o

sinal de integração [74]. Substituindo os resultados (C.5), (C.6) na Eq.(C.1) encontraremos,

α =

t∫
0

dτ

+∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2

= π

+∞∫
0

dωδ(ω − ω0)g(ω)|κ(ω)|2 − iVP

+∞∫
0

dω
g(ω)|κ(ω)|2

ω − ω0

= πg(ω0)|κ(ω0)|2 + iVP

+∞∫
0

dω
g(ω)|κ(ω)|2

ω0 − ω

α = πg(ω0)|κ(ω0)|2 + i∆. (C.7)
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Da mesma forma para β,

β =

t∫
0

dτ

+∞∫
0

dωe−i(ω−ω0)τg(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, T )

= π

+∞∫
0

dωδ(ω − ω0)g(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, T )− iVP

+∞∫
0

dω
g(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, T )

ω − ω0

= πg(ω0)|κ(ω0)|2n̄(ω0, T ) + iVP

+∞∫
0

dω
g(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, T )

ω0 − ω

β = πg(ω0)|κ(ω0)|2n̄(ω0, T ) + i∆′. (C.8)

onde,

∆ = VP

+∞∫
0

d(ω)
g(ω)|κ(ω)|2

ω0 − ω
, (C.9)

∆′ = VP

+∞∫
0

d(ω)
g(ω)|κ(ω)|2n̄(ω, T )

ω0 − ω
. (C.10)
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