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Resumo

Dassael Fabricio dos Reis Santos. Problemas de Auto-Valor Nao-Lineares:
Métodos Topolégicos, Variacionais e um Teorema Geral de Sub e Super So-
lucoes. Goiania, 2014. 146p. Dissertacao de Mestrado. Instituto de Matematica
e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

Neste trabalho estudaremos existéncia e multiplicidade de solugdes nao-negativas do

problema eliptico nao-linear

—div(A(x,Vu)) = Af(x,u) em Q
u =0 em 0Q,

onde Q ¢ RN é um dominio limitado com fronteira dQ suave, A > 0 é um parametro,
f:Qx[0,0) — ReA:QxRY — RN satisfazem as condicdes de Carathéodory,
A € monotodnico e f satisfaz uma condicdo de crescimento. Para este fim utilizaremos o
método de Sub e Super Solucdes, Teoria do Grau Topoldgico, argumentos de simetria e

métodos variacionais.

Palavras—chave
Problemas Nao-Lineares, Sub e Super Soluc¢des, Grau Topoldgico, Minimizagao,

Principios de Maximo.



Abstract

Dassael Fabricio dos Reis Santos. Nonlinear Eigenvalue Problems: Variati-
onal, Topological Methods and a General Theorem of the Sub and Super-
solutions,. Goiania, 2014. 146p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemdtica e
Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work we study existence and multiplicity of non-negative solutions of the nonlinear

elliptic problem

—div(A(x,Vu)) = Af(x,u) in Q
u =0 in dQ

where Q C R" is a bounded domain with smooth boundary 9Q, A > 0 is a parameter,
f:Qx[0,00) — R and A : Q x RY — RV satisfy the Carathéodory conditions, A
i1s monotone and f satisfies a growth condition. To this end we use the method of Sub
and Supersolutions, Topological Degree Theory, simmetry arguments and variational

methods.

Keywords
Nonlinear Problems, Sub and Supersolutions, Topological Degree, Minimiza-

tion, Maximum Principles.
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Introducao

Neste trabalho utilizaremos métodos topoldgicos, variacionais e técnicas de sub
e super solugdes para estudar existéncia e multiplicidade de solu¢des nao-negativas de

problemas nao-lineares da forma

{—div(A(x,Vu)) = Af(x,u) em Q, (0-1)

u = 0 em 0L,

onde Q C RN é um dominio limitado com fronteira 0Q regular, A > 0 é um pariametro,
enquanto que f: Q x [0,00) —> R e A: Q x RY — RV satisfazem as condigdes de
Carathéodory com

A= (A1,Ay,...,AN).

Observamos que

ou ou
A(x,Vu) =Vu, onde Vu= (a—m,...,%)

A(x,Vu) =| Vu [P Vu, onde 1< p < oo,
A(x,Vu) = 0(| Vu |)Vu, onde ¢: (0,00) — (0,00) é continua,
sdo exemplos de operadores A(x, Vu) que aparecem no problema (0-1).
Enunciaremos a seguir os resultados principais deste trabalho.

No Capitulo 3 estudaremos existéncia e multiplicidade de solucdes cldssicas

positivas para o problema ndo-linear de auto-valor

(0-2)

—Au = Af(u) em Q.
u = 0 em 0Q,
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que € um caso particular de (0-1) visto que
Au = div(Vu).

O principal resultado do Capitulo 3 é devido a Hess [17], foi motivado por
trabalhos de Brown e Budin [6] e em esséncia garante existéncia de multiplas solugdes
para o problema de auto-valor ndo-linear (0-2) em que o termo ndo-linear tem um
comportamento oscilatdrio.

Com o ojetivo de enunciar o nosso principal resultado formularemos abaixo as
hipdteses em f:

suporemos que f € C'([0,), R) satisfaz as seguintes condi¢des:

(f1) f(0)>0;

(f2) existem nimeros aj,a,---,an € (0,00), tais que,

ar <ay <---<apy,

f(ak>:07 kzl?ama

(f3) max{F(s); 0<s<ar_1}<F(ay), k=2,---,m, onde

O resultado € o seguinte:

Teorema 0.1 Suponha que dQ é suave e que f satisfaz (f1) — (f3). Entdo, existe um
niimero Ay > 0, tal que, para cada A > Ay, o problema (0-2) tem pelo menos 2m — 1

solugdes cldssicas positivas, a saber u1,up,ua, - - ,lny, y € C**(Q) satisfazendo
0<||up ||o<ar e ar—1 <|| tg ||oos || Up [|o< ary k=2,...,m.

Além disso,

U <up <<y e up<ug em Q, k=2,....m.

A demonstracdo do Teorema 0.1 utiliza Métodos Variacionais (Minimizag¢ao
Global), Métodos Topoldgicos (Grau Topologico de Leray-Schauder) e argumentos en-

volvendo Sub e Super Solugdes.
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No Capitulo 4 estudaremos existéncia e multiplicidade de solugdes fracas nao-

negativas para o problema ndo-linear de auto-valor

{—Apu = Af(u) em Q, 03)

u =0 em 0Q,
que € um caso particular de (0-1) visto que
Apu=div(| Vu [P2 Vu), 1< p<oo.

O principal resultado do Capitulo 4 € devido a Loc e Schmitt [26], generaliza o
resultado anterior de Hess no sentido de que € exigido apenas que f € C([0,0),R) e que f
pode se anular na origem. Com o ojetivo de enunciar o principal resultado deste capitulo
formularemos abaixo as hipdteses em f:

suporemos que f € C([0,00), R) satisfaz as seguintes condigdes:

(f1)" f£(0) > 0;
(f2) existem constantes ay,by,az,b2,+,by—1,an € (0,00), tais que,

ar<bp<ay<by<---<bp_1<ay

se  ap <s<by, (0-4)

—N—
~ s
==
IV IA
o O

se by <s<apyt,

paral <k <m-—1;

(f3)' paral <k <m—1 tem-se

/a " b s)ds > 0.

k

Observamos também que a condi¢@o (f3)" é necessdria para existéncia de solu-

¢oes u com ay <|| ug ||o< gy -

O resultado € o seguinte:

Teorema 0.2 Suponha que 02 é regular e que f satisfaz as condicoes (f1) — (f3)'. Entédo
existe Ay > 0, tal que, para cada A > A\, o problema (0-3) tem pelo menos m — 1 solucées
fracas ndo-negativas uy, ..., upy_ € WO1 P(Q)NL™(Q), satisfazendo

ar <|| ug |o< agy1, 1<k<m—1. (0-5)
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Além disso, se u € WOl P(Q)NL7(Q) é solugdo fraca ndo-negativa de (0-3) satisfazendo
(0-5), entdo
Ak+1
(s)ds >0, 1 <k<m-—1.

Ak

A defini¢c@o e observagdes sobre solucdes fracas do problema (0-3) serdo dadas
no Capitulo 4.

A demonstracdo do Teorema 0.2 utiliza Métodos Variacionais (Minimizagao
Global) e argumentos envolvendo Simetria, Sub e Super Solu¢des e Principios de Mé-
Ximo.

O Capitulo 1 trata sobre existéncia de solucdes fracas a partir da existéncia de
sub e super solucdes fracas do problema na forma geral (0-1). As defini¢des de sub e
super solucdes fracas serdo dadas naquele capitulo.

Introduziremos a seguir um conjunto geral de hipdteses que serdo exploradas no

Capitulo 1. Suporemos que A satisfaz as condigdes:
(A1) (Crescimento) existem a; € Lp/(Q) e by > 0, tal que,
[A@E) [Sar(x) +o1 &P, 1< p<es, (0-6)

para quase todo x € Q e para todo & € RY.
(A2) (Monotonicidade) A ¢ monotonico, isto &,

(A(x,E) —A(x,E))(E~E) >0, (0-7)

para quase todo x € Q e para todo & € RY.
(A3) (Coercividade) A é coercivo no sentido de que, existem ap € L' (Q) e by > 0, tais
que,
AX8)E = by [§ 7 —ax(x), (0-8)

para quase todo x € Q e para todo & € RY.

Os principais resultados do Capitulo 1 sdo formas gerais devidas a Le e Schmitt

[24] de resultados sobre sub e super solucdes.

Em linhas gerais, o resultado abaixo garante existéncia de uma solucdo u €
Wol’p (Q) do problema (0-1) entre uma sub e uma super solucdo dadas u,# € WP(Q),
u

comu <uem Q.

Teorema 0.3 Suponha que 0Q ¢ lipschitz e que A satisfaz (A1) — (A3). Sejam u,u €

WP (Q) sub e super solugées, respectivamente, do problema (0-1) tais que u < . Seja
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f: QX IR — R uma funcdo de Carathéodory satisfazendo:
| f(x,5) [ a(x), g.tp. x€Q, u(x)<s<u(x), (0-9)

onde a € LV (Q) com %—Fl% =1
Entdo, existe uma solugcdo u € WO1 P (Q) do problema (0-1), tal que,

u<u<u, gtp.em Q.

A demonstracdo do Teorema (.3 consiste em escrever o problema (0-1) em
termos de uma equacio de operadores em W17 (Q), efetuar uma decomposigio apro-
priada desses operadores e por fim aplicar uma forma generalizada para operadores

pseudomonotonicos do Teorema de Browder-Minty.

O resultado a seguir generaliza o Teorema 0.3 mostrando que o miximo de
um nimero finito de subsolu¢des e 0 minimo de um nimero finito de super solucdes sao,
respectivamente, sub e super solugdes do problema (0-1). Além disso, garante a existéncia
de uma solugdo do problema (0-1) entre 0 mdximo de um ndmero finito de subsolugdes

dadas e o minimo de um nimero finito de super solucdes dadas.

Teorema 0.4 Suponha que 0Q € lipschitz e que A satisfaz (A1) — (A3z). Sejam
ug,...u, € Wr(Q)

subsolucoes do problema (0-1) e faca
Uy =max{u,...,u,}.

—=m

Sejam
ul,...,ug € Wl’p(Q.)

super solucoes do problema (0-1) e faca
Hp = min{#y, ..., U }.
Suponha que uy < up e seja f : Q x R — R uma fungdo de Carathéodory satisfazendo:
| f(x5) |S alx), qtp. x€Q, u(x) <s<p(x), (0-10)

onde a € LV (Q) com %—FI% =1

Entdo,
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(i) ug, o € WP (Q) sdo, respectivamente, sub e super solugées de (0-1),

ii) existe uma solugdo u € W P(Q) do problema (0-1), tal que,
0
ug <u<uy, gq.tp.em Q.

A demonstracao do Teorema 0.4 utiliza o Teorema (0.3, resultados de densidade
classicos para Espacos de Sobolev e o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

No Capitulo 2 faremos um breve resumo sobre a Teoria do Grau Topoldgico de
Leray-Schauder, descrevendo os principais conceitos e propriedades que serdo tteis para o
desenvolvimento do Capitulo 3 deste trabalho. Além disto, demonstraremos os Teoremas

do ponto fixo de Brouwer e de Schauder.

Observacao 0.5 Nos Apéndices relembraremos as definicoes e propriedades dos Espa-

cos de Sobolev e de operadores monotonicos, coercivos e limitados.



CAPITULO 1

Sub e Super Solucoes de Problemas

Quasilineares

Apresentaremos neste capitulo dois resultados gerais devidos a Le e Schmitt [24]

sobre sub e super solu¢des para o problema

{—div(A(x,Vu)) = f(xu) em  Q, (1-1)

u =0 em 0Q,

onde f: QxR — R é uma funcdo de Carathéodory satisfazendo uma condi¢do de
crescimento que serd formalizada posteriormente e A : Q x RY — RN é um campo
vetorial de Carathéodory satisfazendo (A}) — (A3).

O problema (1-1) foi estudado por Cuesta [8] em 1997 para o caso particular
em que o operador principal assume a forma do p-laplaciano. Neste trabalho, utilizando
o lema de Zorn e a desigualdade de Kato, Cuesta mostra que o maximo de um par
de subsolucdes e o minimo de um par de super solugdes sdo, respectivamente, sub e
supersolugdes do problema em questdo. Além disso, através de técnicas de sub e super
solucdes, ela mostra a existéncia de solucdes maximais € minimais entre um par de
sub e super solu¢des do problema 1-1), dado que a funcdo f satisfaz certa condicdo de
crescimento.

Em primeiro lugar formalizaremos as defini¢cdes de solucdo, subsolucdo e super

solucdo para o problema (1-1).

Definicao 1.1 Uma solugdo de (1-1) é uma fungdo u € WO1 P(Q) satisfazendo:

/ A(x,Vu)Vvdx:/ f(x,u)vdx, vEWO]’p(Q).
Q Q

Definiciio 1.2 Uma subsolucdo de (1-1) é uma funcdo u € WP (Q) satisfazendo:

(i) / A(x,Vg)Vvde/ flx,u)vdx, ve WHP(Q) com v>0 em Q,
Q Q

. 1,

(ii) ut e W, (Q).
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Definiciio 1.3 Uma super solucdo de (1-1) é uma fungdo @ € WP (Q) satisfazendo:

(i) / A(x,Vﬁ)Vvde/ f(x,@)vdx, ve WHP(Q) com v>0 em Q,
Q Q

N 1,

(i) u= € Wy"(Q).

1.1 Demonstracao do Teorema 0.3

A demonstragdo € feita utilizando um teorema abstrato que € na verdade uma
generalizacdo do Teorema de Browder-Minty. Antes de apresentar o enunciado deste

teorema introduzimos algumas defini¢des.

Definicio 1.4 Seja X um espago de Banach real reflexivo com norma || - || e A: X — X*

um operador. Entdo, A é:

i) hemicontinuo se: a funcdo real t — (A(u+tv),w) é continua em [0,1], Yu,v,w € X.

iii) limitado se A aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.

: . . A
Vi) coercivo se: im,| o % = oo,

(ii) completamente continuo se: u, — u implica Au, — Au.
( g

Definicao 1.5 Seja X um espaco de Banach real reflexivo e A : X — X* um operador.
Entdo, A é:

(i) monotonico, se
(Au—Av,u—v) >0, u,veX,u#v.

(ii) pseudomonoténico, se

u, = u e limsup(Au,,u, —u) <0
n—->00
implica

(Au,u —w) < liminf(Au,,u, —w), we X.
n—>o0

Teorema 1.6 (Teorema Principal dos Operadores Pseudomonotonicos) Seja X um
espaco de Banach real reflexivo, A : X — X* um operador pseudomonotéonico, limitado,

coercivo e b € X*. Entdo, existe uma solugcdo para a equagdo Au = b.

Demonstracao: (cf. Carl, Le & Motreanu [7], p. 40).

Com o objetivo de demonstrar o Teorema 0.3 usando o Teorema 1.6 introduzi-

remos a seguir alguns operadores e lemas técnicos.
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Em primeiro lugar, considere o operador B dado por
(Bu,v) :/ bo(x,u)vdx, u,v € WH(Q), (1-2)
Q

onde
b()(x, u) = (I/t _ﬁ)p_IX{u>E} - (ﬂ_ ”)p_IX{u<g} (1-3)

e nesta igualdade y4 € a funcdo caracteristica do conjunto A e u, u sdo sub e super solugdes

do problema (1-1) com u < u.

Lema 1.7 B: W'P(Q) — (W'P(Q))* estd bem definido e satisfaz:

(i) B é limitado;
(ii) B é completamente continuo;
(iii) B satisfaz

(Bu,u) > bs || u||h —as, ueW"P(Q), as,bs>0. (1-4)
Em seguida, considere o operador F' dado por

(Fu,v) = /Qf(x,u)vdx, u,v € WHP(Q). (1-5)

Lema 1.8 Suponha que f satisfaz (0-9). Entdo F : W'"P(Q) — (W'P(Q))* estd bem

definido e é limitado.

A seguir considere o operador T definido para cada u € W!*(Q) por

u(x), se u(x)>ux),
(Tu)(x) =< u(x), se wu(x)<u(x)<u(x), (1-6)
u(x), se u(x)<u(x).

Lemal9 FoT :W'P(Q) — (W'P(Q))* estd bem definido e satisfaz:

(i) FoT é limitado;

(ii) F oT é completamente continuo.

Agora, defina o operador A4 por
(Au,v) = / A(x, Vu)Vvdx, u,v € WHP(Q). (1-7)
Q

Lema 1.10 4: WP (Q) — (W'P(Q))* estd bem definido e satisfaz:

(i) A é limitado;
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(ii) A é monotonico;
(iii) A é continuo;

(iv) A é coercivo no sentido de que
(Au,u) > b || Vu |[§ = || a2(x) [, u€ WHP(Q). (1-8)

As demonstragdes dos Lemas 1.7, 1.8, 1.9, 1.10 serdo dadas no final desta sec¢ao.

A partir de agora, por simplicidade, denotaremos
S={xeQ; u(x)<u(x)},

S={xeQ; ulx)<u(x)<ulx)} e
S={xeQ; ulx) <u(x)}.

A seguir faremos a demonstracdo do Teorema 0.3 utilizando os lemas anteriores.

Demonstracao do Teorema 0.3. Considere o problema auxiliar

— = 1P
{m”*B” F(Tu),v) =0, veW,"(Q), (1-9)

uew,?(Q).

Usaremos o Teorema Principal dos Operadores Pseudomonotonicos (cf. Teo-

rema 1.6) para mostrar que:
Afirmacao™: existe uma fungio u € WO1 ?(Q) com

u(x) <u(x) <u(x), qtp. x€Q, (1-10)
satisfazendo (1-9).

Suponha provada a Afirmacao*.
Usando a Afirmacao* e as defini¢cdes de by e T em (1-3) e (1-6), temos

bo(x,u) =0 e Tu(x) =u(x), x € Q.

Logo, pelas defini¢des de B e T concluimos que Bu=0e F(Tu) = Fu. Dai, (1-9)

S€ reescreve como

{ (Au— Fu,v) =0, VEWOLP(Q)’ (1-11)

uew,”(Q),
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isto é,
/QA(x, Vu)Vvdx = /Qf(x, u)vdx, u,v € Wol’p(Q),
ou seja, u € uma solucio fraca do problema (1-1) com
u(x) <u(x) <u(x), qtp. x€Q,
ficando demonstrado o Teorema 0.3 a menos da Afirmacao*.
A seguir demonstraremos a Afirmacao*. Dividiremos a prova em alguns passos.

Passo 1: 4+ B — F oT é pseudomonotonico.

De fato, pelo Lemas 1.7 ¢ 1.9, B e F oT sao completamente continuos. Logo
B —F oT é completamente continuo. Dai e de (i/) do Lema D.5 tem-se que B— FoT
¢ pseudomonotdénico. Como A4 é monotdnico e continuo, por (i) do Lema D.5, 4 ¢
pseudomonotdnico e, consequéntemente por (iii) do Lema D.5, A+ B — F o T é pseudo-

monotdnico, finalizando o passo 1.

Passo 2: 4+ B — F oT € coercivo no seguinte sentido:

lim (Au+ Bu—F o Tu,u)

[P[pp— | o l1,p

— oo, ueW,”(Q). (1-12)

De fato, veja que

(Au+ Bu—F o Tu,u) (Au,u) + (Bu,u) — (F(Tu),u)

> (Au,u) + (Bu,u)— | (F(Tu),u) |
= ba|| Vu|lp = [l aa(x) [l +bs [ w |}, —as— || a(x) |y[] ]l
> by || Vu|lp ~ || ax() 1 —as —ev || a(x) [l Ve |
= bofulf, e || a@) |l 1p (Il a2(x) ||s +as)
= ballullf, —as | ulhp—ar,
onde ag = cv | a(x) || 7, a7 =] a2(x) ||1 —as e c é a constante da desigualdade de Poincaré-

Sobolev. Donde,

(Au+ Bu—F o Tu,u)

el

- a7
> by || ”Hf,p _a6_m o



1.1 Demonstragdo do Teorema 0.3 22

quando || u ||1,,— °o, demonstrando (1-12).

Além disso, A+ B — FoT ¢ limitado, uma vez que 4, B e FoT tem essa
propriedade.
Em resumo, provamos que 4+ B — F o T é pseudomonotodnico, limitado e

coercivo. Pelo Teorema 1.6, existe u € WO1 P(Q) tal que
(Au+Bu—FoTu,v)=0, ve Wol’p(Q),
isto €, existe u € WO1 ?(Q) tal que u é solugdo do problema (1-9).
Passo 3: Provaremos agora que,
u(x) <u(x) <u(x), q.t.p. x€Q.

Mostraremos primeiro que u < u q.t.p. em Q. Para isto, veja que u,u € WHP(Q).

Logo, por Stampacchia (cf. Teorema A.13),
(u—u)t ewhr(Q).

Além disso,

(u—u)" ag= (u|oq —u la0)" =0,

donde, (u—u)™ € W, ().
Escolha v = (u—u)" em (1-9) para escrever
/QA(x, Vu)V(u—u)"dx+ /Qbo(x7 u)(u—u)dx— /Qf(x7 Tu)(u—u)Tdx=0. (1-13)
Também, tomando v = (u — u)Jr (v > 0) na defini¢ao de subsolucao, temos
[ ACYVOV@—wtdr- [ flruw-w*d<o (1-14)
Subtraindo (1-13) de (1-14), segue que
/Q (A(x, Vie) — A(x, Viu))V (1 — ) et

[U@n) =) a—utdxs [ pown@—atds (13)
Q Q
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Note que utilizando (A;), tem-se

/Q(A(x, Vu) —A(x,Vu))V(u—u)tdx = /S(A(x, Vu) —A(x,Vu))(Vu—Vu)dx > 0.

Além disso, pela defini¢do de Tu, temos que em S
Tu(x) = u(x).
Logo,
) = flea) =) dx = [ () = f(x.0) (=) =0,
e por (1-15) temos que

O§/Qbo(x,u)(g—u)erx:—/S(g—u)p_l(g—u)dx:—/S(g—u)pdxgo,

isto €,
/(g—u)pdx:O. (1-16)
S

Supondo § com medida positiva, tem-se u —u = 0 em S, donde u = u em S, o

que € impossivel. Logo, S tem medida nula e, portanto,
u<u, qtp.em Q.

De modo analogo, tomando v = (z—u)* em (1-9) e na definigdo de supersolu-

¢do, e procedendo com a mesma idéia, prova-se que
u<u, q.tp.em Q,
e, portanto, concluimos que
u<u<u, q.tp.em Q,

e fica provada a Afirmac¢io* e consequentemente completa-se a prova do Teorema 0.3.
0J

A seguir demonstraremos os Lemas 1.7, 1.8, 1.9 e 1.10 que enunciamos anteri-

ormente.

Demonstracio do Lema 1.7. Em primeiro lugar provaremos que:
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existem ay € LP/(Q) e by > 0, tais que,
| bo(x,u) |< ag(x)+bg | ulP~!, qtp. xeQ e uckR. (1-17)
Com efeito, usando (1-3), temos

o) | < Ju=(x) 1P + | o) —u ]!
< 2wl a2 (@) 1 ful )

= 277 1(j @) [P ) [P 2
2PN ([a(o) P71 o) P 27 [ [P

Tomando ay(x) = 2771 ((| @(x) [P~ + | u(x) |P~1) e by = 2P~!, temos (1-17).

Mostraremos a seguir que B estd bem definido.

1 / . 1 cpt
De fato, note que | u [P~' € LV (Q) pois, como WP (Q) — LP(Q), tem-se que

ucLP(Q), e daf

/(|u|P—1)P’dx:/(|u|P—1)zﬁldx:/ | |P dx < oo.
Q Q Q

Assim, utilizando a desigualdade de Holder e imersdes de Sobolev, segue que

/|b0(x,u)||v|dx < /a4(x)\v|dx+b4/ lu |71 v | dx
Q Q Q

-1
< Nlas() lyllvilp +ballully M vl
—1
= (laa(x) Ly +Da [Fu [l ) 11 v 1
-1
< cllaa(x) [l +ba [l ) v Il

cllv

1,p- (1-18)

onde ¢ = ¢(ay4,bs,u,p) € c é a constante da imersdo de W!»(Q) em L”(Q). Portanto, B

esta bem definido.

Verificacdo de (/). B é limitado, isto é, B aplica conjuntos limitados em conjuntos
limitados.

De fato, como
[ (Bu) |< [ Tbolxu || v] dx
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por (1-18), tem-se que

|Bul= sup |(Buv)|< sup [ [bo(xu)llv]dx< sup @flvi,<e
vll1,p<1 Ivll1,<1/€ vl[1,p<1

mostrando que B € limitado.

Também, observe que para cada u € W'?(Q) fixado, a fungio
vi—> (Bu,v)
€ bem definida, linear, limitada e continua.

Verificacdo de (ii). B é completamente continuo.
De fato, seja (u,) C W'P(Q) uma sequéncia, tal que, u, — u em WHP(Q).
Mostraremos que
Bu, — Bu em (W!'7(Q))*,

ou seja,
H Bu,, — Bu H(Wl‘,p(Q))*H 0,
1sto é,

sup | (Bup —Bu,v) |— 0.

HV”l,pgl

Veja que, utilizando a desigualdade de Holder e as imersdes de Sobolev, tem-se

| (Buy—Bu,v)| < /beo(x,un)—bo(x,u)uv|dx
< bo(x,un) = bo(x,u) [l vl
< |l bo(x,un) —bo(x,u) [ v Il1,p, (1-19)

donde,

sup | (Bu, — Bu,v) |< c || bo(x,u,) — bo(x,u)
HVHI,pSl

Iy - (1-20)

wbhr(Q cpt B LP(Q
Agora, como u, A e WlP(Q) & LP(Q), entdo uy 9, donde, por
resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequéncia, que denotaremos simplesmente

por (uy), e uma fungdo h € L”(Q) tal que

up — u q.tp.em Qe |u,|<h q.tp.em Q.
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Veja que, para cada x € Q fixado, by € continua, logo
bo(x,u,) — bo(x,u), q.t.p.em Q.
isto é,
| bo(x,uy) —bo(x,u) |— 0, q.t.p.em Q,

donde,
| bo(x,un) — bo(x,u) | — 0, q.tp.em Q.

Além disso,
| Do (¢, un) = bo(x, ) |7 < 27 (| bo(x,un) [P+ | bo(x,u) )
donde, por (1-17), existem a4 € LPI(Q) e by > 0, tais que,

27 ((ag(x) +bs | un [P~V + (aa(x) +bs |u [P~
2727 (| aa(@) |V +ea | [PP70) +

27 (| aa(x) |V +eq | u |PP7D))

2 (2] as() 17 tea | BIP +es [u ),

| bo(x, ) — bo(x,u) |

INIA

IN

onde ¢4 = bE €227 (2| ag(x) |P' +cq | B[P +b7 |u|P) € LI (Q).
Assim, pelo Teorema de Lebesgue

/ | bo(x, i) — bo(x,u) |7 dx — 0,
Q

isto €,
/
| b0 (e, ) — o) 11— 0.

donde
” bo(x, un) — bo(x, u) Hp/—> 0.

Dai e de (1-20), vem que

sup | (Bu, — Bu,v) |— 0,
vlhp<1

isto é, Bu,, — Bu e, portanto, B é completamente continuo.
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Verificacdo de (iii). Existem as,bs > 0, tais que,
(Bu,u) > bs || u|[b —as, ue WP (Q). (1-21)
De fato, para u € WP (Q) & LP(Q), tem-se
(Bu,u) = /bo(x,u)udx
Q
= /bo(x, u)udx+/b0(x,u)udx+/bo(x,u)udx
S N S
= /(u—ﬁ)p_ludx—/(g—u)p_ludx
S S
> [(elulr !~ |l ul dxt
S
Jtertulr 2wty L dx
s
= c1/|u|pdx—cz/|ﬂ|p_l|u|dx+
S S
cl/yuypdx—cz/\wl\u|dx
S S
= c1</|u|pdx+/|u|pdx)—
S S
o [l ulars [l a)
S S
= c1/ |u|pdx—c1/|u|pdx—
Q S
cz</|ﬁ|p_1|u|dx+/|z|p_1|u|dx). (1-22)
S S

Afirmacdo 1: A menos da primeira integral, as integrais envolvidas em (1-22) dependem

somente de u e u.

A demonstracdo da Afirmacao 1 serd provada no final deste capitulo.

Usando a Afirmacao 1 em (1-22), faca

bs=c e a5:c1/|u\pa’x+cz(/\ﬁ|p_l|u|dx+/|g]”_1|u]dx).
S S N

Assim,

(Bu,u)

v

b5/ | u|P dx—as
Q

= bs||ulll} —as,

e (iii) estd provado.
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Demonstracao do Lema 1.8. Provaremos primeiro que F estd bem definido.

De fato, utilizando (0-9), a desigualdade de Holder e as imersdes de Sobolev,

temos que

IRECTINES

IN

/ a(x) |v|dx

Q

< ra@) [yl vl

< cla@) Iyl vilp (1-23)

onde ¢ é a constante da imersio de W!?(Q) em L”(Q). Assim, F estd bem definido.
Além disso, F' € limitado, isto €, F aplica conjuntos limitados em conjuntos

limitados. De fato, como
[(Fu) 1< [ 1S | ] d
por (1-23), tem-se que

[ Full= sup [(Fu,v)|< sup | |f(x,u)|[v]dx<clla(x) |y,

vl p<1 vl p<1/L

mostrando que F € limitado.

Também, observe que para cada u € W' (Q) fixado, a aplicagio
vi— (Fu,v)

¢ bem definida, linear, continua e limitada.

Demonstracao do Lema 1.9. Provaremos primeiro que F o T é bem definido.

De fato, veja que

(FoTu,v) = (F(Tu),v) = /Qf(x, Tu)vdx.

Consequentemente, a prova de que F o T é bem definido segue imediatamente
do Lema 1.8.

Verificacao de (i). F o T é limitado, isto é, F o T aplica conjuntos limitados em conjuntos

limitados.
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De fato, sabendo que

(FoTu,v) = /Qf(x, Tu)vdx,

e utilizando os mesmos argumentos do Lema 1.8, obtém-se que F o T ¢é limitado.

Verificacdo de (ii). F o T é completamente continuo.
De fato, seja (u,,) C WP () uma sequéncia tal que u, — u em W17 (Q). Vamos
mostrar que
FoTu, — FoTu, em (W'"”(Q))*,

isto €,
H FoTu,—FoTu H(Wl,p(Q))*—> 0,
ou seja,
sup | (FoTu,—FoTu,v) |— 0. (1-24)
[vll,p<1
Veja que,
| (FoTup—FoTuyv)| < / | Fx, Tun) — f(x, Tw) || v | dx
Q
< | fGxeTup) = £, Tu) (| [[ v [l
< || fTun) = fO,Tu) [ v [, (1-25)
donde
sup | (FoTu,—FoTu,v)|<c| f(x,Tuy)— f(x,Tu) ||, . (1-26)
vl[1,p<1
Consideremos, entdo, os seguintes casos:
Caso 1: u > u.

Neste caso, suponha que u(x) > u,(x). Logo, para cada x € S, existe no = ng(x),

tal que, para todo n > ngp, tem-se
u(x) > uy(x) >u(x),
e, pelo modo como definimos 7', tem-se Tu, = u. Logo,

f(x7 T”n) = f(x7ﬁ) = f(x7 T”)u
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donde
| f(x,Tu,) — f(x,Tu) |= 0.

Além disso, por (0-9), tem-se
| £, Tun) = (x, Tu) |[<| £(x, Twn) |+ | f(x,Tu) |[< 2a(x) € 17 (Q),
e pelo Teorema de Lebesgue segue que
1 f (x, Tun) = f(x, Tu) || y=0.
Assim, por (1-26), segue que

sup | (FoTu,—FoTuw)| < c| f(x,Tuy)— f(x,Tu) ||, .

vll,p=1

= 0.

Por outro lado, se u,(x) > u(x), entdo u,(x) > u(x) > u(x) e a demonstragdo

do caso 1 se d4 de forma idéntica a anterior, donde (1-24) estd demonstrado para este caso.
Caso 2: u < u.

Neste caso, suponha u(x) < u,(x). Logo, para cada x € S, existe ng = no(x), tal

que, para todo n > ng, tem-se
u(x) < up(x) < u(x),
donde, pelo modo como definimos 7', vem que Tu,, = u. Assim,
. Tuy) = f(x,u) = f(x,Tu),

e dai,
| £(x, Tun) — f(x,Tu) |= 0.

Como anteriormente,
| f (e, Tun) = f (x,Tu) |< 2a(x) € LV (Q),
donde, pelo Teorema de Lebesgue, segue que

| f(x,Tu,) — f(x,Tu) || y= 0.
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Novamente por (1-26), segue que

sup | (FoTu,—FoTuw)| < cl f(x,Tu,)— f(x,Tu) ||p/.

vll,p=1

= 0.

Por outro lado, se u,(x) < u(x), tem-se que u, (x) < u(x) < u(x) e ademonstragdo

do caso 2 se d4 de forma idéntica a anterior, donde (1-24) estd demonstrada para este caso.

Caso3:u<u<u.

. whr(Q cpt - LP(Q
Primeiramente, como uj, 2 e Wr(Q) < LP(Q), entdo uy, D, Donde,

por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequéncia, que por simplicidade

denotaremos por (u,), e uma fungdo h € L”(Q) tal que
up — u qtp.em Qe |u,|<h q.tp.em Q.
Como f é Carathéodory, a fun¢do u — f(x,u) é continua para x fixado e, assim,
fx,uy) — f(x,u), q.t.p.em Q. (1-27)

Veja que, neste caso, para cada x € S, existe ng = ng(x), tal que, para todo n > no,

tem-se u(x) < u,(x) <7u(x) e, pela defini¢do de 7, vem que Tu, = u,. Dai e de (1-27),

tem-se
f(x,Tu,) = f(x,uy) — f(x,u) = f(x,Tu), q.tp.em Q,
donde
‘ f(vaun) _f(x7 Tu) ’—> 07 g.t.p. em Q?
e dai

| f(x, Tup) — f(x,Tu) |’ — 0, q.t.p.em Q.

Além disso, por (0-9), temos que

| £ Tun) — F(x, Tu) [P < 27 (] f(x, Tuy) [P+ | f(x,Tu) |P)
< 2P Ha(x)P e LN(Q).

Logo, pelo Teorema de Lebesgue,

/S | £ (x Tun) — £, Tu) |7 dx — 0,
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isto é,
| f(x,Tup) — f(x,Tu) ||Z,—> 0,
donde
| f(x,Tuy) — f(x,Tu) || y— 0.
Assim, por (1-26), segue que
sup |(FoTu,—FoTu,v)| < cl f(x,Tup)— f(x,Tu) | y— 0.
HVHI,p§1
isto é,
FoTu, — FoTu.
E, portanto, em qualquer um dos casos considerados, F o T € completamente
continuo.

Demonstracao do Lema 1.10. Primeiramente veja que A4 estd bem definido.

De fato, primeiro veja que | Vu [P~ e LY (Q). Com efeito, como u € W' (Q),
entdo Vu € LP(Q), e dai

/ (| Vu [P~ dx = / (| Vu |P_])Pp1dx:/ | Vu |P dx < eo.
Q Q Q
Logo, por (A}), existem a; € Lp,(Q) e by > 0, tal que,

/m(x,vuww\dx < /a1<x)|wydx+b1/ Vi [P Vo | dx
Q Q Q

-1
< lar@) |yl Vv llp +b1 | Va 157 Vvl
~1
= (lar(@) [l +o1 | Vu I57) 11 Vvl
-1
< (ar() Ly b0 [ Va 177 1 (e

cllvihg, (1-28)

onde ¢ = ¢(ay,by,u, p). E isto prova que 4 estd bem definido.

7z

Verificacao de (i). 4 é limitado, isto é, A aplica conjuntos limitados em conjuntos
limitados.

De fato, como

[ (Au) 1< [ A Va) || Vv dx
Q
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por (1-28), tem-se que

| Aull= sup [(Au,v)|< sup [ [A(x,Vu)||Vv|dx< sup z||v]i,<F,
vl p<1 [v]l,p<1/€ vl <t

mostrando que A4 € limitado.

Verificacdo de (ii). 4 é monotonico.

De fato, por (A,), tem-se

(Au— A u— iy = /Q (A(x, Vi) — A(x, Vid)) (Vi — Vil Ydx > 0.

Portanto, A4 é um operador monotdnico.

Verificacdo de (iii). 4 é continuo.
De fato, seja (u,) C WHP(Q) uma sequéncia tal que u, — u em WHP(Q).
Vamos provar que
Au, — Au em (WHP(Q))*,

1sto é,
| Auy — Au H(WI«P(Q))*—> 0,

ou seja,

sup | (Au, — Au,v) |— 0.

vl p<1
i wir(Q) LP(Q)
Com efeito, como u,, — " u, tem-se Vu,, — Vu. Logo, por resultados de
Teoria da Medida, existe uma subsequéncia, que por comodidade denotaremos por (uy),

e uma fungdo i € LP(Q) tal que
Vi, (x) — Vu(x) qtp. xeQ e | Vu,(x) [<h(x) qtp. x€Q.
Ja que A satisfaz as condicdes de Carathéodory vem que
A(x,Vu,) — A(x,Vu), q.t.p. x € Q,

donde
| A(x,Vu,) —A(x,Vu) |— 0, q.t.p. x€Q,

e dai
| A(x, Vuy,) — A(x, Vu) ]p/—> 0, q.tp. x€ Q.
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Além disso, utilizando a condicé@o (A}), tem-se que

|A(x, Vip) —A(x, V) |7 < 27 (| A(x, Vuy) [P+ | Ax, Vi) |P)
< 27 ((a1(x)+b1 | Vau [P + (a1 (x) + by | Vue [P71)7)
< 2@ (Jar(@) [P +b] | Vuy [P071) 4
27 (| a(x) |7 +0% | Vu [P 07D
< 2% (2 ay(x) |” +e1 | Vun [P +c1 | Vi |P)
< 2% (2 a\(x) |” +c1h? +ey | Vu |P),

onde ¢; = b e 22/ (2| ay(x) |P' +c1h? +c1 | Vu |P) € LY(Q).

Logo, pelo Teorema de Lebesgue
/ | A(x, Vity) —A(x, Vie) [P dx —s 0,
Q
isto €,
| A(x, Vu,) —A(x, Vu) Hi,—> 0,

e isto implica que

| A(x,Vu,) —A(x,Vu) || ,— 0.

Iy

Mas pela defini¢do do operador 4 e utilizando a desigualdade de Holder, tem-se

(A= Au) | < [ JAG Vi) = AGVa) || Vv dx
Q

< A, Vup) = A, Vu) ||| Vv [l
< [[AQ, Vun) —A(x,Vu) [l v 1p -
donde
sup | (Auy —Au,v) | < sup || A(x, Vi) —AQ, Va) ||yl vl
Ivll1,p<1 vl p<1
< [[A(x,Vun) —A(x, Vu) || 7,
e dai

sup | (Au, — Au,v) |— 0.

vll,p=1

Assim
Au, — Au,

e, portanto, A4 é um operador continuo.
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Também, observe que para cada u € W' (Q) fixado, a aplicagio
vi— (Au,v)
¢ bem definida, linear, limitada e continua.

Verificacgio de (iv). 4 é coercivo no seguinte sentido:
(Au,u) > by || Vu || — || a2(x) 1, ueW'P(Q).
De fato, por (A3), existem a; € L' (Q) e by > 0 tal que
(Au,u) = /QA(x, Vu)Vudx
> [ (b2 | Vul? —ax())dx

= bz/ | Vu |P dx—/ as(x)dx
Q Q
= Do Vully = [ ax(x) [l

e, consequéntemente A4 € coercivo no sentido de (1-29).
OJ

Portanto, ficam provados todos os passos que compde a demonstracdo do Teo-
rema 0.3.

1.2 Demonstracao do Teorema 0.4

A demonstracdo utiliza o Teorema 0.3 e é baseada em um resultado devido a Le
[20] que garante que o maximo de um ndmero finito de subsoluc¢des € uma subsolugdo e o
minimo de um ndmero finito de super solugdes de (0-1) é uma super solu¢io do problema
(0-1).

Demonstracao do Teorema 0.4.

Verificacdo de (i). Em primeiro lugar provaremos que 1, € uma subsolucdo do problema
(1-1). Faremos a demonstra¢do para o caso m = 2 e o caso geral segue facilmente por
indugdo.

Temos

)~y | |yt

5 . (1-29)

uy = max{uy,u, } =
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Por Stampacchia [18] (cf. Teorema A.13), segue que uy € W!?(Q). Sabemos

que
/A(x,Vgl)V(pdx—/f(x,gl)(pdxgo, ecCy(Q), >0 em Q
Q Q

e que

[ AV Vods— [ fri)0dr <0, 9€GG(Q), 920 em Q.
Q Q

Afirmacao 1: u € subsolucio de (1-1), isto &,
/ A(x,Vug)Vodx < / fx,up)edx, @€ Cy(Q), >0 em Q. (1-30)
Q Q
De fato, por Stampacchia [18] (cf. Teorema A.13), temos

Vu;, em Qi ={x€Q; u, >u,}
Vﬂoz VZ] :Vﬂz, cm QOZ{XEQ, El :Ez} (1—31)
Vu,, em Q={x€Q; u <u,}

Além disso, vemos que
f(x’ZO) = f(x7ﬂl>XQl +f(x522)XQ\Ql7

€ mostraremos que uy, satisfaz (1-30).
Para isto, seja @ € C;(€2), com ¢ > 0 em Q.
Primeiro, vamos definir algumas funcdes auxiliares. Fixemos uma funcio v :

R — R, y€ C*(R), com as seguintes propriedades:

(i) Y € ndo-decrescente em R,
(ii) 0<y<I1, (1-32)
0, se t<0
i 1) = ' -
(i) ¥) { 1, se t>1.

Paracadan e Net € R, faca
Ya(1) = (1), (1-33)
e observe que 7y, € C*(R), v, satisfaz (i) — (ii) e

(1-34)
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SejaM = max{y’ (t); t € R}. Observe que M ¢ atingido, pois
M =max{y(t); t € R} =max{y (t); 1 €[0,1]} < ee.

Assim,
|7, () |=| ny (nt) |<nM, Yn €N, t€R. (1-35)

Faca w = (uy — u;) € WHP(Q). Por resultados cldssicos de densidade em

WLP(Q) (cf. Teorema A.12), segue que existe uma sequéncia (w,) C Cg(RY) tal que

Wy =Wy |g—> w em W'P(Q) (1-36)

1
[ wn—wllip< —, VneN. (1-37)

Como W!7(Q) &P (Q), segue por resultados de Teoria da Medida, que existe

uma subsequéncia (que denotaremos por comodidade por wy,), tal que,
w, — w, q.t.p.em Q. (1-38)
Agora, defina

Q1= (1 =Yaown)® e @2 = (Yaow,)0,

e veja que

001 owy, o  dpy owy, foL0)
a)Ci = _Yn(Wn)a_)Cl(p+(1_YH(Wn))a_)Q € axl ’Yn(wn) a (P‘i_’Yn(Wn)ax :

i
Como yYow, € C*(Q) e ¢ € C7(Q), tem-se que Q1,92 € C5 (). E como
0<yv, <1e@>0, segue que Q1,02 > 0 em L. Portanto, por (1-30) aplicada a u,,

1 € Ur, 2, temos que
LLY)

/AxVu )WV dx — /f u))p;dx <0, (j=1,2),

isto €

N
/ZA(xVu)a ! dx — /fxu )9;dx <0, (j=1,2),
Q ox;

i=1

ou seja,

/Q ilei(x, Vu,) (—v;(wn)%—gcwr (1- Yn(Wn))g—q))dx—

i=1
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'Lf@&OU—%MWDWHSO, (1-39)
c
N , oWy, 0
Lt ¥ (o) Gt 52 e
/Q F 6,1 (W) dx < 0. (1-40)

Veja que para quase todo x € €, tem-se que w(x) > 0.
Afirmacdo 2: Existe ng = no(x) tal que w,(x) > 1, Vn > ny.
De fato, escolha n; = nj(x) tal que
> —.
w(x) p»

Por (1-38), para n > n; suficientemente grande, tem-se

1

| wa(x) —w(x) [< —,

ny
donde : .
-——< - <=,
<) () <

ficando provada a Afirmacao 2.

Assim, por (1-34), segue que Y, (w,(x)) = 1, para todo n > ng suficientemente

grande. Jd que wy,(x) > %, tem-se
Yo(wn(x)) — 1, q.t.p. x € Q. (1-41)

Analogamente, para quase todo x € Qi, tem-se w(x) < 0, donde existe ny =
no(x), tal que, para todo n > ng suficientemente grande, w,(x) < 0. E novamente por
(1-34) tem-se que

Yo(Wn(x)) — 0, q.t.p. x € Q. (1-42)
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Agora, somando (1-39) e (1-40), vem que

N / aWn
/ Y (A6, Vity) — Ai(x, Vi) VY () o el -+
QiZl ax,-

N

/ ¥ (4 Vi) - A, Vu) o) 32t

/Q (,—Zl (Ailx, Vm)g—;'j - f(x,zl)q)) dx+

[ (Pt = £ o) < 0. (1-43)

Como f(x,u;) = f(x,u,) em Qo, segue que

/Q(f(x,m)—f(x,m))Yn(wn)(de = (/Ql+ Qz)(f(x,zl)—f(x,gz))yn(wn)(pdx
N /g (fx,2y) = £, 105) )Y (W) Pidx +
1Nsupp@®

L ()~ f ) oo
2MsUppQ

Como 0 < Y,(w,) < 1, ¢ élimitadae | f(x,s) |< a(x), Vs € Rea e L (Q), segue

que

| fOxuy) = fu)awn)o | < ([ fOouy) [+ ] F(xup) [) [ Ya(wa) ] @ |
< 2Ca(x) € L7 (Q),

onde C € a constante que limita @. Além disso, por (1-41) e (1-42), segue que

(fCoup) = f (6, u2) Ya (W)@ — (f (¥, 1) = f(x, 1))@, q.t.p.em

e
(f(x7ﬂl) _f(x722))’yn(wn)q') — 07 qtp cm Ql'
Assim, pelo Teorema de Lebesgue, temos que
Lo (Flr) = £ ) (o — (F(.tt1) = f (5,) o,
QoNsupp@ QoNsupp@
isto €,

Lo () = F) ) od — | () = £ x.)gdx,
2Msupp®

Q
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e
Lo (o) = £ o) o) o — .
QNsupp@®
Portanto,
/Q(f(xvﬂl) — (%, 12))Yu (W) @dx — /Q (f (x,uy) = f(x,up) ) @dx. (1-44)
2
Similarmente, como A;(-, Vu;) € L’ (Q), g—;‘i € L”(Q)e0<y,(wy) <1, tem-se
B(p 99
/ i(x, Vi) — Ai(x, Vi) )Y (wy) =—dx —>/ i(x, Vi) —Ai(x,Vu, ) =—dx
QZ: 8 Qy axl’
e
N a(P
[ X (A, Vi) = A, Vi) W) S — 0,
Q= ox;
donde
. y o0
im | 3245 Vo) = A Va0 5 Bl =
: al oL}
lim /1 ; i(x,Vuy) — (x,Vgl))yn(wn)a—xidx:
9¢
lim A, x,Viy) — Ai(x, Vi) ) )Y (W) =——dx+
Ql i— ox;
9P
lim (6, Viy) —Ai(x, Vg ) ) Yn(wy) =——dx =
Qz, ox;
9P
/ i(x,Vuy) —Ai(x,Vu, ) =—dx. (1-45)
Qzl ax,-

Agora, como A é monotonico, isto €,

Ju, Odu
(Ai(x, Vup) —Ai(x,Vuy)) (a;xf - a;xj) >0,

=

1

Y, (wn) > 0e @ >0, tem-se que

N / awn
[ Y Vat) = A, Vi) ) o) S =
Q5 o

1

S duy 9
L)) (52 G oot

al ow, ow)
/Qi_Zi(Ai(x’ Vu,) —Ai(x,Vuy)) (a_x, - a—)ci)vn(wn)(pdx >
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- My O
- /gl._zl(A"(x’VZz) —Ai(x,Vuy)) (% — a_;:)'Yn(Wn)(de . (1-46)

Além disso, por (A1) e pela desigualdade de Holder, vemos que

N ow, ow\
. —A: —_— <
| L;(Az(xy Vﬂz) Az(x7Vﬂ])) < aXi aXZ)'Yn(Wn)(PdX|

3 3wy —w)
/Q; | (Ai(x,Viy) — Ai(x, Vuy ) || o v, (W) || @ | dx <

N

Wn
Y I (Ai(x, Vi) — Ai(x, Vi) ] O —w) o )HpHYn(Wn) ool @ [[oo dix <
i=1

N
Y llar+b0 [ Vay [Pyl wn = w llpll YaOwn) [loll @ [l dx+
i=1

N
Y, lar+b1 [ Vig [Pyl wn = w [[pll Ya(wn) ol @ [l dx <
i=1

l,p|
-1 1y | 2
cr(llar Ly + 11 b1 llee (Tug 17, + ua 17 M | @lle< -, (1-47)

onde c; e ¢ s@o constantes que dependem de ¢@. De (1-46) e (1-47), temos que

o N / aWn
hmmf/ ;(Ai(x, Vﬂz) —A,’(X, Vﬂl))Yn(WVl) axi

n—ee JQ =

n—-soo

.. N aw,l aW /
—liminf | /Qi_ZI(A,-(x, Vu,) —Ai(x,Vu,)) (a_xl — a_)Q)Yn(Wn)(de |>

. . 0
—liminf = =
n—so

1
—cpliminf— = 0. (1-48)

n—oo n

Passando ao limite quando n — o em (1-43) e utilizando (1-44), (1-45) e (1-

48), temos que
.. N / awn
0 > liminf / 3" (Ai(o, Vi) = Ai(x, Vi)Y, ) 5+
Qiil i
lim/ i(A(x Vity) — As(e Vi, )y (w) 2
o0& i\X, Viy i, V) ) Yn(Wa o

N
i [ c0) = ) o+ (T Ao Vi) 52— o e >

Q

d
/Q e V) — Al V) D2 [ (FCa) — ) gt
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N
/QZAi(x,Vul a—XIdx /fx uy)edx =

L) oL}
/Qzl (x:Vi) i V) S ([ + )ZAxVu1>a—dx+

2 JO\D

/Qz(f(x,zl)—f(x,zz))@dx— (/92+ oo Z)f(x,gl)(pdx:

o L0} oL}
Ai(x,Vu,)—d Ai(x,Vu,)=—d
/92; x,Vu,) o x+/ﬂ\92; (x, ul)ax, xX—

o FO)ga— [ p(u)odx =

/%’A-(x Vu )a—(de—/f(x Uuy)pdx =
o oy Q O
[ A Vug)Vodx~ | fx.u)pds.

Q Q

E dai

[ A Vi) Vodr < [ flxup)odx, 9 €CF(Q), 920 em Q.
Q Q

donde u, € subsolu¢do do problema (1-1).

A seguir provaremos que %y € super solucio do problema (1-1). Consideraremos

0 caso k = 2 e o caso geral segue por inducgdo.

Sejam 7y, € WP (Q) super solugdes do problema (1-1). Temos
U+ |u - |

> > (1-49)

ug = min{ﬁl,ﬁz} =

Por Stampacchia [18] (cf. Teorema A.13), segue que ugy € whp (Q). Sabemos
que
/A(x,Vﬁl)V(pdx—/ fx,u)edx >0, € Cy(2), >0 em Q
Q Q

/A(x,Vﬁz)V(pdx—/ fx,m)edx >0, ¢ Cy(2), >0 em Q.
Q Q

Afirmacao 3: i € super solucdo de (1-1), isto é,

/A(x,VﬁO)V(pdxz / f(x,40)edx, @€ Cy(Q), >0 em Q. (1-50)
Q Q
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De fato, por Stampacchia [18] (cf. Teorema A.13), temos

Vi, em Qy={xeQ; u <wu}
Viig = Vu; =Vup, em Q.():{XEQ.; 7 :ﬁz}. (1-51)
Vi, em Q) ={x€Q; u >um}

Além disso, vemos que

f(x,10) = f(x,u1)%0, + F(X,182)Xa\0,>

€ mostraremos que u satisfaz (1-50).

Para isto, seja ¢ € Cy’ (Q), com ¢ > 0 em Q. Novamente vamos definir algumas
funcdes auxiliares.

Defina uma fungdo y: R — R, y€ C*(R) como em (1-32) e paracadan € N e

t € R, considere v, (t) como em (1-33), isto é

Va(t) = Y(nt).

Novamente, v, € C(R) e satisfaz (i) — (ii) e (1-34).

Como anteriormente, seja M = max{y (t); ¢ € R}. Entdo,
|7, () |=| ny (nt) |< nM, Vn€N, t €R. (1-52)

Facaw = (1] —2) € W'P(Q). Logo, por resultados cldssicos de densidade em
WLP(Q) (cf. Teorema A.12), existe uma sequéncia (w,) C Cg(RY) tal que

Wy =Wy |g— w em WIP(Q) (1-53)
© 1
[ wa=w 1 p< —, VneN. (1-54)
cpt

Novamente, como W17 (Q) < LP(Q), por resultados de Teoria da Medida, existe

uma subsequéncia de (w;,) tal que
w, —w q.t.p.em Q.
Como anteriormente defina

Q1= (1 —=Yaown)® € Q2= (Yoowy)0,

e veja que pelos mesmos argumentos utilizados anteriormente, @1, Q2 € C5'(2) e Q1,02 >
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0em Q.
Portanto, por (1-50) aplicada a uy, @ e u2, @, temos que
/A(xv Vﬁj)v(pjdx_/ f(xvﬁj)(pjdx >0, (j=1,2),
Q Q
isto €
/ ﬁA-(x Vﬁ-)a(pjdx—/ Fl@i)0dx>0, (j=1,2)
Qi:1 l 9 J axi o s J —_ Y .] ) 9
€ como
001 owp, d0p  Jdgy owy, feL0)
axi - _Yn(wn) axi (p+ (1 _Yn<wn>)axl € axi - Yn(wn) aXi (P+YH(WH) axiv
tem-se
N _ ’ aw,, a(P
L9 (<m G+ (1 =) 52 )
[ ) (1= () gdx > 0, (1-55)
e
N _ / owy, a(p
Lt ) () G+ 1) 52 )=
/ £, )Y (W) dx > 0. (1-56)
Q

Agora, para cada x € Q, tem-se que w(x) > 0, logo, como na Afirmacao 2,

para cada x € Q; fixado existe ny = ng(x), tal que, para todo n > ng suficientemente

grande, tem-se que wy(x) > % Analogamente, para cada x € Q; fixado, tem-se que

w(x) < 0. Logo, existe ng = ng(x), tal que, para todo n > ng suficientemente grande,

tem-se w,(x) < 0. Assim, como na Afirmacao 1, temos que

Yo(wn(x)) — 1, q.t.p. x€Q

Yu(Wn(x)) — 0, q.t.p. x € Q.
Somando (1-55) e (1-56), temos que
N

/ oWy
[ X (i V) = A, Vi) 1, ) Gt

/Q Z (Ai(x, Vi) — A;(x, Vﬁl))’Yn(Wn)g_jde‘l'

(1-57)

(1-58)
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N
/ (Z (x, Vi 37([) — f(x, ul)(p>dx+
i=1 !
[ (Fam) = £() om0, (1-59)

Como f(x,u;) = f(x,uz) em Qp, segue que

[ ()~ semmm)gds = ( [+ Q)(f(x,ﬁl)— £ e )od
N /g (f(x,700) = £ (x,72) Y (W) dlx +
1Nsupp@®

/ (f(x,a1) = f(x,52))Yn(Wn) @dx.
QoNsupp®
Veja que de (1-57) e (1-58),

(f(xvﬁl) —f(X,ﬁz))'Yn(Wn)(p — (f(xuﬁl) —f(x,ﬂz))(l)7 qtp cm Ql

e
(f(x,a1) — f(x,12)) ¥ (W)@ — 0, q.t.p.em Q.
Além disso, como anteriormente, temos que
| Fx ) = £, ) ¥a(wa)@ | < 2Ca(x) € LP (Q).
Logo, pelo Teorema de Lebesgue
/ (f(xaﬁl) _f(x=ﬁ2))’yn(wn)q)dx — (f(xaﬁl) _f(x7ﬁ2))q)dx7
QNsupp@ QiNsupp@
isto €,
Lo ()~ St Wl ods — [ () - £xi))ods,

Q1 Nsupp@ Q)

e

/ (f(x,a1) — f(x,12) )Y (wn)@dx — 0.
QoNsupp®

Portanto,

| i) = e lwpds — [ (i) = flm)eds.  (1:60)

Q
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Similarmente, como A;(-, Vu;) € LY (Q), 3_)(2 €L”(Q) e 0 <v,(wy) <1, tem-se

N
/Q Y (A1l Vi) A Vul))yn(wn)g(pdx—> [, L ) — At Vu1))g)(2

/ i(x, Vip) — Ai(x, Vi ))’yn(wn)—gq) dx — 0,
Qzl Xi
donde

lim/ Z(A,-(x,Vﬁz) —Ai(x,Vﬁl))Yn(wn)a(de—

ox;
. & _ ¢
lim /Q1 ; i(x, Vi) — (x,Vul))yn(wn)B—Xidx:
_ 9P
hm/ i(x, Viip) — Ai(x, Vi) )Y (wy) =——dx+
Q ox;
_ 9P
lim i(x, Vip) — A (x, Vi) ) Yu(wy) =—dx =
Qz, axi
9P
/ i(x, Vi) — A;i(x, Viy ) =—dx. (1-61)
Ql = ox;

Agora, como w = | — lip, por (A;) tem-se que

al duy o
_ ~0.
; i(x, Vip) — Ai(x, Vuy)) ( o ) >0

Dai e do fato de yln(wn) >0e >0, vem que

N _ owy,
oy LA ) = A V), o) 5

N
[ X (it Vi) - (e, Vi) (a”l a”z) odr+
Qi1 ox;
/ i(A~(x Vita) — As(x, vy )) [ 2 dx <
o i, Vi iX 1 ox; 8x, Wn (P
|/ i(A-(x Vi) — Ai(x, Viiy ) (aW” ) (W) @dx | (1-62)
Q= AT 2 i\Ay 1 Xi axl Yn n (P

Dai e de (1-47) temos que

I’ifiirolof/gigi(Ai(%VﬁZ)_Ai(xaVﬁl))'Y/n(Wn)%_vZ(de < hmmf——O (1-63)

n—-pc0
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Passando ao limite quando n — oo em (1-59) e usando (1-60), (1-61) e (1-63),

temos que
. . N _ _ ! aWn
0< hmlnf/Q Z(A,-(x,Vuz) —Ai(x,Vul))'yn(wn)g(pdx—l—
= ;

. N _ B L)
lim /Q ;(A,.(x, Vita) — Ai(x, Vi) o) 5 Lt

i

N
lim/ (f(x,uy) —f(x,ﬁz))yn(wn)(pdx—l—/g(;Ai(x,vm)g—z —f(x,ﬁl)q))dx <

/ i(x, Vi) A'(x,Vﬁl))g(pdx—i— (f(x,uy) — f(x,m2))pdx+
Qll Xi Q

(e v 2P - _
/Qi_ZIAl(x,Vul)aXidx /Qf(x,ul)(pdx

/ i(A( Vi) — Ai(x, Vi ))a—(pd + /+ ZA Vi )a—(pd—i—
o, i(x, Viip i(x, Vi o X o o x, Vi o X

i=1

‘/Ql (f (e, 1a1) — f (x,12) ) @dx — (/Ql + Q\Ql)f(x,ﬁl)(pdx:

0
/ ZA X, Vuz a’x—|— ZA X Vul)—(pdx—
o = o\Q = ox;

Jo P mIgdr— [ (T =
N B a(P B B
/Ql.:ZiAi(X’VMO)a_xidx_/ng(x’u())([)dx_
/A(x,Vﬁo)V(pdx—/ f(x,1p)pdx.
Q Q

E dai

[ A Va)Vods> | flxm)edx. 0€CF(Q), 920 em .
Q Q

donde ug € super solugdo do problema (1-1).

E fica demonstrado o item (7).

Verificacdo de (ii). Como 1, é uma subsolug@o e up é uma super solugdo de (1-1) com
uy < o, segue, utilizando o Teorema 0.3, que existe uma solugio u € WO1 P(Q) de (1-1)
tal que

uy <u<up, qtp.em Q,

e fica demonstrado o Teorema 0.4.
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Observacao 1.11 Utilizando o Teorema 0.4 podemos produzir defini¢cées um pouco mais
gerais de sub e super solucdes da seguinte forma: u € WP (Q) é uma subsolucdo do
problema (1-1) se é o supremo de subsolucées deste problema e @ € WP (Q) é uma
super solucdo de (1-1) se é o infimo de super solucoes do mesmo problema. Entdo,
sendo S o conjunto das solugoes de (1-1) entre uy e up, o Teorema 0.4 garante que
S é ndo-vazio e, consequentemente, contém o solu¢coes maximais e solucoes minimais
com respeito a ordem natural. Para mais detalhes sobre solucdoes maximais e solugoes

minimais recomendamos Kura [19] e Le [21].

1.3 Demonstracao das Afirmacoes Auxiliares

Demonstracio da Afirmacdo 1 do item (iii) do Lema 1.7. De fato, consideremos dois

Casos:

Casol: u<u<0.

Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

(1)Seu<u<u<0,temos 0 <|u |<|u|<|u|.Logo, existe A > 1, tal que, |u |=A|u|,
donde

Jlutuldy=2 [ up dx

S S
(2) Seu <u<u<0, temos 0 <| u |<| u |<| u|. Logo, existe A € [0,1], tal que,

[ lulrdx= [ (ul+1 u—a|ya.
S S

(3) Seu<u<u<0, temos 0 <| u |<|u|<| u | Logo, existe A € (0,1), tal que,

| u|=A|u|, donde
/|ayp-1yu|dx:x/|wdx.
S S

(4) Se u <u < 0 < u, entdo este caso se reduz a um dos casos anteriores.

Caso2: 0<u<u.

Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

(1)Se0<u<u<u temos 0 <|u|<u<u.
Logo, existe A € (0,1), tal que, | u |=A | u |, donde

Jlurular=2 [ up dx
S S
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(2)Se0<u<u<u temos0<u<|u|<u
ul|=|u|+A|u—ul, donde

Logo, existe A € [0, 1], tal que,
/|u]pdx:/(]g]+7u]ﬁ—g|)pdx.
S S

(3)Se0<u<u<u,temos 0 <u <u<|ul. Logo, existe L > 1, tal que, |u|=A|u|,

/|a|P—1|u|dx:x/|u|de.
S S

(4) Se u < 0 < u <1, entdo este caso se reduz 2 um dos casos anteriores.

Logo, em qualquer dos casos, as integrais em questdo dependem somente de u e

u e, portanto, elas sio todas constantes.

Finalizamos aqui o Capitulo 1.



CAPITULO 2

Grau Topologico e Aplicacoes

Neste capitulo faremos um breve resumo sobre a Teoria do Grau Topoldgico,
descrevendo os conceitos e propriedades fundamentais que serdo tteis na sequéncia deste
trabalho.

O Grau é uma ferramenta topolégica que, sob determinada condi¢do, nos da
informacdes sobre a existéncia, multiplicidade e natureza das solucdes de uma dada

equagdo. Em palavras, o objetivo € estudar a existéncia de solucdes de equacdes do tipo
fx)=b, x€Q, 2-1)

onde Q é um aberto limitado em um espaco de Banach E, f : Q@ — E é uma aplicacio
continuae b € E.

De um modo geral, este estudo consiste em encontrar o inteiro, denotado por
deg(f,Q,b), com a seguinte propriedade: se deg(f,Q,b) # 0, entdo a equagdo (2-1)
tem pelo menos uma solucdo. Para isto, estudaremos o Grau em dimensao finita (Grau
de Brouwer) bem como suas propriedades e em seguida extenderemos este estudo para
espacos de dimensdo infinita (Grau de Leray-Schauder). Esta ferramenta tem grande

aplicacao em problemas ndo lineares em espagos de dimensao finita.

2.1 Grau de Brouwer

Antes de definir o grau de Brouwer fixaremos as seguintes notagdes: C¥(Q, RV) é
o conjunto de todas as fungdes f : @ — RN continuas que possuem derivadas de ordem
k que podem ser extendidas continuamente até a fronteira. f € C'(Q,RY)NC(Q,RN),
S={x€Q; detf'(x) =0}ebc R\ f(0Q)Uf(S).
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Definiciio 2.1 Sejam f € C'(Q,R") e b & f(0Q) U f(S). Definimos o Grau de f com

relacdo a Q2 no ponto b como o inteiro dado por

deg(f,Q,b)= Y sgn(detf'(x)),
xef~1(b)

onde sgn é a fungdo sinal e f'(x) é a matriz jacobiana da funcdo f.

Para exemplificar, considere a funcgéo f : [0,2n] — IR dada por

Vamos obter deg (sin, (0,2m), %) .

Primeiro veja que
3
30 = {0,2n} e S={x€ (0,2n); cosx =0} = {E _"},

logo
fOQUS(S) ={-1,0,1},

donde % Z f(0Q) N £(S). Além disso, f € C*([0,2x],R), logo o Grau de sin em (0,2m)

com relacdo é ¢ dado por

D) s () s () <110

deg <sin, (0.2m), 5

Apesar de suas aplicacdes, o grau assim definido nao nos tem grande utilidade,
pois grande parte dos problemas envolvem func¢des nao necessdriamente diferencidveis.
Desta forma, extenderemos o grau de Brouwer para fun¢des continuas (Grau de Brouwer).

Considere f € C(Q,RN), b & f(0Q) e r = dist(b,0Q). Como C*(Q,R") é denso
em C(Q,R"), pode-se utilizar o Teorema da Aproximagio de Weierstrass para garantir a

existéncia de uma funcio g € C>(Q,R"), tal que, || f — g ||< r. Fixe o conjunto
U={geCHQRY); | f~glo<r}.

Entao,
deg(g1,Q,b) = deg(g2,2,b), Vgi,80€U.

Com isso, fazemos a seguinte definicao:

Defini¢do 2.2 Seja f € C(Q,RN) e b & f(0Q). Definimos o Grau de Brouwer de f com
relagdo a Q em b por

deg(f,Q,b) = deg(g,Q,b)
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onde g € C*(Q,RN) é qualquer funcdo satisfazendo || f — g ||-< r e deg(g,Q,b) é 0 Grau
dado na definicdo 2.1.

Observacio 2.3 Uma consequéncia da definicdo 2.2 é que se f € C(Q,IRN) e b & f(0Q),
entdo
deg(f,Q,b) = deg(f_bag70)

Para uma demonstracao deste fato sugerimos [2], p. 38.

A sequir enunciamos as trés propriedades principais da Teoria do Grau.

Teorema 2.4 (Normalizacdo) Seja E um espaco de Banach, QQ C E um aberto limitado

e I a aplicacdo idéntidade em Q. Se b € Q, entdo
deg(1,Q,b) = 1.
Demonstracao: (cf. Schwartz [34], p. 72).

Teorema 2.5 (Aditividade) Sejam Q e Q; dois subconjuntos abertos de €, tais que,
QINQ =0.Se f € C(Q,RN) étal que b ¢ £(0Q1)U £(993), entdo

deg(f,Q,b) = deg(f,Q1,b) +deg(f,Q2,D).
Demonstracao: (cf. Schwartz [34], p. 72).

Teorema 2.6 (Invariancia do Grau por Homotopia) Sejam f,g: Q — R" duas fun-
coes continuas, b € RV \ f(0Q) U g(dQ) e seja H : [0,1] x Q — RN uma aplicagdo
continua tal que b ¢ H([0,1] x 0Q) e

h(0,x) = f(x) e h(1,x) = g(x).
Entdo, deg(H(t,-),Q,b) = constante, para todo t € [0, 1].

Demonstracao: (cf. Ambrosetti & Arcoya [2], p. 35).

Pode-se provar que o Grau de Brouwer € unicamente determinado pelas trés pro-
priedades acima. As propriedades que se seguem sdao consequéncias das trés propriedades

anteriores.

Teorema 2.7 (Solucao) Seja Q um aberto limitado em um espaco de Banach E e f €
C(Q,R") tal que b & f(0Q). Se deg(f,Q,b) # 0, entdo existe x € &, tal que, f(x) = b.
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Demonstracao: (cf. Ambrosetti & Arcoya [2], p. 36).

Teorema 2.8 (Excisdo) Seja K é um subconjunto compacto de Q e f € C(Q,RY), tal
que, b ¢ f(0Q)U f(K). Entdo

deg(f,Q,b) =deg(f,Q\K,b).
Demonstracao: (cf. Schwartz [34], p. 73).

Teorema 2.9 (Dependéncida dos Valores da Fronteira) Sejam f,g:Q — R funcées
continuas tais que, f |sjo=g |oo e b € f(0Q) = g(dQ). Entdo,

deg(f,R,b) = deg(g,Q,b).
Demonstracio: (cf. Ambrosetti & Arcoya [2], p. 35).

Teorema 2.10 (O Grau é constante por componentes conexas) Se by e by estdo na

mesma componente conexa de R" \ f(0Q), entdo
deg(f,Q,b1) = deg(f,Q,b2).
Demonstracao: (cf. Ambrosetti & Arcoya [2], p. 35).

Teorema 2.11 (Continuidade) Seja f : Q — R" continua tal que b ¢ f(9Q). Entdo
existe uma vizinhanca V de f tal que paratodo g €V, b & g(dQ) e

deg(f,Q.b) = deg(3,Q,b).
Demonstracao: (cf. Schwartz [34], p. 67).

Teorema 2.12 (Produto Cartesiano) Suponha que Q = Q1 X Q é um aberto limitado
em RN com Q1 aberto em RP e Q) aberto emRY, p+q = N. Suponha que f: Qi x Q) —>
R? x RY seja tal que f(x) = (fi(x), fo(x)), onde fi : Q] — RP e f>: Qy — RY sdo
continuas. Suponha que b ¢ f;(0Q x 0Q,). Entdo,

deg(f,Q,b) = deg(f1,Q1,b)deg(f2,2,b).
Demonstracao: (cf. Schmitt & Thompson [33], p. 40).

O seguinte teorema mostra que o Grau de Brouwer pode ser extendido para

quaisquer espacos vetoriais V de dimensao finita.
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Teorema 2.13 Sejam Q C RN um aberto limitado, f € C(Q,R") com n < N e ¢(x) =
x— f(x), Vx € Q. Se b & ¢(0Q), entdo

deg(9,Q,b) = deg(9 |grpn, QNR", D).
Demonstracao: (cf. O’'Regan D, Cho Y.J., Chen Y. [28], p. 9).

As propriedades enunciadas acima compdem um grupo de ferramentas de grande
valia para estudar o conjunto das solucdes de equagdes do tipo (2-1). O seguinte teorema
€ uma aplicacdo da Teoria do Grau de Brouwer e tem grande importincia na Teoria dos

Pontos Fixos.

Teorema 2.14 (Ponto Fixo de Brouwer) Sejam C C RY um conjunto fechado, limitado,

convexo e f: C — C continua. Entdo. existe x € C, tal que, f(x) = x.

Para a demonstracdo deste teorema utilizaremos o teorema abaixo devido a

Dugundji.

Teorema 2.15 (Dugundji) Sejam M um espaco métrico, E um espaco de Banach, A C M
fechado, C C E fechado e convexo e f: A — C continua. Entdo, existe f: M —C

continua, tal que, f|A: f.

Demonstracao: (cf. Deimling [10], p. 44).
Passemos a demonstra¢do do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.
Demonstracao do Teorema 2.14. Primeiro, suponha que exista R > 0, tal que,
C={xeR";|x||<R},
isto €, C € uma bola de raio R centrada na origem. Defina a aplica¢do T : C — C por
T(x)=x—f(x), VxeC.

Entao, temos dois casos:

Caso 1: T(x) =0, Vx € dC.

Neste caso, f(x) = x e o teorema estd trivialmente demonstrado.

Caso2: T(x) #0, Vx € dC.
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Neste caso, defina a homotopia H : [0, 1] x C — C por
H(t,x) =x—tf(x), t€]0,1], x€dC.

e veja que H é continua. Logo, basta mostrar que H (¢,x) # 0, para todo (¢,x) € [0, 1] x dC
e aplicar o Teorema da Invariancia do Grau por Homotopia para obter o resultado dese-

jado.
Afirmacdo 1: H(z,x) # 0, para todo (,x) € [0,1] x 9C.

De fato, se + = 0, entdo H(0,x) = x # 0 pois 0 ¢ dC. Jd se t = 1, tem-se
H(1,t) = T (x) # 0 por hipétese.

Agora, suponha por contradi¢do que exista (7,x) € (0,1) x dC, tal que, H(t,x) =
0, isto é, que 7 f(x) = x, logo

x|
I 76e) =0
um absurdo, pois f(x) € C. Assim, H(t,x) # 0, V(z,x) € [0, 1] x dC e utilizando o Teorema

da Invariancia do Grau por Homotopia, temos que
deg(T,C,0) =deg(1,C,0) = 1.

Como deg(T,C,0) # 0, segue pela propriedade solu¢do do Grau, que existe
x € C, tal que, T'(x) =0, isto &, que

e, portanto

Suponha agora que C ndo ¢ uma bola. Como C € limitado, existe uma bola
B = Bg(0) que contém C. Como C é fechado e convexo, pelo Teorema de Dugundji,
existe uma funcdo f : B — C continua, tal que, f |c= f. Veja que 90BN f(C) = 0, logo

usando a primeira parte da demonstracdo, temos que existe x € B, tal que, f(x) = x. Mas

como f(B) C C, temos que, f(x) =x, x € C. Isto conclui a demonstragao.
O

Faremos agora a extensdo do Grau para espagos de dimensdo infinita. Esta ex-
tensao € denominada Teoria do Grau de Leray-Schauder e € feita através de perturbagdes

compactas da idéntidade.
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2.2 Grau de Leray-Schauder

Seja Q um aberto limitado em um espaco de Banach E e T : Q — E um
operador compacto. Defina
o=1-T

e considere b ¢ ®(dQ). P é dita uma perturbagido compacta da idéntidade. O Grau de
Leray-Schauder é definido no conjunto das triplas (®,Q,b) com as mesmas propriedades

estabelecidas para o Grau de Brouwer.

Definicio 2.16 Sejam b € E\ ®(0Q) e F um subespaco de dimensdo finita de E que

contém T (Q) e b. O Grau de ® em relagdo a Q em b é definido como o inteiro dado por
deg(®,Q,b) = deg(P [gp, QNF,D).

Observe que a igualdade acima estd bem definida. De fato, basta mostrar que o
Grau independe da escolha do subespago F'. Para isto, sejam Fj e F> dois subespacgos de

E de dimensao finita com

T(.Q.) CHNFK e be Nk

Considere, entdo, F = F; N F, o menor subespago de F; e F> que contém T (Q) e

b. Pelo Teorema 2.13, temos que

deg(P [gnp, QNF1,b) = deg(P [gnp, QN F,D)

deg(®P [gnp,, QNF2,b) = deg(P g, QN F,D)

e dai segue que
deg(P g, QNF1,b) = deg(P gy, QN F2,b)

e, portanto, o Grau estd bem definido.

Observacao 2.17 As observacoes a seguir tratam de operadores compactos:

(a) Dizemos que um operador T : Q — E é compacto se T é continuo e leva conjuntos

limitados em conjuntos relativamente compactos, isto é, se T(Q) é compacto
sempre que € limitado, ou ainda, se dada uma sequéncia convergente (u,) C Q,

(T (uy)) possui uma subsequéncia convergente.
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(b) O espago vetorial
K(Q,E)={T:Q — E; Tcompacto}

é um espago de Banach munido da norma

| T |lo=sup | Tx|.
xeQ
(¢) T pode ser aproximado por operadores de posto finito, isto é, se E um espago de
Banach, Q C E um subconjunto limitado e T : Q — E uma aplicagcdo compacta
continua, entdo para qualquer € > 0, existe um espaco de dimensdo finita F e uma

aplicagdo continua T : Q—>F, tal que,
| Tex—Tx||< e, VxeQ.

(d) Seja T : Q —+ E um operador compacto e ® = I —T. Entdo, T € fechado.
Com as observacdes acima temos a seguinte defini¢cao:

Definiciio 2.18 (O Grau de Leray-Schauder) Seja T : Q@ — E um operador compacto
e defina ® =1—T com b & ®(dQ). Definimos o Grau de Leray-Schauder de ® com

relacdo a Q no ponto b como o inteiro
deg(q)agab) = deg(q)laghb)a
onde & =1 —Ti, sendo Ty um operador compacto tal que

sup || Tvx—Tx ||< r =dist(b,P(0Q)),

x€Q
Q| = QNE;, onde E| é qualquer subespaco de E de dimensdo finita com T(Q) C Ej,
b€ E) edeg(P1,Q1,b) é o Grau de Brouwer.

E importante ressaltar que todas as propriedades enunciadas acima para o Grau
de Brouwer sdo vélidas também para o Grau de Leray-Schauder. Outras propriedades

importantes do Grau de Leray-Schauder sdo:

2

Teorema 2.19 (Invariancia por Homotopia) Seja T € C([0,1] x Q,E) tal que T(t,-) é
uma aplicagdo compacta paratodo t € [0,1]. Defina ®;(u) =u—T(t,u). Seb:[0,1] — E
é continua e b(t) & ®,(Q), entdo

deg(®,,Q,b(t)) = constante, Vt € [0,1].

Demonstracao: (cf. Ambrosetti & Malchiodi [3], p. 37).
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Teorema 2.20 (Invaridncia por Homotopia Generalizado) Seja Q um aberto limitado

de Rx E e sejaT : Q@ — E um operador compacto. Para todo t € R considere as t-faixas
Q ={uckE; (t,u) € Q}
e a aplicacdo ®; : Q; — E dada por
D, (u) =u—T(t,u).

Se ®;(u) # b, Yu € 9y, entdo o Grau Topoldgico deg(P;,Qy,b) estd bem definido e
independe de t.

Demonstracao: (cf. Ambrosetti & Malchiodi [3], p. 55).

Faremos agora um resultado sobre pontos fixos que é semelhante ao Teorema do
Ponto Fixo de Brouwer e cuja a prova € quase idéntica. Mas antes de provar este resultado

faremos algumas resultados preliminares.

Definicao 2.21 Seja A um subconjunto de um espago vetorial E. A envoltoria convexa de
A, denotada por conv(A), é a intersec¢do de todos os subconjuntos convexos de E que
contém A. O fecho envoltério convexo de A, denotado por conv(A) é a interseccdo de

todos os conjuntos convexos fechados de E que contém A.

Lema 2.22 Se E é um espago vetorial topoldgico entdo conv(A) = conv(A).

Demonstracao: (cf. Dunford & Schwartz [11], p. 415).

Com isso podemos enunciar o seguinte teorema sobre pontos fixos.

Teorema 2.23 (Ponto Fixo de Schauder) Seja C um conjunto limitado, fechado e con-
vexo em um espago de Banach E e T : C — C um operador compacto. Entdo, T tem um

ponto fixo em C, isto é, existe x € C, tal que, T (x) = x.

Para a demonstracdo deste teorema utilizaremos o resultado abaixo devido a
Mazur cuja demonstragdo pode ser encontrada em DUNFORD & SCHWARTZ [11], p.
416.

Teorema 2.24 (Mazur) Seja E um espaco de Banach e A C E compacto. Entdo conv(A)

é compacto.
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Passemos a demonstragdo do Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Demonstracao do Teorema 2.23. Primeiro veja que do fato de C ser limitado e de

T : C — C ser um operador compacto, tem-se que 7 (C) C C é compacto. Defina
A =comv(T(C)) C C.

Pelo Teorema de Mazur tem-se que A é compacto.
Tome R > 0 tal que A C B, onde B = Bg(0) € a bola aberta de raio R centrada na

origem. Ja que T'(C) C A, podemos considerar
T:C—A.

Agora, como T € continuo, pelo Teorema de Dugundji (cf. Teorema 2.15), existe

uma extensdo continua 7 : B — A de T tal que

T |c=T.

Veja que T (B) C A é fechado e que A é compacto, logo T é compacto. Agora
defina a homotopia H : [0,1] x B — B, por

H(t,x) =x—1T(x),

e veja que H é continua.
Suponha que x — T'(x) # 0, pois caso contrdrio o teorema estaria trivialmente

demonstrado.
Afirmagéo 1: H(¢,x) # 0, para todo 7 € [0, 1] x dB.

De fato, se t = 0, entdo H(0,x) = x # 0, pois 0 & dB. Ja se t = 1, tem-se
H(1,t) =x—T(x) #0, por hipétese. Logo, 0 <t < 1.
Suponha por contradi¢do que exista (¢,x) € (0,1) x 9B, tal que, H(t,x) = 0. Logo,

x=1T(x).

Dai,
R=[[x[=1|T(x) <R,
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o que é absurdo. Logo, H(,x) # 0, para todo ¢ € [0, 1] e para todo x € dB, e pelo Teorema

da Invariancia por Homotopia,

deg(H(t,-),B,0) = constante,

donde
deg(H(1,-),B,0) =deg(H(0,-),B,0),
isto é,
deg(I—T,B,0) = deg(I,B,0) = 1.
Logo, pela propriedade solucdo do grau, existe x € B, tal que, x — T(x) =0, isto
é, tal que,

T (x) = x.

Ecomo T(B) CCeT |c=T, tem-se que
T (x) = x.

Portando 7' tem um ponto fixo. Concluindo assim este teorema.
O

A seguir enunciaremos um teorema devido a Rabinowitz que nos serd muito util
para garantir a existéncia de solu¢des de uma fungdo da forma I — T, com T compacto,
em espagos de Hilbert de dimensao infinita em um ponto b, onde b € um ponto de minimo

isolado de tal fun¢do neste espaco de Hilbert.

Teorema 2.25 (Rabinowitz) Seja E uma espaco de Hilbert de dimensao infinita, b € E,
Q uma vizinhanga limitada de b e g € C'(Q,R) com g'(u) = u— T (u), onde T é compacto.

Suponha b um ponto de minimo isolado para g. Entdo,
deg(g',Q,0)=1.
Demonstracao: (cf. Rabinowitz [30], p. 484).

E finalizamos aqui este capitulo que serd de grande importancia para desenvol-

vimento do Capitulo 3.



CAPITULO 3

Um Problema Nao-Linear de Auto-Valor para o

Laplaciano: Um Resultado de Peter Hess

Neste capitulo consideraremos o problema (0-2) e mostraremos através de
Métodos Variacionais, Principios de Maximo e Teoria do Grau Topoldgico de Leray-
Schauder a existéncia de multiplas solucdes clédssicas positivas deste problema dado que
f € C'([0,%), R) satisfaz as condicdes (f1), (f2) e (f3) dadas anteriormente.

O problema (0-2) foi estudado inicialmente por Brown e Budin em [6]. Neste
trabalho eles consideram um problema eliptico ndo-linear para o operador uniformemente

eliptico
n

Lu=— Z 0i(a;jou) +cu, a;j € C'THQ),c € C*(Q),c >0,
ij=1
e mostram que a troca de sinal da funcdo f e certas condi¢des adicionais impostas
sobre f garantem a multiplicidade de solucdes classicas positivas do problema. Nesta
generalidade, utilizando Métodos Variacionais, eles mostram a existéncia somente de m
solucdes uy, - - -, uy,. Além disso, sob certas condi¢des adicionais eles mostram a existéncia
de uma segunda solugdo u; entre as solu¢des u; € u; . Outros avangos neste sentido
dependem especialmente da Teoria do Grau de Leray-Schauder. E sobre estes avangos

que trataremos a seguir.

3.1 Resultados Preliminares e Notacoes

Nesta sec¢do apresentaremos vdrios lemas técnicos e notagdes que serdo utili-
zados na demonstracdo do Teorema 0.1. Comegaremos com o seguinte resultado cuja

demonstracdo utiliza o Principio do Maximo Forte.
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Lema 3.1 Seja g : [0,00) — R wuma fungdo de classe C', so > 0 um miimero tal que

g(s0) <0 e u uma solugdo cldssica positiva do problema

{—Au = g(u) em Q, 3-1)

u = 0 em 0Q.

u ||o<,7é 50-

Demonstracdo. Suponha por absurdo que || u ||= so. Provaremos a seguinte afirmacao:

Entdo,

Afirmacao 1: Existe ¢ > 0 tal que &(r) = g(t) + ct é crescente em [0, sp].

De fato, para que a fung@o h(z) seja crescente em [0, o] € suficiente que #'(¢) > 0
parat € [0,s0], ou seja, € suficiente que g'(r) > —c.

Como g € C'([0,s0]), temos que g’ € C([0,50]). Além disso, como [0,s0] é um
conjunto compacto, segue que g’ é uma fungdo limitada em [0,s¢], isto é, existe uma
constante co > 0 tal que | g'(¢) |< co, para todo ¢ € [0, sp).

Tomando ¢ > ¢, teremos que | g'(7) |< ¢, isto é, —c < g'(t) < ¢, donde g’ (¢) +¢ >
0, isto é, A'(¢) > 0. Dai h é crescente em [0, so].

Agora, veja que

(=A+c)(u—s0) = —Au+cu—cso
< —Au—+cu—g(so)—cso
= 8(u)+cu—(g(s0) +cs0). (3-2)
Como
g(s0) +cso > g(u) + cu,
pois g(u) + cu é crescente em [0, sg], tem-se que
8(u) +cu—(g(s0) +cso) <0,
e de (3-2)
(—A+c)(u—s50) <0 em Q.

Além disso,

u—so=—s90<0 em 0Q.

Logo, podemos considerar o seguinte problema

{—(A—l—c)(u—so) < 0 em Q, (3-3)

u—so < 0 em 0Q,
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e aplicar o Principio do Méaximo Forte para garantir que u —so < 0 em Q, isto &, u < 59

em Q. O que é impossivel. Logo, || u |7 so € fica provado o Lema 3.1. O

Agora, considere a familia de problemas

—Av = Afi(v) em Q, (3-4)
v = 0 em 0Q,
onde 1 <k<me f; € CI(R,R) ¢ dada por
( 0, se s<—1
>0, se —1<s<0
fills) =4 f(s), se 0<s<a. (3-5)
<0, se gpr<s<ap+1
L 0, se a+1<s
Considere o Espaco de Sobolev H = H(} (Q) equipado com a norma
| |2=< u,u >H:/ | Vu|? dx (3-6)
Q
e produto interno dado por
(u,v)g = / VuVvdx, u,ve H. (3-7)
Q

A expressao em (3-6) € uma norma em H devido a desigualdade de Poincaré.
O objetivo do lema abaixo € resolver o problema (3-4) encontrando solugdao
fraca.

Lema 3.2 Para cada inteiro k € {1,...,m}, o problema (3-4) tem pelo menos uma
solugdo fraca u € H} (Q).

Demonstracfo. Para cada A > 0, defina o funcional energia ®y(A,-) : H — R por

1
Belhu) =5 [l —)L/QFk(u)dx, ueH, (3-8)
onde S
Fuls) = /O fi(o)do. (3-9)

Pelo Teorema C.1 (cf. Apéndice), temos que CID;C(k, -): H — H* é dada por

(CID;C(K,M),W:/QVqudx—k/ka(u)vdx, u,v€H. (3-10)
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Mas, sabemos que u é uma solugdo fraca de (3-4) se
/ Vqudx—?L/ fi(u)vdx =0, veH, (3-11)
Q Q

isto é, se
(®,(M,u),v) =0, veH,

ou seja,
@, (A,u) =0

e, portanto, se u € ponto critico de ®¢ (A, ). Provaremos entdo que P (A,-) admite ponto

critico. Para isto, considere a seguinte afirmacao:

Afirmacio 1: @ (A,-) : H — R admite um ponto de minimo, isto é, existe u € H, tal

que,
Oy (A, u) = milr}cpk(x, V). (3-12)
ve

De fato, vamos mostrar primeiramente que @ (A, -) é limitado inferiormente, isto
é, que existe co > 0 tal que Py (A,u) > —cp, paratodo u € H.
Com efeito, veja que f; é uma funcao limitada, logo existe uma constante a > 0

tal que
| fils) |<a, Vs ER.

Dai, vemos que
S S S
|Fk(s)|§|/0fk(c)dc|§/0 |fk(c)ydcga/o do—a|s|+b, (3-13)

donde, utilizando as desigualdades de Holder e Poincaré, tem-se
/ F(u)dx < | / Fi(u)dx |
Q Q

IR |ax
/Q (a|u| +b)dx

= a/|u|a’x+b/dx
Q Q
1 1
2 2
a /|u]2dx /lzdx +b| Q|
Q Q

1
alluls) Q7 +b Q]
ac? | Q2| ully +b| Q]
— M| ullg+N (3-14)

IN

IN

I IN

IN
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1 1 . . 2 .
onde M =ac2 | Q |2, N=b|Q | e céaconstante da desigualdade de Poincaré. Assim,

1
Gelha) = 5wl —n [

1 2
> >l =AM | g AN,
Agora, considere o polindmio

P(s) = %sz —AMs+ AN.

(3-15)

Veja que @i (A, u) > P(u) e que P é limitado inferiormente, isto é, existe co > 0,

tal que, P(s) > —cop, donde
D (Au) > —co, u€H,

e portanto Py (A, u) é limitado inferiormente.

Defina
0 L}GH k( ’ )

e tome (u,) C H uma sequéncia minimizante de @y (A, -) relativa a Iy, isto &,
O (N, up) "= I,
Logo, para n suficientemente grande, tem-se
q)k(k,un) <Ilh+1,

donde |
3l = [ i) <11

e dai, temos que
| |3< 2000+ 1) +zx/QFk(un)dx.

De (3-14) e de (3-16), segue que

lun |5 < 200+ 1) +2AM || u, |5 +2AN
= (2([0+1)+27\.N)+27LM H Uy HH
= B+A| u ||n,

onde A=2A\M e B=2(Ip+ 1)+ 2AN.

(3-16)

(3-17)
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Afirmacio 2: (u,) ¢ uma sequéncia limitada em H.

De fato, suponha por absurdo que || u, ||g— oc. Dividindo ambos os lados de

(3-17) por || uy, ||z, tem-se

B

it <A+ —0—. (3-18)
| ttn ||
. B e . .
Veja que — 0 quando || u, ||z— . Logo ¢ limitado, isto é,
| tn ||z | un ||
existe uma constante K > 0 tal que T < K. Assim, de (3-18), temos que
Un ||H
| un |lH<A+K,

que é um absurdo. Logo (u,) é limitada em H, provando a Afirmacio 2.

Como H é um espago reflexivo e (u,) é uma sequéncia limitada em H, existe

uma subsequéncia de (u,), que por simplicidade denotaremos por (u,), e u € H tais que
H
Uy — U.
cpt H
Como H < L*(Q) e u, — u, temos que
L’(Q)

Un > U,

donde por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequéncia (uy,;) C (u,) € uma
fungio h € L*(Q) tais que

Up; — u q.tp.em Q e|u,; |[<h qtp.em Q.
Como F; é continua, segue que
Fi(un;) — Fi(u) q.tp.em Q.
Além disso, de (3-13), tem-se
| Feun;) |< alun; | +b < (a| k| +b) € L}(Q),
e pelo Teorema de Lebesgue

/Fk(unj)dx—>/Fk(u)dx, ucH.
Q Q
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Dai, segue que

1
Delhu) = 5l —n | Rl

1 .
< lims |, ||§,—hmx/QFk(u,,j)dx

(1
— tim((3 1 B =2 i )
= lim CIDk(K,unj)

= Iy,
donde
Dy (A, u) = minDy(A,v).
k( 7”) Il}él[l} k( 7V)
Portanto, u# € ponto de minimo do funcional ®¢(A,-), e fica demonstrada a
Afirmacao 1.

Afirmacao 3: u é solucdo fraca do problema (3-4).

De fato, como @y (A,u) é valor minimo de @y (A, ), vem que
Dy (A u) < Dp(Au+t), Vit €R e Vo H.

Logo
(I)k(x'vu"i_t(p) - q)k(xwu) = 0.

e temos dois casos:
Caso 1:¢t > 0.

Neste caso,
CI)/((K,LH—Z({)) - Cbk(k,u)

t

>0

- I

e passando o limite quando ¢t — 0 pela direita em ambos os lados da desigualdade acima,

temos que (CID;COL, u),®) > 0 e, consequéntemente,

/ ViuVods— / filw)gdx > 0. (3-19)
Q Q

Caso 2:t < 0.
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Neste caso,
q)k<7\‘7u+t(p) - cbk(}ﬂu)

<0
t

Y

e passando o limite quando + — 0 pela esquerda em ambos os lados da desigualdade

acima, obtemos <q);<(}b, u), @) <0, e daf

/ VuVodx — k/ Ji(u)odx < 0. (3-20)
Q Q

De (3-19) e (3-20), segue que

/ VuVedx =\ / fi(w)odx, 9 €H, (3-21)
Q Q

donde u € solugdo fraca do problema (3-4). E fica demonstrado o Lema 3.2. 0

A seguir estudaremos regularidade da solugdo fraca obtida no lema anterior.

Lema 3.3 (Regularidade da solucao do problema (3-4)) Seja u € H uma solucdo fraca
do problema (3-4). Entdo u € C**(Q), com 0 < o, < 1, isto é, u é solucdo cldssica do
problema (3-4).

Demonstracao. Uma vez que u € H ¢é solucdo fraca do problema (3-4), tem-se que

/ VuVodx = 7»/ fr(w)odx, 9 € H.
Q Q
Faca

h(x) = fie(u(x)).

Sabemos que f; € limitada e continua, logo & € L*(Q). Assim, u € H é solucdo

fraca do problema

(3-22)

—Au(x) = M\ha(x) xXeQ,
u(x) = 0 x € 0Q.

Como L*(Q) C LP(Q), para todo p > 1, segue que h € LP(Q). Logo pelo

Teorema B.4 (cf. Apéndice), temos que
uc WP (Q).

Ja que 0Q é regular, pelo Teorema A.17 (cf. Apéndice),

cont.

WP (Q) = Cl(Q), p>N,

logo
h(x) = fi(u(x)) € C'(Q) € C*(Q).
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Concluimos, pelo Teorema de Schauder (cf. Teorema B.6 no Apéndice), que
ue C*(Q),
e portanto u € solugdo cldssica do problema (3-4). 0

A seguir estudaremos o conjunto dos pontos criticos de @y (A, -) dado por
Or(A) ={uecH; &, (A u)=0}.

Pelo Lema 3.2 tem-se Oy (A) # 0, uma vez que P (A, ) admite ponto de minimo.
O teorema abaixo fornece uma condicdo necessdria e suficiente para que uma

funcdo u € H seja solugado cldssica do problema (0-2).

Lema 3.4 v € Qi(A) se, e somente se, v é solucdo cldssica do problema (0-2). Além disso,
0<v<a.

Demonstracao. Seja v € Qi (), logo v € ponto critico de Py (A, -), isto é,

@, (A, v) =0,
donde
<q)k(;\'7v)7(p> = 07 ¢c H.
Consequéntemente, utilizando a defini¢do da derivada de Fréchet, temos que
/ VvVedx — 7»/ fiv)edx=0, ¢ € H,
Q Q
ou seja,

/ ViVodx = A / fi()odx, ¢€H (3-23)
Q Q

e, portanto, v € solucdo fraca do problema (3-4).
Mas pelo Lema 3.3, que trata da regularidade das solu¢des do problema (3-4),
temos que v € C>%(Q), isto &, que v é solucio cldssica de (3-4). Além disso, veja que

0<v<ar 1<k<m.

De fato,

Afirmacao 1: v > 0.
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Defina o conjunto
U={xeQ; v(x) <0},

e suponha que U # 0. Note que, v satisfaz o problema

{—Av = Afi(v)>0 em U, (24

v = 0 em JU.

Logo, pelo Principio do Médximo Forte, v > 0 em U, o que € um absurdo. Assim,

U = 0 e, consequéntemente, v > 0 em Q.
Afirmacao 2: v < ay.

Defina o conjunto
V={xeQ; v(x)>a}

e suponha que V # 0. Note que v satisfaz o problema

{—Av — M) <0 em V, (3-25)

v = 0 em dV.

Logo, pelo Principio do Méaximo Forte, v < 0 em V, que € um absurdo, pois

contraria a Afirmacao 1. Logo V = 0 e, consequéntemente, v < a; em Q.

Além disso, veja que Afi(ax) < 0, donde do Lema 3.1 segue que || v ||# a.

Portanto, v < ay e, para 1 < k < m, temos que
0<v<aq.

Logo, pela defini¢do de f; tem-se

donde, por (3-23),
/VvV(pdx:/f(v)(pdx, ¢0cH,
Q Q

e com isso, v € solucdo fraca do problema (0-2) e consequéntemente, pelo Lema 3.3, v é

solucdo cléssica do problema (0-2).
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Reciprocamente, suponha que v seja solucdo cldssica do problema (0-2) com
0 < v < a. Logo, temos que v € C>*(Q) e

—Av = A Q
v S (v) em Q, (3-26)
v = 0 em 0Q.
Tome ¢ € C7(€2) e multiplique ambos os lados de (3-26) por @, isto &,
—Ave =Af(v)¢.
Integrando ambos os lados da igualdade acima em €2, tem-se
—/ Avodx = 7»/ f(v)odx,
Q Q
e utilizando a Primeira Idéntidade de Green, segue que
/ VvWodx = 7»/ f(v)odx. (3-27)
Q Q
Como 0 < v < g, pela defini¢ao de f;, temos que
) = fiv).
Logo,
/ ViVodx — A / fl)edx, @c Q). (3-28)
Q Q

payrsy Al

Agora, tome u € H. Como H =C; () ", existe uma sequéncia (¢,) C C5 ()

tal que
H
0, — u.

Assim, tomando @, no lugar de ¢ em (3-28), podemos escrever
/ ViV@udx = A / ) oudx, O € CT(Q). (3-29)
Q Q
Afirmacao 3: / VvwWe,dx — / VvVudx.
Q Q

2(Q
De fato, como @, A segue que Vo, LLQ Vu, donde por resultados de Teoria
da Medida, existe uma subsequéncia de (@), que por comodidade denotaremos por (@),

e uma fungéo h € LZ(Q), tais que,

Vo, — Vu qtp.em Qe |V, |<h qtp.em Q,
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donde, para todo v € H, tem-se
VwWe, — VvVu q.t.p.em Q.

Além disso,
| VvV, |<h|Vv]e L'(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/VvV(pndx—>/ VyVudx,
Q Q

e fica provada a Afirmacao 3.

Afirmacio 4: /Q Si(V)@pdx — /Q fi(v)udx.

H cpt o Lz( )
De fato, como @, — u e H — L*(Q) temos que ¢, — u. Logo, por resultados

de Teoria da Medida, existe uma subsequéncia de (¢, ), que por simplicidade denotaremos

por (¢,), e uma fungio i € L?(Q), tais que,
¢n —>u qtp.em Qe |@,|<h qtp.em Q.
Como f; € continua segue que

()@, — fi(v)u, q.t.p.em Q.

Além disso, f; € limitada, isto é, existe uma constante a > 0 tal que | f;(v) |[< a,

para todo v € H. Logo, tem-se

| fc0)n || fi(v) 1] n |< ah € LX(Q).

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, podemos garantir que

/ka(v)(Pndx—>/ka(v)udx,

e fica provada a Afirmacao 4.

Assim, passando ao limite quando n — oo em (3-29), temos que

/ VvVudx = 7»/ fi(W)udx, ueH,
Q Q
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donde
/ VvVudx—k/ fi()udx =0,
Q Q
isto €,
(@, (A, v),u) =0, ucH.

Assim,
@, (A,v) =0, vEH,

ou seja, v é um ponto critico de (A, ). E, portanto, v € Qi (N).
0

Veja, pelo Lema C.3 (cf. Apéndice), que a derivada de Fréchet @;(7», ) H—

H* é da forma /—compacto, isto €, existe um operador compacto 7; : H — H* tal que
O, (,-) =1—Tj.

Com isto, podemos aplicar a Teoria do Grau de Leray-Schauder para garantir a

existéncia de solucdes do problema (3-4).

O lema a seguir trata de algumas propriedades do conjunto dos pontos criticos
de CI)k (7\.7 )

Lema 3.5 Se Qi () € o conjunto dos pontos criticos de ®y(A,-), entdo

(i) Qk(\) C H é compacto.
(i) Or—1(A) C Qk(N), para todo 2 <k < m.

Demonstracao. (i) Seja (u,) C Ox(A) uma sequéncia limitada. Mostraremos que existe
u € Qr(A) e uma subsequéncia (uy,;) C (uy) tal que u,; — u em Ok (L).
Com efeito, como (u,) C Qi(A), temos que CID;C(k, u,) = 0. E como (IJ}(O», U,) =
up — Ti(uy,), segue que
up = Tp(up).

Como T; : H — H* é compacto, existe u € H e uma subsequéncia (uy,;) C (un),
tal que,
H
Ti(un;) — u.

Mas uy,; = Ti(uy;), logo
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Mostraremos agora que u € Qx(A). Com efeito, como 7; é compacto, T; €, em
particular, continuo e dai

H
Tk(”nj) — Tk(u).
Assim,
| Toe(u) = e ||t <[ Tac(e) = Teuany) | + || Taetn;) = e[| 11— 0.
Dai, tem-se que Tj(u) = u. Assim, u — Ti(u) = 0, donde q);c(}\,,bl) =0, isto é,

u € Qr(A).

Portanto, Qi () é compacto em H.
(if) Mostraremos que se u € Qy_1(A), entdo u € Q(N).

De fato, seja u € Qr_1(A), entdo pelo Lema 3.4, u é solucdo classica do problema

{ —Au = Afi_1(u) em Q, (3-30)
u = 0 em 0Q,
e, além disso, 0 < u < ay_. Pela defini¢do de f;, vemos que
J() = fi1(u) = fi(u),
donde u satisfaz o problema
{ —Au = Afi(u) em Q (3-31)
u =0 em 0JQ.
E dai, pela reciproca do Lema 3.4, u € Q;(\). Portanto
Qi1 C Ok(}),
e o lema estd provado. 0

Seja 1 <k < m e considere Bg(0) denotando a bola aberta de raio R > 0 e centro
na origem.

Lema 3.6 Para cada 1 < k < m, existe Ry > 0 tal que para cada R > Ry vale:

(i) (CID;((X,, v),v) > 0, para todo v € dBg(0).
(ii) deg(®,(X,-),Br(0),0) = 1.
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Demonstracdo. (i) Pelo Lema C.1 (cf. Apéndice), a derivada de Fréchet de ®g(A,-) é
dada por

(CI);((?»,M),W:/Vqudx—?u/ Si(u)vdx, u,veH.
Q Q
Assim, temos que
(@, (hv),V) = /wv yzdx—x/ Fi(v)vdx
Q Q
= vl = 1AG) v dx (332)

Como f é limitada, existe a > 0, tal que, | fx(v) |< a, para todo v € H. Donde

@)y = v —ha [ [v].1dx
Q

1
v I3 —xa(/ |v|2dx)2</ 12dx>2
Q Q

1
vl —Aal Q2] v

2 1
> vz —Aa|Q]2Cv|n

A%

v 17 =A v,

onde A =Aa | Q |% CeC=c? éaconstante da desigualdade de Poincaré. Agora, considere
o polindmio
p(S) = S2 _AS7

e veja que <(I>;<(7u, v),v) > p(|| v ||z). Além disso, existe R > 0 suficientemente grande tal
que p(s) > 0, para todo | 7 |> R. Assim,

(®, (A, v),v) >0, veIBg(0).

(if) Vamos mostrar este resultado através de uma homotopia da aplica¢do identidade.
Para isto, defina a homotopia /4 : [0, 1] x Bg(0) — R por

hie(t,u) = 1D, (Mu) + (1= 1)u, u € 0Bg(0), 1 €[0,1]
Observe que CID;C(k, -) = I—compacto e que
he(0,0) = u e h(1,u) = Dy(A,u).

Logo, basta mostrar que /i (z,u) # 0, para todo ¢ € [0, 1] e todo u € dBg(0) com
R suficientemente grande, e aplicar o Teorema da Invaridncia por Homotopia para obter o

resultado desejado.
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Note que

(he(t,u),u) = (DA u) + (1 — 1), u)
= (D (hua),u) + (1 1) {u,u),

e veja que:
parat =0 e u € dBg(0), tem-se

(he(t,u),u) = (u,u) = w[|> 0,

parat = 1 e u € dBg(0), tem-se, pelo item (i), que
(et 10),0) = (@ (A 0),0) > 0,

para0 < < 1 e u € dBg(0), tem-se que (1 —7)(u,u) > 0, e novamente pelo item (i),
(he(t,u),u) > 1{Dy (A, u),u) > 0.

Logo hy(t,u) # 0 e pelo Teorema da Invaridncia por Homotopia, tem-se
deg(®,(\,-), Bg(0),0) = deg(I,Bg(0),0) = 1,
como ja haviamos afirmado. 0

Agora, seja 2 < k < m e, para cada € > 0 seja Ug(Qx_1(A)) uma e—vizinhanga
de Qk—1(A) em H. O teorema abaixo mostra que existe solu¢do de (3-4) em Ug(Qx—1(N)).

Lema 3.7 Existe €1 = €;_1(A) > 0, tal que, para todo € € (0,&;_1), tem-se que
deg(Dy(N, ), Ue(Qr—1(X)),0) = 1. (3-33)

Demonstracao. Primeiro, tome R > 0 suficientemente grande tal que Ug(Qx—1(A)) C

Bg(0). Veja, pelo Lema 3.6 ¢ pelas propriedades da aditividade e excisdo do Grau, que:
Afirmacio 1: deg(®,_,(A,-),Ue(Qr_1(1)),0) =1, Ve > 0.

De fato, sabemos que todas as solucdes de

@, (A\u)=0
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estdo em Qr_1(A). Logo, ndo existe u € Br(0) \ Ug(Qr—1(A)) tal que
@, ;(hu) =0,

e portanto
deg(®_1(A,-), Br(0) \ Ue(Qx-1(2)),0) = 0.
Pela propriedade da excisdo e da aditividade do Grau, temos que

deg(®,_; (\,-),Br(0),0) = deg(®,_; (A, -), Br(0) \ Ue(Qs_1 (1)), 0)+
deg(®y_y(A,-),Us(Qr_1(N)),0),

donde, pelo Lema 3.6,

deg(q);c—l(}\’v '>7U£(Qk71 0\'))70) = deg(q);cfl(xv ')7BR(0)7O)_
deg(®y_y(N,),Br(0)\ Ue(Qs—1(1)),0) =1 -0 =1,
isto €,
deg(®;_(M,-),Ue(Qr1(1)),0) =1, Ve >0,

como haviamos afirmado anteriormente.
Agora, defina a homotopia /1 : [0,1] x Ug(Qx—1(A)) — R" por
hie(t,w) = 1D, (A, w) + (1 — 1) (A, w).

Veja que hi; (0,w) = @, (A, w), I (1,w) = &, (A, w) e que D, ,(X,-) e D, (},")
sao da forma /—compacto. Assim, € suficiente mostrar que existe €1 > 0 tal que
hi(t,w) # 0, para todo ¢ € [0,1] e todo w € dUg(Qx—1(A)), e aplicar o Teorema da
Invariancia por Homotopia para obter o resultado.

Com efeito, suponha por absurdo que ndo existe tal €,_; > 0. Entdo, para cada

e =1, podemos encontrar t, € [0,1] € w, € H com 0 < dist (wy, Qk—1(A)) < 1 tal que
tn Py (A wp) + (1 —12) Pr(A W) = 0, (3-34)
ou, equivalentemente, w,, resolve o problema

{—Awn = Mtnfi—1(wn) + (1= 1) fe(wn)) em K, (3-35)

w, = 0 em 0Q.
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De fato, a igualdade em (3-34) acontece se, e somente se, CID;FI(?M, wy) =0c¢e

’ . ,
®, (A, w,) =0, isto &, se, e somente se, w, resolve os problemas

—Aw, = Afi—1(wn) em Q,
w, = 0 em 0L,
e
—Aw, = Afe(wn) em Q,
w, = 0 em 0Q.
Logo, pela linearidade do operador A, temos que wj, resolve
—At,w, = klnfk—l (Wn) em £,
tow, = 0 em 0Q,
e
_A(l _tn)wn = }\'(1 _tn)fk(wn) em .Q.,
(I—ty))w, = 0 em 0Q.

(3-36)

(3-37)

(3-38)

(3-39)

Somando os problemas (3-38) e (3-39) temos que w,, resolve o problema (3-35).

Agora, como

>0, se s<0
tafi—1(s) + (1 =ta) fi(s) = ¢ f(s), se 0<s<a,
<0, se ay<s

(3-40)

por (3-35) e pelo Lema 3.4 segue que 0 < w, < a;. Além disso, w, & Or_1(A), logo,

| Wi ||o> ar_1. Agora, veja que

. o~ 1 n—-oo
dist(w,,Qr_1(A)) = inf —wy |<="— 0.
A (Wn Ok 1( )) PheOi () | Wn—Wn | n

(3-41)

E como Qi1 (A) é compacto, existe wy € Qx—1(A), tal que, para toda sequéncia

limitada (w,,) € Qr—1(A), existe uma subsequéncia (wy,;) C (W,) tal que
Wn;, — wo em QO 1(A).
Logo, por (3-41) e (3-42) temos que existe wg € Or_1(A) tal que

H
Wn — WO.

(3-42)



3.1 Resultados Preliminares e Notacdes 79

De (3-35) temos que w,, é limitada em W>”(Q) para p > N. De fato, faca
hn(tnvwn) = tnfkfl(wn) + (1 _ln)fk(wn); 0<, < 17

e veja que f; € limitada, isto é, existe a > O constante, tal que, | fx(u) |< a para todo
u € H, donde existe ap > 0 constante, tal que, | h,(t,,w,) |< ap, para todo t, € [0,1] e
todo wy, € H. Dai, h, € L*([0, 1] x Q) e, portanto, h, € L([0,1] x Q), para todo p > 1.
Logo, pelo Teorema B.5 (cf. Apéndice),

| W ||2,pS co || wn ||P7

. Lo . . N cleQ
ou seja, wy, € limitada em w2p (Q). Assim, pelas imersdes de Sobolev, wj, —(>) wo,
cQ
donde w,, (—2 wo. Entdo,

ar—1 <[[ wn [[o— wo [|eo< ak—1,

o que é impossivel. Portanto, existe €1 > 0, tal que, h(t,w) # 0, para todo r € [0,1] e
todo w € dUg(Qr—1(A)). Logo, pelo Teorema da Invaridncia por Homotopia

deg(q);c(}\‘v '>7 US(Qk—l (7\‘))70) = deg((b;cfl (7\‘7 ')7 US(Qk—l (7\’))70) = 17 S (07816—1)’
Portanto, para todo € € (0,€p), temos que
deg(P(A,-),Ue(Qx-1(1)),0) = 1.

E fica provado o Lema 3.7. O

Pela Afirmacao 1 do Lema 3.2, ®;(A,-) admite ponto de minimo em H, entdo
para cada A > 0 e cada 1 < k < m, existe vg(A) € Or(A) tal que

cI)k("‘? vk<7\‘)) = min Py (}\‘7 V) :
veH
Mostraremos a seguir que para A suficientemente grande, vi(A) & Or_1(A).

Lema 3.8 Para cada?2 <k <m, existe Ay > 0, tal que, para todo A > Ay, vi(A) € Ox—1(A).

Demonstracao. Vamos provar que existe Ay > 0ew € H com 0 < w < gy tal que

Pp(A,w) < D1 (A, vi—1(A)),
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e isto implicard o resultado. Defina M = max{F(s); 0 <s <a;_;} e seja
0<o:=F(ag) — M. (3-43)

Entdo, para todo u € H com 0 < u < a;_1, temos que

Flu) = /0 " f(o)do < /O " fo)do = Flar_y) <M. (3-44)

Segue que

/QF(u)dx < /Qde

= (Flax)—o) [ Q]
— Fla)|Q]-a|Q|
_ F(ak)/gdx—(x]Q]

_ /Q Fladx—a|Q]. (3-45)
Para § > 0, considere o conjunto
Qs ={x € Q; dist(x,0Q) < &}.
Afirmacdo: | Q5 |— 0, quando § — 0.

De fato, considere a func¢do caracteristica em Qg dada por

I, se xeQs,

X (%) :{ 0, se x¢&Qs.

Logo, temos que

/ xgs(x)dx:/ xga(x)dxz/ ldx =| Qg | .
Q Qs Q5

Observe que | xo,(x) < 1 e que | xo;(x) |[— 0 quando 6 — 0. Logo, pelo
Teorema de Lebesgue

1951= [ to,(x)dx =0,

e fica demonstrada a Afirmacao.
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Agora, para cada 6 > 0, tome ws € Cy () com 0 < ws < ax e wg = a se
x € Q\ Qg. Assim, temos que

/QF(Wg)dx = /g)\gaF(WS)dx+/325F(W6)dx

= /Q\QSF(ak)dx—f—/ F(wg)dx
= /9\95 (a dx+/ (ax)d / (a)dx+ /QBF(WS)dx
:/Fakdx/u) F (wg))dx

> / F(ag dx—/ (M +M)dx
Q Qs
= / F(ay)dx— 21\_4/ dx,
Q Qs
onde M = max{| F(s) |; 0<s<a}.Istoé,
/ F(wg)dx > / F(ay)dx—2M | Qs | . (3-46)
Q Q
Subtraindo (3-45) de (3-46), segue que

/F(ws)dx—/F(u)dx > /F(ak)dx—ZZ\_/[|Qg|—/F(ak)dx—i—oc|Q|
Q Q Q Q
— a|Q| -2V | Q).

Como | Q5 |— 0 quando & — 0, podemos escolher & > 0 tal que
n=a|Q|-2M|Qs|> 0. (3-47)

Fixe tal 8 > 0 e defina w := wg. Entéo, parau € H com 0 < u < g;_1, vemos que

1 1
Delhow) = Pei () = 5 [l =h | FOv)dv—3 [ulfy+2 | Pl

= 50w = Ll ([ For— [ Fwax)

1
SUw Iz = [ l7) =M

IN

IN

1
> w2 <o,

para A > Ay suficientemente grande.
Dai, tem-se que
D (A, w) < Py_y(A,u). (3-48)
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Sabemos que v () € solucdo cldssica positiva do problema (3-4) e suponha, por
contradicdo, que v¢(A) € Qr—1(A). Logo, pelo Lema 3.4,

0 <w(M) <aj_y.
Segue do exposto acima que existe w € H, tal que,
D (A, w) < D1 (A, ve(A)). (3-49)
Como v (A) € Ok(A) e vi(A) é minimo de Dy (A, -), segue que
Dp (A, v () < P (A, w) < D1 (A, vie(R)), (3-50)

donde
Y /Q F(ra(\))dx < —\ /Q F(v(\))dx, (3-51)

o que é impossivel. Portanto, temos que vi(A) € Qr_1 ().

3.2 Demonstracao do Teorema 0.1

Faca

e fixe A > A. Pelos Lemas 3.1 4 3.8, existem v, (A),...,vm(A), tais que,

vk(A) € QM) \ Qk—1(A), 2<k<m,

onde vi(A) é minimo global de Dy (A,-). Além disso, vi(A) sdo solugdes cldssicas do
problema (3-4).

Suporemos, para cada 2 < k < m, que vi(A) é minimo isolado de ®;(A,-). Note
que, se algum vi(A) ndo for isolado, existiria uma sequéncia de pontos de minimo de
@y (A,-) em uma vizinhanga V de v () convergindo para v (). Logo, teriamos infinitos
pontos criticos de @ (A, -), isto é, infinitas solugdes para o problema (0-2), e o Teorema
0.1 estaria trivialmente provado.

A seguir utilizaremos um teorema devido Rabinowitz (cf. Teorema 2.25 no
Capitulo 2). Para isto observamos que ®;(A,-) € C2(H,R) (cf. Lema C.1 no Apéndice).
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Pelo Teorema 2.25 existe gy > 0 tal que
deg(@,(\,-), Be(ve(1)),0) = 1, Ve € (0,¢), (3-52)
onde, para cada € > 0 dado, Be(vk(A)) denota a bola de raio € centrada em v (7).

Tome 0 < € < g, tal que

Ue(Qr-1(A)) NBe(vi (1)) = 0.

Neste caso, vemos que,

BR(O) = VEU Us(Qk—l (7‘)) UBe(VkO\'))a

onde Vg = Bg(0) \ (Ue(Qx—1(X)) UBg(vi(A))). Pela propriedade da aditividade do Grau

deg(® (L), Bg(0),0) = deg(®, (M, -), Ve,0)+
deg(®y(A,-), Ue(Qr—1(1)),0) +deg(®y (A, ), Be(vi (1)), 0).

Logo,

deg(Py (M, ), Ve, 0) = deg(Py (A, -), Br(0),0)—
deg(®y (A, ), Ue(Qr_1 (1)), 0) — deg(®y (A, ), Be(vi (1)), 0).

E pelos Lemas 3.6 e 3.7 e por (3-52), temos que
deg(®,(A,),Ve,0)=1—1—1=—1. (3-53)

Assim, como
deg(q);c(}\’7 ')7V€70) # 07 (3-54)

pela propriedade solu¢do do Grau, existe vi(A) € Vg, tal que, vi(A) € solugdo de (0-2)
e Vi(A) # vi(A), isto é, existem ao menos duas solucdes distintas de (0-2) em Qk(A) \
Or—1(A), ja que vi(A) é ponto critico de Dy (A, -). Além disso, lembre-se que

a1 <v<ag, WeQrA)\ Ok 1(A). (3-55)
Como Q1(A) C Q2(A) C ... C Qm—1(A) C Om(A), com a condigdo acima, tem-se

V] € Q[(?»)
vi,v2,v2 € Q2(A), com va,va & Q1(A)
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V1,V2,V2,V3,v3 € Q3(A), com v3,v3 & Qa(A)

Vl,Vz,VQ,. .. ,Vm,vm S Qm(l), com Vm,vm Q/ Qm_l(k).
E, portanto, temos 2m — 1 solugdes classicas positivas do problema (0-2) com
0 <[[vi [[<ar e a1 <[ Vi [loos || Vk [[o< g (3-56)

Quanto a ordenacdo, observe que v = (0 € subsolugdo e v; = a; € super solugao,
respectivamente, do problema (0-2). Assim, por resultados de sub e super solugdo, (0-2)

tem uma solu¢do minimal v, e uma solu¢do maximal v*, tal que,
0<vy <V <ay.

Se w é solugdo de (0-2) com 0 < w < ay, entdao 0 < v, < w < v* < ay.

Para cada 1 < k < m, escolha v, como solu¢do maximal de (0-2) no intervalo
[0,ax]. Pelo Lema 3.8, v, & Q1 () donde a1 <|| vk ||co. Como Qr—1(A) C Ox(A), entdo
vi—1 € solugdo de (0-2) se, e somente se, vi_1 < vg. Mas, vy < ap_1 < v, logo vi_| # vg.

Entdo, temos uma sequéncia de solu¢des ordenadas da seguinte forma
V<V < .. < Ve < Ve (3-57)

Além disso, por (3-54), podemos encontrar uma segunda solugdo vy € Qr(A) \
QOx—1(\) do problema (0-2), para cada 2 < k < m. Como v € solu¢do maximal em [0, az],
segue que

Ve <V, 2<k<m. (3-58)

Por fim, podemos obter v < v, < v, por escolha de v; como solugdo minimal
em [0,a;]. Além disso, para k > 2, ndo podemos garantir que vi_; € Vi sdo ordenados.

Fica demonstrado o Teorema (-2.

Finalizamos aqui o Capitulo 3.



CAPiTULO 4

Um Problema Nao-Linear de Auto-Valor para o
p-Laplaciano: Um Resultado Devido a Loc &
Schmitt

Neste capitulo consideraremos o problema (0-3) e mostraremos através de mé-
todos variacionais, propriedades de simetria e técnicas de sub e super solugdo a exis-
téncia de multiplas solu¢des fracas ndo-negativas para o problema (0-3) uma vez que
f:]0,00) — R é uma fung¢@o continua satisfazendo as condi¢des (f1)’, (f2) e (f3)' dadas
anteriormente.

O problema (0-3) foi estudado por Hess em [17] para o caso p = 2. Neste
trabalho, Hess garante a existéncia de pelo menos 2m — 1 solugcdes cldssicas positivas
Uy, Uy, Uy, -+, Uy dado que £(0) > 0 e f satisfaz (f2)" e (f3). Além disso, Hess garante
a ordenacdo das solugdes uy e que uy < uy, para cada 2 < k < m.

Em 1987, Dancer e Schmitt [9] mostraram, para o caso p =2 e k = 1, sob certas
condig¢des adicionais impostas sobre f e sobre u e sob algumas condicdes de simetria em
Q, utilizando resultados de sub e super solugdes, que o problema (0-3) admite solugdo
fraca ndo-negativa em (aj,az]. Por outro lado, se o sinal > em (f3)’ for substituido por <,
Dancer e Schmitt mostram que ndo existe solugdo fraca ndo-negativa de (0-3) em (ay,a].

Motivados por estes resultados, estabeleceremos condi¢des necessdrias e sufici-
entes para que o problema (0-3) admita pelo menos m — 1 solugdes fracas ndo negativas
i, .1 € Wy (Q)NL=(Q) satisfazendo

ar <|| ug |o< agy1, 1<k<m-—1.

Observacio 4.1 A condicdo (f3)' dada na introdugéo implica que cada corcova positiva
do grdfico da fungdo f tem drea maior que sua corcova negativa imediatamente anterior

e que aj | € o ultimo niimero apos a (k+ 1)—ésima corcova positiva.
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De fato, se definirmos

pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

0< [ fo)ds= [ ps)as— [ rs)ds = Flae) - Fla)

(&3

donde F(ay) < F(ak+1), como haviamos afirmado.

4.1 Demonstracao da primeira parte do Teorema (.2

Nesta secdo estabeleceremos um resultado que extende o Teorema 0.1 do

Capitulo 3 e este prova a primeira parte do Teorema 0.2. O resultado € o seguinte:

Teorema 4.2 Suponha que 0Q é regular e que f satisfaz as condicdes (f1) — (f3)".
Entdo, existe Ay > 0, tal que, para todo A > Ay, o problema (0-3) admite pelo menos
m — 1 solugdes fracas ndo-negativas uy, ... ,um—1 € WO1 P(Q)NL™(Q), tais que, para todo
1<k<m-—1, tem-se
a <[ u [|o< apes1-
Provaremos este teorema através de uma série de lemas técnicos e a prova segue
as idéias consideradas em [9] e [17] com as modificagdes que se fizerem necessarias.

Comecaremos com o seguinte resultado cuja demonstra¢do € uma consequéncia

do Teorema de Stampacchia (cf. Teorema A.13 no Apéndice).

Lema 4.3 Seja g : R — R uma funcgdo continua e suponha que exista so > 0 tal que

gls) > 0 se —oo<s<0, @1
g(s) <0 se 5o <.
Se u é uma solucdo fraca do problema
—Apu = g(u) em Q, 4-2)
u = 0 em 0Q,

entdo, u(x) >0 q.t.p. x € Qeu € L*(Q). Além disso, || u ||«< so.

Demonstracdo. Seja u uma solugdo fraca do problema (4-2). Entao

/Q | Vu |P~2 VuVvdx = /Qg(u)vdx, Ve WOI’p(Q). (4-3)
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Defina v = u~ = max{—u,0}, e veja que

—u, < 07
b u se u (4-4)
0, se u>0,

isto é, v = —UX {u<0}-

Por Stampacchia (cf. Teorema A.13), temos que v € WO1 P (Q)e

-V 0
vy — u, se u<u, (4-5)
0, se u>0,

isto &, Vv = —=Vuy 1,0

Disto e de (4-3) tem-se a seguinte igualdade

—/Q | Vu [P Y ju<coydx = _/Qg(u)MX{u<O}dxa

ou seja,
/ | Vi |P X fu<oydx = / g(u)uy (u<oydx = / g(u)udx <0,
Q Q {u<0}
pois, pela definicdo de g, tem-se g(u) > 0 para u € (—o0,0) e u < 0 neste conjunto. Assim,
/ | Vut | Y ycoydx < 0. (4-6)
Q

Mas | Vv [P=| Vu |P % 1,<0}, donde por (4-6) vem que

/ | Vv |Pdx <0,
Q

e pela desigualdade de Poincaré-Soboleyv, existe ¢ > 0 constante tal que

1
—/ ]v]pdxg/ | Vv [P dx <0,
clJa Q

donde | v|< 0 q.t.pem Q.
Assim, v = 0 g.t.p em Q e consequéntemente por (4-4), u > 0 q.t.p. em Q.

Resta mostrar que u € L*(Q). Para isto, defina v = (u— s9) ™ = max{u — 59,0},

e veja que

(4-7)

u—Sso, se u > s,
V=
0, se u<sp,

isto é, v = (u — SO)X{u>s0}-
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Novamente por Stampacchia (cf. Teorema A.13), temos que v € Wol P(Q)e

\Y
vy — u, se u > S, (4-8)
0, se u< s,

isto €, Vv = Vuy 1,51
Disto e de (4-3) tem-se que

/Q | Vit [P Y g1 = /Qg(u)(u —50) X {u>so}4X = /{u>so}g(u)(u —50)dx <0,
pois, pela defini¢do de g, g(u) < 0 para u > sg e u—sg > 0. Assim,
/g | Vit [P Yoyt < 0. (4-9)
Mas por (4-8), | Vv [P=[ Vu [P ¥~} donde por (4-9)
/Q | Vv |P dx < 0. (4-10)

Novamente pela desigualdade de Poincaré-Sobolev, existe co > 0 constante tal

que
1
—/ |v|pdx§/ | Vv |Pdx <0, 4-11)
coJo Q

e isto implica que | v |< 0 g.t.p. em €, isto é, v =0 qg.t.p. em Q. Consequéntemente por
4-7), u < sp q.t.p. em Q.
Em resumo, 0 < u < s, donde u € L*(Q) e portanto

| u [|oo< s0. (4-12)
Fica provado o Lema 4.3. 0

Agora, considere a familia de problemas

—Apu = Afi(u) em Q, (4-13)
u = 0 em 0Q,
onde 2 < k < m e f; sdo fungdes continuas de R em R dadas por
f(0), se s<0
k() =< f(s), se 0<s<q. (4-14)

0, se ar<s
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Para cada 1 < p < oo, seja WO1 P (Q) o espago usual de Sobolev equipado com a

1
4
Ll = (/Qwu ypdx) . (4-15)

A expressdo em (4-15) € uma norma em WOl P(Q) devido a desigualdade de

norma

Poincaré-Sobolev.
Para cada A > 0, defina o funcional energia @y (A, -) : WO1 ?(Q) — R por
1
&y (h, 1) — —/ | Vi |? dx—x/ F(w)dx, ueW'"(Q), (4-16)

pPJQ Q

onde F € a fungdo poténcial de f; dada por
N
Fi(s) = /O fi(o)do.

Note que pelo Lema C.1 (cf. Apéndice), ®i(A,-) € C! (WO1 ?(Q),R) e tem
derivada de Fréchet CID;((k, -) dada por

(@;c(k,u),w :/ | Vu |P~2 Vqudx—?»/ fr(u)vdx, u,ve Wol’p(Q). (4-17)
Q Q
Considere Qk(A) o conjunto dos pontos criticos de ®x(A,-), isto é,
Ok(\) = {u € W, (Q); @ (A,u) =0}.

Estudaremos o conjunto desses pontos criticos. O seguinte teorema d4 uma
condicdo necessdaria e suficiente para que uma fungdo u € WO1 P(Q) seja solugido do
problema (0-3).

Lema 4.4 u € Q(A) se, e somente se, u é uma solugdo fraca ndo-negativa do problema
(0-3) eu € L*(Q) com |

u ||oo§ ayg.

Demonstracao. Suponha que u € Qi (A), logo
Py (1) =0,

donde
(@, (M), v) =0, veW, " (Q).

Dai e de (4-17), tem-se

/g | Vu ]”*2 Vqudx—k/ka(u)vdx =0, ve Wol’p(Q), (4-18)
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e u é uma solucgdo fraca do problema (4-13). Agora, veja que

{fk(u) > 0, se —oo<u<o, 4-19)

fk(u) = 0, se  ap < u.

Assim, pelo Lema 4.3,0 <u <areu € L”(Q) com ||  [|o< a.
Além disso, pelo modo como definimos f, tem-se que fi(«) = f(u). Donde por
(4-18) obtemos

/g | Vu [P~2 VuVvdx — k/gf(u)vdx =0, ve Wol’p(Q) (4-20)

e, consequéntemente, u é solucdo fraca ndo-negativa do problema (0-3), o que prova a

primeira parte do lema.

Reciprocamente, suponha que u € solucdo fraca do problema (0-3) e que u €

L*(Q) com 0 < u < a. Como u é solugdo fraca de (0-3), segue que
/Q | Vu [P~ VuVvdx = X/Qf(u)vdx, ve W, ?(Q). 4-21)
Agora, como 0 < u < g, pela defini¢do de fi, temos que
f(u) = fi(u),
donde, por (4-21),
/Q | Vu [P=2 VuVvdx = /ka(u)vdx, Ve WOI’P(Q).
Dai, por (4-17)
(D (hyu),v) =0, ve W, " (Q),

€ assim

@, (A, u) =0.

Consequéntemente, u € ponto critico de ®i(A,-). Portanto, u € Qr(A), e fica

demonstrado o Lema 4.4. O

O lema a seguir mostra que o problema (0-3) admite solucdes fracas em WO1 7(Q).

Lema 4.5 @ (A,-) : Wol’p (Q) — R admite um ponto de minimo, isto é, existe u €
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WO1 P(Q) tal que
®p(A,u) = min  Dg(A,v).
vew, ?(Q)
Além disso, u é solucdo fraca do problema (0-3).

Demonstracio. De fato, em (4-16) definimos o funcional energia @y (A, -) por
1
Oy (M) = — / | Vi |? dx— / F(w)dx, ue W' (Q). (4-22)
P/ Q
Veja, por sua defini¢cdo, que f; € limitada, isto €, existe M > 0 constante tal que
| fk(s) |§ M,VS eR.
Logo,

Fi(u) = /Oufk(G)dG < /OM | fi(0) | do §M/0udcs =M |u|+b, (4-23)

donde, utilizando a desigualdade de Holder e a desigualdade de Poincaré-Sobolev, chega-

mos a
/ F(u)dx < / (M | | +b)dx
Q Q

= M/|u|dx+b/dx
Q Q

_ M/|u|.1dx+b|£2|
Q

1
7

1
< M(/ |u|de)p</ 1P’dx)”+b\m
Q Q
1
= M|ullpl|]" +b|Q|
1 1
< Mer [ Q[P |lulfip+b[ Q]

Mo || u|[1,p +No,

1 1
onde Mo =Mcr | Q |V, No=D|Q |, 11)4—1% =1 e ¢ é a constante da desigualdade de

Poincaré-Sobolev.

Logo, por (4-22), temos que

1
@) = ulf, —x/QFk(u)dx

1
> 17, —AMo [ u ||, —ANo.
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Agora, considere o polindmio na variavel ¢ dado por
1
p(t) = —t? — AMoyt — ANy
P

e veja que P (A, ) é limitado inferiormente por p(¢) e que p(¢) é limitada inferiormente,

isto é, existe I > 0, tal que, p(t) > I, Vt. Assim,
D (Mu) > 1, uecWy?(Q),
e, portanto, Dy (A, -) € limitado inferiormente.

Defina

Iy= inf ®p(Au),
uew,”(Q)

e considere (u,) C WO1 P(Q) uma sequéncia minimizante de ®; (1, -) relativa a I, isto &,
(u,) é tal que
CIDkO\.,un) — Iy.

Logo, para n suficientemente grande
q)k(}\'aul’l) < IO+ 17

donde .
7, [ Fw)ds <ho+1,

e dai,
lun I, < P(10+1)+P7~/9Fk(un)dx

< pllo+1)+pAMo || un ||1.p +PANo
A+B | ||1, (29

onde A = p(ly+ 1) + pANy e B = pAM.
Afirmacdo 1: (u,) é uma sequéncia limitada em WO1 P(Q).

De fato, suponha por contradigao que || uy, || ,— co. Dividindo ambos os lados

de (4-24) por || uy ||1,p, temos que

» A
Jun 17, <

l7p - || un 1,17

+B.
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A
Veja que —— ¢ limitada, isto

|| — 0 quando || u, ||1,,— oo, logo
Un

L,p H Un HLP
< C, donde

¢, existe uma constante C > 0, tal que, Tan]
Un |I1,p

lun 7! < C+B,

que é um absurdo por hipétese. Portanto, (u,) ¢ uma sequéncia limitada em Wol’p (Q).

Agora, como WOl P(Q) é reflexivo e (u,) é uma sequéncia limitada em WO1 7(Q),
existe u € WO1 P(Q) e uma subsequéncia de (), que por comodidade denotaremos por

(un), tal que,

L,
W, (Q)
u, — u.

Como W, ”(Q) & LP(Q), segue que

donde, por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequéncia (u,;) C (u,) € uma
fungdo h € LP(Q) tal que

Un; — U, q.t.p. em Q e |uy, [<h, qtp. em Q.
Como Fj, é continua, tem-se
Fi(un;) — Fi(u), q.tp. em Q.
Além disso, por (4-23), veja que

| Fe(un;) | < My, | +b
< Mh+b,

onde Mh+b € LP(Q). Logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
/ F(u)dx = lim/ Fi(un;)dx. (4-25)
Q Q
Dai, vemos que

1
Q0w =, [ Fwds

1
. p .
< dim o, ], ~tim2 /Q Fi(un, )
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N A
= tim( o IF, . [ Filu,)d)
= h_m q)k()\'7unj)

— .

Logo, temos que

®r(hu) = min Dr(A,v). (4-26)
vew, 7 (Q)

Assim, u é ponto de minimo do funcional @ (A, ), e fica provada a primeira parte
do lema.

Para provar a segunda parte do lema, considere a seguinte afirmacao:
Afirmacao 2: u é solucao fraca do problema (0-3).

De fato, por (4-26), paratodot € R e todo v € WO1 ?(Q), obtemos que
D (A u) < Dp(A,u+tv),

donde
Dy (A u+1tv) — Dr(A,u) > 0.

Logo temos dois casos:
Caso1:t > 0.

Neste caso,
D (A u+1tv) — Dr(A,u)

t

>0

Y

donde, passando o limite quando ¢ tende a 0 pela direita em ambos os lados da desigual-
dade acima, obtemos <<I>;€(7p, u),v) >0, para todo v € WO1 P(Q), isto é,

/Q | Vu ‘p—Z VuVvdx — K/ngk(u)vdx >0, ve Wol’p(Q). (4-27)

Caso 2: Set < 0.

Neste caso,
D (A u+1v) — Dp(A,u)

t
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donde, passando o limite quando ¢ tende a 0 pela esquerda em ambos os lados da
desigualdade acima, chegamos a <<I>;((7p, u),v) <0, paratodo v € WO1 P(Q), isto é,

/Q | Vit |72 VuVvdx— /Q Ffluyvdx <0, ve WP (Q). (4-28)
Logo, por (4-27) e (4-28), segue que
/Q | Vit |72 VuVvdx—h /Q fluyvdx =0, ve W, P (Q), (4-29)

e, consequéntemente, u € uma solucao fraca do problema (4-13).

Mas, veja que

fils) > 0 se —oo< 5<0,
fi(s) = 0 se ap < s < oo,

donde pelo Lema 4.3, 0 < u < a; e com isso f;(u) = f(u). Logo, u é uma solugdo fraca
do problema (0-3). E fica demonstrado o Lema 4.5. O

Agora, seja ug(A) o ponto de minimo do funcional @ (A, -) encontrado no Lema

4.5, isto é, ug (M) é tal que

D (A ug(L)) = min  Dy(A,u). (4-30)
ueW,?(Q)

Como ui(A) é ponto de minimo de Pi(A,-), segue que Q(A) é ndo-vazio.
Além disso, o Lema 4.4 garante que u;(A) é uma solugio fraca do problema (0-3) com
H ukO\,) HwS ag.

O lema abaixo garante, para A > O suficientemente grande, que
ar—1 <|| ux(A) o< ar, 2<k<m. (4-31)

Sua demonstracdo € idéntica a prova do Lema 3.8 do Capitulo 3. Faremos a
prova deste lema novamente por uma questao de completude.
Consequéntemente, provaremos que o problema (0-3) tem pelo menos m — 1

solugdes fracas ndo-negativas satisfazendo a condi¢do (4-31).
Lema 4.6 Para cada?2 <k <m, existe Ay > 0, tal que, paratodo A > Ay, up(N) € Qx—1(A).

Demostracao. Vamos mostrar que existe Ay >0ew € WOl P(Q) com 0 < w < ay, tal que,

D (A, w) < D1 (A ux—1 (X)),
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e isto implicard no resultado.

Defina M = max{F(s); 0 <s <a,_1}. Como f satisfaz a condi¢do (f3)’,

podemos definir
0< OL::F(ak)—M,

S
onde F'(s) :/ f(o)do.
0
Entdo, para u € WO1 P(Q) com 0 < u < a;_1, temos que
u ak—1
F(u) = / f(o)do < / f(o)do =F(ar_1) <M.
0 0
Segue que

/ F(u)dx < Mdx
Q

= (Flax)—a) [ Q]
= Flap) | Q| —o|Q|
_ F(ak)/gdx—oc]SH

_ /F(ak)dx—oc|9| .
Q
Para 6 > 0 considere o conjunto
Qs ={x € Q; dist(x,0Q) < &}.

Afirmacéo 1: | Q5 |— 0, quando 6 — 0.

De fato, considere a funcdo caracteristica em Qg dada por

(x) 1, se xe€Q;,
X)) =
xs 0, se x¢&Q;.

Entao,

/ XQS(x)dx:/ ng(x)dx:/ ldx =| Qg | .
Q Qs Qs

(4-32)

(4-33)

(4-34)
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Observe que | xo;(x) |[< 1 e que Xo;(x) — 0 quando & — 0. Logo, pelo

Teorema de Lebesgue

Qs |— /Q Ky (x)dx 0.

Concluindo assim a Afirmacao 1.

Agora, para cada 8 > 0, tome wg € Ci(€2) com 0 < wg(x) < ax e ws(x) = ay se
x € Q\ Qg. Assim, temos que

/QF(Wg)dX = /Q\QSF(ws)dx—l—/QsF(wS)dx
= /Q\QSF(ak)dx—f—/ F(wg)dx
. /Q o Fla)axt [ Flag)a / (a0)dx + /Q F)ds

:/Fakdx/u) F(ws))dx

> /F ax dx—/ (M +M)dx
= / F(ay)dx— 2M dx
onde M = max{| F(s) |; 0<s<a}.Istoé,
/Q Fws)dx > /Q Flag)dx—2M | Qg | . (4-35)
Subtraindo (4-34) de (4-35), segue que

/F(w5)dx—/F(u)dx > /F(ak)dx—ZZ\_l|95|—/F(ak)dx+oc|§2|
Q Q Q Q
_ a|Q|—2M Q).

Como | Q5 |— 0 quando & — 0, podemos escolher & > 0, de modo que
n=a|Q|-2M|Q;s|>0. (4-36)

Fixe tal > 0 e faca w := wg. Entdo, para u € WO1 P(Q) com 0 <u<a; 1, tem-se

1
Dphw) — Dy () = ~ | wl?, A / dx——uuu +A /Q F(u)dx

Uwlt, = lulf,) —x( [ Fona— [ F(u)dx)

(wllf, = lullf,) —2n
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1
< ; H w Hllj,p _7\‘1’] < 0;

para A > Ay suficientemente grande.

E dai, para todo u € WO] P(Q) com 0 < u < a;_1, tem-se que
q)kOL, W) <P (7\‘, u). (4-37)

Agora, sabemos que uy(A) é solucgdo fraca ndo-negativa do problema (4-13), e

suponha por contradi¢do, que ux(A) € Qx—1(A). Logo, pelo Lema 4.4,
0 <ur(A) < ag_1.
Segue do exposto acima que existe w € WO1 P(Q), tal que,
D (how) < Dt (M ug(L)). (4-38)

Como u (M) € Qr(A) e ug(A) é um ponto de minimo do funcional Dy (A, -), segue
que
Dy (A, ug (L)) < Pr(A,w) < Py (A, ur (L)), (4-39)

donde
.Y /g Fup(W)dx < —A /Q F(u (1)) dx, (4-40)

que é um absurdo. Portanto, u(A) € Q1 ().

Demonstracao do Teorema 4.2: Faca

e fixe A > A. Utilizando os Lemas 4.3 & 4.6, temos que existem
(M), -t 1 (M) € Wy P(Q)NL2(Q)
solugdes fracas do problema (0-3), tais que, ugx(A) é um ponto de minimo de P (1, -) e,
ar <[ ur(X) [|«< a2

ar <||uz(A) ||< a3

am—2 <H umfZO\') Hoog am—1
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Portanto, existem pelo menos m — 1 solugdes fracas ndo-negativas do problema
(0-3) satisfazendo
ay <|| uk(k) ||oo§ ar+1, 2<k<m.

E isto prova o Teorema 4.2. Fica, entdo, demonstrada a primeira parte do
Teorema 0.2.

4.2 Demonstracao da segunda parte do Teorema (.2

Note que € suficiente considerar o caso k = 1 e A = 1. Consideraremos o caso
em que f(0) > 0 e posteriormente removeremos esta hipétese do problema. No roteiro
que se segue, todas as solugdes fracas do problema (0-3) sio de classe C' (cf. Lieberman
[25]). Comegaremos estabelecendo um principio do maximo para as solugdes fracas do
problema (0-3).

Lema 4.7 Suponha f(0) > 0. Se u € C'(Q) é uma solu¢do fraca ndo-negativa do
problema (0-3), entdo u > 0 em Q2.

Demonstracao. A prova sera feita por contradicao. Suponha que exista xo € €2, tal que,
u(xp) =0,

isto é, u assume minimo no ponto xy € Q. Como dQ é regular, existem yp € Q e r > 0,
tais que,
Ezgr(yo) CQ e xp€0B.

Seja g : [0,00) — R uma fungdo continua estritamente decrescente, tal que,

(i) g(t) < f(¢), paratodot € [0,00),
(i) g(0) = f(0) > 0.
Defina

Y=g<%l> = inf{g(S); 0<s< %}

e para dado € > 0 arbitrério, seja b : B — R definida por

b(x) = 8<e_xry0|2 - e—l) .
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Afirmacao 1: Existe €y > 0 tal que, para todo € € (0, &),

sup | div(| Vb(x) [P72 Vb(x)) |< 7. (4-41)

xeB

De fato, pelo Lema B.9 (cf. Apéndice), vemos que div(| Vb(x) [P~ Vb(x))
depende essencialmente do valor de €, logo podemos tomar € suficientemente pequeno
de tal forma que (4-41) seja satisfeita.

Além disso, observe que b(x) > 0se x € Be b(x) =0 se x € 9B.

Afirmacao 2: b é subsolucio fraca do problema

{—Apu = g(u) em B, (4-42)

u = 0 em 0B,

isto é, b satisfaz
/ | Vb(x) P2 Vb(x) Vv(x)dx < / g(b(x))v(x)dx, ve W P(B), com v>0.
B B
De fato, pela Afirmacao 1, temos que

—Apb(x) <| b)) [<7=g(5). (4-43)

Além disso, como b é uma aplicacdo continua, para € suficientemente pequeno,
tem-se
ai
b(X) < ?7

e como g é estritamente decrescente, obtemos
a
g(;) < g(b(X)) :

—Apb(x) < g(b(x)), X €B. (4-44)

donde, por (4-43),

Tomando v € WO1 ”(B) com v > 0 e multiplicando ambos os lados da desigualdade

acima por v tem-se
—Apb(x)v(x) < g(b(x))v(x), x€B,

e integrando ambos os lados sobre a bola B, vem que

~ [ Aboviodr < [ g(b))viar (4-45)
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Afirmacgio 3: — / Apb(x)v(x)dx = / 1 Vb() 72 V() Velx)dr, v € Wy P ().

De fato, veja que
—Apb(x) = —diV(|Vb( ) 1772 Vb(x))

= Lo (1901 bt

donde, para toda fungdo v € WO1 P (Q) comv >0,

N

—Apb(x Z (Wb ) |- Zai (x))v(x).

Integrando ambos os lados da equag@o acima em B, tem-se que

~ [ Applopyax = / Y (19000 12 5000 ot
- ,-; [ (1960172 50009 st
_ ,Zi / | Vb(x) |72 gb( )aiiv(x)dx
_ /|Vb ) |7 ZZaXI axl- X)dx
_ /B | Vb(x) [P~2 Vb(x) Vv(x)dx,
¢ fica provada a Afirmacio 3.

Assim, de (4-45) e (4-46), temos que

/B | Vb(x) |72 Vb(x) Vv(x)dx < / 2(b(x))v(x)dx,

B

(4-46)

(4-47)

e, portanto, b € uma subsoluc¢ao fraca do problema (4-42), ficando provada a Afirmacao 2.

Agora, veja que, v € Wol’p(Q). De fato, como v € Wol’p(B), entdo v |yp= 0. Logo

extenda v a Q fazendo v =0 em Q\ B e teremos v |yo= 0, donde v € WO1 P

(Q), como

haviamos afirmado. Dai e do fato de u ser uma solucdo fraca do problema (0-3), temos

que
/ | Vu [P~ VuVvdx = / f(u)vdx, u,ve WOLP(Q), v >0,
Q Q
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logo
/ | Vu |p_2 VuVvdx = /f(u)vdx, Ve WOLP(B), v>0, uc Wl’p(B). (4-48)
B B
Subtraindo (4-48) de (4-47), obtemos

/B(| Vb [P72 Vb— | Vu [P~ Vu)Vvdx < /B(g(b) — f(u))vdx, ve WOLP(B), v >0.

Mas, por (i), temos que g(u) < f(u), Yu, donde —f(u) < —g(u), Vu, e da

desigualdade acima temos, para toda funcio v € WO1 P(B) com v > 0, que
L9172 Vb= | Vu P2V Vrde < [ (s(b) - glupvax.  (@49)
B B

Agora, escolha

b= (b—u)* = b—u, se b>u,
0, se b<u.

Como b,u € W''P(B) segue que (b —u) € W'P(B) e, por Stampacchia (cf.
Teorema A.13), (b—u)™ € WP(B). Além disso, b [j3= 0 e u > 0 em B, donde

(b—u)" |ap= (b |op —u |a8)" =0,

e daf, (b—u)™ € Wy ?(B), isto é, v € W, 7 (B).
Logo podemos tomar v definido desta forma em (4-49) e encontrar

/(| Vb P72 Vb— | Vu |P~2 Vu)V(b—u)tdx < /(g(b) —g(u))(b—u)"dx,
B B
isto €,

(V0172 Vb= |V 1772 V) (V= Vat g < [ (8(6) = (0)) (b= )5y

Veja, pela desigualdade de Simmons, que a integral do lado esquerdo da desi-
gualdade acima € maior ou igual a 0. Além disso, pelo fato de g ser estritamente decres-

cente, temos que

0< [ (VB 172V | Va2 V) (Vb= Vi oy < [ (8(8) ~ 8(0) (b= )ty <O,
B B

Consequéntemente,

] (6(6) =) (b= )3t p-uydx =0,
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donde
(8(5) — 8(1) (b~ WX (py = O.

Como g é estritamente decrescente, temos que g(b) —g(u) #0e, dai,b—u =0
no conjunto BT = {x € Q; b(x) > u(x)}, isto é, b =u em BT, o que é impossivel. Logo,

B é um conjunto de medida nula e, assim
b(x) <u(x), q.t.p. em € Q. (4-50)
Mas, veja que
b(xo) =0 =u(xo), xo € 0B,

donde (u— b)(xg) = 0 e, por (4-50) e pelo Teorema de Vazquez (cf. Teorema B.7 no
Apéndice), temos que

%(u—b)(xo) <0,

onde v é o vetor normal unitirio exterior a 0Q. Dai

J J
EM(XO) < Eb(xo) .

Além disso, b(x) > 0, para todo x € B, e b(xp) = 0. Novamente pelo Teorema de

Viézquez, temos que
Logo,

donde
| Vi(xo) |40, xo € B,

o que contradiz o fato de u assumir um ponto de minimo em xy € e, com isso, ndo

existe xo € Q, tal que, u(xp) = 0. Portanto, u > 0 em Q. O

Agora, tome R > 0 e considere a bola B = Bg(0) tal que Q C B. Defina
o:B— Q por

u(x), se x€Q,
ox) = _
0, se x€B\Q,

onde u é uma solu¢do fraca ndo-negativa do problema (0-3).

Lema 4.8 Se Q C B é um dominio limitado com fronteira suave, entdo 0. € WOLP (B).
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Demonstracao. Primeiramente, afirmamos que

ou —
o a_x,-(x>’ se xeQ,

%)
ox; 0, se x€B\Q.

Para provar isto, basta mostrar que

/ oca—(?dx: - / g—a(pdx, ¢ € C3(B). 4-51)

B 0Xj

De fato, temos que

/Oca—(de = /Oca—(pdx—l— Oca—(de
B ax,‘ Q 8x,- B\Q ax,‘

_ / W22 (4-52)
Q ox;

Defina o campo vetorial F = (0,...,u@,...,0) e veja que

. ou o0}
divF = B—Xi(p—f— ua_x,

Como u |yo= 0, utilizando o Teorema do Divergente, temos que

/(%(p-l—ua—(p)dx:/didex:/ dex:/ u@v;dx =0,

oL} ou
Qua—Xidx =~ /5 a—Xi(pdx.

donde

Logo, por (4-52), para todo @ € Ci'(€2), temos que

) L)
/B“a_xidx = /Qua—Xidx

e (4-51) se verifica.
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Agora, veja que oL € Wol "P(B). De fato, note que o € LP(B) pois
/ o) |de:/ | u(x) |P dx < oo
B Q
e que % € LP(B), pois

oo ou
p — _ p oo
L5 an= [ 15 dv< e

e isto implica que o« € W!7(B).
Além disso, observe que

supp(a) C Q CC B,

pois Q C B e Q é um conjunto compacto. Logo, supp(c) é um conjunto compacto em B,

donde, pelo Lema A.14 (cf. Apéndice), tem-se que oL € WOl P(B). O

Com isso, afirmamos que:

Lema 4.9 o é uma subsolugdo fraca do problema

—Apu = f(u) em B, (4-53)
u = 0 em OB.

Demonstracao. Para cada n € IN defina
) 1
v (x) = nmln{u(x), —}, Vx € Q,
n

onde u € uma solucgdo fraca ndo-negativa do problema (0-3). Veja que,

u(x)+ 1 Ju(x) -1 ) nu(x), se 1> u(x),
(x) = n_ nl) n 4-54
n() n( 2 2 1, s u(x) > 1 >
e observe que
du 1
vy na—Xi(x), e > u(x), (4-55)
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De fato, derivando a primeira igualdade em (4-54), temos que

ou ou 1
50 5@ (u ;)] s

2 2u)-1

v, {
n

a—xi(x) =

Logo, temos dois casos:

S =

Caso 1: u(x) >
L= u(x) - % e por (4-56),

Neste caso, temos u(x) — + > 0, donde | u(x) —

Wp,

1
Caso 2: - > u(x).

S =

J4 neste caso, temos u(x) — % < 0, donde | u(x) —

e novamente por (4-56), tem-se

ou Ju 1 ou
(a3 (0 =7)7 250 L
ox; 2 2(u(x)— 1) B 2 oy
E dai, (4-55) se verifica. Assim, temos que
\V4 1
Vo (x) = { nVu(x), se o> u(xl), 4-57)
0, se u(x) >

Afirmacao 1: VuVy € ndo-negativo.
De fato, veja que Vv, = nVux{lw}. Logo,
VuVv, = Vu(nVux{lw}) =n|Vu |2 X(Lsu) >0,

e temos o desejado.

Afirmacao 2: v, converge para 1 quase sempre em Q.
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De fato, primeiro veja que | v,(x) |< 1, pois v,(x) > 0e

() = n(u<x>2+%_|u<x>2—%|>
_ n(|u<x>2+,%|_|u<x>—%|>
= S (145 1= w1 1)
< D)+ () )|
= 2 a0 —ul)
= 32%
=1

ou seja, 0 < v,(x) <1, donde | v,(x) |< 1.

Fixe x € Q. Como u > 0 em Q, para n suficientemente grande, temos que

nmin{u(x),l} =n—=1,

n

e, portanto, v, — 1 quase sempre em 2.
Agora, sejaw € Cj'(B) com w > 0.
Afirmacdo 3: wv, € W, 7 (Q).

Como w € Cy'(B) e Cy’(B) é denso em LP(B), segue que w € L”(B) e g—;vl € L?(B),
de modo que temos w € W'P(B). Além disso, supp(w) C B, donde w € L=(B) e
assim, w € Wl’p(B) NL*(B). Agora, como 0 < v,(x) < 1 para todo x € Q, tem-se que
vy € L*(Q) e, consequéntemente, v, € L”(B). Além disso, veja que v, € WIP(B) e,
assim, v, € WI?(B) N L=(B). Logo, pelo Teorema A.11 (cf. Apéndice), tem-se wv, €
WP (B)NL*(B). Em particular, wv, € WP (B) e daf, wv, € WHP(Q).

Agora, veja que

supp(wvn) C supp(w) Nsupp(vy) C supp(va) C Q.

Como supp(wv,) é um subconjunto fechado de Q e Q € limitado, segue que
supp(wv,) é um subconjunto compacto em Q. Assim, pelo Lema A.14 (cf. Apéndice),

temos que wv, € Wol P(Q), e fica provada a Afirmacdo 3.
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Afirmacao 4: o € uma subsolucio fraca do problema (4-53).

De fato, como u € solucao fraca do problema (0-3), temos que

/Q | Vu [P~ VuVdx = /Qf(u)(pdx, XS Wol’p(Q).

Em particular, para ¢ = wv,, temos que

/ | Vu |P72 VuV (wvy,)dx = / flu)wvydx,
Q Q
donde
/Q | Vu |P72 Vu(v,Vw +wVv, )dx = /Qf(u)wvndx,
isto é,
/ v | Vu [P~2 Vqud)H—/ w | Vi |P72 VuVv,dx = / fu)wvydx.
Q Q Q

Como 0 < v,(x) < 1, para todo n € IN e todo x € Q, utilizando o Teorema da
Convergéncia Dominada de Lebesgue, temos que

/ | Vo |72 VaVwdx = / | Vit |72 VuVwdx
B Q

= lim [ v,|Vul|""? VuVwdx
n—oeo JO

= lim (/ f(u)wvndx—/ w| Vu|P—? Vqundx)
Q Q

n—->oo

< 1
< nh_r>noo/gf(u)wvndx

= /Qf(u)wdx
= /Bf(oc)wdx.

Além disso, como o € WO1 (B), temos que o = 0 em 9dB. E, portanto, o é uma

subsolugao fraca do problema (4-53). E fica demonstrado o Lema 4.9. O

Teorema 4.10 Suponha que f(0) > 0. Se o problema (0-3) tem uma solucdo fraca néo-
negativa u € L*(Q) tal que a) <|| u ||-< ay, entdo

/a " Fls)ds > 0.
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Demonstracao. Defina oo como no lema anterior e B(x) = ap, para todo x € B. Veja
que, o e B sdo, respectivamente, sub e super solu¢des do problema (4-53). Logo, por
resultados de sub e super solugio estudados anteriormente, existe um solugdo u € WO1 ?(B)

do problema (4-53) tal que
o(x) <u(x) <ap, Vx€B.

Além disso, u é uma solugdo maximal em (aj,as], isto é, para toda solugdo

Ve WO1 " (B) do problema (4-53) com a(x) < v(x) < a,, tem-se que
o(x) <v(x) <u(x) <ap, Vx€B.

Afirmacio 1: u é radialmente simétrica, isto é, para todo x1,x; € B com | x; |=| x2 |,
tem-se que

ﬁ(xl) = I/Nt(XQ).

De fato, suponha por contradi¢cdo, que u ndo é radialmente simétrica. Entdo,

existem x1,x € B com | x; |=| x; | tal que
ﬁ(xl) < LT(XQ). (4-58)

Considere SO(N, R) o grupo especial ortogonal, isto é, o grupo das matrizes P

de ordem N x N munido com a operacao de produto tais que
PT=p ! e detP=1.

Seja P € SO(N,IR) uma matriz N X N tal que

X2 = Px;.
Defina
ui(x) = u(Px), (4-59)
e veja que
Vuy(x) = PVu(Px). (4-60)

Como a aplicagdo x — Px é uma isometria, isto é, P satisfaz (Px, Py) = (x,y)

para todo x,y € B, temos que | Px |=| x | e, consequéntemente,

| Vuy (x) |=| PVi(Px) |=| Va(Px) | . (4-61)



4.2 Demonstragdo da segunda parte do Teorema 0.2 110

Provaremos agora um resultado que é fundamental para concluirmos a demons-

tracdo da Afirmacao 1.

Afirmacao 2: u; € solucao fraca do problema (4-53), isto €, u; satisfaz

L1901 1772 Vi () Ve()dx = [ fn(@)edx, o € Wy (B).
B B

De fato, defina
0(x) = @(P"x) € Wy " (B),

e veja que
9(x) = (P"Px) = 0(Px) e Vop(x) = PVo(Px).

Utilizando o Teorema da Mudanga de Varidveis para integrais multiplas, chega-

mos a

/ | Vi (x) P2 Vi (1) Vo(x)dx = / | VE(Px) |72 PVE(Px)PVO(Px)dx
B B

_ /B | Va(Px) |72 Vii(Px)Vo(Px)dx

= [ 1Viis) 772 Vi) Vo) detPdy

= [ 1@)e0)ay

= [ SGPPT))o(PPTy)dy

_ /B F(@(Px))0(Px) det P dx

= [ f@)ews

Logo, u; € solucdo fraca de (4-53) e, portanto, a Afirmacao 2 estd demonstrada.

Podemos agora concluir a prova da Afirmacao 1.

Com os argumentos acima vemos que o problema (4-53) tem duas subsolugdes,
o(x) e uj(x). Defina

u(x) = max{ou(x), u (x)},

e seja B(x) = ap uma super solugdo de (4-53). Lembre-se que u é subsolugio do problema
(4-53) (cf. Teorema 0.3 do Capitulo 1). Logo, por teoremas de sub e super solucdo
estudados anteriormente, existe uma outra solu¢do up € WO1 P(B) do problema (4-53), tal
que,

u(x) <up(x) <B(x), Vx € B.
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Como u é uma solugdo maximal de (4-53) com respeito ao par de sub e super

solugdes {at(x),B(x)}, tem-se que
up(x) <u(x), Vx €B,
donde, temos que
u(xr) > wup(x1) > u(xy) > up(xy) = u(Pxy) = u(xp) > u(xy),

que é um absurdo. E esta contradi¢do mostra que a solug@o u é uma solugio radialmente

simétrica do problema (4-53), ficando provada a Afirmacao 1.

Agora, defina u : [0,R) — R, uma fungdo de classe C ! por
u(r) =u(x), Vx€ B,

onde r =| x | e R € o raio da bola B. Usando mudanca de variaveis, para todo r € (0,R),

temos que
ou du or , or K i N
—_—— — =Yy — = U — l .
ox; drox; ox; rooT
Dai,
~ o ou s 1AN _u/ —u/
Vu_ a_-le,.”,m = M7,...7M7 _7()(,']7...,.)([\7)—7)67
donde / ’
virl= 1 =
r r

Agora, para qualquer v € C7'(0,R), faca

w(r) = Li) w(0) =0, Vre (0,R),

v(x) =v(r), wx)=w(r), Vx€B.

Como u é solugdo fraca do problema (4-53), temos que
[ Va2 vavids = [ p@idx, e Gy (O.R). (4-62)
B B

Mas veja que
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€ assim , , , ,
u - w
Vu = ()C]7 ,_XN)—?X € VW:—(X], ,XN)—TX,
donde ., y
. uw uw uw
VuVw = —x—x = |x [*= ——r =u'Ww
ror r2 2

Logo, de (4-62), tem-se que

R R
/ | P72 W'V dr = / fwywrNLar. (4-63)
0 0
Como w = vrl =V,
/
/g 1-N -N v v
= 1—-N = (N—=1)—
w=vr Y 4y( )r N1 ( )rN

e substituindo esta expressao em (4-63), vem que

R Ip=2 1./ R(N_l) 1\p=2 7/ R o0
/ |u' |P uvdr—/ —|u |P uvdr:/ f(u)vdr, veCy(0,R).
0 0 r 0

Logo

/R —a(| ’p—Z u' \vdr = /R<—(N_ D) | ]P—z u’+f(u)>vdr,
0 0 r

e isto implica que u € C! é uma solucdo fraca da equacio

_a(‘ u ’p72 u/) _ (N; 1)

| [P72u + f(u). (4-64)

Pela continuidade do lado direito da expressdo acima, segue que a derivada no
sentido das distribui¢des 0 acima coincide com a derivada cldssica e, portanto, u € uma

solucdo classica da equagdo (4-64). Agora, como u € radialmente simétrica, tem-se que
u'(0) =0.

Além disso, veja que u(R) é definido quando x € dB, e como u € WO1 ?(B) tem-se
u |3=0. Logo
u(R) =u|yp=0.

Portanto, # é uma solugdo da equacdo (4-64) sujeita a condi¢do

u'(0)=0 e u(R)=0.
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Seja rg € [0,R) tal que
Umax = u(ro) = maX{M(I’); re [07R)}

Multiplicando ambos os lados de (4-64) por «’ e integrando de ry a r, temos que

/a P2y ’dr—/rrN | |Pdr+/f V' dr. (4-65)

0

Observe que a derivada dada na primeira integral é

/

a(|u/|p—2u/) _ (p_2)|u1|p—3 |Z | // /—|—|I/t ’p 2 l/
= -2 P

— (p—2) | W |p—2 u//+ | u ‘p—z u’

= (p=1) | "2,

donde, em (4-65), tem-se que

r rN_l r
—/ (p—1)|u P~ 20 dr = / |’ |P dr+/ fuw)ddr,
o o T ro

e assim, para todo r € (0,R),

_ </r(p_ )| o [P~ 2 W' dr 4 (N — 1)/r #dr) = /rf(u)u’d”- (4-66)

Como umax = u(rg) é maior que aj, podemos escolher r € (0,R), tal que,

u(r) =a.
Assim, fazendo s = u na integral do lado direito da igualdade acima, temos

ds = u/dr e utilizando o Teorema da Mudancga de Varidveis para integrais, segue que

/r:f(u)u’dr = /u::))f(s)ds = /u:;x f(s)ds.

De mesmo modo, fazendo s = ' na primeira integral do lado esquerdo da
igualdade acima, temos ds = u"’dr e, novamente pelo Teorema da Mudanca de Varidveis

para integrais, temos que

!

r u'(r) u'(r
/ | ’p—Z u'u”dr:/ ]s\p_zsa’SZ/
) W' (ro) 0

)
| 5|72 sds,
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donde, por (4-66)

/ ::xf(s>ds - - (<p— n [ "

e esta equacgdo implica que

) 2 Tl P
s sds - ——dr ,
s P2 sds+ (N 1)/ Lar) <o
1o

/ " f(s)ds > 0.

ai

Como umax € (by,az] e

fls) <0 se a3 <s<b, (4-67)
f(s) > 0 S€  Umax < 8§ < ap,
temos que
as bl Umax a
/ F(s)ds — / Fo)ds+ [ fs)ds+ [ fls)ds
al ai by Umax
Umax
> / Fls)ds > 0.
ai
Portanto
a
/ f(s)ds >0,
aj
e com isto fica provado o Teorema 4.10. OJ

4.3 Algumas Observacoes

Faremos aqui algumas observagdes sobre fatos considerados nas se¢des anterio-

res sem demonstragdes prévias. Nesta se¢do provaremos alguns desses resultados.
Observacdo 4.11 A condicdo f(0) > 0 pode ser removida do Teorema 4.10.

Suponha que f(0) < 0 e que o problema (0-3) tem uma solugdo fraca nio-
negativa u € WO1 P(Q)NL=(Q) satisfazendo a; <|| u ||< a;. Defina uma fungdo continua

fda seguinte forma:
f(0)>0

N {zﬂs), se 0<s<ay, (4-68)

f(s), se aj <s<oo.
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Afirmacao 1: u é subsolucao fraca do problema

) em O, )
u = 0 em 0Q.
De fato, como u € solugdo fraca do problema (0-3), temos que
/ | Vu |P72 VuVvdx = / flu)vdx, ve Wol’p(Q). (4-70)
Q Q

Mas, pela defini¢do de f, para todo s € [0,0), tem-se

f(s) < f(s),

donde, por (4-70),

/Q | Vu [P=2 VuVvdx = /Qf(u)vdx < /Qf(u)vdx, Ve Wol’p(Q), v>0. (4-71)
Além disso,
u=0, em 0Q,

e, portanto, u € subsolucdo fraca do problema (4-69).

Como fizemos anteriormente, vamos considerar B(x) = ap como uma super
solugdo do problema (4-69) e, assim, (4-69) tem um par de sub e super solucdes
{u(x),az}. Logo, por teoremas de sub e super solucdo estudados anteriormente, existe

uma solug¢ao fraca u € WO1 P (Q) do problema (4-69) tal que
u<u<ay, qtp. em Q.

Agora, procedendo como na demonstracao do Teorema 4.10 com ano lugar de

f, temos que
a a
/ F(s)ds = / F(s)ds >0,
ap ai
0 que prova a observagdo 4.11.

O

Veja que na observagao anterior e no Teorema 4.10 consideramos somente o

caso 0 < aj < by < ap. Estudaremos, agora, o caso em que 0 = a; < by < as.
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Observacdo 4.12 Sejam a,b € R positivos tais que a < b e f : [0,b] — R uma fungdo

continua satisfazendo f(0) =0, f(a) = f(b) =0e

{f(s)<0, se 0<s<a,

4-72)

f(s) >0, se a<s<b.

Suponha que o problema

—Apu = f(u)
u = 0

em £,

4-73
em 0Q, ( )

tem uma solucdo fraca ndo-negativa u € Wol’p(Q) NL>(Q) tal que a <|| u ||~< b. Entdo,

/Obf(s)ds > 0.

Demonstracao. Seja € < a um ndmero positivo suficientemente pequeno. Defina uma

fungdo continua g : [0,b] — IR satisfazendo

g(s)=1, se s=0
>0 O0<s<e
g()>0, se 0<s )
fls) <g(s) <0, se e<s<a
g(s)=f(s), se a<s<b
e, para cada n € IN, suponha que g satisfaz
a a 1
/ g(s)ds </ fls)+—. (4-75)
g 0 n
Afirmacao 1: u é subsolucao fraca do problema
—Apu = g(u) em Q, 4-76)
u = 0 em 0Q.

De fato, como u € solugdo fraca do problema (0-3), temos que

_ 1,
/Q | Vu |P~2 VuVvdx = /Qf(u)vdx, veW,"(Q).

Mas, pela defini¢do de g, para todo s € [0, D],

f(s) < g(s),
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donde
/ | Vu [P~ VuVvdx = / flu)vdx < / g(u)vdx, ve Wol’p(Q) com v > 0.
Q Q Q
Além disso, u |5o= 0. Logo, u é subsolucdo fraca do problema (4-76).

Como na observagdo anterior, vamos considerar B(x) = b uma super solugio do
problema (4-76) e assim este problema tem um par de sub e super solu¢des {u(x),b}.
Logo, por teoremas de sub e super solu¢do estudados anteriormente, existe uma solucao
fraca u € WO1 P (Q) do problema (4-76) tal que

u<u<b, qtp. em Q.

Como g(0) > 0 e como existe uma solucdo fraca u de (4-76), tal que, a <|| U || <

b, pelo Teorema 4.10, temos que

b
/ g(s)ds > 0. 4-77)

Por (4-75) e (4-77), temos que

/ * s)ds+L = / “fyas+ 24 [ fs)ds
0 n n

a

= g(s)ds >0,
isto é,
b 1
/ fls)ds+—->0, (4-78)
0 n
€, portanto,
b
f(s)ds > 0. (4-79)
0
E a observagdo 4.12 fica demonstrada. [
No caso em que f(0) = —oo, 0 problema (0-3) € chamado semipositone infinito

e foi estudado em 2003 por [14] para o operador laplaciano, no caso em que f € uma
fungdo Holder-continua positiva em Q x (0,00), ndo-decrescente na segunda varidvel,
sub-linear e satisfaz certas condigdes de crescimento e suavidade. No trabalho em ques-

tdo, sob certas condi¢des, eles mostram a existéncia ou nao existéncia de solugdes para
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o problema semipositone considerado. Além disso, o Teorema 4.10 e a observacdo 4.12
podem ser usados para provar um de seus resultados principais, no caso em que as fun-
¢oes do sistema semipositone considerado ndo dependem do valor de x. Em nosso estudo
substituimos o problema do tipo laplaciano por um do tipo p-laplaciano e removemos
algumas hipéteses sobre condi¢des de crescimento e suavidade, tornando nosso problema

um pouco mais geral. O préximo resultado da uma idéia deste fato para o nosso caso.
Seja g : [0,00) — (0, 0) uma fungdo continua satisfazendo

li — 0
S*I%Jrg(S) ’

esejah:[0,00) —» [0,o0) uma func¢@o continua. Defina uma fun¢do continua f da seguinte

forma

e suponha que exista um unico so > 0, tal que, f satisfaz

<0, se 0<s<so,

fls) = { (4-80)

>0, se sp<s5<oo,

0
Observacio 4.13 Se / g(s)ds = oo, entdo, o problema
0

—Apu+gu) = h(u) em Q
u > 0 em £, (4-81)
u = 0 em 0Q,

ndo tem solugdo fraca ndo-negativa em L™ (Q).

Demonstracao. Suponha, por contradicdo, que exista uma solucao fraca ndo-negativa u
para o problema (4-81) tal que u € L*(Q). Entdo,

M= [l .

Afirmacao 1: M > s.

De fato, suponha o contrério, isto é, que M < so. Como u € solucdo fraca de
(4-81), temos que

/g | Vu [P~ VuVvdx = /Q(h(u) —g(u))vdx, ve Wol’p(Q).
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Em particular, para v = u,

/ | Vu |P dx = / (h(u) — g(u))udx. (4-82)
Q Q

Como M =|| u ||«< s9, segue que 0 < u < s, donde h(u) — g(u) < 0, pois pela
defini¢do de f, tem-se h(s) — g(s) < 0, para todo 0 < 5 < 59. Logo, por (4-82) e pelo fato

de u > 0 em Q, tem-se que

0< /Q | Vi |? dx = /Q (h(ut) — g(u) )udx = / (h(u) — g(u))udx < 0,

M<sg

donde
/ | Vu |P dx =0.
Q

Pela desigualdade de Poincaré-Sobolev, existe ¢ > 0 constante, tal que,

1
—/ |u|pdx§/ | Vu |P dx =0.
Q Q

C

Logo, | u |< 0 q.t.p. em Q, donde u = 0 q.t.p. em Q, o que é impossivel, pois
contraria as hipdteses do problema (4-81). Portanto, temos que M > sg, como haviamos

afirmado anteriormente.

Agora, defina uma fun¢fo continua f : [0,00) — (0,0) tal que

h(s)—g(s), se 0<s<M,
f(s) = >0, se M<s<M+1, (4-83)
0, se M+1<s,

e considere uma sequéncia de fungdes (f;)nen, com f;, : [0,00) — [0, 00), tais que,

fa(s) =0, se s=0,
f(s) < fuls) <0, se 0<s<y, (4-84)
fals) = f(s), se 3 <s<oo.

Como u < M q.t.p. em Q (pois M =|| u ||) segue que

Afirmacao 2: Para todo n € IN, u € subsolugao fraca do problema

{—A,,u = fulu) em Q, 55

u = 0 em 0Q.
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De fato, como u € solugdo fraca do problema (0-3), temos que
/ | Vu |P72 VuVvdx = / flu)vdx, ve Wol’p(Q).
Q Q
Mas por (4-84) temos, para todo n € IN e para todo s € [0,o0), que

f(s) < fuls),

donde
/Q | Vu |P—2 VuVvdx — /Qf(u)vdx < /an(u)vdx, S WOI’P(Q).

Além disso, u |3o= 0. Portanto, u é subsolug@o fraca do problema (4-85).

De modo similar ao Teorema 4.10, tomaremos (x) = M + 1 como uma super
solugdo de (4-85). Assim, por teoremas de sub e super solugdo j4 estudados, podemos

garantir a existéncia de uma solugao fraca u, € WO1 ?(Q) de (4-85) tal que
u<u,<M+1, qtp. em Q.
Logo, pela observacao 4.12, temos que
M+1
/ fn(s)ds >0,
0

isto é,

S0 M+-1
/ fn<S)dS+/ fn(S)dS >0,
0 SO

/M+1 fn(s)ds > /Oso —fu(s)ds.

S0

donde

Veja que, para todo n € IV,

/OSO —fu(s)ds < /MH fu(s)ds = /MH £(s)ds.

S0 S0

Por outro lado,
—fa(8) "= = f(s) = g(s) = h(s), Vs € (0,50).

Além disso, note que para todo s € (0,s0), —f»(s) > 0. Logo, pelo Lema de Fatou
(cf. Lema A.2 no Apéndice),

/SO —f(s)ds < liminf/so — fu(s)ds.
0 n— Jo
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Donde, temos que

) =nisnas = ["=ris)as

< liminf | —f,(s)ds

n—o J(
M+1
< liminf f(s)ds

n—e Jgo

_ /SM+1 £(5)ds

0

= C,

M+1
onde C = / f(s)ds < oo é uma constante. Logo,
50

| (60)=(s))ds <
e dai "
|| sds <
0

que € um absurdo por hipdtese.
Portanto, ndo existe solugdo fraca ndo-negativa u € L= () do problema eliptico

quasilinear (4-81). Fica demonstrada a observagdo 4.13. 0

Concluimos aqui este capitulo.



APENDICE A

Espacos de Lebesgue e de Sobolev

Neste apéndice vamos apresentar alguns resultados importantes sobre Espacos

de Lebesgue e Espacos de Sobolev que foram utilizados com frequéncia neste trabalho.

Teorema A.1 (Desigualdade de Simmons) Sejam x,y € RY e (-,-) o produto escalar

natural em RN. Entdo,

cp|lx—y|P, se >2,
b2 2 plx—y] ) p
([ x[P=mx= [y [P yx—y) > |x—y| <o BD

C P =
P(xl+ 1y e

Demonstracao: (cf. Peral [29], p. 80).

Lema A.2 (Fatou) Seja (f;,) uma sequéncia de fungoes em L' (Q), tais que, f, >0 g.t.p.
em Q, para todo n € IN e sup,, [q, fn < 0. Se, para todo x € Q, f(x) =liminf, . f5(x) <
+oo, entdo f € L'(Q) e

/gf dr s /Qﬂ,i}ggffn)dx.

Demonstracao: (cf. Brézis [4], p. 90).

Teorema A.3 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja  (f,) uma

sequéncia de funcoes integrdveis satisfazendo:

() folx) — F(x), a.tp. em ©;
(ii) Existe uma fungdo g € L'(Q), tal que, para todo n, | f,(x) |< g(x), g.t.p. em Q.

Entdo, f € L'(Q) e
/f(x)dx: lim/ fn(x)dx.
Q Q

Demonstracao: (cf. Brézis [4], p. 90).

Teorema A.4 Sejam (f,) uma sequéncia em LP (Q) e f € LP(Q), tais que,

o= fllp—

0. Entdo, existe uma subsequéncia (fn,)  (f,) e uma fungdo h € LP(Q), tais que,

(i) fu3) — F(). qitp. em Q;



Apéndice A 123

(ii) | fu(x) |< h(x), Vk, q.t.p. em Q.
Demonstracao: (cf. Brézis [4], p. 94).

Teorema A.S (Teorema da Representaciao de Riesz) Seja 1 < p < o e seja ¢ €
(LP(Q)*). Entdo, existe uma tinica fungéo u € LP (Q) tal que

(0.f) = /Q ufdx, Vf € L7(Q).

Além disso,

=0 llzry -
Demonstracao: (cf. Brézis [4], p. 97).
Teorema A.6 (Desigualdade de Holder) Seja f € LP(Q) e g € L1(Q) com 1 < p < oo,
Entdo, fg € L'(Q) e
1 1
p q
firetaxs ([ 1rras) ([ 1ela)
Q Q Q
1,1 _
onde ; + . = L.

Demonstracao: (cf. Brézis [4], p.92).

Teorema A.7 (Desigualdade de Poincaré-Sobolev) Seja Q C RN um dominio limitado.

Entdo existe uma constante ¢ = c(p), tal que, para todo u € WO1 P(Q), tem-se

/]u]pdxgc/ | Vu |P dx.
Q Q

Demonstracao: (cf. Adams [1], p. 184).

Teorema A.8 (Mudanca de Variaveis para Integrais Miltiplas) Seja X C RN um con-
junto aberto e g : X — RN uma funcdo continuamente diferencidvel injetiva, tal que,

detg'(x) # 0 para todo x € X. Se f : g(X) — R é integrdvel, entdo
[ sav=[ (fog)| derg'|ax.
8(X) X
Demonstracao: (cf. Rudin [31], p. 23).

A seguir definiremos o surporte de uma funcao mensurdvel. Em primeiro lugar

lembramos que se u : & — R € continua o suporte de u € definido da seguinte forma

supp(u) = {x € Q; u(x) #0}.



Apéndice A 124

Definicdo A.9 (Suporte de uma funcio mensuravel) Seja Q C RY um aberto e u :

Q — R uma funcdo mensurdvel. Definimos o suporte de u como sendo
Q\ o,

onde

o=|Jo

sendo (0;)ies a familia de todos os abertos de Q, tal que, para cada i € I, u =0 g.t.p. em
;.

Teorema A.10 Sejam u,v: Q — R mensurdveis. Se A € IR é ndo nulo entdo:

(i) supp(u+v) C supp(u)Usupp(v).
(i) supp(uv) C supp(u) Nsupp(v).
(iii) supp(hu) = Asupp(u).

Demonstracao: (cf. Medeiros & Miranda [27], p. 2).

Consideremos W!”7(Q), com 1 < p < oo, 0 espago usual de Sobolev equipado

com a norma

1
Fullnp= ([l + 11 Val[5)?
e seja WO1 P(Q) o subespaco fechado e convexo de W!?(Q) dado por

Wo

P(Q) = {ue WH(Q)su o= 0}
Teorema A.11 (Derivag¢do do Produto) Sejam u,v € WHP(Q)NL®(Q) com 1 < p < oo,
Entdo, uv € WHP(Q)NL2(Q) e

0 ou

2 ()= Sy s
o uy —BXiv u

1 <i<N\.
ax," ==

Demonstracao: (cf. Brézis [4], p. 269).

Teorema A.12 (Densidade) Suponha que Q é de classe C', e seja u € W'"P(Q) com
1 < p < 0. Entdo, existe uma sequéncia (u,) de C3(RN) tal que u, |o— uem WHP(Q).
Em outras palavras, a restri¢do a  de fungoes em Cg (RN formam um subespaco denso
de Wir(Q)

Demonstracao: (cf. Brézis [4], p. 27).
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Teorema A.13 (Stampacchia) Seja 0(t), —co < t < oo, uma fungdo linear por partes
cujas derivadas tem descontinuidades em {ay,...,ay} e sejau € WH(Q), 1 <m < o,
Entdo. 8(u) € WH(Q) e

O(u)y, = 0 (u)uy, (no sentido das distribuigées). (A-2)

Além disso, se 6(0) = 0, tem-se B(u) € Wol’m(Q). Em (A-2) ambos os lados sdo nulos
quando x € J{y:u(y) = a;}. Em particular, u™ | u |€ W™ (Q).

Demonstracao: (cf. Kinderlehrer & Stampacchia [18], p. 54).

Lema A.14 Sejau € WHP(Q) com 1 < p < o e assuma que supp(u) é um subconjunto
compacto de Q. Entdo, u € WO1 7(Q).

Demonstracao: (cf. Brézis [4], p.288).

Definicao A.15 Dizemos que um dominio Q satisfaz a propriedade do cone se para
qualquer x € Q, existe um cone limitado Cy, com vértice em x, tal que, Cy estd inteiramente

contido em Q.

Definicao A.16 Dizemos que um dominio Q satisfaz a propriedade de lipschitz local se
existe uma cobertura localmente finita O por abertos U, tais que, O NU sdo grdficos de

fungébes uniformemente lipschitzianas.

Teorema A.17 (Imersoes Continuas de Sobolev) Sejam Q C R" um dominio satisfa-
zendo a propriedade do cone, m > 0 inteiro e 1 < p < oo, Entdo, para qualquer j > 0

as imersoes abaixo sdo continuas:

(i) Sem < n WIitmp(Q) < Wi4(Q), onde p < g < ’
p n—mp

(ii) Sem = n Witmp(Q) < W/4(Q), onde p < q < oo;
p
(iii) Se l% <m, W/TP(Q) < C4(Q), onde CH(Q) = {u € C/(Q);D%u € L*(Q),| o |<
¥ .
(iv) Sem—1 < — < m e Q tem a propriedade de lipschitz local, entdo,
p

WItmP(Q) < CIHMQ), onde 0 <A <m— .
p

Demonstracao: (cf. Figueiredo [12], Adams [1]).

Teorema A.18 (Rellich-Kondrachov) Sejam Q C R" um dominio satisfazendo a propri-
edade do cone, m > 1 inteiro e 1 < p < oo. Entdo, para qualquer j > 0 as imersdes abaixo

sdo compactas:
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np
n—mp’

i) Sem< L WItmP(Q) < W/4(Q), onde 1 < g <
p
ii) Sem= z, Witmp(Q) s W/4(Q), onde 1 < q < oo;

4

(
(
(iii) Se " em Witmp(Q) < CL(Q), onde e WITmP (Q) < WI4(Q), onde 1 < q < oo;
(iv) Se g < m e Q tem a propriedade de lipschitz local, entdo,

WITmP(Q) — C/(Q).

(v) Sem—1< - < m e Q tem a propriedade de lipschitz local, entdo,
p

Wj+m7p(Q) <_>Cj+7‘(§), onde 0<7\.§m—z-
P

Em particular, se n = (m—1)p, entdo, WitmP(Q) < CIMQ), para 0 < A < 1.

Demonstracao: (cf. Figueiredo [12], Adams [1]).
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Equacoes Lineares e Quasilineares

Neste apéndice apresentamos alguns resultados sobre EDP e Equagdes Lineares

e Quasilineares que utilizamos frequéntemente durante a elaboracao deste trabalho.

Teorema B.1 (do Divergente) Sejam ¢1,...,9, n funcées C', definidas em uma vizi-

nhanga aberta O de Q tomando valores em C; seja @(x) = (@1 (x),...,0,(x)). Temos

/div(pdx:/ ¢-vdo.
Q oQ

Demonstracao: (cf. Treves [36], p. 78).

Teorema B.2 (Idéntidades de Green) Sejam Q C RN um dominio onde vale o Teorema

do Divergente e u,v € C*(Q). Entdo, valem as seguintes idéntidades

/uAvdx:—/ Vqudx-l—/ uﬁdc
Q Q 00 oV

dv  du
/Q(uAv —vAu)dx = /E)Q (ug - vg) do.

Demonstracao: (cf. Folland [13], p. 69).
Teorema B.3 (Principio do Maximo Forte) Se u € C?(Q)(N\C(Q) satisfaz

(B-1)

—Au = f>0 em £,
u = 0 em 0Q.

entdo, u > 0 em Q.
Demonstracao: (cf. Han & Lin [16], p. 28).

Teorema B.4 Seja Q C R" um dominio de classe C'. Se f € LP(Q) e ¢ € W>P(Q),
1 < p < oo, entdo, o problema de Dirichlet

{—Au = f em £, (B-2)

u = ¢ em 0Q.
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tem uma tinica solugdo u € WP (Q).
Demonstracao: (cf. Gilbarg & Trudinger [15], p. 241).

Teorema B.5S Suponha que as hipoteses do Teorema B.4 sejam satisfeitas. Entdo, existe

uma constante ¢ > 0, tal que,

e ll2p<cllullp,

para todo u € W*P(Q) N WO1 P(Q).
Demonstracao: (cf. Gilbarg & Trudinger [15], p. 241).

Teorema B.6 (Schauder) Suponha que Q € C** é um dominio limitado com 0 < o, < 1.

Entdo, para todo f € C*(Q), existe uma tinica solu¢do u € C**(Q) do problema

(B-3)

—Au+u = f em £,
u = 0 em JQ.

Além disso, se Q € C"2% (m > 1 inteiro) e se f € C"™*(Q), entdo
ue "4 Q) e |ullenra<c| fllone.

Demonstracao: (cf. Brézis [4] p. 317).

Teorema B.7 (Vazquez) Seja u € C1(Q), tal que, Aju € LIZOC(Q), u>0gqtp em Q,
Apu < g(u) g.t.p. em Q com g : [0,00) — R continua, ndo-decrescente, g(0) =0 e
g(s) = 0 para algum s > 0 ou g(s) > 0, para todo s > 0. Entdo, u ndo é idénticamente
nula em Q e u > 0 em todo Q.

Além disso, se u € C'(QU{xo}) para xo € 0Q, Q satisfaz a condicdo da esfera interior e

u(xp) =0, entdo

ou

E(X()) > 0.

Demonstracao: (cf. Vazquez [37], p. 200).

Lema B.8 (Hopf) Seja Q@ C RN um dominio limitado com fronteira 0 suave. Seja
u € CY(Q) satisfazendo

—div(|Vu |P72Vu) > 0 em Q (Sentido Fraco),
u > 0 em Q, (B-4)
u =0 em 0Q.

Entdo, — (xo) < 0 para xo € 0Q, onde v denota o vetor normal unitdrio exterior a d€).

ov
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Demonstracao: (cf. Sakaguchi [32], p. 417).

Lema B.9 Seja Q C RN um dominio limitado e suponha que existam r >0 e y € Q, tal
que, B= B,(y) C Q. Para dado € > 0 arbitrariamente pequeno, defina em B a funcdo

H‘Z
r

b(x)=¢(e” —e .

Entdo,

2\ -
div(| Vb(x) [P7> Vb(x)) = e (72) e P IIFE [ x—y P2 (| x—y P —N),

onde ¢ = c¢(p,r) é uma constante. Além disso, para € suficientemente pequeno, temos que
| div(| Vb(x) P72 Vb(x)) |< Y,
onde Y é a constante dada no Lema 4.7.

Demonstracao. Primeiramente, veja que as derivadas parciais de b sdo dadas por

ab Xy 8 X —
o = e (122 )

ox; r

~ r
i=1
_ —867‘){:)'2 xi—yil
ror
2¢e X=yi2 , ;
I ] el SO R
e 71 (x
2 ( )
Dai, temos que
28 =
Vb(x) = — e TPy )
28 _jxyp
- T 2¢ - (x=)
e veja que
2¢ X=y 2
[Vb(@) |= e 7T vy
Logo,
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e dai, temos que

p—1
V00 P2 9b() = () e IR Ly ),

Agora, veja que

div(| Vb(x) "2 Vb(x)) = (2§)p l(a%( DI ey 2 (] —yl>)+.'.

Observe que
J (=1 p—2 ’ —(p-DI5* p—2 i )2
(TR [y 2 (0 =) ) = e P la—y P2 (e - y)2 - 1),

2(p—1)

onde a constante ¢ em questao € dada por ¢ = R (p—2). Logo, temos que

div(| Vb(x) [P Vb(x)) — _(%)p_l<_e—<p—1>v|2|x_y|p—z (Ci(xi_yi)Z_N>)

E provamos a primeira parte do lema.

Para provar a segunda parte do lema veja que, pelo fato de Q ser limitado, B é

compacto. Além disso, a funcdo

1
6 2\ __np=p _
0 (5) eI ey 2 ey P

é continua em B. Como B é compacto e G é continua em B, segue que G é limitada e para

€ suficientemente pequeno, temos que

|&"'G(x) [< Y, Vx€B,
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Pelo que expomos acima, obtemos
div(| Vb(x) P72 Vb(x)) = e’ 'G(x), Vx € B,
para € suficientemente pequeno, e dai, tem-se que
| div(] Vb(x) [P=2 Vb(x)) [< 7,

e temos o desejado. 0
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Minimizacao de Funcionais Energia

Neste apéndice estudaremos a regularidade dos funcionais energia que aparecem

neste trabalho. Consideramos dois casos:
Caso 1: A fungdo f: [0,00) — IR é continuae 1 < p < oo.
Caso 2: A fungio f : [0,00) — RéC' e p=2.

Observamos que no Caso 1 a func¢ao truncada fj € continua e no Caso 2 a fungao
truncada f; é C!.

Estudo do Caso 1:

Lema C.1 Suponha que f : [0,00) — R é continua e 1 < p < oo. Entdo o funcional

1
D) = ullf, [ Flwds, ue Wy 7(@)

pertence a C' (Wol’p (Q),R) e sua derivada de Fréchet é dada por
(@;c(k,u),v) :/ | Vu |P~2 Vqudx—?»/ fi(u)vdx, u,ve Wol’p(Q).
Q Q
Demonstraciao. De fato, pela defini¢do da derivada de Fréchet, temos que
D (A u+1v) — D (A, u)

(@, (A, u),v) = lim .

t—0 t

Veja que,

DMy ut1v) — De(hyu) = %/Q(W(sz) ” — | Vu |P)dx—x/Q<Fk(u+tv)—Fk(u))dx
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donde

dx

DM u+tv) —Pr(hu) l/ | V(u+1v) |P — | Vu |pd —k/ Fe(u+1tv) — Fi(u)
t  pla t x Q t

Agora, defina ¢ : [0,f] — R por
O(s) =| V(utsv) |7

Veja que, f é diferencidlvel em [0,7] e tem derivadas dadas por

/ V(u+sv)

O(s)=p|V(u+sv) |p_1 WV\/ =p|V(u+tsv) |‘”_2 V(u+sv)Vv

Como ¢ é continua, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ = c¢(f), com
min{0,7} < ¢ < max{0,t}, tal que,

donde, temos que
| V(u+tv) [P = [ Vu |P=(p | V(u+cv) P72 V(u+cv) Vi),

e dai

| Vu+tv) |P — | Vu |P

. =p | V(u+cev) P2 V(u4cv)Vv. (C-1)

Veja que ¢ — 0 quando t — 0, logo temos que V(u+cv) — Vu q.t.p. em Q.
Além disso,
| V(utcv) [<[Vu|+[cl|Vv],

onde h =|Vu |+ | c|| Vv | é uma fungio em L7 (Q). Da,

| V(utcv) P2V(u+cv)Vv — p | Vu P72 VuVy, qtp.em Q

P Vu+ev) P2 V(u+ev)Vv |=p | V(u+ev) [P Vv |< ph?~ 1| Vv e LY(Q),
donde, pelo Teorema de Lebesgue

/ p | Vu|P~? VuVvdx = lim / p | V(u4cv) P72 V(u+cv)Vvdsx.
Q t—0JQ
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Agora, defina @ : [0,¢] — IR por
o(s) = F(u+sv).

Veja que ¢ € diferencidvel em [0,] e tem derivadas dadas por

/

o (s)= Fk/(u +sv)v = fi(u+ sv)v.

Como ¢ ¢é continua, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢y = co(t), com
min{0,7} < c¢op < max{0,7} tal que

donde, temos que

Fk(u+tv) —Fk(u) = fk(u—l—co)tv,

e dai

Fe(u+1tv) — F(u)
t

= fi(u+co)v. (C-2)
Veja que co — 0 quando + — 0 logo, pela continuidade de f;, temos que
fi(u+cov)v — fr(u)v, qtp.em Q,
e como f; € limitada, existe M > O constante tal que
| filu+cov)v |<M |v|e LP(Q).
Novamente pelo Teorema de Lebesgue,
/ka(u)vdx = th;nO/S)fk(u + cov)vdx.

Logo de (C-1) e (C-2), temos que

CIDk(k,u—HVt)—q)k(?Hu) _ [l)/gp | V(u+cv) P72 V(u+cv)Vvdx—%/ka(u'f‘cov)"dx

= / | V(uAcv) |2 V(u—}—cv)Vv—?»/ Si(u+cov)vdx
Q Q
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Assim,

(@ (u)y) = fim ) = i)

t—0 t

t—0

= lim </g | V(u+cv) P72 V(u+cv)Vvdx—k/g)fk(u—kcov)vdx)

= lim/ | V(u+cv) P72 V(u+cv)Vvdx—7ulim/fk(u+cov)vdx
Q t—0JQ

t—0

= / | Vi [P~2 Vqudx—k/ fi(u)vdx,
Q Q
para todo u,v € WO1 7(Q).

Mostraremos agora que ®y(A,:) € CI(WO1 ?(Q),R). Para isto, basta mostrar
que @ (A,-) é continua de W, ”(Q) em (W, (Q))*. Entdo, seja (u,) C W, ”(Q) uma
sequéncia, tal que,

U, — u, em Wol’p(Q),

e mostraremos que
@ (A 1ty) — Dp(M,u), em (W) P(Q))*,

isto é, que

| @ (A, ) — Py (A1) —0,

i -

onde

| @ (A, 1) — (1) = sup | (@p(hun) — Dp(A,u),v) |, w,v € Wy ().

”(w“’(sz))*
0 Iv]ly,p<1

De fato, como u, — u em Wol’p(Q) e WOLP(Q) & LP(Q), tem-se que u, —> u
em LP(Q), donde por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequéncia (uy;) C
(u,) e uma fungdo h € LP(Q), tal que,

Up; — u q.tp.em Q e |u, [<h, qtp.em Q.
Agora, do fato de f; ser uma funcdo Carathéodory, tem-se que
Ji(un;) — fi(u), q.tp.em Q,

donde
(filtn,) — filu))v — 0, qtp.em Q, ve W, ”(Q).
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Além disso, como f; é limitada, existe a > 0 constante, tal que, | fi(s) |< a, para
todo s € R. Dai,

| (fieutny) = fi@)v [< (| ficluny) [+ [ fiQ) ) [v[<2a ] v],

onde 2a | v |€ LP?(Q). Logo, pelo Teorema de Lebesgue,
| Galan)) = feta)yvdx —0.

Agora, como u, — u em WO1 ?(Q), tem-se que Vu,, — Vu em LP(Q), donde
por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequéncia (u,;) C (u,) € uma fungdo
h e LP(Q), tal que,

Vuy, — Vu q.tp.em Q e |Vu,, [<h, qtp.em Q.
Dai, temos que
| Vitn; [P Vin Vv —| Vu [P72 VuVy, q.tp.em Q,

donde
| Vuy, P2 Vu, Vv—| Vu P2 VuVy — 0, q.tp.em Q.

Além disso,

| Vi, |P72 Viy Vv— | Vu P2 VuVy | < | Vu, P71 Vv [+ | Vu [P V|
< RV 4 [ V[P Vv,

onde ”?~! | Vv |+ | Vu |P~1| Vv |€ L'(Q). Novamente pelo Teorema de Lebesgue,
/ (| Vi, |p=2 Vi, Vv— | Vu P=2 VuVv)dx — 0.
Q
Veja que
<q)k()“>unj) - CI)kO”a”)a"') = <(I)k(7‘7 u”lj)7v> - <q)k(xa u),v>
= / | Vuy, P2 Vunvadx—l/ Ji(un; ) vdx —
Q Q
/ | Vi [P~2 Vqua’x+7L/ fr(u)vdx
Q Q
= (/ | Vi, P2 Vunvadx—/ | Vu |P~2 Vqudx) -
Q Q

(] ()~ et
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= / (| Vg, |p—2 Vi, Vv— | Vu P72 VuVv)dx —
Q

M (Felun)) = felu)vd

donde
o (@ (b tn) — B (M), v) | = /Q (| Vit |72 Vatn Vv | Vur [P~ VuV)dx —
| (el ~ St — 0,
isto é,
| @b tn,) — B (Mt) [ .y — 0.

ou seja, CID;{(K, Un;) — CID;{(?», u) em (Wol ?(Q))*, donde ‘1);((7\., -) é continua e, portanto,
dr(A,-) € C! (WOI”’(Q),R). Fica provado o Lema C.1. O

Estudo do Caso 2:

Lema C.2 Suponha que f : [0,00) — R pertence a C e p = 2. Entdo o funcional
1 2
Bihu) = 5 |l —x/ Fe(u)dx, ueH,
Q

pertence a C*(H,IR) e sua derivada de Fréchet é dada por

<<I>;<(7u,u),v) = / Vqudx—/ fi(u)vdx, u,v € H.
Q Q
Demonstraciao. De fato, sabemos que

(@), (A ), v) = Tim ) = i) (C-3)

t—0 t

Logo, para todo u,v € H, temos que
DMy ut1v) — De(Ayu) = %/Q(|V(u+tv) 12—|vu\Z)dx—x/Q(Fk(u+tv)—Fk(u))dx
_ % /Q (2VuVy+12 | Vv P)dx— A /Q (Fe(+1v) — Fi(u))dx
_ z/vuvvdx+ﬁ/ Vv |2dx—x/(Fk(u+zv)—Fk(u))dx
Q 2 Jao Q

dai, vemos que

CIDk(k,u—i—tvt)—CIDk(l,u) :/ (Vqu—i—% vy 2 _k(Fk(M—f-l“’t)_Fk(M)))dx.
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Defina a aplicacdo 0 : [0,f] — R por
0(s) = Fr(u+sv), Vse[0,1],

e como 0 é continua, pelo Teorema Fundamental do Célculo, existe min{0,7} < ¢ <

max{0,¢} tal que

isto é,
Fi(u+1v) — F(u) = F'(u+cv)tv = fi(u+cv)ty,
logo, temos que

Fi(u+1tv) — Fi(u)
t

= fir(u+cv)v. (C-4)

Veja que ¢ — 0, quando t — 0, logo
Sr(u+cv)v g Sr(u)v.
Por outro lado, como f; é limitada segue que existe a > 0 constante, tal que,
| flutev)|lvI<alv]e L(Q).
Logo, pelo Teorema de Lebesgue, temos que

/ka(u)va'xzt@()/gf(u—i—cv)vdx,

e dai,

@ (N, u+1tv) — D, (A, t F(u+1v)—F
lim (ot 1v) = B (b u) = lim (Vqu+— | Vv |? =\ ) k(u))dx
t—0 t t—0J0 2 t

t
= lim (Vqu+ 5 | Vv |? —kfk(u—kcv)v) dx

t—0JQ

t
= lim (/ Vqudx—l——/ | Vv ? dx—?»/ fk(u+cv)vdx)
—0\Ja 2Jo Q

= / VuVvdx — 7»/ Sr(u)vdx.
Q Q
E, portanto, por (C-3)
(@, (hyu),v) = / ViuVvdx -\ / Filw)vdx.
Q Q

Veja que, pelas condicdes que foram impostas sobre as aplicacdes u,v € H e pelo

fato de que funcio f; é de classe C! de R em R, temos que cada integral da expressio
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acima de uma funcdo de classe C', logo temos que CI>;(7»,-) € C'(H,H*) e, portanto,
&y (M, -) € C>(H,RR), o que demonstra o Lema C.1. O

O seguinte lema mostra que o operador CI);{ pode ser escrito da forma I —

compacto.
Lema C.3 Seja f :[0,00) — R pertencente a C' e p = 2. Entdo
@, (A,-) =1—Tj.
onde I é o operador identidade em H e T), : H — H é um operador compacto.

7z

Demonstracgao. De fato, pelo Lema C.2, a derivada de Fréchet do funcional <I>;<(7», ) é

dada por
(CI);( (A u),v) = /g VuVvdx — X/ka(u)vdx (C-5)
= (u,v)g —X/ka(u)vdx, u,v€H. (C-6)
Para cada u € H fixado, defina o funcional Ty (u) : H — R por
(Ti(u),v)g = /ka(u)vdx, veH. (C-7)
Afirmamos que Ty (u) € H*. De fato, Ty (u) é linear, pois
(Tr(u),av+bw)y = a{Ti(u),v)yg + b{Ti(u),wW)H,
e, além disso, como fj € limitada existe a > 0 constante, tal que, | fi(s) |< a, donde

(B < [ 1R v as

< /a|v|dx

Q
= a/ |v].1dx
Q
1

o [ v as) ([ )

1
= alvi2lQ[
1
< ac| Q2| va, (C-8)

IN

onde ¢ é a constante da desigualdade de Poincaré e, portanto, o funcional T (u) : H — H*

é linear e continuo, isto é, Ty (u) € H*.
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~ . . L. . T
Pelo Teorema da Representacio de Riesz, existe uma tinica aplicagdo u — Ti(u),

tal que, (C-7) é satisfeita. Logo, por (C-5), temos que
(@, (M), V) = (u,v) i — (Te(), V)i, u,v € H,

donde
@, (hu) = u— Ty (u),

ou seja, CD;(?», )=1-T.
Afirmamos que 7} € compacto.

. A H
De fato, seja (u,,) uma sequéncia limitada em H, tal que, u,, — u. Vamos mostrar

que existe uma subsequéncia (u,;) C (uy,), tal que,

T () — Ti ().

. cpt o LZ(Q) .
Veja que, como H — L=(Q), teremos u,, — u, donde pelo Teorema A.4 existe

uma subsequéncia (u;) € (u,) e uma fungio h € L?(Q), tal que,
Un; —> U, q.t.p.em Qe |uy, [<h, qtp.em Q.
Pela continuidade da funcdo f;, temos que

Jilun;) — fi(u), qtpem Q,

donde
| ficlun;) = fiw) [P— 0, q.tpem Q.
Além disso, como f; € limitada, segue que existe uma constante a > 0, tal que,
| ficCun;) = fie(w) [<] fic(un;) |+ | fie(un) 1< 2a,
donde

| fic(un;) — fic(u) |P< 4a?.

Dai, pelo Teorema de Lebesgue

[ Vet = fitw) P dx 0,
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isto é,
| fic(utn;) = fie(ut) [l2— 0. (C-9)
Com isso, temos que pelas desigualdades de Holder e Poincaré
| {Ti(un;) = Tic(w),v) | < /Q | ficCun;) = fic(u) || v | dx
< | fieuny) = fiea) 12l v 12
< | filun;) = frlw) 12| v
donde, vemos que
sup | (T (utn;) — Tie(u),v) |< ¢ || fulun,) = fi(w) |2,
Vlln<1
e por (C-9), tem-se que
sup | (Tx(utn;) — Ti(),v) |[— 0.
Ivllz=<1
Como
| Tac(utn;) = Ti(ut) || = sup | (Ti(utn;) — Tic(u),v) |
IVla<1
segue que
| Tic(un ;) = Ti(u) ||+ — 0,
donde
Tk(unj) — Tk(u), ucH,
e, portanto, 7; é um operador compacto. 0J
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Operadores de Tipo Monotonico

Definicdo D.1 (Convergéncia Fraca) Seja X um espago vetorial normado e (x,) C X

uma sequéncia. Dizemos que (x,) converge fraco em X se existe x € X, tal que,

(f,x,) — (f,x), Vf€X*

Assim, x € o limite fraco de (x,) e denotamos esta convergéncia por x, — Xx.

Teorema D.2 Seja X um espaco de Banach reflexivo e (x,) uma sequéncia limitada em

X. Entdo, existe uma subsequéncia (x,;) C (x,) e x € X, tal que,
Xp; —X. em X.

Demonstracao: (cf. Brézis [4], p. 69).
Teorema D.3 Seja E um espaco de Banach e (x,) uma sequéncia em E. Entdo,

(i) xn — xem o(E,E*) se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E*.

(ii) Se x, —> x, entdo x, — x em 6(E ,E™).

(iii) Se x, — x em 6(E,E*), entdo (|| x, ||) € limitada e || x || < liminf || x, ||.
(iv) Se x, — x em 6(E,E*) e f, — f em E* (isto ¢,

(fnsXn) — (£, x).

| fu—f ||[e=— 0), entdo

Demonstracao: (cf. Brézis [4], p.58).

A seguir enunciaremos algumas defini¢cdes e teoremas importantes sobre opera-

dores monotonicos que foram utilizados ao longo do texto.

Definicao D.4 Seja X um espaco de Banach real reflexivo e A : X — X™ um operador. O
operador A é pseudomonotonico se, e somente se, u, — u e limsup,,__, . (Auy,u, —u) <0

implica em Au,, — Au e (Auy,u,) — (Au,u).

Lema D.5 Sejam A,B : X — X™ operadores sobre um espaco de Banach real reflexivo
X. Entao,
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(i) Se A é monoténico e hemicontinuo, entdo A é pseudomonotonico.
(ii) Se A é completamente continuo, entdo A é pseudomonotonico.

(iii) Se A e B sdo pseudomonoténicos, entdo A + B é pseudomonotonico.

Demonstracao: (cf. Carl, Le & Motreanu [7], p.40).
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