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Resumo

Dassael Fabrício dos Reis Santos. Problemas de Auto-Valor Não-Lineares:

Métodos Topológicos, Variacionais e um Teorema Geral de Sub e Super So-

luções. Goiânia, 2014. 146p. Dissertação de Mestrado. Instituto de Matemática
e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho estudaremos existência e multiplicidade de soluções não-negativas do

problema elíptico não-linear

{
−div(A(x,∇u)) = λ f (x,u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

onde Ω ⊂ IRN é um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave, λ ≥ 0 é um parâmetro,

f : Ω× [0,∞) −→ IR e A : Ω× IRN −→ IRN satisfazem as condições de Carathéodory,

A é monotônico e f satisfaz uma condição de crescimento. Para este fim utilizaremos o

método de Sub e Super Soluções, Teoria do Grau Topológico, argumentos de simetria e

métodos variacionais.

Palavras–chave

Problemas Não-Lineares, Sub e Super Soluções, Grau Topológico, Minimização,

Princípios de Máximo.



Abstract

Dassael Fabrício dos Reis Santos. Nonlinear Eigenvalue Problems: Variati-

onal, Topological Methods and a General Theorem of the Sub and Super-

solutions,. Goiânia, 2014. 146p. MSc. Dissertation. Instituto de Matemática e
Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we study existence and multiplicity of non-negative solutions of the nonlinear

elliptic problem

{
−div(A(x,∇u)) = λ f (x,u) in Ω,

u = 0 in ∂Ω

where Ω ⊂ IRN is a bounded domain with smooth boundary ∂Ω, λ ≥ 0 is a parameter,

f : Ω × [0,∞) −→ IR and A : Ω × IRN −→ IRN satisfy the Carathéodory conditions, A

is monotone and f satisfies a growth condition. To this end we use the method of Sub

and Supersolutions, Topological Degree Theory, simmetry arguments and variational

methods.

Keywords

Nonlinear Problems, Sub and Supersolutions, Topological Degree, Minimiza-

tion, Maximum Principles.
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Introdução

Neste trabalho utilizaremos métodos topológicos, variacionais e técnicas de sub

e super soluções para estudar existência e multiplicidade de soluções não-negativas de

problemas não-lineares da forma

{
−div(A(x,∇u)) = λ f (x,u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(0-1)

onde Ω ⊂ IRN é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular, λ ≥ 0 é um parâmetro,

enquanto que f : Ω × [0,∞) −→ IR e A : Ω × IRN −→ IRN satisfazem as condições de

Carathéodory com

A = (A1,A2, . . . ,AN).

Observamos que

A(x,∇u) = ∇u, onde ∇u =

(
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN

)
,

A(x,∇u) =| ∇u |p−2 ∇u, onde 1 < p < ∞,

e

A(x,∇u) = φ(| ∇u |)∇u, onde φ : (0,∞)−→ (0,∞) é contínua,

são exemplos de operadores A(x,∇u) que aparecem no problema (0-1).

Enunciaremos à seguir os resultados principais deste trabalho.

No Capítulo 3 estudaremos existência e multiplicidade de soluções clássicas

positivas para o problema não-linear de auto-valor

{
−∆u = λ f (u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(0-2)
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que é um caso particular de (0-1) visto que

∆u = div(∇u).

O principal resultado do Capítulo 3 é devido à Hess [17], foi motivado por

trabalhos de Brown e Budin [6] e em essência garante existência de múltiplas soluções

para o problema de auto-valor não-linear (0-2) em que o termo não-linear tem um

comportamento oscilatório.

Com o ojetivo de enunciar o nosso principal resultado formularemos abaixo as

hipóteses em f :

suporemos que f ∈C1([0,∞), IR) satisfaz as seguintes condições:

( f1) f (0)> 0;

( f2) existem números a1,a2, · · · ,am ∈ (0,∞), tais que,

a1 < a2 < · · ·< am,

e

f (ak) = 0, k = 1, · · · ,m;

( f3) max{F(s); 0 ≤ s ≤ ak−1}< F(ak), k = 2, · · · ,m, onde

F(s) =
∫ s

0
f (σ)dσ.

O resultado é o seguinte:

Teorema 0.1 Suponha que ∂Ω é suave e que f satisfaz ( f1)− ( f3). Então, existe um

número λ0 > 0, tal que, para cada λ > λ0, o problema (0-2) tem pelo menos 2m− 1

soluções clássicas positivas, a saber u1, ũ2,u2, · · · , ũm,um ∈C2,α(Ω) satisfazendo

0 <‖ u1 ‖∞< a1 e ak−1 <‖ uk ‖∞,‖ ũk ‖∞< ak, k = 2, . . . ,m.

Além disso,

u1 < u2 < · · ·< um e ũk < uk em Ω, k = 2, . . . ,m.

A demonstração do Teorema 0.1 utiliza Métodos Variacionais (Minimização

Global), Métodos Topológicos (Grau Topológico de Leray-Schauder) e argumentos en-

volvendo Sub e Super Soluções.
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No Capítulo 4 estudaremos existência e multiplicidade de soluções fracas não-

negativas para o problema não-linear de auto-valor

{
−∆pu = λ f (u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(0-3)

que é um caso particular de (0-1) visto que

∆pu = div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p < ∞.

O principal resultado do Capítulo 4 é devido à Loc e Schmitt [26], generaliza o

resultado anterior de Hess no sentido de que é exigido apenas que f ∈C([0,∞),R) e que f

pode se anular na origem. Com o ojetivo de enunciar o principal resultado deste capítulo

formularemos abaixo as hipóteses em f :

suporemos que f ∈C([0,∞), IR) satisfaz as seguintes condições:

( f1)
′ f (0)≥ 0;

( f2)
′ existem constantes a1,b1,a2,b2, · · · ,bm−1,am ∈ (0,∞), tais que,

a1 < b1 < a2 < b2 < · · ·< bm−1 < am

e {
f (s) ≤ 0 se ak < s < bk,

f (s) ≥ 0 se bk < s < ak+1,
(0-4)

para 1 ≤ k ≤ m−1;

( f3)
′ para 1 ≤ k ≤ m−1 tem-se ∫ ak+1

ak

f (s)ds > 0.

Observamos também que a condição ( f3)
′ é necessária para existência de solu-

ções u com ak <‖ uk ‖∞≤ ak+1.

O resultado é o seguinte:

Teorema 0.2 Suponha que ∂Ω é regular e que f satisfaz as condições ( f1)
′−( f3)

′. Então

existe λ0 > 0, tal que, para cada λ ≥ λ0, o problema (0-3) tem pelo menos m−1 soluções

fracas não-negativas u1, . . . ,um−1 ∈W
1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω), satisfazendo

ak <‖ uk ‖∞≤ ak+1, 1 ≤ k ≤ m−1. (0-5)
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Além disso, se u ∈ W
1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) é solução fraca não-negativa de (0-3) satisfazendo

(0-5), então ∫ ak+1

ak

f (s)ds > 0, 1 ≤ k ≤ m−1.

A definição e observações sobre soluções fracas do problema (0-3) serão dadas

no Capítulo 4.

A demonstração do Teorema 0.2 utiliza Métodos Variacionais (Minimização

Global) e argumentos envolvendo Simetria, Sub e Super Soluções e Princípios de Má-

ximo.

O Capítulo 1 trata sobre existência de soluções fracas a partir da existência de

sub e super soluções fracas do problema na forma geral (0-1). As definições de sub e

super soluções fracas serão dadas naquele capítulo.

Introduziremos à seguir um conjunto geral de hipóteses que serão exploradas no

Capítulo 1. Suporemos que A satisfaz as condições:

(A1) (Crescimento) existem a1 ∈ Lp′(Ω) e b1 > 0, tal que,

| A(x,ξ) |≤ a1(x)+b1 | ξ |p−1
, 1 < p < ∞, (0-6)

para quase todo x ∈ Ω e para todo ξ ∈ IRN .

(A2) (Monotonicidade) A é monotônico, isto é,

(A(x,ξ)−A(x,ξ
′
))(ξ−ξ

′
)≥ 0, (0-7)

para quase todo x ∈ Ω e para todo ξ ∈ IRN .

(A3) (Coercividade) A é coercivo no sentido de que, existem a2 ∈ L1(Ω) e b2 > 0, tais

que,

A(x,ξ)ξ ≥ b2 | ξ |p −a2(x), (0-8)

para quase todo x ∈ Ω e para todo ξ ∈ IRN .

Os principais resultados do Capítulo 1 são formas gerais devidas à Le e Schmitt

[24] de resultados sobre sub e super soluções.

Em linhas gerais, o resultado abaixo garante existência de uma solução u ∈

W
1,p
0 (Ω) do problema (0-1) entre uma sub e uma super solução dadas u,u ∈ W 1,p(Ω),

com u ≤ u em Ω.

Teorema 0.3 Suponha que ∂Ω é lipschitz e que A satisfaz (A1)− (A3). Sejam u,u ∈

W 1,p(Ω) sub e super soluções, respectivamente, do problema (0-1) tais que u ≤ u. Seja
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f : Ω× IR −→ IR uma função de Carathéodory satisfazendo:

| f (x,s) |≤ a(x), q.t.p. x ∈ Ω, u(x)≤ s ≤ u(x), (0-9)

onde a ∈ Lp′(Ω) com 1
p
+ 1

p′
= 1.

Então, existe uma solução u ∈W
1,p
0 (Ω) do problema (0-1), tal que,

u ≤ u ≤ u, q.t.p. em Ω.

A demonstração do Teorema 0.3 consiste em escrever o problema (0-1) em

termos de uma equação de operadores em W 1,p(Ω), efetuar uma decomposição apro-

priada desses operadores e por fim aplicar uma forma generalizada para operadores

pseudomonotônicos do Teorema de Browder-Minty.

O resultado à seguir generaliza o Teorema 0.3 mostrando que o máximo de

um número finito de subsoluções e o mínimo de um número finito de super soluções são,

respectivamente, sub e super soluções do problema (0-1). Além disso, garante a existência

de uma solução do problema (0-1) entre o máximo de um número finito de subsoluções

dadas e o mínimo de um número finito de super soluções dadas.

Teorema 0.4 Suponha que ∂Ω é lipschitz e que A satisfaz (A1)− (A3). Sejam

u1, . . . ,um ∈W 1,p(Ω)

subsoluções do problema (0-1) e faça

u0 = max{u1, . . . ,um}.

Sejam

u1, . . . ,uk ∈W 1,p(Ω)

super soluções do problema (0-1) e faça

u0 = min{u1, . . . ,uk}.

Suponha que u0 ≤ u0 e seja f : Ω× IR −→ IR uma função de Carathéodory satisfazendo:

| f (x,s) |≤ a(x), q.t.p. x ∈ Ω, u0(x)≤ s ≤ u0(x), (0-10)

onde a ∈ Lp′(Ω) com 1
p
+ 1

p′
= 1.

Então,
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(i) u0,u0 ∈W 1,p(Ω) são, respectivamente, sub e super soluções de (0-1),

(ii) existe uma solução u ∈W
1,p
0 (Ω) do problema (0-1), tal que,

u0 ≤ u ≤ u0, q.t.p. em Ω.

A demonstração do Teorema 0.4 utiliza o Teorema 0.3, resultados de densidade

clássicos para Espaços de Sobolev e o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue.

No Capítulo 2 faremos um breve resumo sobre a Teoria do Grau Topológico de

Leray-Schauder, descrevendo os principais conceitos e propriedades que serão úteis para o

desenvolvimento do Capítulo 3 deste trabalho. Além disto, demonstraremos os Teoremas

do ponto fixo de Brouwer e de Schauder.

Observação 0.5 Nos Apêndices relembraremos as definições e propriedades dos Espa-

ços de Sobolev e de operadores monotônicos, coercivos e limitados.



CAPÍTULO 1
Sub e Super Soluções de Problemas

Quasilineares

Apresentaremos neste capítulo dois resultados gerais devidos à Le e Schmitt [24]

sobre sub e super soluções para o problema

{
−div(A(x,∇u)) = f (x,u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(1-1)

onde f : Ω × IR −→ IR é uma função de Carathéodory satisfazendo uma condição de

crescimento que será formalizada posteriormente e A : Ω × IRN −→ IRN é um campo

vetorial de Carathéodory satisfazendo (A1)− (A3).

O problema (1-1) foi estudado por Cuesta [8] em 1997 para o caso particular

em que o operador principal assume a forma do p-laplaciano. Neste trabalho, utilizando

o lema de Zorn e a desigualdade de Kato, Cuesta mostra que o máximo de um par

de subsoluções e o mínimo de um par de super soluções são, respectivamente, sub e

supersoluções do problema em questão. Além disso, através de técnicas de sub e super

soluções, ela mostra a existência de soluções maximais e minimais entre um par de

sub e super soluções do problema 1-1), dado que a função f satisfaz certa condição de

crescimento.

Em primeiro lugar formalizaremos as definições de solução, subsolução e super

solução para o problema (1-1).

Definição 1.1 Uma solução de (1-1) é uma função u ∈W
1,p
0 (Ω) satisfazendo:

∫
Ω

A(x,∇u)∇vdx =
∫

Ω
f (x,u)vdx, v ∈W

1,p
0 (Ω).

Definição 1.2 Uma subsolução de (1-1) é uma função u ∈W 1,p(Ω) satisfazendo:

(i)
∫

Ω
A(x,∇u)∇vdx ≤

∫
Ω

f (x,u)vdx, v ∈W 1,p(Ω) com v ≥ 0 em Ω,

(ii) u+ ∈W
1,p
0 (Ω).
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Definição 1.3 Uma super solução de (1-1) é uma função u ∈W 1,p(Ω) satisfazendo:

(i)
∫

Ω
A(x,∇u)∇vdx ≥

∫
Ω

f (x,u)vdx, v ∈W 1,p(Ω) com v ≥ 0 em Ω,

(ii) u− ∈W
1,p
0 (Ω).

1.1 Demonstração do Teorema 0.3

A demonstração é feita utilizando um teorema abstrato que é na verdade uma

generalização do Teorema de Browder-Minty. Antes de apresentar o enunciado deste

teorema introduzimos algumas definições.

Definição 1.4 Seja X um espaço de Banach real reflexivo com norma ‖ · ‖ e A : X −→ X∗

um operador. Então, A é:

(i) hemicontínuo se: a função real t 7−→ 〈A(u+ tv),w〉 é contínua em [0,1], ∀u,v,w ∈ X.

(ii) completamente contínuo se: un ⇀ u implica Aun −→ Au.

(iii) limitado se A aplica conjuntos limitados em conjuntos limitados.

(vi) coercivo se: lim‖u‖−→∞
〈Au,u〉
‖u‖ =+∞.

Definição 1.5 Seja X um espaço de Banach real reflexivo e A : X −→ X∗ um operador.

Então, A é:

(i) monotônico, se

〈Au−Av,u− v〉 ≥ 0, u,v ∈ X ,u 6= v.

(ii) pseudomonotônico, se

un ⇀ u e limsup
n−→∞

〈Aun,un −u〉 ≤ 0

implica

〈Au,u−w〉 ≤ liminf
n−→∞

〈Aun,un −w〉, w ∈ X .

Teorema 1.6 (Teorema Principal dos Operadores Pseudomonotônicos) Seja X um

espaço de Banach real reflexivo, A : X −→ X∗ um operador pseudomonotônico, limitado,

coercivo e b ∈ X∗. Então, existe uma solução para a equação Au = b.

Demonstração: (cf. Carl, Le & Motreanu [7], p. 40).

Com o objetivo de demonstrar o Teorema 0.3 usando o Teorema 1.6 introduzi-

remos a seguir alguns operadores e lemas técnicos.
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Em primeiro lugar, considere o operador B dado por

〈Bu,v〉=
∫

Ω
b0(x,u)vdx, u,v ∈W 1,p(Ω), (1-2)

onde

b0(x,u) = (u−u)p−1χ{u>u}− (u−u)p−1χ{u<u} (1-3)

e nesta igualdade χA é a função característica do conjunto A e u, u são sub e super soluções

do problema (1-1) com u ≤ u.

Lema 1.7 B : W 1,p(Ω)−→ (W 1,p(Ω))∗ está bem definido e satisfaz:

(i) B é limitado;

(ii) B é completamente contínuo;

(iii) B satisfaz

〈Bu,u〉 ≥ b5 ‖ u ‖p
p −a5, u ∈W 1,p(Ω), a5,b5 > 0. (1-4)

Em seguida, considere o operador F dado por

〈Fu,v〉=
∫

Ω
f (x,u)vdx, u,v ∈W 1,p(Ω). (1-5)

Lema 1.8 Suponha que f satisfaz (0-9). Então F : W 1,p(Ω) −→ (W 1,p(Ω))∗ está bem

definido e é limitado.

A seguir considere o operador T definido para cada u ∈W 1,p(Ω) por

(Tu)(x) =





u(x), se u(x)> u(x),

u(x), se u(x)≤ u(x)≤ u(x),

u(x), se u(x)< u(x).

(1-6)

Lema 1.9 F ◦T : W 1,p(Ω)−→ (W 1,p(Ω))∗ está bem definido e satisfaz:

(i) F ◦T é limitado;

(ii) F ◦T é completamente contínuo.

Agora, defina o operador A por

〈Au,v〉=
∫

Ω
A(x,∇u)∇vdx, u,v ∈W 1,p(Ω). (1-7)

Lema 1.10 A : W 1,p(Ω)−→ (W 1,p(Ω))∗ está bem definido e satisfaz:

(i) A é limitado;
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(ii) A é monotônico;

(iii) A é contínuo;

(iv) A é coercivo no sentido de que

〈Au,u〉 ≥ b2 ‖ ∇u ‖p
p − ‖ a2(x) ‖1, u ∈W 1,p(Ω). (1-8)

As demonstrações dos Lemas 1.7, 1.8, 1.9, 1.10 serão dadas no final desta seção.

A partir de agora, por simplicidade, denotaremos

S = {x ∈ Ω; u(x)< u(x)},

S = {x ∈ Ω; u(x)≤ u(x)≤ u(x)} e

S = {x ∈ Ω; u(x)< u(x)}.

À seguir faremos a demonstração do Teorema 0.3 utilizando os lemas anteriores.

Demonstração do Teorema 0.3. Considere o problema auxiliar

{
〈Au+Bu−F(Tu),v〉= 0, v ∈W

1,p
0 (Ω),

u ∈W
1,p
0 (Ω).

(1-9)

Usaremos o Teorema Principal dos Operadores Pseudomonotônicos (cf. Teo-

rema 1.6) para mostrar que:

Afirmação⋆: existe uma função u ∈W
1,p
0 (Ω) com

u(x)≤ u(x)≤ u(x), q.t.p. x ∈ Ω, (1-10)

satisfazendo (1-9).

Suponha provada a Afirmação⋆.

Usando a Afirmação⋆ e as definições de b0 e T em (1-3) e (1-6), temos

b0(x,u) = 0 e Tu(x) = u(x), x ∈ Ω.

Logo, pelas definições de B e T concluímos que Bu= 0 e F(Tu) = Fu. Daí, (1-9)

se reescreve como {
〈Au−Fu,v〉= 0, v ∈W

1,p
0 (Ω),

u ∈W
1,p
0 (Ω),

(1-11)
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isto é,

∫
Ω

A(x,∇u)∇vdx =
∫

Ω
f (x,u)vdx, u,v ∈W

1,p
0 (Ω),

ou seja, u é uma solução fraca do problema (1-1) com

u(x)≤ u(x)≤ u(x), q.t.p. x ∈ Ω,

ficando demonstrado o Teorema 0.3 à menos da Afirmação⋆.

A seguir demonstraremos a Afirmação⋆. Dividiremos a prova em alguns passos.

Passo 1: A +B−F ◦T é pseudomonotônico.

De fato, pelo Lemas 1.7 e 1.9, B e F ◦ T são completamente contínuos. Logo

B−F ◦ T é completamente contínuo. Daí e de (ii) do Lema D.5 tem-se que B−F ◦ T

é pseudomonotônico. Como A é monotônico e contínuo, por (i) do Lema D.5, A é

pseudomonotônico e, consequêntemente por (iii) do Lema D.5, A +B−F ◦T é pseudo-

monotônico, finalizando o passo 1.

Passo 2: A +B−F ◦T é coercivo no seguinte sentido:

lim
‖u‖1,p−→∞

〈Au+Bu−F ◦Tu,u〉

‖ u ‖1,p
= ∞, u ∈W

1,p
0 (Ω). (1-12)

De fato, veja que

〈Au+Bu−F ◦Tu,u〉 = 〈Au,u〉+ 〈Bu,u〉−〈F(Tu),u〉

≥ 〈Au,u〉+ 〈Bu,u〉− | 〈F(Tu),u〉 |

≥ b2 ‖ ∇u ‖p
p − ‖ a2(x) ‖1 +b5 ‖ u ‖p

p −a5− ‖ a(x) ‖p′‖ u ‖p

≥ b2 ‖ ∇u ‖p
p − ‖ a2(x) ‖1 −a5 − c

1
p ‖ a(x) ‖p′‖ ∇u ‖p

= b2 ‖ u ‖
p
1,p −c

1
p ‖ a(x) ‖p′‖ u ‖1,p −(‖ a2(x) ‖1 +a5)

= b2 ‖ u ‖
p
1,p −a6 ‖ u ‖1,p −a7,

onde a6 = c
1
p ‖ a(x) ‖p′ , a7 =‖ a2(x) ‖1 −a5 e c é a constante da desigualdade de Poincaré-

Sobolev. Donde,

〈Au+Bu−F ◦Tu,u〉

‖ u ‖1,p
≥ b2 ‖ u ‖

p−1
1,p −a6 −

a7

‖ u ‖1,p
−→ ∞
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quando ‖ u ‖1,p−→ ∞, demonstrando (1-12).

Além disso, A + B − F ◦ T é limitado, uma vez que A , B e F ◦ T tem essa

propriedade.

Em resumo, provamos que A + B − F ◦ T é pseudomonotônico, limitado e

coercivo. Pelo Teorema 1.6, existe u ∈W
1,p
0 (Ω) tal que

〈Au+Bu−F ◦Tu,v〉= 0, v ∈W
1,p
0 (Ω),

isto é, existe u ∈W
1,p
0 (Ω) tal que u é solução do problema (1-9).

Passo 3: Provaremos agora que,

u(x)≤ u(x)≤ u(x), q.t.p. x ∈ Ω.

Mostraremos primeiro que u ≤ u q.t.p. em Ω. Para isto, veja que u,u ∈W 1,p(Ω).

Logo, por Stampacchia (cf. Teorema A.13),

(u−u)+ ∈W 1,p(Ω).

Além disso,

(u−u)+ |∂Ω= (u |∂Ω −u |∂Ω)
+ = 0,

donde, (u−u)+ ∈W
1,p
0 (Ω).

Escolha v = (u−u)+ em (1-9) para escrever

∫
Ω

A(x,∇u)∇(u−u)+dx+
∫

Ω
b0(x,u)(u−u)+dx−

∫
Ω

f (x,Tu)(u−u)+dx = 0. (1-13)

Também, tomando v = (u−u)+ (v ≥ 0) na definição de subsolução, temos

∫
Ω

A(x,∇u)∇(u−u)+dx−
∫

Ω
f (x,u)(u−u)+dx ≤ 0. (1-14)

Subtraindo (1-13) de (1-14), segue que

∫
Ω
(A(x,∇u)−A(x,∇u))∇(u−u)+dx+

∫
Ω
( f (x.Tu)− f (x,u))(u−u)+dx ≤

∫
Ω

b0(x,u)(u−u)+dx. (1-15)
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Note que utilizando (A2), tem-se

∫
Ω
(A(x,∇u)−A(x,∇u))∇(u−u)+dx =

∫
S
(A(x,∇u)−A(x,∇u))(∇u−∇u)dx ≥ 0.

Além disso, pela definição de Tu, temos que em S

Tu(x) = u(x).

Logo,

∫
Ω
( f (x,Tu)− f (x,u))(u−u)+dx =

∫
S
( f (x,u)− f (x,u))(u−u)dx = 0,

e por (1-15) temos que

0 ≤
∫

Ω
b0(x,u)(u−u)+dx =−

∫
S
(u−u)p−1(u−u)dx =−

∫
S
(u−u)pdx ≤ 0,

isto é, ∫
S
(u−u)pdx = 0. (1-16)

Supondo S com medida positiva, tem-se u− u = 0 em S, donde u = u em S, o

que é impossível. Logo, S tem medida nula e, portanto,

u ≤ u, q.t.p. em Ω.

De modo análogo, tomando v = (u− u)+ em (1-9) e na definição de supersolu-

ção, e procedendo com a mesma idéia, prova-se que

u ≤ u, q.t.p. em Ω,

e, portanto, concluimos que

u ≤ u ≤ u, q.t.p. em Ω,

e fica provada a Afirmação⋆ e consequentemente completa-se a prova do Teorema 0.3.

�

À seguir demonstraremos os Lemas 1.7, 1.8, 1.9 e 1.10 que enunciamos anteri-

ormente.

Demonstração do Lema 1.7. Em primeiro lugar provaremos que:
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existem a4 ∈ Lp′(Ω) e b4 > 0, tais que,

| b0(x,u) |≤ a4(x)+b4 | u |p−1
, q.t.p. x ∈ Ω e u ∈ IR. (1-17)

Com efeito, usando (1-3), temos

| b0(x,u) | ≤ | u−u(x) |p−1 + | u(x)−u |p−1

≤ 2p−1(| u |p−1 + | u(x) |p−1)+2p−1(| u(x) |p−1 + | u |p−1)

= 2p−1(| u(x) |p−1 + | u(x) |p−1 +2 | u |p−1)

= 2p−1(| u(x) |p−1 + | u(x) |p−1)+2p | u |p−1
.

Tomando a4(x) = 2p−1((| u(x) |p−1 + | u(x) |p−1) e b4 = 2p−1, temos (1-17).

Mostraremos à seguir que B está bem definido.

De fato, note que | u |p−1∈ Lp′(Ω) pois, como W 1,p(Ω)
cpt
→֒ Lp(Ω), tem-se que

u ∈ Lp(Ω), e daí

∫
Ω
(| u |p−1)p′dx =

∫
Ω
(| u |p−1)

p
p−1 dx =

∫
Ω
| u |p dx < ∞.

Assim, utilizando a desigualdade de Hölder e imersões de Sobolev, segue que

∫
Ω
| b0(x,u) || v | dx ≤

∫
Ω

a4(x) | v | dx+b4

∫
Ω
| u |p−1| v | dx

≤ ‖ a4(x) ‖p′‖ v ‖p +b4 ‖ u ‖
p−1
p′

‖ v ‖p

= (‖ a4(x) ‖p′ +b4 ‖ u ‖
p−1
p′

) ‖ v ‖p

≤ c(‖ a4(x) ‖p′ +b4 ‖ u ‖
p−1
p′

) ‖ v ‖1.p

= c ‖ v ‖1,p . (1-18)

onde c = c(a4,b4,u, p) e c é a constante da imersão de W 1,p(Ω) em Lp(Ω). Portanto, B

está bem definido.

Verificação de (i). B é limitado, isto é, B aplica conjuntos limitados em conjuntos

limitados.

De fato, como

| 〈Bu,v〉 |≤
∫

Ω
| b0(x,u) || v | dx
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por (1-18), tem-se que

‖ Bu ‖= sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Bu,v〉 |≤ sup
‖v‖1,p≤1

∫
Ω
| b0(x,u) || v | dx ≤ sup

‖v‖1,p≤1
c ‖ v ‖1,p≤ c,

mostrando que B é limitado.

Também, observe que para cada u ∈W 1,p(Ω) fixado, a função

v 7−→ 〈Bu,v〉

é bem definida, linear, limitada e contínua.

Verificação de (ii). B é completamente contínuo.

De fato, seja (un) ⊂ W 1,p(Ω) uma sequência, tal que, un ⇀ u em W 1,p(Ω).

Mostraremos que

Bun −→ Bu em (W 1,p(Ω))∗,

ou seja,

‖ Bun −Bu ‖(w1,p(Ω))∗−→ 0,

isto é,

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Bun −Bu,v〉 |−→ 0.

Veja que, utilizando a desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev, tem-se

| 〈Bun −Bu,v〉 | ≤
∫

Ω
| b0(x,un)−b0(x,u) || v | dx

≤ ‖ b0(x,un)−b0(x,u) ‖p′‖ v ‖p

≤ c ‖ b0(x,un)−b0(x,u) ‖p′‖ v ‖1,p, (1-19)

donde,

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Bun −Bu,v〉 |≤ c ‖ b0(x,un)−b0(x,u) ‖p′ . (1-20)

Agora, como un
W 1,p(Ω)
⇀ u e W 1,p(Ω)

cpt
→֒ Lp(Ω), então un

Lp(Ω)
−→ u donde, por

resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequência, que denotaremos simplesmente

por (un), e uma função h ∈ Lp(Ω) tal que

un −→ u q.t.p. em Ω e | un |≤ h q.t.p. em Ω.
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Veja que, para cada x ∈ Ω fixado, b0 é contínua, logo

b0(x,un)−→ b0(x,u), q.t.p. em Ω,

isto é,

| b0(x,un)−b0(x,u) |−→ 0, q.t.p. em Ω,

donde,

| b0(x,un)−b0(x,u) |
p′−→ 0, q.t.p. em Ω.

Além disso,

| b0(x,un)−b0(x,u) |
p′≤ 2p′(| b0(x,un) |

p′ + | b0(x,u) |
p′)

donde, por (1-17), existem a4 ∈ Lp′(Ω) e b4 > 0, tais que,

| b0(x,un)−b0(x,u) |
p′ ≤ 2p′((a4(x)+b4 | un |

p−1)p′ +(a4(x)+b4 | u |p−1)p′)

≤ 2p′(2p′(| a4(x) |
p′ +c4 | un |

p′(p−1))+

2p′(| a4(x) |
p′ +c4 | u |p

′(p−1)))

≤ 22p′(2 | a4(x) |
p′ +c4 | h |p +c4 | u |p)),

onde c4 = b
p′

4 e 22p′(2 | a4(x) |
p′ +c4 | h |p +b

p′

4 | u |p) ∈ L1(Ω).

Assim, pelo Teorema de Lebesgue

∫
Ω
| b0(x,un)−b0(x,u) |

p′ dx −→ 0,

isto é,

‖ b0(x,un)−b0(x,u) ‖
p′

p′
−→ 0,

donde

‖ b0(x,un)−b0(x,u) ‖p′−→ 0.

Daí e de (1-20), vem que

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Bun −Bu,v〉 |−→ 0,

isto é, Bun −→ Bu e, portanto, B é completamente contínuo.
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Verificação de (iii). Existem a5,b5 > 0, tais que,

〈Bu,u〉 ≥ b5 ‖ u ‖p
p −a5, u ∈W 1,p(Ω). (1-21)

De fato, para u ∈W 1,p(Ω)
cpt
→֒ Lp(Ω), tem-se

〈Bu,u〉 =
∫

Ω
b0(x,u)udx

=
∫

S
b0(x,u)udx+

∫
S

b0(x,u)udx+
∫

S
b0(x,u)udx

=
∫

S
(u−u)p−1udx−

∫
S
(u−u)p−1udx

≥
∫

S
(c1 | u |p−1 −c2 | u |p−1) | u | dx+

∫
S
(c1 | u |p−1 −c2 | u |p−1) | u | dx

= c1

∫
S
| u |p dx− c2

∫
S
| u |p−1| u | dx+

c1

∫
S
| u |p dx− c2

∫
S
| u |p−1| u | dx

= c1

(∫
S
| u |p dx+

∫
S
| u |p dx

)
−

c2

(∫
S
| u |p−1| u | dx+

∫
S
| u |p−1| u | dx

)

= c1

∫
Ω
| u |p dx− c1

∫
S
| u |p dx−

c2

(∫
S
| u |p−1| u | dx+

∫
S
| u |p−1| u | dx

)
. (1-22)

Afirmação 1: À menos da primeira integral, as integrais envolvidas em (1-22) dependem

somente de u e u.

A demonstração da Afirmação 1 será provada no final deste capítulo.

Usando a Afirmação 1 em (1-22), faça

b5 = c1 e a5 = c1

∫
S
| u |p dx+ c2

(∫
S
| u |p−1| u | dx+

∫
S
| u |p−1| u | dx

)
.

Assim,

〈Bu,u〉 ≥ b5

∫
Ω
| u |p dx−a5

= b5 ‖ u ‖p
p −a5,

e (iii) está provado.
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�

Demonstração do Lema 1.8. Provaremos primeiro que F está bem definido.

De fato, utilizando (0-9), a desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev,

temos que

∫
Ω
| f (x,u) || v | dx ≤

∫
Ω

a(x) | v | dx

≤ ‖ a(x) ‖p′‖ v ‖p

≤ c ‖ a(x) ‖p′‖ v ‖1,p, (1-23)

onde c é a constante da imersão de W 1,p(Ω) em Lp(Ω). Assim, F está bem definido.

Além disso, F é limitado, isto é, F aplica conjuntos limitados em conjuntos

limitados. De fato, como

| 〈Fu,v〉 |≤
∫

Ω
| f (x,u) || v | dx

por (1-23), tem-se que

‖ Fu ‖= sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Fu,v〉 |≤ sup
‖v‖1,p≤1

∫
Ω
| f (x,u) || v | dx ≤ c ‖ a(x) ‖p′ ,

mostrando que F é limitado.

Também, observe que para cada u ∈W 1,p(Ω) fixado, a aplicação

v 7−→ 〈Fu,v〉

é bem definida, linear, contínua e limitada.

�

Demonstração do Lema 1.9. Provaremos primeiro que F ◦T é bem definido.

De fato, veja que

〈F ◦Tu,v〉= 〈F(Tu),v〉=
∫

Ω
f (x,Tu)vdx.

Consequentemente, a prova de que F ◦ T é bem definido segue imediatamente

do Lema 1.8.

Verificação de (i). F ◦T é limitado, isto é, F ◦T aplica conjuntos limitados em conjuntos

limitados.
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De fato, sabendo que

〈F ◦Tu,v〉=
∫

Ω
f (x,Tu)vdx,

e utilizando os mesmos argumentos do Lema 1.8, obtém-se que F ◦T é limitado.

Verificação de (ii). F ◦T é completamente contínuo.

De fato, seja (un)⊂W 1,p(Ω) uma sequência tal que un ⇀ u em W 1,p(Ω). Vamos

mostrar que

F ◦Tun −→ F ◦Tu, em (W 1,p(Ω))∗,

isto é,

‖ F ◦Tun −F ◦Tu ‖(W 1,p(Ω))∗−→ 0,

ou seja,

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈F ◦Tun −F ◦Tu,v〉 |−→ 0. (1-24)

Veja que,

| 〈F ◦Tun −F ◦Tu,v〉 | ≤
∫

Ω
| f (x,Tun)− f (x,Tu) || v | dx

≤ ‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′‖ v ‖p

≤ c ‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′‖ v ‖1,p, (1-25)

donde

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈F ◦Tun −F ◦Tu,v〉 |≤ c ‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′ . (1-26)

Consideremos, então, os seguintes casos:

Caso 1: u > u.

Neste caso, suponha que u(x)> un(x). Logo, para cada x ∈ S, existe n0 = n0(x),

tal que, para todo n ≥ n0, tem-se

u(x)> un(x)> u(x),

e, pelo modo como definimos T , tem-se Tun = u. Logo,

f (x,Tun) = f (x,u) = f (x,Tu),
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donde

| f (x,Tun)− f (x,Tu) |= 0.

Além disso, por (0-9), tem-se

| f (x,Tun)− f (x,Tu) |≤| f (x,Tun) |+ | f (x,Tu) |≤ 2a(x) ∈ Lp′(Ω),

e pelo Teorema de Lebesgue segue que

‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′= 0.

Assim, por (1-26), segue que

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈F ◦Tun −F ◦Tu,v〉 | ≤ c ‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′ .

= 0.

Por outro lado, se un(x) ≥ u(x), então un(x) ≥ u(x) > u(x) e a demonstração

do caso 1 se dá de forma idêntica à anterior, donde (1-24) está demonstrado para este caso.

Caso 2: u < u.

Neste caso, suponha u(x) < un(x). Logo, para cada x ∈ S, existe n0 = n0(x), tal

que, para todo n ≥ n0, tem-se

u(x)< un(x)< u(x),

donde, pelo modo como definimos T , vem que Tun = u. Assim,

f (x,Tun) = f (x,u) = f (x,Tu),

e daí,

| f (x,Tun)− f (x,Tu) |= 0.

Como anteriormente,

| f (x,Tun)− f (x,Tu) |≤ 2a(x) ∈ Lp′(Ω),

donde, pelo Teorema de Lebesgue, segue que

‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′= 0.
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Novamente por (1-26), segue que

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈F ◦Tun −F ◦Tu,v〉 | ≤ c ‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′ .

= 0.

Por outro lado, se un(x)≤ u(x), tem-se que un(x)≤ u(x)< u(x) e a demonstração

do caso 2 se dá de forma idêntica a anterior, donde (1-24) está demonstrada para este caso.

Caso 3: u ≤ u ≤ u.

Primeiramente, como un
W 1,p(Ω)
⇀ u e W 1,p(Ω)

cpt
→֒ Lp(Ω), então un

Lp(Ω)
−→ u. Donde,

por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequência, que por simplicidade

denotaremos por (un), e uma função h ∈ Lp(Ω) tal que

un −→ u q.t.p. em Ω e | un |≤ h q.t.p. em Ω.

Como f é Carathéodory, a função u 7−→ f (x,u) é contínua para x fixado e, assim,

f (x,un)−→ f (x,u), q.t.p. em Ω. (1-27)

Veja que, neste caso, para cada x ∈ S, existe n0 = n0(x), tal que, para todo n ≥ n0,

tem-se u(x) ≤ un(x) ≤ u(x) e, pela definição de T , vem que Tun = un. Daí e de (1-27),

tem-se

f (x,Tun) = f (x,un)−→ f (x,u) = f (x,Tu), q.t.p. em Ω,

donde

| f (x,Tun)− f (x,Tu) |−→ 0, q.t.p. em Ω,

e daí

| f (x,Tun)− f (x,Tu) |p
′
−→ 0, q.t.p. em Ω.

Além disso, por (0-9), temos que

| f (x,Tun)− f (x,Tu) |p ′ ≤ 2p′(| f (x,Tun) |
p′ + | f (x,Tu) |p

′
)

≤ 2p′+1a(x)p′ ∈ L1(Ω).

Logo, pelo Teorema de Lebesgue,

∫
S
| f (x,Tun)− f (x,Tu) |p

′
dx −→ 0,
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isto é,

‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖
p′

p′
−→ 0,

donde

‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′−→ 0.

Assim, por (1-26), segue que

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈F ◦Tun −F ◦Tu,v〉 | ≤ c ‖ f (x,Tun)− f (x,Tu) ‖p′−→ 0.

isto é,

F ◦Tun −→ F ◦Tu.

E, portanto, em qualquer um dos casos considerados, F ◦ T é completamente

contínuo.

�

Demonstração do Lema 1.10. Primeiramente veja que A está bem definido.

De fato, primeiro veja que | ∇u |p−1∈ Lp′(Ω). Com efeito, como u ∈ W 1,p(Ω),

então ∇u ∈ Lp(Ω), e daí

∫
Ω
(| ∇u |p−1)p′dx =

∫
Ω
(| ∇u |p−1)

p
p−1 dx =

∫
Ω
| ∇u |p dx < ∞.

Logo, por (A1), existem a1 ∈ Lp′(Ω) e b1 > 0, tal que,

∫
Ω
| A(x,∇u) || ∇v | dx ≤

∫
Ω

a1(x) | ∇v | dx+b1

∫
Ω
| ∇u |p−1| ∇v | dx

≤ ‖ a1(x) ‖p′‖ ∇v ‖p +b1 ‖ ∇u ‖
p−1
p′

‖ ∇v ‖p

= (‖ a1(x) ‖p′ +b1 ‖ ∇u ‖
p−1
p′

) ‖ ∇v ‖p

≤ (‖ a1(x) ‖p′ +b1 ‖ ∇u ‖
p−1
p′

) ‖ v ‖1,p

= c ‖ v ‖1,p, (1-28)

onde c = c(a1,b1,u, p). E isto prova que A está bem definido.

Verificação de (i). A é limitado, isto é, A aplica conjuntos limitados em conjuntos

limitados.

De fato, como

| 〈Au,v〉 |≤
∫

Ω
| A(x,∇u) || ∇v | dx
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por (1-28), tem-se que

‖ Au ‖= sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Au,v〉 |≤ sup
‖v‖1,p≤1

∫
Ω
| A(x,∇u) || ∇v | dx ≤ sup

‖v‖1,p≤1
c ‖ v ‖1,p≤ c,

mostrando que A é limitado.

Verificação de (ii). A é monotônico.

De fato, por (A2), tem-se

〈Au−Au′,u−u′〉=
∫

Ω
(A(x,∇u)−A(x,∇u′))(∇u−∇u′)dx ≥ 0.

Portanto, A é um operador monotônico.

Verificação de (iii). A é contínuo.

De fato, seja (un) ⊂ W 1,p(Ω) uma sequência tal que un −→ u em W 1,p(Ω).

Vamos provar que

Aun −→ Au em (W 1,p(Ω))∗,

isto é,

‖ Aun −Au ‖(W 1,p(Ω))∗−→ 0,

ou seja,

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Aun −Au,v〉 |−→ 0.

Com efeito, como un
W 1,p(Ω)
−→ u, tem-se ∇un

Lp(Ω)
−→ ∇u. Logo, por resultados de

Teoria da Medida, existe uma subsequência, que por comodidade denotaremos por (un),

e uma função h ∈ Lp(Ω) tal que

∇un(x)−→ ∇u(x) q.t.p. x ∈ Ω e | ∇un(x) |≤ h(x) q.t.p. x ∈ Ω.

Já que A satisfaz as condições de Carathéodory vem que

A(x,∇un)−→ A(x,∇u), q.t.p. x ∈ Ω,

donde

| A(x,∇un)−A(x,∇u) |−→ 0, q.t.p. x ∈ Ω,

e daí

| A(x,∇un)−A(x,∇u) |p
′
−→ 0, q.t.p. x ∈ Ω.
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Além disso, utilizando a condição (A1), tem-se que

| A(x,∇un)−A(x,∇u) |p
′

≤ 2p′(| A(x,∇un) |
p′ + | A(x,∇u) |p

′
)

≤ 2p′((a1(x)+b1 | ∇un |
p−1)p′ +(a1(x)+b1 | ∇u |p−1)p′)

≤ 2p′(2p′(| a1(x) |
p′ +b

p′

1 | ∇un |
p′(p−1))+

2p′(| a1(x) |
p′ +b

p′

1 | ∇u |p
′(p−1)))

≤ 22p′(2 | a1(x) |
p′ +c1 | ∇un |

p +c1 | ∇u |p)

≤ 22p′(2 | a1(x) |
p′ +c1hp + c1 | ∇u |p),

onde c1 = b
p′

1 e 22p′(2 | a1(x) |
p′ +c1hp + c1 | ∇u |p) ∈ L1(Ω).

Logo, pelo Teorema de Lebesgue

∫
Ω
| A(x,∇un)−A(x,∇u) |p

′
dx −→ 0,

isto é,

‖ A(x,∇un)−A(x,∇u) ‖
p′

p′
−→ 0,

e isto implica que

‖ A(x,∇un)−A(x,∇u) ‖p′−→ 0.

Mas pela definição do operador A e utilizando a desigualdade de Hölder, tem-se

| 〈Aun −Au,v〉 | ≤
∫

Ω
| A(x,∇un)−A(x,∇u) || ∇v | dx

≤ ‖ A(x,∇un)−A(x,∇u) ‖p′‖ ∇v ‖p

≤ ‖ A(x,∇un)−A(x,∇u) ‖p′‖ v ‖1,p .

donde

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Aun −Au,v〉 | ≤ sup
‖v‖1,p≤1

‖ A(x,∇un)−A(x,∇u) ‖p′‖ v ‖1,p

≤ ‖ A(x,∇un)−A(x,∇u) ‖p′ ,

e daí

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Aun −Au,v〉 |−→ 0.

Assim

Aun −→ Au,

e, portanto, A é um operador contínuo.
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Também, observe que para cada u ∈W 1,p(Ω) fixado, a aplicação

v 7−→ 〈Au,v〉

é bem definida, linear, limitada e contínua.

Verificação de (iv). A é coercivo no seguinte sentido:

〈Au,u〉 ≥ b2 ‖ ∇u ‖p
p − ‖ a2(x) ‖1, u ∈W 1,p(Ω).

De fato, por (A3), existem a2 ∈ L1(Ω) e b2 > 0 tal que

〈Au,u〉 =
∫

Ω
A(x,∇u)∇udx

≥
∫

Ω
(b2 | ∇u |p −a2(x))dx

= b2

∫
Ω
| ∇u |p dx−

∫
Ω

a2(x)dx

= b2 ‖ ∇u ‖p
p − ‖ a2(x) ‖1,

e, consequêntemente A é coercivo no sentido de (1-29).

�

Portanto, ficam provados todos os passos que compõe a demonstração do Teo-

rema 0.3.

1.2 Demonstração do Teorema 0.4

A demonstração utiliza o Teorema 0.3 e é baseada em um resultado devido à Le

[20] que garante que o máximo de um número finito de subsoluções é uma subsolução e o

mínimo de um número finito de super soluções de (0-1) é uma super solução do problema

(0-1).

Demonstração do Teorema 0.4.

Verificação de (i). Em primeiro lugar provaremos que u0 é uma subsolução do problema

(1-1). Faremos a demonstração para o caso m = 2 e o caso geral segue facilmente por

indução.

Temos

u0 = max{u1,u2}=
| u1 −u2 |

2
+

u1 +u2

2
. (1-29)
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Por Stampacchia [18] (cf. Teorema A.13), segue que u0 ∈ W 1,p(Ω). Sabemos

que ∫
Ω

A(x,∇u1)∇ϕdx−
∫

Ω
f (x,u1)ϕdx ≤ 0, ϕ ∈C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0 em Ω

e que

∫
Ω

A(x,∇u2)∇ϕdx−
∫

Ω
f (x,u2)ϕdx ≤ 0, ϕ ∈C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0 em Ω.

Afirmação 1: u0 é subsolução de (1-1), isto é,

∫
Ω

A(x,∇u0)∇ϕdx ≤
∫

Ω
f (x,u0)ϕdx, ϕ ∈C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0 em Ω. (1-30)

De fato, por Stampacchia [18] (cf. Teorema A.13), temos

∇u0 =





∇u1, em Ω1 = {x ∈ Ω; u1 > u2}

∇u1 = ∇u2, em Ω0 = {x ∈ Ω; u1 = u2}.

∇u2, em Ω2 = {x ∈ Ω; u1 < u2}

(1-31)

Além disso, vemos que

f (x,u0) = f (x,u1)χΩ1 + f (x,u2)χΩ\Ω1
,

e mostraremos que u0 satisfaz (1-30).

Para isto, seja ϕ ∈C∞
0 (Ω), com ϕ ≥ 0 em Ω.

Primeiro, vamos definir algumas funções auxiliares. Fixemos uma função γ :

R−→ R, γ ∈C∞(R), com as seguintes propriedades:

(i) γ é não-decrescente em R,

(ii) 0 ≤ γ ≤ 1, (1-32)

(iii) γ(t) =

{
0, se t ≤ 0,

1, se t ≥ 1.

Para cada n ∈ N e t ∈ R, faça

γn(t) = γ(nt), (1-33)

e observe que γn ∈C∞(R), γn satisfaz (i)− (ii) e

γn(t) =

{
0, se t ≤ 0,

1, se t ≥ 1
n
.

(1-34)
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Seja M = max{γ
′
(t); t ∈ R}. Observe que M é atingido, pois

M = max{γ
′
(t); t ∈ R}= max{γ

′
(t); t ∈ [0,1]}< ∞.

Assim,

| γ
′

n(t) |=| nγ
′
(nt) |≤ nM, ∀n ∈ N, t ∈ R. (1-35)

Faça w = (u2 − u1) ∈ W 1,p(Ω). Por resultados clássicos de densidade em

W 1,p(Ω) (cf. Teorema A.12), segue que existe uma sequência (w̃n)⊂C∞
0 (R

N) tal que

wn = w̃n |Ω−→ w em W 1,p(Ω) (1-36)

e

‖ wn −w ‖1,p≤
1
n2 , ∀n ∈ N. (1-37)

Como W 1,p(Ω)
cpt
→֒ LP(Ω), segue por resultados de Teoria da Medida, que existe

uma subsequência (que denotaremos por comodidade por wn), tal que,

wn −→ w, q.t.p. em Ω. (1-38)

Agora, defina

ϕ1 = (1− γn ◦wn)ϕ e ϕ2 = (γn ◦wn)ϕ,

e veja que

∂ϕ1

∂xi
=−γ

′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕ+(1− γn(wn))

∂ϕ

∂xi
e

∂ϕ2

∂xi
= γ

′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕ+ γn(wn)

∂ϕ

∂xi
.

Como γ ◦ wn ∈ C∞(Ω) e ϕ ∈ C∞
0 (Ω), tem-se que ϕ1,ϕ2 ∈ C∞

0 (Ω). E como

0 ≤ γn ≤ 1 e ϕ ≥ 0, segue que ϕ1,ϕ2 ≥ 0 em Ω. Portanto, por (1-30) aplicada à u1,

ϕ1 e u2, ϕ2, temos que

∫
Ω

A(x,∇u j)∇ϕ jdx−
∫

Ω
f (x,u j)ϕ jdx ≤ 0, ( j = 1,2),

isto é ∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u j)
∂ϕ j

∂xi
dx−

∫
Ω

f (x,u j)ϕ jdx ≤ 0, ( j = 1,2),

ou seja,

∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)

(
−γ

′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕ+(1− γn(wn))

∂ϕ

∂xi

)
dx−
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∫
Ω

f (x,u1)(1− γn(wn))ϕdx ≤ 0, (1-39)

e

∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u2)

(
γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕ+ γn(wn)

∂ϕ

∂xi

)
dx−

∫
Ω

f (x,u2)γn(wn)ϕdx ≤ 0. (1-40)

Veja que para quase todo x ∈ Ω2, tem-se que w(x)> 0.

Afirmação 2: Existe n0 = n0(x) tal que wn(x)>
1
n
, ∀n ≥ n0.

De fato, escolha n1 = n1(x) tal que

w(x)>
2
n1

.

Por (1-38), para n ≥ n1 suficientemente grande, tem-se

| wn(x)−w(x) |<
1
n1

,

donde

−
1
n1

< wn(x)−w(x)<
1
n1

,

e da primeira das desigualdades acima segue que

wn(x)> w(x)−
1
n1

>
2
n1

−
1
n1

=
1
n1

≥
1
n
,

ficando provada a Afirmação 2.

Assim, por (1-34), segue que γn(wn(x)) = 1, para todo n ≥ n0 suficientemente

grande. Já que wn(x)>
1
n
, tem-se

γn(wn(x))−→ 1, q.t.p. x ∈ Ω2. (1-41)

Analogamente, para quase todo x ∈ Ω1, tem-se w(x) < 0, donde existe n0 =

n0(x), tal que, para todo n ≥ n0 suficientemente grande, wn(x) < 0. E novamente por

(1-34) tem-se que

γn(wn(x))−→ 0, q.t.p. x ∈ Ω1. (1-42)
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Agora, somando (1-39) e (1-40), vem que

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕdx+

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
Ω

(
N

∑
i=1

(Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
− f (x,u1)ϕ

)
dx+

∫
Ω
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx ≤ 0. (1-43)

Como f (x,u1) = f (x,u2) em Ω0, segue que

∫
Ω
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx =

(∫
Ω1

+
∫

Ω2

)
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx

=
∫

Ω1∩suppϕ
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx+

∫
Ω2∩suppϕ

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx.

Como 0 ≤ γn(wn)≤ 1, ϕ é limitada e | f (x,s) |≤ a(x), ∀s ∈R e a ∈ Lp′(Ω), segue

que

| f (x,u1)− f (x,u2)γn(wn)ϕ | ≤ (| f (x,u1) |+ | f (x,u2) |) | γn(wn) || ϕ |

≤ 2Ca(x) ∈ Lp′(Ω),

onde C é a constante que limita ϕ. Além disso, por (1-41) e (1-42), segue que

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕ −→ ( f (x,u1)− f (x,u2))ϕ, q.t.p. em Ω2

e

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕ −→ 0, q.t.p. em Ω1.

Assim, pelo Teorema de Lebesgue, temos que

∫
Ω2∩suppϕ

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx −→
∫

Ω2∩suppϕ
( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx,

isto é,

∫
Ω2∩suppϕ

( f (x,u1)− f (x,u2)γn(wn))ϕdx −→
∫

Ω2

( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx,
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e ∫
Ω1∩suppϕ

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx −→ 0.

Portanto,

∫
Ω
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx −→

∫
Ω2

( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx. (1-44)

Similarmente, como Ai(·,∇u j) ∈ Lp′(Ω), ∂ϕ
∂xi

∈ L∞(Ω) e 0 ≤ γn(wn)≤ 1, tem-se

∫
Ω2

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx −→

∫
Ω2

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))
∂ϕ

∂xi
dx

e ∫
Ω1

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx −→ 0,

donde

lim
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx =

lim

(∫
Ω1

+
∫

Ω2

)
N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx =

lim
∫

Ω1

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx+

lim
∫

Ω2

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω2

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))
∂ϕ

∂xi
dx. (1-45)

Agora, como A é monotônico, isto é,

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂u2

∂xi
−

∂u1

∂xi

)
≥ 0,

γ
′

n(wn)≥ 0 e ϕ ≥ 0, tem-se que

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕdx =

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂u2

∂xi
−

∂u1

∂xi

)
γ
′

n(wn)ϕdx+

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂wn

∂xi
−

∂w

∂xi

)
γ
′

n(wn)ϕdx ≥
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− |
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂wn

∂xi
−

∂w

∂xi

)
γ
′

n(wn)ϕdx | . (1-46)

Além disso, por (A1) e pela desigualdade de Hölder, vemos que

|
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂wn

∂xi
−

∂w

∂xi

)
γ
′

n(wn)ϕdx |≤

∫
Ω

N

∑
i=1

| (Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1)) ||
∂(wn −w)

∂xi
|| γ

′

n(wn) || ϕ | dx ≤

N

∑
i=1

‖ (Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1)) ‖p′‖
∂(wn −w)

∂xi
‖p‖ γ

′

n(wn) ‖∞‖ ϕ ‖∞ dx ≤

N

∑
i=1

‖ a1 +b1 | ∇u1 |
p−1 ‖p′‖ wn −w ‖1,p‖ γ

′

n(wn) ‖∞‖ ϕ ‖∞ dx+

N

∑
i=1

‖ a1 +b1 | ∇u2 |
p−1 ‖p′‖ wn −w ‖1,p‖ γ

′

n(wn) ‖∞‖ ϕ ‖∞ dx ≤

c1(‖ a1 ‖p′ + ‖ b1 ‖∞ (‖ u1 ‖
p−1
1,p + ‖ u2 ‖

p−1
1,p ))

1
n2 nM ‖ ϕ ‖∞≤

c2

n
, (1-47)

onde c1 e c2 são constantes que dependem de ϕ. De (1-46) e (1-47), temos que

liminf
n−→∞

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕdx ≥

− liminf
n−→∞

|
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂wn

∂xi
−

∂w

∂xi

)
γ
′

n(wn)ϕdx |≥

− liminf
n−→∞

c2

n
=

−c2 liminf
n−→∞

1
n
= 0. (1-48)

Passando ao limite quando n −→ ∞ em (1-43) e utilizando (1-44), (1-45) e (1-

48), temos que

0 ≥ liminf
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕdx+

lim
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx+

lim
∫

Ω
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx+

∫
Ω

(
N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
− f (x,u1)ϕ

)
dx ≥

∫
Ω2

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
Ω2

( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx+
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∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω

f (x,u1)ϕdx =

∫
Ω2

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))
∂ϕ

∂xi
dx+

(∫
Ω2

+
∫

Ω\Ω2

)
N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
Ω2

( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx−

(∫
Ω2

+
∫

Ω\Ω2

)
f (x,u1)ϕdx =

∫
Ω2

N

∑
i=1

Ai(x,∇u2)
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
Ω\Ω2

N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω2

f (x,u2)ϕdx−
∫

Ω\Ω2

f (x,u1)ϕdx =

∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u0)
∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω

f (x,u0)ϕdx =

∫
Ω

A(x,∇u0)∇ϕdx−
∫

Ω
f (x,u0)ϕdx.

E daí

∫
Ω

A(x,∇u0)∇ϕdx ≤
∫

Ω
f (x,u0)ϕdx, ϕ ∈C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0 em Ω,

donde u0 é subsolução do problema (1-1).

A seguir provaremos que u0 é super solução do problema (1-1). Consideraremos

o caso k = 2 e o caso geral segue por indução.

Sejam u1,u2 ∈W 1,p(Ω) super soluções do problema (1-1). Temos

u0 = min{u1,u2}=
u1 +u2

2
−

| u1 −u2 |

2
. (1-49)

Por Stampacchia [18] (cf. Teorema A.13), segue que u0 ∈ W 1,p(Ω). Sabemos

que ∫
Ω

A(x,∇u1)∇ϕdx−
∫

Ω
f (x,u1)ϕdx ≥ 0, ϕ ∈C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0 em Ω

e ∫
Ω

A(x,∇u2)∇ϕdx−
∫

Ω
f (x,u2)ϕdx ≥ 0, ϕ ∈C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0 em Ω.

Afirmação 3: u0 é super solução de (1-1), isto é,

∫
Ω

A(x,∇u0)∇ϕdx ≥
∫

Ω
f (x,u0)ϕdx, ϕ ∈C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0 em Ω. (1-50)
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De fato, por Stampacchia [18] (cf. Teorema A.13), temos

∇u0 =





∇u1, em Ω2 = {x ∈ Ω; u1 < u2}

∇u1 = ∇u2, em Ω0 = {x ∈ Ω; u1 = u2}.

∇u2, em Ω1 = {x ∈ Ω; u1 > u2}

(1-51)

Além disso, vemos que

f (x,u0) = f (x,u1)χΩ2 + f (x,u2)χΩ\Ω2
,

e mostraremos que u0 satisfaz (1-50).

Para isto, seja ϕ ∈C∞
0 (Ω), com ϕ ≥ 0 em Ω. Novamente vamos definir algumas

funções auxiliares.

Defina uma função γ : R−→ R, γ ∈C∞(R) como em (1-32) e para cada n ∈ N e

t ∈ R, considere γn(t) como em (1-33), isto é

γn(t) = γ(nt).

Novamente, γn ∈C∞(R) e satisfaz (i)− (ii) e (1-34).

Como anteriormente, seja M = max{γ
′
(t); t ∈ R}. Então,

| γ
′

n(t) |=| nγ
′
(nt) |≤ nM, ∀n ∈ N, t ∈ R. (1-52)

Faça w = (u1 −u2) ∈W 1,p(Ω). Logo, por resultados clássicos de densidade em

W 1,p(Ω) (cf. Teorema A.12), existe uma sequência (w̃n)⊂C∞
0 (R

N) tal que

wn = w̃n |Ω−→ w em W 1,p(Ω) (1-53)

e

‖ wn −w ‖1,p≤
1
n2 , ∀n ∈ N. (1-54)

Novamente, como W 1,p(Ω)
cpt
→֒ Lp(Ω), por resultados de Teoria da Medida, existe

uma subsequência de (wn) tal que

wn −→ w q.t.p. em Ω.

Como anteriormente defina

ϕ1 = (1− γn ◦wn)ϕ e ϕ2 = (γn ◦wn)ϕ,

e veja que pelos mesmos argumentos utilizados anteriormente, ϕ1,ϕ2 ∈C∞
0 (Ω) e ϕ1,ϕ2 ≥
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0 em Ω.

Portanto, por (1-50) aplicada à u1, ϕ1 e u2, ϕ2, temos que

∫
Ω

A(x,∇u j)∇ϕ jdx−
∫

Ω
f (x,u j)ϕ jdx ≥ 0, ( j = 1,2),

isto é ∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u j)
∂ϕ j

∂xi
dx−

∫
Ω

f (x,u j)ϕ jdx ≥ 0, ( j = 1,2),

e como

∂ϕ1

∂xi
=−γ

′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕ+(1− γn(wn))

∂ϕ

∂xi
e

∂ϕ2

∂xi
= γ

′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕ+ γn(wn)

∂ϕ

∂xi
,

tem-se

∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)

(
−γ

′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕ+(1− γn(wn))

∂ϕ

∂xi

)
dx−

∫
Ω

f (x,u1)(1− γn(wn))ϕdx ≥ 0, (1-55)

e

∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u2)

(
γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕ+ γn(wn)

∂ϕ

∂xi

)
dx−

∫
Ω

f (x,u2)γn(wn)ϕdx ≥ 0. (1-56)

Agora, para cada x ∈ Ω1, tem-se que w(x) > 0, logo, como na Afirmação 2,

para cada x ∈ Ω1 fixado existe n0 = n0(x), tal que, para todo n ≥ n0 suficientemente

grande, tem-se que wn(x) >
1
n
. Analogamente, para cada x ∈ Ω2 fixado, tem-se que

w(x) < 0. Logo, existe n0 = n0(x), tal que, para todo n ≥ n0 suficientemente grande,

tem-se wn(x)< 0. Assim, como na Afirmação 1, temos que

γn(wn(x))−→ 1, q.t.p. x ∈ Ω1 (1-57)

e

γn(wn(x))−→ 0, q.t.p. x ∈ Ω2. (1-58)

Somando (1-55) e (1-56), temos que

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕdx+

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx+
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∫
Ω

(
N

∑
i=1

(Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
− f (x,u1)ϕ

)
dx+

∫
Ω
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx ≥ 0. (1-59)

Como f (x,u1) = f (x,u2) em Ω0, segue que

∫
Ω
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx =

(∫
Ω1

+
∫

Ω2

)
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx

=
∫

Ω1∩suppϕ
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx+

∫
Ω2∩suppϕ

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx.

Veja que de (1-57) e (1-58),

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕ −→ ( f (x,u1)− f (x,u2))ϕ, q.t.p. em Ω1

e

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕ −→ 0, q.t.p. em Ω2.

Além disso, como anteriormente, temos que

| f (x,u1)− f (x,u2)γn(wn)ϕ |≤ 2Ca(x) ∈ Lp′(Ω).

Logo, pelo Teorema de Lebesgue

∫
Ω1∩suppϕ

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx −→
∫

Ω1∩suppϕ
( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx,

isto é,

∫
Ω1∩suppϕ

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx −→
∫

Ω1

( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx,

e ∫
Ω2∩suppϕ

( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx −→ 0.

Portanto,

∫
Ω
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx −→

∫
Ω1

( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx. (1-60)
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Similarmente, como Ai(·,∇u j) ∈ Lp′(Ω), ∂ϕ
∂xi

∈ L∞(Ω) e 0 ≤ γn(wn)≤ 1, tem-se

∫
Ω1

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx −→

∫
Ω1

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))
∂ϕ

∂xi
dx

e ∫
Ω2

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx −→ 0,

donde

lim
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx =

lim

(∫
Ω1

+
∫

Ω2

)
N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx =

lim
∫

Ω1

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx+

lim
∫

Ω2

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω1

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))
∂ϕ

∂xi
dx. (1-61)

Agora, como w = u1 −u2, por (A2) tem-se que

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂u2

∂xi
−

∂u1

∂xi

)
≥ 0.

Daí e do fato de γ
′

n(wn)≥ 0 e ϕ ≥ 0, vem que

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕdx =

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂u1

∂xi
−

∂u2

∂xi

)
γ
′

n(wn)ϕdx+

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂wn

∂xi
−

∂w

∂xi

)
γ
′

n(wn)ϕdx ≤

|
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))

(
∂wn

∂xi
−

∂w

∂xi

)
γ
′

n(wn)ϕdx | . (1-62)

Daí e de (1-47) temos que

liminf
n−→∞

∫
Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕdx ≤ liminf

n−→∞

c2

n
= 0. (1-63)
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Passando ao limite quando n −→ ∞ em (1-59) e usando (1-60), (1-61) e (1-63),

temos que

0 ≤ liminf
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γ
′

n(wn)
∂wn

∂xi
ϕdx+

lim
∫

Ω

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))γn(wn)
∂ϕ

∂xi
dx+

lim
∫

Ω
( f (x,u1)− f (x,u2))γn(wn)ϕdx+

∫
Ω

(
N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
− f (x,u1)ϕ

)
dx ≤

∫
Ω1

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
Ω1

( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx+

∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω

f (x,u1)ϕdx =

∫
Ω1

N

∑
i=1

(Ai(x,∇u2)−Ai(x,∇u1))
∂ϕ

∂xi
dx+

(∫
Ω1

+
∫

Ω\Ω1

)
N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
Ω1

( f (x,u1)− f (x,u2))ϕdx−

(∫
Ω1

+
∫

Ω\Ω1

)
f (x,u1)ϕdx =

∫
Ω1

N

∑
i=1

Ai(x,∇u2)
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
Ω\Ω1

N

∑
i=1

Ai(x,∇u1)
∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω1

f (x,u2)ϕdx−
∫

Ω\Ω1

f (x,u1)ϕdx =

∫
Ω

N

∑
i=1

Ai(x,∇u0)
∂ϕ

∂xi
dx−

∫
Ω

f (x,u0)ϕdx =

∫
Ω

A(x,∇u0)∇ϕdx−
∫

Ω
f (x,u0)ϕdx.

E daí

∫
Ω

A(x,∇u0)∇ϕdx ≥
∫

Ω
f (x,u0)ϕdx, ϕ ∈C∞

0 (Ω), ϕ ≥ 0 em Ω,

donde u0 é super solução do problema (1-1).

E fica demonstrado o item (i).

Verificação de (ii). Como u0 é uma subsolução e u0 é uma super solução de (1-1) com

u0 ≤ u0, segue, utilizando o Teorema 0.3, que existe uma solução u ∈ W
1,p
0 (Ω) de (1-1)

tal que

u0 ≤ u ≤ u0, q.t.p. em Ω,

e fica demonstrado o Teorema 0.4.

�
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Observação 1.11 Utilizando o Teorema 0.4 podemos produzir definições um pouco mais

gerais de sub e super soluções da seguinte forma: u ∈ W 1,p(Ω) é uma subsolução do

problema (1-1) se é o supremo de subsoluções deste problema e u ∈ W 1,p(Ω) é uma

super solução de (1-1) se é o ínfimo de super soluções do mesmo problema. Então,

sendo S o conjunto das soluções de (1-1) entre u0 e u0, o Teorema 0.4 garante que

S é não-vazio e, consequentemente, contém o soluções maximais e soluções minimais

com respeito à ordem natural. Para mais detalhes sobre soluções maximais e soluções

minimais recomendamos Kura [19] e Le [21].

1.3 Demonstração das Afirmações Auxiliares

Demonstração da Afirmação 1 do item (iii) do Lema 1.7. De fato, consideremos dois

casos:

Caso 1: u ≤ u ≤ 0.

Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

(1) Se u < u ≤ u ≤ 0, temos 0 ≤| u |≤| u |<| u |. Logo, existe λ > 1, tal que, | u |= λ | u |,

donde ∫
S
| u |p−1| u | dx = λ

∫
S
| u |p dx.

(2) Se u ≤ u ≤ u ≤ 0, temos 0 ≤| u |≤| u |≤| u |. Logo, existe λ ∈ [0,1], tal que,

| u |=| u |+λ | u−u |, donde

∫
S
| u |p dx =

∫
S
(| u |+λ | u−u |)pdx.

(3) Se u ≤ u < u ≤ 0, temos 0 ≤| u |<| u |≤| u |. Logo, existe λ ∈ (0,1), tal que,

| u |= λ | u |, donde ∫
S
| u |p−1| u | dx = λ

∫
S
| u |p dx.

(4) Se u ≤ u ≤ 0 < u, então este caso se reduz à um dos casos anteriores.

Caso 2: 0 ≤ u ≤ u.

Neste caso, temos as seguintes possibilidades:

(1) Se 0 ≤ u < u ≤ u, temos 0 ≤| u |≤ u ≤ u.

Logo, existe λ ∈ (0,1), tal que, | u |= λ | u |, donde

∫
S
| u |p−1| u | dx = λ

∫
S
| u |p dx.
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(2) Se 0 ≤ u ≤ u ≤ u, temos 0 ≤ u ≤| u |≤ u.

Logo, existe λ ∈ [0,1], tal que, | u |=| u |+λ | u−u |, donde

∫
S
| u |p dx =

∫
S
(| u |+λ | u−u |)pdx.

(3) Se 0 ≤ u ≤ u < u, temos 0 ≤ u ≤ u <| u |. Logo, existe λ > 1, tal que, | u |= λ | u |,

donde ∫
S
| u |p−1| u | dx = λ

∫
S
| u |p dx.

(4) Se u ≤ 0 ≤ u ≤ u, então este caso se reduz à um dos casos anteriores.

Logo, em qualquer dos casos, as integrais em questão dependem somente de u e

u e, portanto, elas são todas constantes.

�

Finalizamos aqui o Capítulo 1.



CAPÍTULO 2
Grau Topológico e Aplicações

Neste capítulo faremos um breve resumo sobre a Teoria do Grau Topológico,

descrevendo os conceitos e propriedades fundamentais que serão úteis na sequência deste

trabalho.

O Grau é uma ferramenta topológica que, sob determinada condição, nos dá

informações sobre a existência, multiplicidade e natureza das soluções de uma dada

equação. Em palavras, o objetivo é estudar a existência de soluções de equações do tipo

f (x) = b, x ∈ Ω, (2-1)

onde Ω é um aberto limitado em um espaço de Banach E, f : Ω −→ E é uma aplicação

contínua e b ∈ E.

De um modo geral, este estudo consiste em encontrar o inteiro, denotado por

deg( f ,Ω,b), com a seguinte propriedade: se deg( f ,Ω,b) 6= 0, então a equação (2-1)

tem pelo menos uma solução. Para isto, estudaremos o Grau em dimensão finita (Grau

de Brouwer) bem como suas propriedades e em seguida extenderemos este estudo para

espaços de dimensão infinita (Grau de Leray-Schauder). Esta ferramenta tem grande

aplicação em problemas não lineares em espaços de dimensão finita.

2.1 Grau de Brouwer

Antes de definir o grau de Brouwer fixaremos as seguintes notações: Ck(Ω, IRN) é

o conjunto de todas as funções f : Ω −→ IRN contínuas que possuem derivadas de ordem

k que podem ser extendidas continuamente até a fronteira. f ∈ C1(Ω, IRN)∩C(Ω, IRN),

S = {x ∈ Ω; det f ′(x) = 0} e b ∈ IRN \ f (∂Ω)∪ f (S).
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Definição 2.1 Sejam f ∈ C1(Ω, IRN) e b 6∈ f (∂Ω)∪ f (S). Definimos o Grau de f com

relação a Ω no ponto b como o inteiro dado por

deg( f ,Ω,b) = ∑
x∈ f−1(b)

sgn(det f ′(x)),

onde sgn é a função sinal e f ′(x) é a matriz jacobiana da função f .

Para exemplificar, considere a função f : [0,2π]−→ IR dada por

f (x) = sin(x) e b =
1
2
.

Vamos obter deg
(

sin,(0,2π), 1
2

)
.

Primeiro veja que

∂Ω = {0,2π} e S = {x ∈ (0,2π); cosx = 0}=

{
π

2
,
3π

2

}
,

logo

f (∂Ω)∪ f (S) = {−1,0,1},

donde 1
2 6∈ f (∂Ω)∩ f (S). Além disso, f ∈ C∞([0,2π], IR), logo o Grau de sin em (0,2π)

com relação à 1
2 é dado por

deg
(

sin,(0.2π),
1
2

)
= sgn f ′

(π

6

)
+ sgn f ′

(5π

6

)
= 1−1 = 0.

Apesar de suas aplicações, o grau assim definido não nos tem grande utilidade,

pois grande parte dos problemas envolvem funções não necessáriamente diferenciáveis.

Desta forma, extenderemos o grau de Brouwer para funções contínuas (Grau de Brouwer).

Considere f ∈C(Ω, IRN), b 6∈ f (∂Ω) e r = dist(b,∂Ω). Como C2(Ω, IRN) é denso

em C(Ω, IRN), pode-se utilizar o Teorema da Aproximação de Weierstrass para garantir a

existência de uma função g ∈C2(Ω, IRN), tal que, ‖ f −g ‖∞< r. Fixe o conjunto

U = {g ∈C2(Ω, IRN); ‖ f −g ‖∞< r}.

Então,

deg(g1,Ω,b) = deg(g2,Ω,b), ∀g1,g2 ∈U.

Com isso, fazemos a seguinte definição:

Definição 2.2 Seja f ∈C(Ω, IRN) e b 6∈ f (∂Ω). Definimos o Grau de Brouwer de f com

relação a Ω em b por

deg( f ,Ω,b) = deg(g,Ω,b)
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onde g∈C2(Ω, IRN) é qualquer função satisfazendo ‖ f −g ‖∞< r e deg(g,Ω,b) é o Grau

dado na definição 2.1.

Observação 2.3 Uma consequência da definição 2.2 é que se f ∈C(Ω, IRN) e b 6∈ f (∂Ω),

então

deg( f ,Ω,b) = deg( f −b,Ω,0).

Para uma demonstração deste fato sugerimos [2], p. 38.

A sequir enunciamos as três propriedades principais da Teoria do Grau.

Teorema 2.4 (Normalização) Seja E um espaço de Banach, Ω ⊂ E um aberto limitado

e I a aplicação idêntidade em Ω. Se b ∈ Ω, então

deg(I,Ω,b) = 1.

Demonstração: (cf. Schwartz [34], p. 72).

Teorema 2.5 (Aditividade) Sejam Ω1 e Ω2 dois subconjuntos abertos de Ω, tais que,

Ω1 ∩Ω2 = /0. Se f ∈C(Ω,RN) é tal que b 6∈ f (∂Ω1)∪ f (∂Ω2), então

deg( f ,Ω,b) = deg( f ,Ω1,b)+deg( f ,Ω2,b).

Demonstração: (cf. Schwartz [34], p. 72).

Teorema 2.6 (Invariância do Grau por Homotopia) Sejam f ,g : Ω −→ IRN duas fun-

ções contínuas, b ∈ IRN \ f (∂Ω)∪ g(∂Ω) e seja H : [0,1]×Ω −→ IRN uma aplicação

contínua tal que b 6∈ H([0,1]×∂Ω) e

h(0,x) = f (x) e h(1,x) = g(x).

Então, deg(H(t, ·),Ω,b) = constante, para todo t ∈ [0,1].

Demonstração: (cf. Ambrosetti & Arcoya [2], p. 35).

Pode-se provar que o Grau de Brouwer é unicamente determinado pelas três pro-

priedades acima. As propriedades que se seguem são consequências das três propriedades

anteriores.

Teorema 2.7 (Solução) Seja Ω um aberto limitado em um espaço de Banach E e f ∈

C(Ω,Rn) tal que b 6∈ f (∂Ω). Se deg( f ,Ω,b) 6= 0, então existe x ∈ Ω, tal que, f (x) = b.
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Demonstração: (cf. Ambrosetti & Arcoya [2], p. 36).

Teorema 2.8 (Excisão) Seja K é um subconjunto compacto de Ω e f ∈ C(Ω,RN), tal

que, b 6∈ f (∂Ω)∪ f (K). Então

deg( f ,Ω,b) = deg( f ,Ω\K,b).

Demonstração: (cf. Schwartz [34], p. 73).

Teorema 2.9 (Dependêncida dos Valores da Fronteira) Sejam f ,g : Ω−→ IRN funções

contínuas tais que, f |∂Ω= g |∂Ω e b 6∈ f (∂Ω) = g(∂Ω). Então,

deg( f ,Ω,b) = deg(g,Ω,b).

Demonstração: (cf. Ambrosetti & Arcoya [2], p. 35).

Teorema 2.10 (O Grau é constante por componentes conexas) Se b1 e b2 estão na

mesma componente conexa de IRN \ f (∂Ω), então

deg( f ,Ω,b1) = deg( f ,Ω,b2).

Demonstração: (cf. Ambrosetti & Arcoya [2], p. 35).

Teorema 2.11 (Continuidade) Seja f : Ω −→ IRN contínua tal que b 6∈ f (∂Ω). Então

existe uma vizinhança V de f tal que para todo g ∈V , b 6∈ g(∂Ω) e

deg( f ,Ω,b) = deg(g,Ω,b).

Demonstração: (cf. Schwartz [34], p. 67).

Teorema 2.12 (Produto Cartesiano) Suponha que Ω = Ω1 ×Ω2 é um aberto limitado

em IRN com Ω1 aberto em R
p e Ω2 aberto em R

q, p+q=N. Suponha que f : Ω1×Ω2 −→

R
p ×R

q seja tal que f (x) = ( f1(x), f2(x)), onde f1 : Ω1 −→ R
p e f2 : Ω2 −→ R

q são

contínuas. Suponha que b 6∈ fi(∂Ω1 ×∂Ω2). Então,

deg( f ,Ω,b) = deg( f1,Ω1,b)deg( f2,Ω2,b).

Demonstração: (cf. Schmitt & Thompson [33], p. 40).

O seguinte teorema mostra que o Grau de Brouwer pode ser extendido para

quaisquer espaços vetoriais V de dimensão finita.
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Teorema 2.13 Sejam Ω ⊂ IRN um aberto limitado, f ∈ C(Ω,Rn) com n < N e ϕ(x) =

x− f (x), ∀x ∈ Ω. Se b 6∈ ϕ(∂Ω), então

deg(ϕ,Ω,b) = deg(ϕ |Ω∩Rn ,Ω∩R
n
,b).

Demonstração: (cf. O’Regan D, Cho Y.J., Chen Y. [28], p. 9).

As propriedades enunciadas acima compõem um grupo de ferramentas de grande

valia para estudar o conjunto das soluções de equações do tipo (2-1). O seguinte teorema

é uma aplicação da Teoria do Grau de Brouwer e tem grande importância na Teoria dos

Pontos Fixos.

Teorema 2.14 (Ponto Fixo de Brouwer) Sejam C ⊂ IRN um conjunto fechado, limitado,

convexo e f : C −→C contínua. Então. existe x ∈C, tal que, f (x) = x.

Para a demonstração deste teorema utilizaremos o teorema abaixo devido à

Dugundji.

Teorema 2.15 (Dugundji) Sejam M um espaço métrico, E um espaço de Banach, A ⊂ M

fechado, C ⊂ E fechado e convexo e f : A −→ C contínua. Então, existe f̃ : M −→ C

contínua, tal que, f̃ |A= f .

Demonstração: (cf. Deimling [10], p. 44).

Passemos à demonstração do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

Demonstração do Teorema 2.14. Primeiro, suponha que exista R > 0, tal que,

C = {x ∈ IRN ;‖ x ‖≤ R},

isto é, C é uma bola de raio R centrada na origem. Defina a aplicação T : C −→C por

T (x) = x− f (x), ∀x ∈C.

Então, temos dois casos:

Caso 1: T (x) = 0, ∀x ∈ ∂C.

Neste caso, f (x) = x e o teorema está trivialmente demonstrado.

Caso 2: T (x) 6= 0, ∀x ∈ ∂C.
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Neste caso, defina a homotopia H : [0,1]×C −→C por

H(t,x) = x− t f (x), t ∈ [0,1], x ∈ ∂C.

e veja que H é contínua. Logo, basta mostrar que H(t,x) 6= 0, para todo (t,x) ∈ [0,1]×∂C

e aplicar o Teorema da Invariância do Grau por Homotopia para obter o resultado dese-

jado.

Afirmação 1: H(t,x) 6= 0, para todo (t,x) ∈ [0,1]×∂C.

De fato, se t = 0, então H(0,x) = x 6= 0 pois 0 6∈ ∂C. Já se t = 1, tem-se

H(1, t) = T (x) 6= 0 por hipótese.

Agora, suponha por contradição que exista (t,x) ∈ (0,1)×∂C, tal que, H(t,x) =

0, isto é, que t f (x) = x, logo

‖ f (x) ‖=
‖ x ‖

t
>‖ x ‖= R,

um absurdo, pois f (x)∈C. Assim, H(t,x) 6= 0, ∀(t,x)∈ [0,1]×∂C e utilizando o Teorema

da Invariância do Grau por Homotopia, temos que

deg(T,C,0) = deg(I,C,0) = 1.

Como deg(T,C,0) 6= 0, segue pela propriedade solução do Grau, que existe

x ∈C, tal que, T (x) = 0, isto é, que

x− f (x) = 0

e, portanto

f (x) = x.

Suponha agora que C não é uma bola. Como C é limitado, existe uma bola

B = BR(0) que contém C. Como C é fechado e convexo, pelo Teorema de Dugundji,

existe uma função f̃ : B −→ C contínua, tal que, f̃ |C= f . Veja que ∂B∩ f (C) = /0, logo

usando a primeira parte da demonstração, temos que existe x ∈ B, tal que, f̃ (x) = x. Mas

como f̃ (B)⊆C, temos que, f (x) = x, x ∈C. Isto conclui a demonstração.

�

Faremos agora a extensão do Grau para espaços de dimensão infinita. Esta ex-

tensão é denominada Teoria do Grau de Leray-Schauder e é feita através de perturbações

compactas da idêntidade.



2.2 Grau de Leray-Schauder 56

2.2 Grau de Leray-Schauder

Seja Ω um aberto limitado em um espaço de Banach E e T : Ω −→ E um

operador compacto. Defina

Φ = I −T

e considere b 6∈ Φ(∂Ω). Φ é dita uma perturbação compacta da idêntidade. O Grau de

Leray-Schauder é definido no conjunto das triplas (Φ,Ω,b) com as mesmas propriedades

estabelecidas para o Grau de Brouwer.

Definição 2.16 Sejam b ∈ E \Φ(∂Ω) e F um subespaço de dimensão finita de E que

contém T (Ω) e b. O Grau de Φ em relação à Ω em b é definido como o inteiro dado por

deg(Φ,Ω,b) = deg(Φ |Ω∩F ,Ω∩F,b).

Observe que a igualdade acima está bem definida. De fato, basta mostrar que o

Grau independe da escolha do subespaço F . Para isto, sejam F1 e F2 dois subespaços de

E de dimensão finita com

T (Ω)⊂ F1 ∩F2 e b ∈ F1 ∩F2.

Considere, então, F = F1 ∩F2 o menor subespaço de F1 e F2 que contém T (Ω) e

b. Pelo Teorema 2.13, temos que

deg(Φ |Ω∩F1
,Ω∩F1,b) = deg(Φ |Ω∩F ,Ω∩F,b)

e

deg(Φ |Ω∩F2
,Ω∩F2,b) = deg(Φ |Ω∩F ,Ω∩F,b)

e daí segue que

deg(Φ |Ω∩F1
,Ω∩F1,b) = deg(Φ |Ω∩F2

,Ω∩F2,b)

e, portanto, o Grau está bem definido.

Observação 2.17 As observações a seguir tratam de operadores compactos:

(a) Dizemos que um operador T : Ω −→ E é compacto se T é contínuo e leva conjuntos

limitados em conjuntos relativamente compactos, isto é, se T (Ω) é compacto

sempre que Ω é limitado, ou ainda, se dada uma sequência convergente (un)⊆ Ω,

(T (un)) possui uma subsequência convergente.
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(b) O espaço vetorial

K(Ω,E) = {T : Ω −→ E; T compacto}

é um espaço de Banach munido da norma

‖ T ‖∞= sup
x∈Ω

| T x | .

(c) T pode ser aproximado por operadores de posto finito, isto é, se E um espaço de

Banach, Ω ⊂ E um subconjunto limitado e T : Ω −→ E uma aplicação compacta

contínua, então para qualquer ε > 0, existe um espaço de dimensão finita F e uma

aplicação contínua Tε : Ω −→ F, tal que,

‖ Tεx−T x ‖< ε, ∀x ∈ Ω.

(d) Seja T : Ω −→ E um operador compacto e Φ = I −T . Então, T é fechado.

Com as observações acima temos a seguinte definição:

Definição 2.18 (O Grau de Leray-Schauder) Seja T : Ω −→ E um operador compacto

e defina Φ = I − T com b 6∈ Φ(∂Ω). Definimos o Grau de Leray-Schauder de Φ com

relação a Ω no ponto b como o inteiro

deg(Φ,Ω,b) = deg(Φ1,Ω1,b),

onde Φ1 = I −T1, sendo T1 um operador compacto tal que

sup
x∈Ω

‖ T1x−T x ‖< r = dist(b,Φ(∂Ω)),

Ω1 = Ω∩E1, onde E1 é qualquer subespaço de E de dimensão finita com T (Ω) ⊆ E1,

b ∈ E1 e deg(Φ1,Ω1,b) é o Grau de Brouwer.

É importante ressaltar que todas as propriedades enunciadas acima para o Grau

de Brouwer são válidas também para o Grau de Leray-Schauder. Outras propriedades

importantes do Grau de Leray-Schauder são:

Teorema 2.19 (Invariância por Homotopia) Seja T ∈ C([0,1]×Ω,E) tal que T (t, ·) é

uma aplicação compacta para todo t ∈ [0,1]. Defina Φt(u)= u−T (t,u). Se b : [0,1]−→E

é contínua e b(t) 6∈ Φt(∂Ω), então

deg(Φt ,Ω,b(t)) = constante, ∀t ∈ [0,1].

Demonstração: (cf. Ambrosetti & Malchiodi [3], p. 37).
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Teorema 2.20 (Invariância por Homotopia Generalizado) Seja Ω um aberto limitado

de IR×E e seja T : Ω−→ E um operador compacto. Para todo t ∈ IR considere as t-faixas

Ωt = {u ∈ E; (t,u) ∈ Ω}

e a aplicação Φt : Ωt −→ E dada por

Φt(u) = u−T (t,u).

Se Φt(u) 6= b, ∀u ∈ ∂Ωt , então o Grau Topológico deg(Φt ,Ωt ,b) está bem definido e

independe de t.

Demonstração: (cf. Ambrosetti & Malchiodi [3], p. 55).

Faremos agora um resultado sobre pontos fixos que é semelhante ao Teorema do

Ponto Fixo de Brouwer e cuja a prova é quase idêntica. Mas antes de provar este resultado

faremos algumas resultados preliminares.

Definição 2.21 Seja A um subconjunto de um espaço vetorial E. A envoltória convexa de

A, denotada por conv(A), é a intersecção de todos os subconjuntos convexos de E que

contêm A. O fecho envoltório convexo de A, denotado por conv(A) é a intersecção de

todos os conjuntos convexos fechados de E que contêm A.

Lema 2.22 Se E é um espaço vetorial topológico então conv(A) = conv(A).

Demonstração: (cf. Dunford & Schwartz [11], p. 415).

Com isso podemos enunciar o seguinte teorema sobre pontos fixos.

Teorema 2.23 (Ponto Fixo de Schauder) Seja C um conjunto limitado, fechado e con-

vexo em um espaço de Banach E e T : C −→C um operador compacto. Então, T tem um

ponto fixo em C, isto é, existe x ∈C, tal que, T (x) = x.

Para a demonstração deste teorema utilizaremos o resultado abaixo devido à

Mazur cuja demonstração pode ser encontrada em DUNFORD & SCHWARTZ [11], p.

416.

Teorema 2.24 (Mazur) Seja E um espaço de Banach e A ⊆ E compacto. Então conv(A)

é compacto.
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Passemos à demonstração do Teorema do Ponto Fixo de Schauder.

Demonstração do Teorema 2.23. Primeiro veja que do fato de C ser limitado e de

T : C −→C ser um operador compacto, tem-se que T (C)⊂C é compacto. Defina

A = conv(T (C))⊂C.

Pelo Teorema de Mazur tem-se que A é compacto.

Tome R > 0 tal que A ⊂ B, onde B = BR(0) é a bola aberta de raio R centrada na

origem. Já que T (C)⊂ A, podemos considerar

T : C −→ A.

Agora, como T é contínuo, pelo Teorema de Dugundji (cf. Teorema 2.15), existe

uma extensão contínua T̃ : B −→ A de T tal que

T̃ |C= T.

Veja que T̃ (B) ⊂ A é fechado e que A é compacto, logo T̃ é compacto. Agora

defina a homotopia H : [0,1]×B −→ B, por

H(t,x) = x− tT̃ (x),

e veja que H é contínua.

Suponha que x− T̃ (x) 6= 0, pois caso contrário o teorema estaria trivialmente

demonstrado.

Afirmação 1: H(t,x) 6= 0, para todo t ∈ [0,1]×∂B.

De fato, se t = 0, então H(0,x) = x 6= 0, pois 0 6∈ ∂B. Já se t = 1, tem-se

H(1, t) = x− T̃ (x) 6= 0, por hipótese. Logo, 0 < t < 1.

Suponha por contradição que exista (t,x)∈ (0,1)×∂B, tal que, H(t,x)= 0. Logo,

x = tT̃ (x).

Daí,

R =‖ x ‖= t ‖ T̃ (x) ‖< R,



2.2 Grau de Leray-Schauder 60

o que é absurdo. Logo, H(t,x) 6= 0, para todo t ∈ [0,1] e para todo x ∈ ∂B, e pelo Teorema

da Invariância por Homotopia,

deg(H(t, ·),B,0) = constante,

donde

deg(H(1, ·),B,0) = deg(H(0, ·),B,0),

isto é,

deg(I − T̃ ,B,0) = deg(I,B,0) = 1.

Logo, pela propriedade solução do grau, existe x ∈ B, tal que, x− T̃ (x) = 0, isto

é, tal que,

T̃ (x) = x.

E como T̃ (B)⊂C e T̃ |C= T , tem-se que

T (x) = x.

Portando T tem um ponto fixo. Concluindo assim este teorema.

�

A seguir enunciaremos um teorema devido à Rabinowitz que nos será muito útil

para garantir a existência de soluções de uma função da forma I −T , com T compacto,

em espaços de Hilbert de dimensão infinita em um ponto b, onde b é um ponto de mínimo

isolado de tal função neste espaço de Hilbert.

Teorema 2.25 (Rabinowitz) Seja E uma espaço de Hilbert de dimensão infinita, b ∈ E,

Ω uma vizinhança limitada de b e g∈C1(Ω,R) com g′(u) = u−T (u), onde T é compacto.

Suponha b um ponto de mínimo isolado para g. Então,

deg(g′,Ω,0) = 1.

Demonstração: (cf. Rabinowitz [30], p. 484).

E finalizamos aqui este capítulo que será de grande importância para desenvol-

vimento do Capítulo 3.



CAPÍTULO 3
Um Problema Não-Linear de Auto-Valor para o

Laplaciano: Um Resultado de Peter Hess

Neste capítulo consideraremos o problema (0-2) e mostraremos através de

Métodos Variacionais, Princípios de Máximo e Teoria do Grau Topológico de Leray-

Schauder a existência de múltiplas soluções clássicas positivas deste problema dado que

f ∈C1([0,∞), IR) satisfaz as condições ( f1), ( f2) e ( f3) dadas anteriormente.

O problema (0-2) foi estudado inicialmente por Brown e Budin em [6]. Neste

trabalho eles consideram um problema elíptico não-linear para o operador uniformemente

elíptico

Lu =−
n

∑
i, j=1

∂i(ai j∂ ju)+ cu, ai j ∈C1+α(Ω),c ∈Cα(Ω),c > 0,

e mostram que a troca de sinal da função f e certas condições adicionais impostas

sobre f garantem a multiplicidade de soluções clássicas positivas do problema. Nesta

generalidade, utilizando Métodos Variacionais, eles mostram a existência somente de m

soluções u1, · · · ,um. Além disso, sob certas condições adicionais eles mostram a existência

de uma segunda solução ũi entre as soluções ui e ui+1. Outros avanços neste sentido

dependem especialmente da Teoria do Grau de Leray-Schauder. É sobre estes avanços

que trataremos à seguir.

3.1 Resultados Preliminares e Notações

Nesta seção apresentaremos vários lemas técnicos e notações que serão utili-

zados na demonstração do Teorema 0.1. Começaremos com o seguinte resultado cuja

demonstração utiliza o Princípio do Máximo Forte.
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Lema 3.1 Seja g : [0,∞) −→ R uma função de classe C1, s0 > 0 um número tal que

g(s0)≤ 0 e u uma solução clássica positiva do problema

{
−∆u = g(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(3-1)

Então, ‖ u ‖∞ 6= s0.

Demonstração. Suponha por absurdo que ‖ u ‖∞= s0. Provaremos a seguinte afirmação:

Afirmação 1: Existe c > 0 tal que h(t) = g(t)+ ct é crescente em [0,s0].

De fato, para que a função h(t) seja crescente em [0,s0] é suficiente que h′(t)> 0

para t ∈ [0,s0], ou seja, é suficiente que g′(t)>−c.

Como g ∈ C1([0,s0]), temos que g′ ∈ C([0,s0]). Além disso, como [0,s0] é um

conjunto compacto, segue que g′ é uma função limitada em [0,s0], isto é, existe uma

constante c0 > 0 tal que | g′(t) |≤ c0, para todo t ∈ [0,s0].

Tomando c> c0, teremos que | g′(t) |< c, isto é, −c< g′(t)< c, donde g′(t)+c>

0, isto é, h′(t)> 0. Daí h é crescente em [0,s0].

Agora, veja que

(−∆+ c)(u− s0) = −∆u+ cu− cs0

≤ −∆u+ cu−g(s0)− cs0

= g(u)+ cu− (g(s0)+ cs0). (3-2)

Como

g(s0)+ cs0 ≥ g(u)+ cu,

pois g(u)+ cu é crescente em [0,s0], tem-se que

g(u)+ cu− (g(s0)+ cs0)≤ 0,

e de (3-2)

(−∆+ c)(u− s0)≤ 0 em Ω.

Além disso,

u− s0 =−s0 < 0 em ∂Ω.

Logo, podemos considerar o seguinte problema

{
−(∆+ c)(u− s0) ≤ 0 em Ω,

u− s0 < 0 em ∂Ω,
(3-3)
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e aplicar o Princípio do Máximo Forte para garantir que u− s0 < 0 em Ω, isto é, u < s0

em Ω. O que é impossível. Logo, ‖ u ‖∞ 6= s0 e fica provado o Lema 3.1. �

Agora, considere a família de problemas

{
−∆v = λ fk(v) em Ω,

v = 0 em ∂Ω,
(3-4)

onde 1 ≤ k ≤ m e fk ∈C1(R,R) é dada por

fk(s) =





0, se s ≤−1

≥ 0, se −1 ≤ s ≤ 0

f (s), se 0 ≤ s ≤ ak.

≤ 0, se ak ≤ s ≤ ak +1

0, se ak +1 ≤ s

(3-5)

Considere o Espaço de Sobolev H = H1
0 (Ω) equipado com a norma

‖ u ‖2
H=< u,u >H=

∫
Ω
| ∇u |2 dx (3-6)

e produto interno dado por

〈u,v〉H =
∫

Ω
∇u∇vdx, u,v ∈ H. (3-7)

A expressão em (3-6) é uma norma em H devido à desigualdade de Poincaré.

O objetivo do lema abaixo é resolver o problema (3-4) encontrando solução

fraca.

Lema 3.2 Para cada inteiro k ∈ {1, . . . ,m}, o problema (3-4) tem pelo menos uma

solução fraca u ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. Para cada λ ≥ 0, defina o funcional energia Φk(λ, ·) : H −→ R por

Φk(λ,u) =
1
2
‖ u ‖2

H −λ

∫
Ω

Fk(u)dx, u ∈ H, (3-8)

onde

Fk(s) =
∫ s

0
fk(σ)dσ. (3-9)

Pelo Teorema C.1 (cf. Apêndice), temos que Φ
′

k(λ, ·) : H −→ H∗ é dada por

〈Φ
′

k(λ,u),v〉=
∫

Ω
∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx, u,v ∈ H. (3-10)
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Mas, sabemos que u é uma solução fraca de (3-4) se

∫
Ω

∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx = 0, v ∈ H, (3-11)

isto é, se

〈Φ
′

k(λ,u),v〉= 0, v ∈ H,

ou seja,

Φ
′

k(λ,u) = 0

e, portanto, se u é ponto crítico de Φk(λ, ·). Provaremos então que Φk(λ, ·) admite ponto

crítico. Para isto, considere a seguinte afirmação:

Afirmação 1: Φk(λ, ·) : H −→ R admite um ponto de mínimo, isto é, existe u ∈ H, tal

que,

Φk(λ,u) = min
v∈H

Φk(λ,v). (3-12)

De fato, vamos mostrar primeiramente que Φk(λ, ·) é limitado inferiormente, isto

é, que existe c0 > 0 tal que Φk(λ,u)≥−c0, para todo u ∈ H.

Com efeito, veja que fk é uma função limitada, logo existe uma constante a > 0

tal que

| fk(s) |≤ a, ∀s ∈ R.

Daí, vemos que

| Fk(s) |≤|
∫ s

0
fk(σ)dσ |≤

∫ s

0
| fk(σ) | dσ ≤ a

∫ s

0
dσ = a | s |+b, (3-13)

donde, utilizando as desigualdades de Hölder e Poincaré, tem-se

∫
Ω

Fk(u)dx ≤ |
∫

Ω
Fk(u)dx |

≤
∫

Ω
| Fk(u) | dx

≤
∫

Ω
(a | u |+b)dx

= a

∫
Ω
| u | dx+b

∫
Ω

dx

≤ a

(∫
Ω
| u |2 dx

) 1
2
(∫

Ω
12dx

) 1
2

+b | Ω |

= a ‖ u ‖2| Ω |
1
2 +b | Ω |

≤ ac
1
2 | Ω |

1
2‖ u ‖H +b | Ω |

= M ‖ u ‖H +N (3-14)
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onde M = ac
1
2 | Ω |

1
2 , N = b | Ω | e c é a constante da desigualdade de Poincaré. Assim,

Φk(λ,u) =
1
2
‖ u ‖2

H −λ

∫
Ω

Fk(u)dx

≥
1
2
‖ u ‖2

H −λM ‖ u ‖H −λN. (3-15)

Agora, considere o polinômio

P(s) =
1
2

s2 −λMs+λN.

Veja que Φk(λ,u)≥ P(u) e que P é limitado inferiormente, isto é, existe c0 > 0,

tal que, P(s)≥−c0, donde

Φk(λ,u)≥−c0, u ∈ H,

e portanto Φk(λ,u) é limitado inferiormente.

Defina

I0 = inf
u∈H

Φk(λ,u)

e tome (un)⊂ H uma sequência minimizante de Φk(λ, ·) relativa à I0, isto é,

Φk(λ,un)
n−→∞
−→ I0.

Logo, para n suficientemente grande, tem-se

Φk(λ,un)≤ I0 +1,

donde
1
2
‖ un ‖

2
H −λ

∫
Ω

Fk(un)≤ I0 +1

e daí, temos que

‖ un ‖
2
H≤ 2(I0 +1)+2λ

∫
Ω

Fk(un)dx. (3-16)

De (3-14) e de (3-16), segue que

‖ un ‖
2
H ≤ 2(I0 +1)+2λM ‖ un ‖H +2λN

= (2(I0 +1)+2λN)+2λM ‖ un ‖H

= B+A ‖ un ‖H , (3-17)

onde A = 2λM e B = 2(I0 +1)+2λN.
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Afirmação 2: (un) é uma sequência limitada em H.

De fato, suponha por absurdo que ‖ un ‖H−→ ∞. Dividindo ambos os lados de

(3-17) por ‖ un ‖H , tem-se

‖ un ‖H≤ A+
B

‖ un ‖H
. (3-18)

Veja que
B

‖ un ‖H
−→ 0 quando ‖ un ‖H−→ ∞. Logo

B

‖ un ‖H
é limitado, isto é,

existe uma constante K > 0 tal que
B

‖ un ‖H
≤ K. Assim, de (3-18), temos que

‖ un ‖H≤ A+K,

que é um absurdo. Logo (un) é limitada em H, provando a Afirmação 2.

Como H é um espaço reflexivo e (un) é uma sequência limitada em H, existe

uma subsequência de (un), que por simplicidade denotaremos por (un), e u ∈ H tais que

un
H
⇀ u.

Como H
cpt
→֒ L2(Ω) e un

H
⇀ u, temos que

un
L2(Ω)
−→ u,

donde por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequência (un j
) ⊆ (un) e uma

função h ∈ L2(Ω) tais que

un j
−→ u q.t.p. em Ω e | un j

|≤ h q.t.p. em Ω.

Como Fk é contínua, segue que

Fk(un j
)−→ Fk(u) q.t.p. em Ω.

Além disso, de (3-13), tem-se

| Fk(un j
) |≤ a | un j

|+b ≤ (a | h |+b) ∈ L2(Ω),

e pelo Teorema de Lebesgue

∫
Ω

Fk(un j
)dx −→

∫
Ω

Fk(u)dx, u ∈ H.
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Daí, segue que

Φk(λ,u) =
1
2
‖ u ‖2

H −λ

∫
Ω

Fk(u)dx

≤ lim
1
2
‖ un j

‖2
H − limλ

∫
Ω

Fk(un j
)dx

= lim

(
1
2
‖ un j

‖2
H −λ

∫
Ω

Fk(un j
)dx

)

= lim Φk(λ,un j
)

= I0,

donde

Φk(λ,u) = min
v∈H

Φk(λ,v).

Portanto, u é ponto de mínimo do funcional Φk(λ, ·), e fica demonstrada a

Afirmação 1.

Afirmação 3: u é solução fraca do problema (3-4).

De fato, como Φk(λ,u) é valor mínimo de Φk(λ, ·), vem que

Φk(λ,u)≤ Φk(λ,u+ tϕ), ∀t ∈ R e ∀ϕ ∈ H.

Logo

Φk(λ,u+ tϕ)−Φk(λ,u)≥ 0.

e temos dois casos:

Caso 1: t > 0.

Neste caso,
Φk(λ,u+ tϕ)−Φk(λ,u)

t
≥ 0,

e passando o limite quando t −→ 0 pela direita em ambos os lados da desigualdade acima,

temos que 〈Φ
′

k(λ,u),ϕ〉 ≥ 0 e, consequêntemente,

∫
Ω

∇u∇ϕdx−λ

∫
Ω

fk(u)ϕdx ≥ 0. (3-19)

Caso 2: t < 0.
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Neste caso,
Φk(λ,u+ tϕ)−Φk(λ,u)

t
≤ 0,

e passando o limite quando t −→ 0 pela esquerda em ambos os lados da desigualdade

acima, obtemos 〈Φ
′

k(λ,u),ϕ〉 ≤ 0, e daí

∫
Ω

∇u∇ϕdx−λ

∫
Ω

fk(u)ϕdx ≤ 0. (3-20)

De (3-19) e (3-20), segue que

∫
Ω

∇u∇ϕdx = λ

∫
Ω

fk(u)ϕdx, ϕ ∈ H, (3-21)

donde u é solução fraca do problema (3-4). E fica demonstrado o Lema 3.2. �

À seguir estudaremos regularidade da solução fraca obtida no lema anterior.

Lema 3.3 (Regularidade da solução do problema (3-4)) Seja u∈H uma solução fraca

do problema (3-4). Então u ∈ C2,α(Ω), com 0 < α < 1, isto é, u é solução clássica do

problema (3-4).

Demonstração. Uma vez que u ∈ H é solução fraca do problema (3-4), tem-se que

∫
Ω

∇u∇ϕdx = λ

∫
Ω

fk(u)ϕdx, ϕ ∈ H.

Faça

h(x) = fk(u(x)).

Sabemos que fk é limitada e contínua, logo h ∈ L∞(Ω). Assim, u ∈ H é solução

fraca do problema {
−∆u(x) = λh(x) x ∈ Ω,

u(x) = 0 x ∈ ∂Ω.
(3-22)

Como L∞(Ω) ⊂ Lp(Ω), para todo p > 1, segue que h ∈ Lp(Ω). Logo pelo

Teorema B.4 (cf. Apêndice), temos que

u ∈W 2,p(Ω).

Já que ∂Ω é regular, pelo Teorema A.17 (cf. Apêndice),

W 2,p(Ω)
cont.
→֒ C1(Ω), p > N,

logo

h(x) = fk(u(x)) ∈C1(Ω)⊂Cα(Ω).
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Concluímos, pelo Teorema de Schauder (cf. Teorema B.6 no Apêndice), que

u ∈C2,α(Ω),

e portanto u é solução clássica do problema (3-4). �

A seguir estudaremos o conjunto dos pontos críticos de Φk(λ, ·) dado por

Qk(λ) = {u ∈ H; Φ
′

k(λ,u) = 0}.

Pelo Lema 3.2 tem-se Qk(λ) 6= /0, uma vez que Φk(λ, ·) admite ponto de mínimo.

O teorema abaixo fornece uma condição necessária e suficiente para que uma

função u ∈ H seja solução clássica do problema (0-2).

Lema 3.4 v∈Qk(λ) se, e somente se, v é solução clássica do problema (0-2). Além disso,

0 ≤ v < ak.

Demonstração. Seja v ∈ Qk(λ), logo v é ponto crítico de Φk(λ, ·), isto é,

Φ
′

k(λ,v) = 0,

donde

〈Φ
′

k(λ,v),ϕ〉= 0, ϕ ∈ H.

Consequêntemente, utilizando a definição da derivada de Fréchet, temos que

∫
Ω

∇v∇ϕdx−λ

∫
Ω

fk(v)ϕdx = 0, ϕ ∈ H,

ou seja, ∫
Ω

∇v∇ϕdx = λ

∫
Ω

fk(v)ϕdx, ϕ ∈ H (3-23)

e, portanto, v é solução fraca do problema (3-4).

Mas pelo Lema 3.3, que trata da regularidade das soluções do problema (3-4),

temos que v ∈C2,α(Ω), isto é, que v é solução clássica de (3-4). Além disso, veja que

0 ≤ v < ak, 1 ≤ k ≤ m.

De fato,

Afirmação 1: v ≥ 0.
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Defina o conjunto

U = {x ∈ Ω; v(x)< 0},

e suponha que U 6= /0. Note que, v satisfaz o problema

{
−∆v = λ fk(v)≥ 0 em U,

v = 0 em ∂U.
(3-24)

Logo, pelo Princípio do Máximo Forte, v ≥ 0 em U , o que é um absurdo. Assim,

U = /0 e, consequêntemente, v ≥ 0 em Ω.

Afirmação 2: v < ak.

Defina o conjunto

V = {x ∈ Ω; v(x)> ak}

e suponha que V 6= /0. Note que v satisfaz o problema

{
−∆v = λ fk(v)≤ 0 em V,

v = 0 em ∂V.
(3-25)

Logo, pelo Princípio do Máximo Forte, v ≤ 0 em V , que é um absurdo, pois

contraria a Afirmação 1. Logo V = /0 e, consequêntemente, v ≤ ak em Ω.

Além disso, veja que λ fk(ak) ≤ 0, donde do Lema 3.1 segue que ‖ v ‖6= ak.

Portanto, v < ak e, para 1 ≤ k ≤ m, temos que

0 ≤ v < ak.

Logo, pela definição de fk tem-se

fk(v) = f (v),

donde, por (3-23), ∫
Ω

∇v∇ϕdx =
∫

Ω
f (v)ϕdx, ϕ ∈ H,

e com isso, v é solução fraca do problema (0-2) e consequêntemente, pelo Lema 3.3, v é

solução clássica do problema (0-2).
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Reciprocamente, suponha que v seja solução clássica do problema (0-2) com

0 ≤ v < ak. Logo, temos que v ∈C2,α(Ω) e

{
−∆v = λ fk(v) em Ω,

v = 0 em ∂Ω.
(3-26)

Tome ϕ ∈C∞
0 (Ω) e multiplique ambos os lados de (3-26) por ϕ, isto é,

−∆vϕ = λ f (v)ϕ.

Integrando ambos os lados da igualdade acima em Ω, tem-se

−
∫

Ω
∆vϕdx = λ

∫
Ω

f (v)ϕdx,

e utilizando a Primeira Idêntidade de Green, segue que

∫
Ω

∇v∇ϕdx = λ

∫
Ω

f (v)ϕdx. (3-27)

Como 0 ≤ v < ak, pela definição de fk, temos que

f (v) = fk(v).

Logo, ∫
Ω

∇v∇ϕdx = λ

∫
Ω

fk(v)ϕdx, ϕ ∈C∞
0 (Ω). (3-28)

Agora, tome u ∈ H. Como H =C∞
0 (Ω)

‖.‖H , existe uma sequência (ϕn)⊆C∞
0 (Ω)

tal que

ϕn
H

−→ u.

Assim, tomando ϕn no lugar de ϕ em (3-28), podemos escrever

∫
Ω

∇v∇ϕndx = λ

∫
Ω

fk(v)ϕndx, ϕn ∈C∞
0 (Ω). (3-29)

Afirmação 3:

∫
Ω

∇v∇ϕndx −→
∫

Ω
∇v∇udx.

De fato, como ϕn
H

−→ u segue que ∇ϕn
L2(Ω)
−→ ∇u, donde por resultados de Teoria

da Medida, existe uma subsequência de (ϕn), que por comodidade denotaremos por (ϕn),

e uma função h ∈ L2(Ω), tais que,

∇ϕn −→ ∇u q.t.p. em Ω e | ∇ϕn |≤ h q.t.p. em Ω,
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donde, para todo v ∈ H, tem-se

∇v∇ϕn −→ ∇v∇u q.t.p. em Ω.

Além disso,

| ∇v∇ϕn |≤ h | ∇v |∈ L1(Ω).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, temos que

∫
Ω

∇v∇ϕndx −→
∫

Ω
∇v∇udx,

e fica provada a Afirmação 3.

Afirmação 4:

∫
Ω

fk(v)ϕndx −→
∫

Ω
fk(v)udx.

De fato, como ϕn
H

−→ u e H
cpt
→֒ L2(Ω) temos que ϕn

L2(Ω)
−→ u. Logo, por resultados

de Teoria da Medida, existe uma subsequência de (ϕn), que por simplicidade denotaremos

por (ϕn), e uma função h ∈ L2(Ω), tais que,

ϕn −→ u q.t.p. em Ω e | ϕn |≤ h q.t.p. em Ω.

Como fk é contínua segue que

fk(v)ϕn −→ fk(v)u, q.t.p. em Ω.

Além disso, fk é limitada, isto é, existe uma constante a > 0 tal que | fk(v) |≤ a,

para todo v ∈ H. Logo, tem-se

| fk(v)ϕn |≤| fk(v) || ϕn |≤ ah ∈ L2(Ω).

Pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, podemos garantir que

∫
Ω

fk(v)ϕndx −→
∫

Ω
fk(v)udx,

e fica provada a Afirmação 4.

Assim, passando ao limite quando n −→ ∞ em (3-29), temos que

∫
Ω

∇v∇udx = λ

∫
Ω

fk(v)udx, u ∈ H,
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donde ∫
Ω

∇v∇udx−λ

∫
Ω

fk(v)udx = 0,

isto é,

〈Φ
′

k(λ,v),u〉= 0, u ∈ H.

Assim,

Φ
′

k(λ,v) = 0, v ∈ H,

ou seja, v é um ponto crítico de Φk(λ, ·). E, portanto, v ∈ Qk(λ).

�

Veja, pelo Lema C.3 (cf. Apêndice), que a derivada de Fréchet Φ
′

k(λ, ·) : H −→

H∗ é da forma I−compacto, isto é, existe um operador compacto Tk : H −→ H∗ tal que

Φ
′

k(λ, ·) = I −Tk.

Com isto, podemos aplicar a Teoria do Grau de Leray-Schauder para garantir a

existência de soluções do problema (3-4).

O lema à seguir trata de algumas propriedades do conjunto dos pontos críticos

de Φk(λ, ·).

Lema 3.5 Se Qk(λ) é o conjunto dos pontos críticos de Φk(λ, ·), então

(i) Qk(λ)⊂ H é compacto.

(ii) Qk−1(λ)⊂ Qk(λ), para todo 2 ≤ k ≤ m.

Demonstração. (i) Seja (un) ⊆ Qk(λ) uma sequência limitada. Mostraremos que existe

u ∈ Qk(λ) e uma subsequência (un j
)⊆ (un) tal que un j

−→ u em Qk(λ).

Com efeito, como (un) ⊆ Qk(λ), temos que Φ
′

k(λ,un) = 0. E como Φ
′

k(λ,un) =

un −Tk(un), segue que

un = Tk(un).

Como Tk : H −→ H∗ é compacto, existe u ∈ H e uma subsequência (un j
)⊆ (un),

tal que,

Tk(un j
)

H
−→ u.

Mas un j
= Tk(un j

), logo

un j

H
−→ u.
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Mostraremos agora que u ∈ Qk(λ). Com efeito, como Tk é compacto, Tk é, em

particular, contínuo e daí

Tk(un j
)

H
−→ Tk(u).

Assim,

‖ Tk(u)−u ‖H≤‖ Tk(u)−Tk(un j
) ‖H + ‖ Tk(un j

)−u ‖H−→ 0.

Daí, tem-se que Tk(u) = u. Assim, u− Tk(u) = 0, donde Φ
′

k(λ,u) = 0, isto é,

u ∈ Qk(λ).

Portanto, Qk(λ) é compacto em H.

(ii) Mostraremos que se u ∈ Qk−1(λ), então u ∈ Qk(λ).

De fato, seja u∈Qk−1(λ), então pelo Lema 3.4, u é solução clássica do problema

{
−∆u = λ fk−1(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(3-30)

e, além disso, 0 ≤ u < ak−1. Pela definição de fk, vemos que

f (u) = fk−1(u) = fk(u),

donde u satisfaz o problema

{
−∆u = λ fk(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(3-31)

E daí, pela recíproca do Lema 3.4, u ∈ Qk(λ). Portanto

Qk−1 ⊂ Qk(λ),

e o lema está provado. �

Seja 1 ≤ k ≤ m e considere BR(0) denotando a bola aberta de raio R > 0 e centro

na origem.

Lema 3.6 Para cada 1 ≤ k ≤ m, existe R0 > 0 tal que para cada R ≥ R0 vale:

(i) 〈Φ
′

k(λ,v),v〉> 0, para todo v ∈ ∂BR(0).

(ii) deg(Φ
′

k(λ, ·),BR(0),0) = 1.
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Demonstração. (i) Pelo Lema C.1 (cf. Apêndice), a derivada de Fréchet de Φk(λ, ·) é

dada por

〈Φ
′

k(λ,u),v〉=
∫

Ω
∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx, u,v ∈ H.

Assim, temos que

〈Φ
′

k(λ,v),v〉 =
∫

Ω
| ∇v |2 dx−λ

∫
Ω

fk(v)vdx

≥ ‖ v ‖2
H −λ

∫
Ω
| fk(v) || v | dx. (3-32)

Como fk é limitada, existe a > 0, tal que, | fk(v) |≤ a, para todo v ∈ H. Donde

〈Φ
′

k(λ,v),v〉 ≥ ‖ v ‖2
H −λa

∫
Ω
| v | .1dx

≥ ‖ v ‖2
H −λa

(∫
Ω
| v |2 dx

) 1
2
(∫

Ω
12dx

) 1
2

= ‖ v ‖2
H −λa | Ω |

1
2‖ v ‖2

≥ ‖ v ‖2
H −λa | Ω |

1
2 C ‖ v ‖H

= ‖ v ‖2
H −A ‖ v ‖H ,

onde A= λa |Ω |
1
2 C e C = c

1
2 é a constante da desigualdade de Poincaré. Agora, considere

o polinômio

p(s) = s2 −As,

e veja que 〈Φ
′

k(λ,v),v〉 ≥ p(‖ v ‖H). Além disso, existe R > 0 suficientemente grande tal

que p(s)> 0, para todo | t |≥ R. Assim,

〈Φ
′

k(λ,v),v〉> 0, v ∈ ∂BR(0).

(ii) Vamos mostrar este resultado através de uma homotopia da aplicação identidade.

Para isto, defina a homotopia hk : [0,1]×BR(0)−→ IRN por

hk(t,u) = tΦ
′

k(λ,u)+(1− t)u, u ∈ ∂BR(0), t ∈ [0,1]

Observe que Φ
′

k(λ, ·) = I−compacto e que

hk(0,u) = u e hk(1,u) = Φ
′

k(λ,u).

Logo, basta mostrar que hk(t,u) 6= 0, para todo t ∈ [0,1] e todo u ∈ ∂BR(0) com

R suficientemente grande, e aplicar o Teorema da Invariância por Homotopia para obter o

resultado desejado.
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Note que

〈hk(t,u),u〉 = 〈tΦ
′

k(λ,u)+(1− t)u,u〉

= t〈Φ
′

k(λ,u),u〉+(1− t)〈u,u〉,

e veja que:

para t = 0 e u ∈ ∂BR(0), tem-se

〈hk(t,u),u〉= 〈u,u〉=‖ u ‖H> 0,

para t = 1 e u ∈ ∂BR(0), tem-se, pelo item (i), que

〈hk(t,u),u〉= 〈Φ
′

k(λ,u),u〉> 0,

para 0 < t < 1 e u ∈ ∂BR(0), tem-se que (1− t)〈u,u〉> 0, e novamente pelo item (i),

〈hk(t,u),u〉> t〈Φ
′

k(λ,u),u〉> 0.

Logo hk(t,u) 6= 0 e pelo Teorema da Invariância por Homotopia, tem-se

deg(Φ
′

k(λ, ·),BR(0),0) = deg(I,BR(0),0) = 1,

como já havíamos afirmado. �

Agora, seja 2 ≤ k ≤ m e, para cada ε > 0 seja Uε(Qk−1(λ)) uma ε−vizinhança

de Qk−1(λ) em H. O teorema abaixo mostra que existe solução de (3-4) em Uε(Qk−1(λ)).

Lema 3.7 Existe εk−1 = εk−1(λ)> 0, tal que, para todo ε ∈ (0,εk−1), tem-se que

deg(Φ
′

k(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0) = 1. (3-33)

Demonstração. Primeiro, tome R > 0 suficientemente grande tal que Uε(Qk−1(λ)) ⊂

BR(0). Veja, pelo Lema 3.6 e pelas propriedades da aditividade e excisão do Grau, que:

Afirmação 1: deg(Φ
′

k−1(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0) = 1, ∀ε > 0.

De fato, sabemos que todas as soluções de

Φ
′

k−1(λ,u) = 0



3.1 Resultados Preliminares e Notações 77

estão em Qk−1(λ). Logo, não existe u ∈ BR(0)\Uε(Qk−1(λ)) tal que

Φ
′

k−1(λ,u) = 0,

e portanto

deg(Φ
′

k−1(λ, ·),BR(0)\Uε(Qk−1(λ)),0) = 0.

Pela propriedade da excisão e da aditividade do Grau, temos que

deg(Φ
′

k−1(λ, ·),BR(0),0) = deg(Φ
′

k−1(λ, ·),BR(0)\Uε(Qk−1(λ)),0)+

deg(Φ
′

k−1(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0),

donde, pelo Lema 3.6,

deg(Φ
′

k−1(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0) = deg(Φ
′

k−1(λ, ·),BR(0),0)−

deg(Φ
′

k−1(λ, ·),BR(0)\Uε(Qk−1(λ)),0) = 1−0 = 1,

isto é,

deg(Φ
′

k−1(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0) = 1, ∀ε > 0,

como havíamos afirmado anteriormente.

Agora, defina a homotopia hk : [0,1]×Uε(Qk−1(λ))−→ IRN por

hk(t,w) = tΦ
′

k−1(λ,w)+(1− t)Φ
′

k(λ,w).

Veja que hk(0,w) = Φ
′

k(λ,w), hk(1,w) = Φ
′

k−1(λ,w) e que Φ
′

k−1(λ, ·) e Φ
′

k(λ, ·)

são da forma I−compacto. Assim, é suficiente mostrar que existe εk−1 > 0 tal que

hk(t,w) 6= 0, para todo t ∈ [0,1] e todo w ∈ ∂Uε(Qk−1(λ)), e aplicar o Teorema da

Invariância por Homotopia para obter o resultado.

Com efeito, suponha por absurdo que não existe tal εk−1 > 0. Então, para cada

ε = 1
n
, podemos encontrar tn ∈ [0,1] e wn ∈ H com 0 < dist(wn,Qk−1(λ))<

1
n

tal que

tnΦ
′

k−1(λ,wn)+(1− tn)Φ
′

k(λ,wn) = 0, (3-34)

ou, equivalentemente, wn resolve o problema

{
−∆wn = λ(tn fk−1(wn)+(1− tn) fk(wn)) em Ω,

wn = 0 em ∂Ω.
(3-35)



3.1 Resultados Preliminares e Notações 78

De fato, a igualdade em (3-34) acontece se, e somente se, Φ
′

k−1(λ,wn) = 0 e

Φ
′

k(λ,wn) = 0, isto é, se, e somente se, wn resolve os problemas

{
−∆wn = λ fk−1(wn) em Ω,

wn = 0 em ∂Ω,
(3-36)

e {
−∆wn = λ fk(wn) em Ω,

wn = 0 em ∂Ω.
(3-37)

Logo, pela linearidade do operador ∆, temos que wn resolve

{
−∆tnwn = λtn fk−1(wn) em Ω,

tnwn = 0 em ∂Ω,
(3-38)

e {
−∆(1− tn)wn = λ(1− tn) fk(wn) em Ω,

(1− tn)wn = 0 em ∂Ω.
(3-39)

Somando os problemas (3-38) e (3-39) temos que wn resolve o problema (3-35).

Agora, como

tn fk−1(s)+(1− tn) fk(s) =





≥ 0, se s ≤ 0

f (s), se 0 ≤ s ≤ ak,

≤ 0, se ak ≤ s

(3-40)

por (3-35) e pelo Lema 3.4 segue que 0 ≤ wn < ak. Além disso, wn 6∈ Qk−1(λ), logo,

‖ wn ‖∞> ak−1. Agora, veja que

dist(wn,Qk−1(λ)) = inf
ŵn∈Qk−1(λ)

| wn − ŵn |<
1
n

n−→∞
−→ 0. (3-41)

E como Qk−1(λ) é compacto, existe w0 ∈ Qk−1(λ), tal que, para toda sequência

limitada (ŵn)⊆ Qk−1(λ), existe uma subsequência (ŵn j
)⊆ (ŵn) tal que

ŵn j
−→ w0 em Qk−1(λ). (3-42)

Logo, por (3-41) e (3-42) temos que existe w0 ∈ Qk−1(λ) tal que

wn
H

−→ w0.
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De (3-35) temos que wn é limitada em W 2,p(Ω) para p > N. De fato, faça

hn(tn,wn) = tn fk−1(wn)+(1− tn) fk(wn), 0 ≤ tn ≤ 1,

e veja que fk é limitada, isto é, existe a > 0 constante, tal que, | fk(u) |≤ a para todo

u ∈ H, donde existe a0 > 0 constante, tal que, | hn(tn,wn) |≤ a0, para todo tn ∈ [0,1] e

todo wn ∈ H. Daí, hn ∈ L∞([0,1]×Ω) e, portanto, hn ∈ Lp([0,1]×Ω), para todo p > 1.

Logo, pelo Teorema B.5 (cf. Apêndice),

‖ wn ‖2,p≤ c0 ‖ wn ‖p,

ou seja, wn é limitada em W 2,p(Ω). Assim, pelas imersões de Sobolev, wn
C1,α(Ω)
−→ w0,

donde wn
C(Ω)
−→ w0. Então,

ak−1 <‖ wn ‖∞−→‖ w0 ‖∞< ak−1,

o que é impossível. Portanto, existe εk−1 > 0, tal que, hk(t,w) 6= 0, para todo t ∈ [0,1] e

todo w ∈ ∂Uε(Qk−1(λ)). Logo, pelo Teorema da Invariância por Homotopia

deg(Φ
′

k(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0) = deg(Φ
′

k−1(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0) = 1, ε ∈ (0,εk−1).

Portanto, para todo ε ∈ (0,ε0), temos que

deg(Φ
′

k(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0) = 1.

E fica provado o Lema 3.7. �

Pela Afirmação 1 do Lema 3.2, Φk(λ, ·) admite ponto de mínimo em H, então

para cada λ ≥ 0 e cada 1 ≤ k ≤ m, existe vk(λ) ∈ Qk(λ) tal que

Φk(λ,vk(λ)) = min
v∈H

Φk(λ,v).

Mostraremos à seguir que para λ suficientemente grande, vk(λ) 6∈ Qk−1(λ).

Lema 3.8 Para cada 2≤ k ≤m, existe λk > 0, tal que, para todo λ≥ λk, vk(λ) 6∈Qk−1(λ).

Demonstração. Vamos provar que existe λk > 0 e w ∈ H com 0 ≤ w ≤ ak tal que

Φk(λ,w)< Φk−1(λ,vk−1(λ)),
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e isto implicará o resultado. Defina M = max{F(s); 0 ≤ s ≤ ak−1} e seja

0 < α := F(ak)−M. (3-43)

Então, para todo u ∈ H com 0 ≤ u ≤ ak−1, temos que

F(u) =
∫ u

0
f (σ)dσ ≤

∫ ak−1

0
f (σ)dσ = F(ak−1)≤ M. (3-44)

Segue que

∫
Ω

F(u)dx ≤
∫

Ω
Mdx

= M

∫
Ω

dx

= M | Ω |

= (F(ak)−α) | Ω |

= F(ak) | Ω | −α | Ω |

= F(ak)
∫

Ω
dx−α | Ω |

=
∫

Ω
F(ak)dx−α | Ω | . (3-45)

Para δ > 0, considere o conjunto

Ωδ = {x ∈ Ω; dist(x,∂Ω)< δ}.

Afirmação: | Ωδ |−→ 0, quando δ −→ 0.

De fato, considere a função característica em Ωδ dada por

χΩδ
(x) =

{
1, se x ∈ Ωδ,

0, se x 6∈ Ωδ.

Logo, temos que

∫
Ω

χΩδ
(x)dx =

∫
Ωδ

χΩδ
(x)dx =

∫
Ωδ

1dx =| Ωδ | .

Observe que | χΩδ
(x) |≤ 1 e que | χΩδ

(x) |−→ 0 quando δ −→ 0. Logo, pelo

Teorema de Lebesgue

| Ωδ |=
∫

Ω
χΩδ

(x)dx
δ−→0
−→ 0,

e fica demonstrada a Afirmação.
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Agora, para cada δ > 0, tome wδ ∈ C∞
0 (Ω) com 0 ≤ wδ ≤ ak e wδ = ak se

x ∈ Ω\Ωδ. Assim, temos que

∫
Ω

F(wδ)dx =
∫

Ω\Ωδ

F(wδ)dx+
∫

Ωδ

F(wδ)dx

=
∫

Ω\Ωδ

F(ak)dx+
∫

Ωδ

F(wδ)dx

=
∫

Ω\Ωδ

F(ak)dx+
∫

Ωδ

F(ak)dx−
∫

Ωδ

F(ak)dx+
∫

Ωδ

F(wδ)dx

=
∫

Ω
F(ak)dx−

∫
Ωδ

(F(ak)−F(wδ))dx

≥
∫

Ω
F(ak)dx−

∫
Ωδ

(M+M)dx

=
∫

Ω
F(ak)dx−2M

∫
Ωδ

dx,

onde M = max{| F(s) |; 0 ≤ s ≤ ak}. Isto é,

∫
Ω

F(wδ)dx ≥
∫

Ω
F(ak)dx−2M | Ωδ | . (3-46)

Subtraindo (3-45) de (3-46), segue que

∫
Ω

F(wδ)dx−
∫

Ω
F(u)dx ≥

∫
Ω

F(ak)dx−2M | Ωδ | −
∫

Ω
F(ak)dx+α | Ω |

= α | Ω | −2M | Ωδ | .

Como | Ωδ |−→ 0 quando δ −→ 0, podemos escolher δ > 0 tal que

η = α | Ω | −2M | Ωδ |> 0. (3-47)

Fixe tal δ > 0 e defina w := wδ. Então, para u ∈ H com 0 ≤ u ≤ ak−1, vemos que

Φk(λ,w)−Φk−1(λ,u) =
1
2
‖ w ‖2

H −λ

∫
Ω

F(w)dx−
1
2
‖ u ‖2

H +λ

∫
Ω

F(u)dx

=
1
2
(‖ w ‖2

H − ‖ u ‖2
H)−λ

(∫
Ω

F(w)dx−
∫

Ω
F(u)dx

)

≤
1
2
(‖ w ‖2

H − ‖ u ‖2
H)−λη

≤
1
2
‖ w ‖2

H −λη < 0,

para λ ≥ λk suficientemente grande.

Daí, tem-se que

Φk(λ,w)< Φk−1(λ,u). (3-48)
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Sabemos que vk(λ) é solução clássica positiva do problema (3-4) e suponha, por

contradição, que vk(λ) ∈ Qk−1(λ). Logo, pelo Lema 3.4,

0 ≤ vk(λ)< ak−1.

Segue do exposto acima que existe w ∈ H, tal que,

Φk(λ,w)< Φk−1(λ,vk(λ)). (3-49)

Como vk(λ) ∈ Qk(λ) e vk(λ) é mínimo de Φk(λ, ·), segue que

Φk(λ,vk(λ))≤ Φk(λ,w)< Φk−1(λ,vk(λ)), (3-50)

donde

−λ

∫
Ω

F(vk(λ))dx <−λ

∫
Ω

F(vk(λ))dx, (3-51)

o que é impossivel. Portanto, temos que vk(λ) 6∈ Qk−1(λ).

�

3.2 Demonstração do Teorema 0.1

Faça

λ = max
2≤k≤m

λk

e fixe λ ≥ λ. Pelos Lemas 3.1 à 3.8, existem v1(λ), . . . ,vm(λ), tais que,

vk(λ) ∈ Qk(λ)\Qk−1(λ), 2 ≤ k ≤ m,

onde vk(λ) é mínimo global de Φk(λ, ·). Além disso, vk(λ) são soluções clássicas do

problema (3-4).

Suporemos, para cada 2 ≤ k ≤ m, que vk(λ) é mínimo isolado de Φk(λ, ·). Note

que, se algum vk(λ) não for isolado, existiria uma sequência de pontos de mínimo de

Φk(λ, ·) em uma vizinhança V de vk(λ) convergindo para vk(λ). Logo, teríamos infinitos

pontos críticos de Φk(λ, ·), isto é, infinitas soluções para o problema (0-2), e o Teorema

0.1 estaria trivialmente provado.

À seguir utilizaremos um teorema devido Rabinowitz (cf. Teorema 2.25 no

Capítulo 2). Para isto observamos que Φk(λ, ·) ∈C2(H,R) (cf. Lema C.1 no Apêndice).
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Pelo Teorema 2.25 existe ε0 > 0 tal que

deg(Φ
′

k(λ, ·),Bε(vk(λ)),0) = 1, ∀ε ∈ (0,ε0), (3-52)

onde, para cada ε > 0 dado, Bε(vk(λ)) denota a bola de raio ε centrada em vk(λ).

Tome 0 < ε < εk−1 tal que

Uε(Qk−1(λ))∩Bε(vk(λ)) = /0.

Neste caso, vemos que,

BR(0) =Vε ∪Uε(Qk−1(λ))∪Bε(vk(λ)),

onde Vε = BR(0)\ (Uε(Qk−1(λ))∪Bε(vk(λ))). Pela propriedade da aditividade do Grau

deg(Φ
′

k(λ, ·),BR(0),0) = deg(Φ
′

k(λ, ·),Vε,0)+

deg(Φ
′

k(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0)+deg(Φ
′

k(λ, ·),Bε(vk(λ)),0).

Logo,

deg(Φ
′

k(λ, ·),Vε,0) = deg(Φ
′

k(λ, ·),BR(0),0)−

deg(Φ
′

k(λ, ·),Uε(Qk−1(λ)),0)−deg(Φ
′

k(λ, ·),Bε(vk(λ)),0).

E pelos Lemas 3.6 e 3.7 e por (3-52), temos que

deg(Φ
′

k(λ, ·),Vε,0) = 1−1−1 =−1. (3-53)

Assim, como

deg(Φ
′

k(λ, ·),Vε,0) 6= 0, (3-54)

pela propriedade solução do Grau, existe ṽk(λ) ∈ Vε, tal que, ṽk(λ) é solução de (0-2)

e ṽk(λ) 6= vk(λ), isto é, existem ao menos duas soluções distintas de (0-2) em Qk(λ) \

Qk−1(λ), já que ṽk(λ) é ponto crítico de Φk(λ, ·). Além disso, lembre-se que

ak−1 < v < ak, ∀v ∈ Qk(λ)\Qk−1(λ). (3-55)

Como Q1(λ)⊂ Q2(λ)⊂ . . .⊂ Qm−1(λ)⊂ Qm(λ), com a condição acima, tem-se

v1 ∈ Q1(λ)

v1, ṽ2,v2 ∈ Q2(λ), com ṽ2,v2 6∈ Q1(λ)
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v1, ṽ2,v2, ṽ3,v3 ∈ Q3(λ), com ṽ3,v3 6∈ Q2(λ)
...

v1, ṽ2,v2, . . . , ṽm,vm ∈ Qm(λ), com ṽm,vm 6∈ Qm−1(λ).

E, portanto, temos 2m−1 soluções clássicas positivas do problema (0-2) com

0 <‖ v1 ‖∞< a1 e ak−1 <‖ vk ‖∞,‖ ṽk ‖∞< ak. (3-56)

Quanto à ordenação, observe que v = 0 é subsolução e vk = ak é super solução,

respectivamente, do problema (0-2). Assim, por resultados de sub e super solução, (0-2)

tem uma solução minimal v∗ e uma solução maximal v∗, tal que,

0 < v∗ ≤ v∗ < ak.

Se w̃ é solução de (0-2) com 0 < w̃ < ak, então 0 < v∗ ≤ w̃ ≤ v∗ < ak.

Para cada 1 ≤ k ≤ m, escolha vk como solução maximal de (0-2) no intervalo

[0,ak]. Pelo Lema 3.8, vk 6∈Qk−1(λ) donde ak−1 <‖ vk ‖∞. Como Qk−1(λ)⊂Qk(λ), então

vk−1 é solução de (0-2) se, e somente se, vk−1 ≤ vk. Mas, vk−1 < ak−1 < vk, logo vk−1 6= vk.

Então, temos uma sequência de soluções ordenadas da seguinte forma

v1 < v2 < .. . < vm−1 < vm. (3-57)

Além disso, por (3-54), podemos encontrar uma segunda solução ṽk ∈ Qk(λ) \

Qk−1(λ) do problema (0-2), para cada 2 ≤ k ≤ m. Como vk é solução maximal em [0,ak],

segue que

ṽk < vk, 2 ≤ k ≤ m. (3-58)

Por fim, podemos obter v1 < ṽ2 < v2 por escolha de v1 como solução minimal

em [0,a1]. Além disso, para k > 2, não podemos garantir que vk−1 e ṽk são ordenados.

Fica demonstrado o Teorema 0-2.

�

Finalizamos aqui o Capítulo 3.



CAPÍTULO 4
Um Problema Não-Linear de Auto-Valor para o

p-Laplaciano: Um Resultado Devido à Loc &

Schmitt

Neste capítulo consideraremos o problema (0-3) e mostraremos através de mé-

todos variacionais, propriedades de simetria e técnicas de sub e super solução a exis-

tência de múltiplas soluções fracas não-negativas para o problema (0-3) uma vez que

f : [0,∞)−→R é uma função contínua satisfazendo as condições ( f1)
′,( f2)

′ e ( f3)
′ dadas

anteriormente.

O problema (0-3) foi estudado por Hess em [17] para o caso p = 2. Neste

trabalho, Hess garante a existência de pelo menos 2m− 1 soluções clássicas positivas

u1, ũ2,u2, · · · , ũm,um dado que f (0)> 0 e f satisfaz ( f2)
′ e ( f3)

′. Além disso, Hess garante

a ordenação das soluções uk e que ũk < uk, para cada 2 ≤ k ≤ m.

Em 1987, Dancer e Schmitt [9] mostraram, para o caso p = 2 e k = 1, sob certas

condições adicionais impostas sobre f e sobre u e sob algumas condições de simetria em

Ω, utilizando resultados de sub e super soluções, que o problema (0-3) admite solução

fraca não-negativa em (a1,a2]. Por outro lado, se o sinal > em ( f3)
′ for substituido por ≤,

Dancer e Schmitt mostram que não existe solução fraca não-negativa de (0-3) em (a1,a2].

Motivados por estes resultados, estabeleceremos condições necessárias e sufici-

entes para que o problema (0-3) admita pelo menos m− 1 soluções fracas não negativas

u1, . . . ,um−1 ∈W
1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) satisfazendo

ak <‖ uk ‖∞≤ ak+1, 1 ≤ k ≤ m−1.

Observação 4.1 A condição ( f3)
′ dada na introdução implica que cada corcova positiva

do gráfico da função f tem área maior que sua corcova negativa imediatamente anterior

e que ak+1 é o último número após a (k+1)−ésima corcova positiva.
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De fato, se definirmos

F(u) =
∫ u

0
f (s)ds,

pelo Teorema Fundamental do Cálculo, temos

0 <

∫ ak+1

ak

f (s)ds =
∫ ak+1

0
f (s)ds−

∫ ak

0
f (s)ds = F(ak+1)−F(ak),

donde F(ak)< F(ak+1), como havíamos afirmado.

4.1 Demonstração da primeira parte do Teorema 0.2

Nesta seção estabeleceremos um resultado que extende o Teorema 0.1 do

Capítulo 3 e este prova a primeira parte do Teorema 0.2. O resultado é o seguinte:

Teorema 4.2 Suponha que ∂Ω é regular e que f satisfaz as condições ( f1)
′ − ( f3)

′.

Então, existe λ0 > 0, tal que, para todo λ ≥ λ0, o problema (0-3) admite pelo menos

m−1 soluções fracas não-negativas u1, . . . ,um−1 ∈W
1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω), tais que, para todo

1 ≤ k ≤ m−1, tem-se

ak <‖ u ‖∞≤ ak+1.

Provaremos este teorema através de uma série de lemas técnicos e a prova segue

as idéias consideradas em [9] e [17] com as modificações que se fizerem necessárias.

Começaremos com o seguinte resultado cuja demonstração é uma consequência

do Teorema de Stampacchia (cf. Teorema A.13 no Apêndice).

Lema 4.3 Seja g : R−→ R uma função contínua e suponha que exista s0 > 0 tal que

{
g(s) ≥ 0 se −∞ < s < 0,

g(s) ≤ 0 se s0 ≤ s.
(4-1)

Se u é uma solução fraca do problema

{
−∆pu = g(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(4-2)

então, u(x)≥ 0 q.t.p. x ∈ Ω e u ∈ L∞(Ω). Além disso, ‖ u ‖∞≤ s0.

Demonstração. Seja u uma solução fraca do problema (4-2). Então

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

g(u)vdx, v ∈W
1,p
0 (Ω). (4-3)
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Defina v = u− = max{−u,0}, e veja que

v =

{
−u, se u < 0,

0, se u ≥ 0,
(4-4)

isto é, v =−uχ{u<0}.

Por Stampacchia (cf. Teorema A.13), temos que v ∈W
1,p
0 (Ω) e

∇v =

{
−∇u, se u < 0,

0, se u ≥ 0,
(4-5)

isto é, ∇v =−∇uχ{u<0}.

Disto e de (4-3) tem-se a seguinte igualdade

−
∫

Ω
| ∇u |p χ{u<0}dx =−

∫
Ω

g(u)uχ{u<0}dx,

ou seja,

∫
Ω
| ∇u |p χ{u<0}dx =

∫
Ω

g(u)uχ{u<0}dx =
∫
{u<0}

g(u)udx ≤ 0,

pois, pela definição de g, tem-se g(u)≥ 0 para u ∈ (−∞,0) e u < 0 neste conjunto. Assim,

∫
Ω
| ∇u |p χ{u<0}dx ≤ 0. (4-6)

Mas | ∇v |p=| ∇u |p χ{u<0}, donde por (4-6) vem que

∫
Ω
| ∇v |p dx ≤ 0,

e pela desigualdade de Poincaré-Sobolev, existe c > 0 constante tal que

1
c

∫
Ω
| v |p dx ≤

∫
Ω
| ∇v |p dx ≤ 0,

donde | v |≤ 0 q.t.p em Ω.

Assim, v = 0 q.t.p em Ω e consequêntemente por (4-4), u ≥ 0 q.t.p. em Ω.

Resta mostrar que u ∈ L∞(Ω). Para isto, defina v = (u− s0)
+ = max{u− s0,0},

e veja que

v =

{
u− s0, se u > s0,

0, se u ≤ s0,
(4-7)

isto é, v = (u− s0)χ{u>s0}.
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Novamente por Stampacchia (cf. Teorema A.13), temos que v ∈W
1,p
0 (Ω) e

∇v =

{
∇u, se u > s0,

0, se u ≤ s0,
(4-8)

isto é, ∇v = ∇uχ{u>s0}.

Disto e de (4-3) tem-se que

∫
Ω
| ∇u |p χ{u>s0}dx =

∫
Ω

g(u)(u− s0)χ{u>s0}dx =
∫
{u>s0}

g(u)(u− s0)dx ≤ 0,

pois, pela definição de g, g(u)≤ 0 para u ≥ s0 e u− s0 > 0. Assim,

∫
Ω
| ∇u |p χ{u>s0}dx ≤ 0. (4-9)

Mas por (4-8), | ∇v |p=| ∇u |p χ{u>s0} donde por (4-9)

∫
Ω
| ∇v |p dx ≤ 0. (4-10)

Novamente pela desigualdade de Poincaré-Sobolev, existe c0 > 0 constante tal

que
1
c0

∫
Ω
| v |p dx ≤

∫
Ω
| ∇v |p dx ≤ 0, (4-11)

e isto implica que | v |≤ 0 q.t.p. em Ω, isto é, v = 0 q.t.p. em Ω. Consequêntemente por

(4-7), u ≤ s0 q.t.p. em Ω.

Em resumo, 0 ≤ u ≤ s0, donde u ∈ L∞(Ω) e portanto

‖ u ‖∞≤ s0. (4-12)

Fica provado o Lema 4.3. �

Agora, considere a família de problemas

{
−∆pu = λ fk(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(4-13)

onde 2 ≤ k ≤ m e fk são funções contínuas de R em R dadas por

fk(s) =





f (0), se s ≤ 0

f (s), se 0 ≤ s ≤ ak.

0, se ak ≤ s

(4-14)
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Para cada 1 < p < ∞, seja W
1,p
0 (Ω) o espaço usual de Sobolev equipado com a

norma

‖ u ‖1,p=

(∫
Ω
| ∇u |p dx

) 1
p

. (4-15)

A expressão em (4-15) é uma norma em W
1,p
0 (Ω) devido à desigualdade de

Poincaré-Sobolev.

Para cada λ > 0, defina o funcional energia Φk(λ, ·) : W
1,p
0 (Ω)−→ R por

Φk(λ,u) =
1
p

∫
Ω
| ∇u |p dx−λ

∫
Ω

Fk(u)dx, u ∈W
1,p
0 (Ω), (4-16)

onde Fk é a função potêncial de fk dada por

Fk(s) =
∫ s

0
fk(σ)dσ.

Note que pelo Lema C.1 (cf. Apêndice), Φk(λ, ·) ∈ C1(W
1,p
0 (Ω),R) e tem

derivada de Fréchet Φ
′

k(λ, ·) dada por

〈Φ
′

k(λ,u),v〉=
∫

Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx, u,v ∈W
1,p
0 (Ω). (4-17)

Considere Qk(λ) o conjunto dos pontos críticos de Φk(λ, ·), isto é,

Qk(λ) = {u ∈W
1,p
0 (Ω); Φ

′

k(λ,u) = 0}.

Estudaremos o conjunto desses pontos críticos. O seguinte teorema dá uma

condição necessária e suficiente para que uma função u ∈ W
1,p
0 (Ω) seja solução do

problema (0-3).

Lema 4.4 u ∈ Qk(λ) se, e somente se, u é uma solução fraca não-negativa do problema

(0-3) e u ∈ L∞(Ω) com ‖ u ‖∞≤ ak.

Demonstração. Suponha que u ∈ Qk(λ), logo

Φ
′

k(λ,u) = 0,

donde

〈Φ
′

k(λ,u),v〉= 0, v ∈W
1,p
0 (Ω).

Daí e de (4-17), tem-se

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx = 0, v ∈W
1,p
0 (Ω), (4-18)
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e u é uma solução fraca do problema (4-13). Agora, veja que

{
fk(u) ≥ 0, se −∞ < u ≤ 0,

fk(u) = 0, se ak ≤ u.
(4-19)

Assim, pelo Lema 4.3, 0 ≤ u ≤ ak e u ∈ L∞(Ω) com ‖ u ‖∞≤ ak.

Além disso, pelo modo como definimos fk, tem-se que fk(u) = f (u). Donde por

(4-18) obtemos

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx−λ

∫
Ω

f (u)vdx = 0, v ∈W
1,p
0 (Ω) (4-20)

e, consequêntemente, u é solução fraca não-negativa do problema (0-3), o que prova a

primeira parte do lema.

Reciprocamente, suponha que u é solução fraca do problema (0-3) e que u ∈

L∞(Ω) com 0 ≤ u ≤ ak. Como u é solução fraca de (0-3), segue que

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx = λ

∫
Ω

f (u)vdx, v ∈W
1,p
0 (Ω). (4-21)

Agora, como 0 ≤ u ≤ ak, pela definição de fk, temos que

f (u) = fk(u),

donde, por (4-21),

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

fk(u)vdx, v ∈W
1,p
0 (Ω).

Daí, por (4-17)

〈Φ
′

k(λ,u),v〉= 0, v ∈W
1,p
0 (Ω),

e assim

Φ
′

k(λ,u) = 0.

Consequêntemente, u é ponto crítico de Φk(λ, ·). Portanto, u ∈ Qk(λ), e fica

demonstrado o Lema 4.4. �

O lema à seguir mostra que o problema (0-3) admite soluções fracas em W
1,p
0 (Ω).

Lema 4.5 Φk(λ, ·) : W
1,p
0 (Ω) −→ R admite um ponto de mínimo, isto é, existe u ∈
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W
1,p
0 (Ω) tal que

Φk(λ,u) = min
v∈W

1,p
0 (Ω)

Φk(λ,v).

Além disso, u é solução fraca do problema (0-3).

Demonstração. De fato, em (4-16) definimos o funcional energia Φk(λ, ·) por

Φk(λ,u) =
1
p

∫
Ω
| ∇u |p dx−λ

∫
Ω

Fk(u)dx, u ∈W
1,p
0 (Ω). (4-22)

Veja, por sua definição, que fk é limitada, isto é, existe M > 0 constante tal que

| fk(s) |≤ M,∀s ∈ R.

Logo,

Fk(u) =
∫ u

0
fk(σ)dσ ≤

∫ u

0
| fk(σ) | dσ ≤ M

∫ u

0
dσ = M | u |+b, (4-23)

donde, utilizando a desigualdade de Hölder e a desigualdade de Poincaré-Sobolev, chega-

mos à

∫
Ω

Fk(u)dx ≤
∫

Ω
(M | u |+b)dx

= M

∫
Ω
| u | dx+b

∫
Ω

dx

= M

∫
Ω
| u | .1dx+b | Ω |

≤ M

(∫
Ω
| u |p dx

) 1
p
(∫

Ω
1p′dx

) 1
p′

+b | Ω |

= M ‖ u ‖p|| Ω |
1
p′ +b | Ω |

≤ Mc
1
p | Ω |

1
p′ ‖ u ‖1,p +b | Ω |

= M0 ‖ u ‖1,p +N0,

onde M0 = Mc
1
p | Ω |

1
p′ , N0 = b | Ω |, 1

p
+ 1

p′
= 1 e c é a constante da desigualdade de

Poincaré-Sobolev.

Logo, por (4-22), temos que

Φk(λ,u) =
1
p
‖ u ‖

p
1,p −λ

∫
Ω

Fk(u)dx

≥
1
p
‖ u ‖

p
1,p −λM0 ‖ u ‖1,p −λN0.
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Agora, considere o polinômio na variàvel t dado por

p(t) =
1
p

t p −λM0t −λN0

e veja que Φk(λ, ·) é limitado inferiormente por p(t) e que p(t) é limitada inferiormente,

isto é, existe I > 0, tal que, p(t)≥ I, ∀t. Assim,

Φk(λ,u)≥ I, u ∈W
1,p
0 (Ω),

e, portanto, Φk(λ, ·) é limitado inferiormente.

Defina

I0 = inf
u∈W

1,p
0 (Ω)

Φk(λ,u),

e considere (un) ⊂ W
1,p
0 (Ω) uma sequência minimizante de Φk(λ, ·) relativa à I0, isto é,

(un) é tal que

Φk(λ,un)−→ I0.

Logo, para n suficientemente grande

Φk(λ,un)≤ I0 +1,

donde
1
p
‖ un ‖

p
1,p −λ

∫
Ω

Fk(un)dx ≤ I0 +1,

e daí,

‖ un ‖
p
1,p ≤ p(I0 +1)+ pλ

∫
Ω

Fk(un)dx

≤ p(I0 +1)+ pλM0 ‖ un ‖1,p +pλN0

= A+B ‖ un ‖1,p, (4-24)

onde A = p(I0 +1)+ pλN0 e B = pλM0.

Afirmação 1: (un) é uma sequência limitada em W
1,p
0 (Ω).

De fato, suponha por contradição que ‖ un ‖1,p−→ ∞. Dividindo ambos os lados

de (4-24) por ‖ un ‖1,p, temos que

‖ un ‖
p−1
1,p ≤

A

‖ un ‖1,p
+B.
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Veja que
A

‖ un ‖1,p
−→ 0 quando ‖ un ‖1,p−→ ∞, logo

A

‖ un ‖1,p
é limitada, isto

é, existe uma constante C > 0, tal que,
A

‖ un ‖1,p
≤C, donde

‖ un ‖
p−1
1,p ≤C+B,

que é um absurdo por hipótese. Portanto, (un) é uma sequência limitada em W
1,p
0 (Ω).

Agora, como W
1,p
0 (Ω) é reflexivo e (un) é uma sequência limitada em W

1,p
0 (Ω),

existe u ∈ W
1,p
0 (Ω) e uma subsequência de (un), que por comodidade denotaremos por

(un), tal que,

un

W
1,p
0 (Ω)
⇀ u.

Como W
1,p
0 (Ω)

cpt
→֒ Lp(Ω), segue que

un
Lp(Ω)
−→ u,

donde, por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequência (un j
) ⊆ (un) e uma

função h ∈ Lp(Ω) tal que

un j
−→ u, q.t.p. em Ω e | un j

|≤ h, q.t.p. em Ω.

Como Fk é contínua, tem-se

Fk(un j
)−→ Fk(u), q.t.p. em Ω.

Além disso, por (4-23), veja que

| Fk(un j
) | ≤ M | un j

|+b

≤ Mh+b,

onde Mh+b ∈ Lp(Ω). Logo, pelo Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue,

∫
Ω

Fk(u)dx = lim
∫

Ω
Fk(un j

)dx. (4-25)

Daí, vemos que

Φk(λ,u) =
1
p
‖ u ‖

p
1,p −λ

∫
Ω

Fk(u)dx

≤ lim
1
p
‖ un j

‖
p
1,p − limλ

∫
Ω

Fk(un j
)dx
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= lim
(1

p
‖ un j

‖
p
1,p −λ

∫
Ω

Fk(un j
)dx

)

= lim Φk(λ,un j
)

= I0.

Logo, temos que

Φk(λ,u) = min
v∈W

1,p
0 (Ω)

Φk(λ,v). (4-26)

Assim, u é ponto de mínimo do funcional Φk(λ, ·), e fica provada a primeira parte

do lema.

Para provar a segunda parte do lema, considere a seguinte afirmação:

Afirmação 2: u é solução fraca do problema (0-3).

De fato, por (4-26), para todo t ∈ R e todo v ∈W
1,p
0 (Ω), obtemos que

Φk(λ,u)≤ Φk(λ,u+ tv),

donde

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)≥ 0.

Logo temos dois casos:

Caso 1: t > 0.

Neste caso,
Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)

t
≥ 0,

donde, passando o limite quando t tende à 0 pela direita em ambos os lados da desigual-

dade acima, obtemos 〈Φ
′

k(λ,u),v〉 ≥ 0, para todo v ∈W
1,p
0 (Ω), isto é,

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx ≥ 0, v ∈W
1,p
0 (Ω). (4-27)

Caso 2: Se t < 0.

Neste caso,
Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)

t
≤ 0,



4.1 Demonstração da primeira parte do Teorema 0.2 95

donde, passando o limite quando t tende à 0 pela esquerda em ambos os lados da

desigualdade acima, chegamos à 〈Φ
′

k(λ,u),v〉 ≤ 0, para todo v ∈W
1,p
0 (Ω), isto é,

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx ≤ 0, v ∈W
1,p
0 (Ω). (4-28)

Logo, por (4-27) e (4-28), segue que

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx = 0, v ∈W
1,p
0 (Ω), (4-29)

e, consequêntemente, u é uma solução fraca do problema (4-13).

Mas, veja que

{
fk(s) ≥ 0 se −∞ < s ≤ 0,

fk(s) = 0 se ak ≤ s <+∞,

donde pelo Lema 4.3, 0 ≤ u ≤ ak e com isso fk(u) = f (u). Logo, u é uma solução fraca

do problema (0-3). E fica demonstrado o Lema 4.5. �

Agora, seja uk(λ) o ponto de mínimo do funcional Φk(λ, ·) encontrado no Lema

4.5, isto é, uk(λ) é tal que

Φk(λ,uk(λ)) = min
u∈W

1,p
0 (Ω)

Φk(λ,u). (4-30)

Como uk(λ) é ponto de mínimo de Φk(λ, ·), segue que Qk(λ) é não-vazio.

Além disso, o Lema 4.4 garante que uk(λ) é uma solução fraca do problema (0-3) com

‖ uk(λ) ‖∞≤ ak.

O lema abaixo garante, para λ > 0 suficientemente grande, que

ak−1 <‖ uk(λ) ‖∞≤ ak, 2 ≤ k ≤ m. (4-31)

Sua demonstração é idêntica a prova do Lema 3.8 do Capítulo 3. Faremos a

prova deste lema novamente por uma questão de completude.

Consequêntemente, provaremos que o problema (0-3) tem pelo menos m − 1

soluções fracas não-negativas satisfazendo a condição (4-31).

Lema 4.6 Para cada 2≤ k ≤m, existe λk > 0, tal que, para todo λ≥ λk, uk(λ) 6∈Qk−1(λ).

Demostração. Vamos mostrar que existe λk > 0 e w ∈W
1,p
0 (Ω) com 0 ≤ w ≤ ak, tal que,

Φk(λ,w)< Φk−1(λ,uk−1(λ)),
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e isto implicará no resultado.

Defina M = max{F(s); 0 ≤ s ≤ ak−1}. Como f satisfaz a condição ( f3)
′,

podemos definir

0 < α := F(ak)−M, (4-32)

onde F(s) =
∫ s

0
f (σ)dσ.

Então, para u ∈W
1,p
0 (Ω) com 0 ≤ u ≤ ak−1, temos que

F(u) =
∫ u

0
f (σ)dσ ≤

∫ ak−1

0
f (σ)dσ = F(ak−1)≤ M. (4-33)

Segue que

∫
Ω

F(u)dx ≤
∫

Ω
Mdx

= M

∫
Ω

dx

= M | Ω |

= (F(ak)−α) | Ω |

= F(ak) | Ω | −α | Ω |

= F(ak)
∫

Ω
dx−α | Ω |

=
∫

Ω
F(ak)dx−α | Ω | . (4-34)

Para δ > 0 considere o conjunto

Ωδ = {x ∈ Ω; dist(x,∂Ω)< δ}.

Afirmação 1: | Ωδ |−→ 0, quando δ −→ 0.

De fato, considere a função característica em Ωδ dada por

χΩδ
(x) =

{
1, se x ∈ Ωδ,

0, se x 6∈ Ωδ.

Então,

∫
Ω

χΩδ
(x)dx =

∫
Ωδ

χΩδ
(x)dx =

∫
Ωδ

1dx =| Ωδ | .
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Observe que | χΩδ
(x) |≤ 1 e que χΩδ

(x) −→ 0 quando δ −→ 0. Logo, pelo

Teorema de Lebesgue

| Ωδ |=
∫

Ω
χΩδ

(x)dx
δ−→0
−→ 0.

Concluindo assim a Afirmação 1.

Agora, para cada δ > 0, tome wδ ∈C∞
0 (Ω) com 0 ≤ wδ(x)≤ ak e wδ(x) = ak se

x ∈ Ω\Ωδ. Assim, temos que

∫
Ω

F(wδ)dx =
∫

Ω\Ωδ

F(wδ)dx+
∫

Ωδ

F(wδ)dx

=
∫

Ω\Ωδ

F(ak)dx+
∫

Ωδ

F(wδ)dx

=
∫

Ω\Ωδ

F(ak)dx+
∫

Ωδ

F(ak)dx−
∫

Ωδ

F(ak)dx+
∫

Ωδ

F(wδ)dx

=
∫

Ω
F(ak)dx−

∫
Ωδ

(F(ak)−F(wδ))dx

≥
∫

Ω
F(ak)dx−

∫
Ωδ

(M+M)dx

=
∫

Ω
F(ak)dx−2M

∫
Ωδ

dx,

onde M = max{| F(s) |; 0 ≤ s ≤ ak}. Isto é,

∫
Ω

F(wδ)dx ≥
∫

Ω
F(ak)dx−2M | Ωδ | . (4-35)

Subtraindo (4-34) de (4-35), segue que

∫
Ω

F(wδ)dx−
∫

Ω
F(u)dx ≥

∫
Ω

F(ak)dx−2M | Ωδ | −
∫

Ω
F(ak)dx+α | Ω |

= α | Ω | −2M | Ωδ | .

Como | Ωδ |−→ 0 quando δ −→ 0, podemos escolher δ > 0, de modo que

η = α | Ω | −2M | Ωδ |> 0. (4-36)

Fixe tal δ > 0 e faça w := wδ. Então, para u ∈W
1,p
0 (Ω) com 0 ≤ u ≤ ak−1, tem-se

Φk(λ,w)−Φk−1(λ,u) =
1
p
‖ w ‖

p
1,p −λ

∫
Ω

F(w)dx−
1
p
‖ u ‖

p
1,p +λ

∫
Ω

F(u)dx

=
1
p
(‖ w ‖

p
1,p − ‖ u ‖

p
1,p)−λ

(∫
Ω

F(w)dx−
∫

Ω
F(u)dx

)

≤
1
p
(‖ w ‖

p
1,p − ‖ u ‖

p
1,p)−λη
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≤
1
p
‖ w ‖

p
1,p −λη < 0,

para λ ≥ λk suficientemente grande.

E daí, para todo u ∈W
1,p
0 (Ω) com 0 ≤ u ≤ ak−1, tem-se que

Φk(λ,w)< Φk−1(λ,u). (4-37)

Agora, sabemos que uk(λ) é solução fraca não-negativa do problema (4-13), e

suponha por contradição, que uk(λ) ∈ Qk−1(λ). Logo, pelo Lema 4.4,

0 ≤ uk(λ)≤ ak−1.

Segue do exposto acima que existe w ∈W
1,p
0 (Ω), tal que,

Φk(λ,w)< Φk−1(λ,uk(λ)). (4-38)

Como uk(λ) ∈ Qk(λ) e uk(λ) é um ponto de mínimo do funcional Φk(λ, ·), segue

que

Φk(λ,uk(λ))≤ Φk(λ,w)< Φk−1(λ,uk(λ)), (4-39)

donde

−λ

∫
Ω

F(uk(λ))dx <−λ

∫
Ω

F(uk(λ))dx, (4-40)

que é um absurdo. Portanto, uk(λ) 6∈ Qk−1(λ).

�

Demonstração do Teorema 4.2: Faça

λ = max
2≤k≤m

λk,

e fixe λ ≥ λ. Utilizando os Lemas 4.3 à 4.6, temos que existem

u1(λ), . . . ,um−1(λ) ∈W
1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω)

soluções fracas do problema (0-3), tais que, uk(λ) é um ponto de mínimo de Φk(λ, ·) e,

a1 <‖ u1(λ) ‖∞≤ a2

a2 <‖ u2(λ) ‖∞≤ a3
...

am−2 <‖ um−2(λ) ‖∞≤ am−1
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am−1 <‖ um−1(λ) ‖∞≤ am.

Portanto, existem pelo menos m− 1 soluções fracas não-negativas do problema

(0-3) satisfazendo

ak <‖ uk(λ) ‖∞≤ ak+1, 2 ≤ k ≤ m.

E isto prova o Teorema 4.2. Fica, então, demonstrada a primeira parte do

Teorema 0.2.

4.2 Demonstração da segunda parte do Teorema 0.2

Note que é suficiente considerar o caso k = 1 e λ = 1. Consideraremos o caso

em que f (0) > 0 e posteriormente removeremos esta hipótese do problema. No roteiro

que se segue, todas as soluções fracas do problema (0-3) são de classe C1 (cf. Lieberman

[25]). Começaremos estabelecendo um princípio do máximo para as soluções fracas do

problema (0-3).

Lema 4.7 Suponha f (0) > 0. Se u ∈ C1(Ω) é uma solução fraca não-negativa do

problema (0-3), então u > 0 em Ω.

Demonstração. A prova será feita por contradição. Suponha que exista x0 ∈ Ω, tal que,

u(x0) = 0,

isto é, u assume mínimo no ponto x0 ∈ Ω. Como ∂Ω é regular, existem y0 ∈ Ω e r > 0,

tais que,

B = Br(y0)⊂ Ω e x0 ∈ ∂B.

Seja g : [0,∞)−→ R uma função contínua estritamente decrescente, tal que,

(i) g(t)≤ f (t), para todo t ∈ [0,∞),

(ii) g(0) = f (0)> 0.

Defina

γ = g
(a1

2

)
:= inf

{
g(s); 0 ≤ s ≤

a1

2

}
,

e para dado ε > 0 arbitrário, seja b : B −→ R definida por

b(x) = ε

(
e−|

x−y0
r |2 − e−1

)
.
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Afirmação 1: Existe ε0 > 0 tal que, para todo ε ∈ (0,ε0),

sup
x∈B

| div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)) |≤ γ. (4-41)

De fato, pelo Lema B.9 (cf. Apêndice), vemos que div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x))

depende essencialmente do valor de ε, logo podemos tomar ε suficientemente pequeno

de tal forma que (4-41) seja satisfeita.

Além disso, observe que b(x)> 0 se x ∈ B e b(x) = 0 se x ∈ ∂B.

Afirmação 2: b é subsolução fraca do problema

{
−∆pu = g(u) em B,

u = 0 em ∂B,
(4-42)

isto é, b satisfaz

∫
B
| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)∇v(x)dx ≤

∫
B

g(b(x))v(x)dx, v ∈W
1,p
0 (B), com v ≥ 0.

De fato, pela Afirmação 1, temos que

−∆pb(x)≤| ∆pb(x) |≤ γ = g
(a1

2

)
. (4-43)

Além disso, como b é uma aplicação contínua, para ε suficientemente pequeno,

tem-se

b(x)≤
a1

2
,

e como g é estritamente decrescente, obtemos

g
(a1

2

)
≤ g

(
b(x)

)
,

donde, por (4-43),

−∆pb(x)≤ g
(

b(x)
)
, x ∈ B. (4-44)

Tomando v∈W
1,p
0 (B) com v≥ 0 e multiplicando ambos os lados da desigualdade

acima por v tem-se

−∆pb(x)v(x)≤ g
(

b(x)
)

v(x), x ∈ B,

e integrando ambos os lados sobre a bola B, vem que

−
∫

B
∆pb(x)v(x)dx ≤

∫
B

g
(

b(x)
)

v(x)dx. (4-45)
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Afirmação 3: −
∫

B
∆pb(x)v(x)dx =

∫
B
| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)∇v(x)dx, v ∈W

1,p
0 (Ω).

De fato, veja que

−∆pb(x) = −div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x))

= −
N

∑
i=1

∂

∂xi

(
| ∇b(x) |p−2 ∂

∂xi
b(x)

)

donde, para toda função v ∈W
1,p
0 (Ω) com v ≥ 0,

−∆pb(x)v(x) =−
N

∑
i=1

∂

∂xi

(
| ∇b(x) |p−2 ∂

∂xi
b(x)

)
v(x).

Integrando ambos os lados da equação acima em B, tem-se que

−
∫

B
∆pb(x)v(x)dx = −

∫
B

N

∑
i=1

∂

∂xi

(
| ∇b(x) |p−2 ∂

∂xi
b(x)

)
v(x)dx

=
N

∑
i=1

−
∫

B

∂

∂xi

(
| ∇b(x) |p−2 ∂

∂xi
b(x)

)
v(x)dx

=
N

∑
i=1

∫
B
| ∇b(x) |p−2 ∂

∂xi
b(x)

∂

∂xi
v(x)dx

=
∫

B
| ∇b(x) |p−2

N

∑
i=1

∂

∂xi
b(x)

∂

∂xi
v(x)dx

=
∫

B
| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)∇v(x)dx, (4-46)

e fica provada a Afirmação 3.

Assim, de (4-45) e (4-46), temos que

∫
B
| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)∇v(x)dx ≤

∫
B

g(b(x))v(x)dx, (4-47)

e, portanto, b é uma subsolução fraca do problema (4-42), ficando provada a Afirmação 2.

Agora, veja que, v ∈W
1,p
0 (Ω). De fato, como v ∈W

1,p
0 (B), então v |∂B= 0. Logo

extenda v à Ω fazendo v = 0 em Ω \B e teremos v |∂Ω= 0, donde v ∈ W
1,p
0 (Ω), como

havíamos afirmado. Daí e do fato de u ser uma solução fraca do problema (0-3), temos

que ∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

f (u)vdx, u,v ∈W
1,p
0 (Ω), v ≥ 0,



4.2 Demonstração da segunda parte do Teorema 0.2 102

logo

∫
B
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
B

f (u)vdx, v ∈W
1,p
0 (B), v ≥ 0, u ∈W 1,p(B). (4-48)

Subtraindo (4-48) de (4-47), obtemos

∫
B
(| ∇b |p−2 ∇b− | ∇u |p−2 ∇u)∇vdx ≤

∫
B
(g(b)− f (u))vdx, v ∈W

1,p
0 (B), v ≥ 0.

Mas, por (i), temos que g(u) ≤ f (u), ∀u, donde − f (u) ≤ −g(u), ∀u, e da

desigualdade acima temos, para toda função v ∈W
1,p
0 (B) com v ≥ 0, que

∫
B
(| ∇b |p−2 ∇b− | ∇u |p−2 ∇u)∇vdx ≤

∫
B
(g(b)−g(u))vdx. (4-49)

Agora, escolha

v = (b−u)+ =

{
b−u, se b > u,

0, se b ≤ u.

Como b,u ∈ W 1,p(B) segue que (b − u) ∈ W 1,p(B) e, por Stampacchia (cf.

Teorema A.13), (b−u)+ ∈W 1,p(B). Além disso, b |∂B= 0 e u ≥ 0 em B, donde

(b−u)+ |∂B= (b |∂B −u |∂B)
+ = 0,

e daí, (b−u)+ ∈W
1,p
0 (B), isto é, v ∈W

1,p
0 (B).

Logo podemos tomar v definido desta forma em (4-49) e encontrar

∫
B
(| ∇b |p−2 ∇b− | ∇u |p−2 ∇u)∇(b−u)+dx ≤

∫
B
(g(b)−g(u))(b−u)+dx,

isto é,

∫
B
(| ∇b |p−2 ∇b− | ∇u |p−2 ∇u)(∇b−∇u)χ{b>u}dx ≤

∫
B
(g(b)−g(u))(b−u)χ{b>u}dx.

Veja, pela desigualdade de Simmons, que a integral do lado esquerdo da desi-

gualdade acima é maior ou igual à 0. Além disso, pelo fato de g ser estritamente decres-

cente, temos que

0≤
∫

B
(|∇b |p−2 ∇b− |∇u |p−2 ∇u)(∇b−∇u)χ{b>u}dx≤

∫
B
(g(b)−g(u))(b−u)χ{b>u}dx≤ 0.

Consequêntemente,

∫
B
(g(b)−g(u))(b−u)χ{b>u}dx = 0,
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donde

(g(b)−g(u))(b−u)χ{b>u} = 0.

Como g é estritamente decrescente, temos que g(b)−g(u) 6= 0 e, daí, b−u = 0

no conjunto B+ = {x ∈ Ω; b(x)> u(x)}, isto é, b = u em B+, o que é impossível. Logo,

B+ é um conjunto de medida nula e, assim

b(x)≤ u(x), q.t.p. em ∈ Ω. (4-50)

Mas, veja que

b(x0) = 0 = u(x0), x0 ∈ ∂B,

donde (u− b)(x0) = 0 e, por (4-50) e pelo Teorema de Vázquez (cf. Teorema B.7 no

Apêndice), temos que
∂

∂ν
(u−b)(x0)< 0,

onde ν é o vetor normal unitário exterior à ∂Ω. Daí

∂

∂ν
u(x0)<

∂

∂ν
b(x0).

Além disso, b(x)> 0, para todo x ∈ B, e b(x0) = 0. Novamente pelo Teorema de

Vázquez, temos que
∂

∂ν
b(x0)< 0.

Logo,
∂

∂ν
u(x0)<

∂

∂ν
b(x0)< 0,

donde

| ∇u(x0) |6= 0, x0 ∈ ∂B,

o que contradiz o fato de u assumir um ponto de mínimo em x0 ∈ Ω e, com isso, não

existe x0 ∈ Ω, tal que, u(x0) = 0. Portanto, u > 0 em Ω. �

Agora, tome R > 0 e considere a bola B = BR(0) tal que Ω ⊂ B. Defina

α : B −→ Ω por

α(x) =

{
u(x), se x ∈ Ω,

0, se x ∈ B\Ω,

onde u é uma solução fraca não-negativa do problema (0-3).

Lema 4.8 Se Ω ⊂ B é um domínio limitado com fronteira suave, então α ∈W
1,p
0 (B).
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Demonstração. Primeiramente, afirmamos que

∂α

∂xi
(x) =





∂u

∂xi
(x), se x ∈ Ω,

0, se x ∈ B\Ω.

Para provar isto, basta mostrar que

∫
B

α
∂ϕ

∂xi
dx =−

∫
B

∂α

∂xi
ϕdx, ϕ ∈C∞

0 (B). (4-51)

De fato, temos que

∫
B

α
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

α
∂ϕ

∂xi
dx+

∫
B\Ω

α
∂ϕ

∂xi
dx

=
∫

Ω
u

∂ϕ

∂xi
dx. (4-52)

Defina o campo vetorial F = (0, ...,uϕ, ...,0) e veja que

divF =
∂u

∂xi
ϕ+u

∂ϕ

∂xi
.

Como u |∂Ω= 0, utilizando o Teorema do Divergente, temos que

∫
Ω

(
∂u

∂xi
ϕ+u

∂ϕ

∂xi

)
dx =

∫
Ω

divFdx =
∫

∂Ω
Fνdx =

∫
∂Ω

uϕνidx = 0,

donde ∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx =−

∫
Ω

∂u

∂xi
ϕdx.

Logo, por (4-52), para todo ϕ ∈C∞
0 (Ω), temos que

∫
B

α
∂ϕ

∂xi
dx =

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
dx

= −
∫

Ω

∂u

∂xi
ϕdx

= −
∫

Ω

∂u

∂xi
ϕdx−

∫
B\Ω

0ϕdx

= −
∫

B

∂α

∂xi
ϕdx,

e (4-51) se verifica.
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Agora, veja que α ∈W
1,p
0 (B). De fato, note que α ∈ Lp(B) pois

∫
B
| α(x) |p dx =

∫
Ω
| u(x) |p dx < ∞

e que ∂α
∂xi

∈ Lp(B), pois

∫
B
|

∂α

∂xi
(x) |p dx =

∫
Ω
|

∂u

∂xi
(x) |p dx < ∞,

e isto implica que α ∈W 1,p(B).

Além disso, observe que

supp(α)⊂ Ω ⊂⊂ B,

pois Ω ⊂ B e Ω é um conjunto compacto. Logo, supp(α) é um conjunto compacto em B,

donde, pelo Lema A.14 (cf. Apêndice), tem-se que α ∈W
1,p
0 (B). �

Com isso, afirmamos que:

Lema 4.9 α é uma subsolução fraca do problema

{
−∆pu = f (u) em B,

u = 0 em ∂B.
(4-53)

Demonstração. Para cada n ∈ IN defina

vn(x) = nmin

{
u(x),

1
n

}
, ∀x ∈ Ω,

onde u é uma solução fraca não-negativa do problema (0-3). Veja que,

vn(x) = n

(
u(x)+ 1

n

2
−

| u(x)− 1
n
|

2

)
=

{
nu(x), se 1

n
> u(x),

1, se u(x)> 1
n
,

(4-54)

e observe que

∂vn

∂xi
(x) =





n
∂u

∂xi
(x), se

1
n
> u(x),

0, se u(x)> 1
n
.

(4-55)
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De fato, derivando a primeira igualdade em (4-54), temos que

∂vn

∂xi
(x) = n

[ ∂u

∂xi
(x)

2
−

∂u

∂xi
(x)

(
u(x)−

1
n

)

2 | u(x)− 1
n
|

]
. (4-56)

Logo, temos dois casos:

Caso 1: u(x)> 1
n
.

Neste caso, temos u(x)− 1
n
> 0, donde | u(x)− 1

n
|= u(x)− 1

n
e por (4-56),

∂vn

∂xi
(x) = 0.

Caso 2: 1
n
> u(x).

Já neste caso, temos u(x)− 1
n
< 0, donde | u(x)− 1

n
|= 1

n
−u(x) =−

(
u(x)− 1

n

)

e novamente por (4-56), tem-se

∂vn

∂xi
(x) = n

[ ∂u

∂xi
(x)

2
−

∂u

∂xi
(x)

(
u(x)−

1
n

)

2(u(x)− 1
n
)

]
= n

2
∂u

∂xi
(x)

2
= n

∂u

∂xi
(x).

E daí, (4-55) se verifica. Assim, temos que

∇vn(x) =

{
n∇u(x), se 1

n
> u(x),

0, se u(x)> 1
n
.

(4-57)

Afirmação 1: ∇u∇v é não-negativo.

De fato, veja que ∇vn = n∇uχ{ 1
n>u}. Logo,

∇u∇vn = ∇u
(

n∇uχ{ 1
n>u}

)
= n | ∇u |2 χ{ 1

n>u} ≥ 0,

e temos o desejado.

Afirmação 2: vn converge para 1 quase sempre em Ω.
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De fato, primeiro veja que | vn(x) |≤ 1, pois vn(x)≥ 0 e

vn(x) = n

(
u(x)+ 1

n

2
−

| u(x)− 1
n
|

2

)

= n

(
| u(x)+ 1

n
|

2
−

| u(x)− 1
n
|

2

)

=
n

2

(
| u(x)+

1
n
| − | u(x)−

1
n
|

)

≤
n

2
| u(x)+

1
n
− (u(x)−

1
n
) |

=
n

2
| u(x)+

1
n
−u(x)+

1
n
|

=
n

2
.2.

1
n

= 1,

ou seja, 0 ≤ vn(x)≤ 1, donde | vn(x) |≤ 1.

Fixe x ∈ Ω. Como u > 0 em Ω, para n suficientemente grande, temos que

nmin
{

u(x),
1
n

}
= n

1
n
= 1,

e, portanto, vn −→ 1 quase sempre em Ω.

Agora, seja w ∈C∞
0 (B) com w ≥ 0.

Afirmação 3: wvn ∈W
1,p
0 (Ω).

Como w∈C∞
0 (B) e C∞

0 (B) é denso em Lp(B), segue que w∈ Lp(B) e ∂w
∂xi

∈ Lp(B),

de modo que temos w ∈ W 1,p(B). Além disso, supp(w) ⊂ B, donde w ∈ L∞(B) e

assim, w ∈ W 1,p(B)∩ L∞(B). Agora, como 0 ≤ vn(x) ≤ 1 para todo x ∈ Ω, tem-se que

vn ∈ L∞(Ω) e, consequêntemente, vn ∈ L∞(B). Além disso, veja que vn ∈ W 1,p(B) e,

assim, vn ∈ W 1,p(B)∩ L∞(B). Logo, pelo Teorema A.11 (cf. Apêndice), tem-se wvn ∈

W 1,p(B)∩L∞(B). Em particular, wvn ∈W 1,p(B) e daí, wvn ∈W 1,p(Ω).

Agora, veja que

supp(wvn)⊂ supp(w)∩ supp(vn)⊂ supp(vn)⊂ Ω.

Como supp(wvn) é um subconjunto fechado de Ω e Ω é limitado, segue que

supp(wvn) é um subconjunto compacto em Ω. Assim, pelo Lema A.14 (cf. Apêndice),

temos que wvn ∈W
1,p
0 (Ω), e fica provada a Afirmação 3.
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Afirmação 4: α é uma subsolução fraca do problema (4-53).

De fato, como u é solução fraca do problema (0-3), temos que

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇ϕdx =

∫
Ω

f (u)ϕdx, ϕ ∈W
1,p
0 (Ω).

Em particular, para ϕ = wvn, temos que

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇(wvn)dx =

∫
Ω

f (u)wvndx,

donde

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u(vn∇w+w∇vn)dx =

∫
Ω

f (u)wvndx,

isto é,

∫
Ω

vn | ∇u |p−2 ∇u∇wdx+
∫

Ω
w | ∇u |p−2 ∇u∇vndx =

∫
Ω

f (u)wvndx.

Como 0 ≤ vn(x) ≤ 1, para todo n ∈ IN e todo x ∈ Ω, utilizando o Teorema da

Convergência Dominada de Lebesgue, temos que

∫
B
| ∇α |p−2 ∇α∇wdx =

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇wdx

= lim
n−→∞

∫
Ω

vn | ∇u |p−2 ∇u∇wdx

= lim
n−→∞

(∫
Ω

f (u)wvndx−
∫

Ω
w | ∇u |p−2 ∇u∇vndx

)

≤ lim
n−→∞

∫
Ω

f (u)wvndx

=
∫

Ω
f (u)wdx

=
∫

B
f (α)wdx.

Além disso, como α ∈ W
1,p
0 (B), temos que α = 0 em ∂B. E, portanto, α é uma

subsolução fraca do problema (4-53). E fica demonstrado o Lema 4.9. �

Teorema 4.10 Suponha que f (0) > 0. Se o problema (0-3) tem uma solução fraca não-

negativa u ∈ L∞(Ω) tal que a1 <‖ u ‖∞≤ a2, então

∫ a2

a1

f (s)ds > 0.
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Demonstração. Defina α como no lema anterior e β(x) = a2, para todo x ∈ B. Veja

que, α e β são, respectivamente, sub e super soluções do problema (4-53). Logo, por

resultados de sub e super solução estudados anteriormente, existe um solução ũ∈W
1,p
0 (B)

do problema (4-53) tal que

α(x)≤ ũ(x)≤ a2, ∀x ∈ B.

Além disso, ũ é uma solução maximal em (a1,a2], isto é, para toda solução

v ∈W
1,p
0 (B) do problema (4-53) com α(x)≤ v(x)≤ a2, tem-se que

α(x)≤ v(x)≤ ũ(x)≤ a2, ∀x ∈ B.

Afirmação 1: ũ é radialmente simétrica, isto é, para todo x1,x2 ∈ B com | x1 |=| x2 |,

tem-se que

ũ(x1) = ũ(x2).

De fato, suponha por contradição, que ũ não é radialmente simétrica. Então,

existem x1,x2 ∈ B com | x1 |=| x2 | tal que

ũ(x1)< ũ(x2). (4-58)

Considere SO(N, IR) o grupo especial ortogonal, isto é, o grupo das matrizes P

de ordem N ×N munido com a operação de produto tais que

PT = P−1 e detP = 1.

Seja P ∈ SO(N, IR) uma matriz N ×N tal que

x2 = Px1.

Defina

u1(x) = ũ(Px), (4-59)

e veja que

∇u1(x) = P∇ũ(Px). (4-60)

Como a aplicação x 7−→ Px é uma isometria, isto é, P satisfaz 〈Px,Py〉 = 〈x,y〉

para todo x,y ∈ B, temos que | Px |=| x | e, consequêntemente,

| ∇u1(x) |=| P∇ũ(Px) |=| ∇ũ(Px) | . (4-61)
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Provaremos agora um resultado que é fundamental para concluirmos a demons-

tração da Afirmação 1.

Afirmação 2: u1 é solução fraca do problema (4-53), isto é, u1 satisfaz

∫
B
| ∇u1(x) |

p−2 ∇u1(x)∇ϕ(x)dx =
∫

B
f (u1(x))ϕ(x)dx, ϕ ∈W

1,p
0 (B).

De fato, defina

φ(x) = ϕ(PT x) ∈W
1,p
0 (B),

e veja que

ϕ(x) = ϕ(PT Px) = φ(Px) e ∇ϕ(x) = P∇φ(Px).

Utilizando o Teorema da Mudança de Variáveis para integrais múltiplas, chega-

mos à

∫
B
| ∇u1(x) |

p−2 ∇u1(x)∇ϕ(x)dx =
∫

B
| ∇ũ(Px) |p−2 P∇ũ(Px)P∇φ(Px)dx

=
∫

B
| ∇ũ(Px) |p−2 ∇ũ(Px)∇φ(Px)dx

=
∫

B
| ∇ũ(y) |p−2 ∇ũ(y)∇φ(y)detPdy

=
∫

B
f (ũ(y))φ(y)dy

=
∫

B
f (ũ(PPT y))φ(PPT y)dy

=
∫

B
f (ũ(Px))φ(Px)detPT dx

=
∫

B
f (u1(x))ϕ(x)dx.

Logo, u1 é solução fraca de (4-53) e, portanto, a Afirmação 2 está demonstrada.

Podemos agora concluir a prova da Afirmação 1.

Com os argumentos acima vemos que o problema (4-53) tem duas subsoluções,

α(x) e u1(x). Defina

u(x) = max{α(x),u1(x)},

e seja β(x) = a2 uma super solução de (4-53). Lembre-se que u é subsolução do problema

(4-53) (cf. Teorema 0.3 do Capítulo 1). Logo, por teoremas de sub e super solução

estudados anteriormente, existe uma outra solução u2 ∈W
1,p
0 (B) do problema (4-53), tal

que,

u(x)≤ u2(x)≤ β(x), ∀x ∈ B.
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Como ũ é uma solução maximal de (4-53) com respeito ao par de sub e super

soluções {α(x),β(x)}, tem-se que

u2(x)≤ ũ(x), ∀x ∈ B,

donde, temos que

ũ(x1)≥ u2(x1)≥ u(x1)≥ u1(x1) = ũ(Px1) = ũ(x2)> ũ(x1),

que é um absurdo. E esta contradição mostra que a solução ũ é uma solução radialmente

simétrica do problema (4-53), ficando provada a Afirmação 1.

Agora, defina u : [0,R)−→ IR+, uma função de classe C1, por

u(r) = ũ(x), ∀x ∈ B,

onde r =| x | e R é o raio da bola B. Usando mudança de variáveis, para todo r ∈ (0,R),

temos que
∂ũ

∂xi
=

du

dr

∂r

∂xi
= u′

∂r

∂xi
= u′

xi

r
, 1 ≤ i ≤ N.

Daí,

∇ũ =

(
∂ũ

∂x1
, . . . ,

∂ũ

∂xN

)
=

(
u′

x1

r
, . . . ,u′

xN

r

)
=

u′

r
(x1, . . . ,xN) =

u′

r
x,

donde

| ∇ũ |=
| u′ |

r
| x |=

| u′ |

r
r =| u′ | .

Agora, para qualquer v ∈C∞
0 (0,R), faça

w(r) =
v(r)

rN−1 , w(0) = 0, ∀r ∈ (0,R),

e

ṽ(x) = v(r), w̃(x) = w(r), ∀x ∈ B.

Como ũ é solução fraca do problema (4-53), temos que

∫
B
| ∇ũ |p−2 ∇ũ∇w̃dx =

∫
B

f (ũ)w̃dx, w̃ ∈C∞
0 (0,R). (4-62)

Mas veja que

∂ũ

∂xi
= u′

xi

r
e

∂w̃

∂xi
= w′ xi

r
, 1 ≤ i ≤ N,
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e assim

∇ũ =
u′

r
(x1, . . . ,xN) =

u′

r
x e ∇w̃ =

w′

r
(x1, . . . ,xN) =

w′

r
x,

donde

∇ũ∇w̃ =
u′

r
x

w′

r
x =

u′w′

r2 | x |2=
u′w′

r2 r2 = u′w′
.

Logo, de (4-62), tem-se que

∫ R

0
| u′ |p−2 u′w′rN−1dr =

∫ R

0
f (u)wrN−1dr. (4-63)

Como w = vr1−N ,

w′ = v′r1−N + v(1−N)r−N =
v′

rN−1 − (N −1)
v

rN

e substituindo esta expressão em (4-63), vem que

∫ R

0
| u′ |p−2 u′v′dr−

∫ R

0

(N −1)
r

| u′ |p−2 u′vdr =
∫ R

0
f (u)vdr, v ∈C∞

0 (0,R).

Logo

∫ R

0
−∂(| u′ |p−2 u′)vdr =

∫ R

0

(
(N −1)

r
| u′ |p−2 u′+ f (u)

)
vdr,

e isto implica que u ∈C1 é uma solução fraca da equação

−∂(| u′ |p−2 u′) =
(N −1)

r
| u′ |p−2 u′+ f (u). (4-64)

Pela continuidade do lado direito da expressão acima, segue que a derivada no

sentido das distribuições ∂ acima coincide com a derivada clássica e, portanto, u é uma

solução clássica da equação (4-64). Agora, como ũ é radialmente simétrica, tem-se que

u′(0) = 0.

Além disso, veja que u(R) é definido quando x ∈ ∂B, e como ũ ∈W
1,p
0 (B) tem-se

ũ |∂B= 0. Logo

u(R) = ũ |∂B= 0.

Portanto, u é uma solução da equação (4-64) sujeita à condição

u′(0) = 0 e u(R) = 0.
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Seja r0 ∈ [0,R) tal que

umax = u(r0) = max{u(r); r ∈ [0,R)}.

Multiplicando ambos os lados de (4-64) por u′ e integrando de r0 à r, temos que

−
∫ r

r0

∂(| u′ |p−2 u′)u′dr =
∫ r

r0

N −1
r

| u′ |p dr+
∫ r

r0

f (u)u′dr. (4-65)

Observe que a derivada dada na primeira integral é

∂(| u′ |p−2 u′) = (p−2) | u′ |p−3 u′

| u′ |
u′′u′+ | u′ |p−2 u′′

= (p−2) | u′ |p−3 | u′ |2

| u′ |
u′′+ | u′ |p−2 u′′

= (p−2) | u′ |p−2 u′′+ | u′ |p−2 u′′

= (p−1) | u′ |p−2 u′′,

donde, em (4-65), tem-se que

−
∫ r

r0

(p−1) | u′ |p−2 u′u′′dr =
∫ r

r0

N −1
r

| u′ |p dr+
∫ r

r0

f (u)u′dr,

e assim, para todo r ∈ (0,R),

−

(∫ r

r0

(p−1) | u′ |p−2 u′u′′dr+(N −1)
∫ r

r0

| u′ |p

r
dr

)
=

∫ r

r0

f (u)u′dr. (4-66)

Como umax = u(r0) é maior que a1, podemos escolher r ∈ (0,R), tal que,

u(r) = a1.

Assim, fazendo s = u na integral do lado direito da igualdade acima, temos

ds = u′dr e utilizando o Teorema da Mudança de Variáveis para integrais, segue que

∫ r

r0

f (u)u′dr =
∫ u(r)

u(r0)
f (s)ds =

∫ a1

umax

f (s)ds.

De mesmo modo, fazendo s = u′ na primeira integral do lado esquerdo da

igualdade acima, temos ds = u′′dr e, novamente pelo Teorema da Mudança de Variáveis

para integrais, temos que

∫ r

r0

| u′ |p−2 u′u′′dr =
∫ u′(r)

u′(r0)
| s |p−2 sds =

∫ u′(r)

0
| s |p−2 sds,
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donde, por (4-66)

∫ a1

umax

f (s)ds =−

(
(p−1)

∫ u′(r)

0
| s |p−2 sds+(N −1)

∫ r

r0

| u′ |p

r
dr

)
< 0,

e esta equação implica que

∫ umax

a1

f (s)ds > 0.

Como umax ∈ (b1,a2] e

{
f (s) ≤ 0 se a1 < s ≤ b1,

f (s) ≥ 0 se umax ≤ s ≤ a2,
(4-67)

temos que

∫ a2

a1

f (s)ds =
∫ b1

a1

f (s)ds+
∫ umax

b1

f (s)ds+
∫ a2

umax

f (s)ds

≥
∫ umax

a1

f (s)ds > 0.

Portanto

∫ a2

a1

f (s)ds > 0,

e com isto fica provado o Teorema 4.10. �

4.3 Algumas Observações

Faremos aqui algumas observações sobre fatos considerados nas seções anterio-

res sem demonstrações prévias. Nesta seção provaremos alguns desses resultados.

Observação 4.11 A condição f (0)> 0 pode ser removida do Teorema 4.10.

Suponha que f (0) ≤ 0 e que o problema (0-3) tem uma solução fraca não-

negativa u ∈W
1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) satisfazendo a1 <‖ u ‖∞≤ a2. Defina uma função contínua

f̃ da seguinte forma:

f̃ (0)> 0

e

f̃ (s) =

{
≥ f (s), se 0 ≤ s ≤ a1,

f (s), se a1 ≤ s < ∞.
(4-68)
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Afirmação 1: u é subsolução fraca do problema

{
−∆pu = f̃ (u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(4-69)

De fato, como u é solução fraca do problema (0-3), temos que

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

f (u)vdx, v ∈W
1,p
0 (Ω). (4-70)

Mas, pela definição de f̃ , para todo s ∈ [0,∞), tem-se

f (s)≤ f̃ (s),

donde, por (4-70),

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

f (u)vdx ≤
∫

Ω
f̃ (u)vdx, v ∈W

1,p
0 (Ω), v ≥ 0. (4-71)

Além disso,

u = 0, em ∂Ω,

e, portanto, u é subsolução fraca do problema (4-69).

Como fizemos anteriormente, vamos considerar β(x) = a2 como uma super

solução do problema (4-69) e, assim, (4-69) tem um par de sub e super soluções

{u(x),a2}. Logo, por teoremas de sub e super solução estudados anteriormente, existe

uma solução fraca ũ ∈W
1,p
0 (Ω) do problema (4-69) tal que

u ≤ ũ ≤ a2, q.t.p. em Ω.

Agora, procedendo como na demonstração do Teorema 4.10 com f̃ no lugar de

f , temos que ∫ a2

a1

f (s)ds =
∫ a2

a1

f̃ (s)ds > 0,

o que prova a observação 4.11.

�

Veja que na observação anterior e no Teorema 4.10 consideramos somente o

caso 0 < a1 < b1 < a2. Estudaremos, agora, o caso em que 0 = a1 < b1 < a2.



4.3 Algumas Observações 116

Observação 4.12 Sejam a,b ∈ IR positivos tais que a < b e f : [0,b] −→ IR uma função

contínua satisfazendo f (0) = 0, f (a) = f (b) = 0 e

{
f (s)< 0, se 0 < s < a,

f (s)> 0, se a < s < b.
(4-72)

Suponha que o problema

{
−∆pu = f (u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω,
(4-73)

tem uma solução fraca não-negativa u ∈W
1,p
0 (Ω)∩L∞(Ω) tal que a <‖ u ‖∞≤ b. Então,

∫ b

0
f (s)ds ≥ 0.

Demonstração. Seja ε < a um número positivo suficientemente pequeno. Defina uma

função contínua g : [0,b]−→ IR satisfazendo





g(s) = 1, se s = 0

g(s)> 0, se 0 < s < ε

f (s)≤ g(s)< 0, se ε < s < a

g(s) = f (s), se a ≤ s ≤ b

(4-74)

e, para cada n ∈ IN, suponha que g satisfaz

∫ a

ε
g(s)ds <

∫ a

0
f (s)+

1
n
. (4-75)

Afirmação 1: u é subsolução fraca do problema

{
−∆pu = g(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(4-76)

De fato, como u é solução fraca do problema (0-3), temos que

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

f (u)vdx, v ∈W
1,p
0 (Ω).

Mas, pela definição de g, para todo s ∈ [0,b],

f (s)≤ g(s),
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donde

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

f (u)vdx ≤
∫

Ω
g(u)vdx, v ∈W

1,p
0 (Ω) com v ≥ 0.

Além disso, u |∂Ω= 0. Logo, u é subsolução fraca do problema (4-76).

Como na observação anterior, vamos considerar β(x) = b uma super solução do

problema (4-76) e assim este problema tem um par de sub e super soluções {u(x),b}.

Logo, por teoremas de sub e super solução estudados anteriormente, existe uma solução

fraca ũ ∈W
1,p
0 (Ω) do problema (4-76) tal que

u ≤ ũ ≤ b, q.t.p. em Ω.

Como g(0)> 0 e como existe uma solução fraca ũ de (4-76), tal que, a <‖ ũ ‖∞≤

b, pelo Teorema 4.10, temos que

∫ b

ε
g(s)ds > 0. (4-77)

Por (4-75) e (4-77), temos que

∫ b

0
f (s)ds+

1
n

=
∫ a

0
f (s)ds+

1
n
+

∫ b

a
f (s)ds

>

∫ a

ε
g(s)ds+

∫ b

a
f (s)ds

=
∫ a

ε
g(s)ds+

∫ b

a
g(s)ds

=
∫ b

ε
g(s)ds > 0,

isto é, ∫ b

0
f (s)ds+

1
n
> 0, (4-78)

e, portanto, ∫ b

0
f (s)ds ≥ 0. (4-79)

E a observação 4.12 fica demonstrada. �

No caso em que f (0) = −∞, o problema (0-3) é chamado semipositone infinito

e foi estudado em 2003 por [14] para o operador laplaciano, no caso em que f é uma

função Hölder-contínua positiva em Ω × (0,∞), não-decrescente na segunda variável,

sub-linear e satisfaz certas condições de crescimento e suavidade. No trabalho em ques-

tão, sob certas condições, eles mostram a existência ou não existência de soluções para
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o problema semipositone considerado. Além disso, o Teorema 4.10 e a observação 4.12

podem ser usados para provar um de seus resultados principais, no caso em que as fun-

ções do sistema semipositone considerado não dependem do valor de x. Em nosso estudo

substituímos o problema do tipo laplaciano por um do tipo p-laplaciano e removemos

algumas hipóteses sobre condições de crescimento e suavidade, tornando nosso problema

um pouco mais geral. O próximo resultado dá uma idéia deste fato para o nosso caso.

Seja g : [0,∞)−→ (0,∞) uma função contínua satisfazendo

lim
s−→0+

g(s) = ∞,

e seja h : [0,∞)−→ [0,∞) uma função contínua. Defina uma função contínua f da seguinte

forma

f (s) = h(s)−g(s),

e suponha que exista um único s0 > 0, tal que, f satisfaz

f (s) =

{
≤ 0, se 0 ≤ s ≤ s0,

≥ 0, se s0 ≤ s < ∞.
(4-80)

Observação 4.13 Se

∫ s0

0
g(s)ds = ∞, então, o problema





−∆pu+g(u) = h(u) em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(4-81)

não tem solução fraca não-negativa em L∞(Ω).

Demonstração. Suponha, por contradição, que exista uma solução fraca não-negativa u

para o problema (4-81) tal que u ∈ L∞(Ω). Então,

M =‖ u ‖∞< ∞.

Afirmação 1: M > s0.

De fato, suponha o contrário, isto é, que M ≤ s0. Como u é solução fraca de

(4-81), temos que

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω
(h(u)−g(u))vdx, v ∈W

1,p
0 (Ω).
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Em particular, para v = u,

∫
Ω
| ∇u |p dx =

∫
Ω
(h(u)−g(u))udx. (4-82)

Como M =‖ u ‖∞≤ s0, segue que 0 ≤ u ≤ s0, donde h(u)− g(u) ≤ 0, pois pela

definição de f , tem-se h(s)−g(s)≤ 0, para todo 0 ≤ s ≤ s0. Logo, por (4-82) e pelo fato

de u > 0 em Ω, tem-se que

0 ≤
∫

Ω
| ∇u |p dx =

∫
Ω
(h(u)−g(u))udx =

∫
M≤s0

(h(u)−g(u))udx ≤ 0,

donde ∫
Ω
| ∇u |p dx = 0.

Pela desigualdade de Poincaré-Sobolev, existe c > 0 constante, tal que,

1
c

∫
Ω
| u |p dx ≤

∫
Ω
| ∇u |p dx = 0.

Logo, | u |≤ 0 q.t.p. em Ω, donde u = 0 q.t.p. em Ω, o que é impossível, pois

contraria as hipóteses do problema (4-81). Portanto, temos que M > s0, como havíamos

afirmado anteriormente.

Agora, defina uma função contínua f : [0,∞)−→ (0,∞) tal que

f (s) =





h(s)−g(s), se 0 < s < M,

≥ 0, se M < s < M+1,

0, se M+1 < s,

(4-83)

e considere uma sequência de funções ( fn)n∈IN , com fn : [0,∞)−→ [0,∞), tais que,





fn(s) = 0, se s = 0,

f (s)≤ fn(s)≤ 0, se 0 < s ≤ 1
n
,

fn(s) = f (s), se 1
n
< s < ∞.

(4-84)

Como u ≤ M q.t.p. em Ω (pois M =‖ u ‖∞) segue que

Afirmação 2: Para todo n ∈ IN, u é subsolução fraca do problema

{
−∆pu = fn(u) em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(4-85)
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De fato, como u é solução fraca do problema (0-3), temos que

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

f (u)vdx, v ∈W
1,p
0 (Ω).

Mas por (4-84) temos, para todo n ∈ IN e para todo s ∈ [0,∞), que

f (s)≤ fn(s),

donde ∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx =

∫
Ω

f (u)vdx ≤
∫

Ω
fn(u)vdx, v ∈W

1,p
0 (Ω).

Além disso, u |∂Ω= 0. Portanto, u é subsolução fraca do problema (4-85).

De modo similar ao Teorema 4.10, tomaremos β(x) = M + 1 como uma super

solução de (4-85). Assim, por teoremas de sub e super solução já estudados, podemos

garantir a existência de uma solução fraca un ∈W
1,p
0 (Ω) de (4-85) tal que

u ≤ un ≤ M+1, q.t.p. em Ω.

Logo, pela observação 4.12, temos que

∫ M+1

0
fn(s)ds ≥ 0,

isto é, ∫ s0

0
fn(s)ds+

∫ M+1

s0

fn(s)ds ≥ 0,

donde ∫ M+1

s0

fn(s)ds ≥
∫ s0

0
− fn(s)ds.

Veja que, para todo n ∈ IN,

∫ s0

0
− fn(s)ds ≤

∫ M+1

s0

fn(s)ds =
∫ M+1

s0

f (s)ds.

Por outro lado,

− fn(s)
n−→∞
−→ − f (s) = g(s)−h(s), ∀s ∈ (0,s0).

Além disso, note que para todo s∈ (0,s0), − fn(s)≥ 0. Logo, pelo Lema de Fatou

(cf. Lema A.2 no Apêndice),

∫ s0

0
− f (s)ds ≤ liminf

n−→∞

∫ s0

0
− fn(s)ds.
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Donde, temos que

∫ s0

0
(g(s)−h(s))ds =

∫ s0

0
− f (s)ds

≤ liminf
n−→∞

∫ s0

0
− fn(s)ds

≤ liminf
n−→∞

∫ M+1

s0

f (s)ds

=
∫ M+1

s0

f (s)ds

= C,

onde C =
∫ M+1

s0

f (s)ds < ∞ é uma constante. Logo,

∫ s0

0
(g(s)−h(s))ds < ∞,

e daí ∫ s0

0
g(s)ds < ∞,

que é um absurdo por hipótese.

Portanto, não existe solução fraca não-negativa u ∈ L∞(Ω) do problema elíptico

quasilinear (4-81). Fica demonstrada a observação 4.13. �

Concluímos aqui este capítulo.



APÊNDICE A
Espaços de Lebesgue e de Sobolev

Neste apêndice vamos apresentar alguns resultados importantes sobre Espaços

de Lebesgue e Espaços de Sobolev que foram utilizados com frequência neste trabalho.

Teorema A.1 (Desigualdade de Simmons) Sejam x,y ∈ IRN e 〈·, ·〉 o produto escalar

natural em IRN . Então,

〈| x |p−2 x− | y |p−2 y,x− y〉 ≥





cp | x− y |p, se p ≥ 2,

cp
| x− y |2

(| x |+ | y |)2−p
, se 1 ≤ p ≤ 2.

(A-1)

Demonstração: (cf. Peral [29], p. 80).

Lema A.2 (Fatou) Seja ( fn) uma sequência de funções em L1(Ω), tais que, fn ≥ 0 q.t.p.

em Ω, para todo n ∈ IN e supn

∫
Ω fn < ∞. Se, para todo x ∈ Ω, f (x) = liminfn−→∞ fn(x)≤

+∞, então f ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

f dx ≤
∫

Ω
(liminf

n−→∞
fn)dx.

Demonstração: (cf. Brézis [4], p. 90).

Teorema A.3 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja ( fn) uma

sequência de funções integráveis satisfazendo:

(i) fn(x)−→ f (x), q.t.p. em Ω;

(ii) Existe uma função g ∈ L1(Ω), tal que, para todo n, | fn(x) |≤ g(x), q.t.p. em Ω.

Então, f ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

f (x)dx = lim
∫

Ω
fn(x)dx.

Demonstração: (cf. Brézis [4], p. 90).

Teorema A.4 Sejam ( fn) uma sequência em Lp(Ω) e f ∈ Lp(Ω), tais que, ‖ fn − f ‖p−→

0. Então, existe uma subsequência ( fnk
)⊆ ( fn) e uma função h ∈ Lp(Ω), tais que,

(i) fnk
(x)−→ f (x), q.t.p. em Ω;
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(ii) | fnk
(x) |≤ h(x), ∀k, q.t.p. em Ω.

Demonstração: (cf. Brézis [4], p. 94).

Teorema A.5 (Teorema da Representação de Riesz) Seja 1 < p < ∞ e seja φ ∈

(Lp(Ω)∗). Então, existe uma única função u ∈ Lp′(Ω) tal que

〈φ, f 〉=
∫

Ω
u f dx, ∀ f ∈ Lp(Ω).

Além disso,

‖ u ‖p′=‖ φ ‖(Lp(Ω)∗) .

Demonstração: (cf. Brézis [4], p. 97).

Teorema A.6 (Desigualdade de Hölder) Seja f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞.

Então, f g ∈ L1(Ω) e

∫
Ω
| f g | dx ≤

(∫
Ω
| f |p dx

) 1
p
(∫

Ω
| g |q dx

) 1
q

onde 1
p
+ 1

q
= 1.

Demonstração: (cf. Brézis [4], p.92).

Teorema A.7 (Desigualdade de Poincaré-Sobolev) Seja Ω ⊂ IRN um domínio limitado.

Então existe uma constante c = c(p), tal que, para todo u ∈W
1,p
0 (Ω), tem-se

∫
Ω
| u |p dx ≤ c

∫
Ω
| ∇u |p dx.

Demonstração: (cf. Adams [1], p. 184).

Teorema A.8 (Mudança de Variáveis para Integrais Múltiplas) Seja X ⊆ IRN um con-

junto aberto e g : X −→ IRN uma função continuamente diferenciável injetiva, tal que,

detg′(x) 6= 0 para todo x ∈ X. Se f : g(X)−→ R é integrável, então

∫
g(X)

f dy =
∫

X
( f ◦g) | detg′ | dx.

Demonstração: (cf. Rudin [31], p. 23).

A seguir definiremos o surporte de uma função mensurável. Em primeiro lugar

lembramos que se u : Ω −→ IR é contínua o suporte de u é definido da seguinte forma

supp(u) = {x ∈ Ω; u(x) 6= 0}.



Apêndice A 124

Definição A.9 (Suporte de uma função mensurável) Seja Ω ⊆ IRN um aberto e u :

Ω −→ IR uma função mensurável. Definimos o suporte de u como sendo

Ω\ω,

onde

ω =
⋃
i∈I

ωi

sendo (ωi)i∈I a família de todos os abertos de Ω, tal que, para cada i ∈ I, u = 0 q.t.p. em

ωi.

Teorema A.10 Sejam u,v : Ω −→ R mensuráveis. Se λ ∈ IR é não nulo então:

(i) supp(u+ v)⊂ supp(u)∪ supp(v).

(ii) supp(uv)⊂ supp(u)∩ supp(v).

(iii) supp(λu) = λsupp(u).

Demonstração: (cf. Medeiros & Miranda [27], p. 2).

Consideremos W 1,p(Ω), com 1 < p < ∞, o espaço usual de Sobolev equipado

com a norma

‖ u ‖1,p= (‖ u ‖p
p + ‖ ∇u ‖p

p)
1
p

e seja W
1,p
0 (Ω) o subespaço fechado e convexo de W 1,p(Ω) dado por

W
1,p
0 (Ω) = {u ∈W 1,p(Ω);u |∂Ω= 0}

Teorema A.11 (Derivação do Produto) Sejam u,v ∈W 1,p(Ω)∩L∞(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞.

Então, uv ∈W 1,p(Ω)∩L∞(Ω) e

∂

∂xi
(uv) =

∂u

∂xi
v+u

∂v

∂xi
, 1 ≤ i ≤ N.

Demonstração: (cf. Brézis [4], p. 269).

Teorema A.12 (Densidade) Suponha que Ω é de classe C1, e seja u ∈ W 1,p(Ω) com

1 ≤ p < ∞. Então, existe uma sequência (un) de C∞
0 (R

N) tal que un |Ω−→ u em W 1,p(Ω).

Em outras palavras, a restrição à Ω de funções em C∞
0 (R

N) formam um subespaço denso

de W 1,p(Ω)

Demonstração: (cf. Brézis [4], p. 27).
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Teorema A.13 (Stampacchia) Seja θ(t), −∞ < t < ∞, uma função linear por partes

cujas derivadas tem descontinuidades em {a1, . . . ,aM} e seja u ∈ W 1,m(Ω), 1 ≤ m ≤ ∞.

Então. θ(u) ∈W 1,m(Ω) e

θ(u)xi
= θ′(u)uxi

(no sentido das distribuições). (A-2)

Além disso, se θ(0) = 0, tem-se θ(u) ∈ W
1,m
0 (Ω). Em (A-2) ambos os lados são nulos

quando x ∈
⋃

j{y;u(y) = a j}. Em particular, u+, | u |∈W 1,m(Ω).

Demonstração: (cf. Kinderlehrer & Stampacchia [18], p. 54).

Lema A.14 Seja u ∈ W 1,p(Ω) com 1 ≤ p < ∞ e assuma que supp(u) é um subconjunto

compacto de Ω. Então, u ∈W
1,p
0 (Ω).

Demonstração: (cf. Brézis [4], p.288).

Definição A.15 Dizemos que um dominio Ω satisfaz a propriedade do cone se para

qualquer x∈Ω, existe um cone limitado Cx, com vértice em x, tal que, Cx está inteiramente

contido em Ω.

Definição A.16 Dizemos que um domínio Ω satisfaz a propriedade de lipschitz local se

existe uma cobertura localmente finita O por abertos U, tais que, O∩U são gráficos de

funções uniformemente lipschitzianas.

Teorema A.17 (Imersões Contínuas de Sobolev) Sejam Ω ⊆ R
n um domínio satisfa-

zendo a propriedade do cone, m ≥ 0 inteiro e 1 ≤ p < ∞. Então, para qualquer j ≥ 0

as imersões abaixo são contínuas:

(i) Se m <
n

p
, W j+m,p(Ω) →֒W j,q(Ω), onde p ≤ q ≤

np

n−mp
;

(ii) Se m =
n

p
, W j+m,p(Ω) →֒W j,q(Ω), onde p ≤ q ≤ ∞;

(iii) Se
n

p
< m, W j+m,p(Ω) →֒ C

j
B(Ω), onde C

j
B(Ω) = {u ∈ C j(Ω);Dαu ∈ L∞(Ω), | α |≤

j};

(iv) Se m−1 <
n

p
< m e Ω tem a propriedade de lipschitz local, então,

W j+m,p(Ω) →֒C j+λ(Ω), onde 0 < λ ≤ m−
n

p
.

Demonstração: (cf. Figueiredo [12], Adams [1]).

Teorema A.18 (Rellich-Kondrachov) Sejam Ω ⊆R
n um domínio satisfazendo a propri-

edade do cone, m ≥ 1 inteiro e 1 ≤ p < ∞. Então, para qualquer j ≥ 0 as imersões abaixo

são compactas:
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(i) Se m <
n

p
, W j+m,p(Ω) →֒W j,q(Ω), onde 1 ≤ q ≤

np

n−mp
;

(ii) Se m =
n

p
, W j+m,p(Ω) →֒W j,q(Ω), onde 1 ≤ q ≤ ∞;

(iii) Se
n

p
< m, W j+m,p(Ω) →֒C

j
B(Ω), onde e W j+m,p(Ω) →֒W j,q(Ω), onde 1 ≤ q ≤ ∞;

(iv) Se
n

p
< m e Ω tem a propriedade de lipschitz local, então,

W j+m,p(Ω) →֒C j(Ω).

(v) Se m−1 <
n

p
< m e Ω tem a propriedade de lipschitz local, então,

W j+m,p(Ω) →֒C j+λ(Ω), onde 0 < λ ≤ m−
n

p
.

Em particular, se n = (m−1)p, então, W j+m,p(Ω) →֒C j+λ(Ω), para 0 < λ < 1.

Demonstração: (cf. Figueiredo [12], Adams [1]).



APÊNDICE B
Equações Lineares e Quasilineares

Neste apêndice apresentamos alguns resultados sobre EDP e Equações Lineares

e Quasilineares que utilizamos frequêntemente durante a elaboração deste trabalho.

Teorema B.1 (do Divergente) Sejam ϕ1, . . . ,ϕn n funções C1, definidas em uma vizi-

nhança aberta O de Ω tomando valores em C; seja ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . ,ϕn(x)). Temos

∫
Ω

divϕdx =
∫

∂Ω
ϕ ·νdσ.

Demonstração: (cf. Treves [36], p. 78).

Teorema B.2 (Idêntidades de Green) Sejam Ω ⊂ IRN um domínio onde vale o Teorema

do Divergente e u,v ∈C2(Ω). Então, valem as seguintes idêntidades

∫
Ω

u∆vdx =−
∫

Ω
∇u∇vdx+

∫
∂Ω

u
∂v

∂ν
dσ

e ∫
Ω
(u∆v− v∆u)dx =

∫
∂Ω

(
u

∂v

∂ν
− v

∂u

∂ν

)
dσ.

Demonstração: (cf. Folland [13], p. 69).

Teorema B.3 (Princípio do Máximo Forte) Se u ∈C2(Ω)
⋂

C(Ω) satisfaz

{
−∆u = f ≥ 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(B-1)

então, u ≥ 0 em Ω.

Demonstração: (cf. Han & Lin [16], p. 28).

Teorema B.4 Seja Ω ⊂ R
n um domínio de classe C1. Se f ∈ Lp(Ω) e ϕ ∈ W 2,p(Ω),

1 < p < ∞, então, o problema de Dirichlet

{
−∆u = f em Ω,

u = ϕ em ∂Ω.
(B-2)
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tem uma única solução u ∈W 2,p(Ω).

Demonstração: (cf. Gilbarg & Trudinger [15], p. 241).

Teorema B.5 Suponha que as hipóteses do Teorema B.4 sejam satisfeitas. Então, existe

uma constante c > 0, tal que,

‖ u ‖2,p≤ c ‖ u ‖p,

para todo u ∈W 2,p(Ω)∩W
1,p
0 (Ω).

Demonstração: (cf. Gilbarg & Trudinger [15], p. 241).

Teorema B.6 (Schauder) Suponha que Ω ∈C2,α é um domínio limitado com 0 < α < 1.

Então, para todo f ∈Cα(Ω), existe uma única solução u ∈C2,α(Ω) do problema

{
−∆u+u = f em Ω,

u = 0 em ∂Ω.
(B-3)

Além disso, se Ω ∈Cm+2,α (m ≥ 1 inteiro) e se f ∈Cm,α(Ω), então

u ∈Cm+2,α(Ω) e ‖ u ‖Cm+2,α≤ c ‖ f ‖Cm,α .

Demonstração: (cf. Brézis [4] p. 317).

Teorema B.7 (Vázquez) Seja u ∈ C1(Ω), tal que, ∆pu ∈ L2
loc(Ω), u ≥ 0 q.t.p. em Ω,

∆pu ≤ g(u) q.t.p. em Ω com g : [0,∞) −→ IR contínua, não-decrescente, g(0) = 0 e

g(s) = 0 para algum s > 0 ou g(s) > 0, para todo s > 0. Então, u não é idênticamente

nula em Ω e u > 0 em todo Ω.

Além disso, se u ∈C1(Ω∪{x0}) para x0 ∈ ∂Ω, Ω satisfaz a condição da esfera interior e

u(x0) = 0, então
∂u

∂ν
(x0)> 0.

Demonstração: (cf. Vázquez [37], p. 200).

Lema B.8 (Hopf) Seja Ω ⊂ IRN um domínio limitado com fronteira ∂Ω suave. Seja

u ∈C1(Ω) satisfazendo





−div(| ∇u |p−2 ∇u) ≥ 0 em Ω (Sentido Fraco),

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω.

(B-4)

Então,
∂u

∂ν
(x0)< 0 para x0 ∈ ∂Ω, onde ν denota o vetor normal unitário exterior à ∂Ω.
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Demonstração: (cf. Sakaguchi [32], p. 417).

Lema B.9 Seja Ω ⊂ IRN um domínio limitado e suponha que existam r > 0 e y ∈ Ω, tal

que, B = Br(y)⊂ Ω. Para dado ε > 0 arbitrariamente pequeno, defina em B a função

b(x) = ε(e−| x−y
r |2 − e−1).

Então,

div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)) = εp−1
( 2

r2

)p−1

e−(p−1)| x−y
r |2 | x− y |p−2 (c | x− y |2 −N),

onde c = c(p,r) é uma constante. Além disso, para ε suficientemente pequeno, temos que

| div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)) |≤ γ,

onde γ é a constante dada no Lema 4.7.

Demonstração. Primeiramente, veja que as derivadas parciais de b são dadas por

∂b

∂xi
(x) = −εe−| x−y

r |2 ∂

∂xi

(
|

x− y

r
|2
)

= −εe−| x−y
r |2 ∂

∂xi

(
N

∑
i=1

(xi − yi

r

)2
)

= −εe−| x−y
r |2

N

∑
i=1

∂

∂xi

(xi − yi

r

)2

= −εe−| x−y
r |22

xi − yi

r

1
r

= −
2ε

r2 e−| x−y
r |2(xi − yi).

Daí, temos que

∇b(x) = −
2ε

r2 e−| x−y
r |2(x1 − y1

, . . . ,xN − yN)

= −
2ε

r2 e−| x−y
r |2(x− y)

e veja que

| ∇b(x) |=
2ε

r2 e−| x−y
r |2 | x− y | .

Logo,

| ∇b(x) |p−2=

(
2ε

r2

)p−2

e−(p−2)| x−y
r |2 | x− y |p−2
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e daí, temos que

| ∇b(x) |p−2 ∇b(x) =−

(
2ε

r2

)p−1

e−(p−1)| x−y
r |2 | x− y |p−2 (x− y).

Agora, veja que

div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)) =−

(
2ε

r2

)p−1( ∂

∂x1

(
e−(p−1)| x−y

r |2 | x− y |p−2 (x1 − y1)
)
+ . . .

. . .+
∂

∂xN

(
e−(p−1)| x−y

r |2 | x− y |p−2 (xN − yN)
))

.

Observe que

∂

∂xi

(
e−(p−1)| x−y

r |2 | x− y |p−2 (xi − yi)
)
=−e−(p−1)| x−y

r |2 | x− y |p−2 (c(xi − yi)2 −1),

onde a constante c em questão é dada por c =
2(p−1)

r2 − (p−2). Logo, temos que

div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)) = −

(
2ε

r2

)p−1(
−e−(p−1)| x−y

r |2 | x− y |p−2
(

c
N

∑
i=1

(xi − yi)2 −N
))

=

(
2ε

r2

)p−1

e−(p−1)| x−y
r |2 | x− y |p−2

(
c | x− y |2 −N

)

= εp−1
(

2
r2

)p−1

e−(p−1)| x−y
r |2 | x− y |p−2 (c | x− y |2 −N)

E provamos a primeira parte do lema.

Para provar a segunda parte do lema veja que, pelo fato de Ω ser limitado, B é

compacto. Além disso, a função

x
G

7−→

(
2
r2

)p−1

e−(p−1)| x−y
r |2 | x− y |p−2 (c | x− y |2 −N)

é contínua em B. Como B é compacto e G é contínua em B, segue que G é limitada e para

ε suficientemente pequeno, temos que

| εp−1G(x) |≤ γ, ∀x ∈ B,
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Pelo que expomos acima, obtemos

div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)) = εp−1G(x), ∀x ∈ B,

para ε suficientemente pequeno, e daí, tem-se que

| div(| ∇b(x) |p−2 ∇b(x)) |≤ γ,

e temos o desejado. �



APÊNDICE C
Minimização de Funcionais Energia

Neste apêndice estudaremos a regularidade dos funcionais energia que aparecem

neste trabalho. Consideramos dois casos:

Caso 1: A função f : [0,∞)−→ IR é contínua e 1 < p < ∞.

Caso 2: A função f : [0,∞)−→ IR é C1 e p = 2.

Observamos que no Caso 1 a função truncada fk é contínua e no Caso 2 a função

truncada fk é C1.

Estudo do Caso 1:

Lema C.1 Suponha que f : [0,∞)−→ IR é contínua e 1 < p < ∞. Então o funcional

Φk(λ,u) =
1
p
‖ u ‖

p
1,p −λ

∫
Ω

Fk(u)dx, u ∈W
1,p
0 (Ω),

pertence a C1(W
1,p
0 (Ω), IR) e sua derivada de Fréchet é dada por

〈Φ
′

k(λ,u),v〉=
∫

Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx, u,v ∈W
1,p
0 (Ω).

Demonstração. De fato, pela definição da derivada de Fréchet, temos que

〈Φ
′

k(λ,u),v〉= lim
t−→0

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)

t
.

Veja que,

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u) =
1
p

∫
Ω
(| ∇(u+ tv) |p − | ∇u |p)dx−λ

∫
Ω
(Fk(u+ tv)−Fk(u))dx
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donde

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)

t
=

1
p

∫
Ω

| ∇(u+ tv) |p − | ∇u |p

t
dx−λ

∫
Ω

Fk(u+ tv)−Fk(u)

t
dx

Agora, defina φ : [0, t]−→ IR por

φ(s) =| ∇(u+ sv) |p .

Veja que, f é diferenciálvel em [0, t] e tem derivadas dadas por

φ
′
(s) = p | ∇(u+ sv) |p−1 ∇(u+ sv)

| ∇(u+ sv) |
∇v = p | ∇(u+ sv) |p−2 ∇(u+ sv)∇v

Como φ é contínua, pelo Teorema do Valor Médio, existe c = c(t), com

min{0, t} ≤ c ≤ max{0, t}, tal que,

φ(t)−φ(0) = φ
′
(c)t.

donde, temos que

| ∇(u+ tv) |p − | ∇u |p= (p | ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇v)t,

e daí

| ∇(u+ tv) |p − | ∇u |p

t
= p | ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇v. (C-1)

Veja que c −→ 0 quando t −→ 0, logo temos que ∇(u+ cv)−→ ∇u q.t.p. em Ω.

Além disso,

| ∇(u+ cv) |≤| ∇u |+ | c || ∇v |,

onde h =| ∇u |+ | c || ∇v | é uma função em Lp(Ω). Daí,

p | ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇v −→ p | ∇u |p−2 ∇u∇v, q.t.p. em Ω

e

| p | ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇v |= p | ∇(u+ cv) |p−1| ∇v |≤ php−1 | ∇v |∈ L1(Ω),

donde, pelo Teorema de Lebesgue

∫
Ω

p | ∇u |p−2 ∇u∇vdx = lim
t−→0

∫
Ω

p | ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇vdx.
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Agora, defina ϕ : [0, t]−→ IR por

ϕ(s) = Fk(u+ sv).

Veja que ϕ é diferenciável em [0, t] e tem derivadas dadas por

ϕ
′
(s) = F

′

k(u+ sv)v = fk(u+ sv)v.

Como ϕ é contínua, pelo Teorema do Valor Médio, existe c0 = c0(t), com

min{0, t} ≤ c0 ≤ max{0, t} tal que

ϕ(t)−ϕ(0) = ϕ
′
(c0)t,

donde, temos que

Fk(u+ tv)−Fk(u) = fk(u+ c0)tv,

e daí

Fk(u+ tv)−Fk(u)

t
= fk(u+ c0)v. (C-2)

Veja que c0 −→ 0 quando t −→ 0 logo, pela continuidade de fk, temos que

fk(u+ c0v)v −→ fk(u)v, q.t.p. em Ω,

e como fk é limitada, existe M > 0 constante tal que

| fk(u+ c0v)v |≤ M | v |∈ Lp(Ω).

Novamente pelo Teorema de Lebesgue,

∫
Ω

fk(u)vdx = lim
t−→0

∫
Ω

fk(u+ c0v)vdx.

Logo de (C-1) e (C-2), temos que

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)

t
=

1
p

∫
Ω

p | ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u+ c0v)vdx

=
∫

Ω
| ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇v−λ

∫
Ω

fk(u+ c0v)vdx
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Assim,

〈Φk(λ,u),v〉 = lim
t−→0

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)

t

= lim
t−→0

(∫
Ω
| ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u+ c0v)vdx

)

= lim
t−→0

∫
Ω
| ∇(u+ cv) |p−2 ∇(u+ cv)∇vdx−λ lim

t−→0

∫
Ω

fk(u+ c0v)vdx

=
∫

Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx,

para todo u,v ∈W
1,p
0 (Ω).

Mostraremos agora que Φk(λ, ·) ∈ C1(W
1,p
0 (Ω), IR). Para isto, basta mostrar

que Φ
′

k(λ, ·) é contínua de W
1,p
0 (Ω) em (W

1,p
0 (Ω))∗. Então, seja (un) ⊂ W

1,p
0 (Ω) uma

sequência, tal que,

un −→ u, em W
1,p
0 (Ω),

e mostraremos que

Φ
′

k(λ,un)−→ Φ
′

k(λ,u), em (W
1,p
0 (Ω))∗,

isto é, que

‖ Φ
′

k(λ,un)−Φ
′

k(λ,u) ‖(W 1,p
0 (Ω))∗

−→ 0,

onde

‖ Φ
′

k(λ,un)−Φ
′

k(λ,u) ‖(W 1,p
0 (Ω))∗

= sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Φ
′

k(λ,un)−Φ
′

k(λ,u),v〉 |, u,v ∈W
1,p
0 (Ω).

De fato, como un −→ u em W
1,p
0 (Ω) e W

1,p
0 (Ω)

cpt
→֒ Lp(Ω), tem-se que un −→ u

em Lp(Ω), donde por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequência (un j
) ⊆

(un) e uma função h ∈ Lp(Ω), tal que,

un j
−→ u q.t.p. em Ω e | un j

|≤ h, q.t.p. em Ω.

Agora, do fato de fk ser uma função Carathéodory, tem-se que

fk(un j
)−→ fk(u), q.t.p. em Ω,

donde

( fk(un j
)− fk(u))v −→ 0, q.t.p. em Ω, v ∈W

1,p
0 (Ω).
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Além disso, como fk é limitada, existe a > 0 constante, tal que, | fk(s) |≤ a, para

todo s ∈ R. Daí,

| ( fk(un j
)− fk(u))v |≤ (| fk(un j

) |+ | fk(u) |) | v |≤ 2a | v |,

onde 2a | v |∈ Lp(Ω). Logo, pelo Teorema de Lebesgue,

∫
Ω
( fk(un j

)− fk(u))vdx −→ 0.

Agora, como un −→ u em W
1,p
0 (Ω), tem-se que ∇un −→ ∇u em Lp(Ω), donde

por resultados de Teoria da Medida, existe uma subsequência (un j
) ⊆ (un) e uma função

h ∈ Lp(Ω), tal que,

∇un j
−→ ∇u q.t.p. em Ω e | ∇un j

|≤ h, q.t.p. em Ω.

Daí, temos que

| ∇un j
|p−2 ∇un j

∇v −→| ∇u |p−2 ∇u∇v, q.t.p. em Ω,

donde

| ∇un j
|p−2 ∇un j

∇v− | ∇u |p−2 ∇u∇v −→ 0, q.t.p. em Ω.

Além disso,

|| ∇un j
|p−2 ∇un j

∇v− | ∇u |p−2 ∇u∇v | ≤ | ∇un j
|p−1| ∇v |+ | ∇u |p−1| ∇v |

≤ hp−1 | ∇v |+ | ∇u |p−1| ∇v |,

onde hp−1 | ∇v |+ | ∇u |p−1| ∇v |∈ L1(Ω). Novamente pelo Teorema de Lebesgue,

∫
Ω
(| ∇un j

|p−2 ∇un j
∇v− | ∇u |p−2 ∇u∇v)dx −→ 0.

Veja que

〈Φ
′

k(λ,un j
)−Φ

′

k(λ,u),v〉 = 〈Φ
′

k(λ,un j
),v〉−〈Φ

′

k(λ,u),v〉

=
∫

Ω
| ∇un j

|p−2 ∇un j
∇vdx−λ

∫
Ω

fk(un j
)vdx−

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx+λ

∫
Ω

fk(u)vdx

=

(∫
Ω
| ∇un j

|p−2 ∇un j
∇vdx−

∫
Ω
| ∇u |p−2 ∇u∇vdx

)
−

λ

(∫
Ω
( fk(un j

)− fk(u))vdx

)
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=
∫

Ω
(| ∇un j

|p−2 ∇un j
∇v− | ∇u |p−2 ∇u∇v)dx−

λ

∫
Ω
( fk(un j

)− fk(u))vdx

donde

sup
‖v‖1,p≤1

| 〈Φ
′

k(λ,un j
)−Φ

′

k(λ,u),v〉 | =
∫

Ω
(| ∇un j

|p−2 ∇un j
∇v− | ∇u |p−2 ∇u∇v)dx−

λ

∫
Ω
( fk(un j

)− fk(u))vdx −→ 0,

isto é,

‖ Φ
′

k(λ,un j
)−Φ

′

k(λ,u) ‖(W 1,p
0 (Ω))∗

−→ 0,

ou seja, Φ
′

k(λ,un j
) −→ Φ

′

k(λ,u) em (W
1,p
0 (Ω))∗, donde Φ

′

k(λ, ·) é contínua e, portanto,

Φk(λ, ·) ∈C1(W
1,p
0 (Ω), IR). Fica provado o Lema C.1. �

Estudo do Caso 2:

Lema C.2 Suponha que f : [0,∞)−→ IR pertence à C1 e p = 2. Então o funcional

Φk(λ,u) =
1
2
‖ u ‖2

H −λ

∫
Ω

Fk(u)dx, u ∈ H,

pertence à C2(H, IR) e sua derivada de Fréchet é dada por

〈Φ
′

k(λ,u),v〉=
∫

Ω
∇u∇vdx−

∫
Ω

fk(u)vdx, u,v ∈ H.

Demonstração. De fato, sabemos que

〈Φ
′

k(λ,u),v〉= lim
t−→0

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)

t
. (C-3)

Logo, para todo u,v ∈ H, temos que

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u) =
1
2

∫
Ω
(| ∇(u+ tv) |2 − | ∇u |2)dx−λ

∫
Ω
(Fk(u+ tv)−Fk(u))dx

=
1
2

∫
Ω
(2t∇u∇v+ t2 | ∇v |2)dx−λ

∫
Ω
(Fk(u+ tv)−Fk(u))dx

= t

∫
Ω

∇u∇vdx+
t2

2

∫
Ω
| ∇v |2 dx−λ

∫
Ω
(Fk(u+ tv)−Fk(u))dx

daí, vemos que

Φk(λ,u+ tv)−Φk(λ,u)

t
=

∫
Ω

(
∇u∇v+

t

2
| ∇v |2 −λ

(Fk(u+ tv)−Fk(u))

t

)
dx.
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Defina a aplicação θ : [0, t]−→ R por

θ(s) = Fk(u+ sv), ∀s ∈ [0, t],

e como θ é contínua, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, existe min{0, t} ≤ c ≤

max{0, t} tal que

θ(t)−θ(0) = θ
′
(c)t,

isto é,

Fk(u+ tv)−Fk(u) = F ′
k(u+ cv)tv = fk(u+ cv)tv,

logo, temos que
Fk(u+ tv)−Fk(u)

t
= fk(u+ cv)v. (C-4)

Veja que c −→ 0, quando t −→ 0, logo

fk(u+ cv)v
t−→0
−→ fk(u)v.

Por outro lado, como fk é limitada segue que existe a > 0 constante, tal que,

| fk(u+ cv) || v |≤ a | v |∈ L2(Ω).

Logo, pelo Teorema de Lebesgue, temos que

∫
Ω

fk(u)vdx = lim
t−→0

∫
Ω

f (u+ cv)vdx,

e daí,

lim
t−→0

Φ
′

k(λ,u+ tv)−Φ
′

k(λ,u)

t
= lim

t−→0

∫
Ω

(
∇u∇v+

t

2
| ∇v |2 −λ

Fk(u+ tv)−Fk(u)

t

)
dx

= lim
t−→0

∫
Ω

(
∇u∇v+

t

2
| ∇v |2 −λ fk(u+ cv)v

)
dx

= lim
t−→0

(∫
Ω

∇u∇vdx+
t

2

∫
Ω
| ∇v |2 dx−λ

∫
Ω

fk(u+ cv)vdx

)

=
∫

Ω
∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx.

E, portanto, por (C-3)

〈Φ
′

k(λ,u),v〉=
∫

Ω
∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx.

Veja que, pelas condições que foram impostas sobre as aplicações u,v ∈ H e pelo

fato de que função fk é de classe C1 de IR em IR, temos que cada integral da expressão
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acima de uma função de classe C1, logo temos que Φ
′

k(λ, ·) ∈ C1(H,H∗) e, portanto,

Φk(λ, ·) ∈C2(H, IR), o que demonstra o Lema C.1. �

O seguinte lema mostra que o operador Φ
′

k pode ser escrito da forma I −

compacto.

Lema C.3 Seja f : [0,∞)−→ IR pertencente à C1 e p = 2. Então

Φ
′

k(λ, ·) = I −Tk.

onde I é o operador identidade em H e Tk : H −→ H é um operador compacto.

Demonstração. De fato, pelo Lema C.2, a derivada de Fréchet do funcional Φ
′

k(λ, ·) é

dada por

〈Φ
′

k(λ,u),v〉 =
∫

Ω
∇u∇vdx−λ

∫
Ω

fk(u)vdx (C-5)

= 〈u,v〉H −λ

∫
Ω

fk(u)vdx, u,v ∈ H. (C-6)

Para cada u ∈ H fixado, defina o funcional Tk(u) : H −→ R por

〈Tk(u),v〉H =
∫

Ω
fk(u)vdx, v ∈ H. (C-7)

Afirmamos que Tk(u) ∈ H∗. De fato, Tk(u) é linear, pois

〈Tk(u),av+bw〉H = a〈Tk(u),v〉H +b〈Tk(u),w〉H ,

e, além disso, como fk é limitada existe a > 0 constante, tal que, | fk(s) |≤ a, donde

| 〈Tk(u),v〉 | ≤
∫

Ω
| fk(u) || v | dx

≤
∫

Ω
a | v | dx

= a

∫
Ω
| v | .1dx

≤ a

(∫
Ω
| v |2 dx

) 1
2
(∫

Ω
12dx

) 1
2

= a ‖ v ‖2| Ω |
1
2

≤ ac | Ω |
1
2‖ v ‖H , (C-8)

onde c é a constante da desigualdade de Poincaré e, portanto, o funcional Tk(u) : H −→H∗

é linear e continuo, isto é, Tk(u) ∈ H∗.
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Pelo Teorema da Representação de Riesz, existe uma única aplicação u
Tk7→ Tk(u),

tal que, (C-7) é satisfeita. Logo, por (C-5), temos que

〈Φ
′

k(λ,u),v〉H = 〈u,v〉H −〈Tk(u),v〉H , u,v ∈ H,

donde

Φ
′

k(λ,u) = u−Tk(u),

ou seja, Φ
′

k(λ, ·) = I −Tk.

Afirmamos que Tk é compacto.

De fato, seja (un) uma sequência limitada em H, tal que, un
H

−→ u. Vamos mostrar

que existe uma subsequência (un j
)⊆ (un), tal que,

Tk(un j
)−→ Tk(u).

Veja que, como H
cpt
→֒ L2(Ω), teremos un

L2(Ω)
−→ u, donde pelo Teorema A.4 existe

uma subsequência (un j
)⊆ (un) e uma função h ∈ L2(Ω), tal que,

un j
−→ u, q.t.p. em Ω e | un j

|≤ h, q.t.p. em Ω.

Pela continuidade da função fk, temos que

fk(un j
)−→ fk(u), q.t.p em Ω,

donde

| fk(un j
)− fk(u) |

2−→ 0, q.t.p em Ω.

Além disso, como fk é limitada, segue que existe uma constante a > 0, tal que,

| fk(un j
)− fk(u) |≤| fk(un j

) |+ | fk(un) |≤ 2a,

donde

| fk(un j
)− fk(u) |

2≤ 4a2
.

Daí, pelo Teorema de Lebesgue

∫
Ω
| fk(un j

)− fk(u) |
2 dx −→ 0,
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isto é,

‖ fk(un j
)− fk(u) ‖2−→ 0. (C-9)

Com isso, temos que pelas desigualdades de Holder e Poincaré

| 〈Tk(un j
)−Tk(u),v〉 | ≤

∫
Ω
| fk(un j

)− fk(u) || v | dx

≤ ‖ fk(un j
)− fk(u) ‖2‖ v ‖2

≤ c ‖ fk(un j
)− fk(u) ‖2‖ v ‖H

donde, vemos que

sup
‖v‖H≤1

| 〈Tk(un j
)−Tk(u),v〉 |≤ c ‖ fk(un j

)− fk(u) ‖2,

e por (C-9), tem-se que

sup
‖v‖H≤1

| 〈Tk(un j
)−Tk(u),v〉 |−→ 0.

Como

‖ Tk(un j
)−Tk(u) ‖H

′= sup
‖v‖H≤1

| 〈Tk(un j
)−Tk(u),v〉 |

segue que

‖ Tk(un j
)−Tk(u) ‖H∗−→ 0,

donde

Tk(un j
)−→ Tk(u), u ∈ H,

e, portanto, Tk é um operador compacto. �
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Definição D.1 (Convergência Fraca) Seja X um espaço vetorial normado e (xn) ⊆ X

uma sequência. Dizemos que (xn) converge fraco em X se existe x ∈ X, tal que,

〈 f ,xn〉 −→ 〈 f ,x〉, ∀ f ∈ X∗
.

Assim, x é o limite fraco de (xn) e denotamos esta convergência por xn ⇀ x.

Teorema D.2 Seja X um espaço de Banach reflexivo e (xn) uma sequência limitada em

X. Então, existe uma subsequência (xn j
)⊆ (xn) e x ∈ X, tal que,

xn j
⇀ x. em X .

Demonstração: (cf. Brézis [4], p. 69).

Teorema D.3 Seja E um espaço de Banach e (xn) uma sequência em E. Então,

(i) xn ⇀ x em σ(E,E∗) se, e somente se, 〈 f ,xn〉 −→ 〈 f ,x〉, ∀ f ∈ E∗.

(ii) Se xn −→ x, então xn ⇀ x em σ(E,E∗).

(iii) Se xn ⇀ x em σ(E,E∗), então (‖ xn ‖) é limitada e ‖ x ‖≤ liminf ‖ xn ‖.

(iv) Se xn ⇀ x em σ(E,E∗) e fn −→ f em E∗ (isto é, ‖ fn − f ‖E∗−→ 0), então

〈 fn,xn〉 −→ 〈 f ,x〉.

Demonstração: (cf. Brézis [4], p.58).

A seguir enunciaremos algumas definições e teoremas importantes sobre opera-

dores monotônicos que foram utilizados ao longo do texto.

Definição D.4 Seja X um espaço de Banach real reflexivo e A : X −→ X∗ um operador. O

operador A é pseudomonotônico se, e somente se, un ⇀ u e limsupn−→∞〈Aun,un −u〉 ≤ 0

implica em Aun ⇀ Au e 〈Aun,un〉 −→ 〈Au,u〉.

Lema D.5 Sejam A,B : X −→ X∗ operadores sobre um espaço de Banach real reflexivo

X. Então,
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(i) Se A é monotônico e hemicontínuo, então A é pseudomonotônico.

(ii) Se A é completamente contínuo, então A é pseudomonotônico.

(iii) Se A e B são pseudomonotônicos, então A+B é pseudomonotônico.

Demonstração: (cf. Carl, Le & Motreanu [7], p.40).
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