UNIVERSIDADE FEDERAL DE GOIAS
INSTITUTO DE FiSicA

DISSERTACAO DE MESTRADO

Francisco Manoel Bezerra e Rocha

O Método do Grupo de Renormalizacao de Teoria de Campos
Aplicado ao Modelo de Anderson de uma Impureza

GOIANIA

20 de Julho de 2012



Francisco Manoel Bezerra e Rocha

O Método do Grupo de Renormalizacao de Teoria de Campos
Aplicado ao Modelo de Anderson de uma Impureza

Dissertacao submetida ao Instituto de
Fisica da Universidade Federal de Goids
como parte dos requisitos mnecessdrios a
obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

ORIENTADOR: Prof. Dr. Hermann Freire Ferreira Lima e Silva

GoOIANIA-GO

20 de Julho de 2012



Dados Internacionais de Catalogacio na Publicaciao (CIP)
GPT/BC/UFG

Rocha, Francisco Manoel Bezerra e.

R672m O método do grupo de renormalizacdo de teoria de
campos aplicado ao modelo de Anderson de uma impureza
[manuscrito] / Francisco Manoel Bezerra e Rocha. - 2012.

75 f. : il., figs.

Orientador: Prof. Dr. Hermann Freire Ferreira Lima e
Silva

Dissertagdo (Mestrado) — Universidade Federal de
Goias, Instituto de Fisica, 2012.

Bibliografia.

Inclui lista de figuras.

Apéndices.

1. Grupo de Renormalizagdo. 2. Modelo de Anderson.
I. Titulo.

CDU: 530.145




A Deus, Anna e Mateus.



Agradecimentos

Agradeco a minha esposa Anna Carime, por ser o sustentaculo de amor e carinho em
minha vida.

Agradeco ao meu filho Mateus, porque sua mera existéncia representa para mim o
futuro certo.

Sou também grato a toda minha familia, por estar constantemente presente em minha
vida, sendo por isso, a base do que sou hoje.

Agradeco enfaticamente ao meu orientador, o professor doutor Hermann Freire Ferreira
Lima e Silva pela firmeza, disponibilidade e dedicagao durante todo este trabalho.

Agradego a todos os meus colegas de pds-graduagao na pessoa de Vanuildo Silva de
Carvalho, por seu espirito de coletividade.

Expresso meu agradecimento a Secretaria de Estado de Educacgao por apostar em mim
como educador.

Por fim, agradeco ao apoio financeiro fornecido pela CAPES ao longo de meu mestrado.



Conteudo

Lista de Figuras
1 Introducao

2 0O Modelo de Anderson de uma Impureza
2.1 Hamiltoniano domodelo . . . . . . ... .o
2.2 Representacao do modelo via integral funcional . . . . . . .. .. ... .. ...
2.2.1 Estados coerentes e integral de caminho . . . . . ... ... L.
2.2.2  Estados coerentes: férmions . . . . . .. ..o L
2.2.3 Integral de caminho para a funcao de particao . . . . . . .. .. .. ...

2.2.4  Modelo efetivo de Anderson em termos de uma integral funcional

3 Meétodo Diagramatico
3.1 Funcao de Green para o modelo de Anderson . . . . . . . . ... ... ... ...
3.2 Teorema de Wick . . . . . . . ..
3.3 Regrasde Feynman . . . . . . .. . ... Lo

3.4 Teoria de perturbagao convencional . . . . . . . .. ... L0

4 O Grupo de Renormalizagao
4.1 Introdugao ao grupo de renormalizacao . . . . . . . . .. ... ...
4.2 Sistematica do grupo de renormalizacao . . . . . . . . .. ...
4.3 O grupo de renormalizacao até um loop . . . . . . . . . ...
4.4 Célculo da auto-energia no modelo de Anderson . . . . .. ... ... ... ...
4.5 Equacoes do grupo de renormalizacao com efeitos da auto-energia . . . . . . . .

4.6 Susceptibilidade uniforme de spin . . . . .. ... Lo

5 Resultados: Calculos Numéricos
51 O método numérico . . . . . . . ..

5.2 O fluxo do GR dos acoplamentos . . . . . . . .. . ... ... ... ... ...

13
14
16
16
17
20

25
25
29
31
35

39
39
41
42
45
48
49



5.3 O fluxo do peso da quasiparticula . . . . . . . ... ... ... L. 55

5.4 Inverso do peso da quasiparticula em funcao dos acoplamentos . . . . . . . . .. 56
5.5 Resultados para a funcao resposta e a susceptibilidade de spin . . . . . . . . .. 59
6 Conclusao 63
Bibliografia 66



Lista de Figuras

2.1

3.1
3.2
3.3
3.4

3.5
3.6

3.7

3.8
3.9

3.10

4.1

Modelo de Anderson simétrico de uma impureza. A matriz metalica é represen-
tada por uma banda de conducao de largura 2W com estados de energia € e o
nivel de Fermi representado pelo potencial quimico pu. A impureza corresponde
a um nivel de energia localizado caracterizado pela energia E;. A hibridizacao

ocorre via as amplitudes de probabilidades Vi e V(5. . . . . . oo o000

Propagador livre de t até ¢/. . . . . . . . . . ...
Propagador livie G2 (iw). .« . .« o
Processo de interacao. . . . . . . . . ..
Representacao em termos de diagramas de Feynman dos quatro tipos de canais
no modelo de Anderson de uma impureza. . . . . . . . . . ... ... ... ...
Funcao de Green dada em termos dos propagadores livres e da auto-energia.
Auto-energia dada em funcao dos diagramas irredutiveis de primeira e segunda
ordem. . . .. ..
(a) Representacao esquemaética da fun¢ao de Green de duas particulas em termos
dos diagramas de Feynman. (b) Funcao vértice irredutivel de quatro pontos em
funcao de alguns diagramas de Feynman de interacao entre duas particulas. . . .
Bolhas do tipo particula-particula e particula-buraco. . . . . . . . ... ... ..
Os diagramas de Feynman correspondentes ao canal de particulas com spins
iguais até um loop. . . . . . ..
Os diagramas de Feynman correspondentes ao canal de particulas com spins

opostos até um loop. . . . . ...

Diagramas de Feynman para auto-energia até dois loops. O tltimo diagrama do

contratermo da auto-energia corresponde a correcao do peso da quasiparticula. .

45



4.2

4.3

4.4

5.1

5.2

5.3

5.4

5.9

5.6

Os diagramas de Feynman do canal de particula de mesmo spin correspondentes
ao calculo da funcao resposta uniforme do sistema até um loop. A funcao resposta
renormalizada é representada, na figura, por circulos cinzas e os seu contratermo
pelo circulo cinza com uma cruz. . . . . .. ...
Os diagramas de Feynman do canal de particula de spin contrarios correspondetes
ao calculo da fungao resposta uniforme do sistema até um loop. A funcao resposta
renorma-lizada é representada, na figura, por circulos cinzas e os seu contratermo
pelo circulo cinza com uma cruz. . . . . . ... ..

O diagrama de Feynman associado a susceptibilidade uniforme de spin. . . . . .

Fluxo de renormalizacao até um loop dos acoplamentos efetivos do modelo de
Anderson de uma impureza. Como condi¢ao inicial utilizamos [ = 0, Uy =0 e
Uy, = U onde U ¢ o parametro de interagao local do modelo de Anderson.

Fluxo para o peso da quasiparticula para quatro valores de acoplamentos. . . . .
O inverso do peso da quasiparticula como fungao de U/(wA) utilizando o grupo
de renormalizacao de teoria de campos (GRTC). Como comparagao colocamos
os resultados da teoria de perturbagao até segunda ordem (TP) [3] e do grupo
de renormalizacao numérico (GRN) extraido da Ref. [26]. . . . . . . .. ... ..
O inverso do peso da quasiparticula como fun¢ao de U/(wA) utilizando o grupo
de renormalizagao de teoria de campos (GRTC) para Ag = 0,1A. Comparamos
este resultado com o dado pelo método Bethe ansatz [39] e pelo método do grupo
de renormalizac@o numérico (GRN) extraido da Ref. [26]. . . . . . . .. ... ..
Funcao resposta linear de spin em func¢ao do passo do grupo de renormalizacao
utilizando o método do grupo de renormalizacao de teoria de campos. . . . . . .
A 1az80 Yspin/ X0 como funcao de Uy/(wA) utilizando o grupo de renormalizacao
de teoria de campos (GRTC). Para comparagao colocamos o resultado dado pelo

grupo de renormalizacdo numérico [25]. . . . .. ...

25
o6



Resumo

Nesta dissertacao, aplicamos o método do grupo de renormaliza¢ao (GR) perturbativo cons-
truido a partir de uma abordagem mista que mescla um calculo até um loop para os acopla-
mentos efetivos e um célculo até dois loops para a auto-energia do modelo de Anderson de
uma impureza com simetria particula-buraco. Para isso, utilizamos o método diagramatico de
Feynman aplicado ao modelo e iniciamos nossa andlise calculando todos os chamados diagramas
de correcao ao vértice até um loop. Os efeitos de correlagao nas excitagoes de uma particula
sao vistos mais claramente por meio do calculo da auto-energia e de uma quantidade fisica
diretamente relacionada que é o peso da quasiparticula. Além disso, para determinarmos a
natureza do estado fundamental desse modelo, efetuamos também o calculo de GR da chamada
susceptibilidade uniforme de spin. Desenvolveremos, em seguida, a técnica do GR, adaptando-a
convenientemente ao nosso problema de interesse. O préximo passo consistiu em derivar ana-
liticamente e entao resolver numericamente as equacoes diferenciais acopladas para os acopla-
mentos efetivos, o peso da quasiparticula e a susceptibilidade uniforme de spin. Mostramos que
os nossos resultados concordam qualitativamente com outros trabalhos analiticos disponiveis
na literatura como, por exemplo, o método do grupo de renormalizagao funcional. Procuramos
também comparar nossos resultados com o chamado método do GR numérico de Wilson. Esse
ultimo método fornece resultados numéricos altamente precisos para as grandezas aqui calcu-
ladas em nosso modelo, de modo que essa técnica servird como uma referéncia-padrao para
nossa abordagem analitica. Nesse sentido, como o método do GR de teoria de campos se re-
vela uma técnica flexivel e mais simples de ser utilizada em calculos perturbativos de ordens
superiores se comparada com algumas implementagoes do método do grupo de renormalizacao
funcional, vamos argumentar que a presente metodologia do GR pode oferecer uma abordagem
analitica alternativa para descrever as correlagoes eletronicas contidas no modelo de Anderson

de uma impureza.



Abstract

We apply the perturbative field-theoretical renormalization group (RG) implemented within
an approach which considers the calculation for the effective couplings up to one loop and the
computation of the self-energy up to two loops of the single-impurity Anderson model with
particle-hole symmetry. To this end, we follow Feynman’s diagrammatic method applied to
the model and we begin our analysis by calculating the so-called vertex corrections up to one
loop. The effect of correlations on the single-particle excitations is viewed most clearly by
means of the computation of the self-energy and its closely-related quantity: the quasiparticle
weight. Moreover, to determine the nature of the ground state of the model, we also perform the
RG calculation of the so-called uniform spin susceptibility. Then we apply the RG technique,
adapting it conveniently to our problem at hand. The next step consists of deriving analytically
and solving numerically the coupled differential RG flow equations for the effective couplings,
the quasiparticle weight and the uniform spin susceptibility. We show that our results agree
qualitatively with other analytical works available in the literature, such as, e.g., the functional
RG. To benchmark our method, we compare our results with Wilson’s numerical RG data.
This latter method provides highly accurate numerical results for the quantities analyzed here
and, for this reason, it will be an important check for our analytical method. Since the field-
theoretical RG turns out to be a flexible technique and also simpler to be implemented at
higher orders if compared to some versions of the functional RG method, we argue here that
the present methodology could potentially offer a possible alternative to other analytic RG

methods to describe eletronic correlations within the single-impurity Anderson model.



Capitulo 1

Introducao

Atualmente, varios métodos tedricos vém sendo desenvolvidos na area da fisica da
matéria condensada com o objetivo de descrever propriedades eletronicas e magnéticas de ma-
teriais chamados de sistemas fortemente correlacionados que envolvem um grande ntmero de
particulas (da ordem de 10?*) interagindo fortemente entre si. A importancia desses sistemas
estd relacionada com o fato de que muitos desses materiais exibem fenomenos fisicos intere-
ssantes (e que tém um grande potencial tecnolégico) como, por exemplo, supercondutividade
em altas temperaturas, transicao metal-isolante, efeito Kondo, entre varios outros. Tecnica-
mente falando, um sistema eletronico é dito fortemente correlacionado quando a dinamica de
uma particula desse sistema influencia de modo fundamental a dinamica de todas as outras
particulas. Nesses casos, qualquer abordagem tedrica baseada na chamada aproximagao de
elétrons independentes pode, a priori, falhar em descrever corretamente as propriedades desses
sistemas. Dentro desse cenario, uma estratégia crucial para atacar esse problema consiste nor-
malmente em definir modelos eletronicos (em um certo sentido, simplificados) que incluam as
correlagoes fortes entre as particulas e que capturem, dessa forma, a esséncia da fisica que se
pretende descrever em cada tipo de sistema.

Um modelo eletronico fortemente correlacionado que até hoje ocupa uma posi¢ao de
destaque neste tipo de problema é o chamado modelo de Anderson de uma impureza [1], [2] e [3].
Esse modelo foi, originalmente, proposto para descrever o efeito de uma impureza localizada

que deriva de um ion como Fe ou Co com camada d parcialmente preenchida inserida em um
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metal nao-magnético. Esse modelo contém um nivel de energia eletronico associado ao estado
localizado da impureza que acopla com a banda de conducao (que representa a matriz metalica
na qual a impureza estd inserida) descrita efetivamente por um gas de elétrons livres. Os
elétrons da matriz metalica podem migrar para o nivel da impureza (e vice-versa) de modo que
quando o estado localizado estiver duplamente ocupado, estes elétrons ficarao sob a influéncia
de uma repulsao coulombiana.

Para que tenhamos uma ideia da importancia atual do modelo de Anderson para a area
de nanotecnologia, podemos citar, por exemplo, uma aplicacao recente desse modelo que con-
siste nos chamados pontos quanticos acoplados a contatos metalicos [4]. Esses pontos quanticos
sao definidos como estruturas nanoscépicas que se comportam como regioes localizadas em um
semicondutor, onde os elétrons sao capazes de interagir somente em uma regiao de confina-
mento aproximadamente zero-dimensional. De um ponto de vista tedérico, uma outra aplicacao
desse modelo consiste na constru¢ao da chamada Teoria Dindmica de Campo Médio (no inglés,
DMFT), que essencialmente mapeia um sistema fortemente correlacionado no limite de di-
mensao alta ou nimero de coordenagao alta da rede cristalina [5] em um modelo de Anderson
de uma impureza efetivo com uma condigao adicional de auto-consisténcia [6]. O método de
DMFT, combinado com métodos de cédlculo de estrutura de bandas como a teoria de densidade
funcional [7], vem sendo aplicada com éxito para explicar o comportamento de alguns materiais
fortemente correlacionados.

Tendo em vista toda esta potencialidade do modelo de Anderson, varios métodos
tedricos foram desenvolvidos com a finalidade de descrevé-lo ao longo de sua histéria. Den-
tre esses métodos, podemos citar: ansatz de Bethe [8], método do grupo de renormalizagao
numérico (GRN) de Wilson [9], diagonalizacao exata [10], teoria de perturbagao iterativa [11],
algoritmo de Hirsch-Fye [12], métodos de Monte-Carlo quantico diagraméticos com tempo
continuo [13], entre outros. Muitos desses métodos sdo extremamente iteis, mas também
apresentam do ponto de vista préatico algumas limitacoes como, por exemplo, instabilidades

numéricas em alguns casos, problemas de sinal em rotinas de Monte-Carlo quantico, efeitos



1. Introdugao 9

de tamanho finito, que restringem um pouco suas aplica¢oes no contexto de algumas situacoes
fisicas importantes. Vale a pena mencionar que o método altamente preciso do GRN desen-
volvido por Wilson [14] e a técnica do ansatz de Bethe resolvem corretamente o modelo de
Anderson de uma impureza no limite de baixas energias (ou baixas temperaturas). Essas duas
abordagens sem duvida servem hoje como referéncias-padrao para qualquer abordagem teorica
alternativa que se propoe a descrever o modelo de Anderson de uma impureza. Nesse sentido,
um resultado fundamental obtido para o modelo de Anderson de uma impureza é que este
modelo é bem descrito em baixas energias (e/ou baixas temperaturas) pela chamada teoria do
liquido de Fermi de Landau [15], [16] para todos os parametros de interagao. A teoria do liquido
de Fermi, que foi proposta por Landau na década de 50, se baseia no conceito de excitagoes de
quasiparticula bem-definidas no limite de baixa energia e que tém uma correspondéncia univoca
com as particulas nao-interagentes de um gas de elétrons livres. Outro resultado importante
para esse modelo é o aparecimento no problema de uma escala de energia gerada dinamicamente
no limite de acoplamentos fortes, a chamada escala de Kondo. Nesse limite, todas as grandezas
fisicas do modelo passam a depender explicitamente dessa escala. Vamos discutir mais sobre a
escala de Kondo mais adiante nesta dissertacao de mestrado.

Por outro lado, do ponto de vista técnico, o custo computacional do método do GRN de
Wilson é relativamente alto, o que limita, por exemplo, aplicagoes dessa abordagem a problemas
com muitas impurezas que sao relevantes em varias situagoes de interesse fisico. Além disso, a
técnica do ansatz de Bethe também s6 pode ser aplicada em situacoes muito especiais em que
o modelo ¢ dito integravel e nao permite uma aplicagao direta para algumas generalizacoes um
pouco mais complicadas do mesmo modelo. Isso tem motivado muitos pesquisadores no mundo
a desenvolver métodos tedricos alternativos que possam descrever corretamente aspectos impor-
tantes desse modelo para todos os limites de interagao, mas que tenham também a vantagem
adicional de serem um pouco mais flexiveis do ponto de vista computacional. Dentre os varios
métodos disponiveis na literatura, o esquema do grupo de renormalizagdo (GR) analitico (ou o

método semi-analitico do GR funcional [17] - [29]) vem dado alguns resultados promissores para
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esse e outros modelos. A filosofia geral do GR consiste em derivar um modelo efetivo de baixa
energia para o problema, de tal forma a incluir exatamente a mesma fisica do modelo origi-
nal. Essa ideia pode ser implementada analiticamente de muitas maneiras. Nesta dissertacao,
vamos nos focar na chamada estratégia do método do GR de teoria de campos que consiste
em reescrever o problema original (redefinindo os campos do modelo e os seus acoplamentos)
em termos das grandezas fisicas correspondentes renormalizadas ou efetivas, apropriadas para
a escala de observacao de interesse. Vamos detalhar esse método ao longo deste trabalho de
dissertacao.

Recentemente, foi implementado na Ref. [25] um estudo tedrico utilizando o grupo de
renormalizacao funcional de um loop para descrever varias quantidades do modelo como, por
exemplo, a massa efetiva, a susceptibilidade de spin estatica e a funcao espectral. Com esse
trabalho, esses autores atingiram bons resultados para o regime de fraco acoplamento, embora
nao tenha sido possivel reproduzir a escala Kondo para acoplamentos fortes. Outro estudo que
devemos mencionar foi realizado na Ref. [26] que utilizou um desacoplamento do tipo Hubbard-
Stratonovich [27] da equagao exata incluindo tanto férmions quanto bésons no esquema do
grupo de renormalizacao para a descricao da funcao espectral do modelo. Dessa maneira,
uma estrutura de trés picos na funcao espectral para temperaturas finitas foi obtida. Esse
resultado concorda qualitativamente com dados altamente precisos do GRN para acoplamentos
intermediarios. Além desses trabalhos, podemos citar ainda o estudo recente realizado na
Ref. [29] em que uma generalizagdo funcional do GR de teoria de campos foi desenvolvida
para implementar um calculo de dois loops na auto-energia junto com calculos das fungoes de
acoplamento do modelo de Anderson de uma impureza em 7" = 0. Essa tultima abordagem do
GR reproduz, de forma bem sucedida, alguns aspectos importantes como, por exemplo, o peso
da quasiparticula do modelo para acoplamentos fracos e moderados do modelo.

Por essa razao, nosso objetivo nesta dissertacao sera o de implementar o método
analitico do GR de teoria de campos até um loop para os acoplamentos e dois loops para

a auto-energia para o modelo de Anderson de uma impureza. Além disso, sempre que possivel,
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compararemos nossos resultados com dados na literatura do GRN de Wilson e do ansatz de
Bethe, que serao utilizados como referéncias-padrao para o nosso método. Outra meta deste
trabalho consistird em verificar se essa abordagem do GR de teoria de campos reproduz corre-
tamente o resultado de que o modelo é bem-descrito pela teoria do liquido de Fermi de Landau
no limite de baixas energias para todos os acoplamentos.

Com a finalidade de tornar nossa discussao a mais didatica possivel, estruturamos esta
dissertagao como se segue.

No capitulo 2, definimos o modelo de Anderson de uma impureza descrevendo sua
hamiltoniana em linguagem de segunda quantizacao. Além disso, escreveremos também essa
hamiltoniana na conveniente linguagem de integral funcional. Esse tratamento serd importante
para que, em seguida, possamos derivar para o modelo de Anderson um modelo efetivo que
serd o objeto de estudo desta dissertacao.

No capitulo 3, exporemos o método diagraméatico que tem por objetivo calcular os dia-
gramas de Feynman do modelo. Para isso, deduziremos inicialmente a expressao do propagador
livre do modelo de Anderson para, em seguida, apresentarmos o teorema de Wick que nos per-
mitird construir os diagramas de Feynman. Apresentamos ainda neste capitulo os importantes
conceitos de auto-energia e peso da quasi-particula, que serao serao discutidos posteriormente
para esse modelo.

No capitulo 4, descreveremos o método do GR comecando por sua filosofia e ideia
geral. Na secao seguinte, vamos partir para nosso modelo e calcular as equagoes do GR para
varias grandezas fisicas que, como veremos, resultarao em equacoes diferenciais acopladas entre
si e que precisam ser atacadas do ponto de vista numérico. Efetuaremos também o calculo da
auto-energia, bem como da susceptibilidade uniforme de spin.

No capitulo 5, discutiremos a implementagao de nossa abordagem numérica para a
resolucao das equagoes diferenciais acima mencionadas, além do peso da quasiparticula e da
susceptibilidade uniforme de spin. Mostraremos, em seguida, os resultados que emergem desta

abordagem.
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Por fim, no capitulo 6, vamos apresentar nossas conclusoes a respeito da discussao

apresentada ao longo desta dissertagao.



Capitulo 2

O Modelo de Anderson de uma
Impureza

Vamos, neste capitulo, definir e analisar o modelo que discutiremos nesta dissertacao: o
modelo de Anderson de uma impureza. Esse modelo foi introduzido originalmente em 1961 por
P. W. Anderson e é o paradigma para o entendimento do efeito de impurezas magnéticas locali-
zadas dissolvidas em metais ndo-magnéticos numa concentragao muito baixa (ligas magnéticas
diluidas) e, de forma geral, para a descrigao da fisica de alguns sistemas fortemente correla-
cionados. Nesse modelo, como foi explicado anteriormente, a matriz metalica é representada
por um gas de elétrons livres, enquanto que a impureza estd associada a um nivel de energia
adicional separado da banda de conducao. Esse nivel extra de energia representa tipicamente
um orbital localizado, o qual possui uma degenerescéncia associada ao spin. Dessa forma, o
orbital associado & impureza pode assumir apenas quatro configuragoes possiveis: vazio (ou
seja, sem nenhum elétron ocupado), ocupado com um elétron de spin para cima, ocupado com
um elétron de spin para baixo e duplamente ocupado com elétrons de spin para baixo e para
cima. A primeira vista, um modelo como este com apenas um orbital localizado acoplado com
um gas de elétrons livres, aparenta ser conceitualmente muito simples. No entanto, ele, na
verdade, contém uma variedade de propriedades fisicas importantes, além de possuir todas as

caracteristicas de um sistema quantico de muitos corpos.

13
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2.1 Hamiltoniano do modelo

O Hamiltoniano que descreve o modelo de Anderson de uma impureza no formalismo

de segunda quantizagao ¢ dado por:

H=Y e oo+ Edid, +Y (Vk*d];ckg + chL0d0> +Udididld,  (2.1)
ko o ko

onde ¢y, destréi um elétron de condugao nao-interagente e CLU cria um elétron de conducao

+

com momento k, energia de dispersao ¢y, spin ¢ = %, enquanto que d, destréi um elétron
localizado e df cria um elétron localizado com energia F; e que interage repulsivamente com
uma interagao coulombiana local U. Os operadores de segunda quantizagao sao definidos de
tal forma que agem sobre os estados do espago de Fock [30]. A amplitude de probabilidade de
transicao de um elétron da matriz metalica para a impureza e vice-versa ¢é representada pela
hibridizacao entre os estados dos elétrons de conducao e o estado da impureza por meio das
amplitudes de probabilidade Vi e V.

Os operadores de criacao e destruicao dos elétrons da banda de conducgao obedecem as

seguintes regras de anticomutacao:
{CZ‘, C;} = 5ij7 (22)
{Ci7 cj} = 07 (23)
{cj,c}} =0, (2.4)

e os elétrons de criacao e destruicao da impureza obedecem as regras de anticomutagao seme-

lhantes:
{dat} =3, (2:5)
{dj, d}} —0, (2.7)

onde {A, B} = AB + BA é o chamado anticomutador dos operadores A e B.



2.1 Hamiltoniano do modelo 15

Para fins de notacao, podemos separar a hamiltoniana do modelo em uma parte de
ressonancia (Hpg) e em outra parte atomica (Hja), que descreve o limite atomico de um fon

magnético isolado. Assim teremos

HR = Z ExNk,o + Z [VkCTkO-dO' + V;dzckg] s (28)
k,o k,o
enquanto que,
HA = Z Edndﬁ + Und,Tnm, (29)

onde definimos os operadores numero ny , = CLJCkU e Ny, = dj,dg.

Para entendermos melhor a fisica desse modelo devemos discutir os varios regimes
que aparecem, dependendo da relacao entre os parametros da sua hamiltoniana. Veja que o
termo de interagao colombiana U contribui quando o nivel de energia do estado localizado esta
duplamente ocupado e, portanto, tendo uma energia 2F,; + U.

O primeiro caso corresponde ao regime de momento local que ocorre quando F; <
<K 2E;+ U, onde p é o potencial quimico. Nessa situacao, o nivel de energia associado ao
estado localizado esta muito abaixo do nivel de Fermi e o estado de dupla ocupagao é punido
severamente pelas interacoes fortes presentes. Apenas flutuacoes de spin sao importantes nesse
regime e, em baixas energias, o modelo de Anderson de uma impureza é equivalente ao modelo
de Kondo que ignora flutuagoes de carga [31].

O outro caso consiste no regime de orbital vazio em que p < E; < 2E; + U. Nessa
situagao, como o nivel de Fermi esta muito abaixo do nivel localizado, o estado da impureza
fica vazio uma vez que estd muito fracamente acoplado com os elétrons de conducao. J&a no
caso do regime de ocupagao dupla Fy < 2F; + U < pu, temos a situagao oposta e o orbital
localizado ficarda duplamente ocupado. Esses casos sao provavelmente de interesse menor uma
vez que o nivel de energia do estado localizado nao esta proximo do nivel de Fermi para que
flutuagoes de carga sejam importantes. Dessa forma, uma teoria de perturbagao convencional
no parametro de hibridizacao Vi pode ser aplicada sem problemas.

O 1ltimo regime a ser considerado é o de valéncia mista. Aqui teremos E; ~ p <
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Figura 2.1: Modelo de Anderson simétrico de uma impureza. A matriz metélica é representada
por uma banda de condugao de largura 2/ com estados de energia €, e o nivel de Fermi
representado pelo potencial quimico . A impureza corresponde a um nivel de energia localizado
caracterizado pela energia E;. A hibridizacao ocorre via as amplitudes de probabilidades Vj e
Vi

2FE;+U ou By < p~ 2FE;+4U. Veja que neste caso tanto as flutuacoes de carga quanto de spin
da impureza tornam-se importantes, uma vez que o nivel do estado localizado esté proximo ao
nivel de Fermi. Vamos nos concentrar nesse regime nesta dissertacao. Mais especificamente,
analizaremos o chamado modelo de Anderson de uma impureza simétrico, em que u = E;. Nesse
caso, o hamiltoniano do modelo possui simetria particula-buraco, isto é, permanece invariante
sob as transformacoes ¢y, — cfko e d, — —d. Uma representacio esquematica do modelo é
apresentada na figura 2.1.

Ao longo este trabalho, utilizaremos o formalismo de segunda quantizacao para de-
senvolvermos nossa discussao. No entanto, para encontramos uma acao efetiva desse modelo,
é interessante mudar momentaneamente para a conveniente linguagem de integral de cami-
nho [32]. Historicamente, a derivacao da agao efetiva para esse modelo foi feita pela primeira
vez por Feynman e Vernon [33]. Com esta finalidade, explicaremos brevemente essa abordagem

na secao que se segue.
2.2 Representacao do modelo via integral funcional

2.2.1 Estados coerentes e integral de caminho

Nesta secao, apresentaremos um formalismo que é totalmente equivalente a formulagao

mais tradicional da mecanica quantica, que é baseada no formalismo canonico de operadores
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hermitianos que atuam no espago de Hilbert. Esse formalismo, que se deve originalmente a
Feynman, é chamado de formulagao de integral de caminho da mecanica quantica [32], [34] e [35].
Conforme mencionamos, nosso interesse nessa abordagem do problema sera o de encontrar uma
forma mais conveniente de obter uma acao efetiva para o modelo de Anderson de uma impureza.

A ideia central por tréas da integral de caminho de Feynman é a de descrever a amplitude
de probabilidade na mecanica quantica como a soma das contribuigoes de todos os caminhos
possiveis, nos quais a acao classica assume o papel da fase ¢ = % A amplitude para que

uma particula v de um estado |i) para um estado |f) é dada por

Ht . .Scamin o
(flexp(=i=—=)li) = 2. P {ZTh} ’ (210
todos os caminhos(i— f)

com,
t

Seaminho = /0 dt' (pg — Hlp,q]) . (2.11)

O conceito de integral de caminho pode ser estendido para englobar a mecanica es-

tatistica tratando a matriz densidade como um operador evolugao temporal em um tempo

imaginario. O trago sobre matriz densidade é entao a soma das amplitudes dos possiveis cami-

nhos que retornam a configuracao inicial depois de um tempo imaginario t = —ihf:
_ Ht
Z =Tr [exp(—BH)| = > (A exp(—i—) [ Mi=-ins, (2.12)
A

onde fizemos H = H — uN. Mudando as varidveis para % — 7, de modo que % — dr e

p%dt — p%dﬂ obtemos

7 = > exp [— /05 dr (—%p&q + Hip, q])} . (2.13)

todos os caminhos(i— f)

A seguir, iremos discutir uma generalizacao desse conceito para sistemas de muitos

corpos. Para isso, definiremos os chamados estados coerentes para férmions.
2.2.2 Estados coerentes: férmions

Geralmente, a hamiltoniana em sistemas de muitos corpos é dada em termos dos ope-
radores de criacao e destruicao. Uma ideia ldgica seria a de procurar auto-estados e os auto-

valores para estes operadores. Os auto-estados desses operadores sao chamados de estados
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coerentes. Nosso objetivo nessa secao serd, portanto, o de encontrar os auto-estados dos ope-
radores fermionicos ¢/ e ¢ de criacdo e destruicao.

Consideremos um campo fermionico ¢. O estado coerente deste campo é dado por
lc) = exp(—céh)|0) (2.14)

e seu conjugado ¢

(¢] = (0| exp(—¢e), (2.15)
Pode-se mostrar que o vetor de estado |¢) é um autoestado do operador de aniquilagao, ou seja,
¢le)y = ¢le). (2.16)

Veja que estamos utilizando o acento circunflexo para os operadores de criacao e destruicao
(¢! e ¢) de modo a separé-los de seus respectivos autovalores ¢ e c. Aqui estes autovalores sao

“nimeros de Grassmann” que anticomutam, ou seja

cc+cc= 0. (2.17)
Mas ¢ deve anticomutar consigo mesmo o que significa que,

Z=c=0. (2.18)

Os efeitos praticos dessas propriedades de anticomutacgao é que uma expansao em série de Taylor
de uma funcao de Grassmann serd sempre truncada no termo de primeira ordem dessa série se
considerarmos apenas uma funcao de um numero de Grassmann. Assim, para uma fungao com

dois niimeros de Grassmann teremos a expansao

fle.d = fo+efi + fie + fiate, (2.19)

que possui apenas quatro termos.
Para desenvolvermos uma representagao em termos de integrais de caminho devemos

saber como lidar com as propriedades da algebra de Grassmann. A demonstracdo de tais
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propriedades é simples, mas nao sera feita em detalhes nesta dissertacdo de mestrado (ver,
p. ex, livro-texto [34]), de modo que nos limitaremos a apenas apresentar e comentar as
mesmas. No que diz respeito a dlgebra, a anticomutacao dos operadores fermionicos se traduz

nas seguintes propriedades para os nimeros de Grassmann

C1Co = —C(C9(q, (220)

~

ab = —ie, (2.21)

onde ¥ é um operador fermionico. Podemos também definir uma derivada para uma fungao

cuja variavel independente obedece a algebra de Grassmann. Assim, temos as equagoes
Of = fr — et (2.22)

Af = fi + fue, (2.23)

de modo que as derivadas parciais 0 e 0 sao realizadas, respectivamente, em relacao a c e ¢.
Iremos, ainda, introduzir o conceito de integracao para funcoes cujas variaveis sao nimeros de

Grassmann. Estas se estendem a apenas dois tipos de integrando
/ de =0, (2.24)

/dcc = 1. (2.25)

A préxima propriedade diz respeito ao valor do produto interno de dois vetores |¢) e |c)
(@c) = (0] (1 —¢e) (1 — ce") |0) = 1 + Zc = exp(ec). (2.26)

Os estados coerentes |¢) formam um conjunto completo de estados no espago de Fock. Dessa

forma, utilizando a equacao acima, podemos demonstrar a relagao de fechamento:

/dEdceXp(—Ec)|C> (¢] = 1. (2.27)

onde 1 é o operador identidade. O préoximo resultado de que precisaremos é o traco de um

operador A. Se um operador A[¢T,¢] possui ordenamento normal, ou seja, os operadores de
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criacao ficam a esquerda dos operadores de destruicao. Dessa forma, podemos fazer:
(@ Ale) = (e|e)Ale, ¢ = exp(c)Af, d]. (2.28)
Expandindo este elemento de matriz ficamos com
(©|Ale) = (0]A|0) — (1|A|0) — c(0|A[1) + (1| A|1). (2.29)
Finalmente integrando esta equagao com exp(¢c) encontramos:
Tr[A] = (0]A[0) + (1]A[1) = — /dEdcexp(Ec)(E|A|c>. (2.30)

Além das propriedades acima listadas, um resultado que nos interessa ¢é a integral funcional
Gaussiana, uma vez que ela se trata da unica integral funcional que somos capazes de resolver

exatamente. A integral Gaussiana para variaveis de Grassmann de que trataremos é do tipo:
/Hdﬁjdfj exp [—E.Af +5.6+ ég] = det (A) x exp [j.A_l.j] , (2.31)
J

onde A é uma matriz bem definida, A~! é a matriz inversa, j e j sdo vetores arbitrarios e £ e
& sao campos de Grassmann.
E importante notar que, as expressoes acima podem ser generalizadas para o caso de

muitos campos fermionicos ¢; substituindo na exponencial ¢c pela soma

=Y &, (2.32)
J

e ainda fazendo a mudanca

dede = | | de;dc;. (2.33)
J
Utilizaremos as propriedades acima elencadas para desenvolvermos na proxima secao nossa

argumentacao com integrais de caminho.
2.2.3 Integral de caminho para a fungao de partigao
Vamos considerar, por exemplo, a hamiltoniana associada a férmions nao-interagentes

H=eclc= Z ecle; (2.34)

i
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Usando a propriedade do trago na equacao (2.30), a fungao de particao pode ser reescrita em

termos dos estados coerentes como

7 =— /chd01 exp(cyer)(en|exp(—BH)|cy). (2.35)

Podemos expandir a exponencial em uma sequéncia de intervalos de tempo com Ar = % e

ainda entre cada intervalo de tempo podemos introduzir a relacao de fechamento

[ el expl-gern) =1 (2.36)
de modo que teremos
N-1 N
Z = /chd01 exp(cyer) H dc;dc;iq exp(—¢jcjt1) H ¢jlexp(—HAT)|c;), (2.37)
j=1 7j=1

onde a primeira integral esta relacionada ao trago e as demais com a relacao de fechamento

(2.27). Para resolvermos o sinal negativo que aparece no traco da equagao (2.35) definimos as

condicoes de contorno ¢; = —cy41 € ¢ = —Cy41 € chegamos ao resultado
N
= / H dEijj+1 eXp(—chjH)(Ej] eXp(—HAT)’Cj>. (238)
j=1

Substituindo exp(—A7H) por seu ordenamento normal de modo que,
(¢;] exp(—HAT)|¢c;) = exp(e;¢;) exp|—H (¢jc;) AT] + O(AT?), (2.39)

onde H[¢,c| = ecc é a Hamiltoniana com ordenamento normal, e os nimeros de Grassmann

substituindo os operadores. Combinando (2.35) com (2.37) podemos escrever

Z = lim Zy, (2.40)

N—o0

com,

N
Iy = /Hdéjdcj exp(—9), (2.41)
j=1

N
s=%" {z] (CJ“ — Cﬂ) + eajc]} A7, (2.42)

Jj=1
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Esta integral de caminho é representada sobre todos os valores possiveis dos campos ¢(7;) =
{c1,¢9...,en} e €(1;) = {¢1,6...,en}. Este tipo de integral é também chamada de integral
funcional, uma vez que envolve integracoes sobre todos os valores das funcoes c(7;) e ¢(7;). As
condigoes de contorno anteriormente definidas implicam que o conjunto completo de fungoes

que foram somadas devem satisfazer as chamadas condigoes de contorno antiperiodicas

c(1+8) = —c(7) (2.43)

c(t+B)=—c(r). (2.44)

No limite continuo N — oo podemos substituir

¢ <%> — 20, ¢, (2.45)

B
> AT / dr. (2.46)
r 0

Desse modo, a acao e a integral de caminho ficam

S = / dr[e(0r + €)c] (2.47)
0

Z = | D¢, c]exp(—9), (2.48)
onde definimos a medida de integragao como sendo D[¢, ¢] = HTJ_ de(t;)de(t;). Efetuando uma

transformada de Fourier nos campos de Grassmann do tipo

1
o) = — Z Cp exp(—iw,T), (2.49)
VB 4
podemos reescrever todos os campos ¢(7) em termos de ¢, e transformar para essa representagao

fazendo 0, — —iw,. Dessa forma a acao fica

S = Cu(—iw, + €)cn. (2.50)

Assim, a integral de caminho se torna apenas uma integral Gaussiana discreta

= /HdEndcn exp [ZEn(—iwn +€)cy

n

= [[(—iwn + o). (2.51)

n

Nosso proximo passo serd o de determinar uma acao efetiva em termos de integral de

caminho para desenvolvermos nosso modelo.
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2.2.4 Modelo efetivo de Anderson em termos de uma integral fun-
cional

Nesta se¢ao, mostraremos uma formulagao do modelo de Anderson em termos de in-
tegral funcional de modo a determinar uma acao efetiva ao modelo. Como ponto de partida,

vamos escrever a funcao de particao
_ / DId,d, ¢, e exp[—$], (2.52)

onde D[d,d,c,d = limy_,o0 ngl d(d,d,c,¢) e a acio S = Sy + S é a soma de dois termos, o
termo atomico

SA:/ dr [Zd —|-Edd +UndTnd¢] (253)

e o termo da parte de ressonancia

SR = / dr {Z Ckcr + 6kU CkO’ [Vkaocko + VI:EkUdO'] } 3 (254>
0

onde fizemos Fy = Ey — i1 € €k, = €xo — it Rearranjando a integral de caminho ficamos com,

:/D d, d] exp(—SA)/D[C,E] exp(—Sg), (2.55)

de modo que o termo Zg[d,d] = [ D|[c,¢|exp(—Sg) representa a troca do elétron no estado
localizado para a banda de conduc@o ou vice-versa. A acao Sk nao possui interacao e pode ser
escrita esquematicamente na forma quadratica Sg = ¢.A.c—¢.j—j.c, com A = (97 +&)0(T—7")
sendo a matriz que age entre 0s campos ¢ = ¢y, (T) € € = Ty, (7), enquanto que ji(7) = Vid,(7)
e Ji (1) = V¥d,(7) sdo termos de fonte. Utilizando o resultado para integrais Gaussianas

fermionicas teremos:
Zp = /D[C,E] exp(—¢.A.c+ j.c+¢.j) = det (A) x exp[j.A™".j], (2.56)

ou explicitamente,

ZR[d,E] = det [87— + gk] exp [/ de (Z |‘/k|2E > ] . (257)

k T
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Substituindo o valor de Zg na integral de caminho e combinando os termos quadraticos ficamos

} |

(2.58)

CO1:

2
Z = det [0, + & x /D[d,a]exp{—/dT [c_i(, (&—FE‘d— E O‘Vi‘ dy + Unqn,
K T €k

Passando o primeiro termo para o espaco de Fourier, substituindo d, = 6_% > o €xp[—iw, 7],
d, = B_% > dgn expliw,7] de modo que 0, — —iw,, a acdo pode ser escrita

- . - VAl?
S: Zdan [—an—f—Ed‘l—Zm
K n

0,iWn,

da + U/ 3T<W1 + Wy — w3)c_i¢(w3)d¢(w2)dT(w1),
w1,w2,ws3

(2.59)

onde [ =/ dwy dwy dws Tdentificamos o coeficiente do termo quadratico da acdo como o
w1,w2,ws 2 2w 27 Y

inverso do propagador nio-interagente —G; ' (iw,) e ainda reconhecemos o termo relacionado

a hibridizacdo como sendo A(iw,) = >, le‘:k_ik que, na aproximacao de banda ampla, resulta
em A(iw) = —iAsgn(w), com a fungao sinal definida como

1 sew>0,
-1 sew<0.

sgn(w) = {

A equagao (2.59) define nossa teoria quantica de campos nua (do inglés, bare) que sera estudada

ao longo desta dissertacgao.



Capitulo 3

Método Diagramatico

Neste capitulo, descreveremos a técnica diagramética originalmente desenvolvida por
Feynman no contexto da chamada eletrodinamica quantica, e que sera utilizada para a for-
mulacao posterior do método do grupo de renormalizacao perturbativo aplicado ao modelo
de Anderson de uma impureza. O método diagramatico de Feynman nos fornece uma inter-
pretacao pictérica dos processos fisicos envolvidos, permitindo que efetuemos calculos perturba-
tivos em nosso modelo. Mais precisamente, esse método nos permite calcular as amplitudes de
probabilidades de que determinados processos de interacoes acontecam. A partir deste ponto,
desenvolveremos todo o método diagramatico voltando para a formulacao canonica da mecanica
quantica de operadores. Antes de efetuarmos estes calculos, definiremos o propagador para o
modelo e, ainda, discutiremos o chamado teorema de Wick que permite a construcao desses

diagramas.

3.1 Funcao de Green para o modelo de Anderson

As funcgoes de Green permitem o calculo dos valores esperados dos observaveis de um
sistema fisico. Na pratica, muitos sistemas fisicos de interesse constituidos de um grande ntimero
de particulas interagentes nao tém solugao exata, o que nos restringe a resolver o problema de
maneira aproximada. E conveniente definirmos a funcao de Green de uma particula em relacao
aos operadores de criacao e destruicao de particulas dependentes do tempo. A funcao de Green

interagente de uma particula, adequada ao modelo de Anderson de uma impureza definida pela

25
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equacgao (2.59), pode ser escrita no formalismo de Matsubara, ou seja, em temperatura finita

(veja, p. ex. Ref. [36]) como:

qa(r.7) = = Tr [do(r)d}(7)]), (3.1)

onde T’ é o operador ordenamento temporal que é definido para os operadores acima como
T [dU(T)dL(T/)] =0(r — T/)dU(T)dl(T/) —0(r' — T)dl(7/>dg(7'), (3.2)

de modo que 0(7) representa a fungdo degrau. Assim, T, ordena os operadores dependentes do
tempo de forma que, o operador com o menor tempo desse produto fique sempre a direita e o
com o maior tempo a esquerda. Além disso, veja que a equagao (3.1) quantifica a correlacao
de um elétron localizado criado no tempo 7’ e destruido no tempo 7.

A representacao de Matsubara é também conhecida como representacao de tempo ima-
ginario, uma vez que se faz a chamada rotacao de Wick it — 7. Dessa forma, se considerarmos

um operador na representacao de Heinsenberg
d,(t) = exp(iHt) d, exp(—iHt), (3.3)

com a Hamiltoniana H independente do tempo, na representacao de tempo imaginario teremos,

do(7) = exp(HT)d, exp(—HT). (3.4)

de modo que, H = Hy+V, onde Hy = Hy — uN e V é o termo de interacao.
De forma semelhante, se definirmos um operador na representagao de interagao (que

serd denotado pelo acento circunflexo acima do operador)

~

d,(t) = exp(iHot) d, exp(—iHot), (3.5)

com Hj independente do tempo. Na representacao de temperatura finita, fazendo as substi-

tuicoes it — 7 e Hy — H ficamos com

A

dy (1) = exp(HyT) d, exp(—HyT). (3.6)
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Podemos escrever, na representacio de interacio, o produto de operadores d(7)d (')

em termos do chamado operador evolugao temporal U
do(T)d}(7) = U(0,7)dy (1)U (7, )i, (+') U (7', 0), (3.7)

onde U é definido por:

~

Ulr,7) = eTHo o= (r=7)H o'Ho (3.8)

Efetuando alguns calculos, nao é dificil ver que U satisfaz a seguinte propriedade
U(r, ™\ U(",7") = U(r, 7). (3.9)

Com o intuito de desenvolvermos uma teoria de perturbacao, vamos derivar o operador U em

relacao a 7, ou seja

~ — —

o U(r, 7)) = eTHO(ﬁo - H)e*(T*TI)He*T/HO = —V(T)U(T, 7). (3.10)
Resolvendo essa equagao seguindo um procedimento iterativo, encontramos a solucao

U(T, S i (=D)" /T/T drm... /T/TdTnTT [V(Tl)V(Tn)

n!
n=0

~

= T, exp (— /;dm/(ﬁ)) (3.11)

Podemos utilizar o formalismo de Matsubara de modo a associd-lo com o operador

1

densidade do ensemble grande canonico pg = ePH ,onde Z = Tr{pg} é a funcao de partigao

e 3=T7'. Usando as equagoes (3.8) e (3.11), obtemos que:
- ) 5
pe = Z e PHU(B,0) = Z7 e PHOT, exp (—/ dT1V(Tl)> . (3.12)
0

Logo mais, utilizaremos essa propriedade de pg para escrevermos os valores esperados no en-
semble grande canoénico de uma forma mais conveniente.
Vamos considerar agora o valor esperado do ordenamento temporal dos operadores na

equagao (3.7), ou seja

(T, [d,(7)dL(T)]) = Tt {pcT; [do(T) di(7')] } . (3.13)
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Utilizando a propriedade do operador evolugao U, podemos reescrever a equagao anterior como

(T [dg(T)dl.(T/)]> = Z_lTl'{6_6HOU(5,O)U(O,T)CZU< VU (r, 7)d (U (7, 0)}

U
- Z*lTr{e*ﬁﬁoU(ﬁ,T)&a(T)U(T 7)dt (7 } (3.14)

Da definicao de operador ordenamento temporal, podemos escrever:

A~

U8, 7)o () (7, 7Yl (70 (7', 0) = Ty [0(8,0)d, (7)d} ()] (3.15)

Sendo assim, a equagao (3.14) fica

(T, [d(7), d(7)]) :Z—lTr{e—ﬁHOT [ (8,0)d, (7)d" (T')}}. (3.16)

A

Usando Z = Tr {e*ﬂHOU(ﬁ, O)} teremos,

(T [d(r), dl()]) =

, (3.17)

onde a notagao (...), na equacao acima indica que os valores esperados estao relacionados com
o operador densidade do ensemble grande candnico.

Para prosseguirmos em nossos céalculos, utilizaremos trés propriedades da funcao de
Green de Matsubara (3.1). A primeira diz que a fun¢ao de Green depende apenas da diferenga
de tempo ou seja, G,(1 — 7') = G(7',7). A segunda nos informa que para G,(7,7’) ser
uma funcdo convergente é necessério que —f < 7 — 7/ < . Por fim, a terceira propriedade
estabelece que, quando 7 < 0, G%,(7) = —G,(7 + (). Utilizando essas propriedades e ainda a

fungao G%,(7) podemos encontrar a transformada de Fourier

B
(i) = / dr explivonT)Go(7). (3.18)
0

onde a frequéncia de Matsubara w, para férmions ¢é dada por w, = W (comn=0,1,2..).

Podemos utilizar a transformada de Fourier e ainda aplicar a simplificacao para o
modelo de Anderson no limite de banda ampla, ou seja, fazendo a fungao de hibridizacao

Aliw) = >y l':)/kL de tal forma que A(iw) = —iAsgn(w). Além disso, fazendo a escolha
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>

GOr-t) =

t

Figura 3.1: Propagador livre de t até t'.

1 = Ey, encontramos a funcao de Green nao-interagente para o modelo simétrico:

1
w4+ iAsgn(w)’

(3.19)

que é também chamada de propagador livre no formalismo de Matsubara. Esquematicamente,
podemos representar uma funcao de Green G2(¢,¢') por uma linha sélida indo de ¢ a #', dire-
cionada por uma seta conforme mostrado na figura 3.1.

A seguir, mostraremos um importante teorema em teoria de muitos corpos o qual
se pode determinar uma func¢ao de Green interagente em termos de fungoes de Green nao-

interagentes. Este teorema é conhecido como teorema de Wick.

3.2 Teorema de Wick

O teorema de Wick permite o reordenamento de um conjunto de N operadores de
criacao e destruicao, os quais tém a propriedade de que o anticomutador, no caso de férmions,
dos operadores deste conjunto escolhidos de forma arbitraria é um ntmero.

O teorema é definido a partir do produto normal ordenado, segundo o qual todos os
operadores de campo sao ordenados de tal forma que os operadores de criagao se situam a
esquerda dos operadores de destruicao. Este produto leva a um sinal positivo ou negativo a
depender se o numero de permutacoes dos operadores fermionicos, necessario para passar da
ordem inicial para a ordem final, for respectivamente par ou impar. Para esses operadores, o

produto normal é definido como:

N[UV]=T.[UV]-UV, (3.20)
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ou seja, trata-se da diferenga entre o operador ordenamento temporal, aplicado em dois ope-
radores, e a contracao desses operadores. Essa contragao é denotada por um ou mais pontos
sobre os pares dos operadores contraidos.

Nesse sentido, o teorema de Wick assegura que a média no ensemble grande canonico

(T, [UVW ... XY Z]), é igual a soma de todos os possiveis termos contraidos dois a dois, entao:

+demais contragoes dos operadores de criagao e destruigao, (3.21)

de modo que (UVW...XY Z) sao operadores fermionicos com tempos 7y, Ty, Tw - - - Tx, Ty, Tz. As

contracoes dos operadores geram as funcgoes de Green nao-interagentes como mostrado abaixo:
dvdL = <d7(7)dL(T')> = 5,M5G(0) (t—1). (3.22)

A fungdo de Green definida na equacao (3.1) pode ser calculada expandindo-se a

equagao (3.11). Assim, teremos,

St S S i [ dra T (V) V(7)o (7) 3 (7)o
2 neo (_;!)TL foﬂ dry... foﬁ dr, (T [V(Tl)v(m)} )o

aa(T, ') = — : (3.23)

de modo que operador de criagao sempre deve permanecer a esquerda do operador de destruicao.
Pode-se, ainda, decompor o numerador da equacao acima em dois termos de forma que um dos

termos cancele com o denominador. Dessa forma, reescrevemos (3.23) como:

wir?) = S O i [
T, T) = T1... Tn
a n! 0 ' 0

T {e P T, [V(70)..V () (1)L ()]

X

: (3.24)

conectado

onde o termo conectado se refere aos termos de G9,(7,7’) nao contidos no denominador da
equacgao (3.23). Utilizando o teorema de Wick e resolvendo a fungao de Green (3.24) veremos
que apareceram varias integrais no seu calculo perturbativo. Representaremos cada integral

utilizando os diagramas de Feynman conforme discutiremos na préxima se¢ao.
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3.3 Regras de Feynman

Os diagramas de Feynman mostram-se bem tuteis por fornecerem “insights” sobre os
processos fisicos os quais eles representam. Um diagrama pode ser desenhado para uma fungao
de Green dependente do tempo G,(t), bem como para uma fungao de Green dependente da
frequéncia de Matsubara G, (iw). Podemos resumir as principais regras de Feynman [37] no
formalismo de Matsubara [38] apropriadas para o modelo de Anderson de uma impureza (ver
equagao (2.59) no capitulo anterior):

1. Cada linha cheia contribui com um termo G (iw) = o bara as integrais

1
tw+iAsgn(w

conforme mostrado na figura 3.2;

.

6)

Figura 3.2: Propagador livre G (iw).

2. Cada linha de interagao (linha ondulada), como na figura 3.3, contribui com um
termo associado a interagao do modelo —U;

co1+m2-m3,1 W5

ml,T c)z,l

Figura 3.3: Processo de interacao.

3. Desenhar todos os diagramas que sejam diferentes topologicamente;

4. Para cada diagrama, a distribuicao das frequéncias deve ser conservada;

5. Cada “loop” interno, cujo spin deve ser somado, contribui com um sinal negativo
(ou seja, um fator -1);

6. Cada frequéncia intermediaria wy contribui com uma integracao independente do

. oo ’ s, . s . . s .
tipo f_oo %. Com essas regras é sempre possivel, a partir de uma série diagramética para
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t 1 | | | f t !
f f | | f } f |
Figura 3.4: Representacao em termos de diagramas de Feynman dos quatro tipos de canais no

modelo de Anderson de uma impureza.

G, (iw), obter a sua expressao analitica e vice-versa.

Ao examinarmos os spins na interacao descrita pela regra de Feynman 2, chamamos
a atengao para o fato de que na agao efetiva microscopica descrita pela equagao (2.59) existe
apenas um termo de interacao entre particulas localizadas com spins opostos, cuja intensidade
vamos definir como sendo dada inicialmente pelo parametro U;;. No entanto, na medida em
que renormalizamos o modelo de Anderson efetivo no limite de baixa energia, uma interacao
efetiva entre particulas renormalizadas de mesmo spin (nao presente inicialmente no modelo
microscépico) emerge naturalmente no problema induzida por flutuagoes quanticas (corregoes
ao vértice) no problema. Essa nova interagdo entre quasiparticulas de mesmo spin serd, por
sua vez, parametrizada pela constante de acoplamento Uy (em funcéo da simetria SU(2) do
modelo, temos que Uy = U}|). Dessa forma, inicialmente temos que impor a seguinte condi¢ao
de renormalizacao para o modelo: Uy = U e Uy = 0. Como veremos adiante, apesar de
inicialmente nulo, o parametro Uy renormaliza naturalmente para valores finitos no limite de
baixa energia do modelo. Por essa razao, teremos quatro tipos de vértices (onde apenas dois sao
independentes) que aparecerao em teoria de perturbagao para o problema como estd mostrado
em termos dos diagramas de Feynman correspondentes na figura 3.4.

Uma vez listadas as regras de Feynman, podemos definir o importante conceito de
auto-energia. Trata-se da soma de todos os diagramas irredutiveis de uma particula em G, (iw)
sem as duas linhas fermionicas externas. Por diagramas irredutiveis entendemos como sendo

aqueles que nao podem ser divididos em dois outros diagramas cortando apenas uma linha
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fermionica.

A auto-energia nos da uma nocao sobre o meio de muitos corpos onde uma particula se
propaga. Fisicamente, a auto-energia representa todos os processos de espalhamento associados
a uma particula. Neste sentido, a funcao de Green pode ser descrita em termos da soma de

propagadores livres com inserc¢oes de processos de espalhamento, conforme mostrado na figura

3.5.

G(io) = + () + =) ) 4 oees

Figura 3.5: Funcao de Green dada em termos dos propagadores livres e da auto-energia.

E conveniente representar a auto-energia como uma soma de diagramas de Feynman de
uma particula. Isto pode ser visto na figura 3.6. Dessa forma, fica claro que X(iw) representa
a soma de todos os diagramas irredutiveis de uma particula sem as linhas externas.

Seguindo a representagao da figura (3.5) podemos expandir em uma série geométrica

de razdo X (iw)G® (iw) e escrever:

Gliw) = GO(>iw)+ GO(iw)S(iw) GO (iw) + GO (iw) 2 (iw) GO (iw) Z(iw) GO (iw) + ...

1
= . (3.25)
[GO)(iw)] " — B(iw)

De modo que teremos a chamada equacao de Dyson que relaciona a funcao de Green interagente

com a auto-energia

G(iw)™ = [GO%iw)] - S(iw). (3.26)

Figura 3.6: Auto-energia dada em funcao dos diagramas irredutiveis de primeira e segunda
ordem.
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Partindo da equagao de Dyson, podemos separar a auto-energia em uma parte ima-
ginaria e em outra parte real. Por conveniéncia, faremos também uma continuacao analitica
no propagador G(iw — w + i0"). Como a fungao de Green do modelo de Anderson depende
apenas da frequéncia w, obtemos

1
w— Ey— ReX(w +i0%) — ilmX(w + i01)”

G(w +i0") = (3.27)

A parte imagindaria esta relacionada ao tempo de vida da quasi-particula. Supondo que a auto-
energia é uma fungao analitica, expandindo ReX(w + i0") em uma série de Taylor em torno de
w = 0.

d
ReX(w +1i07) = ReX(0) + %ReZ(w +1i07) W ... (3.28)
w=0

Substituindo (3.28) em (3.27), isso nos leva a

1
w— [Eq+ ReX(0)] — L ReX(w + i0+)|w

G(w +i0") = + Fw),  (3.29)

_ow — iIm3(0)

com F(w) sendo uma parte chamada de incoerente, ou seja, um termo de corregdo da parte
que foi deixada de fora da expansao (3.28). Podemos, ainda, reescrever a equagao anterior da

seguinte forma:
Z
w — ZE’fi”t 4+ q7L

G(w+1i07) = + F(w), (3.30)
onde Ei"t = E; + ReX(0) e a grandeza 771 = —Z ImX(w = 0%) se refere ao tempo de vida da

quasiparticula. A quantidade Z na equagao acima é o peso da quasiparticula (0 < Z < 1) e é

definido explicitamente como

d -1
Z =11——ReX 0 : 31
dwRe (w10 >w201 (3.31)

Fisicamente, o peso da quasiparticula representa uma medida da coeréncia das excitagoes do
tipo fermionicas do sistema. Em nosso trabalho, esse parametro serd essencial uma vez que
ele é proporcional a ja mencionada escala de energia de Kondo que emerge naturalmente do

modelo de Anderson de uma impureza no limite de forte acoplamento. Essa escala é dada por:

WAN? .
TK:( v ) ¢ iA (3.32)
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onde U ¢ a interagao coulombiana e A é, como sabemos, o termo de hibridizagao. A escala de
energia de Kondo se manifesta em varias quantidades fisicas do modelo de Anderson de uma
impureza e pode ser encontrada associada ao peso da quasiparticula utilizando o método Bethe

ansatz [39] no limite em que U > A na forma

U —rU
Z ~ W—exp( T ) (3.33)

Por outro lado, se considerarmos a teoria de perturbagao até segunda ordem [3] no limite em

que U < A, o peso da quasiparticula sera dado por

zo (o) () o

Os resultados acima sao parametros importantes a serem discutidos nesta dissertacao de mestrado.

Devemos ainda neste ponto de nossa discussao, definir a funcao de Green de duas
particulas de forma andloga a feita com a equacao (3.17). No formalismo de tempo imaginario,
o propagador de duas particulas segue do calculo do seguinte valor esperado:

Te {exp(=BH)T, [da(m)ds(m)d}(7)dL ()] }
Tr {exp(—SH)}

(3.35)

Gz(14ﬁ) (7_1’ T2, 7_{7 Té) =

Para obter os diagramas de Feynman para a funcao de Green de duas particulas basta seguir o
mesmo procedimento utilizado na derivacao das regras de Feynman para a funcao de Green de
uma particula. Mostramos na figura 3.7 os diagramas da funcao de Green de duas particulas
definido em termos da grandeza chamada funcéo vértice irredutivel de quatro pontos I'®. Esta
quantidade desempenha um papel importante na implementacao do grupo de renormalizacao

para o modelo de Anderson de uma impureza e é discutida na proxima secao.

3.4 Teoria de perturbacao convencional

Nesta secao, calcularemos até segunda ordem de perturbacao nas interacoes a chamada
funcdo vértice irreditivel de quatro pontos I'®)(wy, ws, ws3). Para determinar essa funcdo, ini-

ciaremos definindo trés quantidades que aparecem normalmente nos diagramas de Feynman
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i

Figura 3.7: (a) Representagao esquemadtica da funcao de Green de duas particulas em termos
dos diagramas de Feynman. (b) Fungao vértice irredutivel de quatro pontos em fungao de

alguns diagramas de Feynman de interacao entre duas particulas.

da teoria, as chamadas bolhas de polarizagao particula-particula e particula-buraco. Essas

quantidades sao representadas diagramaticamente na figura 3.8 e calculadas, respectivamente,

conforme as equagoes:

> d
(iw, + iwy) = / %G@ (i) GO (—iwp + iwy + iws)
i 2A n(|w1—|—w2|—|—A>
m|wr + wa|(|Jwi + wal + 2A) A ’
. . * dwO )/, 0/ . .
X1(iwy —iws) = %G (1wo) G (iwg + iwy — iws)
2A 1 (|w1—w3]+A)
== —_ n s
7T|CU1 —W3‘(‘W1—W3‘+2A) A
. . * dwy (0) /. (0) (. . .
X2(iws —iws) = ﬁG (1wo) G (iwg + itws — iws3)
2A 1 (|w2—w3|+A)
—= — n s
7T|W2-W3‘(|W2—W3|+2A) A

onde os G©’s sdo dados de acordo com a equagio (3.2).

(3.36)

(3.37)

(3.38)

Usando teoria de pertubagao convencional até segunda ordem ou, equivalentemente, até

um loop, vamos calcular as corregoes aos vértices do modelo induzidas por flutuagoes quanticas
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até essa ordem de perturbacao. Utilizando a a¢ao para o modelo de Anderson de uma impureza
(2.59) e aplicando a fungao de Green (3.24) até segunda ordem e, ainda, com o auxilio das regras
de Feynman, podemos efetuar as possiveis contracoes obtendo para a fungao vértice irredutivel
de quatro pontos I'¥) (w1, ws,ws) no canal de interagao de particulas com spins iguais e encontrar

a seguinte expressao:

Fﬁ) (Wi, w2, ws) = =Up + UL H(wy +w2) + (UZ + UZ) x1(wi —ws) + (UZ — 3U3,) x2(wa — w3),

(3.39)

Veja que, para o modelo de Anderson simétrico, o sistema € invariante por rotagao de

spin, ou seja, ele é invariante pelo grupo de simetria SU(2). Dessa forma, exibimos os diagramas
de correcao ao vértice do canal de particulas de mesmo spin na figura 3.9.

De maneira analoga, podemos calcular a funcao vértice irredutivel de quatro pontos

para o canal de particulas com spins opostos. Assim, obteremos até segunda ordem de per-

turbacao:

Fﬁ) (wl,wg,wg) = UTJ, — 2UT2¢ H(wl + w2) — 2UNUTT Xl(wl — (,U3) — 3UT2¢ Xg(wg — (,dg). (340)

(1)1+(o2—(1)0
S )_u)1+u)2
(ml w,) =
)
000,
00,
Xl(ml_(DS) -
@q
0,040,
_ W,~0,
Xz(mz'ms) -
©

Figura 3.8: Bolhas do tipo particula-particula e particula-buraco.
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Mostramos os diagramas de Feynman correspondentes na figura 3.10. A seguir, aplicaremos
a técnica do grupo de renormalizacao para o modelo de Anderson de uma impureza com o
objetivo de derivar uma teoria efetiva de baixa energia que possa ser descrita em termos da

teoria do liquido de Fermi de Landau. Isso sera feito no préximo capitulo.

for, of
y T f f f !
= >WV< ¥ f 1 ¥ 1 i +
A ,1 T @ . (b) ! ! © f
f

T r
! T ot l Pt ;
+ ) ) + + + +
f | f
e N\ ] © Pt 4 P @
! ot -
|
f ) fot T (i) tot l ) !

Figura 3.9: Os diagramas de Feynman correspondentes ao canal de particulas com spins iguais
até um loop.

J | ' } ro f | f

S
fo] % T @ Vo (b) Lot © | f C) |

D K

. . . .

/e N b e @ ! ! o N

Figura 3.10: Os diagramas de Feynman correspondentes ao canal de particulas com spins
opostos até um loop.



Capitulo 4

O Grupo de Renormalizacao

4.1 Introducao ao grupo de renormalizacao

Historicamente, o grupo de renormalizacao foi introduzido pela primeira vez por Stiick-
elberg e Petermann [40] em 1953. No entanto, suas implicagoes para a eletrodinamica quantica
foram exploradas um ano depois por Gell-Mann e Low [41], quando analisavam a estrutura
analitica dessa teoria que exibia intimeras divergéncias induzidas por flutuagoes quanticas em
teoria de perturbacao. Mais tarde, em 1970, esses conceitos foram estendidos e generalizados
por Callan (1970) [42] e Symanzik [43] e formam hoje o chamado grupo de renormalizacao de
teoria de campos. Ainda na década de 70, uma outra formulacdo do GR (essencialmente equi-
valente ao método do GR de teoria de campos para modelos renormalizaveis) foi proposta por
Wilson [44] com o objetivo de calcular os expoentes anomalos das chamadas transigdes de fase
classicas de segunda ordem, que se manifestam, tipicamente, em fisica da matéria condensada.
Embora o método do grupo de renormalizacao de teoria de campos tenha como vantagem do
ponto de vista técnico ser mais facil de ser implementado em comparacao ao método do GR de
Wilson, esse ultimo método se revela fisicamente mais intuitivo. Por essa razao, vamos explicar
abaixo o método do GR de Wilson em linhas gerais.

A estratégia central da formulacao do grupo de renormalizacao de Wilson esta na
derivagao de uma teoria de campo efetiva de baixa energia para um dado modelo. Essa teoria

efetiva é descrita por uma agao renormalizada que é capaz de descrever as propriedades fisicas

39
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de um dado sistema estudado até uma certa escala, que em nosso caso serd uma escala de
energia. Nesse sentido, o objetivo de se obter essa teoria de campo efetiva de baixa energia
para um dado modelo eletronico serd o de estudar o seu comportamento nesse limite de tal
forma a obter informacoes do estado fundamental do modelo e as suas excitagoes elementares
de baixa energia. Dessa forma, seguindo o procedimento de Wilson, devemos primeiro escrever
o modelo em termos de uma integral funcional que define a nossa teoria de campo. Essa
teoria inicial (que define a chamada teoria “nua”) tem de ser apropriadamente regularizada
no limite do ultravioleta, ou seja, até uma escala maxima de energia (ou um cutoff de energia
Ap). O préximo passo, consiste em separarmos modos de alta energia (modos rapidos) e modos
de baixa energia (modos lentos) no modelo. Em seguida, integramos os graus de liberdade
associados a escalas de energias altas, de modo a inclui-los de forma efetiva nos graus de
liberdade associados a escalas de energias baixas. Logo depois, reescalona-se as energias do
modelo resultante de tal forma a estabelecer uma comparacao entre as teorias antes e depois
da integragao. O processo de renormalizacao termina reescalonando-se também os campos da
teoria. Iterando esse procedimento varias vezes, obtemos uma transformacao entre agoes que,
em esséncia, mapea o modelo inicial em modelos efetivos definidos em termos de parametros
renormalizados que sao fungoes de uma nova escala variavel: a chamada escala do grupo de
renormalizacao A. No limite em que A — 0, recuperamos finalmente o limite de baixa energia
da teoria analisada.

Ja para o caso do método do GR de teoria de campos a estratégia é um pouco dife-
rente. A ideia central dessa ultima abordagem consiste em uma reorganizacao dos termos do
esquema tradicional de teoria de perturbacao via o método diagramatico. Em linguagem de
segunda quantizacao, essa estratégia consiste em uma redefinicao dos parametros que definem o
modelo eletronico como, por exemplo, os acoplamentos e os campos associados aos operadores
de criagao e destruicao de particulas, em termos dos respectivos parametros fisicos observaveis
experimentalmente (ou seja, os parametros ditos renormalizados ou efetivos). Esses parametros

renormalizados passam a depender necessariamente de uma nova escala de energia, a escala do
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grupo de renormalizacao A mencionada acima, de tal forma que o modelo efetivo resultante
descreva exatamente a mesma fisica do modelo original que se pretende resolver. Por essa razao,
esses parametros passam também a obedecer equagoes diferenciais (chamadas de equagoes do
grupo de renormalizagao), que descrevem, por sua vez, o comportamento do modelo no limite
de baixas energias. Essa equagoes do GR sao, de uma maneira geral, semelhantes as equacoes
do GR correspondentes obtidas usando o método de Wilson implementado perturbativamente.

Como o modelo de Anderson de uma impureza se trata de um modelo microscépico,
todas as quantidades presentes em sua agao (U, d,, e Eg) também estao definidos em uma escala
microscopica. Por isso, podemos dizer que este modelo representa a teoria “nua” e que todos os
parametros que o definem sao igualmente “nus”. Dessa forma, iremos implementar o método do
GR de teoria de campos para esse modelo de tal forma a obter o modelo efetivo correspondente
no limite de fisica de baixa energia. Do ponto de vista técnico, isso sera feito reescrevendo todos
os parametros “nus” do modelo original em termos das quantidades fisicamente observadas
(ou seja, renormalizadas). A diferenca entre esses parametros serd dada por um novo termo
chamado, por convengao, de contratermo. Se este procedimento vier a bom termo, dizemos que
a teoria original é renormalizével e o seu limite de baixa energia fica bem definido.

Na proxima se¢ao, mostraremos como se aplica o método do GR de teoria de campos

no caso do modelo de Anderson de uma impureza.

4.2 Sistematica do grupo de renormalizacao

Consideremos a acao (2.59). Para fazermos predigoes para as quantidades fisicas me-
didas experimentalmente no modelo de Anderson de uma impureza, redefiniremos todos os
parametros da acao total S [d, d] por parametros renormalizados adequados a escala de energia

de interesse. Para fazer isso, definimos as seguintes relagoes:

dy = dop + Adpp = Z2d, g, (4.1)

d_g = CZU’R + ACZU,R = Z%dg,R, (42)
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Up =2 ?[Usr + AUy, (4.3)

com a =11 ou T e o termo AU, g sendo chamado de contratermo. Substituindo os parametros

renormalizados na agao total “nua”, podemos reescrevé-la na seguinte acao renormalizada:

2
SR [JR,dR] = ZZEU’R —an—i‘Ed—‘—Z&] da,R
k

oW iwn - gk
+ [Unr + AUty g] / dpg(wr + wy — ws)dy g(ws)d g (ws)dy, g (w1)
w1,w2,wW3
+ [UTT,R + AUTTJ?] / ET,R(WI + Wo — (,L)g)ET7R(W3)d¢,R<w2)dT7R(w1). (44)
w1,w2,ws

Podemos ainda escrever essa acao de uma forma alternativa utilizando o contratermo de renor-

malizacao do campo fermionico AZ = Z — 1. Assim teremos,

Vi|?

. — dU,R
Wy — €k

Sk [dr,dr] = ) don

0,iWn,

—z'wn + Ed + Z
k
+ Unr / dr (w1 + wa — w3)dy, g (ws)dy, g (w2)dr g (wr)
wi1,wW2,ws

+ Umr / dr (w1 + wa — w3)dp g (w3)dr g (w2)dr g (wr)
wi1,wW2,ws

— . = |VA?
AZd, g | —iw, + E So—
+ Z R | —ww, + d—l—;w}n_gk

0,iWn,

+ AU r / di g(w1 + wo — w3)dy g(ws)dy, r(w2)dp g (wr)

do, R

+ AUTTyR/ ETVR(wl + Wy — W3)ET,R<W3)dT7R(WQ)dT’R(wl). (45)
w1,w2,ws

Nas préximas se¢oes, mostraremos a aplicacao deste método até um loop para o modelo

de Anderson de uma impureza.

4.3 O grupo de renormalizacao até um loop

Conforme mencionamos anteriormente, o grupo de renormaliza¢ao nada mais é do que
uma técnica analitica que permite reescrever o modelo original em termos de um modelo efetivo
apropriado para escala de observagao de interesse. Até o momento, todos os parametros de nosso

problema estao definidos na escala de energia Ay. Tais parametros sao chamados de “nus”.
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Devemos agora definir um acoplamento efetivo, ou seja, renormalizado, definido para escalas
de energia macroscépicas associadas a dinamica de baixa energia do modelo. Para tanto, iremos
reescrever toda a teoria de perturbacao em funcao desses novos acoplamentos efetivos que entao
serao escritos em termos de uma escala arbitraria A de energia. Isso significa rearranjar todos
os termos da série perturbativa de modo a remover potenciais nao-analiticidades do modelo.
Nosso primeiro passo serd substituir os acoplamentos “nus” pelos acoplamentos renor-
malizados que serao definidos para a escala de energia A que, por sua vez, tende a zero no limite
de baixa energia associado ao modelo. Assim, os acoplamentos renormalizados sao dados pela
equagao (4.3). Substituindo essa expressao na agdo do modelo e calculando a funcao vértice de

quatro pontos para o canal de interacao entre particulas de spins iguais teremos

Fﬁ) (w1, wo,w3) = —Umr+ U%T,R (w; + wy) + (U%R + UT2¢7R) X1 (w1 — ws)

+ (UTQTJR — 3U$¢,R) XQ(OJQ — OJ3) — AUTT7R‘ (46)

Como Uy r € 0 acoplamento efetivo na escala de energia A, precisamos definir a seguinte

prescri¢ao para esta quantidade:
3A A A
iy (w1 =W =g, wWs = —) = —U,r(A), (4.7)

onde vamos definir que A > 0. Dessa forma o contratermo da teoria se torna

2A A+ A
AU a(A) = = (U= 20 0) =t (A2 49

Analogamente podemos fazer o mesmo procedimento para o canal de particulas com spins

opostos, dessa maneira

Fﬁ’) (wl, Wa, W3) = U'N,R _2U1?¢,R H(w1+w2)—2UN7RU¢T7R X1 (wl—W3)—3UT2¢7R X2 (WQ—W3)+AUT¢’R.
(4.9)

Estabelecendo a seguinte condigao de renormalizacao para o acoplamento Uy g

3A A A
F'(Ti) (wl = 77(’02 = _an?) = 5) = UT~L7R(A>’ (410)
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obtemos que o contratermo AUy, g fica

2A A+ A
AUN,R<A) = — (UTQJ,,R + 2UTT,RUN,R) FA(A n QA) In < A ) . (411)

Note que, essa teoria de perturbacao esta bem definida no limite de baixa energia A — 0 do
modelo. Desse fato, podemos concluir que toda a teoria foi renormalizada até segunda ordem
de perturbacao.

Vejamos como estes parametros renormalizados variam quando mudamos a escala de
observacdo A em que eles estdo definidos calculando a fungao 8 = AdU,/dA onde a =11 ou
1Tl. A funcao [ analisa como as constantes de acoplamento variam ao mudarmos a escala
de observacao em que elas estao definidas. Usando o fato de que as grandezas “nuas” nao
dependem da escala de energia, segue que para o acoplamento com particulas de spins iguais
Uy teremos

d
Am (UTTyR + AUTT,R) = 0. (412)

Efetuando a derivada para este canal ficamos com:

d o ) 2/ 1 2(A+A)  [A+A
AgaUrn = (Ve = 2Unn) - A+28) |A+a Aazen) \a ) W

De maneira semelhante, para o canal de particulas com spins opostos teremos

d
Aoy Un.r+ AUp.g) = 0. (4.14)
De onde resulta que
d 2A 1 2(A+A) A+ A
A— = (U? 2 — 1 . (41
axVren = Ui+ 2Umelnr) SRy |K5 8 ~ AA o) ™ ( A )} (4.15)

As equagoes (4.13) e (4.15) sdo chamadas de equagdes do grupo de renormalizagdo até um
loop. E importante observar que as correcoes dos vértices do modelo até um loop nao levam
em consideracao os importantes efeitos das flutuagoes quanticas que afetam as excitacoes de
uma particula desse sistema. Para fazer isso, calcularemos agora a auto-energia associada a

esse modelo.



4.4 Calculo da auto-energia no modelo de Anderson 45

4.4 Calculo da auto-energia no modelo de Anderson

Nesta segao, vamos calcular a auto-energia X(iw) do modelo de Anderson de uma
impureza até dois loops. Utilizando as regras de Feynman para o modelo associadas a nossa

Hamiltoniana, podemos escrever a seguinte expressao para a auto-energia:
Y (iw) = 2V (iw) + 2@ (iw) + AX(iw), (4.16)

onde Y (iw) representa as contribuicdes na auto-energia até um loop, X (iw) diz respeito
as contribuicoes até dois loops € Yeoniratermos(iw) se refere aos diagramas gerados pelos con-
tratermos definidos na teoria. Na figura 4.1 mostramos os diagramas de auto-energia gerados
pela teoria. Veja que a quantidade referente a um loop nao necessita ser determinada explici-
tamente uma vez que fizemos a conveniente escolha u = E,;. De fato, efetuando os célculos
para os diagramas de um loop (que sao os chamados diagramas de Hartree-Fock) e ainda para

seus respectivos contratermos, verificamos que essas integrais se anulam de modo que apenas o

f

AZZTQT+TmT+TmT+TXT

Figura 4.1: Diagramas de Feynman para auto-energia até dois loops. O tltimo diagrama do
contratermo da auto-energia corresponde a correcao do peso da quasiparticula.
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ultimo diagrama do termo AY sera relevante em nossos calculos.
Antes de calcular as contribuices de dois loops podemos linearizar a bolha de pola-
rizacao particula-buraco até primeira ordem. Assim teremos:

o0 d /
T(iw + iwp) = / GO (1) GO (iw + iwp — i). (4.17)

oo 2T

Resolvendo a integral ficamos com

Aln [1—1—%]

(mA) (1w + iwy) =
o+ | 1+ 0]
2
1_w+0(|w%.;0|> . (4.18)

Desse modo, a auto-energia em dois loops fica

LU, [ du 1 lw + wo
2O (jw) = — / 0 R e 4.1
(i) A J_o 27 wo + Asgn(wp) A (4.19)

A primeira integral se anula, portanto

4iU2 [ dw 1
Y@ () = —— / 0 . 4.20
(i) TA? J_ o 27 wo + Asgn(wp) o+l (420)

em funcao da linearizacao, a integral acima diverge, de modo que teremos que incluir um cutoff

ultravioleta Ay na teoria

403, (M dw 1
2@ (iw) = ——1F / : . 421
(i) TA% [ 5, 21 wo + Asgn(wo) o+ ol (421)

Supondo w > 0 podemos dividir a integral nos intervalos

4;U2 Ao W+ w 0 W+ w v W+ w
Y@ (i) = —— N / d 0 / d 0 / d 01 4.22
(W) ==smn | ), ®ogzat ) Mo =at), “g=a (422)

Resolvendo a integral e lembrando que Ag >> A obtemos

_ 4iU? A A
) (jw) = _7T2AT§ {w In (w—l——OA) +Aln (w n A> +w] : (4.23)

Analogamente, podemos proceder de forma semelhante para o caso em que w < 0. Dessa forma

encontraremos

4iU2
»®) (jw) = —WZAT; {wln (waA) — Aln (w fA) +w} : (4.24)
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Tanto para o caso em que w > 0 quanto para w < 0 esse termo é nao-analitico para Ay > A.
Para remover essa nao-analiticidade, precisamos renormalizar também os campos fermi-
onicos. Por essa razao, vamos renormalizar os campos fermionicos associados a nossa acao
(2.59). Em outras palavras, vamos reescrever, como fizemos anteriormente, os campos fermionicos
“nus” em termos dos campos fermionicos renormalizados conforme as equagoes (4.1) e (4.2).
Com a agao renormalizada (4.5), vamos efetuar o calculo perturbativo até dois loops da funcao
'@ (jw) que é o inverso da fungao de Green G~!(iw) associada ao sistema interagente. Esta

fungao pode ser calculada utilizando-se a equacao de Dyson (3.5)

-1

I'?(iw) = [GO] T - S(iw). (4.25)
Dessa forma teremos
4iU2 A
N N - . o 0 .
I'®(iw) = iw + iAsgn(w) — 7T2A2wln (w n A> —iwAZ. (4.26)

Para encontrarmos AZ, estabeleceremos a seguinte condi¢io de renormalizacao para I'® (iw):

ImT@(w=A)=A+A, (4.27)
Logo obteremos,
4U2 A
AZ =—— 2] . 4.2
A2 “(A+A>’ (4.28)

de modo que da nossa condi¢ao de renormalizacao fica facil encontrar Z. Daqui, é possivel
derivar uma equacao do grupo de renormalizacao que descreve como o peso da quasiparticula
varia quando nos aproximamos do limite de baixa energia do sistema. Derivando a equagao

anterior em relacao a A encontramos

NdzZ AU (A
ZdN ~ m2A? (A+A) ' (4.29)

Vamos observar o que fizemos até o momento. Descrevemos na secao anterior nosso calculo dos
acoplamentos renormalizados até um loop ou seja, até segunda ordem de perturbacao enquanto

que, na presente secao, desenvolvemos um calculo para a auto-energia até dois loops. Uma
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vez que levamos em consideragao flutuagoes quanticas até dois loops no sistema poderemos
incluir em nossos calculos para os acoplamentos o chamado propagador “vestido” com efeitos

de auto-energia. Mostraremos como fazé-lo na proxima secao.

4.5 Equacgoes do grupo de renormalizacao com efeitos da
auto-energia

Até o momento, utilizamos a sistematica do grupo de renormalizacao de teoria de cam-
pos para determinar os acoplamentos renormalizados numa escala de energia A. Calculamos,
dessa maneira, a funcao vértice de quatro pontos para os canais de interagao entre particulas
de spin iguais e entre particulas de spin opostos. Em seguida, derivamos as equacoes do GR
até um loop para os acoplamentos renormalizados correspondentes do modelo, o que nada mais
é do que um procedimento para somar algumas classes de diagramas (construidas a partir de
bolhas nao-renormalizadas do tipo particula-particula e particula-buraco) até ordem infinita
em teoria de perturbacao. No entanto, infelizmente, esse procedimento se revela insuficiente
para remover uma instabilidade artificialmente gerada do tipo Stoner nesse modelo que se ma-
nifesta para acoplamentos que satisfazem U/mA > 1. Para resolver esse tipo de problema,
uma solugao sugerida em [27] e [29] consiste em “vestir” os propagadores nao-interagentes
do modelo utilizados no método do GR diretamente com efeitos da energia. Dessa maneira,
como estamos interessados no comportamento de baixa energia do modelo (particularmente na
possivel obtengao da escala de Kondo do problema), vamos nos concentrar no limite de baixas
frequéncias |w| < A. Nesse regime, é razodvel supor que a fun¢ao de Green renormalizada do

modelo é dada pela forma do liquido de Fermi de Landau para baixas frequéncias (veja equacao

(3.30)), ou seja
A

Goliw) = iw + 17 Asgn(w)’

(4.30)

onde Z, como vimos anteriormente, é o peso da quasiparticula que, no nosso caso, contém
efeitos da auto-energia até dois loops.

A equagao (4.30) é a funcao de Green interagente do modelo de Anderson de uma
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impureza. Essa equacao serd incluida, a partir de agora, em todos os nossos calculos utilizando
o método do grupo de renormalizacao de teoria de campos no lugar da fungao de Green de
Hartree-Fock utilizada anteriormente. Dessa forma, como ficara claro mais adiante quando
discutirmos a solucao numérica das equacoes do GR correspondentes, esse procedimento se
revela de fato bem sucedido na remocao da instabilidade do tipo Stoner no modelo.

Podemos agora determinar as equagoes do grupo de renormalizacao até um loop vesti-
das com efeitos da auto-energia para os acoplamentos a partir das equagoes (4.13) e (4.15).

Dessa maneira, seguindo esse procedimento, as novas equacoes do GR para os acoplamentos se

tornam
d R ) 273 1 2(A+ZA) A+ ZA

AdAUﬁ,R = (Ufr = 2Uf 1) (A +2ZA) L\ +ZA  A(A+2ZA) "\za ’
(4.31)

d 273A 1 2(A+ZA) A+ ZA

A— = (U? 2 - 1 .

A UtLR (Ut.k + 2Ut1.RUt.R) T (A+2ZA) {A +ZA T N(A+2ZA) " ( ZA )1

(4.32)

De forma essencialmente andloga, usando o procedimento de renormalizacao descrito acima,
podemos calcular também a nova equacao do grupo de renormalizacao para o peso da quasi-

particula. Da expressao (4.29), temos que essa equagao do GR se torna

ANdzZ AU;Z A 133
ZdA ~ w22 (A+ZA)' (4:33)
Como vemos, essas equacoes do GR continuam sendo equacoes diferenciais acopladas entre si,
que sao dificeis de serem resolvidas analiticamente. Mais adiante, resolveremos numericamente
essas equacoes do GR de tal forma a obter o comportamento do modelo no limite de baixa
energia. Na préxima secao, continuaremos nossa implementacao do grupo de renormalizagao

de teoria de campos e derivaremos uma equacao do GR para outra quantidade fisica importante

do modelo: a susceptibilidade uniforme de spin.

4.6 Susceptibilidade uniforme de spin

Nas tltimas se¢oes, calculamos algumas grandezas fisicas do nosso modelo microscopico



4.6 Susceptibilidade uniforme de spin 50

de modo a mostrar a sistematica do grupo de renormalizacao e derivar as equagoes do grupo
de renormalizacao correspondentes. Agora, discutiremos sobre a funcao resposta associada a
susceptibilidade uniforme de spin do modelo. Com a finalidade de obtermos essas quantidades
devemos, conforme mencionamos, calcular a funcao resposta linear originada de um campo
externo infinitesimal uniforme que acopla com os operadores nimero de ocupagao. Para isso,
adicionamos a nossa agao “nua” o seguinte termo

_hext Edj,da, (434)

g

de modo que 7T, é definido como a funcgao resposta linear “nua”, h.,; é um campo externo
uniforme e df e d, sdo respectivamente os campos fermionicos “nus” associados aos operadores
de criagao e destruicao de elétrons do nosso modelo. Em seguida, podemos definir duas fungoes
irredutiveis Fﬁ’l) e Fﬁ’l) que deverao ser renormalizadas definindo-se novos contratermos de
maneira semelhante ao que foi feita na secao anterior. Em um célculo perturbativo até um loop
e utilizando as regras de Feynman apropriadas para o modelo, encontramos os diagramas das
fungoes conforme as figuras 4.2 e 4.3.

Assim, seguiremos o mesmo procedimento mostrado anteriormente e reescreveremos

os campos fermidnicos do modelo definido em (4.34). Para tanto, iremos expressar a fungao

resposta “nua” 7T, em termos da grandeza correspondente renormalizada 2. Podemos entdo
/1/ t f } t
' t | t /T
AN b AAAA + A -
<T <f \\T

Figura 4.2: Os diagramas de Feynman do canal de particula de mesmo spin correspondentes ao
calculo da funcao resposta uniforme do sistema até um loop. A funcao resposta renormalizada
é representada, na figura, por circulos cinzas e os seu contratermo pelo circulo cinza com uma
cruz.
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< < L
l

Figura 4.3: Os diagramas de Feynman do canal de particula de spin contrarios correspondetes
ao calculo da funcao resposta uniforme do sistema até um loop. A funcao resposta renorma-
lizada é representada, na figura, por circulos cinzas e os seu contratermo pelo circulo cinza com
uma cruz.

escrever

= [T+ AT, (4.35)

R) , _—
onde AT)( ) é o contratermo. Para calcular esse contratermo, vamos estabelecer uma condicao
de renormalizacao para nos dizer em que escala a fungao resposta renormalizada estd definida.

Escolhendo a condicao de renormalizacao teremos
IZY(w =A) = —iTE(A), (4.36)
onde a =11 ou ||]. Dessa condi¢ao, os contratermos ficam
ATE(A) = 22U TH(MII(A), (4.37)
A’Ef(A) = QUﬁﬂ?(A)H(A). (4.38)

Antisimetrizando T em relagdao a projegao de spin «, podemos definir a funciao resposta de
spin como sendo

Topin () = TH(A) = TE(A), (4.39)
Seguindo o mesmo esquema de renormalizagao proposto anteriormente, e inserindo em nossos

célculos o propagador vestido (4.30), podemos derivar as seguinte equagoes para essas quanti-

dades

AL = —2Uf{ Ty (4.40)

275 L 2(0+24)  (A+ZA
dA srin spin (A+QZA) A+ ZA A(A—{—QZA) " .

ZA
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R —
Xspin_

w

Figura 4.4: O diagrama de Feynman associado a susceptibilidade uniforme de spin.

Vamos passar para o calculo da susceptibilidade uniforme de spin. Para isso, voltemos nossa
atencao para a figura 4.4 na qual vemos que a susceptibilidade de spin é calculada diretamente
a partir das fungoes resposta.

Calculando esses diagramas chegamos na equacao do grupo de renormalizagao para

essa quantidade

27°A A+ZA
XE (TR ) 1 4.41
spin (tpzn) 7TA(A + QZA) n < A ) 9 ( )
Finalmente, derivando a equacao (4.41) em relagao a A obtemos
dxk; 273\ 1 2(A+ZA A+ ZA
ALin _ ()2 _ 2 ZA) ) (AT L (142)
dA Pl (AN+2ZA) [A+ZA A(A+2ZA) ZA

Uma vez que determinamos a equacgao do grupo de renormalizacao para a susceptibilidade uni-
forme de spin, nosso préximo passo sera analisar numericamente o fluxo de todas as quantidades
calculadas discutidas até aqui no limite de baixa energia do sistema e, em seguida, discutir os

resultados. Isso serd feito no capitulo que se segue.



Capitulo 5

Resultados: Calculos Numéricos

Neste capitulo, discutiremos a solu¢ao numérica das equagoes do grupo de renorma-
lizacao derivadas anteriormente, ou seja, as equagoes do grupo de renormalizacao para os acopla-
mentos, para o peso da quasiparticula e para a susceptibilidade uniformes de spin. Conforme
constatamos, essas equacoes diferenciais sao acopladas entre si e, por isso, complicadas de serem
resolvidas analiticamente. Com o intuito de acessarmos as informacoes referentes as proprieda-
des fisicas do modelo de Anderson de uma impureza no limite de baixa energia vamos utilizar

um método numérico, o qual explicaremos a seguir.

5.1 O método numeérico

Discutiremos, nesta se¢ao, a estratégia numérica que utilizamos para resolver as equagoes
diferenciais de primeira ordem acopladas encontradas no capitulo anterior. Essas equacoes do
grupo de renormalizacao, como mencionadas anteriormente, sao complicadas de serem resolvi-
das analiticamente. Por isso, lancaremos mao de um método numérico.

O método numérico utilizado para resolver as equagoes do grupo de renormalizacao
dos acoplamentos renormalizados do sistema é o método Runge-Kutta de quarta ordem [45]
que foi implementado neste trabalho utilizando a linguagem de programacao Fortran 90.

Como forma de elaborarmos o programa, definimos o parametro [ que para nds serd o
passo do grupo de renormalizacao. Esse parametro esta relacionado a escala A da nossa teoria

efetiva da seguinte forma:, A = Age(™Y, onde Ay é o cutoff ultravioleta associado & energia.

23
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Assim, quanto maior o passo do grupo de renormalizagao (1), menor a escala de energia A. Além
disso, escolhemos as condigoes iniciais para a resolucao das equacoes diferenciais de primeira
ordem [ = 0, onde o acoplamento de particulas de mesmo spin e o acoplamento de particulas
de spins opostos sao, respectivamente, Uy = 0 e Uy = U.

Ao longo deste capitulo, discutiremos o modelo de Anderson de uma impureza definido
com acoplamentos que vao de fracos (U/mrA < 1) a fortes (U/7A > 1). Discutiremos, ainda,
os resultados numéricos para esta situagao utilizando a abordagem do grupo de renormalizagao
explicado anteriormente. Por fim, faremos a discussao sobre a natureza das excitacoes ele-
mentares presentes em nosso modelo analizando o fluxo do GR da susceptibilidade uniforme

associada ao spin.

5.2 O fluxo do GR dos acoplamentos

Nesta secao, vamos nos limitar a andlise da solu¢ao numérica das equagoes do grupo
de renormalizagao até um loop para os acoplamentos renormalizados como funcao de A ou seja,
as equagoes (4.13) e (4.15).

Utilizando o método numérico descrito anteriormente, obtivemos o chamado fluxo do
grupo de renormalizacao para os acoplamentos Uy e Uy exibidos nas figuras 5.1a e 5.1b. Ambos
os acoplamentos foram obtidos até um passo de [ = 30 e com a condicao inicial de que Uy = 0
e Uy, = U. Na figura 5.1a, vemos que o acoplamento Uy, mesmo partindo inicialmente do
valor nulo, renormaliza rapidamente para valores negativos. Isso significa que o acoplamento
Uy adquire um cardter atrativo no limite de baixa energia. Por outro lado, analizando a figura
5.1b, nota-se que os varios valores do acoplamento Uy, sempre se renormalizam no regime de
baixa energia para resultados positivos o que evidencia seu comportamento repulsivo. Além
disso, fica claro a presenca de plateaus nos fluxos do grupo de renormalizacao o que indica a
existéncia de ponto fixo no limite do infravermelho.

Podemos afirmar que os resultados obtidos para o fluxo dos acoplamentos é numerica-

mente estavel o que nos encoraja a prosseguir com a nossa metodologia.
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Figura 5.1: Fluxo de renormalizacao até um loop dos acoplamentos efetivos do modelo de
Anderson de uma impureza. Como condigao inicial utilizamos | = 0, Uy = 0 e Uy, = U onde
U é o parametro de interacao local do modelo de Anderson.

5.3 O fluxo do peso da quasiparticula

No capitulo 4 derivamos a equacao do grupo de renormalizagdao que descreve o fluxo
do peso da quasiparticula em nosso sistema. Essa quantidade afeta diretamente as equacoes
do grupo de renormalizacao para os acoplamentos e para as susceptibilidades. A equacao
(4.29) foi resolvida numericamente levando-se em consideragao que o peso da quasiparticula Z
é identicamente igual a um para a situacao com a escala de A ao cutoff Ay, ou seja, estamos
usando como condigao inicial Z(I = 0) = 1.

Na figura 5.2, mostramos o peso da quasiparticula em funcao do passo do grupo de
renormalizacdo (I) para quatro escolhas de acoplamentos. Verificamos que o peso da quasi-
particula renormaliza fortemente para cada valor da interacao e ainda, Z sempre permanece
finito, o que sugere a existéncia de excita¢oes do tipo quasiparticulas fermionicas bem definidas
no limite de baixa energia do sistema e a descricao do mesmo através da teoria do liquido de
Fermi de Landau. Para interacoes fracas, Z renormaliza para valores proximos a unidade o que
implica no cardter metalico do estado fundamental ao passo que, para interacoes fortes, até o

valor em que pudemos ir numericamente, percebemos que o peso da quasiparticula renormaliza
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Figura 5.2: Fluxo para o peso da quasiparticula para quatro valores de acoplamentos.

para valores proximos, mas nunca iguais a zero. Isto significa que, para este ultimo regime de
interacao, o modelo conserva suas caracteristicas condutoras embora o pico da quasiparticula
na fungao espectral se estreite fortemente.

Para continuarmos nossa analise sobre esta quantidade mostraremos a seguir a relacao

direta do peso da quasiparticula com o acoplamento.

5.4 Inverso do peso da quasiparticula em funcao dos
acoplamentos

Como forma de verificar para nosso modelo se a escala Kondo é reproduzida utilizando
o método do grupo de renormalizacao de teoria de campos, vamos analisar o grafico do inverso
do peso da quasiparticula Z~! em uma escala logaritmica em fun¢ao de U/(mwA). A ideia
aqui é comparar nosso resultado com as conclusoes dadas pelo método preciso do grupo de
renormaliza¢do numérico [26], pela teoria de perturbagao até segunda ordem [3], conforme

vimos na equacao (3.34) para U < A, e ainda, pelo resultado oriundo do método Bethe



5.4 Inverso do peso da quasiparticula em funcao dos acoplamentos 57

1000 ¢ T .

: GRN ——t—
[ GRTC (A\p=0,14) —%—
- GRTC (A\y=0,54)
I GRTC (A=) —8B—
TP

100 |

1/z

10 |

ul(m)

Figura 5.3: O inverso do peso da quasiparticula como fungao de U/(wA) utilizando o grupo
de renormalizacao de teoria de campos (GRTC). Como comparagao colocamos os resultados
da teoria de perturbagao até segunda ordem (TP) [3] e do grupo de renormaliza¢do numérico
(GRN) extraido da Ref. [26].

ansatz [39] para U > A contido na equagao (3.33).

Para o calculo numérico utilizamos a equagao (4.29) com a condicao inicial Z = 1.
Além disso, variamos Ay em funcao de A com valores que iam de Ay = 0,1A até Ay = A.
O resultado obtido é colocado na figura 5.3. Com a intencao de facilitar nossa analise, nés
separamos a razao U/(mA) em limites de acoplamentos fraco e forte. Observando o gréfico,
percebemos que a curva para a teoria de perturbacao concorda quantitativamente com o resul-
tado exato para U/(mrA) < 1,0 que configura o limite de acoplamento fraco. Para U/(7A) > 1,0
o comportamento exponencial de 1/Z vem a tona, determinando dessa forma o limite de forte
acoplamento. A partir dessas consideragoes, no que diz respeito ao nosso resultado, é impor-
tante perceber que o comportamento de cada uma das trés curvas que geramos depende da
relacao entre Ag e A. Para valores relativamente grandes de Ag vemos que o resultado se afasta

em relacao ao valor dado pelo grupo de renormalizacao numérico que, como dissemos, mostra
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Figura 5.4: O inverso do peso da quasiparticula como fungao de U/(wA) utilizando o grupo
de renormalizagao de teoria de campos (GRTC) para Ay = 0,1A. Comparamos este resultado
com o dado pelo método Bethe ansatz [39] e pelo método do grupo de renormaliza¢do numérico
(GRN) extraido da Ref. [26].

o comportamento numericamente preciso desta quantidade. Por outro lado, ajustando A para
0,1A encontramos um resultado préximo (mas nao igual) do valor de referéncia (dado pelo
GRN). Neste caso, nosso resultado para o inverso do peso da quasiparticula do modelo de An-
derson de uma impureza concorda qualitativamente com os dados do grupo de renormalizacao
numérico no regime de acoplamento moderado até uma faixa do acoplamento forte (U/mA < 6)
e, também, de forma qualitativa, no limite de fraco acoplamento. Além disso, se compararmos
o resultado dado pela teoria de perturbagao até segunda ordem encontramos, para Ag = 0,1A,
um resultado qualitativamente melhor no intervalo de 2.0 < U/(7rA) < 6,0. Para tornar claro
este fato, comparamos nosso resultado com o fornecido pelo método Bethe ansatz no limite
em que U > A e novamente, com o método do grupo de renormalizagdo numérico conforme
grafico da figura 5.4. Este resultado reforga o fato de que no intervalo considerado conseguimos

reproduzir qualitativamente o resultado esperado para o peso da quasiparticula.
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E claro que um empecilho de nosso resultado é a dependéncia de Ay em funcao de A.
[sto é uma consequéncia da linearizacao da auto-energia do modelo que escolhemos para atacar
este problema. Outra possibilidade para essa discrepancia é que esse resultado pode refletir a
nossa escolha de renormalizar os acoplamentos em um loop e a auto-energia em dois loops. Para
ser mais consistente, a renormalizacao das duas quantidades tem de ser na mesma ordem de
teoria de perturbagao. Além disso, isso significa que nosso resultado ainda subestima a forga das
flutuagoes quanticas no modelo de Anderson de uma impureza para uma faixa de interacao tao
grande quanto esta que estamos considerando. Evidentemente este fato estabelece um limite de
validade para a nossa abordagem para esse problema. Por essa razao, para trabalhos futuros,
pretendemos implementar um célculo de dois loops completo (ou seja, incluir diagramas de dois
loops para os acoplamentos) para verificar se nesse caso poderfamos obter uma concordancia
mais quantitativa com os resultados exatos.

Podemos ainda colocar nosso resultado em contexto com alguns outros trabalhos dispo-
niveis na literatura tal qual o trabalho de Karrasch et al. [25] que implementou recentemente
um estudo com o grupo de renormalizacao funcional de Wilson para algumas quantidades do
modelo de Anderson de uma impureza como a massa efetiva, a susceptibilidade de spin estético
e a funcao espectral. Nesse trabalho, concluiu-se que enquanto o método utilizado por eles
reproduz com precisao os resultados do grupo de renormalizacao numérico em regime de fraco
acoplamento, ele falha por outro lado em determinar a escala Kondo para o modelo. Desse ponto
de vista podemos dizer que, embora nosso resultado também nao reproduza a escala Kondo em

forte acoplamento, ele fornece um quadro qualitativo para o peso da quasiparticula.

5.5 Resultados para a funcao resposta e a susceptibili-
dade de spin

Conforme mencionamos no capitulo anterior, para calcularmos a funcao resposta e a
susceptibilidade de spin, devemos resolver auto-consistentemente as equagoes (4.40) e (4.42)

utilizando o método numérico explicado anteriormente. A susceptibilidade uniforme de spin é
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de grande importancia uma vez que caracteriza um sistema eletronico e fornece informacoes
relevantes sobre a natureza de suas excitacoes elementares de spin em baixas energias. Resol-
vendo numericamente as equacoes do grupo de renormalizacao correspondentes, encontramos
o grafico mostrado na figura 5.5 para a funcao resposta linear uniforme de spin. Com vérios
valores para os acoplamentos, vemos que a fung¢ao resposta renormaliza para resultados maiores
que a unidade. Além disso, analizando o fluxo de renormalizacao da fungao resposta, observa-
mos que para qualquer regime de interacao esta quantidade permanece finita.

Apresentamos, em seguida, os calculos para a susceptibilidade de spin uniforme. No
entanto, ao examinarmos a equagao do grupo de renormalizacdo para essa quantidade (4.42),
nota-se que ela flui mesmo para a situacao de acoplamento nulo, ou seja, para o caso nao-
interagente. Dessa forma, é essencial que se faga um ajuste fino na condigao inicial dessa
equagao do grupo de renormalizacao (isto é, na susceptibilidade de spin “nua”) de tal forma

que, no caso em que U = 0, a susceptibilidade de spin fisica (ou renormalizada) flua para o seu

1.8 T T T T T
1.7 + -
1.6 -
1.5 -
2 14 ]
" U/(td)=0 ——
1.3 U/(m)=1 —— |
12 U/(TA)=2 |
: u/(mh)=3 ——
U/(ma)=4
11 U/(TR)=5 1
1 1 1 Ull(TrA)ZG 1
0 5 10 15 20 25 30

| (Passo do GR)

Figura 5.5: Fungao resposta linear de spin em fung¢ao do passo do grupo de renormalizagao
utilizando o método do grupo de renormalizacao de teoria de campos.
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Figura 5.6: A razao Xspin/Xo como fungao de Uy/(wA) utilizando o grupo de renormalizagao
de teoria de campos (GRTC). Para comparagao colocamos o resultado dado pelo grupo de
renormaliza¢do numérico [25].

valor exato que é xo = 1/mA. Esse procedimento possui uma analogia com outras teorias de
campo como a teoria ¢? (ou, em fisica da matéria condensada, a teoria de Ginzburg-Landau-
Wilson (GLW) [46], [47]) em que o parametro de massa “nua” da teoria (que estéd relacionada
com a temperatura do sistema na teoria de GLW) tem que ser ajustada finamente para que o
sistema fique sem massa, ou seja, que esteja sempre proximo da temperatura critica de uma
transicao de fase classica de segunda ordem.

Seguindo o procedimento descrito acima, mostramos a solu¢cao numérica das equagoes
do grupo de renormalizacao para essa quantidade em termos da razao entre a susceptibilidade
uniforme de spin renormalizada com a susceptibilidade nao-interagente em fun¢ao da razao
U/(mA) (veja a figura 5.6). Podemos perceber uma concordancia qualitativa de nosso resul-
tado com o valor preciso dado pelo grupo de renormaliza¢ao numérico [25] para o limite de
acoplamento fraco. Particularmente, se admitirmos a curva para Ay = A encontramos resul-

tados proximos para o intervalo de U/(7A) < 0.4. Para outras faixas de acoplamento nossa
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comparacao fica meramente qualitativa. E importante mencionar que para este resultado a
dependéncia entre Ay e A é atenuada se compararmos com o resultado que encontramos para
1/Z discutido anteriormente.

Com isso, podemos dizer que com o truncamento aqui apresentado, nosso método nos
da um entendimento inicial de como se comportam as propriedades para o modelo de Anderson
de uma impureza. Desse ponto de vista, acreditamos que o grupo de renormalizacao de teoria
de campos aqui aplicado pode ser uma alternativa possivel para descrever as propriedades de

equilibrio do modelo estudado nesta dissertacao.



Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertacao de mestrado, implementamos o método do grupo de renormalizacao
de teoria de campos até um loop para os acoplamentos e dois loops para a auto-energia para
o modelo de Anderson de uma impureza. Buscamos com isso, efetuar um teste inicial com
essa abordagem de modo a tentar obter, mesmo que qualitativamente, algumas importantes
propriedades associadas ao modelo.

Com a finalidade de aplicarmos o método do grupo de renormalizagao, utilizamos o
método diagramatico de Feynman aplicado ao modelo de Anderson de uma impureza e calcu-
lamos todos os diagramas de correcao ao vértice até um loop. Constatou-se que nenhum desses
diagramas apresentavam algum tipo de singularidade ou divergéncia, o que esta de acordo com
os outros resultados obtidos na literatura.

Levando em consideracao os importantes efeitos das flutuacoes quanticas, inserimos em
nossos calculos a auto-energia até dois loops. Utilizando o método do grupo de renormalizacao,
derivamos analiticamente e entao resolvemos numericamente as equacoes diferenciais acopladas
para os acoplamentos, para o peso da quasiparticula e para a susceptibilidade uniforme de spin.

Para aplicarmos o método do grupo de renormalizacao, definimos uma transformacao
entre modelos que mapeia o modelo inicial (ou “nu”) em outro modelo denominado renor-
malizado (ou efetivo). Uma vez que montamos todo o esquema do grupo de renormalizagao,
determinamos as equagoes para os acoplamentos efetivos do sistema. Além disso, para re-

mover uma instabilidade artificialmente gerada do tipo Stoner, “vestimos” os propagadores

63
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nao-interagentes do modelo com efeitos de auto-energia.

Neste ponto, utilizando o método numérico, vimos que o fluxo dos acoplamentos do
canal Uy renormalizam para valores negativos o que evidencia seu comportamento atrativo
enquanto que, para o canal Uy, a renormalizagao ocorre para valores positivos o que mostra
seu carater repulsivo. Analizando ainda os plateaus nos fluxos do grupo de renormalizacao
percebemos a presenca de ponto fixo no limite do infravermelho.

Determinando numericamente o peso da quasiparticula, verificamos que esta quanti-
dade renormaliza fortemente a medida em que aumentamos o valor da interacao. Além disso,
constatamos o comportamento metalico do modelo uma vez que o grafico de Z em fungao do
passo do grupo de renormalizacao resulta em valores finitos o que indica que este sistema é
bem descrito pela teoria do liquido de Fermi de Landau para baixas energias. Por outro lado,
com a finalidade de averiguarmos o quao bom foi nosso truncamento em um Jloop nos acopla-
mentos e dois loops na auto-energia, comparamos nossos resultados com o método do grupo
de renormalizagdo numérico de Wilson da referéncia [26]. Para isso, plotamos o grafico do
inverso do peso da quasiparticula em fungao de U/(7wA). Dessa forma, verificamos que nosso
resultado concorda de forma qualitativa com o resultado dado pelo grupo de renormalizacao
numérico para acoplamentos até a ordem de U/(rA) < 6. Percebemos ainda que, comparando
nosso resultado com o dado pela teoria de perturbagao até segunda ordem [3], encontramos
um resultado que concorda qualitativamente no limite de baixas energias e ainda, um resultado
qualitativamente mais préximo dos resultados do GRN e ansatz de Bethe para U/(7A) > 2.

Devemos ainda considerar uma sensibilidade importante nos resultados que encon-
tramos em nossa aproximacao utilizando o método de grupo de renormalizacao de teoria de
campos. Em varios resultados, constatamos uma dependéncia deles com a relacao entre Aq e
A. Como citamos, isto ocorreu por conta do tipo de linearizacao que escolhemos. De qualquer
forma, nossa aproximacao utilizando o grupo de renormalizacao, mostrou-se qualitativamente
eficaz em capturar os aspectos gerais do problema.

No que diz respeito ao resultado encontrado para a susceptibilidade uniforme de spin,
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vimos que este apresenta uma menor dependéncia com a relacao entre Ay e A. Além disso,
esse resultado mostrou que esta qualitativamente préximo do resultado preciso do grupo de
renormaliza¢do numérico da referéncia [25] até valores de U/(mA) < 0,4.

Como perspectiva futura de trabalho, o préximo passo consistird em implementar o
calculo completo de dois loops para o modelo, o que se mostra ser tecnicamente mais simples
utilizando esta abordagem do grupo de renormalizacao de teoria de campos se comparada com
o método do grupo de renormalizacao funcional. Acreditamos que este calculo devera melhorar
quantitativamente nossos resultados para este modelo no que diz respeito ao regime de forte
acoplamento. Assim, podemos dizer que com o presente trabalho, pudemos mostrar o potencial
do método do grupo de renormalizacao de teoria de campos, de modo que esta técnica representa
uma alternativa promissora para descrever as correlacoes eletronicas descritas pelo modelo de

Anderson de uma impureza.
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