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RESUMO

Neste trabalho é proposto um esquema simplificado para a discriminagao inequi-
voca de dois determinados estados quanticos nao ortogonais do campo no interior de uma
cavidade de alta qualidade. Nesse esquema, o qual se baseia na medicao quantica geral
(também chamada de positive-operator valued measure ou, simplesmente, POVM), um
atomo de trés niveis é utilizado como sonda para obter informagao acerca do estado do
campo da cavidade alvo. Por fim, a eficiéncia desse esquema em discriminar os estados é
analisada comparando a probabilidade de sucesso maxima obtida com a probabilidade de

sucesso maxima possivel para o caso em questao.

Palavras - chave: discriminacao de estados quanticos, medicao quéntica geral, eletrodi-

namica quantica de cavidades.






ABSTRACT

In this work it is proposed a simplified scheme to unambiguously discriminate
between one of two nonorthogonal cavity field states. This scheme, which is based on
POVM - positive operator valued measure, uses one three-level atom as the ancilla to
obtain information on the cavity field state, the target. The efficiency of this scheme in
discriminating the two quantum states is analyzed by comparing the maximum theoretical

success probability with the maximum success probability possible to our case.

Key - words: quantum states discrimination, generalized quantum measurement, cavity

quantum eletrodynamics
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CAPITULO

INTRODUCAO

A mecanica quantica é, até o momento, a teoria mais completa e bem sucedida em
descrever o mundo fisico. Sua origem se deu no inicio do século XX a partir das tentativas
de compreender a estrutura e as propriedades da matéria, da luz e de suas interacoes
na escala atomica. No primeiro quarto do século XX, a teoria quantica alcangou uma
formulacao consistente e se tornou a estrutura base para compreender e formular as leis
do mundo fisico.

Para obter informacoes sobre sistemas quanticos sao utilizados sistemas classicos
como instrumentos de medi¢ao. A teoria que faz a ligagdo entre o formalismo quéantico
e os instrumentos de medigao é conhecida como teoria das medigoes quanticas [1,2]. A
primeira pessoa a fornecer uma formulacao razoavelmente rigorosa e geral da teoria das
medigoes quanticas foi Dirac em 1930 [3]. Pouco tempo depois, von Neumann adicionou
maior rigor matematico a descri¢ado dada por Dirac [4]. Por fim, a descrigao geral da teoria
das medigoes quénticas foi concluida na década de 1970 por Davies e Kraus [5,6].

A teoria das medi¢oes quanticas tem importante aplicagdo em um dos problemas
fundamentais da informacao quéntica e da computacdo quéntica: a discriminagao de
estados [7,8]. Quando se trata de estados ortogonais, a discriminacao pode ser realizada
simplesmente com a utiliza¢do da chamada medi¢ao de von Neumann (medicao projetiva)
[7]. No entanto, a discriminacao de estados nao ortogonais requer a utilizagdo da chamada
medigao quantica geral [2]. Como serd discutido no Capitulo 2, a medi¢ao quantica geral
também ¢, dependendo do objetivo da medi¢ao, conhecida como positive-operator valued
measure (POVM). H& duas estratégias para a discriminacao dos estados: a discriminagao
inequivoca (na qual a medigdo nunca comete erros quando consegue discriminar os
estados) e a discriminagao com erro minimo (na qual a medi¢do sempre discrimina os
estados com uma probabilidade minima de erro) [9-12]. Neste trabalho serd abordada
somente a discriminacao inequivoca de estados.

O objetivo deste trabalho é propor um protocolo inédito capaz de realizar a
distingao de determinados estados quanticos nao ortogonais do campo no interior de uma

cavidade. No esquema que serd proposto, o qual se fundamentara na teoria de POVM, um



12 Capitulo 1. Introducdo

atomo de trés niveis é utilizado para extrair informacao sobre o estado do campo. Antes
de propor o protocolo, faz-se necesséaria a introducao de conhecimentos sobre POVM e

6ptica quantica, o que serd feito nos proximos dois capitulos.

& Instituto de Fisica — UFG
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CAPITULO

TEORIA DAS MEDICOES QUANTICAS

2.1 Postulados da mecanica quantica

Um dos postulados da mecanica quantica, especificamente o chamado postulado
da medicao, tem especial importancia para este trabalho. Dessa forma, considerando um
prévio conhecimento sobre as bases matematicas da mecanica quantica e sobre notacao
de Dirac, serao enunciados aqui os postulados da mecénica quéantica [7,13-16]. Devido
as simplificagoes que proporcionam, e ao foco deste trabalho, serao considerados aqui

somente estados normalizados nao degenerados e bases discretas finitas.

2.1.1 Primeiro postulado

A descricdo matematica dos estados fisicos de sistemas isolados é o tema do

primeiro postulado da mecanica quantica.

Primeiro postulado: Ha um espaco de Hilbert associado a cada sistema fisico isolado,

o qual sera chamado de espaco de estados. Dessa forma, o estado de um dado sistema é

descrito por um vetor [1)) em seu espago de estados.

Um espaco vetorial com produto interno definido é dito ser um espaco de Hilbert
se for completo em relagao a métrica induzida pelo produto interno, o que significa que
todas as suas sequéncias de Cauchy convergem para elementos do préprio espago [17].

Assim como no espago vetorial, para descrever um vetor [1)) no espago de estados
é necessario especificar a base geradora do espago. Se for considerada a base ortonormal
{|k)}, k=0,1,..., K — 1, entdo o vetor de estado |¢)) pode ser descrito pela combinagao

linear

) =) cilk), (2.1)

k

em que os coeficientes ¢, = (k|¢)) s@o nimeros complexos que, devido a normalizagdo
1[0)]| = /(1b|v) = 1, satisfazem a relacdo 3 |cx|” = 1.
i



14 Capitulo 2. Teoria das MedicGes Quanticas

2.1.2 Segundo postulado

O segundo postulado da mecanica quéantica trata da descricao matematica das

quantidades fisicas mensuraveis.

Segundo postulado: Toda quantidade fisica mensuravel <7 é descrita por um operador

hermitiano A (chamado observavel) que atua no espago de estados do sistema.

Para que se defina operador hermitiano, faz-se necessario definir antes operador

adjunto. O operador adjunto At de um operador linear A & definido pela relacao

(gl AJ0) = (| AT|g)" (2.2)

para qualquer |¢)) e |¢) pertencentes ao espago de estados do sistema em questdo. Com

base nisso, um operador A é dito ser hermitiano se satisfizer a relagao

(o AJp) = (p|Alg)", (2.3)

isto é, se A= AT.

Uma caracteristica importante dos operadores hermitianos é o fato de possuirem
autovalores reais. Esse fato pode ser facilmente mostrado simplesmente substituindo a
relacio (agx|A|ay) = aj, a qual é obtida da equacio de autovalores Alay) = aglas),
na Equacao (2.3), o que leva ao resultado pretendido ay = aj. Essa caracteristica,
como poderd ser observado ao ser enunciado o terceiro postulado, é o que faz dos
operadores hermitianos importantes na descricdo de quantidades fisicas mensuraveis, pois

os resultados das medicoes sao sempre valores reais.

2.1.3 Terceiro postulado

O terceiro postulado, o qual é de grande importancia para este trabalho, descreve
a chamada medi¢do de von Neumann. Devido a isso, o terceiro postulado é conhecido

como postulado da medigao.

Terceiro postulado: Os possiveis resultados da medi¢ao da quantidade fisica <7 sdo os
autovalores do observavel A. Se a medicdo for realizada sobre o estado 14), o autovalor

ar tem probabilidade

pe = [ar|¥) [ (2.4)

de ser obtido. Como resultado da medicao, o sistema passa do estado |¢)) para o

autoestado |a;) do observével A.

Com o intuito de se realizar uma medi¢do de von Neumann em um determinado

sistema, seu estado [¢)) deve ser convenientemente escrito na base {|ax)} de autoestados

& Instituto de Fisica — UFG



2.1. Postulados da mecénica quantica 15

do observavel A em questao. Dessa forma, tem-se

|¢> :Z Ck’ak>7 (2-5)

k

em que os coeficientes ¢, = (ax|t)), conforme estabelece a Equacao (2.4), ganham o

significado de amplitudes de probabilidade.

2.1.4 Quarto postulado

O quarto postulado estabelece como se da a evolugao temporal dos estados dos

sistemas quanticos.

Quarto postulado: A evolugao temporal do estado |¢ (t)) obedece a equacao de

Schrodinger

i () = H (1) 1 (1) (2.6

em que i = h/2m, sendo h a constante de Planck, e H () é o hamiltoniano do sistema.
Observacao: se houver algum tratamento semiclssico envolvido, o hamiltoniano A (t)

pode depender do tempo.

A evolugao temporal do estado de um dado sistema pode ser alternativamente
descrita por meio do chamado operador evolucao temporal. A funcao desse operador, o
qual serd representado por U (t,1,), é evoluir o sistema de um dado estado inicial |1 (o))

a um estado final |9 (t)). Dessa forma, tem-se

W (1)) = U (. to) [¢ (to)), (2.7)

que, ao ser substituida na equacao de Schrodinger, leva a equagao diferencial que descreve

o comportamento do operador evolugao temporal

L d - N
i (tto) = H (1)U (t,10) (2.8)

Se o0 hamiltoniano nao depende do tempo, a Equagao (2.8) fornece a expressao para o

operador evolucao temporal
U (t,ty) = e tHt=t0)/h (2.9)

a qual serda de grande utilidade deste trabalho.
O fato do operador evolugao temporal obedecer a equacao de Schrodinger implica

na sua unitariedade, o que significa que

Ut (t,to) = U (t,to) - (2.10)

& Instituto de Fisica — UFG



16 Capitulo 2. Teoria das Medicdes Quanticas

Essa propriedade tem grande importancia, pois garante a conservacao da norma dos
vetores de estado, |||v (¢))]| = |||¥ (to))|| = 1, e, consequentemente, a conservagio da
probabilidade, 3 [ex, (£)* =X |ex (to)]” = 1.

% %

2.1.5 Quinto postulado

Pondo fim aos postulados enunciados neste trabalho, o quinto postulado se refere

a estrutura matematica utilizada para a descricao de sistemas compostos.

Quinto postulado: O espaco de estados de um sistema composto é o produto tensorial

dos espacos de estados dos subsistemas que o compoem.

As propriedades do produto tensorial, as quais serdo utilizadas neste trabalho,

podem ser encontradas nas Referéncias [2,7].

2.2 Operador densidade

Como pode ser observado em seus enunciados, os postulados da mecanica quantica
consideram o conhecimento do estado |¢)) no qual o sistema se encontra. Quando se tem
esse conhecimento, o sistema ¢ dito estar em um estado puro. No entanto, ha situacoes em
que o sistema tem probabilidade 7; de se encontrar no estado |¢4), probabilidade 7, de se
encontrar no estado |¢), e assim por diante (dependendo do niimero de possibilidades).
Quando isso acontece, o sistema é dito estar em uma mistura de estados. Nesse caso,
o sistema nao pode ser descrito por um tnico estado |¢)), o qual seria formado pela
combinacao linear dos estados [¢);). Isto se dd pelo fato de nao se ter informagoes sobre
as fases relativas entre eles. Dessa forma, os postulados da mecanica quantica nao podem
ser aplicados diretamente a misturas de estados, fazendo-se necessaria a utilizacdo do
chamado operador densidade [2,18,19].

2.2.1 Definicao de operador densidade

A definicao de operador densidade, também chamado de matriz densidade, surge
naturalmente do postulado da medicao aliado a defini¢ao de mistura de estados. De acordo
com o postulado da medicao, a probabilidade de se obter como resultado o autovalor ay

do observével A é dada por

b = larly)*, (2.11)

em que >, pr = 1. Contudo, como ja foi dito, esse postulado s6 se aplica diretamente
%

quando o sistema se encontra em um estado puro. Quando se trata de uma mistura de

& Instituto de Fisica — UFG



2.2. Operador densidade 17

estados, deve-se levar em conta as probabilidades 7; de estar realizando a medi¢ao sobre

os possiveis estados [¢);). Dessa forma, a probabilidade p; passa a ser
pe = mi l{arlvi) | (2.12)

que pode ser reescrita como

= sl (3 o) .13

O termo entre parénteses, o qual serd representado por p, é a definicio de operador

densidade, ou seja,

p EZ il i) (il (2.14)

Com isso, a Equagao (2.13) se torna

pr = (ax|plar), (2.15)

que, ao se realizar o somatorio sobre todos os valores de k, leva a seguinte expressao para
o traco de p:
Tr(p) = 1. (2.16)

-

E importante notar que, embora sua definicio tenha sido obtida utilizando o
conceito de mistura de estados, o operador densidade tem como caso particular sua
aplicacao a estados puros. Nesse caso, um dos 7; ¢ igual a um e o operador densidade

assume a forma
p = [1bs) (il. (2.17)

Vale observar que essa expressao poderia ter sido obtida diretamente a partir da Equacao
(2.11).

Uma caracteristica importante do operador densidade é que ele é um operador

hermitiano. Isso pode ser mostrado simplesmente observando que a expressao

0 (Xm0 ) 10 = Stalv ) 2.18)

pode ser reescrita, utilizando a propriedade (u|v)* = (v|u), como

{(xlple) = (¢lalx)", (2.19)

a qual estd de acordo com a definigdo de operador hermitiano dada pela Equagao (2.3).

& Instituto de Fisica — UFG



18 Capitulo 2. Teoria das Medicdes Quanticas

2.2.2 Valor esperado de um observavel

Devido a importancia dos valores esperados para a fisica, cabe aqui fornecer o
valor esperado de um observavel em termos do operador densidade que descreve o sistema.

O valor esperado, ou valor médio, de um observavel A é dado por

(A) =>" pray. (2.20)

k
Com a substituigdo da Equacao (2.15) na Equagao (2.20), o valor esperado assume a

forma

A

A :Z ak|p|ak ag, (221)
k

que pode ainda ser reescrita como

=> (ap|pAlay), (2.22)
k

o que, devido a definicao do traco de um operador, fornece a importante relacao

(A) =Tr (pA) = Tr (Ap). (2.23)

2.2.3 Evolugao temporal do operador densidade

A maneira com que a evolucao temporal do operador densidade se da é obtida
utilizando o quarto postulado da mecanica quantica, o qual diz que a evolugao temporal
de um estado [ (t)) obedece a equagao de Schrodinger. Derivando o operador densidade

definido na Equagao (2.14), obtém-se

=S |(Ge @) w1+ (ool e
que, ao utilizar a equacao de Schrodinger (Equagao (2.6)), pode ser reescrita na forma
Sot = (H@p0)~p 0 A). (2.25)

Utilizando a definicao do comutador de dois operadores, [3 , é} =BC - CB, a Equagao
(2.25) se torna

Coe) = [ 0.5)]. (226)

a qual é conhecida como equagao de von Neumann ou equagao de Liouville.

& Instituto de Fisica — UFG



2.2. Operador densidade 19

A evolucao temporal do operador densidade p(t) também pode ser descrita
utilizando o operador evolucao temporal U (t,to). Conforme estabelecido por meio da

Equacao (2.7), a evolugao de cada estado |1);) é dada por

W (£)) = U (t, o) Wi (t0)), (2.27)

de modo que, ao ser utilizada na Equacao (2.14), chega-se a seguinte expressdao para a

evolugao temporal do operador densidade:
p(t) = U (t,t0) p(t0) UT (1, 10). (2.28)

2.2.4 Postulado da medicao

Todos os postulados da mecanica quantica podem ser reformulados em termos
do operador densidade. Contudo, devido a sua importancia neste trabalho, sera feita aqui

somente a reformulagdo do postulado da medicgao.

Medig¢ao de von Neumann: Os possiveis resultados da medi¢ao da quantidade fisica
o/ sdo os autovalores do observével A. Se a medicao for realizada sobre o operador

densidade p, o autovalor a; tem probabilidade

pr = (ax|pla) (2.29)

de ser obtido. Como resultado da medicao, o operador densidade que descreve o sistema

passa de p para py = |ax){(ag|, em que o til é utilizado para facilitar a identificagdo do

operador densidade que resulta da medicao.

Analogamente ao que foi feito na Subsecao (2.1.3), para realizar uma medigao de
von Neumann o operador densidade p deve ser convenientemente escrito na base {|ax)}
de autoestados do observével A. Dessa forma, com o auxilio da relacio de completeza

S |ag)(ax| = I, em que I o operador identidade, tem-se
k

p=>_ pijlai){al, (2.30)
/L?]
na qual p;; = (a;|pla;). Com isso, a utilizagio do projetor P, = |az)(ax| faz com que o
operador densidade pp possa ser escrito como
B bpb,

s : 2.31
Dk o (2.31)

em que a probabilidade p;, também escrita utilizando o projetor Py, tem a forma

pe = Tr (PepPy) . (2.32)
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2.3 Medicao quantica geral

Além da medicao de von Neumann descrita pelo postulado da medigao, existem
varios tipos de medi¢bes quanticas as quais um sistema pode ser submetido, cada uma
sendo caracterizada pela pertubagao que imprime e/ou pela informagcao capaz de obter [1].
No entanto, existe uma medicao, obtida por meio da medi¢ao de von Neumann, capaz de
descrever todos os tipos de medigdes quanticas [2]. Essa generalizagao é feita utilizando
um sistema sonda para extrair informagao de um sistema alvo. A sonda é inicialmente
preparada em um determinado estado e entdo colocada para interagir com o alvo, o que
faz com que os dois sistemas fiquem correlacionados. Apds a evolucao do sistema sonda-
alvo, a correlacao existente faz com que a realizacdo de uma medicado de von Neumann

sobre a sonda forneca informacao sobre o alvo.

2.3.1 Sistema sonda-alvo

A medicdo de von Neumann tem como objetivo obter informacio sobre um
determinado observével S da sonda. Dessa forma, como os possiveis resultados dessa
medicao sio os autovalores s; de S, a medicio deve ser realizada utilizando a base {|s;)},
k=0,1,..., K — 1. Por outro lado, a base do alvo pode ser uma base conveniente {|a)},
l=0,1,...L — 1. Como o operador evolucao temporal do sistema sonda-alvo deve atuar
sobre os dois espagos de estados, a sonda pode ser inicialmente preparada no estado |sq)
sem perda de generalidade. Com isso, o operador densidade inicial do sistema sonda-alvo

é dado por

Psa (to) = [50)(s0| @ pa (t0) , (2.33)

em que p, (tp) é o operador densidade inicial do alvo.

2.3.2 Operador evolucao temporal do sistema sonda-alvo

Por meio da relagdo de completeza do espaco de estados do sistema sonda-alvo

dada pela expressao

>~ (lsk) @ lar)) ((se] @ (@l) = o, (2.34)

k.l

na qual I, 60 operador identidade do respectivo espaco de estados, o operador evolugao

temporal U (t,to) pode ser escrito como

Ut to) =3 uriwr (t.t0) (Ise) ® |ar) ({sw| @ (ar]), (2.35)

kK

em que
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uiaw (tto) = (sl @ (ai]) U (t,t0) (|sw) ® |ar)) . (2.36)

No entanto, ao utilizar as propriedades basicas do produto tensorial, a Equagao (2.35)

pode ainda ser convenientemente reescrita como

U (t,to) =D |se)(sw| @ My (t,t0) (2.37)
kK’
na qual
th/ (t, to) :Z ukl,k/’l/ (t, to) \al>(al/\. (238)

L
Dessa forma, fica explicito que os operadores |si)(sx| atuam no espaco de estados da
sonda e que os operadores Mk,k/ (t,t0) atuam no espago de estados do alvo.
A relaco entre os operadores M, k. (t,to) e o operador evolugao temporal U (t,to),
fornecida pela Equacao (2.37), pode ser melhor compreendida com o auxilio da represen-
tagdo matricial desses operadores. Nessa representacao, ao utilizar a definicao de produto

tensorial entre matrizes, a Equagdo (2.37) tem a forma

A A~ A~

Mo (t,10) Mo (t,to) -+ Mog—1(t to)

. Mo (t,t Ny (Lt v Mygeq (4t

S TR R S
MK—LO (t,t0) MK—l,l (t,to) --- MK—l,K—l (t,10)

em que, de acordo a Equagao (2.38), cada Mk-’k:/ (t,to) é uma matriz L x L dada por

k040 (£, t0) upor (tto) -+ ugox -1 (t to)
~ Uk 140 (T, t0) ugapa (Eto) o0 w1 (t to)
Mk:,k;’ (t, to) = : : . : . (240)
Uk, n—140 (Eto) k-1 (Eto) -+ Uk n—1w.0-1(t o)

Dessa forma, fica explicito que cada matriz M, k. (t,t9) ¢ um sub-bloco da matriz U (t,to).

Como foi mostrado na Subsecdo 2.1.4, é essencial que o operador evolucio
temporal seja unitdrio. Para que isso ocorra, basta que a relacio Ut (t,to) U (t,to) =
I seja satisfeita [20]. Dessa forma, utilizando a representacdo matricial, cada sub-
bloco diagonal da matriz Ut (t, 1) U (t,ty) deve ser igual & identidade do espaco de
estados do alvo I,. Um importante exemplo é o primeiro sub-bloco diagonal da matriz

Ut (t,t0) U (t,to), para o qual tem-se a igualdade

({0l ® L) U (t,t0) U (t,t0) (I50) ® L) = L. (2.41)

Nesse caso, ao utilizar a expressao do operador evolugao temporal U (t,to) dada pela
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Equagao (2.37), tem-se a relacao

> MII,O (t,to) Mk,o (t,to) = L, (2.42)
k

na qual o lado esquerdo da igualdade é o produto da primeira linha de sub-blocos da

matriz UT (t,t,) com a primeira coluna de sub-blocos da matriz U (¢, t,).

2.3.3 Evolugao temporal do sistema sonda-alvo

Como o sistema sonda-alvo é inicialmente descrito utilizando o operador den-
sidade psq (t9), Equagdo (2.33), a evolugao temporal do sistema se da de acordo com a

Equagao (2.28). Dessa forma, tem-se a expressao

psa (t) = U (£, 1) (|s0) (50l © pa (£0)) UT (¢, o), (2.43)

que, ao utilizar o operador evolugao temporal estabelecido pela Equacao (2.37), assume

a forma
Psa (B) =D |si) (851 ® Mg (. t0) pa (to) Ml (t,t0) - (2.44)

ij
2.3.4 Medicao na sonda

Com base na Equacao (2.31), o operador densidade do sistema sonda-alvo apés

a medicao de von Neumann realizada na sonda é dado por

Poak (1) = ——= (P @ 1) poa (1) (Be ® L), (2.45)

i (t)

em que, de acordo com a Equagao (2.32), a probabilidade py, (t) de obter o autovalor sy

do observavel S tem a forma

A A

pe(t) =Trea [(Pe® L) pua (1) (Be ® L), (2.46)

sendo o trago realizado no espaco de estados do sistema sonda-alvo. Dessa forma, ao se

utilizar o operador densidade ps, (t) fornecido pela Equagao (2.44), obtém-se a expressiao

_ 1. o
Psak (t) = |sk)(sk] ® ka,o (t,t0) fa (to) My (t, o), (2.47)

na qual a probabilidade py (t) é dada por
pi (t) = Tra (ML o (£ t0) Mio (£,t0) fu (t)) (2.48)

sendo o trago realizado agora somente no espaco de estados do alvo.
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A Equacao (2.48) mostra que para cada resultado s; obtido da medigao de von
Neumann realizada na sonda, ha um operador Mk,o (t,t0) que relaciona o resultado s; com
o operador densidade inicial do alvo pq (o). Por esse motivo, os operadores My (t, o) sdo
chamados de operadores de medicao.

Examinando a Equacdo (2.47), juntamente com a Equagao (2.48), fica claro que
a correlacao entre a sonda e o alvo deixa de existir apos a medicao de von Neumann ser

realizada na sonda. Portanto, com a medi¢ao o operador densidade da sonda se torna

Psk = |5k)(skl, (2.49)
e o operador densidade do alvo passa a ser

My (t, to) pa (to) M/I,o (t,%0)

— o 5 LI (2.50)
Tr, (Mk,o (t,to) My (t,t0) pa (to))

ﬁa,k (t)

2.3.5 Teorema fundamental das medicoes quanticas

Algo importante a ser observado é que, devido & escolha do operador densidade
inicial da sonda como sendo p; (tg) = |so)(so], 0s tnicos operadores My 4 (£, to) envolvidos
nas Equacdes (2.47) e (2.48) sdo os operadores do tipo My (¢, o). Conforme a Subsecio

2.3.2 mostra, a tnica restri¢io aos operadores M, (t,tg) = M;%O (t,to) é dada pela relagao

SN (t,to) My (t,to) = L. (2.51)
k

Dessa forma, os operadores de medigao A (t,to) podem ser quaisquer, desde que sa-
tisfagam a Equagao (2.51). Dito isso, pode-se enunciar aqui o teorema fundamental das

medig¢oes quanticas.

Teorema fundamental das medig¢oes quanticas: Qualquer conjunto de operadores
lineares {Mk}, kE=0,1,..., K — 1, que satisfaga a relacao ) M,I]\ka = I, descreve uma
medicao possivel de ser realizada em um sistema quéantico, kem que o indice k se refere
aos possiveis resultados da medicao. Se o resultado da medicao for referente ao indice
k, o sistema que antes era descrito pelo operador densidade p passa a ser descrito pelo

operador densidade p; dado por

W]
= Tk, (2:52)
Pr
em que
pi = Tr (W{05p) (2.53)

é a probabilidade de obter o resultado k.
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2.3.6 POVM

Conforme enunciado no teorema fundamental das medi¢des quanticas, o processo
geral de medicao fornece informagoes tanto sobre as probabilidades dos possiveis resul-
tados serem obtidos quanto sobre o estado do sistema apods a medicao. Quando se esta
interessado somente nas probabilidades (Equagao (2.53)), o termo positive-operator valued
measure, ou simplesmente POVM, é frequentemente utilizado para designar esse processo
geral de medicao. Como serd mostrado a seguir, a razao dessa nomenclatura deve-se ao
fato dos operadores M ,IMk serem operadores positivos.

Para mostrar que os operadores M ,I M, séo operadores positivos, deve-se mostrar
que eles satisfizerem a relagao

(M3, p) = 0, (2.54)

na qual (.,.) simboliza o produto interno no espago dos operadores densidade. Especificar
a forma do produto interno é o ponto de partida para se chegar a essa relacdo. Dessa
forma, utilizando a definicao de produto interno entre operadores <fl, l§> =1Tr (ATB),
tem-se

(NI ¥, 3) = Tr [(Mgmﬁ)* 4 . (2.55)
Com isso, ao utilizar uma base qualquer {|k) }, juntamente com o fato de que os operadores

M ,I M. e p sao hermitianos, chega-se a expressao

(MLVp, p) =D~ (UML) [N, (2.56)
Ll

que, de acordo com a Equagao (2.2), pode ser reescrita como
PN N 2
(MI{NEp, p) =3 |GV 3411

LU

(2.57)

Portanto, como o quadrado do moédulo de um niimero complexo é sempre maior ou igual

a zero, tem-se a relagao pretendida.

2.3.7 Discriminacao de estados

A medicao quantica geral, especificamente POVM, tem especial aplicacdo na
discriminacao de estados. Os operadores Ay =M ,1]\2/ &, 0S quais sao chamados de elementos
do POVM, trazem um importante avanco nessa area, pois possibilitam a discriminagao
de estados nao ortogonais, o que nao é possivel utilizando a medi¢ao de von Neumann [7].
A seguir sera apresentado um exemplo simples, porém muito instrutivo, de discriminagao
de estados nao ortogonais utilizando POVM [7].

Recorrendo aos personagens classicos Alice e Bob, o exemplo consiste em consi-

derar que Alice prepara um dos estados
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1) = |0) (2.58)

1
= —(|0) + 1)), 2.59
|¥2) \/5(|> 1)) (2.59)
e a tarefa de Bob é tentar determinar, utilizando POVM, qual dos dois estados Alice
preparou. Bob possui apenas uma chance de discriminar os qubits, ou seja, Bob pode

realizar apenas uma medicao.

Assim como quando se joga uma moeda, Alice diz para Bob que ele tem 50%
de chance de realizar a medigao no estado |¢)1) e, consequentemente, 50% de chance
de realizar a medicao no estado |1)y). Dessa forma, de acordo com a Equagao (2.14), o

operador densidade sobre o qual Bob realizara a medicao tem a forma

1
p= Sl)wnl + S ¥a) . (2.60)

Antes de utilizar POVM na discriminagao dos estados |1;) e [1)2), é esclarecedor
considerar que Bob utilize a medicao de von Neumann para tentar discriminar os estados
em questao. Nesse caso, a probabilidade de Bob obter o resultado correspondente ao indice

k, conforme a Equagao (2.32), é dada por
pe = Tr (Pep) (2.61)

em que P, = |k)(k|. Assim, ao substituir a Equaciio (2.60) na Equacao (2.61), chega-se &
expressao

pe = 5T (P unl) + 37 (Belun) (0] (2:62)

Como consequéncia da realizacdo da medicao, Bob pode obter somente os resultados
referentes a k = 0,1. De acordo com a Tabela 2.1, Bob tem 25% de chance de obter
o resultado correspondente ao indice 1, o que faria com que ele soubesse que realizou a
medigdo sobre o estado [i9). No entanto, Bob tem 75% de chance de obter o resultado
correspondente ao indice 0, o que faria com que ele ndo soubesse qual estado Alice
preparou. Dessa forma, Bob nao teria nenhuma chance de saber se realizou a medigao sobre
o estado [11), o que ilustra a incapacidade da medi¢ao de von Neumann de discriminar

estados nao ortogonais.

Considerando agora a utilizacao de POVM para tentar discriminar os estados

|11) e |12), Bob faz a seguinte escolha do conjunto de elementos do POVM:

V2

A 1)(1
1 1+\/§|><\,

(2.63)
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=117 5 , (2.64)

Ag = j — Al — AQ. (265)

De acordo com a Equagao (2.53), a probabilidade de Bob obter na medigdo o resultado

referente ao indice n é dada por
pe =Tr (Axp) | (2.66)

que, utilizando a Equagao (2.60), pode ser reescrita na forma

pi = 5T (Aulv)tnl) + 5Tr (Relgaival). (2.67)

Como consequéncia da realizacdo da medicao, Bob pode agora obter os resultados
referentes a k = 1,2,3. Com isso, a Tabela 2.2 mostra que Bob tem 14,6% de chance
de obter o resultado referente ao indice 1(2), o que faria com que ele soubesse que realizou
a medicao sobre o estado [¢5)(]1)1)). Por outro lado, Bob tem 70,8% de chance de obter
o resultado correspondente ao indice 3, o que faria com que ele nao soubesse sobre qual
estado realizou a medigao. Portanto, a chande de Bob conseguir distinguir o estado |t;)

do estado [1)s) é de 29,2%, que é o méximo que se pode conseguir nesse exemplo [8].

kT (Blod(ol) Tr(Puli)(wal)  m

0 1 0,5 0,75

1 0 0,5 0,25

Tabela 2.1: Resultados que Bob pode obter ao tentar discriminar os estados [i1) e |1s)
utilizando a medi¢do de von Neumann.

BoTr (Ao @il) T (Reldo)(wal)  py

1 0 0,292 0,146
2 0,292 0 0,146
3 0,708 0,708 0,708

Tabela 2.2: Resultados que Bob pode obter ao tentar discriminar os estados [i1) e [1)9)
utilizando POVM.
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CAPITULO

CONTEXTO

3.1 Quantizacao do campo eletromagnético

A descri¢ao quantica do campo eletromagnético é um dos assuntos fundamentais
da 6ptica quantica. Como essa descricao serda fundamental para este trabalho, a quanti-

zagao do campo eletromagnético serd o assunto abordado nesta segio [18,19,21].

3.1.1 Equacoes de Maxwell e invaridncia de gauge

As quantidades fisicas fundamentais que definem o campo eletromagnético no
vacuo sao os campos elétrico E e magnético B. Esses campos sao, sob a abordagem
classica, fungdes do vetor posicdo r e do tempo t. Além disso, os campos elétrico e
magnético tem seu comportamento descrito pelas chamadas equagdes de Maxwell [22].

As equagoes de Maxwell, na auséncia de fontes de radiacao eletromagnética, sao

VxE(r,t):—aBa(;’t), (3.1)
V xB (I’,t) = EouoazEa(;"t), (32)
V.E(r,t) =0 (3.3)
V-B(r,¢) =0, (3.4)

em que €g e [y Sao, respectivamente, a permissividade e permeabilidade do vacuo.

Os campos elétrico e magnético podem ser obtidos por integracao direta das
equagoes de Maxwell. Contudo, uma maneira mais conveniente de obter esses campos é
fornecida ao descrevé-los por meio dos potenciais escalar e vetor. Devido a isso, essa serd

a descricao abordada neste trabalho.
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Os potenciais escalar e vetor surgem ao se fazer observacoes sobre os operadores
divergente e rotacional presentes nas equagoes de Maxwell. Dessa forma, ao se observar
que o divergente do rotacional de qualquer funcdo vetorial (que possua as respectivas
segundas derivadas parciais continuas) é nulo, a Equagdo (3.4) possibilita expressar o

campo magnético como

B(r,t) =V x A(r,t), (3.5)

em que a funcao vetorial A (r,t) é o potencial vetor. Com isso, a Equagdo (3.1) se torna

VxE(r,t)=V x (_M@(;,t)) : (3.6)

que, ao se observar que o rotacional do gradiente de qualquer fungao escalar (que, assim
como no caso do divergente do rotacional, possua as respectivas segundas derivadas

parciais continuas) é nulo, fornece

_OA(r,t)

E(r,t) = Y

— Vo (r,t), (3.7)
em que a funcao escalar ® (r,t) é o potencial escalar.

Como consequéncia da descricao dos campos utilizando os potenciais escalar e

vetor, as equacoes de Maxwell se condensam em duas equacgoes:

O(V-Arb) oo _
T + V0 (r,t) =0 (3.8)
VXV xA(rt)=—¢copo [62%75(;’15) +V (Wﬂ : (3.9)

Por sua vez, a Equagao (3.9) pode ser reescrita de maneira mais conveniente ao se utilizar
arelacio VX V x A (r,t) =V (V-A(r,t)) — V2A (r,t), o que leva & expressio

1 9*A (r,t) 109 (r,t)
2 S Sk /e . R S
VA (r,t) 2 o % (V A (r,t) + 2 : (3.10)

na qual ¢ = 1/,/gof1p € a velocidade da luz no vacuo.

A observacao feita sobre o operador rotacional também fornece qual transfor-
macao pode ser feita no potencial vetor de maneira que a equagdo que define o campo
magnético se mantenha invariante. Essa transformacao, de acordo com a Equagao (3.5),

tem a forma

Al (r,t) = A(r,t) + Vx(r,t), (3.11)

em que a funcao y é qualquer fungao escalar. Como consequéncia, ao substituir a Equacao
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(3.11) na Equacao (3.7), tem-se

E(I‘,t):_w_v<ax(rat)

> e t)) : (3.12)

que, por sua vez, fornece a transformacgao

O (r,t) =D (r,t) — M, (3.13)

ot
a qual mantém a Equagao (3.7) (equagao que define o campo elétrico) invariante. Essas
transformacoes sdo chamadas de transformacoes de gauge e, de maneira consequente, a
invaridncia dos campos proporcionada por elas é chamada de invaridncia de gauge. E
importante observar que, como consequéncia da invariancia dos campos, as equacoes de

Maxwell também sao invariantes por transformacoes de gauge.

3.1.2 Equacao de onda e sua solucao geral

A liberdade proporcionada pelas transformagoes de gauge possibilita a escolha
do gauge mais conveniente. O gauge conveniente para a descricdo quéantica do campo
eletromagnético nos regimes 6ptico e de micro-ondas é o gauge de Coulomb, o qual é
definido pela escolha de V- A (r,t) =0 e ® (r,t) = 0. Como consequéncia dessa escolha,

as equagoes de Maxwell se reduzam a equacao

1 0°A (r,1)

2
VA (r,t) — 2 e

=0, (3.14)
que é conhecida como equacao de onda. Dessa forma, a equacao de onda, juntamente com
as devidas condic¢oes de contorno, fornece o potencial vetor que, por sua vez, fornece os
campos elétrico e magnético.

Com o propésito de encontrar sua solucdo geral, a equacdo de onda para o
potencial vetor pode ser convenientemente reescrita, utilizando o sistema cartesiano de

coordenadas, na forma

1 %A, (r,t)
o V2A, (rt) — 5 —2222 ) =0, 3.15
2o (aien- 275 029
em que v = z,y,2. Devido a relagdo de ortonormalidade e, - e, = 9,,/, para que a

igualdade da Equagao (3.15) seja satisfeita, deve-se ter

10°A, (v, 1)

2
VA, (r,t) — 2 ap

— 0. (3.16)

As solugoes dessa equagao de onda escalar, as quais sao definidas pela norma do vetor de
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onda do campo eletromagnético k = k||, podem ser expressas como
Apy (1,8) = Ay e®mment) 4 Ax emillormet) (3.17)

em que wy = kc é a frequéncia angular (ou modo de oscilagdo) do campo eletromagnético.

Dessa forma, as solugdes da Equagao (3.14) tém a forma

Ag(r,t)=> e, [Akﬂ,ei(k'r*“”“t) + Azye*i(k'r*‘“’“t)} . (3.18)
Como a combinacao linear de solugoes de uma equacao diferencial linear também é solucao,
a solugao geral da Equacao (3.14) é dada pela combinagao linear de todas as solugoes
Ay (r,t), isto é,

A(r,t)=> e, [Ak,yei(k'r’w’“t) + Azwe’i(k'r’w’“t)} : (3.19)

k,v

em que a soma se estende a todos os ks possiveis de acordo com as condigoes de contorno

utilizadas.

3.1.3 Condicoes de contorno

Considerando que o campo eletromagnético esteja em uma regiao espacial ciibica
de dimensao finita L sem limites materiais, a condicao de contorno que se impoe aos
campos, e consequentemente ao potencial vetor, é a condigcao de periodicidade descrita
pelas relacoes ee? = etka(@tl) gikyy — giky(y+Ll) o pthzz — ik=(2+1)  Fggas condicoes de

contorno levam a expressao para o vetor de onda

2
k = % (mge, +mye, +m.e;), (3.20)

em que Mmy, m, ¢ m, sao nimeros inteiros. Dessa forma, cada combinagao possivel dos
ms define uma solugao para a equagao de onda.
3.1.4 Campo elétrico e magnético

Antes de obter os campos elétrico e magnético a partir do potencial vetor
encontrado, é interessante observar uma informacgao importante que a escolha do gauge de
Coulomb fornece sobre esse potencial. Ao aplicar o divergente em coordenadas cartesianas

na Equacao (3.18), obtém-se que
k-Ag(r,t) =0, (3.21)

o que mostra que o potencial vetor é perpendicular ao seu vetor de onda. Essa caracte-

ristica faz com que o gauge de Coulomb também seja conhecido como gauge transverso.
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Como consequéncia, o potencial vetor Ay (r, ) pode ser escrito em termos dos vetores po-
larizagdo ey € ek (ortonormais), os quais sdo perpendiculares ao vetor k. Dessa forma,

a Equagao (3.19) se torna

A(r 1) = e [ Ao/ 4 A7 emilermen] (3.22)
k,s
em que, para cada k, existem duas polarizagoes s = 1, 2.
Finalmente, com a substituigdo da Equacao (3.22) nas Equagdes (3.5) e (3.7), os

campos elétrico e magnético sao dados por

B (r,t) =i wies | A0 — Ap emilereh] (3.23)
k,s
e .
B (I‘,t) = E Z Wi (ek X ek7s) {Akvsei(k'rﬂ‘)t) — Al*c Seii(k'riwt)} s (324)
C ’
k,s

em que e, = k/ || k||

3.1.5 Hamiltoniana do campo eletromagnético

Conforme a teoria eletromagnética classica estabelece, a hamiltoniana do campo

eletromagnético no vacuo tem a forma

H = ;/dV <€0 IE (r, )] + :0 B (r,t)\|2> : (3.25)

em que V é o volume no qual o campo eletromagnético se encontra. Cabe aqui obter essa
hamiltoniana calculando a integral utilizando os campos elétrico e magnéticos obtidos.
Antes de substituir as expressdes dos campos elétrico e magnético na hamiltoni-

ana, vale a pena simplificar suas expressoes definindo
Akﬁ (t) = Ak’seiwkt, (326)

o que faz com que as Equagoes (3.23) e (3.24) sejam reescritas como

E(r,t) =i wiens (A (8) €™ — Ap (1) e ™) (3.27)
k,s
e .
1 . .
B (r1) = - > wi (e x o) (Ais (1) €™ — Ay, (8) e ™) . (3.28)
k,s

Também é util dividir em duas a integral presente na hamiltoniana, de modo que

£
I = Eo/dv IE (r, 8| (3.29)

& Instituto de Fisica — UFG



32 Capitulo 3. Contexto

1 2
I E—/dVBr,t , 3.30
B=5. B (r, )]l (3.30)

e assim calcula-las separadamente.

Para o célculo da integral Ig, deve-se primeiramente substituir a Equacao (3.27)
na Equagao (3.29). Com o desenvolvimento do quadrado da norma de E (r,t), que é

simplesmente tomar o produto escalar E (r,t) - E (r, ), surgem as integrais

/ AV et 5y (3.31)

/ AV etk — 5V, (3.32)

Com isso, a integral Ig pode ser escrita explicitamente como

v
60 ZZ WrWE! ek ,s ek/ /) (Ak,s (t) Al*d,s’ (t) 5—k,k’_

k,sk’,s’

—Aks (1) Aw s (t) Ok +c.c.), (3.33)

que, ao se utilizar a definicdo da delta de Kronecker, se torna

v
50 DD IEACHE eiew) (s (1) Afy () + ) — R, (3.34)
k s,s’
sendo v
6“ 30 (e @otow) (A (1) At (1) + ). (3.35)
k s,8
Por fim, com a utilizacdo da relagdo de ortonormalidade ey - ex ¢ = J5 ¢ na Equacao
(3.34), tem-se
IE = EQV Z leAk7s (t) Ai‘;s (t) + R. (336)
k,s

Assim como foi para a integral [g, para resolver a integral Ig deve-se primeira-
mente substituir a Equagao (3.28) na Equagao (3.30). O desenvolvimento do quadrado da
norma de B (r,?) leva as mesmas integrais descritas nas Equagoes (3.31) e (3.32), o que

faz com que a integral Ig seja escrita como

ZZ wi (e X exs) - (exxex.y) (Ak,s (t) Ao (1) + c.c.) —

2
Ho€ k s,s’

ZZ wk ek X €, s (—ek xe_k,sl) (Ak75 (t) A—k,s’ (t) + C.C.) . (337)

2/162 k s,s’

Para calcular os produtos escalares entre os produtos vetoriais, deve-se utilizar a relacao

vetorial (A xB)- (CxD)=(A-C)(B-D)— (A -D)(B-C), o que leva aos seguintes
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resultados: (ex X ex) - (exXexy) =05y € (ex X €xs) - (—exxe_ky) = —€xs-€e_g . Com

isso, a Equagao (3.37) se torna

Ip = oV Y Wl () AL, () + R. (3.38)

k,s

Apos calcular as integrais Ig e I, resta apenas utiliza-las para se obter a
hamiltoniana H. Dessa forma, ao substituir as Equagoes (3.36) e (3.38) na Equagao (3.25),
se chega a expressao

H=2eV Y wiAys (t) A, (1), (3.39)

k,s
a qual, ao se utilizar a Equacao (3.26), pode ser reescrita simplesmente como
H =2eV Y wilkAp . (3.40)
k,s
3.1.6 Quantizacao do campo eletromagnético
A quantizacdo do campo eletromagnético tem como ponto de partida a hamil-

toniana descrita pela Equagdo (3.40). Com o auxilio de uma conveniente mudanca de

variavel, especificamente a mudanca

1
Ak s = —— (WkGr.s + 1Pxs) 3.41
k, 2wk\/€0—v( LAk, Pk, ) ( )
a hamiltoniana H pode ser reescrita como
1
H= 23 (Ps +wrtks) (3.42)
k,s

a qual possui a forma da hamiltoniana de infinitos osciladores harmonicos independentes
com massa unitaria. Dessa forma, a quantizacao do campo eletromagnético pode ser feita
como no caso do oscilador harmonico: substitui-se as variaveis pg s € gk s pelos operadores

Dk,s € ks que satisfazem as relacoes de comutacao

[@qsa Qk’,s’] =0= [ﬁk,saﬁk’,s’] (343)

[(jk,s7ﬁk’78’] = ihék,k’ds,s’- (344)

Com isso, a fungdo hamiltoniana H d& lugar ao operador hamiltoniano H dado por

A1
=537 (P +wrdis) (3.45)

k,s

Assim como no caso do oscilador harmonico, o hamiltoniano do campo eletromag-
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nético pode ainda ser descrito em termos dos chamados operadores aniquilacao e criacao.

A PP .
Os operadores aniquilagao dx s € criagao a , sao definidos como

1
ax,s = s + 1Pk, 3.46
akv 2hWk; (wqu, + Zpk, ) ( )

) 1
i = (Wi, — iDk,s) (3.47)

oo = ok

2
os quais, por meio das Equagoes (3.43) e (3.44), obedecem as relagoes de comutagao

s, e ) = 0 = [a), .0 | (3.48)
€
(1. 0 | = Greredaer (3.49)

Dessa forma, o hamiltoniano H pode ser reescrito como

1

H =" hwy, <nk + 2) (3.50)
k,s

em que My s = &Lsdk,s é o operador nimero do modo definido pelo vetor de onda k e pela

polarizacao s.

O campo eletromagnético é comumente descrito pela combinagao das bases
{|nks)} de autoestados dos operadores nimero ny 5. Dessa forma, para cara modo definido

por k e s, ha a equacado de autovalores

ﬁk,s|nk,s> = nk,s|nk,s>; (351>

na qual ny s pode ser qualquer ntimero inteiro nao negativo correspondente ao nimero de
fétons do modo. Por outro lado, os operadores criacio dy e aniquilacio aj. , tem suas

atuagoes na base {|ny )} definidas por

ak75|nk75> = nk,slnk,s - 1>> (3.52)

em que

fns]0) = 0, (3.53)

0 JJnaes) = /s + Lmies + 1), (3.54)

o que mostra o porque das nomenclaturas aniquilacao e criacao. Assim, ao realizar o
produto tensorial dos espacos de estados dos infinitos modos, o campo eletromagnético

pode ser descrito pela base {|nk, s, Mky.s05 - - -) }-
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Finalmente, ao comparar a Equagao (3.41) com as Equagoes (3.46) e (3.47), a

descricao quantica dos campos elétrico e magnético é obtida ao efetuar as substituicoes

o
Ak,s — ks

QWkEQV

€
h

* At

— | T——a
ks 2wk50V ks

nas Equagoes (3.23) e (3.24), o que leva aos operadores

~ . E [a i(k-r—wt At —i(kr—wt)
B (r ¢ . . ( ) _ , 3.55
(r, ) 1 % ek, 2€0V |:ak7 € akvse i| ( )
e
. 1 hwy 7. ikr—wt) | Af —i(kr—wt)
B (r’ t) = E 2 (ek X ek,s) w |:a/k75€ + ak’Se :| . (356)

E importante observar que esses operadores estao na representacao de Heisenberg, na

representacao de Schrodinger eles sdo simplesmente

hw

" . k (A ik-r A _ikr
E(r)=i gs: S 2%V (ak,se ler _ aLse k ) , (3.57)
€
» i hwk PN ikr AT —ikr
B (I‘) - E %; (ek X ek78) 260V (ak,se + ay s€ ) . (358)

3.1.7 Campo eletromagnético no interior de uma cavidade

O campo eletromagnético monomodal no interior de uma cavidade unidimensional
com paredes perfeitamente condutoras tem especial importancia para este trabalho. Nesse
caso, conforme a teoria classica eletromagnética estabelece, a condicao de contorno é que
o campo elétrico seja nulo nas paredes da cavidade [22]. Consequentemente, no gauge de
Coulomb o potencial vetor também deve ser nulo nas paredes da cavidade, como mostra a
Equagao (3.7). Dessa forma, levando em conta essa condigao de contorno para o potencial
vetor, a quantizacao do campo eletromagnético no interior da cavidade pode ser feita de
maneira semelhante a que foi feita anteriormente.

De acordo com a Equagao (3.22), considerando somente uma dire¢ao de polari-
zacdo s, o potencial vetor de um campo eletromagnético monomodal que se propaga ao

longo de uma tunica direcao é dado pela expressao

A (r,t) = ey, [Ak’sei(km—wkt) i Ai’;se—i(k'r—wkt)} i
+e_ks {A—k,se_i(k-r-kat) + Aik’sei(k.r—‘rwkt)} ' (3.59)
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Ao considerar uma cavidade na qual o campo se propaga ao longo de z (k = ke,), Figura

3.1, a Equagao (3.59) pode ser reescrita como
A (Z,t) —e, [Akei(szwt) + Al*(efi(szwt) _ Aikefi(szrwt) . Aikei(szrwt)} : (360)

em que a direcdo x foi convenientemente escolhida como a direcao de polarizacao.
Aplicando a condicao de contorno, a qual diz que o potencial vetor deve ser nulo nas

paredes da cavidade, a Equagao (3.60) se torna
A(z,t) = —ie, (Ae_i“’t - A*eiwt> sen (kz), (3.61)

em que A =24, =2A ek =mmn/L,sendo L o comprimento da cavidadeem = 1,2,.. ..
Dessa forma, utilizando esse potencial vetor, a quantizagao do campo eletromagnético no

interior da cavidade leva aos campos

. _ hw A —iwt At _iwt
E (2,t) = e/ v (ae +a'e ) sen (kz) (3.62)

N ) hw ) ,
B(z,t) = —%ey’ / v (&e_z‘”t + dTe“’Jt> cos (kz), (3.63)

0s quais na representacao de Schrodinger sao dados por

E(2) = e,y 57?‘0/ (& + dT) sen (kz) (3.64)

B(z) = —Zem / :)L‘U/ (A + &T) cos (kz) . (3.65)

z=0 z=1L

Figura 3.1: [lustracao de uma cavidade unidimensional com paredes situadas nas posi¢oes
z=0ez=1L.

3.2 Hamiltoniano de interacao atomo-campo

A interagdo entre os atomos e o campo eletromagnético, seja ele cldssico ou

quantizado, tem papel fundamental na Optica quéantica. Nesse contexto, os atomos
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interessantes sao os pertencentes aos metais alcalinos, pois possuem somente um elétron
de valéncia [18,23]. Dessa forma, o objetivo desta se¢do é chegar ao hamiltoniano que

descreve a interagdo entre o dtomo e o campo eletromagnético [19].

3.2.1 Interacao do atomo com o campo classico

O atomo de hidrogénio, o qual é constituido por apenas um elétron e um proton,
¢ o atomo mais simples de ser tratado. Nesse caso, fixando a origem do referencial no

préton (ntucleo atémico), o elétron esté ligado ao préton por meio do potencial central

1 e?

Areg v

V(r)= (3.66)
em que r ¢ a norma do vetor posicao do elétron r e e é a carga do proton. Em certa
aproximacao, a descricao dos atomos pertencentes aos metais alcalinos pode se dar de
maneira semelhante: o 4&tomo pode ser descrito por um tnico elétron (o elétron de valéncia)
sujeito a um potencial radial gerado pelo nicleo e pelo restante dos elétrons [23]. Dessa
forma, a descricao que sera dada a seguir pode ser aplicada tanto ao atomo de hidrogénio
quanto aos atomos dos metais alcalinos.

Na representacao das posi¢oes, na qual #|r) = r|r), o hamiltoniano do elétron de

valéncia na presenca de um campo eletromagnético cldssico tem a forma

N 1.
H(r,t) = —|[|b+eA (r, )" = e® (r,) + V (r), (3.67)
em que m, é a massa do elétron e p = —thV é o operador momento canonico. Com a

escolha do gauge de Coulomb, V - A (r,t) = 0 e ® (r,t) = 0, o hamiltoniano H (r,t) se

torna simplesmente
N 1

H(r t)=
(r,t) =5

eHﬁ+eA@¢m2+voq. (3.68)

Quando se trata da interagao atomo-campo, uma aproximagao bastante 1util é a
chamada aproximacao de dipolo. Essa aproximacao consiste em considerar que o campo

eletromagnético é uniforme na extensao do atomo,
A(r,t) ~A(0,1), (3.69)

0 que é uma boa aproximagao se os comprimentos de onda \;, = 2wc¢/wy do campo forem
muito maiores que as dimensoes atomicas. Com isso, a Equacao (3.68) pode ser reescrita
como

A 1
H (rt) = i

1P+ eA (0,0)|]> +V (r). (3.70)

Mme
Apesar da expressao dada pela Equagdo (3.70) ser simples, uma mudanca de

gauge pode fornecer uma expressao mais conveniente para o hamiltoniano do elétron na

& Instituto de Fisica — UFG



38 Capitulo 3. Contexto

presenca do campo eletromagnético. Por sua vez, a mudanca de gauge faz com que o

hamiltoniano dado pela Equagdo (3.67) dé lugar ao hamiltoniano

1

H (v,t) =
(r.1) 2m.

1P+ eA’ (r,8)]* — e’ (r,t) + V (r). (3.71)

Para realizar a mudanga de gauge, a fungdo x (r,t) pode ser convenientemente escolhida

como sendo

X (r,t)=—-r-A(0,t), (3.72)

a qual, de acordo com as Equagoes (3.11) e (3.13), fornece

A (r,t) =0 (3.73)

' (r,t) =—r-E(0,1). (3.74)

Com isso, ao substituir as Equagoes (3.73) e (3.74) na Equagao (3.71), tem-se o hamilto-

niano

H (1) = 2; IBlI>+V (r)—d-E(0,1), (3.75)

e
em que d = —er é o momento de dipolo. Por fim, ao abandonar a representacao das

posicoes, a Equagao (3.75) pode ser reescrita como

H(t) = Hy + Hin (1), (3.76)
em que .
H,=—|pl*+V .
= o pI"+V (3.77)

¢ o hamiltoniano do campo na auséncia do campo eletromagnético e
Hip (t) = —d - E(0,1) (3.78)

é o0 hamiltoniano de interagdo atomo-campo (no caso do campo eletromagnético cléssico).

3.2.2 Interacao do atomo com campo quantizado

O hamiltoniano do elétron na presenca do campo eletromagnético quantizado
pode ser obtido da mesma forma que foi para o caso do campo eletromagnético classico.

Dessa forma, tem-se o hamiltoniano

H = H, + Hyy,, (3.79)
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em que H, é dado pela Equacio (3.77) e

Hip = —d-E(0). (3.80)

3.3 Atomo de trés niveis e sua interacao com o campo

Como consequéncia de sua interacao com o campo eletromagnético, o atomo pode
sofrer transi¢oes entre seus niveis de energia. Em certas condigoes, dependendo do campo
eletromagnético, o atomo pode sofrer transicoes somente entre trés de seus niveis. Nessas
condicoes, todos os outros niveis podem ser desconsiderados, o que faz com que o atomo
receba a denominacao de atomo de trés niveis. A seguir sera abordada a descricao da

interagdo do dtomo de trés niveis com os campos cldssico e quantizado [18,24].

3.3.1 Atomo de trés niveis

O atomo de trés niveis é descrito pelos autoestados |a), |b) e |¢) do hamiltoniano
do atomo livre H,. Consequentemente, esses autoestados estabelecem os niveis de energia

do d4tomo por meio das equacgoes de autovalores

H,|a) = huw,la), (3.81)
Hy[b) = Pusy |b) (3.82)
H,le) = hw,lc). (3.83)

Quanto a disposicao dos niveis de energia, ha somente trés configuragoes possiveis.
Na Figura 3.2 estao ilustradas essas possiveis configuragoes, sendo as transi¢bes nao
sinalizadas proibidas pela regra de selecao. Devido a sua importancia para esse trabalho,

a seguir sera considerado somente o &tomo na configuragao escada.

[€)

I Web CCo— |C> CCo— |C>
w Web
ca Wea
Wha Wha
| — |CL> | — |CL> - |CL>
(1) (2) (3)

Figura 3.2: Configuragoes possiveis dos niveis de energia do dtomo de trés niveis: (1)
configuragao escada, (2) configuracao A, e (3) configuragao V.
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3.3.2 Interacao com o campo eletromagnético classico

Considerando a interagao do atomo de trés niveis na configuragao escada com

o campo eletromagnético cldssico, o hamiltoniano do sistema atomo-campo (Equagao
(3.79)) tem a forma

H=H,+ Hy,. (3.84)

Como o espago de estados do atomo de trés niveis é gerado pela base {|a),|b),|c)}, a

relacao de completeza
|a)(al + [0)(b] + [e)(c| = 1 (3.85)

possibilita que o hamiltoniano H, seja escrito como

A

H, = hwaa-aa + hwba-bb + hwba-ccy (386)
em que ,, = |v)(n|. Por outro lado, utilizando a Equagio (3.80), o hamiltoniano Hj,,
pode ser escrito como

Hyy = —d- (B (t) +Ey (1)), (3.87)

em que os campos classicos E; (¢) sdo dados pela expressao
E;(t)=e; (é"jei“’jt + fj*e*i“ft) : (3.88)

na qual é considerado que w; e wy sao aproximadamente ressonantes com as transicoes
la) <> |b) e |b) <+ |c), respectivamente. Ao substituir a Equagao (3.87) na Equagdo (3.88),

tem-se

A

Hip =~ (d-er) (G + &7e™) — (d- &) (6™ + &™), (3.89)

que, ao utilizar a Equacao (3.85) e fazer consideragoes de paridade, pode ser reescrita na

forma

A

Hiny = h (11640 + 1410ba) (6"16“’” + (5‘?6‘”“) + B (u26pe + 156e) ((E’Qeiwﬁ + c%*e‘iw?t)
(3.90)
em que iy = —(al (d-ey) [b)/h e pi = —(b] (d - &2) |} /.

Em muitos casos, a descricao do sistema se torna mais simples com a utilizacao

da representacao de interagao. Nessa representacao o sistema é descrito simplesmente pelo

hamiltoniano
H; = Ul (t) Hy Uy (2), (3.91)
em que
Uy (t) = e7tHot/h, (3.92)
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O hamiltoniano H, é a parte livre do hamiltoniano do sistema, no caso do sistema
dtomo-campo Hy = H,. Com isso, a substituicio da Equacio (3.90) na Equagao (3.91),
juntamente com a utilizagdo da aproximagao de ondas girantes (a qual consiste em

desprezar os termos que oscilam rapidamente), leva & expressao
H =h (Qﬁabe_mb“t + Q’{&baemb“t) +h (92% “iel 4 G cbt) , (3.93)

em que Ay, =wWpa—w1 = (Wp — Wa) —w1 € Ay =wep—wa = (We — wp) —ws s20 as dessintonias,

e 2; = ;& sao as frequéncias de Rabi.

3.3.3 Interacao com campo eletromagnético quantizado

Considerando agora a interagdo do dtomo de trés niveis na configuragao escada
com o campo eletromagnético quantizado de uma cavidade, o hamiltoniano do sistema
atomo-campo tem a forma

H=H,+H,.+ H,,, (3.94)

em que H, é 0 hamiltoniano do campo livre. Conforme a Equagao (3.80), o hamiltoniano

de interacao atomo-campo tem a forma

em que, de acordo com a Equacao (3.64),

A [fio;
E; =e, v (a] +a ) sen (k;zo) , (3.96)

sendo zy a posi¢ao do a&tomo na cavidade. Assim como antes, considera-se que wy e wy sejam
aproximadamente ressonantes com as transigoes |a) <> |b) e |b) <> |c), respectivamente.

Substituindo a Equagdo (3.96) na Equagao (3.85), se chega a expressao

H,, =— (d el) Zu‘} (a1+a1) sen (k1zp) — (d e2>
(3.97)

a qual, ao se utilizar a Equagao (3.85) e fazer consideragoes de paridade, pode ser reescrita

na forma

A

Hint = h (9160 + 916ba) (&1 + dD + 1 (9200 + G50ep) (@2 + &;) ; (3.98)

sendo g1 = —,/325(al (d el) b)sen (kiz0) € g2 = — /522 (0] (d e2> |c)sen (kozg) cha-

mados de coeficientes de acoplamento. Por outro lado, como ha dois modos do campo, a
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Equagao (3.50) fornece o hamiltoniano do campo livre

) ! 1
H. = hy (a]{al 4 2) 1 T <a§a2 + 2) . (3.99)

Na representagao de interacao, ao utilizar a aproximacao de ondas girantes, a

Equacao (3.98) fornece

Hy = h(giowale ™ + giopane™") + h(gadneabe "2 + gioaae) . (3.100)

3.3.4 Efeito Stark no Atomo de trés niveis

O efeito Stark é o deslocamento dos niveis de energia de dtomos ou moléculas
devido a acao de um campo elétrico externo. No caso de um atomo de trés niveis na
presenga de um campo elétrico constante, o hamiltoniano que descreve o sistema (Equagao
(3.79)) é dado por

H=H,+ H,,. (3.101)
Considerando um campo elétrico constante E = &ye, a Equacao (3.80) fornece o
hamiltoniano de interacao

Hipy = —d - 6. (3.102)

Se a perturbacao provocada no sistema for pequena, entao a teoria de perturbacao

independente do tempo de segunda ordem fornece os niveis de energia deslocados

A 2
, . (U Hine )|
Ep = By + (K Him k) + Y (3.103)
k— &

I£k
em que os indices [ e k se referem a a, b e c. Dessa forma, levando em conta as regras de

transicao, tem-se as energia

. 2
E =B, + |1 )| (3.104)
¢ E,—E, ’
— (alHaalt)| [l Hinal)] 5105
Ey, — E, E,—E. ’
© A 2
E =E, + |61 Fuele)| (3.106)
¢ ‘ E.— Ey

Considerando agora que se deseja que as transicoes |a) <> |b) e |b) <> |¢) tenha a mesma
energia, ou seja,

E —E=E —E, (3.107)
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tem-se a expressao

362 (|celd-e)[  |cld-ela)|
h2 Web a Wha, ’

(3.108)

Wha — Wep =

na qual foram utilizadas as Equagoes (3.81), (3.82), (3.83) e (3.102). Por fim, estabelecendo
a relacao
[(cld - e[b)| = K |(b]d - e|a)]|,

(3.109)

em que K é uma constante de proporcionalidade, a Equacao (3.108) fornece o campo

& = (3.110)

e (23]

Wep wba

Assim, como pode ser observado na Equagao (3.110), o campo elétrico capaz de promover

a Equacao (3.107) é obtido das caracteristicas do dtomo aliadas a dire¢ao do campo.
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CAPITULO

DISCRIMINACAO DE ESTADOS NAO
ORTOGONAIS DO CAMPO NO INTERIOR
DE UMA CAVIDADE

Quando foi dado o exemplo sobre discriminacao de estados nao ortogonais no
Capitulo 2, nao foi dito em qual contexto Alice preparou os estados e, consequentemente,
também nao foi dito qual protocolo gerou o conjunto de elementos do POVM que Bob
utilizou para a discriminacdo. A seguir, serd proposto um protocolo, no contexto de
eletrodinamica quantica de cavidades, capaz de discriminar os estados do exemplo, e sera

mostrado como os elementos do POVM podem ser obtidos teoricamente a partir dele.

4.1 Protocolo proposto

O protocolo consiste em utilizar como sonda um atomo de trés niveis na con-
figuracao escada para tentar discriminar dois estados do campo de uma cavidade alvo.
Os estados de interesse aqui, assim como no exemplo sobre discriminacao de estados do

Capitulo 2, sdo os estados

1) = 0) (4.1)

1
A

em que |0) e |1) sdao autoestados do operador nimero 72 do modo do campo da cavidade.

Y2) = —= (10) + 1)), (4.2)

Como ilustrado na Figura 4.1, no protocolo proposto o atomo de trés niveis, previamente
preparado no estado fundamental |a), passa primeiramente por uma regiao contendo um
campo eletromagnético classico conhecida como zona de Ramsey. Esse campo eletromag-
nético é ressonante com a transicao |a) <> |b), o que faz com que ao sair da zona de Ramsey

0 4tomo esteja em uma superposicao do tipo ala) + 5|b). Ao chegar a cavidade, o dtomo
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interage com um campo elétrico constante com o objetivo de promover o efeito Stark
nos niveis de energia do atomo, o que (em certas condigoes) faz com que as transi¢oes
la) <> |b) e |b) <> |c) se tornem ressonantes com o modo do campo da cavidade [25, 26].
Por fim, ao sair da cavidade é realizada uma medi¢ao de von Neumann no atomo, o que

pode oferecer informagao que leve a discriminacao.

Atomo de trés niveis Zona de Ramsey Cavidade

g
Ly w
ala) + S 1b)
|a) | S

Figura 4.1: Esquema ilustrativo do protocolo proposto para a discriminacao dos estados
|0) e (1/\/5) (|0) + |1)) do campo da cavidade.

—— ‘C>

Iwcb
— ‘

Wha

4.2 Elementos do POVM

A discriminagao de estados utilizando POVM requer o conhecimento do conjunto
de elementos do POVM. Conforme a teoria descrita no Capitulo 2, para obter os elementos
do POVM deve-se primeiramente conhecer o operador evolugao do sistema sonda-alvo.
Considerando o protocolo proposto, o operador evolucao do sistema dtomo-cavidade, na

representacao de interacao, tem a forma
U=U.Upgpg, (4.3)

em que Usr e U, sao, respectivamente, os operadores evolucao temporal da zona de
Ramsey e da cavidade. O operador evolucao temporal U 7R, de acordo com a Equacao

(2.9), tem a forma
ljZR = €_iﬁZRAtZR/h, (44)

em que Atyr e Hyp sdo, respectivamente, o tempo e o hamiltoniano de interacao do
atomo com o campo da zona de Ramsey. De acordo com a Equacao (3.93), considerando
um campo eletromagnético monomodal ressonante com a transicao |a) <> |b) (wp, = wy),

o hamiltoniano Hp é dado por
Hyr = h(Q16a + Q61a) - (4.5)
Da mesma forma, o operador evolu¢ao temporal U, é dado pela expressao

A

0, = e—iﬁcAtc/h, (4.6)
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na qual At, e H, sio o tempo e o hamiltoniano de interacdo do atomo com o campo da
cavidade, respectivamente. Conforme a Equacao (3.100), considerando que o efeito Stark
faga com que as transicoes |a) <> |b) e |b) > |¢) se tornem ressonantes com o modo do

campo da cavidade (wp, = wep = w), 0 hamiltoniano H, tem a forma

A

He = h (160" + g161a0) +  (920000" + g360a) (47)

Com o conhecimento do operador evolugao temporal, o proximo passo para a determinagao
dos elementos do POVM é determinar operadores de medicao My do sistema atomo-

cavidade.

Como pode ser observado por meio da Equagao (2.38), para obter os operadores
de medicao do sistema atomo-cavidade deve-se especificar a base do atomo e a base do
campo da cavidade. Conforme o protocolo proposto para a discriminagao dos estados
|t1) e |1hs) estabelece, {|a), |b), |c)} é a base do dtomo e {|0),]1),|2)} é a base do campo
da cavidade. Com isso, ao considerar o d4tomo inicialmente no estado fundamental |a), a

Equagao (2.38) fornece a expressao

M, :Z Upn.an |0 (N, (4.8)
em que
Upn,an’ = (V,n|(7|a,n'>, (4.9)

sendo os indices v = a,b,c e n = 0,1,2. Dessa forma, para se chegar aos operadores de
medigao deve-se calcular os estados Ula,n’). Atuando primeiramente o operador evolugao

temporal Uzg no estado |a,n’), tem-se a expressao

N O
Uzrla,n')y = cos (|| Atzg) la,n') — Z‘Ql| sen (|Q] Atzg) |b,n'), (4.10)
1
na qual é conveniente definir
a = cos (|| Atzr) (4.11)
e
oS
f = —i——sen (|| Atzg) . (4.12)

1€

Atuando agora o operador evolugao temporal U, no estado fornecido pela Equagao (4.10),

considerando todos os possiveis valores de n’, obtém-se

Ula,0) = ala,0) — if==sen (|g1| At.) |a, 1) + Beos (|g1| At.) |b,0), (4.13)

g1
|91|
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U|a, 1) = acos (|g1]| At.) |a, 1)—
i3 ( V24;
V2 911> + |g3]

—ia- T sen (|g1] At.) [b, o>+5cos< 2161 + 9o A tc> b, 1)—

|91]
_w( % 2)sen (\/2|gl|2+|92|2At5) ,0) (4.14)
V291" + |gl

)sen( 2|91 + |g2] At>|a 2)—

. 2|g1|?
Ula,2) = o {1 + 2|gl||2 {cos (\/2 lg1|” + |g2|2Atc> - 1]} la, 2)—

2 |91| + ‘92

2 *
—ia \/;"1 _sen (\/2 1% + |g2|2Atc> b,1) + Beos (V21gs] Ate) [b,2)+
V219il” + g2l

\/5 L
a% {cos (\/2 ) + |92|2Atc) — 1} e, 0)—

2)g1|” + |ge|

rsen (V21gal Ate) e, 1) (415)

Com isso, ao utilizar esses estados nas Equagoes (4.8) e (4.9), os operadores de medigao

M, sio dados por

M, = o|0)(0] - iﬁ,gilsen (lga| Ate) [1)(0] + acos (|g1| Ate) [1){1]—

—if ( \/fgl 2) sen (\/2 g1 |° + |92|2Atc> |2) {1+
V291l + |gal

+a {1 + 2219”2’2 [005 (\/2 | + |gg\2Atc) — 1}} 12)(2, (4.16)

2 |91| + |92

*

arsen (ol At 0){1]+

+ feos (V2| + g2t ) 1)1

. 29F
- \/;gl 5 SEN (\/ 2 ’91|2 + ‘92‘2Atc> 1) {2+
V211l + [g2]

= Beos (|g1] Ate) [0)0] — icv

+ Beos (V21ga| Ate) [2)(2] (4.17)
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MC = —i8 ( 922 2) sen < 2 |g1|2 + |92|2Atc) 0)(1]+
2[g1]" + | 92|

\/§ * %
&9192|2 {cos (\/2 ]g1]2 + \92\2Atc> — 1] |0)(2|—

2 |£71|2 + 192

_ iﬁéisen (V31g2] AL) )2, (4.18)

Por fim, conhecendo os operados de medicao M,, os elementos do POVM sio
obtidos por meio da defini¢ao A, = M;[ M, Assim, tem-se as expressoes
Ra = [jaf + 187 sen? (ga] At.)] [0) 0]+

+ iygllysen (lg1] Ate) cos (|g1| Ate) (5" g110) (1] — @ Bga[1)(0]) +

2
[l eos o a0 + 152 2 s (200 011+
2
+ z'\é?sen (CAt.) {1 + 2|C’g;| [cos (CAt.) — 1]} (af*gi 1) (2] — o Bgr]2)(1]) +

2

+|a|2{1+2lgl| [cos(C’Atc)—l]} 12)(2], (4.19)

Ay = 8] cos® (|ga| At) [0)(0]—
- i|gll|sen (91| Ate) cos (|g1| Ate) (aB*gi]0)(1] — o Bgr|1)(0]) +
+ [laf? sen? (11| Ate) + |B] cos® (CAL)| [1)(1]—
=i sen (CAL) cos (CAM) (aB'g7 1) (21 — a*Ban 2} (1) +

2|
CQ

s [W sen® (CAL) + 18 cos” (V2 | Atc)] 22| (4.20)

|2

Ao = 8] '?2 sen? (CAL) |1)(1]+
+i o5 sen (CAt,) [cos (CAt.) — 1] (aB*g7|1) (2] — o Bgr]2)(1]) +
2 2
+ {|04|2 2|91|C4|92| [cos (CAt,) — 1% + |3 sen? (\/§|gg| Atc)} 12)(2], (4.21)
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nas quais
C=2|g|* + |92 (4.22)

Pode-se verificar, com um certo esforgo, que os elementos do POVM satisfazem a relagao
> MjM,, = fc, na qual I.éo operador identidade do espacgo de estados do campo no

14
interior da cavidade.

4.3 Discriminacao dos estados

Tendo obtido o conjunto de elementos do POVM, cabe agora determinar as
probabilidades referentes aos resultados da realizacdo da medicao de von Neumann
no atomo. De acordo com a Equagao (2.67), a probabilidade de obter o resultado

correspondente ao indice v é dada por

Py = ;Tr (Al (@nl) + éTr (Aufwa) (¥l - (4.23)

Em uma primeira observacao, ao calcular a probabilidade p. utilizando o elemento de
POVM dado pela Equagao (4.21), pode-se ver que

Tr (Acln) (vn]) = 0 (4.24)

’ 2

sen® (CAt,) , (4.25)

Ir (Ac|¢2><¢2|) =|8I° ’2920

o que mostra que, ao obter o resultado correspondente ao indice ¢, a medi¢cdo de von
Neumann foi realizada no estado [i). Calculando agora a probabilidade py, a Equagao
(4.20) fornece

Tr (Aslga)(wal) = |8 cos® (1a| Ate) (4.26)

2

Tr (Ab|¢2><¢2\) = |B|* cos® (CAt,) + ‘ﬁéhcos (lg1] At.) —iasen (|g1]| At.)| . (4.27)

A imposicao de que T'r (/A\b|¢2)(¢2|) = 0 implica que, ao obter o resultado referente ao
indice b, sabe-se que a medi¢do de von Neumann foi realizada no estado |¢;). Com essa

imposicao, ao utilizar as Equagoes (4.11) e (4.12), se chega as relagoes

|| Atzr = |91| At (4.28)
0 91

= — 4.29

AR (4.29)
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V21912 + |go? AL, = (20 + 1) g 1=0,1,2,.... (4.30)

Dessa forma, utilizando as defini¢oes

92| = K |1 (4.31)

(20 +1) T_y
— /—2+K22— 1y

as probabilidades p, sio dadas pelas expressoes descritas na Tabela 4.1. E importante

91| Ate (4.32)

observar que a constante K que aparece aqui é a mesma constante K que aparece na
Equacao (3.109) do Capitulo 2. Conforme a tabela mostra, quando se obtém o resultado
referente ao indice a nao se sabe sobre qual estado foi realizada a medi¢ao. Por outro lado,
quando se obtém o resultado referente ao indice b (c) se sabe que a medigao foi realizada

sobre o estado [1)1) (|12)). Portanto, o protocolo proposto é capaz de discriminar os estados

1) e |¢2).

v Tr (A, |v) (vn]) Tr (Aufth2) (t2]) Py

a cos’0,+ sen'0, 3 (1 + cos?0; + 2+2K2 sen29l) : (1 + 3cos%0;, + 2;%?31 + 236n40l)
b sen?6,cos?6, 0 sen?6,cos6,

c 0 %%sen%l %%senwl

Tabela 4.1: Tragos e probabilidades obtidos utilizando o conjunto de elementos do POV M.

Tendo obtido as probabilidades de, ao realizar a medi¢ao de von Neumann no
atomo, discriminar os estados [i1) e [1)9) do campo no interior da cavidade, cabe agora
calcular a probabilidade de sucesso para alguns valores de [ em um certo intervalo de K.

Como mostra a Tabela 4.1, a probabilidade de sucesso é dada por
1 9 9 1 K? 9
ps = 5 |sen 0,cos”0; + 5\ g2 ) sen 0, . (4.33)

A Figura 4.2 contém graficos de ps em fungdo de K para alguns valores de [. Por
outro lado, a Tabela 4.2 mostra para cada [ o valor maximo de pg, juntamente com o
correspondente K. Mesmo considerando somente alguns valores de [, pode-se notar que o
protocolo proposto é capaz de fornecer probabilidades de sucesso proximas de 0.292, que é
a probabilidade de sucesso méxima possivel para o caso em questao (Capitulo 2). Por fim,
é importante observar que, de acordo com as Equagoes (4.30) e (4.31), [ e K dependem
das condicoes fisicas estabelecidas pelo tempo de interagao At. e pelos coeficientes de

acoplamento do atomo g; e gs.
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Figura 4.2: Gréficos de ps em fungdo de K para os valores de [ =0, 1,2, 3.

l Kmam ps,ma:r

0 147 0.1877

1 450 0.2644

2 755 0.2748

3 10.55 0.2779

Tabela 4.2: Probabilidades de sucesso p, maximas, juntamente com os respectivos valores
de K, obtidas para [ =0,1,2, 3.
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CAPITULO

CONCLUSAO

O esquema proposto proporcionou um conjunto de elementos do POVM capaz
de discriminar os referidos estados do campo no interior de uma cavidade. Foi mostrado
que, mesmo considerando apenas alguns valores de [, a probabilidade de sucesso p, pode
chegar préxima da probabilidade de sucesso maxima possivel para o exemplo em questao.
Além disso, a simplicidade do aparato proposto e sua fundamentacao em técnicas atuais
no contexto da eletrodinamica quéantica de cavidades fazem com que o protocolo seja
bastante atraente do ponto de vista experimental. Espera-se que o esquema proposto
possa inspirar a elaboracao de novos protocolos de discriminagao de estados utilizando
elementos de POVM baseados em hamiltonianos efetivos, tornando possivel atingir taxas
6timas de probabilidade de sucesso. Por fim, como perspectivas futuras tém-se: o estudo do
comportamento da probabilidade de sucesso quando ha perdas no processo, e a tentativa

de aplicagao do protocolo na discriminacao de estados emaranhados.
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