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Resumo

Ondas de choque transicionais aparecem nas solucoes de problemas de valores iniciais
para sistemas nao lineares de leis de conservagao nao estritamente hiperbdlicos. Sao
solucoes descontinuas que possuem perfil viscoso mas nao satisfazem o critério de en-
tropia de Lax, onde certas desigualdades entre a velocidade de propagacao do choque
e as velocidades caracteristicas sao satisfeitas. Estas ondas aparecem como transicao
entre grupos de ondas associados com diferentes familias caracteristicas.

Neste trabalho estudamos as ondas de choque transicionais para um sistema de duas
leis de conservacao com funcao de fluxo quadratica e matriz de viscosidade definida
positiva. Em particular estudamos os choques transicionais com perfil viscoso definidos
por érbitas sobre um segmento de reta. Mostramos através de exemplos, para sistemas
com fungoes de fluxo quadraticas e matrizes de viscosidade escolhidas de modo conve-
niente, que é necessario usar as ondas de choques transicionais para resolver o problema

de Riemann (dados iniciais constantes por partes) para estes sistemas.



Abstract

Transitional shock waves arises in solution of initial values problems for non linear
systems of conservation laws that are not strictly hyperbolic. These waves are disconti-
nuous solutions that posses viscous profile but do not conform to the Lax characteristic
criterion, where inequalities between the shock propagation speed and the characteristic
speeds must to be satisfied. These waves arise as transition between wave groups
associated with distinct characteristic families.

In this work we studied transitional shock waves for a system of two conservation
laws with quadratic flux functions and positive defined viscosity matrix. In particular,
we studied the transitional shock waves with viscous profile defined by orbits laying
on straightlines. We show from examples, for systems with quadratic flux functions
and viscosity matrix chosen in a convenience way, that is necessary to use transitional
shock waves to solve the Riemann problem (initial data constant by parts) for these

systems.



Introducao

Para o desenvolvimento deste trabalho seguimos o artigo de Isaacson, Marchesin e
Plohr, em [6].

Estudamos as ondas de choque transicionais para um sistema nao linear de n leis
de conservacao, conforme definido no Capitulo 1. Ilustramos a importancia destas
ondas na solucao do problema de Riemann para dois exemplos. Um com funcao de
fluxo quadratica homogeénea, isto é, sem termos lineares, e matriz de viscosidade igual
a identidade. O outro com func¢ao de fluxo quadratica, incluindo termos lineares, e
matriz de viscosidade nao multipla da identidade.

As solugoes classicas de um problema de Riemann sao dadas, em geral, por uma
sequéncia de grupos de ondas, formada por rarefagoes (solugoes continuas), e choques
(solugoes descontinuas), ver [5, 13, 15]. Cada grupo de onda esta relacionado a uma
familia caracteristica, conforme defini¢oes dadas no Capitulo 1. Por exemplo, para um
sistema de duas equacoes existem dois grupos de ondas, cada um relacionado com uma
das familias caracteristicas.

Em [14] foi mostrado um exemplo, onde o problema de Riemann ndo pode ser
resolvido globalmente, isto é, para quaisquer pares (Ur,Ug) de estados constantes
em R?, admitindo-se apenas os choques de Lax. Para resolver este problema foram

introduzidas as ondas de choques transicionais. Estes choques aparecem na solucao do



problema de Riemann como transigao entre grupos de ondas. Os choques transicionais
sao choques de cruzamento que satisfazem o critério de viscosidade, conforme definicoes
dadas no Capitulo 2.

No Capitulo 1, definimos o problema de Riemann para um sistema de leis de con-
servacao, e fizemos um resumo da teoria classica para resolver este tipo de problema,
incluindo as defini¢oes de solucao fraca, lugar geométrico de Hugoniot, ondas de rar-
efacao, ondas de choque e curvas de ondas.

No Capitulo 2, definimos as condigoes de admissibilidade de uma descontinuidade
na solucao do problema de Riemann. Com origem no estudo da dinamica dos gases,
estas condi¢oes sao denominadas de condigoes de entropia.

As duas principais condi¢oes de entropia sao o critério de entropia de Lax e o critério
de viscosidade.

O critério de Lax, relaciona a velocidade de propagacao da descontinuidade com as
velocidades caracteristicas a direita e a esquerda da descontinuidade.

O critério de viscosidade admite solugoes descontinuas que sao limites de solugoes
ondas viajantes do sistema de leis de conservacao acrescido de termos de segunda
ordem. Estes termos de segunda ordem sao denominados de termos de viscosidade
e o sistema de sistema viscoso. Admitindo solucao do tipo onda viajante o sistema
viscoso é transformado num sistema dinamico. Uma descontinuidade é dita admissivel
pelo critério de viscosidade se existe uma érbita deste sistema dinamico conectando os
estados a esquerda e a direita da descontinuidade.

Ainda no Capitulo 2, seguindo [16], descrevemos os possiveis tipos de choques para
um sistema estritamente hiperbdlico de duas leis de conservacao.

Um choque de Lax, para um sistema de duas leis de conservagao, satisfazendo o



critério de viscosidade corresponde a uma conexao tipo sela-né ou né-sela. Um choque
transicional corresponde a uma conexao do tipo sela-sela.

Em [2], foi mostrado que para sistemas dinamicos que sdo gradientes quadréticos,
uma conexao sela-sela esta sobre um segmento de reta.

No Capitulo 3, descrevemos os choques transicionais caracterizados por Orbitas
sobre segmentos de retas para modelos quadraticos de duas leis de conservacao. Isto é
feito através de uma mudanca das variaveis de estado de coordenadas cartesianas para
coordenadas polares. A existéncia de choques transicionais depende da funcao de fluxo
e da matriz de viscosidade associada ao sistema de leis de conservacao.

Conforme referido no inicio desta introducao, ilustramos a importancia das ondas
de choques transicionais nas solucoes de problemas de Riemann, em dois exemplos
descritos no Capitulo 4.

Finalizamos este trabalho com nossas conclusoes.



Capitulo 1
Sistema de Leis de Conservacao

Neste capitulo resumimos os principais resultados da teoria sobre problema de Riemann
para sistemas de leis de conservacao.

Consideramos um sistema de n equacoes da forma
Uy+FU),=0, zeR, t>0, (1.1)

onde a funcao de fluxo F': Q C R® — R" é de classe C', com dados iniciais

Up,, se <0
Up(z) = U(z,0) = (1.2)
Ur, se x>0,

onde Uy, e Ug sao estados constantes em ). Este problema é denominado de problema
de Riemann.

As solugoes de um problema de Riemann podem ser vistas como solugoes assintoticas
de um problema geral de Cauchy, ver [12], e também podem ser usadas como elemento
fundamental para métodos numéricos de grande precisao, conforme [9].

Os autovalores X;(U), i=1,2,...,n, da matriz jacobiana F'(U), sdo denominados de
velocidades caracteristicas de (1.1), e as curvas sobre as quais as solugoes suaves de

(1.1)—(1.2) s@o constantes, sao denominadas de curvas caracteristicas. Para um sistema



de n leis de conservagao da forma (1.1) as curvas caracteristicas sdo retas no espago
(x,t).

Definigcao 1.1. O sistema (1.1) é dito hiperbdlico em uma regido 2 C R", se os
autovalores A\ (U) < \(U) < ... < A\, (U) da matriz jacobiana F'(U) sao reais para
todo U € (). Se além de reais os autovalores sao distintos, o sistema ¢é dito estritamente

hiperbdlico. O sistema (1.1) é dito eliptico se possui autovalor complexo.

Definicao 1.2. Definimos como lugar geométrico de coincidéncia o conjunto de estados

U € Q, onde os autovalores de F'(U) coincidem.

Observe que se U(x,t) é uma solu¢ao suave do problema de Riemann, entao para
toda constante a > 0, U(ax, at) também é solucdo, em particular fixando ¢ e fazendo

a = e conclui-se que as solucoes suaves sao centradas, isto €, sao solugoes da forma

Uz, t) = U(f

). (1.3)

Fazendo ¢ = % e substituindo (1.3) em (1.1), obtemos

—UE) + TP UEUE) =0,

ou seja,

[F'(U(&)) = &1U'(§) = 0. (1.4)

Aqui, (') denota derivagao com relacdo a £ e I é a matriz identidade. Se U'(&) # 0,
segue que U’ é autovetor a direita de F'(U) associado ao autovalor A = £. Portanto,
as solugoes suaves de (1.1) — (1.2) estao sobre as curvas integrais dos autovetores de

F'(U), isto é, satisfazem a equagao diferencial ordinéria

oU(E)

e r(U(€)), (1.5)



onde r*, i = 1,2,....n, denota um autovetor a direita da matriz jacobiana F’'(U(€))
associado & velocidade caracteristica \;(U4(€)). O autovetor r° é referido como o i-

ésimo campo caracteristico de (1.5).

Definicao 1.3. Diz-se que dois estados Uy e Ug em () estao conectados por uma onda
de i-rarefacao, i = 1,2, ...,n, se Uy, e Ug pertencem a curva integral do i-ésimo campo
caracteristico de (1.5) e \;(U) € crescente ao longo desta curva, no sentido de Uy, para

Ug.

Pode-se verificar que uma i-ésima onda de rarefacao conectando Uy e Ui é uma
funcao da forma

Uy, se x<\(Up)t
Uz, t) =< A7HE), se M\(Upt <z < \(Up)t (1.6)

? t

Ur, se x> \N(Ug)t.
Definicao 1.4. Uma curva de i-rarefacdo por um estado a esquerda Uy, € o conjunto dos

estados U € R™, que podem ser conectados ao estado Uy por uma onda de i-rarefagao.

Nem sempre é possivel determinar solucoes suaves para o problema de Riemann,

tornando-se necesséria a introducao do conceito de solugao fraca.

Definigao 1.5. Uma solugao fraca U(z,t) do sistema (1.1) com condi¢oes inicias (1.2),

¢ uma fungao em L}, (R x RT R"™) tal que
/OO /OO U (2, (. ) + F(U(, £)) b (1)) dclt + /OO Uz, 0)(x,0)dz = 0, (1.7)
0 —00

— 00

para toda fungao ¢ : (R x RY) — R™ de classe C*° e suporte compacto.

Usando o Teorema da Divergéncia pode-se mostrar que a condigdo (1.7) impde
restricoes nas solugoes fracas do tipo descontinuidade de salto, conforme a seguinte

proposicao:



Proposicao 1.1. Uma fung¢do U(x,t) com uma descontinuidade de salto € uma solugdo
fraca do problema de Riemann, se satisfaz a sequinte relag¢ao, denominada de relagao

de Rankine-Hugoniot
H(UL,S,UR):F(UR)—F(UL)—S(UR—UL):O, (18)

onde Up, e Ugr sao estados constantes e s ¢ a velocidade de propagacao da descon-

tinuidade.

Definicao 1.6. O lugar geométrico de Hugoniot por um estado Uy, fixo, ou simples-
mente curva de Hugoniot por Uy, é o conjunto dos estados U € §2, tais que existe s € R

satisfazendo a condigao
H(UL,S,UR):F(UR)—F<UL)—S<UR—UL):0. (19)

Observacao 1.1. A curva de Hugoniot por Uy, pode ser formada por ramos locais, ou
seja ramos que contém o estado Ur, e por ramos nao locais, ou seja ramos que nao

contém o estado Uy,

Defini¢ao 1.7. Uma onda de choque do problema (1.1) — (1.2) conectando o estado a
esquerda Uy, ao estado a direita Ug, € uma solucao fraca com uma descontinuidade de

salto da forma

Uy, se x<st
Uz, t) = (1.10)
Ugr, se x> st,

onde s € a velocidade de propagac¢ao da descontinuidade. Neste caso, a onda de choque

¢ denotada por (Ur,Ug, s).

Definigao 1.8. O sistema (1.1) é dito genuinamente ndo linear em Q C R", se

VA(U).r'(U) # 0 para todo U € €.
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Quando o sistema nao é genuinamente nao linear aparece outro tipo de onda como

combinacao de ondas de choque e ondas de rarefacao, denominada de composta.

Definicao 1.9. Diz-se que dois estados Ur, e Ug em §2 sao conectados por uma onda
1-composta, se existe um estado intermedidrio Uy; sobre a curva integral do i-ésimo
campo caracteristico r* de modo que Uy, € conectado a Uy por uma i-rarefacio, e Uy

¢ conectado a Ug por um choque com velocidade \;(Upy).

Definicao 1.10. Uma curva i-composta por um estado inicial Uy, associada ao i-
ésimo campo caracteristico de (1.5), é o conjunto dos estados U, tais que Uy, pode ser

conectado a U por uma i-composta.

Dado um par (Ur, Ugr), a solucao do problema de Riemann consiste de uma sequéncia
de ondas de choque, ondas de rarefacao e compostas, de modo que a velocidade da onda
resultante seja crescente da esquerda para direita no plano-(x,t). Tais ondas sao de-
nominadas de ondas elementares.

A condigao de Rankine-Hugoniot nao garante a unicidade das solugoes fracas do
problema de Riemann, conforme o Exemplo 1.1 abaixo.

Dentro de uma classe de solugoes fisicamente relevantes, a unicidade de solugao
do problema de Riemann para um sistema de leis de conservacao pode ser obtida
introduzindo-se restrigoes sobre as solugoes fracas. Tais restrigoes sao denominadas de

condigbes de entropia, nome proveniente do problema de dinamica dos gases, ver [15].

Exemplo 1.1. Considere o sistema de duas leis de conserva¢ao

2
U+ (%), =0
' (22) (1.11)
v+ (%) =0, z€R, t>0,
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Com condigao inicial

Up(z) = (1.12)

As funcoes
0,0), se xz<?i
iy ={ Y .
(1,1), se x> 3,
e
(0,0), se z<0<t
Us(z,t) =4 (%,%), se 0<z<t
(1,1), se x>t>0,

1
sao solugoes fracas do problema (1.11) com condi¢do inicial (1.12).



Capitulo 2
Condicoes de Entropia

As duas principais condig¢oes de entropia sao o critério de entropia de Lax e o critério

de viscosidade.

2.1 Critério de Lax

As figuras desta secao sao referentes a sistemas de duas leis de conservacao, onde as
linhas escuras tracejadas representam curvas de descontinuidades (choques), as linhas
claras continuas representam as retas caracteristicas. As setas indicam a orientacao
das retas caracteristicas no sentido de crescimento de ¢.

A condigao de entropia de Lax, introduzida em [11], relaciona a velocidade do

choque com as velocidades caracteristicas, a direita e a esquerda do préprio choque.

Definigao 2.1. Diz-se que um choque do problema (1.1) — (1.2), conectando os estados
Ur e Ug, com velocidade s, denotado por (Up, U, s), satisfaz o critério de entropia de
Lax se
/\1(UR) < s < )\Z(UL),
/\i—l(UL) < s < /\z'-i-l(UR)a

12



2.1 Critério de Lax 13

1=1,2,...,n. Neste caso, este choque ¢ denominado de i-choque de Laz.

Definicao 2.2. Uma curva de i-choque € definida como o conjunto dos estados a direita
Urg tal que Uy, pode ser conectado a Ugr por um i-choque. Uma curva de i-choque nao
local é definida como o conjunto dos estados Ur sobre o ramo nao local de Hugoniot

tal que Ug pode ser conectado a Uy por um i-choque.

Nos choques de Lax as retas caracteristicas de uma mesma familia entram em ambos
os lados da reta de descontinuidade no sentido crescente de t.

Em particular, para sistemas de duas leis de conservacao, os choques de Lax sao de
dois tipos:

1-Choque: (Ver Figura 2.1(a))

)\1(UR) < s < )\1(UL), (21)

s < /\Q(UR) (22)

U

(a) (b)

Figura 2.1: Retas caracteristicas e 1-choque e 2-choque de Lax.

2-Choque: (Ver Figura 2.1(b))

)\Q(UR) <s < AQ(UL), (23)

)\1(UL) < S. (24)



2.1 Critério de Lax 14

A exigéncia do critério de Lax pode ser muito restritiva no sentido de que o problema
de Riemann pode nao ter solugao, como mostrado em [14]. Neste caso, outros tipos de

choques devem ser considerados, dentre os quais destacamos os choques de cruzamento.

Definigao 2.3. Diz-se que um choque (U, Ug, ) € um choque de cruzamento se satis-

faz as desiqualdades

/\1<UL) < s < )\i+1<UL)>

)\Z(UR) <s< )\i+1(UR)'

No caso n=2, choques de cruzamento satisfazem as seguintes desigualdades:

Choque de Cruzamento: (Ver Figura 2.2)

)\1(UL) < s < )\g(UL), (25)

)\1(UR) <s < )\Q(UR) (26)

Figura 2.2: Retas caracteristicas e um choque de cruzamento.

Na solucao do problema de Riemann do exemplo a seguir aparece um choque de

cruzamento.

Exemplo 2.1. Considere o sistema de duas leis de conservacao

up + (3u? — 202 +2u), =0
¢+ ( ) (2.7)
v+ (30 —duv —20), =0, z€R, t>0,



2.1 Critério de Lax 15

com condi¢cao inicial

(_Z 0)" <0
Upx)=24 3 " (2.8)

0,001, se x>0, se reR

2
Os estados Ug = (0,0) e Uy = (—3,0), satisfazem a condi¢cao de Rankine-Hugoniot,

2
com velocidade de propagagio s = 0. Os autovalores de F'(0,0) e F’(—g, 0) satisfazem

2 2
)\1(UL) = )\1<—§,0) =-2<s< )\2(—§70) = 5 = )\Q(UL>,

M(Ugr) = M1(0,0) = =2 < s < 2= X3(0,0) = A\y(Ug),
e assim a descontinuidade (Up,Ug, s), € um choque de cruzamento.

Outros exemplos de problemas de Riemann, em que apenas choques de Lax nao sao
suficientes para determinar a solucao, serao apresentados no Capitulo 4, onde também
sao necessarios choques de cruzamento.

Note que nos choques de cruzamento as retas caracteristicas de familias carac-
teristicas distintas entram na descontinuidade.

Outros tipos de choque (Uy, Ug, s), que nao satisfazem as desigualdades de entropia
de Lax, nem as desigualdades de cruzamento, podem aparecer em solugoes de problemas
de Riemann. Descrevemos a seguir tais choques para um sistemas de duas leis de
conservacao estritamente hiperbdlico.

Choque 1-Expansivo: (Ver Figura 2.3-(a))

)\1(UL) < s < /\1(UR), (29)

s < X(UpL). (2.10)
2-Choque Expansivo: (Ver Figura 2.3-(b))

)\Q(UL) <s < )\Q(UR), (211)

M(Ur) <s. (2.12)



2.1 Critério de Lax 16

Figura 2.3: (a) Retas caracteristicas e um choque 1-expansivo; (b) Retas caracteristicas

e um choque 2-expansivo.

Choque Totalmente Compressivo: (Ver Figura 2.4(a))

)\Q(UR) <s < )\1(UL) (213)

U

Figura 2.4: (a) Retas caracteristicas e choque totalmente compressivo. (b) Retas

caracteristicas e choque totalmente expansivo.
Choque Totalmente Expansivo: (Ver Figura 2.4(b))
Xa(UL) < s < A\ (Ug). (2.14)
Transporte a direita: (Ver Figura 2.5-(a))

s < M (UL), (2.15)

s < M (Ug). (2.16)



2.2  Critério de Viscosidade 17

Transporte a Esquerda: (Ver Figura 2.5-(b))

A(Ur) <'s, (2.17)

)\Q(UR) < s. (218)

Figura 2.5: (a) Retas caracteristica e um choque tipo transporte a direita; (b) Retas

caracteristicas e um choque tipo transporte a esquerda.

2.2 Critério de Viscosidade

A condicao de entropia de viscosidade, introduzida por Courant e Friedrichs em [4] e
posteriormente por Gel’fand em [8] aparece antes da condigao de entropia de Lax.

Na deducao de um sistema de leis de conservagao, em geral, termos de viscosidade
sao desprezados. Se estes termos sao considerados o sistema resultante fica acrescido de
termos de segunda ordem. Aqui vamos considerar o sistema (1.1) acrescido de termos

de segunda ordem da seguinte forma
U+ FU)y =eDU,,, (2.19)

onde U = U(x,t) € R", € > 0, e D é uma matriz constante definida positiva, denomi-
nada matriz de viscosidade. Em geral, as solugdes de (2.19) sao suaves devido ao termo

de viscosidade e DU, .



2.2  Critério de Viscosidade 18

O critério de viscosidade consiste em obter solugdes do problema de Riemann (1.1)—
(1.2), que sao limites, quando ¢ — 0, de solugoes do tipo ondas viajantes de (2.19),
conforme Definicao 2.4.

Denotamos por

o . . 1 . . . any _
Q={h:R—R; hel ggglooh(g) exviste e §£1>£|:noo(d§) 0}.

Defini¢ao 2.4. Uma onda viajante do sistema (2.19), com velocidade s, conectando

um estado Uy, a esquerda a um estado Ug a direita, € uma solu¢ao

U(§) = (ur(€), uz(E), -, un(€)), (2.20)

— st
em 0" = QxQx...xQ, comézw i

, satisfazendo as condigoes de fronteira

Jim U() = Un, (2.21)
€
Jim U() = U (2.22)

Vamos procurar solugoes ondas viajantes do sistema (2.19). Substituindo (2.20) em

(2.19), temos
=sU'(§) + F'(U()) = DU'(§), (2.23)
onde () denota a derivada em relagao a £. Integrando (2.23), obtemos
DU'(§) = —sU(&) + F(U(E)) + ¢, (2.24)
onde ¢ é a constante de integracao. Fazendo & — —oo, temos

Cc = SUL - F(UL), (225)
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portanto,
DU'(§) = —=s[U(§) — U] + F(U(E)) — F(Ur). (2.26)

Assim, uma soluc¢ao descontinua de (1.1) — (1.2) satisfaz o critério de viscosidade
se o sistema dinamico (2.26) possui alguma drbita conectando Uy, a Ug. Neste caso,
diz-se que esta Orbita que sai de Uy, e entra em Up esta corretamente orientada.

Observamos que todo estado que satisfaz a condi¢ao de Rankine-Hugoniot por Uy,
inclusive o préprio Uy, é ponto critico do sistema dindmico (2.26). Isto motiva, o estudo

e classificacdo, dos pontos criticos do sistema (2.26).

2.3 Orbitas Conectando U, e Ugp

Nesta se¢ao, classificamos os pontos criticos de (2.26) para os diversos tipos de choque
de um sistema de duas leis de conservacao.

O sistema linear associado ao sistema (2.26) em U = Uy é dado por
[—s+ F'(Uc)|(U - Ug) = DU'. (2.27)
Os autovalores e os autovetores correspondentes U, do sistema (2.27) sdo dados por
{ul — D7 '—s+ F'(Uc)]}U, = 0. (2.28)

Aqui, vamos considerar a matriz viscosidade D como a matriz identidade. Assim,

os autovalores u de (2.27) sao dados por
,uz(UC) = )\z(UC) — S, 1= 1,2, (229)

onde \;(Ug) sao os autovalores de F'(U) no ponto Ug.
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Para sistemas hiperbolicos de duas leis de conservacao, os pontos criticos do sistema
dinamico associado sao facilmente classificados como sela, né ou sela-no.
Para uma descontinuidade (Up,Ug, s) do tipo 1-choque de Lax, as desigualdades

(2.1) — (2.2) implicam que

pUr) =M(Ur) —s>0 e pa(Ur) = Xa(Ur) — s >0,

p1(Ur) = M(Ur) —s <0 e ps(Ur) = A2(Ug) — s > 0.

Portanto, Uy, é um no repulsor e Ur um ponto de sela, assim, uma érbita unindo Uy, e
Ug por um 1-choque é corretamente orientada.
Para uma descontinuidade (Up, Ug,s) do tipo 2-choque de Lax, as desigualdades

(2.3) — (2.4) implicam que

pi(Up) = MUr) —s<0 e p(Ur) =X(Up)—s>0

MI(UR) = )\1<UR) —s5<0 e /LQ(UR) = )\Q(UR) —5<0.

Assim, concluimos que Uy é um ponto de sela, e Ug é um né atrator. Portanto,
6rbitas unindo Uy, e Ui por um 2-choque sao corretamente orientadas.

Para um sistema estritamente hiperbodlico e genuinamente nao linear, conexoes entre
Ur, e Ui do tipo noé-sela ou sela-nd, como no caso de 1-choque e 2-choque de Lax para
estados Uy, e Uy suficientemente préximos, existem e sao unicas, ver [3] e [7].

Em uma descontinuidade (Uy, Ug, s) do tipo choque de cruzamento, das desigual-

dades (2.5) — (2.6), temos que

p(Up) = M(UL) —s <0 e pa(Ur) = Xa(Ur) — s >0,

ul(UR) = )\1(UR) —s5<0 e MQ(UR) = )\Q(UR) —5>0.

Portanto, Uy, e Ug sao pontos de sela. (Ver Figura 2.6)
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Definicao 2.5. Uma onda de choque transicional conectando Uy, a Ug, é um choque

de cruzamento que satisfaz o critério de viscosidade.

Uma orbita unindo Uy, e Ug, por uma onda de choque transicional é corretamente

orientada.

e .
M
LA W

Figura 2.6: Orbita conectando Uy, e Ug por uma onda transicional.

Se a descontinuidade (Uy, Ug, s) é um choque totalmente compressivo, as desigual-

dades em (2.13) implicam que

,ul(UL) = )\1(UL) —s>0 e [LQ(UL> = )\Q(UL) — 8> 0,

p1(Ur) = M(Ur) —s <0 e ps(Ur) = A2(Ur) — s > 0.

Neste caso, Uy, é um né repulsor e Ugr é um né atrator, dessa forma para que exista
uma Orbita unindo Uy, e Ug, é necessario um estado intermediario Uy, onde U,; é um
ponto do tipo sela, que se une a Uy, por uma conexao no-sela e a Ur por uma conexao
sela-n6. Portanto, um choque totalmente compressivo pode ser considerado como um
1-choque seguido de um 2-choque de Lax, e nao um novo tipo de choque.

Em uma descontinuidade (Up, Ug, s) que é um choque 1-expansivo, conforme (2.10)—

(2.10), temos

ul(UL) = )\1(UL) —s<0 e ILLQ(UL) = )\Q(UL) —s>0,

MI(UR) = )\1(UR) —s>0 e /LQ(UR) = /\Q(UR) —5>0.
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Neste caso, Uy, é um ponto de sela, enquanto Ur é um né repulsor, ou seja, uma
orbita unindo Uy, e Ui por um choque l-expansivo nao é corretamente orientada.
Para uma descontinuidade (Uy, Ug, s) do tipo choque 2-expansivo, as descontinuidades
(2.11) — (2.12) implicam que
pi(U) = M(UL) —s<0 e pu(Up)=X(Ur) —s<0,

p1(Ur) = M(Ur) —s <0 e pa(Ur) = Xa2(Ug) — s > 0.

Entao, Uy, é um né atrator e Ugr é um ponto de sela. Assim, érbitas unindo, Uy, e
Ug, por um choque 2-expansivo, nao sao corretamente orientadas.

Num choque totalmente expansivo, conforme (2.14), temos

pi(Ur) = M(Ur) —s <0 e pp(Ur) = Xo(Ur) — s <0,

p1(Ur) = M(Ur) —s >0 e pa(Ur) = Xa2(Ug) — s > 0.

Portanto, Uy, é um no atrator, e Ur é um ndé repulsor, assim, orbitas para este tipo
de descontinuidade nao sao corretamente orientadas.
Para descontinuidades (Uy, Ug, s) que sdo choques do tipo transporte a direita, as

desigualdades (2.16) — (2.16) implicam que
ILLl(UL) = )\1(UL) —s>0 e IUQ(UL) = )\Q(UL) —s>0,
p1(Ur) = M(Ur) —s>0 e ps(Ur) = A(Ur) — s > 0.
Portanto, Uy, e Ui sao nds repulsores. Assim, nao existem orbitas unindo Uy, e Ug.
Finalmente, para descontinuidades (Uy, Ug, s) que sao choques do tipo transporte
a esquerda, as desigualdades (2.18) — (2.18) implicam que
ul(UL) = )\1(UL) —s<0 e ILLQ(UL) = )\Q(UL) — s < O,

MI(UR) = )\1(UR) —s5s<0 e /LQ(UR) = /\Q(UR) —5<0.
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Portanto, Uy, e Ug sao ambos nds atratores. Assim, nao existem érbitas correta-
mente orientadas unindo Uy e Ug.

Se a matriz viscosidade D nao for miltipla da matriz identidade, entao o sinal de
(Ai(Uc) — s) nem sempre determina a classificagdo de um ponto critico Ux do sistema
(2.26). Por exemplo, se alterarmos a matriz viscosidade D por uma matriz nao multipla
da matriz identidade, pontos que sao classificados como né poderiam se tornar um foco.
No entanto, pontos de sela sao preservados, isto é, mesmo que a matriz viscosidade nao
seja multipla da identidade e se o determinante de D for positivo, um ponto de sela
determinado pelo sinal de (\;(Ug) — s), ainda serd um ponto sela. Isto ocorre porque

de acordo com (2.27), u1(Ue) e ua(Ue) sao autovalores de
D7 [—s+ F'(Uo)).

Assim o produto pq /o tem o mesmo sinal do produto (A (Uc) — $)(A2(Ucs) — s), 0

qual é negativo, ja que em pontos do tipo sela, os sinais de p; e g, sao opostos.



Capitulo 3

Choques Transicionais Para
Sistemas de Duas Leis de

Conservacao

Neste capitulo descrevemos as ondas de choque transicionais para modelos quadraticos
de duas leis de conservagao. Estes choques correspondem a orbitas que sao conexoes
sela-sela do sistema dinamico (2.26). Determinamos condigoes sob as quais um choque
satisfazendo o critério de viscosidade corresponde a uma érbita sobre um segmento de

reta.

3.1 Sistema Quadratico de Duas Leis de Conservacao

Considere o sistema de duas leis de conservacao da forma

ug + f(u7 U)x

=0
(3.1)
v+ g(u,v), =0, ze€R, t>0,

24
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com dados iniciais

(wp(a), vo(a)) = § PO se <0 (32)

(ur,vr), se x>0,

onde Ur, = (uz,vr), Ur = (ug, vg) sdo estados constantes em R

Aqui, as funcoes de fluxo f e g sdo polindomios quadraticos da forma

1
flu,v) = §(a1u2 + 2bjuv + c1v?) + diu + ey, (3.3)

1
g(u,v) = §(a2u2 + 2bouv + cov?) + dyu + eqv, (3.4)

com aq, by, cq,dq,e1,a0,bs, o, ds, €, constantes reais.

A condigao de Rankine-Hugoniot, para o problema (3.1) — (3.2) é dada por

s(ur —ur) = f(ur,ur) — f(ur,ur), (3.5)

s(vg —vr) = g(ur,ur) — g(ur, ug). (3.6)

Eliminando s de (3.5) — (3.6), fixando U = Uy = (ug,vo) e fazendo Up = U = (u,v)

variar em R?, obtemos a funcao de Hugoniot por Uy

H{(u,v) = (u = uo)lg(u, v) = g(uo, vo)] = (v = vo)[f(u,v) = f(uo, vo)]- (3.7)

De modo andlogo, obtemos a velocidade de propagagao da descontinuidade (Up, U, s),

da forma

(u —uo)[f(u,v) — f(ug,vo)] + (v — vo)[g(u,v) — g(uo, Uo)]_

(u—ug)?+ (v —1vp) (3.8)

S =

Na Secao 3.2 construimos érbitas do sistema dindmico (2.26), conectando os estados

Uy e U, que ocorrem ao longo de um segmento de reta.
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Definigao 3.1. Diz-se que uma descontinuidade (Uy, U, s) possui perfil reto, se existe
uma orbita corretamente orientada do sistema dinamico (2.26), conectando Uy e U,

sobre um segmento de reta.

A construcao de uma descontinuidade (Up, U, s) com perfil reto é feita determinando
o angulo de inclinagao da reta, que passa por Uy. O estado U é a interseccao dessa
reta com o lugar geométrico de Hugoniot dado por (1.9).

Para determinar o angulo de inclinacao do segmento de reta que une Uy e U é

conveniente mudar as coordenadas (u,v) para coordenadas polares centradas em U,

u = ug + Rcos, (3.9)

v =1y + Rsen, (3.10)
ou seja,
U = Uy + R(cos p,sen )T,

onde o angulo ¢ € (—m, 7] e R = (u2 + v?)2.

Substituindo (3.9)—(3.10) em (3.7) e em (3.8) e usando as identidades trigonométricas

1 2
cos? p = w, (3.11)
11— 2
sen? p = %, (3.12)
sen 2p = 2sen ¢ cos ¢, (3.13)

a funcao de Hugoniot por Uy em coordenadas polares é dada por

H(u,v) = R{3 Rlo(g) cos() + B(g)sen(e)] + alehuo + B +1(0)},  (3.14)

e a velocidade de propagacao da descontinuidade por

§ = %R[&(so) cos(p) + Blp)sen(o)] + al(p)uo + Ble)vo + (), (3.15)
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onde
1
a(p) = 5[(a2 + b1)cos2¢ + (by — ay)sen2¢ + as — by, (3.16)
1
Bp) = 5[(()2 + ¢1)cos2¢p + (co — by)sen2p + by — ¢4, (3.17)
1
v(p) = 5[(0[2 + e1)cos2¢ + (ea — dy)sen2p + dy — e4], (3.18)
e
1
alp) = 5[(a1 — bg)cos2p + (b + az)sen2¢ + ay + bs], (3.19)
~ 1
Blp) = 5[(61 — ¢2)c082¢ + (c1 + bg)sen2¢ + by + ¢, (3.20)
1
A(p) = 5[((11 — e3)c082p + (e1 + da)sen2p + dy + es]. (3.21)
De (3.14), o lugar geométrico de Hugoniot, em coordenadas polares é dado por
1
S Blalp) cos(p) + Blp)sen(p)] + alp)uo + B(p)vo + () = 0. (3.22)
Dividindo a equagao (3.22) por R e fazendo R — oo, obtemos
a(p) cos(p) + B(p) sen(p) =0, (3.23)

isto motiva a seguinte definigao:

Definigao 3.2. Um angulo ¢ € denominado de assintdético quando (3.23) € satisfeita.

Se ¢ é um angulo assint6tico entao ¢+ também o é. Além disso, a equagao (3.23)

¢ um polindmio ctibico em cos ¢ e sen . Assim, pode existir seis angulos assintéticos

€ (—m,ml.

De acordo com a equagao (3.14), (cos¢,sen )’ é um autovetor de F'(U) se, e

somente se,

a(p)ug + B(e)vo +v(p) = 0.

(3.24)
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Por (3.15), o autovalor da matriz jacobiana F”(U) associado ao autovetor (cos ¢, sen )

é X = ap)ug + Blp)vo + ().

Defini¢ao 3.3. Denominamos ¢ de angulo caracteristico de Uy se (3.24) € satisfeita.
O conjunto de estados Uy = (ug,vy) satisfazendo a equagdo (3.24) é denominado de

reta caracteristica associada ao angulo ¢, denotada por L(p).

Os estados U = Uy + R(cos p,sen¢)? pertencentes a uma reta caracteristica as-
sociada a um angulo assintético ¢ satisfazem as equagdes (3.23) e (3.24), portanto,
satisfazem a condigdo de Rankine-Hugoniot dada por (3.22), dependendo apenas dos

coeficientes da funcao de fluxo dada por f e g, e nao do estado a esquerda Uj.

Definicao 3.4. A reta caracteristica associada a um angulo assintdtico @ é denominada

de reta de bifurcacao secundaria.
A seguinte proposicao da uma caracterizacao do lugar geométrico de Hugoniot.

Proposicao 3.1. (a) Se ¢ ndo é um angulo assintdtico, entao a reta passando por Uy
com angulo p, intercepta o lugar geométrico de Hugoniot por Uy, em um estado U # Uy
se, e somente se, p nao é um angulo caracteristico de U.

(b) Se ¢ € um dangulo assintdtico, entdo a reta passando por Uy com dngulo ¢,
intercepta o lugar geométrico de Hugoniot por Uy, em um estado U # Uy se, e somente
se, Uy pertence a reta de bifurcacao secunddria associada a . Nesta caso esta linha
estd contida no lugar geométrico de Hugoniot dado por (3.22).

Demonstracao:

O lugar geométrico de Hugoniot é dado por

 Rla(g) cos(i) + B(@)sen(0)] + al)uo + H(e)un + () = 0
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ou

5 Rlo(e) cos(o) + B(g)sen()] = ~lal)uo + Be)un + (o))

Como por hipdtese ¢ nao é um angulo assintotico, o primeiro membro desta igualdade
nao € nulo, e portanto o sequndo membro também nao é nulo.

Seque que ¢ nao é um angulo caracteristico de Uy.

(b) Se ¢ um dangulo assintotico, isto €,

() cos(p) + B(yp) sen(yp) = 0,

entao

H(Uomo)(“” U) - R2{O‘<90)u0 + 6(@)”0 + 7(90)} - 07

donde Uy € L(p). Neste caso, conforme Definicao 3.4, a reta L(p) € uma reta de
bifurcacao secunddria e claramente estda contida no lugar geométrico de Hugoniot por

Us.

3.2 Perfis Retos

Uma onda de choque transicional, conforme Definicao 2.5, é uma descontinuidade
(Up,Ug, s) do tipo cruzamento que satisfaz o critério de viscosidade. Neste caso, a
érbita do sistema dinamico (2.26), conectando Uy e Ug, conforme (3.5) — (3.6), é do
tipo sela-sela.

Para sistemas dinamicos que sao gradientes quadréticos, em [2] foi mostrado que

toda conexao sela-sela é um segmento de reta.
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Definigao 3.5. O sistema dinamico (2.26), é denominado de gradiente quadrdtico se

se existe uma fungao C'(U) que é um polinémio cibico onde F € o gradiente de C, isto

¢, F(U) = C'(U).

Este resultado nos motiva a construir todas descontinuidades do problema de Rie-
mann (3.1) — (3.2), que possuem perfil reto, conforme Defini¢ao 3.1.
Utilizamos a notagio U = L(Ug + UL) e AU = Ug — U, para o ponto médio e a

diferenga, respectivamente, entre dois estados Ug e Uy.
Lema 3.1. Suponha Q) uma fun¢ao quadrdtica tal que Q(Ugr) = Q(Ur). Entao
— — 1 —
QU +pAU) = QU) + 5p°Q"(U).(AU)*. (3.25)

Demonstracao:

Considere a parametrizacao do segmento de reta com extremos Uy, e Ug, da forma

U(§) =T + ple)AU, (3.26)
1 1
- < < -,
Em particular,
— 1
U,=U— §AU, (3.27)
— 1
Ur=U + 5AU. (3.28)

Se () € uma func¢ao quadrdtica, de acordo com a Formula de Taylor,

QL) = Q) — 5Q(0).(AV) + Q" @).(AUY, (3.29)
QU = Q) + 5@ @).(AU) + 5Q"(0).(AV) (3.30)

Subtraindo-se (3.29) de (3.30), obtemos

Q(Ur) = Q(UL) = Q'(U).(AV).
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Por hipdtese temos que Q(Ugr) = Q(UL), portanto,
Q'(U).(AU) =0. (3.31)
Assim, temos

QT +pl€)AV) = Q) + pl€)Q (T)-(AU) + 30(O)Q" (D). (AVY

Portanto,

=
=

QU + p(§)AU) = Q(U) + 5p*(§)Q"(U)-(AU)*. (3.32)

]

Proposicao 3.2. Seja F quadrdtica, e suponha que s, Up e Ugr # Uy satisfacam a
condi¢ao de Rankine-Hugoniot (1.8). Entdo o segmento de reta entre Uy, e Ug € uma

orbita do sistema dinamico (2.26) se, e somente se, existe uma constante p # 0 tal que
1
uDAU = §F”(O)(AU)2. (3.33)

A orbita € orientada de Uy, em direcao a Ug se, e somente se, u < 0.

Demonstracgao:
Considere o segmento de reta entre Uy e Ug, parametrizado como em (3.26), com

1 1
—3 <p(é) < 3 E uma funcdo quadrética definida por

QU(E)) = —s(U(§) —UL) + F(U(E)) — F(Uw), (3.34)

como Uy, Uy e s, por hipdtese, satisfazem a condicao de Rankine-Hugoniot, temos

QUL) = QUr) = 0. (3.35)
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Pelo Lema 3.1, temos
QU©) = Q) + 57 Q" ([0).(AU) (3.30)
O sistema dinamico (2.26), pode ser escrito da forma
DU(€) = QU(©)), (3.37)
de acordo com (3.26),
U'() = P')AU. (3.38)
Substituindo (3.36) e (3.38) em (3.37), obtemos
P ODA = Q) + L (€)Q(T) (V) (3.39)
Mas, por (3.29) e (3.35), temos
QUL) = Q) + SQ"(0). (AU =0,
O(T) = —2Q"(@). (AU
e por (3.34)
Q'(0) = F'(0).
assim, (3.39) torna-se
P ODAU =~ F'(0)(AUY? + Sp () F(0).(AUY,
P (ODAU = (2(€) ~ 1)F'(0).(AVY. (3.40)
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Esta equacao é satisfeita se existe p # 0 tal que
1 11 2
uDAU = §F (0)(AU)?,
onde,

(&) = pu(p*(€) — ) (3.41)

Por outro lado se p parametriza uma orbita que estd sobre um segmento de reta
a equagao (3.40) mostra que (3.41) é valida para algum p # 0, e portanto (3.33) é
satisfeita.

Resta mostrar que uma érbita, do sistema dinadmico (2.26), estd sobre um segmento
de reta se, e somente se, pu < 0.

Resolvendo a equagao diferencial ordinéria (3.41) pelo método das varidveis separaveis,
obtemos

_ln|1 +2p(§)

ol e (3.42)

onde ¢ é uma constante de integracao. Portanto,

11— ce ™

= (—= ). 4
p(g) 2 1—0—66_”5 (3 3)
Se < 0, temos
lim_p(€) = —2 (3.44)
assim
_ — 1
glim U = 5lim U+ p(§) AU =U — §AU = Uy, (3.45)
e
lim_p(€) = » (3.46)
im = — )
§—>+oop 5
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assim

. = 1
Jim U(€) = lim U+ p(§)AU =T + ;AU = Us. (3.47)

Por outro lado, se a drbita do sistema dinamico (2.26), conectando Uy, e Ug por um

segmento de reta, sai de Uy, e entra em Ug, temos

Jim U(€) = Us, (3.48)
(§
lim U(£) = Ug. 3.49
Jim U() = Ur (3.49)
Se < 0, por (3.43) temos
lim p(¢) = - (3.50)
) '
(§]
lim_p(¢) = —> (351)
§H1£Eloop - '
Consequentemente,
Jim U(€) = Un, (3.52)
(§]
li =U,. .
Jm U(§) =Ur (3.53)

O que é um absurdo. Segue que u < 0.
[
O valor p esta relacionado com os autovalores da equagao diferencial linearizada

por pontos criticos

[—s + F'(U))U, = uDU,. (3.54)
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Suponha que o segmento de reta entre Uy, e Ugr seja uma 6rbita de (2.26), entdo

temos puy < 0 < ug, onde puy e pr sao os autovalores associados a Uy, e Ug, respecti-

vamente. Portanto, de (3.54) temos

[—S -+ F/(UL)]UL = ,uLDUL,

[—s + F'(Ugr)|Ur = urDUg.
Subtraindo (3.55) de (3.56), obtemos
[F'(Un) — F/(U)JAU = (jip — ) DAU.

Como

F(Us) — F/(U,) = F'(0).AU,
substituindo (3.58) em (3.57), obtemos

(ur — ur) DAU = F"(0).(AU)*.
Por (3.33) e (3.59), temos

p=5(ur —pr) <0,
pois
pr <0< ur.
Além disso, somando (3.55) e (3.56), obtemos
s+ F/(O)JAU = & (1 + 1) DAU.

Se

QU(E)) = —s(U(&) = U) + F(U(&)) = F(UL),

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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por (3.31), temos que
Q' (U)AU = |5 + F'(T)|AU = 0.

Portanto, (3.62) torna-se

uDAU = 0. (3.63)
Consequentemente,
pr+ pr =0,
ou seja,
HR = —HL- (3.64)
Por (3.60) e (3.64), temos que
1= flr = — L (3.65)

Conforme Definicao 3.2 angulos assintéticos dependem apenas da funcao de fluxo
F. O préximo lema mostra que solugoes de (3.33), estao relacionadas com angulos

assintéticos para modelos quadraticos com funcao de fluxo D~1F.

Definicao 3.6. Um angulo assintdtico de um modelo quadrdtico com funcao de fluro
D™'F, é denominado de angulo de viscosidade. As retas caracteristicas L(ip) associadas

a um angulo de viscosidade sao chamadas retas de viscosidade.

Antes de enunciarmos o proximo resultado observe que:

a(ip) cos p + B(p) sen ¢ = (—sen @, cos @) F”(0).[(cos ¢, sen p)T]?, (3.66)
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onde F' = (f,g) é a fungao fluxo do sistema (1.1) dada por (3.3) e (3.4), dessa forma

a; cos? ¢ + 2by sen ¢ cos  + ¢; sen?
F"(0).[(cos @, sen ¢)T)* = ! 4 PR A v : (3.67)
as cos? i + 2by sen ¢ cos p + ¢y sen? @

Multiplicando (3.67) por (—sen ¢, cos ¢) e utilizando as identidades trigonométricas

(3.11)-(3.13), obtemos

1
5{(a2 + b1) cos2p + (by — ay) sen2¢ + as — by } cos p+
1
—|—§{(b2 + 1) cos2p + (cg — by)sen2p + by — 1 }sen p = (3.68)

ap cos v + Bpsen p.

De maneira analoga, obtemos

a(p) cos o + (@) sen o = (cos o, sen ) F"(0).[(cos @, sen )12, (3.69)

Lema 3.2. Se Ui pertence a reta que passa por U, com angulo ¢, com Uy, # Ug, entao

a equagao (3.33) € vdlida para algum p se, e somente se, ¢ é um dangulo de viscosidade.

Demonstragao: Substituindo AU = R(cos ¢, sen )T em (3.33) temos,
puDR(cos @, sen o)’ = %F”(O).RQ[(COS @,sen )T
e esta equacdo € vdlida para algum i # 0 se, e somente se,
(cosp,sen p)! = %D_IF"(O) .R[(cos ¢, sen p)T]?.
Multiplicando os dois membros, por (— sen g, cos @), seque que
(—sen ¢, cos ) D1 F"(0).[(cos p, sen ¢)?]" = 0. (3.70)

Mas, por (3.66) e (3.70), temos que

a(p) cos p + () sen ¢ = (—senp, cos ) D~ F"(0).[(cos ¢, sen p)*]" = 0,
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portanto, ¢ é um angulo de viscosidade.

]

A existéncia de 6rbitas do sistema dinamico (2.26) que sdo segmentos de reta
conectando Uy, e Ug, depende também do autovalor p. Se ¢ ¢ um angulo de viscosidade
e Ug pertence a reta passando por Uy com angulo de inclinagao ¢, entao uma férmula

para p é obtida substituindo (3.69) em (3.33), onde

4 = ap () cos g + Ap(g)sens. (3.71)
Considerando esta identidade, segue a definicao abaixo.

Definicao 3.7. Um angulo de viscosidade ¢ é um angulo excepcional se

ap(p) cos o + Bp(p)seny = 0. (3.72)

E claro que nao existem perfis retos para um angulo de viscosidade excepcional,
isto porque teriamos p = 0, o que contrariaria a Proposicao 3.2.

A construcao de descontinuidades com perfil reto é feita da seguinte forma. A reta
com inclinacao, com relagao ao eixo horizontal, igual a cada angulo de viscosidade ¢
¢ tracada passando por Up, o estado U que é a interseccao desta reta com o lugar
geométrico de Hugoniot por Uy, é encontrado. Entao U e Uy sao conectados por um
segmento de reta, com inclinagao ¢.

Esta interseccao pode nao existir, o resultado abaixo determina condicoes para a

existéncia deste ponto de interseccao.

Teorema 3.1. Considere a matriz de viscosidade D inversivel e um angulo de viscosi-
dade fizo ¢ nao excepcional, e L(p) a reta de viscosidade associada a p.
(a) Se ¢ nao € um dngulo assintdtico, entao Uy é conectado a algum U # U, no

lugar geométrico de Hugoniot por Uy, por uma orbita ao longo de um segmento de reta
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com dangulo ¢ se, e somente se, U, nao pertence a L(p).

(b) Se ¢ € um angulo assintdtico, entdao Uy € conectado a algum U # Uy, pertencente
ao lugar geométrico de Hugoniot por Ur, por uma orbita ao longo de um segmento de
reta com angulo ¢ se, e somente se, U, pertence a reta L(p), neste caso os estados U

correspondentes pertencem a L().

Demonstracao: Como ¢ é um angulo de viscosidade de acordo com o Lema 3.2 existe
p satisfazendo a equagao (3.33). Além disso, como ¢ é um angulo nao excepcional, pela
(3.72) e por (3.71), temos que p # 0. Segue da Proposicao 3.2 que o segmento de reta
conectando Uy, e U é uma drbita do sistema dinamico (2.26).

(a) Se ¢ nao é um angulo assintético, pela parte (a) da Proposicao 3.1, a reta
passando por Uy com angulo ¢, intercepta o lugar geométrico de Hugoniot por Uy, em
um estado U # Uy se, e somente se, ¢ nao é um angulo caracteristico de Uy, isto é,
UL, nao pertence a L(y).

(b) Se ¢ é um angulo assintético, temos que L(p) é a reta de bifurcagao associada
a @, pela parte (b) da Proposicao 3.1 a reta passando por Uy com angulo ¢, intercepta
o lugar geométrico de Hugoniot por Uy, em um estado U # Uy, se, e somente se, Uy,
pertence & L(p) . Neste caso, os estados correspondentes U pertencem & L(p) que esta

contida no lugar geométrico de Hugoniot por Uy, dado por (3.22).

A parte (a) deste teorema estd ilustrada na Figura (3.1).

3.3 Conexoes Sela-sela

O Teorema 3.1 caracteriza quando uma descontinuidade (U, Ug, s), em um modelo

quadrético, possui perfil reto. Apenas descontinuidades (Uy, U, s), do tipo 1-choque,
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\ Perfis Segmento/  /
‘\‘ de Reta

Figura 3.1: As retas tracejadas sao retas de bifurcacao. Os segmentos de reta ponti-
lhados, passando por Uy, com angulo de viscosidade ¢, sao 6rbitas conectando o estado
a esquerda Uy, , a estados a direita U. As setas indicam a orientacao destas érbitas. A
descontinuidade correspondendo ao estado X é do tipo cruzamento, enquanto 1 é um
estado a direita de um 1-choque, e 2 é um estado a direita de um 2-choque. A elipse é

o lugar geométrico de coincidéncia.

2-choque e cruzamento, podem possuir um perfil reto.

Sob as hipdteses do Teorema 3.1, tanto na parte (a) quanto na parte (b), um estado
Up, pode ser conectado a algum U # Uy, por um perfil reto com angulo .

Nesta secao descrevemos o conjunto das descontinuidades de cruzamento que pos-

suem perfil reto.

Definicao 3.8. A regiao transicional para um angulo de viscosidade ¢, € o conjunto
dos estados Uy, que podem ser conectados, a algum estado U # Uyp por um choque

transicional.

Conforme (2.5)-(2.6) os estados Uy e U pertencentes a regiao transicional devem
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satisfazer

M(UL) < s < M(UL), (3.73)
M(U) < s < \(0). (3.74)
Regido

Transicional Ty

T

Figura 3.2: Regiao transicional T e T5. A elipse é o lugar geométrico de coincidéncia

dos autovalores de F'(U).

Para determinar a fronteira da regiao transicional, fixe um angulo de viscosidade ¢
e faca Uy, variar. O estado U = Uy + R(cos ¢, sen ¢) pode ser unido a Uy, por um perfil
reto. A fronteira da regiao transicional é formada pelos estados Uy, onde pelo menos
uma das desigualdades em (3.73)-(3.74) torna-se uma igualdade. Isto é, pelo menos
uma das velocidades caracteristicas, coincide com a velocidade do choque. Neste caso,

temos que
det|—s + F'(Ug)] =0, (3.75)

onde Ug denota Uy, ou U = Uy, + R(cos ¢, sen ).
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Por (3.14) — (3.15) a equagao (3.75) é quadrética em wug e vy, podendo ser escrita
como produto de dois polinomios de primeiro grau. Assim, a fronteira da regiao tran-
sicional é dada por um par de retas concorrentes e, a regiao transicional T e T, tem
forma triangular, conforme Figura (3.2).

Nas condigoes da parte (a) do Teorema (3.1), a regiao transicional é um subcon-
junto aberto de R? e a cada um de seus pontos corresponde uma descontinuidade de
cruzamento, em que a 6rbita é um perfil reto com inclinagao . (Ver Figura (3.2))

Considerando as hipdteses da parte (b) do Teorema 3.1, as retas que determinam
a fronteira da regiao transicional sao coincidentes. Assim, a regiao transicional é um
segmento da reta de bifurcacdo secundéria L(y), e cada ponto Uy, pode ser conectado a
todos estados U um intervalo aberto, por descontinuidades de cruzamento satisfazendo
o critério de viscosidade.

Para certos modelos que sao gradientes quadraticos e certas escolhas da matriz de
viscosidade, em [2] mostra que toda dérbita do sistema dinamico (2.26) do tipo sela-sela

¢ um segmento de reta.

Teorema 3.2. Em um sistema gradiente quadrdtico no plano, uma orbita do tipo sela-

sela € um segmento de reta.

Quando a matriz viscosidade D é um multiplo da matriz identidade e a funcao de
fluxo F' é um gradiente quadrético, o sistema dinamico (2.26) é um sistema gradiente
quadratico no plano. Além disso, pelo Lema 3.2, se D é multipla da matriz identidade,
entao angulos de viscosidade coincidem com angulos assint6ticos. Assim, a parte (b)

do Teorema 3.1, com o Teorema 3.2, nos da o seguinte resultado.

Corolario 3.1. Se a funcdo de fluxo de um modelo quadrdtico é um gradiente. E a

matriz viscosidade D é maultipla da matriz identidade, entao um choque transicional é
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um segmento de reta. Além disso, uma descontinuidade de cruzamento conectando Uy,
a Ug satisfaz o critério de viscosidade se, e somente se, ambos pertencem a mesma

reta de bifurcacao secunddria e a orbita conectando U, e Ur é corretamente orientada.

E necessario observarmos que nem toda conexao sela-sela para um modelo quadratico,
é um segmento de reta. Um exemplo é apresentado em [1], onde um certo modelo com
uma regiao eliptica, Uy, e Ur podem ser escolhidos de forma de que a érbita do sistema

dinamico (2.26) seja uma curva conectando Uy e Ug.



Capitulo 4
Solucao do Problema de Riemann

Neste capitulo apresentamos dois exemplos de sistemas quadraticos de duas leis de
conservagao, onde para a solucao do problema de Riemann de cada um destes exemplos
sao necessarias as ondas transicionais.

As Figuras 4.2(a) e 4.4(a) foram reproduzidas de [6], com autorizagdo do autor
D. Marchesin. Elas foram obtidas através do software Pakman, desenvolvido no labo-

ratério Fluid, IMPA-RJ, por D. Marchesin, B. Plohr, e outros.

Exemplo 4.1.

(4.1)
com dados iniciais

U(z,0) = N (4.2)

onde Uy, e Ug sao estados constantes em uma vizinhanca retangular da origem, deno-

tada por €.

44
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O objetivo é resolver globalmente o problema de Riemann (4.1) — (4.2), isto é,
resolver o problema de Riemann para quaisquer Uy, e Ui dados em (2.

Dado um par (U, Ug), a solugdo consiste de uma sequéncia de ondas de choque,
ondas de rarefacao e compostas, de modo que a velocidade da onda resultante seja

crescente da esquerda para direita no plano-(x,t).

Definicao 4.1. Um i-grupo de onda € uma sequéncia de i-ondas elementares conectando
os estados Uy, (a esquerda) e Ug (a direita), sem estados constantes separando as on-

das.

Definicao 4.2. Uma curva de onda por um estado Uy associada a i-ésima familia
caracteristica, ou i-curva de onda, € o conjunto de estados U, que podem ser conectados

a direita de Ur, por um i-grupo de onda.

Para se obter os choques fisicamente relevantes, associamos ao sistema (4.1) o sis-

tema viscoso, com matriz de viscosidade igual a identidade, dado por

Ly 15
U + (U 4+ ZV7 )y = EUgy
(Gt 50?) )
U+ (U0)y = EVgy.

1 1

A funcdo de fluxo F(u,v) = (Z—lu2 + 51}2,uv)T ¢ o gradiente da funcao cubica
1 1
C:QCR? —R,Clu,v) = Eu?’ + 51)2u + ¢, onde ¢ é uma constante.

A matriz jacobiana de F'(u,v) é dada por

com autovalores
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9 1
)\2 =3+ Q(ZUZ -+ 112>§.
Como A; # Ag para todo (u,v) # (0,0), o sistema (4.3) é estritamente hiperbélico

exceto na origem.

Note que o sistema dinamico associado ao sistema (4.3), dado por

1 1 1
u' = —s(u—ug)+ ZLUQ + 502 - Zu% - 51}%
!/

v =—s(v—uvp) 4+ uv —upvy.

(4.4)

é um gradiente quadratico. Além disso, como a matriz de viscosidade é a identidade,
angulos assintéticos coincidem com angulos de viscosidade. Portanto, de acordo com
o Corolério 3.1 as conexdes sela-sela do sistema dinamico (4.4) estao sobre segmentos
de reta. E se Uy, e Ug sao conectados por uma onda de choque transicional, entao Uj,
e Ug estao sobre a mesma reta de bifurcacao secundaria.

Nas figuras deste capitulo as curvas de 1-choque sao representadas por linhas trace-
jadas grossas, as curvas de 2-choque por linhas tracejadas finas, as curvas de 1-rarefagao
por linhas continuas grossas, as curvas de 2-rarefacao por linhas continuas finas e os

choques transicionais por linhas pontilhadas, conforme Tabela 1.

E— 1-rarefagao

- 2-rarefagdo

.......... 1-choque

...... 2-choque

............... choque transicional

Tabela 1: Legenda para curvas de ondas nas Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4.

A seguir construimos a solugao do problema de Riemann (4.1) — (4.2) para Uy, fixo

e Ug variando no retangulo €2, ver Figura 4.1.
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Figura 4.1: Regido transicional associada ao problema (4.1) — (4.2) . O sistema ¢ estri-
tamente hiperbdlico, exceto na origem. Estados U}, no segmento BC s@o conectados a

A por uma onda de choque transicional.

Primeiro construimos a curva de 1-onda por Uy, a qual neste caso é formada pelas
curvas de 1-rarefacao e 1-choque, incluindo o ramo nao local de 1-choque localizado
acima do ponto C. O ponto A é a interseccao desta curva com uma das retas de
bifurcagao secundaria. O ponto A pode ser conectado por um choque transicional a
cada estado U = (u,v)? sobre o segmento BC.

Em seguida tragamos as curvas de 2-onda por todos os pontos da curva de 1-onda.
Fazemos o mesmo por todos os pontos do segmento BC'. Neste caso, curvas de 2-onda
cobrem todo o retangulo €2, e assim o estado Uy, pode ser conectado a qualquer estado
Ur € Q por uma sequéncia de ondas admissiveis.

Para resolver o problema Riemann para este Uy, fixo, e qualquer Ui € €2, dividimos
o retangulo Q em 10 regides, Ry, Ry,..., Ryg, ilustradas na Figura 4.2(b), de modo que o
estado Uy, possa ser conectado aos estados Ug, em uma mesma regiao, por um mesmo

grupo de ondas, conforme Figura 4.2(a).
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R9
R5 ™, R10

R4
R1

Figura 4.2: (a) Curvas de Onda. (b) Fronteiras das regides R; a Ryo.

Por exemplo, para Ur na regiao R; a solucao é dada pelo seguinte grupo de ondas:

Uma 1-rarefacao conectando Uy a um estado intermediario Uy, seguida de uma

2-rarefagao conectando Uy, e Ugr. O estado Uy, é determinado como interseccao da

curva de 2-onda para tras por Uy e a curva de 1-onda por Uy,

Para completar a solugao para Uy nas outras regioes usamos as seguintes notagoes:

Ui

Uy

Ui

U

S
-

UQZ

UQI

UQZ

UQI

onda de i-choque de Lax, i=1,2, conectando U; a Us.

onda de i-rarefacao, i=1,2, conectando U; a Us.

onda de i-choque nao local, i=1,2, conectando U; a Us,.

onda de choque transicional, conectando U; a Us.

As sequéncias de ondas para Upr nas regides Ry, ..., Ryg, sao dadas por:

URGRli

Ur

Ry
—

S

UM 22, UR-
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Ur € Ry :

URER;),:

Ur € Ry :

UR€R5I

UR€R61

Ur € Ry :

URERgi

Ugr € Ry :

UL

Ur

Ur

Ur

UL

SNy
—_—

UM — UR.

UM — UR.

Sa

UM S— UR.

— UR-

Finalmente para Ur € Ry a solucao é dada por

R
U, — Uy

Sa
N

Ro

UM2 S UR.

Observe que o estado representado pelo ponto C' na Figura 4.2(b) é a extremidade

da curva de 1-choque nao local e dos choques transicionais. Portanto, o choque entre Uy,

e C é um caso limite entre estes choques, devendo satisfazer as seguintes desigualdades

M(O) < s < M(UL) < \(UL),
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s < )\2(0),

/\1(UL) <s< )\Q(UL),
AM(C) < s < A (C).

Note que neste caso, o choque é caracteristico a esquerda, isto é, s = A\ (Uyr).
Resultado semelhante deve ocorrer com o estado representado pelo ponto B na
Figura 4.2(b), que é a extremidade entre choques transicionais e uma curva de 2-choque.

Neste caso, o choque é caracteristico a direita, isto é, s = A\y(B).

Exemplo 4.2.
up + (3u? + 202 +0), =0
v+ (v —u), =0,

com dados iniciais

U, = (up,vp), se x<0
Uz,0=4{ " (uz,vz) (4.6)
Ur = (ug,vg), se x>0,

onde Uy e Uy sao estados constantes na mesma vizinhanga retangular da origem (2,

como no Exemplo 4.1.

O sistema viscoso associado ao sistema (4.5) com matriz de viscosidade

11
10 10

D= , (4.7)
17
0 5

é dado por
u + (Fu* + 307+ v)p = e(for + 1500a)

v+ (v —u), = 5(%um + %Um)
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A matriz jacobiana de F'(u,v) é dada por

1
§u v+1
F'(u,v) =
v—1 u
Os autovalores de F'(u,v) sao
3 1
A = z“ — (U + 4 — 42,
3 1 1
/\2 = Zu + (ZUQ +4’U2 —4:)5

O lugar geométrico de coincidéncia, onde A (u,v) = Ay(u,v) é a elipse
02

e +v* =1,
ver Figura 4.3. Sobre esta elipse o sistema (4.5) é parabdlico. Na regiao interior desta
elipse o sistema ¢ eliptico, pois os autovalores A\ e Ay sao complexos. Na regiao exterior
a elipse o sistema é estritamente hiperbdlico, pois os autovalores A\; e Ay sao reais e
distintos.

O objetivo é resolver o problema de Riemann (4.5) — (4.2) para quaisquer Uy, e Ug
dados em (), fora da regiao eliptica.

Como no exemplo 4.1, o problema (4.5) — (4.2) néo pode ser resolvido globalmente
se apenas choques de Lax forem usados. Novamente, incluindo os choques transicionais
o problema pode ser resolvido para todo par (U, Ug) € €.

A matriz de viscosidade D, dada por (4.7), ndo é multipla da identidade, portanto
angulos de viscosidade sao diferentes de angulos assintéticos. Sob as condicoes da
parte (a) do Teorema 3.1, as ondas de choque transicionais sdo caracterizadas por

uma funcao X definida na regiao transicional, uniao dos setores triangulares 77 e T5,

ver Figura 3.2. A funcao transicional leva cada ponto U em T} em um tnico ponto
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U = X(U) € X(T), de forma que U e U’ podem ser conectados por uma onda de
choque transicional. De maneira andloga um ponto ponto U em T3 ¢é levado em um

tnico ponto U’ = X(U) € X(13).

A1,,’U/

L

Figura 4.3: A curva de l-onda por Uy intercepta a regiao transicional 77, entre os

pontos A; e As. X(A/JQ) = EZ’, onde X é a funcao transicional.

A seguir vamos construir a solu¢ao do problema de Riemann (4.5) — (4.6) para Uy,
fixo e Ug variando no retangulo €2, ver Figura 4.3.

Em primeiro lugar, construimos a curva de 1-onda por Uy formada pelo ramo local
passando por Uy e pelo ramo nao local de 1-choque acima do ponto C. O ramo local
intercepta a regiao transicional 77 em um arco de curva entre A; e Ay, denotado por
A; A;. Cada estado Uy sobre este arco, é conectado ao seu estado imagem Uy, = X (Uypy)
por uma onda de choque transicional. O conjunto destes estados U}, é o arco de curva
BC sobre o ramo nio local da Hugoniot por Uy, dado por X (A/lzg), conforme Figuras
4.4(a) e 4.4(b). Nestas figuras o arco BD sobre o ramo ndo local da curva de Hugoniot
por Uy é um ramo nao local de 2-choque.

Em seguida tragamos as curvas de 2-onda por todos os pontos da curva de 1-onda.
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Fazemos o mesmo por todos os pontos dos arcos BC' e BD. Neste caso, as curvas de
2-onda cobrem todo o retangulo €2, e assim, o estado Uy, pode ser conectado a qualquer

estado Ugr € () por uma sequéncia de ondas admissiveis.

e R R T . Rs
f ) 8 ﬁ/ / < 4 / “\
37'“{/ // 'J."Rg ,,//_ {0 | Y, y v, RT“ Re 10 R
b R LS Hon S & i
| 2 e Riz
| Re"aul 220~ f " Regy
S g
| RS W Rs
: < '
; S R1
| R4 Aq
( o +A'2’ UL R2
|‘ Q Q 'x/' R3
SRR L, o/
(a) (b)

Figura 4.4: (a) Curvas de Onda. (b) Fronteiras das regides R; a Rys.

Para resolver o problema Riemann para este Uy, fixo, e qualquer Ui € €2, dividimos
o retangulo Q em 12 regides, Ry, Ry,..., Ri2, ilustradas na Figura 4.4(b), de modo que o
estado Uy, possa ser conectado aos estados Ug, em uma mesma regiao, por um mesmo
grupo de ondas, conforme Figura 4.4(a).

A solugao do problema de Riemann 4.5 — 4.6 para Ug nas regioes Ry — Ry, Rg — Ry
e Ri1 — Ry é construida de modo anélogo a construcao da solucao do Exemplo 4.1.

Para Ug na regiao Rs5 a solugao é dada por

S SN S
Ure Ry: Upg =L UM1 23 UM2 22, Ug,

onde Uy, é um estado sobre a curva de 1-choque entre o ponto A, e a reta de bifurcagao,
e Uy, € um estado sobre o ramo nao local de 2-choque BD. O estado U M, € conectado

a Upg, por um 2-choque com velocidade s = \y(Upy, ), € Uy, € conectado a Ug também
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por um 2-choque com a mesma velocidade s = \y(Uyy, ). Nestas condigdes observamos
que o estado Uy, nao aparece na solucao fisica do problema, isto é, Uy;, pode ser
conectado diretamente a Ur por um 2-choque com a velocidade s = Ay (Upy, ).

Para Ugr na regiao Ry a solucao é dada por

S SN: R
URERloi UL —1> []]\41 —2> Uv]\/[2 —2> UR,

onde Uy, e Uy, sao definidos como na descri¢ao da solucao na regiao Rj.
Detalhamos a seguir a solugao do problema de Riemann 4.5—4.6, para Ui em todas
as regioes de €.
UpeR: U, — Uy Ukg.

URERQZ UL e UM S UR.

UreRs: U, — Uy Ukg.

UR€R4I UL e UM — UR.

UreRs: U, — UM1 — Ug.

UpeRsg: U, — Uy — UJI\J — Upg.

UR€R7Z UL % UM — UR.

Up€ Rs: U, M

Unmr Ug.



Upn€Ry: U, =% Uy = U, 1% Ug

S SN: R,
URERloi UL = [j]W1 —2> Uv]\/[2 —2> UR.
S S R
Ur€ Ry1: Ug St UM1 2 UM2 2 Ug.
Up € Rin: Up 2% Uy 2 Uy 25 Ug



Conclusao

Para sistemas nao estritamente hiperbédlicos, em geral, o problema de Riemann nao
pode ser resolvido globalmente usando-se apenas ondas de rarefagao e ondas de choques
de Lax. Outros tipos de ondas podem ser necessarios. Uma classe importante destes
outros tipos de ondas sao as ondas de choque transicionais. Para sistemas de duas
leis de conservacao, os choques transicionais aparecem como transicao entre grupos de
ondas das familias um e dois.

Ondas de choques transicionais sao solugoes descontinuas que satisfazem o critério
do perfil viscoso correspondendo a érbitas que sao conexoes sela-sela. A existéncia de
choques transicionais depende da fungao de fluxo e da matriz de viscosidade associada
ao sistema de leis de conservacao.

Para modelos préticos ¢ importante considerar matrizes de viscosidade realisticas,
isto é, matrizes que incluam os termos de viscosidade provenientes da deducao do

modelo.
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