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Resumo

Policarpo Mendes de Andrade, Thamara. Superfícies Translacionais
no Espaço Isotrópico. Goiânia, 2019. 60p. Dissertação de Mestrado.
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Superfícies Translacionais são obtidas pela translação de duas curvas contidas em
planos não paralelos. Neste trabalho foram estudados resultados do artigo Aydin,
M.E; Ergut, M. Affine Translation Surfaces in the Isotropic Space, [3]. São consi-
deradas Superfícies Translacionais Afim de Tipo 1 no Espaço Isotrópico I3, obtidas
pela translação de duas curvas em planos não necessariamente ortogonais. O ob-
jetivo foi caracterizar as Superfícies Translacionais Afim de Weingarten, as quais
satisfazem certas condições de relação entre as curvaturas Gaussiana e Média. Além
disso, foram obtidos resultados para as Superfícies Translacionais que satisfazem
∆I,IIri = λiri, encontrando soluções explícitas para a parametrização de tais super-
fícies. Alguns exemplos são apresentados, bem como os seus respectivos gráficos que
foram plotados utilizando o software Matemática.

Palavras–chave
Espaço Isotrópico, Superfícies Translacionais, Superfícies de Weingarten.



Abstract

Policarpo Mendes de Andrade, Thamara. ... Goiânia, 2019. 60p. MSc.
Dissertation. Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal
de Goiás.

Translation Surfaces are obtained by translating curves contained in non-parallel
planes. In this paper, the results of the Aydin, M. E; Ergut, M. Affine Translation
Surfaces in the Isotropic Space [3]. Are considered the Affine Translation Surfaces
type 1 in the Isotropic 3- Space I3, obtained for translating of two curves in the
planes not necessarily orthogonal. The objective was to characterize the Weingarten
Affine Translation Surfaces, which satisfy certain conditions with respect to gaussian
and mean curvatures. In addition, results were obtained for Translation Surfaces
satisfying ∆I,IIri = λiri, finding explicit solutions for the parameterization of such
surfaces. Some examples are presented, as well as their respective graphs that were
plotted using the Mathematical software.

Keywords
Isotropic 3-space, Translation Surfaces, Weingarten Surfaces



Introdução

A Geometria Diferencial de Espaços Isotrópicos foi apresentada por Stru-
becker (1942), Sachs (1978, 1990a, 1990b), Palman (1979) e outros. Já o estudo de
superfícies Translacionais Afim foi introduzido por Liu e Yu (2017). A partir daí,
começou-se o estudo de superfícies Translacionais no Espaço Isotrópico.

A Geometria Isotrópica estuda as propriedades geométricas que são preser-
vadas pelas transformações afim T : R3→ R3 dadas por; T : (x,y,z)→ (x′

,y
′
, z

′)

x
′

= a+xcos(φ)−y sin(φ)

y
′

= b+xsin(φ) +y cos(φ)

z
′

= c+ c1x+ c2y+ z

com a, b, c, c1, c2, φ ∈ R.
O Estudo de Superfícies Translacionais começou com a descoberta da

Superfície Mínima de Scherk e com esse advento, surgiu o interesse em estudos
sobre superfícies Translacionais no Espaço Isotrópico.

Uma superfície translacional no espaço Euclidiano R3 dada pela translação
de duas curvas em planos ortogonais é dado pelo gráfico de uma função z(x,y) =
f(x) + g(y) para o sistema de coordenadas usuais de R3. A famosa Superfície
Translacional de R3 é a Superfície Translacional de Scherk, citada acima. Sua
equação é dada por

z(x,y) = 1
c

log
∣∣∣∣∣cos(cx)
cos(cy)

∣∣∣∣∣ , c ∈ R−{0}

e seu gráfico pode ser encontrado em [7].
Em 2013, Liu e Yu [10] definiram uma superfície translacional afim em R3

como o gráfico de uma função

z(x,y) = f(x) +g(y+ax),a ∈ R−{0}

e descreveram as superfícies translacionais afim mínimas. Eles encontraram a



chamada superfície de Scherk afim dada de forma explícita como

z(x,y) = 1
c

log
∣∣∣∣∣cos(c

√
1 +a2x)

cos(c[y+ax])

∣∣∣∣∣a,c ∈ R−{0}.

Essas superfícies encontradas são, de fato, as superfícies translacionais
obtidas a partir da translação de duas curvas em planos não ortogonais. Então Liu
e Jung [10], obtiveram uma caracterização das superfícies translacionais afim em R3

com curvatura média constante arbitrária. Logo após, Yang e Fu [16] classificaram
as superfícies translacionais afim com curvatura Gaussiana constante.

No espaço isotrópico I3 existem três diferentes tipos de superfícies translaci-
onais afim que são obtidas a partir da translação de duas curvas contidas em planos
ortogonais ver [12]. Abaixo estão apresentados esses tipos bem como as caracterís-
ticas principais de cada um deles.

Tipo 1. Duas curvas transladando nos planos isotrópicos ortogonais x = 0 e
y = 0,

z(x,y) = f(x) +g(y);

Tipo 2. Uma das curvas contidas no plano não isotrópico z = 0 e a outra, no
plano isotrópico x= 0,

y(x,z) = f(x) +g(z);

Tipo 3.Duas curvas transladando que estão contidas nos planos não isotrópi-
cos y− z = π e y+ z = π,

x(y,z) = 1
2

(
f
(
y+ z−π

2

)
+g

(
π−y+ z

2

))
,

onde x, y e z são as coordenadas padrão em I3. Uma superfície de um tipo, não
pode ser levada em outro tipo por isometrias de I3.Cada superfície com curvaturas
média e gaussiana constante são obtidas em [12] bem como as de Weingarten. Em
[3] Aydin e Ergut apresentam uma caracterização para as superfícies translacionais
afim de Tipo 1 que satisfazem

∆I,IIri = λiri,λi ∈ R, i= 1,2,3,

onde ri é o vetor posição da superfície, e ∆I,II é o operador Laplaciano com relação
a Primeira e Segunda Forma Fundamental respectivamente.

No presente trabalho foi realizado um estudo sobre Superfícies Translacio-
nais Afim no Espaço Isotrópico I3 que satisfazem as seguintes condições:

• Superfícies Translacionais Afim de Weingarten satisfazendo KxHy−KyHx = 0



• Superfícies Translacionais Afim de Weingarten satisfazendo αK+βH = γ

• Superfícies Translacionais Afim Satisfazendo ∆I,IIri = λiri.

São apresentados resultados, isto é, parametrizações de superfícies que
satisfazem cada um das condições abaixo, bem como exemplos de tais superfícies.
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CAPÍTULO 1
Geometria Isotrópica

Isotropia é uma palavra que vem do Grego, Iso (igual), Tropos (Caminho).
Em várias áreas do conhecimento, tais como física e engenharia é comum encontrar
esse termo. Na física, uma determinada substância é considerada isotrópica se esta
possui as mesmas propriedades físicas independente da direção tomada.

Neste capítulo será tratada a teoria da Geometria Isotrópica, que basica-
mente utiliza projeções que vão do espaço isotrópico I3 em R2.

1.1 Teoria de curvas

A Geometria Isotrópica estuda as propriedades geométricas que são preser-
vadas pelas transformações afim T : R3→ R3 dadas por; T : (x,y,z)→ (x′

,y
′
, z

′)

x
′

= a+xcos(φ)−y sin(φ)

y
′

= b+xsin(φ) +y cos(φ) (1-1)

z
′

= c+ c1x+ c2y+ z

com a, b, c, c1, c2, φ ∈ R.

Definição 1.1 O espaço vetorial afim R3 é chamado Espaço Isotrópico e será
denotado por I3. O grupo formado pelas transformações afim T com a operação
composição é chamado de Grupo de Movimentos Isotrópicos e será denotado
por G6. A geometria (I3,G6) é a Geometria Isotrópica de movimentos.

Abaixo são apresentados alguns resultados que diz respeito às propriedades
que são preservadas pelas transformações afim dadas em (1-1).

Teorema 1.2 Sejam l uma reta contida em I3 que passa pelo ponto (a0, b0, c0) ∈ I3

paralela ao eixo z, e T ∈G6. Então a reta T (l) é paralela ao eixo z.

Demonstração. Como l é paralela ao eixo z, sua equação pode ser escrita da forma:

l(t) = (a0, b0, c0) + t(0,0, z0)
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onde z0 6= 0 constante, e t ∈ R. Aplicando a transformação afim T sobre l, tem-se:

T (l) = T ((a0, b0, c0 + tz0))

= (a+a0 cos(φ)− b0 sin(φ), b+a0 sin(φ) + b0 cos(φ), c+ c1a0 + c2b0 + c0 + tz0)

= (a+a0 cos(φ)− b0 sin(φ), b+a0 sin(φ) + b0 cos(φ), c+ c1a0 + c2b0 + c0) + t(0,0,z0).

Logo, T (l) é uma reta que passa pelo ponto (a+a0 cos(φ)+b0 sin(φ), b+a0 sin(φ)+
b0 cos(φ), c+ c1a0 + c2b0 + c0) com vetor direção dado por (0,0,z0). �

O Teorema (1.2) mostra que as retas paralelas ao eixo z preservam a sua
direção sobre T ∈G6. Assim, essa é uma propriedade invariante.

Definição 1.3 As retas paralelas ao eixo z são chamadas Retas Isotrópicas,
planos que contém tais retas são denominados Planos Isotrópicos.

Definição 1.4 Seja π : I3→ R2 dada por:

π(x,y,z) = (x,y) (1-2)

esta projeção especial é chamada de Vista por Cima.

É notório que planos e retas isotrópicas são levados em retas e pontos, respectiva-
mente, pela projeção Vista por Cima.

Figura 1.1: Vista por cima: Reta e Plano Isotrópico
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Note que um movimento isotrópico T ∈G6 é um movimento Euclidiano pela
Vista por cima, pois

x
′

= a+xcos(φ)−y sin(φ)

y
′

= b+xsin(φ) +y cos(φ)

T é composta pela rotação por um ângulo φ seguida de uma translação pelo vetor
(a,b)T .

Definição 1.5 Sejam A= (x1,y1, z1), B = (x2,y2, z2) dois pontos de I3. A Distân-
cia Isotrópica Di entre A e B é dada por:

Di(A,B) = d(π(A),π(B)) =
√

(x1−x2)2 + (y1−y2)2

onde π(A) = (x1,y1), π(B) = (x2,y2) e d é a distância usual de R2.

Teorema 1.6 A distância isotrópica Di é uma propriedade invariante sobre T ∈G6.

Demonstração. Para demonstrar o teorema é necessário que Di(T (A),T (B)) =
Di(A,B). Assim, sejam A = (x1,y1, z1) e B = (x2,y2, z2) ∈ I3. Pela definição (1.4)
segue que:

π(T (A)) = (a+x1 cos(φ)−y1 sin(φ), b+x1 sin(φ) +y1 cos(φ))

e
π(T (B)) = (a+x2 cos(φ)−y2 sin(φ), b+x2 sin(φ) +y2 cos(φ)).

Aplicando na definição (1.5) implica que:

Di(T (A),T (B))2 = d(π(T (A)),π(T (B)))2

= [(x1−x2)cos(φ)− (y1−y2)sin(φ)]2

+ [(x1−x2)sin(φ) + (y1−y2)cos(φ)]2

= (x1−x2)2 cos2(φ) + (y1−y2)2 sin2(φ)

+ (x1−x2)2 sin2(φ) + (y1−y2)2 cos2(φ)

= (x1−x2)2(sin2(φ) + cos2(φ)) + (y1−y2)2(sin2(φ) + cos2(φ))

= (x1−x2)2 + (y1−y2)2

= d(π(A),π(B))2

= Di(A,B)2

�
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Definição 1.7 Seja l ⊂ I3 uma reta isotrópica. Dois pontos diferentes sobre l, isto
é, A = (x,y,z1) e B = (x,y,z2) ∈ l com z1 6= z2 têm distância isotrópica zero, tais
pontos são chamados pontos paralelos. A diferença

ds(A,B) = |z1− z2|

é chamado Vazamento da Distância isotrópica ou s - Distância.

Teorema 1.8 A s - distância é uma propriedade geométrica invariante sobre T ∈
G6.

Demonstração. Sejam A = (x,y,z1) e B = (x,y,z2) ∈ I3 dois pontos paralelos.
Tem-se que

T (A) = (a+xcos(φ) +y sin(φ), b+xsin(φ) +y cos(φ), c+ c1x+ c2y+ z1)

e
T (B) = (a+xcos(φ) +y sin(φ), b+xsin(φ) +y cos(φ), c+ c1x+ c2y+ z2)

Assim,
T (B)−T (A) = (0,0, z2− z1)

donde
ds(T (A),T (B)) = z2− z1 = ds(A,B).

�

Definição 1.9 O ângulo entre duas retas não isotrópicas é o ângulo Eucli-
diano das retas vistas por cima. O ângulo entre uma reta não isotrópica l

e um plano não isotrópico α é zero se são paralelos em I3. Caso contrário,
eles interseção em um ponto p ∈ I3. Tomando-se dois pontos paralelos Q, E tais que
Q ∈ l e E ∈ α, e Di(p,Q) =Di(p,E) = 1, define-se o ângulo entre a reta l e o plano
α como θ := ds(E,Q). A figura 1.2 mostra com detalhes a definição de um ângulo
entre reta e plano.
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Figura 1.2: Ângulo entre uma reta e um plano

Teorema 1.10 O ângulo entre uma reta não isotrópica l e um plano não isotrópico
α é uma propriedade geométrica invariante sobre T ∈G6.

Demonstração. Sejam A, B ∈ I3. Combinando o teorema (1.8) com a definição de
ângulo tem-se o desejado. �

Definição 1.11 Sejam α1, α2 dois planos não isotrópicos com imagens z = u1x+
v1y+w1 e z = u2x+v2y+w2, respectivamente. Define-se:

ψ(α1,α2) =
√

(u2−u1)2 + (v2−v1) (1-3)

como sendo o ângulo entre os planos não isotrópicos α1 e α2 .

Considere uma curva c : I ⊂ R→ I3 de classe C2ca qual não possui retas
tangentes isotrópicas tem representação c(t) = (x(t),y(t), z(t)) com t ∈ I. Então

T (c(t)) = (a+x(t)cos(φ)+y(t)sin(φ), b+x(t)sin(φ)+y(t)cos(φ), c+c1x(t)+c2y(t)+z(t))

é a imagem de uma transformação afim T aplicada nas funções coordenadas da
curva c.

Definição 1.12 Comprimento de Arco Isotrópico. Seja c : I ⊂ R → I3 de
classe C2ca qual não possui retas tangentes isotrópicas. Então define o comprimento
de arco isotrópico como:

s(c(t)) =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣π
(
dc(t)
dt

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
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onde ||.|| é a norma usual de R2.

Teorema 1.13 O comprimento de arco isotrópico é uma propriedade geométrica
invariante sobre T ∈G6.

Demonstração. Seja c(t) = (x(t),y(t), z(t))⊂ I3 u acurva de classe C2. Como

dT (c(t))
dt

= (a+x
′
(t)cos(φ) +y

′
(t)sin(φ), b+x

′
(t)sin(φ) +y

′
(t)cos(φ), c+ c1x

′
(t) + c2y

′
(t) +z

′
(t))

então pela definição (1.12), tem-se:

s(T (c(t))) =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣π
(
dT (c(t))

dt

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=
√

[x′(t)cos(φ)−y′(t)sin(φ)]2 + [x′(t)sin(φ) +y
′(t)cos(φ)]2

=
√

(x′(t))2[cos2(φ) + sin2(φ)] + (y′(t))2[cos2(φ) + sin2(φ)]

=
√

(x′(t))2 + (y′(t))2

=
∣∣∣∣∣∣π(c′

(t)
)∣∣∣∣∣∣

= s(c(t)).

�

Definição 1.14 Seja c : I ⊂ R→ I3 uma curva de classe C2 que não possui retas
tangentes isotrópicas. Além disso, considere c(t) parametrizada pelo comprimento de
arco isotrópico s(t) = 1. Define-se:

k(c(t)) =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣π
(
d2c(t)
dt2

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣= ∣∣∣∣∣∣π(c

′′
(t))

∣∣∣∣∣∣ , se ∣∣∣∣∣∣π(c
′′
(t))

∣∣∣∣∣∣ 6= 0

Se
∣∣∣∣∣∣π(c′′(t0))

∣∣∣∣∣∣= 0 para algum t0 ∈ I, a curvatura da curva c em t0 como k(c(t0)) =
z

′′(t0). A função k é chamada curvatura isotrópica da curva c em t ∈ I.

Teorema 1.15 A curvatura k de uma curva c ∈ I3 é uma propriedade geométrica
invariante sobre T ∈G6

Demonstração. Seja c(t) = (x(t),y(t), z(t))⊂ I3 uma curva de classe C2. Como

d2T (c(t))
dt2

= (x′′(t)cos(φ)−y′′(t)sin(φ),x′′(t)sin(φ)+y
′′(t)cos(φ), c1x

′′(t)+c2y
′′(t)+z

′′(t))
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então pela definição (1.14), tem-se:

k(T (c(t))) =
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣π
(
d2c(t)
dt2

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

=
√

[x′′(t)cos(φ)−y′′(t)sin(φ)]2 + [x′′(t)sin(φ) +y′′(t)cos(φ)]2

=
√

(x′′(t))2[cos2(φ) + sin2(φ)] + (y′′(t))2[cos2(φ) + sin2(φ)]

=
√

(x′′(t))2 + (y′′(t))2

=
∣∣∣∣∣∣π(c′′(t)

)∣∣∣∣∣∣
= k(c(t)).

�

Definição 1.16 Seja c : I ⊂R→ I3 uma curva de classe C2 a qual não possui retas
tangentes isotrópicas. Se k(c(t)) 6= 0, o vetor normal principal é definido por:

n(t) = c
′′(t)∣∣∣∣∣∣π(c′′(t)

)∣∣∣∣∣∣ (1-4)

Definição 1.17 Dados dois vetores u,v ∈ I3, diz-se que u é ortogonal isotrópico
a v se 〈π(u),π(v)〉= 0.

Teorema 1.18 O vetor normal principal é ortogonal isotrópico a c
′(t) e satisfaz

c
′′(t) = k(c(t))n(t).

Demonstração. Considere c(t) = (x(t),y(t), z(t))∈ I3 uma curva de classe C2. Além
disso, suponha que c(t) é parametrizada pelo comprimento de arco isotrópico. Então

∣∣∣∣∣∣π(c′
(t)
)∣∣∣∣∣∣2 =

〈
(x

′
(t),y

′
(t)),(x

′
(t),y

′
(t))

〉
= 1 (1-5)

Derivando a expressão (1-5) em relação a t, obtém-se:

d
∣∣∣∣∣∣π(c′(t)

)∣∣∣∣∣∣2
dt

= 2
〈
(x

′′
(t),y

′′
(t)),(x

′
(t),y

′
(t))

〉
= 2k(c(t))

〈
π(n(t),π(c

′
(t)))

〉
= 0

�
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1.2 i - Circunferências e i - Esferas

Definição 1.19 Uma i - circunferência do tipo elíptica em um plano não
isotrópico P é uma elipse em P onde sua projeção pela vista de cima é uma
circunferência Euclidiana. Essa i - circunferência do tipo elíptica com centro m∈ P ,
e raio (r > 0) é o conjunto de pontos x ∈ P tais que Di(m,x) = r. A figura abaixo
apresenta um esquema enfatizando uma i - circunferência do tipo elíptica,

Figura 1.3: i - circunferência do tipo elíptica em um plano
não isotrópico

Note que uma i - circunferência do tipo elíptica é a curva obtida pela
intersecção de um cilindro vertical e um plano não isotrópico.

Definição 1.20 Uma i - circunferência do tipo parabólica é uma parábola com
eixo z paralelo, portanto, ela está necessariamente contida em um plano isotrópico
Pi.

Uma i - circunferência do tipo parabólica não pode ser observada como um
conjunto de pontos os quais a distância isotrópica Di de um ponto fixo m é sempre
um número r > 0, porém ela pode ser vista como uma curva com curvatura isotrópica
constante. Para isso, seja c(t) uma i - circunferência do tipo parabólica no plano
isotrópico Pi que não possua retas tangentes isotrópicas, além disso, sem perda de
generalidade, suponha y = 0 em Pi. Então a componente z(t) pode ser escrita como
z(t) = at2 +bt+c com a, b, c∈R. Logo c(t) = (t,0,at2 +bt+c), donde c′′(t) = (0,0,2a).
assim, a curvatura isotrópica da curva c(t) é igual a 2a uma constante.

Definição 1.21 As i - esferas do tipo parabólico são dadas por gráficos de funções
do tipo

z(x,y) = A

2 (x2 +y2) +Bx+Cy+D (1-6)
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Figura 1.4: i - circunferência do tipo parabólica

com A, B, C, D ∈ R, A 6= 0. As i - esferas do tipo parabólico são divididas em dois
casos:

(i) Tipo 1. A i - esfera parabólica do tipo 1 tem equação da forma

z(x,y) = 1
2(x2 +y2) (1-7)

onde R = 1
2 é chamado de raio da i - esfera parabólica.

(ii) Tipo 2. A i - esfera de tipo 2 tem equação da forma

x2 +y2 = r2, r > 0, (1-8)

onde r é chamado raio da i - esfera de tipo cilíndrico.

Note que em uma perspectiva Euclidiana, são paraboloides de revolução
com eixo paralelo ao eixo z. As interseções dessas i - esferas do tipo parabólico com
planos P serão sempre i - circunferências. Se P não é um plano isotrópico, então a
interseção é uma i - circunferência do tipo elíptica. Se P é um plano isotrópico, a
interseção se torna uma i - circunferência do tipo parabólica.

As interseções das i-esferas do tipo cilíndrico com planos não isotrópicos P
serão sempre i - circunferências do tipo elíptica.
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Figura 1.5: i - esferas

1.3 Teoria de Superfícies tipo gráfico

Teorema 1.22 Seja p um ponto de uma superfície regular S. Então S é localmente
o gráfico de uma função diferenciável z = z(u,v) em p = (u,v) se, e somente se, S
não tem planos tangentes isotrópicos.

Demonstração. Seja S uma superfície regular obtida como o gráfico de uma
função diferenciável z = z(u,v). Assim, S tem parametrização da forma X(u,v) =
(u,v,z(u,v)), onde z está definida nos pontos p= (u,v) de um aberto U ⊂R2. Logo,

Xu(u,v) = (1,0, zu(u,v))

e
Xv(u,v) = (0,1, zv(u,v)).

Portanto, o vetor normal unitário do plano tangente da superfície S no ponto
p= (u,v) é dado por

N(u,v) = Xu×Xv

||Xu×Xv||
= (−zu,−zv,1)√

z2
u+ z2

v + 1
.

Como a terceira componente é diferente de zero para todo p ∈ U , segue que S não
possui planos tangentes isotrópicos.

Por outro lado, considere X : U ⊂ R2 → S uma parametrização de S em
p= (u,v), isto é

X(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)),(u,v) ∈ U
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Por hipótese, S não tem planos tangentes isotrópicos, portanto,

∂(x,y)
∂(u,v) 6= 0

em X−1(p) = q. Considere a aplicação π ◦X : U → R2, então

π ◦X(u,v) = (x(u,v),y(u,v)),

e como ∂(x,y)
∂(u,v) 6= 0, aplicando o teorema da função inversa, tem-se a existência de

vizinhanças V de q, e W de π ◦X(q), tais que (π ◦X) é um difeomorfismo entre V e
W , como X é um homeomorfismo, X(V ) é uma vizinhança de p em S. Considere a
composta X−1 ◦π−1 : (x,y)→ (u(x,y),v(x,y)) com a função (u,v)→ z(u,v), X(V )
é o gráfico de uma função diferenciável z = z(u(x,y),v(x,y)). �

A superfície regular S pode ser vista como o gráfico de uma função
diferenciável z = z(u,v) simplesmente fazendo a união de cada aberto W gerado
pela construção anterior dado p ∈ S.

Definição 1.23 Uma seção normal de uma superfície regular S no ponto p =
(u,v,z(u,v)) ∈ S é a interseção de S com um plano isotrópico Pi que contém o
ponto P.

Teorema 1.24 As Curvaturas das curvas de uma superfície regular S dada pelo
gráfico de uma função z = z(u,v) no ponto p= (u0,v0, z(u0,v0)) ∈ S são dadas pelas
derivadas direcionais de z em (u0,v0).

Demonstração. Sejam X(u,v) = (u,v,z(u,v)) uma parametrização da superfície
S e c : I ⊂ R→ S uma curva dada pela interseção de S com um plano isotrópico
Pi o qual contém o ponto p = (u0,v0, z(u0,v0)) = c(t0) para algum t0 ∈ I. Fazendo
a projeção π(c(t)) = (x(t),y(t)), tem-se que π(c(t)) é uma reta no plano XY com
vetor velocidade π(c′(t)). Portanto,

π(c(t)) = (x(t0) + tx
′
(t0),y(t0) + ty

′
(t0)),

onde x(t0) = u0 e y(t0) = v0. Logo, c(t) pode ser parametrizada na superfície S como:

X(t) = (x(t0) + tx
′
(t0),y(t0) + ty

′
(t0), z(x(t0) + tx

′
(t0),y(t0) + ty

′
(t0))).
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Fazendo u(t) = x(t0) + tx
′(t0) e v(t) = y(t0) + ty

′(t0) e derivando a expressão em
relação a t tem-se:

X
′
(t) = (u

′
(t),v

′
(t), zu(u(t),v(t))u

′
(t) + zv(u(t),v(t))v

′
(t)).

donde

X
′′
(t) = (u

′′
(t),v

′′
(t), zuu(u(t),v(t))u

′
(t)2 + zvu(u(t),v(t))u

′
(t)v

′
(t) +

v(t))u
′
(t)v

′
(t) + zu(u(t),v(t))u

′′
(t) + zvv(u(t),v(t))v

′
(t)2 +

zuv(u(t),v(t))v
′
(t)u

′
(t) + zv(u(t),v(t))v

′′
(t))

como u′′(t) = v
′′(t) = 0, para todo t ∈ I, tem-se que a curvatura da curva c(t) no

ponto p com respeito ao plano isotrópico Pi é dada por:

k(c(t0)) = zuu(u(t0),v(t0))u′(t0)2 + 2zuv(u(t0),v(t0))v′(t0)u′(t0) +zvv(u(t0),v(t0))v′(t0)2

A curvatura k(c(t0)) pode ser representada por

k(c(t0)) = (u′(t0),v′(t0))T

zuu(u(t0),v(t0)) zvu(u(t0),v(t0))
zuv(u(t0),v(t0)) zvv(u(t0),v(t0))

(u′(t0),v′(t0)) (1-9)

�

Definição 1.25 Seja S uma superfície regular dada pelo gráfico de uma função
diferenciável z = z(u,v). Seja r ∈ S1 onde S1 = {(x,y) ∈ R2;x2 + y2 = 1}. A
curvatura normal isotrópica em p = (u0,v0, z(u0,v0)) ∈ S na direção r é dada
por:

kn(r) = rT ·52z(u0,v0) · r (1-10)

onde 52z denota a Hessiana de z, e r é um vetor unitário em S1.

A matriz 52z é um operador simétrico já que f é uma função diferenciável.
Além disso ela é uma aplicação auto adjunta e existe uma base ortonormal {e1, e2}
de R2 tais que 52z(e1) = λ1e1 e 52z(e2) = λ2e2 (isto é, e1 e e2 são autovetores,e
λ1 e λ2 são auto-valores de 52z). Na base {e1, e2}, a matriz de 52z é diagonal e os
elementos λ1 e λ2, λ1≤λ2 da diagonal são o máximo e o mínimo, respectivamente, da
forma quadrática Q(v) =

〈
52z(v),v

〉
sobre o circulo unitário de R2. Assim, seguem

as definições abaixo.
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Definição 1.26 Os valores extremos k1 e k2 de kn(r) são dados pelos autovalores
da aplicação linear 52z sobre S1, elas são chamadas curvaturas principais. As
correspondentes direções ortonormais r1 e r2 ∈ S1 são autovetores de 52z, elas são
chamadas de direções principais.

Definição 1.27 Sejam k1 e k2 as curvaturas principais de S. Definam-se

K = k1k2 = det(52z) = zuuzvv− z2
uv (1-11)

e
2H = k1 +k2 = tr(52z) = zuu+ zvv. (1-12)

K é chamada curvatura gaussiana isotrópica e H é chamada de curvatura
média isotrópica.

Definição 1.28 Seja S uma superfície regular dada pelo gráfico de uma função
diferenciável z = z(u,v). S é uma superfície mínima isotrópica se H = 0, para todo
p ∈ S.

Proposição 1.29 Se S é o gráfico de uma função diferenciável z = z(u,v), tem-se
que S é mínima isotrópica se, e somente se, z é uma função harmônica.

A demonstração decorre imediatamente da definição (1-12).
Acima, na definição (1.28), já foi definido K como a curvatura Gaussiana.

É possível verificar que a versão isotrópica da Curvatura Gaussiana é exatamente
esta. Note que na versão isotrópica a teoria de curvatura Gaussiana toma a i-esfera
parabólica Tipo 1.

s(x,y) = 1
2(x2 +y2).

Seja S uma superfície regular dada pelo gráfico de uma função diferenciável z =
z(x,y). A cada ponto p = (x,y,z(x,y)) ∈ S associa-se como imagem Gaussiana o
ponto σ(p) = (x,y,s(x,y)) cujo o plano tangente é paralelo ao plano tangente de S
em p, isto é, os vetores normais orientados N1, N2 de p e σ(p), respectivamente,
são paralelos. Assim, existe λ 6= 0 ∈ R tal que N1 = λN2. Como N1 =

(
∂z
∂x ×

∂z
∂y

)
=

(−zx,−zy,1), e N2 =
(
∂σ
∂x ×

∂σ
∂y

)
= (−x,−y,1). Observando a terceira componente

percebe-se que λ= 1, e assim, segue que x= zx, y = zy, e

σ(p) =
(
zx, zy,

1
2(z2

x+ z2
y)
)
.

Com isso, a derivada da aplicação σ é dada por:
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∂σ =


zxx zyx

zxy zyy

zxzxx+ zyzxy zxzyx+ zyzyy

 (1-13)

Logo, a vista por cima da derivada da aplicação σ dada em (1-13) coincide
com52z, e assim, a curvaturaK definida em (1-11) é de fato, a curvatura Gaussiana
de S.



CAPÍTULO 2
Superfícies translacionais afim de
Weingarten

Neste capítulo são abordadas algumas superfícies translacionais afim de
Weigarten de tipo 1 no espaço isotrópico I3. Os teoremas (2.4) e (2.7) trazem uma
classificação para tais superfícies.

2.1 Conceitos básicos

No capítulo anterior foi realizado um estudo sobre o espaço isotrópico I3,
bem como a teoria de superfícies do tipo gráfico nesse mesmo espaço. A seguir é
realizado um estudo classificatório de superfícies translacionais afim de Weingarten,
que consiste em classificar superfícies que possuem relações diferenciáveis entre as
curvaturas Gaussiana e Média.

Uma Superfície Translacional de tipo 1 é obtida pela translação de duas
curvas nos planos isotrópicos x= 0 e y = 0, sendo o gráfico de uma função do tipo

z(x,y) = f(x) +g(y).

Definição 2.1 Seja S uma superfície que é o gráfico em I3 de uma função diferen-
ciável z(x,y) = f(u) +g(v), onde

u= ax+ by (2-1)

v = cx+dy (2-2)

Se ad− bc 6= 0, diz-se que a superfície S é uma superfície translacional afim
de Tipo 1 em I3 e o par (u,v) são as coordenadas dos parâmetros afim.

Definição 2.2 Uma superfície é dita de Weingarten, ou W - Superfície, desde
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que as curvaturas principais k1 e k2 da mesma satisfazem a relação

W (k1,k2) = o.

Utilizando a fórmula encontrada em [6] segue que

k1 = H+
√
H2−K

k2 = H−
√
H2−K.

Assim, pode-se concluir que uma superfície é de Weingarten se existe uma relação

U(H,K) = 0.

Se a matriz dos coeficientes dada em (2-1) e(2-2) for ortogonal, a superfície
se reduz a uma superfície translacional do tipo 1 em I3.

A proposição abaixo apresenta as curvaturas Média e Gaussiana de uma
superfície translacional afim de Weingarten.

Proposição 2.3 Seja S uma superfície translacional afim. Então suas curvaturas
média e Gaussiana são dadas por

K = f
′′
g

′′
(ad− bc)2 (2-3)

e
2H = f

′′
(a2 + b2) +g

′′
(c2 +d2). (2-4)

Demonstração. Se S é uma superfície translacional afim, ela pode ser escrita como
o gráfico de uma função diferenciável z= z(x,y) = f(ax+by)+g(cx+dy). Derivando
a função z com respeito as parâmetros u e v, tem-se a Hessiana de z da forma:

H =
f ′′

a2 +g
′′
c2 f

′′
ab+g

′′
cd

f
′′
ab+g

′′
cd f

′′
b2 +g

′′
d2


Utilizando as definições (1-11) e (1-12) segue que

2H = (f
′′
a2 +g

′′
c2) + (f

′′
b2 +g

′′
d2)

= f
′′
(a2 + b2) +g

′′
(c2 +d2)
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e

K = (f
′′
a2 +g

′′
c2)(f

′′
b2 +g

′′
d2)− (f

′′
ab+g

′′
cd)2

= f
′′
g

′′
(ad− bc)2

�

2.2 Superfícies Translacionais Afim de Weingar-
ten satisfazendo KxHy−KyHx = 0

Nessa seção é abordado o teorema (2.4) que trata de classificar superfícies
translacionais afim de Weingarten em I3 que satisfazem

KxHy−KyHx = 0.

Teorema 2.4 Seja S uma superfície translacional afim de Weingarten satisfazendo
as seguintes condições.

KxHy−KyHx = 0. (2-5)

Então S é o gráfico de alguma das funções descritas abaixo.

• S é o gráfico de

z(x,y) = c1u
2 + c1(a2 + b2)

(c2 +d2) v2 + c2u+ c3v+ c4

• S é o gráfico da função abaixo, se f ′′′ 6= 0

z(x,y) = f(u) + c1v
2 + c2v+ c3

ou

• S é o gráfico da função abaixo, se fg′′′ 6= 0

z(x,y) = g(v) + c1u
2 + c2u+ c3

onde c1, c2, c3, c4 ∈ R e (u,v) são as coordenadas dos parâmetros afim dados
em (2-1) e (2-2).

Demonstração. Seja S uma superfície translacional afim de Weingarten. Unindo
(2-3) e (2-4) e a hipótese KxHy−KyHx = 0. Tem-se
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kxHy−KyHx = (f
′′′
g

′′′
(ad− bc)2a+f

′′′
g

′′′
(ad− bc)2c)

(
f

′′′(a2 + b2)b+g
′′′(c2 +d2)d

2

)

− (f
′′′
g

′′′
(ad− bc)2b+f

′′′
g

′′′
(ad− bc)2d)

(
f

′′′(a2 + b2)a+g
′′′(c2 +d2)c

2

)
= f

′′′
g

′′
g

′′′
(ad− bc)3(c2 +d2)−f

′′′
g

′′′
f

′′
(ad− bc)3(a2 + b2).

Como (ad− bc) 6= 0 segue que

kxHy−KyHx = f
′′′
g

′′
g

′′′
(c2 +d2)−f

′′′
g

′′′
f

′′
(a2 + b2)

= f
′′′
g

′′′
[f

′′
(a2 + b2) +g

′′
(c2 +d2)] = 0

Assim segue que
f

′′′
g

′′′
[f

′′
(a2 + b2) +g

′′
(c2 +d2)] = 0. (2-6)

Para resolver (2-6) deve-se solucionar os seguintes casos:

• Caso 1. f ′′′ = 0 , g′′′ 6= 0 e f ′′(a2 +b2) 6= g
′′(c2 +d2). Integrando f ′′′ com relação

ao parâmetro u segue que

f(u) = c1u
2 + c2u+ c3

Assim, z(x,y) = g(v) + c1u2 + c2u+ c3, onde c1, c2 e c3 ∈ R

• Caso 2.f ′′′ 6= 0 , g′′′ = 0 e f ′′(a2 +b2) 6= g
′′(c2 +d2). É análogo ao caso anterior,

assim z(x,y) = f(u) + c1v2 + c2v+ c3, onde c1, c2 e c3 ∈ R

• Caso 3. f ′′(a2 + b2) = g
′′(c2 +d2). Para este caso tem-se que

g
′′

= f
′′ (a2 + b2)

(c2 +d2) = c1. (2-7)

Como f depende de u eg depende de v, integrando (2-7) de ambos os lados
tem-se que z(x,y) = c1u+ c2u+ c1

(a2+b2)
(c2+d2) + c3v+ c4 onde c1, c2 e c3 c4 ∈ R.

�

Exemplo 2.5 Dada S a superfície translacional afim de Weingarten em I3 com
parametrização dada por

X(x,y) = (x,y,(x+y)2 + 2x),
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ela satisfaz a equação (2-5) e seu gráfico é dado pela figura (2.1). Note que u= x+y,
v = 2x. Assim, a= 1, b= 1, c= 2 e d= 0. Logo,

f(u) = (x+y)2

g(v) = 2x.

Calculando a matriz hessiana 52z obtém-se:

52 z =
2 2

2 0


logo, as curvaturas Gaussiana e Média serão:

k = −4

H = 1.

Como os valores de H e K são constantes, segue que kx =Hx =Ky =Hy = 0. Logo,
a relação dada em (2-5) é satisfeita.

Figura 2.1: z(x,y) = (x+y)2 + 2x
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Exemplo 2.6 Dada S a superfície translacional afim de Weingarten em I3 com
parametrização dada por

X(x,y) = (x,y,cos(y) + (x−y)2),

ela satisfaz a equação (2-5) e seu gráfico é dado pela figura (2.2). Note que u = y,
v = x−y. Assim, a= 0, b= 1, c= 1 e d=−1. Logo,

f(u) = cos(y)

g(v) = (x−y)2.

Calculando a matriz hessiana 52z obtém-se:

52 z =
 2 −cos(y)−2
−2 −cos(y) + 2


logo, as curvaturas Gaussiana e Média serão:

K = 2(−cos(y) + 2) + 2(−cos(y)−2)

= −2cos(y)−2cos(y)

= −4cos(y)

H = −cos(y) + 4
2 .

Neste caso segue que

Kx = 0

Ky = 4sin(y)

Hx = 0

Hy = 1
2 sin(y).

Logo, a equação (2-5) é satisfeita.
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Figura 2.2: z(x,y) = cos(y) + (x−y)2

2.3 Superfícies Translacionais Afim de Weingar-
ten satisfazendo αK+βH = γ

Essa seção se destina a classificar as superfícies translacionais afim de
Weingarten que satisfazem αK+βH = γ. Sem perda de generalidade pode-se supor
α 6= 0 e dividir a expressão por α. Assim,

K+ 2m0H = n0,2m0 = β

α
,n0 = γ

α
. (2-8)

Considerando a equação (2-8), segue o teorema abaixo.

Teorema 2.7 Seja S uma superfície translacional afim de Weingarten de tipo 1 em
I3 satisfazendo (2-8). Então tem-se:



2.3 Superfícies Translacionais Afim de Weingarten satisfazendo αK+βH = γ 34

• S é o gráfico de
z(x,y) = c1u

2 + c2v
2 + c3u+ c4v+ c5

• S é o gráfico de

z(x,y) = f(u)−m0(c2 +d2)
2(ad− bc)2 v

2 + c1v+ c2,f
′′′
6= 0

ou

z(x,y) = g(v)−m0(c2 +d2)
2(ad− bc)2 u

2 + c1u+ c2,g
′′′
6= 0

onde c1, c2 ∈R e (u,v) são as coordenadas dos parâmetros afim dados em (2-1)
e (2-2).

Demonstração. Substituindo as expressões para a curvatura dados em (2-3) e (2-4)
em (2-8) segue que

(ad− bc)2f
′′
g

′′
+m0(a2 + b2)f

′′
+m0(c2 +d2)g

′′
= n0. (2-9)

Derivando a expressão dada em (2-9) com respeito a u de ambos os lados, onde
u= ax+ by e dividindo por a, tem-se:

f
′′′

[(ad− bc)2g
′′

+m0(a2 + b2)] = 0. (2-10)

Derivando a expressão dada em (2-9) com respeito a v de ambos os lados, onde
v = cx+dy e dividindo por c, tem-se:

g
′′′

[(ad− bc)2f
′′

+m0(c2 +d2)] = 0. (2-11)

Observando as expressões (2-10) e (2-11), pode-se considerar três casos diferentes
para a solução das equações.

• Caso g
′′′ = f

′′′ = 0. Integrando f com relação a u e g com relação a v segue
que

z(x,y) = c1u
2 + c2v

2 + c3u+ c4v+ c5 (2-12)

onde c1, c2, c3, c4, c5 ∈ R e (u,v) são as coordenadas dos parâmetros afim
dados em (2-1) e (2-2).

• Caso g
′′′ 6= 0. Neste caso segue que [(ad− bc)2f

′′ +m0(c2 +d2)] = 0. Assim,

f
′′

= −m0(c2 +d2)
(ad− bc)2 .
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Integrando f com relação a u e considerando que g é livre tem-se:

z(x,y) = g(v)−m0(c2 +d2)
2(ad− bc)2 u

2 + c1u+ c2,g
′′′
6= 0

• Caso f
′′′ 6= 0. Para este caso tem-se que [(ad− bc)2g

′′ +m0(a2 + b2)] = 0. De
maneira análoga, integrando g com relação a v e f ficando livre tem-se:

z(x,y) = f(u)−m0(c2 +d2)
2(ad− bc)2 v

2 + c1v+ c2,f
′′′
6= 0

�

Exemplo 2.8 Considere a superfície translacional afim de tipo 1 em I3 dada por

X(x,y) = (x,y,(x−y)2 + (x+y)2)

.
Ela satisfaz a condição dada em (2-8) e seu gráfico está plotado na figura

(2.3). Note que u= x−y, v = x+y. Assim, a= 1, b=−1, c= 1 e d= 1. Logo,

f(u) = (x−y)2

g(v) = (x+y)2.

Calculando a matriz hessiana 52z obtém-se:

52 z =
4 4

0 4


logo, as curvaturas Gaussiana e Média serão:

K = 16

H = 4.

Neste caso segue que
K+ 4H = 32

e assim, a equação (2-8) é satisfeita para m0 = 2 e n0 = 32.
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Figura 2.3: z(x,y) = (x−y)2 + (x+y)2

Exemplo 2.9 Considere a superfície translacional afim de tipo 1 em I3 dada por

X(x,y) = (x,y, ln(x+y)−y2)

.
Ela satisfaz a condição dada em (2-8) e seu gráfico está plotado na figura

(2.4). Note que u= x+y, v = y. Assim, a= 1, b=−1, c= 1 e d= 1. Logo,

f(u) = ln(x+y)

g(v) = −y2.

Calculando a matriz hessiana 52z obtém-se:

52 z =
− 1

(x+y)2 − 1
(x+y)2

− 1
(x+y)2 − 1

(x+y)2 −2


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logo, as curvaturas Gaussiana e Média serão:

K = 1
(x+y)4 + 2

(x+y)2 −
1

(x+y)4

= 2
(x+y)2

H = − 1
(x+y)2 −1

Neste caso segue que
K+ 2H = 2

e assim, a equação (2-8) é satisfeita para m0 = 1 e n0 = 2.

Figura 2.4: z(x,y) = ln(x+y)−y2



CAPÍTULO 3
Superfícies Translacionais Afim
Satisfazendo ∆I,IIri = λiri

Neste capítulo são abordadas as superfícies translacionais de tipo 1 no
espaço isotrópico I3 que satisfazem certas equações em termos do vetor posição
e do operador Laplaciano. Essas equações são dadas em termos do Laplaciano com
relação a primeira e segunda forma fundamental da superfície.

Abaixo seguem dois teoremas (3.5) e (3.14) que classificam as superfícies
translacionais afim de tipo 1 em I3 que satisfazem essas condições. São apresen-
tados também algumas proposições e lemas necessários para a demonstrações dos
teoremas, bem como exemplos de superfícies que satisfazem as referidas equações.

3.1 Caso ∆Iri = λiri

Esta seção trata as superfícies translacionais afim de tipo 1 em I3 que
satisfazem ∆Iri = λi, onde ∆Iri é o Laplaciano com relação à primeira forma
fundamental e ri é o vetor posição da superfície. Uma parametrização para tais
superfícies é do tipo

X(x,y) = (r1(x,y), r2(x,y), r3(x,y)) (3-1)

que para superfícies translacionais afim se torna

X(x,y) = (x,y,f(ax+ by) +g(cx+dy)) (3-2)

Abaixo, seguem algumas definições e proposições necessárias para demons-
trar o teorema (3.5).
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Definição 3.1 Na métrica isotrópica, o produto interno entre dois vetores
u= (x1,y1, z1) e v = (x2,y2, z2) é dado por:

〈u,v〉i = 〈(x1,y1),(x2,y2)〉

= x1x2 +y1y2

Proposição 3.2 Seja S uma superfície translacional afim de tipo 1 em I3 gráfico
de uma função z(x,y) = f(ax+by)+g(cx+dy). Então seus coeficientes da Primeira
Forma Fundamental são E = 1, F = 0 e G= 1.

Demonstração. Seja X(x,y) = (x,y,f(ax+ by) + g(cx+dy)) uma parametrização
para S. Então tem-se que

Xx = (1,0,af
′
(ax+ by) + cg

′
(cx+dy)) (3-3)

Xy = (0,1, bf
′
(ax+ by) +dg

′
(cx+dy)). (3-4)

Assim segue que:

E = 〈Xx,Xx〉= 〈(1,0),(1,0)〉= 1

F = 〈Xx,Xy〉= 〈(1,0),(0,1)〉= 0

G = 〈Xy,Xy〉= 〈(0,1),(1,0)〉= 1

�

Definição 3.3 Seja S uma superfície e φ uma função diferenciável. Então o Ope-
rador de Laplaciano com respeito a Primeira Forma Fundamental é dado
por:

∆Iφ=− 1√
W

{
∂

∂x

(
Gφx−Fφy√

W

)
− ∂

∂y

(
Fφx−Eφy√

W

)}
(3-5)

onde W = EG−F 2.

Proposição 3.4 Seja S uma superfície translacional em I3, então o Operador
Laplaciano com relação a Primeira Forma Fundamental é dado por

∆I = ∂

∂x2 + ∂

∂y2 (3-6)
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Demonstração. Como E =G= 1 e F = 0, substituindo esse valores em (3.3) tem-se
que:

∆Iφ =
{
∂

∂x
(φx)− ∂

∂y
(−φy)

}

=
{
∂

∂x
(φx) + ∂

∂y
(φy)

}

=
(
∂

∂x2 + ∂

∂y2

)
(φ)

�

Teorema 3.5 Seja S uma superfície translacional afim de tipo 1 em I3 satisfazendo
∆Iri = λiri. então S é o gráfico de uma das seguintes funções:

• (λ1,λ2,λ3) = (0,0,0)

z(x,y) = c1u
2− c1(a2 + b2)

(c2 +d2) v2 + c3u+ c4v+ c5

• (λ1,λ2,λ3) = (0,0,λ > 0)

z(x,y) = c1e

√
λ

a2+b2
u

+ c2e
−
√

λ
a2+b2

u
+ c3e

√
λ

a2+b2
v

+ c4e
−
√

λ
a2+b2

v

• (λ1,λ2,λ3) = (0,0,λ < 0)

z(x,y) = c1 cos
(√

−λ
a2 + b2u

)
+c2 sin

(√
−λ

a2 + b2u

)
+c3 cos

(√
−λ

c2 +d2 v

)
+c4 sin

(√
−λ

c2 +d2 v

)

Demonstração. Já é conhecido que o Operador Laplaciano com relação à Primeira
Forma Fundamental em I3 é dado por ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 . Seja S uma superfície translacional
afim parametrizada como X(x,y) = (x,y,f(ax+ by) + g(cx+ dy)), onde r1 = x,
r2 = y e r3 = f(ax+ by) + g(cx+ dy). Aplicando o Laplaciano nas coordenadas da
parametrização de S tem-se que

∆Ir1 = ∂2(x)
∂x2 + ∂2(x)

∂y2 = 0. (3-7)

De forma análoga segue que

∆Ir2 = ∂2(y)
∂x2 + ∂2(y)

∂y2 = 0. (3-8)
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Calculando ∆Ir3 tem-se que

∆Ir3 = ∂2(f(ax+ by) +g(cx+dy))
∂x2 + ∂2(f(ax+ by) +g(cx+dy))

∂y2

= f
′′
(ax+ by)a2 +g

′′
(cx+dy)c2 +f

′′
(ax+ by)b2 +g

′′
(cx+dy)d2

= f
′′
(ax+ by)(a2 + b2) +g

′′
(cx+dy)(c2 +d2).

Assim, impondo a condição do operador Laplaciano com relação a Primeira
Forma Fundamental e omitindo os termos dentro dos parênteses e fazendo λ3 = λ

segue que

λ(f +g) = f
′′
(ax+ by)(a2 + b2) +g

′′
(cx+dy)(c2 +d2). (3-9)

Note que essa equação diferencial parcial é de variáveis separáveis, e pode-se
considerar três possibilidades, a saber, λ= 0, λ < 0 e λ > 0.

• Caso λ= 0. Se tem-se λ= 0, a equação se reduz a

f ′′(a2 + b2) =−g
′′
(c2 +d2).

Assim, como as variáveis são separáveis, segue que

g′′ =−(a2 + b2)
(c2 +d2)f

′′
= c̄1.

Donde
g

′′
=−c̄1

(a2 + b2)
(c2 +d2) (3-10)

integrando a equação (3-10), e colocando c1 = c̄1
2 , segue que:

g(v) = c1
(a2 + b2)
c2 +d2 v2 + c3v+ c̄5

De forma análoga, obtém-se que

f(u) = c1u
2 + c2u+ c̄4.

Assim, fazendo c4 = c̄4 + c̄4 tem-se que

z(x,y) = c1u
2 + c1

(a2 + b2)
c2 +d2 v2 + c2u+ c3v+ c4. (3-11)

• Caso λ 6= 0. Neste caso, utilizando a equação (3-9) segue que existe µ ∈R tal
que
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(a2 + b2)f
′′
−λf = µ=−(c2 +d2)g

′′
+λ. (3-12)

Resolvendo a equação (3-12) para f e g segue que

f
′′
− λ

(a2 + b2)f = µ

(a2 + b2) (3-13)

e
g

′′
− λ

(c2 +d2)g =− µ

(c2 +d2) (3-14)

A solução dessa equação diferencial ordinária de segunda ordem é obtida a
partir da equação característica. Assim ,a solução é

1. Se λ > 0,

f(u) = c1e

(√
λ

a2+b2
u
)

+ c2e

(
−
√

λ
a2+b2

u
)
− µ
λ

(3-15)

e
g(v) = c1e

(√
λ

c2+d2 v
)

+ c2e

(
−
√

λ
c2+d2 v

)
+ µ

λ
(3-16)

2. se λ < 0,

f(u) = c1 cos
√ λ

a2 + b2
u

+ c2 sin
−

√
λ

a2 + b2
u

− µ
λ

(3-17)

e

g(v) = c1 cos
√ λ

c2 +d2v

+ c2 sin
−

√
λ

c2 +d2v

+ µ

λ
(3-18)

onde c1, c2, c3 e c4 ∈ R.

�

Exemplo 3.6 Seja S uma superfície translacional afim de tipo 1 em I3 que é o
gráfico de

z(x,y) = cos(x+y) + sin(x−y),−π ≤ x,y ≤ π.

Então ela satisfaz ∆Iri = λiri para λ1 = λ2 = 0 e λ3 =−2. Seu gráfico está plotado
na figura (3.1). Note que u= x+y, v = x−y. Assim, a= 1, b= 1, c= 1 e d=−1.
Logo,

f(u) = cos(x+y)

g(v) = sin(x−y).
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Aplicando o operador Laplaciano com relação à Primeira Forma Fundamen-
tal, segue que

∆Ir3 =−2(cos(x+y) + sin(x−y)) =−2r3.

Figura 3.1: z(x,y) = cos(x+y) + sin(x−y))

Abaixo segue um exemplo de superfície que satisfaz ∆Iri = λiri. Ela é o
gráfico de uma função que envolve funções trigonométricas hiperbólicas.

Exemplo 3.7 Considere a superfície translacional afim de tipo 1 em I3 dada por

X(x,y) = (x,y,2cosh(x+y) + 2cosh(x−y))

.
Ela satisfaz ∆Iri = λiri para λ1 = λ2 = 0 e λ3 = 2. Seu gráfico está na figura

(3.2). Note que u= x+y, v = x−y. Assim, a= 1, b= 1, c= 1 e d=−1. Logo,

f(u) = 2cosh(x+y)

g(v) = 2cosh(x−y).
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Aplicando o Operador Laplaciano com relação à Primeira Forma Funda-
mental, segue que

∆Ir3 = 2(cosh(x+y) + cosh(x−y)) = 2r3.

Figura 3.2: z(x,y) = 2cosh(x+y) + 2cosh(x−y)

3.2 Caso∆IIri = λiri

Com a definição dada em (3.1), é possível calcular os coeficientes de Segunda
Forma Fundamental de uma superfície translacional afim em I3. A proposição abaixo
é referente a esses coeficientes.
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Definição 3.8 Dada S uma Superfície parametrizada X(x,y) = (x(x,y),y(x,y), z(x,y)),
os coeficientes da Segunda Forma Fundamental são dados por:

L = 〈N,Xxx〉

M = 〈N,Xxy〉

N = 〈N,Xyy〉 .

Proposição 3.9 Seja S uma superfície translacional afim de tipo 1 em I3 gráfico
de uma função z(x,y) = f(ax+ by)+g(cx+dy). Então seus coeficientes da Segunda
Forma Fundamental são:

L = a2f
′′
(ax+ by) + c2g

′′
(cx+dy) = zxx (3-19)

M = abf
′′
(ax+ by) + cdg

′′
(cx+dy) = zxy (3-20)

N = b2f
′′
(ax+ by) +d2g

′′
(cx+dy) = zyy. (3-21)

Demonstração. Se S é uma superfície translacional afim de tipo 1 com parametri-
zaçãoX(x,y) = (x,y,f(ax+by)+g(cx+dy)), já é conhecido as derivadas de primeira
ordem Xx e Xy em (3-3) e (3-4).Assim, calculando as derivadas de segunda ordem
segue que

Xxx = (0,0,a2f
′
(ax+ by) + c2g

′
(cx+dy))

Xxy = (0,0,abf
′
(ax+ by) + cdg

′
(cx+dy))

Xyy = (0,0, b2f
′
(ax+ by) +d2g

′
(cx+dy))

Utilizando a definição (3.8) tem-se que

L = 〈N,Xxx〉= (Xx,Xy,Xxx)√
EG−F 2 = a2f

′′
(ax+ by) + c2g

′′
(cx+dy) = zxx

M = 〈N,Xxy〉= (Xx,Xy,Xxy)√
EG−F 2 = acf

′′
(ax+ by) + bdg

′′
(cx+dy) = zxy

N = 〈N,Xyy〉= (Xx,Xy,Xyy)√
EG−F 2 = b2f

′′
(ax+ by) +d2g

′′
(cx+dy) = zyy

�

Note que a matriz

52 z =
zuu zvu

zuv zvv

=
L M

M N

 (3-22)
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corresponde também aos coeficientes da segunda forma fundamental.

Definição 3.10 Seja S uma superfície que não possui pontos parabólicos, isto
é, K 6= 0 e φ uma função diferenciável. Então o Operador Laplaciano com
respeito a Segunda Forma Fundamental é dado por:

∆IIφ=− 1√
|ω|

 ∂

∂x

Nφx−Mφy√
|ω|

− ∂

∂y

Mφx−Lφy√
|ω|

 (3-23)

onde |ω|= LN −M2.

Lema 3.11 Seja S uma Superfície Translacional Afim em I3, gráfico da função
Z(x,y) = f(ax+ by) + g(cx+ dy) e L, M , N os coeficientes da Segunda forma
Fundamental. Então

Nx = ab2f
′′′

(ax+ by) + cd2g
′′′

(cx+dy)

My = ab2f
′′′

(ax+ by) + cd2g
′′′

(cx+dy)

Ly = a2bf
′′′

(ax+ by) + c2dg
′′′

(cx+dy)

Mx = a2bf
′′′

(ax+ by) + c2dg
′′′

(cx+dy).

Demonstração. Com efeito, a proposição (3.9) traz os coeficientes da Segunda
Forma Fundamental. Derivando e aplicando a regra da cadeia obtém-se o desejado.�

Lema 3.12 Se S uma superfície translacional afim am I3 dada pelo gráfico de
z(x,y) = f(ax+ by) + g(cx+ dy). Então, se ω é a matriz Hessiana de z dada em
(3-22), o determinante de ω, |ω| é

|ω|= LN −M2 = (ad− bc)2f
′′
g

′′
. (3-24)

Além disso,

|ω|x = (ad− bc)2(af
′′′
g

′′
+ cg

′′′
f

′′
)

|ω|y = (ad− bc)2(bf
′′′
g

′′
+dg

′′′
f

′′
)

Demonstração. De fato, tem-se que

|ω| = LN −M2

= (a2f
′′

+ c2g
′′
)(b2f

′′
+d2g

′′
)− (abf

′′
− cdg

′′
)

= a2d2f
′′
g

′′
+ c2b2f

′′
g

′′
−2abcdf

′′
g

′′

= (ad− bc)2f
′′
g

′′
.
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Como f = f(ax+ by) e g = g(cs+dy), aplicando-se a regra da cadeia, obtém-se as
derivadas de |ω| como o desejado. �

Proposição 3.13 Seja S uma superfície translacional afim de tipo 1 em I3 e φ uma
função diferenciável. Então seu operador de Laplace com relação a Segunda Forma
Fundamental é dado por

∆IIφ = (f ′′
g

′′)−2

2(ad− bc)
[
(−bφx+aφy)(f

′′
)2g

′′′
+ (dφx− cφy)f

′′′
(g

′′
)2
]

+ (f ′′
g

′′)−1

(ad− bc)2

[
(2abφxy− b2φxx−a2φyy)f

′′
+ (2cdφxy−d2φxx− c2φyy)g

′′]
.

Demonstração. Seja S uma superfície translacional afim de tipo 1 em I3. Utili-
zando a definição (3.10), colocando ω = |ω|e derivando, obtém-se

∆IIφ = − 1√
ω

{
(Nxφx+Nφxx−Mxφy−Mφxy)√

ω
− (Nφx−Mφy)ωx

2ω 3
2

− (Mxφx+Mφxy−Lyφy−Lφyy)√
ω

− (Mφx−Lφy)ωy
2ω 3

2

}

= −Nxφx+Nφxx−Mxφy−Mφxy
ω

+ (Nφx−Mφy)ωx
2ω2

+Myφx+Mφxy−Lyφy−Lφyxy
ω

+ (Mφx−Lφy)ωy
2ω2 .

Agrupando os termos de maneira diferente segue que

∆IIφ = (My−Nx)φx
ω

+ (Nωx−Mωy)φx
2ω2 + (Mx−Ly)φy

ω

+ (Lωy−Mωx)φy
2ω2 + Nφxx+ 2Mφxy−Lφyy

ω
.

Pelo Lema (3.11), o primeiro e o terceiro termo da equação acima são iguais
a zero. Assim,

∆IIφ= (Nωx−Mωy)φx
2ω2 + (Lωy−Mωx)φy

2ω2 + Nφxx+ 2Mφxy−Lφyy
ω

. (3-25)

Utilizando a proposição (3.9) e o lema (3.12), substituindo os valores de L,
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M , N , ω, ωx e ωy segue que

∆IIφ =

[
N(ad− bc)2(af ′′′

g
′′ + cg

′′′
f

′′)−M(ad− bc)2(bf ′′′
g

′′ +dg
′′′
f

′′)
]
φx

2(ad− bc)4(f ′′
g

′′)2

+

[
L(ad− bc)2(bf ′′′

g
′′ +dg

′′′
f

′′)−M(ad− bc)2(af ′′′
g

′′ + cg
′′′
f

′′)
]
φx

2(ad− bc)4(f ′′
g

′′)2

+ Nφxx+ 2Mφxy−Lφyy
(ad− bc)2(f ′′

g
′′) .

Ajustando os termos, segue que

∆IIφ =

[
(b2f ′′ +d2g

′′)(af ′′′
g

′′ + cg
′′′
f

′′)− (abf ′′ + cdg
′′)(bf ′′′

g
′′ +dg

′′
f

′′)
]
φx

2(ad− bc)2(f ′′
g

′′)2

+

[
(a2f

′′ + c2g
′′)(cf ′′′

g
′′ +dg

′′′
f

′′)− (abf ′′ + cdg
′′)(af ′′′

g
′′ + cg

′′
f

′′)
]
φy

2(ad− bc)2(f ′′
g

′′)2

+ (b2f ′′ +d2g
′′)φxx+ 2(abf ′′ + cdg

′′)φxy− (a2f
′′ + c2g

′′)φyy
(ad− bc)2f ′′

g
′′ .

Assim, simplificando termos, segue que

∆IIφ =

[
cb2(f ′′)2g

′′′ +ad2f
′′′(g′′)2−abd(f ′′)2g

′′′− bcdf ′′′(g′′)2
]
φx

2(ad− bc)2(f ′′
g

′′)2

+

[
da2(f ′′)2g

′′′ + bc2f
′′′(g′′)2−abc(f ′′)2g

′′′−acdf ′′′(g′′)2
]
φy

2(ad− bc)2(f ′′
g

′′)2

+ f
′′(−b2φxx+ 2abφxy−a2φyy) +g

′′(−d2φxx+ 2cdφxy− c2φyy)
(ad− bc)2(f ′′

g
′′)

logo,

∆IIφ = (f ′′)2g
′′′(cb2φx−abdφx+a2dφy−abcφy)

2(ad− bc)2(f ′′
g

′′)2

+ (g′′)2f
′′′(ad2φx− bcdφx+ c2bφy−acdφy)

2(ad− bc)2(f ′′
g

′′)2

+ (f ′′
g

′′)−1

(ad− bc)2

[
(2abφxy− b2φxx−a2φyy)f

′′
+ (2cdφxy−d2φxx− c2φyy)g

′′]
.
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Ajustando os termos da equação, tem-se o desejado

∆IIφ = (f ′′
g

′′)−2

2(ad− bc)
[
(−bφx+aφy)(f

′′
)2g

′′′
+ (dφx− cφy)f

′′′
(g

′′
)2
]

+ (f ′′
g

′′)−1

(ad− bc)2

[
(2abφxy− b2φxx−a2φyy)f

′′
+ (2cdφxy−d2φxx− c2φyy)g

′′]
.

. �

Teorema 3.14 Seja S uma Superfície Translacional Afim de tipo 1 em I3 que
satisfaz ∆IIri = λiri. Então, S é o gráfico de uma das seguintes funções:

• (λ1 6= 0,λ2 6= 0,0),
z(x,y) = ln

∣∣∣∣u 1
λ1 v

1
λ2

∣∣∣∣+ c1, c1 ∈ R

• (λ 6= 0,λ,0),
z(u,v) = ln

∣∣∣∣(uv)
1
λ

∣∣∣∣+ c1, c1 ∈ R

Demonstração. Seja S uma superfície translacional afim de tipo 1 em I3 que
satisfaz ∆IIri = λiri, λi ∈ R. Então, de (3-1) e pela equação do Laplaciano com
relação a segunda forma que aparece em (3.13) segue que

• Para ∆IIr1 = λ1r1, como r1 = x, substituindo φ= x na equação do Laplaciano
dada em (3.13) obtém-se

1
2(f ′′

g
′′)2(ad− bc)

(
−b(f

′′
)2g

′′′
+df

′′′
(g

′′
)2
)

= λ1r1.

Donde

d
f

′′′

(f ′′)2 − b
g

′′′

(g′′)2 = 2(ad− bc)λ1x (3-26)

• Para ∆IIr2 = λ2r2, como r2 = y, substituindo φ= y na equação do Laplaciano
dada em (3.13) obtém-se

1
2(f ′′

g
′′)2(ad− bc)

(
a(f

′′
)2g

′′′
− cf

′′′
(g

′′
)2
)

= λ2r2.

Donde

− c f
′′′

(f ′′)2 +a
g

′′′

(g′′)2 = 2(ad− bc)λ2y (3-27)

• Para ∆IIr3 = λ3r3, como r3 = f(ax+by)+g(cx+dy), substituindo igualmente
φ= f(ax+by)+g(cx+dy) na equação do Laplaciano dada em (3.13) obtém-se
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∆IIr3 =

[
−b(af ′ + cg

′) +a(bf ′ +dg
′)
]

(f ′′)2g
′′′ +

[
d(af ′ + cg

′)− c(bf ′ +dg
′)
]
f

′′′(g′′)2

2(ad− bc)(f ′′
g

′′)2

+

[
2ab(abf ′′′ + cdg

′′)− b2(a2f
′′ + c2g

′′)−a2(b2f
′′ +d2g

′′)
]
f

′′

2(ad− bc)2(f ′′
g

′′)

+

[
2cd(abf ′′′ + cdg

′′)−d2(a2f
′′ + c2g

′′)− c2(b2f
′′ +d2g

′′)
]
g

′′

2(ad− bc)2(f ′′
g

′′)

= (ad− bc)g′(f ′′′)2f
′′′ + (ad− bc)f ′(g′′)2f

′′′

2(ad− bc)(f ′′
g

′′)2 + 2(ad− bc)2g
′′
f

′′

(ad− bc)2f ′′
g

′′

Donde segue que
g

′
g

′′′

2(g′′)2 + f
′
f

′′′

2(f ′′)2 −2 = λ3(f +g).

Assim, multiplicando ambos os lados por 2,

g
′
g

′′′

(g′′)2 + f
′
f

′′′

(f ′′)2 −4 = 2λ3(f +g). (3-28)

Para se obter as soluções faz-se necessário resolver o sistema de equações
formado por (3-26), (3-27) e (3-28). Considerando ad− bc 6= 0, pode-se distinguir
dois casos baseados nas constantes a, b, c e d.

Caso A. Neste caso, considera-se que duas das constantes a, b, c, d são zero.
Sem perda de generalidade pode-se supor que (b= c= 0) e (a= d= 1). Assim,
as equações dadas em (3-26) e (3-27) se resumem a

f
′′′

(f ′′)2 = 2λ1x (3-29)

e
g

′′′

(g′′)2 = 2λ2y. (3-30)

Note que se λ1 = λ2 = 0, tem-se uma contradição de (3-28), devido o fato de f
e g serem funções não constantes. Assim, é necessário considerar os seguintes
casos.

Caso A.1. Se λ1 = 0, segue que f ′′′ = 0. Daí substituindo (3-29) e (3-30)
em (3-28) segue que

2λ2yg
′
−4 = 2λ3(f +g).

Donde tem-se que
λ2yg

′
−2 = λ3g. (3-31)
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e λ3f = 0. Assim, λ3 = 0 e a equação (3-31) se reduz a λ2yg
′ = 2, cuja

solução é
g(y) = 1

λ2
ln(y) + c1, c1 ∈ R.

Derivando a função g e substituindo em (3-30), tem-se uma contradição
visto que

g
′′′

(g′′)2 = λ2y,

diferente do apresentado em (3-30), que é 2λ2y.

Caso A.2. Se λ2 = 0, segue que g′′′ = 0. Da mesma forma mencionada
no caso A.1, obtém-se λ3 = 0 e

f(x) = 1
λ1

ln(x) + c1, c1 ∈ R.

E, analogamente tem-se uma contradição de (3-29).

Caso A.3. Neste caso, são considerados λ1λ2 6= 0. Assim, substituindo
(3-29) e (3-30) em (3-28), segue que

λ1xf
′
+λ2yg

′
−2 = λ3(f +g). (3-32)

Assim, o caso A.3 pode ser dividido considerando λ3 = 0 e λ3 6= 0.

Caso A.3.1. Se λ3 = 0, então

λ1xf
′
+λ2yg

′
= 2. (3-33)

Aqui tem-se a soma de duas equações com variáveis separáveis sendo
igual uma constante, assim, λ1xf

′ =ψ e λ2yg
′ = 2−ψ , cujas soluções

são
f(x) = ψ

λ1
ln(x) + c1 (3-34)

e
g(y) = 2−ψ

λ2
ln(y) + c2 (3-35)

Agora, é necessário encontrar o valos de ψ. Para isto, substitui-se as
soluções encontradas em (3-29) e (3-30) e obtém-se

f
′′′

(f ′′)2 = 2λ1x= 2λ1x

ψ
(3-36)
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e
g

′′′

(g′′)2 = 2λ2y = 2λ2y

ψ
(3-37)

donde tem-se ψ= 1 e assim unindo (3-34) e (3-35) obtém-se a solução

z(u,v) = ln
∣∣∣∣x 1

λ1 y
1
λ2

∣∣∣∣+ c1, c1 ∈ R.

Caso A.3.2.Se λ3 6= 0, então, voltando na equação (3-32), tem-se
que

λ1xf
′
−λ3f = µ= λ2yg

′
−λ3g,µ ∈ R∗. (3-38)

Resolvendo as equações dadas em (3-38) conclui-se que

f(x) =−2−µ
λ3

+ c1x
λ3
λ1 (3-39)

e
g(y) = µ

λ3
+ c2y

λ3
λ2 (3-40)

onde c1 e c2 ∈ R.
Procedendo como nos casos anteriores, quando substituímos essas
soluções encontradas em (3-39) e (3-40), percebe-se que não são
soluções de (3-29) e (3-30).

Caso B. Neste caso, supõe-se que no máximo um entre a, b, c e d é igual a
zero. Além disso, suponha que λ1 = 0 em (3-26). Assim, segue que

df
′′′

(f ′′)2 −
bg

′′′

(g′′)2 = 0. (3-41)

Assumindo que b, d 6= 0, já que apenas um entre a, b, c e d pode ser zero e
voltando na equação (3-41), segue que

f
′′′

(f ′′)2 = c1
d

(3-42)

e
g

′′′

(g′′)2 = c1
b
. (3-43)

Se c1 = 0, segue que
f

′′′

(f ′′)2 = g
′′′

(g′′)2 = 0. (3-44)

Substituindo em (3-28), tem-se que f+g=−2λ3, que é uma constante. Assim,
tem-se um absurdo, pois f ′′

g
′′ 6= 0. Caso contrário, considerando (3-43) e (3-
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44) em (3-27), resulta em c1
bd = 2λ2, o que não é possível, uma vez que y é uma

variável independente. Isto implica que λ1 deve ser diferente de zero e pode
ser similarmente mostrado que λ2 também é diferente de zero. Daí de (3-26)
e (3-27), segue que

df
′′′

(f ′′)2 −
bg

′′′

(g′′)2 = 2(ad− bc)λ1x (3-45)

− cf
′′′

(f ′′)2 + ag
′′′

(g′′)2 = 2(ad− bc)λ2y. (3-46)

Multiplicando (3-45) por c e (3-46) po d tem-se que

cdf
′′′

(f ′′)2 −
cbg

′′′

(g′′)2 = 2c(ad− bc)λ1x (3-47)

− cdf
′′′

(f ′′)2 + adg
′′′

(g′′)2 = 2d(ad− bc)λ2y. (3-48)

Somando (3-47) e (3-48) obtém-se

g
′′′

(g′′)2 = 2(cλ1x+dλ2y). (3-49)

De maneira análoga, multiplicando (3-45) por a e (3-46) por b e somando as
equações obtidas segue que

f
′′′

(f ′′)2 = 2(aλ1x+ bλ2y). (3-50)

Condição de compatibilidade em (3-49) ou (3-50) dá λ1 = λ2. Colocando
λ1 = λ2 = λ e substituindo (3-49) e (3-50) em (3-28) tem-se

(2aλx+ 2bλy)f
′
+ (2cλx+ 2dλy)g

′
= λ3(f +g) (3-51)

2λ(ax+ by)f
′
+ 2λ(cx+dy)g

′
−4 = λ3(f +g). (3-52)

Como u= ax+ by e v = cx+dy são os parâmetros de coordenadas afim, segue
que

λuf1 +λvg
′
−2 = λ3(f +g). (3-53)

Assim ,é possível dividir a equação (3-53) em dois casos.
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Caso B.1. Se λ3 = 0, a equação (3-53) se reduz a

λuf
′
+λvg

′
= 2. (3-54)

Assim, como λuf ′ +λvg
′ = 2 segue que λuf ′ = ψ e λvg′ = 2−ψ. Resol-

vendo as equações diferenciais acima tem-se

f(u) = ψ

λ
ln(u) + c1 (3-55)

e
g(v) = 2−ψ

λ
ln(v) + c2. (3-56)

Substituindo (3-55) e (3-56) em (3-49) e (3-50) respectivamente, tem-se
qu ψ = 1. Assim,

z(x,y) = ln
∣∣∣∣(uv)

1
λ

∣∣∣∣
Caso B.2. Se λ= λ3 6= 0 , pode-se reescrever a equação como

λuf
′
−λ3f −2 = µ=−λvg

′
+λ3g,µ ∈ R. (3-57)

Resolvendo (3-57) tem-se

f(u) =−2 +µ

λ3
+ c1u

λ3
λ (3-58)

e
g(v) = µ

λ3
+ c2v

λ3
λ (3-59)

onde c1 e c2 ∈ R.
Considerando (3-58) e (3-59) em (3-49) e (3-50), encontramos, respecti-
vamente, λ3 = 0, porém isso é uma contradição.

�
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Exemplo 3.15 Considere a superfície translacional afim de tipo 1 em I3 dada por

X(x,y) = (x,y, ln(x+y) + ln(x−y))

.
Ela satisfaz ∆IIri = λiri para λ1 = 1 e λ2 = 1 e λ3 = 0. Seu gráfico está na

figura (3.4). Note que para este caso tem-se u= x+y e v = x−y. Assim,

f(u) = ln(x+y)

g(v) = ln(x−y).

Além disso a = b = c = 1 e d = −1. logo, ad− bc = −2. Calculando as derivadas de
f e g com relação aos parâmetros u e v segue que:

f(u) = ln(u)

f
′
(u) = 1

u

f
′′
(u) = − 1

u2[
f

′′
(u)
]2

= 1
u4 = 1

(x+y)4

f
′′′

(u) = 2
u3 = 2

(x+y)3

da mesma forma:

g(v) = ln(v)

f
′
(v) = 1

v

f
′′
(v) = − 1

v2[
f

′′
(v)
]2

= 1
v4 = 1

(x−y)4

f
′′′

(v) = 2
v3 = 2

(x−y)3 .

Assim, aplicando os valores das derivadas encontradas acima no Operador Laplaci-
ano da definição (3.13), obtém-se:

∆II(x) = −1
4(x+y)4(x−y)4

[
− 1

(x+y)4
2

(x−y)3 −
2

(x+y)3
1

(x−y)4

]

= −1
4(x+y)4(x−y)4

[
−2(x−y)−2(x+y)

(x+y)4(x−y)4

]
= 1x.
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De Forma análoga, mostra-se que

∆II(y) = 1y.

Figura 3.3: z(x,y) = ln(x+y) + ln(x−y)

Exemplo 3.16 Considere a superfície translacional afim de tipo 1 em I3 dada por

X(x,y) = (x,y, ln(x−y) + ln(2x+y))

.
Ela satisfaz ∆IIri = λiri para λ1 = 1 e λ2 = −1

3 e λ3 = 0. Seu gráfico está
na figura (3.3). Note que para este caso tem-se u= x−y e v = 2x+y. Assim,

f(u) = ln(x−y)

g(v) = ln(2x+y).

Além disso a= d= 1, b=−1 e c= 2. logo, ad− bc= 3. Calculando as derivadas de
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f e g com relação aos parâmetros u e v segue que:

f(u) = ln(u)

f
′
(u) = 1

u

f
′′
(u) = − 1

u2[
f

′′
(u)
]2

= 1
u4 = 1

(x−y)4

f
′′′

(u) = 2
u3 = 2

(x−y)3

da mesma forma:

g(v) = ln(v)

f
′
(v) = 1

v

f
′′
(v) = − 1

v2[
f

′′
(v)
]2

= 1
v4 = 1

(2x+y)4

f
′′′

(v) = 2
v3 = 2

(2x+y)3 .

Assim, aplicando os valores das derivadas encontradas acima no Operador Laplaci-
ano da definição (3.13), obtém-se:

∆II(x) = 1
6(x−y)4(2x+y)4

[
1

(x−y)4
2

(2x+y)3 + 2
(x−y)3

1
(2x+y)4

]

= 1
6(x−y)4(2x+y)4

[
2

(x−y)4(2x+y)3 + 2
(x−y)3(2x+y)4

]

= 1
6 [2(2x+y) + 2(x−y)] = 1x

De Forma análoga, tem-se que

∆II(y) = 1
6(x−y)4(2x+y)4

[
1

(x−y)4
2

(2x+y)3 −
2

(x−y)3
2

(2x+y)4

]

= 1
6(x−y)4(2x+y)4

[
2

(x−y)4(2x+y)3 −
24

(x−y)3(2x+y)4

]

= 1
6 [2(2x+y)−4(x−y)] =−1

3y.
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Figura 3.4: z(x,y) = ln(x−y) + ln(2x+y)

Como os teoremas apresentados em (3.5) e (3.14) fornecem soluções bem
específicas para as funções que satisfazem as condições previamente dadas, grande
parte dos exemplos são diferenciados pela presença de constantes.
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