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Resumo

Policarpo Mendes de Andrade, Thamara. Superficies Translacionais
no Espaco Isotrépico. Goiania, 2019. 60p. Dissertacao de Mestrado.
Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Superficies Translacionais sao obtidas pela translacido de duas curvas contidas em
planos nao paralelos. Neste trabalho foram estudados resultados do artigo Aydin,
M.E; Ergut, M. Affine Translation Surfaces in the Isotropic Space, [3]. Sdo consi-
deradas Superficies Translacionais Afim de Tipo 1 no Espaco Isotrépico I3, obtidas
pela translacdo de duas curvas em planos nao necessariamente ortogonais. O ob-
jetivo foi caracterizar as Superficies Translacionais Afim de Weingarten, as quais
satisfazem certas condi¢oes de relagao entre as curvaturas Gaussiana e Média. Além
disso, foram obtidos resultados para as Superficies Translacionais que satisfazem
ALy = \iry, encontrando solucdes explicitas para a parametrizacio de tais super-
ficies. Alguns exemplos sdo apresentados, bem como os seus respectivos graficos que

foram plotados utilizando o software Matematica.

Palavras—chave

Espaco Isotropico, Superficies Translacionais, Superficies de Weingarten.



Abstract

Policarpo Mendes de Andrade, Thamara. ... Goidnia, 2019. 60p. MSc.
Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal
de Goias.

Translation Surfaces are obtained by translating curves contained in non-parallel
planes. In this paper, the results of the Aydin, M. E; Ergut, M. Affine Translation
Surfaces in the Isotropic Space [3]. Are considered the Affine Translation Surfaces
type 1 in the Isotropic 3- Space I3, obtained for translating of two curves in the
planes not necessarily orthogonal. The objective was to characterize the Weingarten
Affine Translation Surfaces, which satisfy certain conditions with respect to gaussian
and mean curvatures. In addition, results were obtained for Translation Surfaces

AL = Ny, finding explicit solutions for the parameterization of such

satisfying
surfaces. Some examples are presented, as well as their respective graphs that were

plotted using the Mathematical software.

Keywords

Isotropic 3-space, Translation Surfaces, Weingarten Surfaces



Introducao

A Geometria Diferencial de Espacos Isotrépicos foi apresentada por Stru-
becker (1942), Sachs (1978, 1990a, 1990b), Palman (1979) e outros. Ja o estudo de
superficies Translacionais Afim foi introduzido por Liu e Yu (2017). A partir dai,
comegou-se o estudo de superficies Translacionais no Espago Isotrépico.

A Geometria Isotropica estuda as propriedades geométricas que sao preser-

vadas pelas transformacoes afim 7" : R? — R3 dadas por; T': (z,y,2) — (x/,yl, z/)

xr = a+xcos(¢)—ysin(o)
y = btasin()+ycos(o)
z/ = ct+ar+tceyt+=z

com a, b, ¢, c1, c2, » €ER.

O Estudo de Superficies Translacionais comegou com a descoberta da
Superficie Minima de Scherk e com esse advento, surgiu o interesse em estudos
sobre superficies Translacionais no Espaco Isotropico.

Uma superficie translacional no espaco Euclidiano R? dada pela translacio
de duas curvas em planos ortogonais é dado pelo grafico de uma funcao z(z,y) =
f(z)+g(y) para o sistema de coordenadas usuais de R3. A famosa Superficie
Translacional de R3 é a Superficie Translacional de Scherk, citada acima. Sua
equacao é dada por

1

(r,y) = - log

cos(cx)

,ce R—{0}

cos(cy)

e seu grafico pode ser encontrado em [7].
Em 2013, Liu e Yu [10] definiram uma superficie translacional afim em R3

como o grafico de uma fungao

z(z,y) = f(x)+9(y +axr),a € R—{0}

e descreveram as superficies translacionais afim minimas. Eles encontraram a



chamada superficie de Scherk afim dada de forma explicita como

1 o cos(evV 1+ a?x) e B
2@,y) = c1 & cos(cly+azx]) | €R—{0}

Essas superficies encontradas sao, de fato, as superficies translacionais
obtidas a partir da translagao de duas curvas em planos nao ortogonais. Entao Liu
e Jung [10], obtiveram uma caracterizacio das superficies translacionais afim em R3
com curvatura média constante arbitraria. Logo apés, Yang e Fu [16] classificaram
as superficies translacionais afim com curvatura Gaussiana constante.

No espaco isotrépico I3 existem trés diferentes tipos de superficies translaci-
onais afim que sao obtidas a partir da translagao de duas curvas contidas em planos
ortogonais ver [12]. Abaixo estdo apresentados esses tipos bem como as caracteris-

ticas principais de cada um deles.

Tipo 1. Duas curvas transladando nos planos isotrépicos ortogonais z =0 e
y=0,
2(z,y) = f(z)+9(y);

Tipo 2. Uma das curvas contidas no plano nao isotrépico z =0 e a outra, no
plano isotrépico x = 0,

y(e,2) = f(x) +9(2);

Tipo 3.Duas curvas transladando que estao contidas nos planos nao isotrépi-

cosy—z=mey+z=m,

=30 () w021

onde z, y e z sdo as coordenadas padrdo em I®. Uma superficie de um tipo, nio
pode ser levada em outro tipo por isometrias de I3.Cada superficie com curvaturas
média e gaussiana constante sdo obtidas em [12] bem como as de Weingarten. Em
[3] Aydin e Ergut apresentam uma caracterizagao para as superficies translacionais

afim de Tipo 1 que satisfazem
AI’HTZ' = )\Z‘TZ',/\Z‘ c R,i = 1,2,3,

onde r; é o vetor posicao da superficie, e A1 é o operador Laplaciano com relacdo
a Primeira e Segunda Forma Fundamental respectivamente.
No presente trabalho foi realizado um estudo sobre Superficies Translacio-

nais Afim no Espaco Isotrépico I3 que satisfazem as seguintes condicoes:

e Superficies Translacionais Afim de Weingarten satisfazendo K, Hy, — Ky H, =0



e Superficies Translacionais Afim de Weingarten satisfazendo a K + H =~

e Superficies Translacionais Afim Satisfazendo AL r; = A\

Sao apresentados resultados, isto é, parametrizacoes de superficies que

satisfazem cada um das condi¢oes abaixo, bem como exemplos de tais superficies.
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CAPITULO 1

Geometria Isotrépica

Isotropia é uma palavra que vem do Grego, Iso (igual), Tropos (Caminho).
Em varias areas do conhecimento, tais como fisica e engenharia é comum encontrar
esse termo. Na fisica, uma determinada substancia é considerada isotropica se esta
possui as mesmas propriedades fisicas independente da dire¢ao tomada.

Neste capitulo sera tratada a teoria da Geometria Isotropica, que basica-

mente utiliza projecoes que vao do espaco isotrépico I? em R2.

1.1 Teoria de curvas

A Geometria Isotropica estuda as propriedades geométricas que sao preser-

vadas pelas transformacoes afim 7 : R? — R3 dadas por; T: (z,y,2) — (x/,yl, z/)

x = a+xcos(¢)—ysin(o)
y/ = b+ xsin(¢)+ycos(o) (I-1)
o ctcrx+coy+z

com a, b, ¢, c1, c2, » €ER.

Definicdo 1.1 O espaco vetorial afim R? é chamado Espaco Isotrépico e serd
denotado por I3. O grupo formado pelas transformacées afim T com a operacdo
composicao é chamado de Grupo de Movimentos Isotréopicos e serd denotado

por Gg. A geometria (I3,Gg) é a Geometria Isotrépica de movimentos.

Abaixo sao apresentados alguns resultados que diz respeito as propriedades

que sdo preservadas pelas transformagoes afim dadas em (1-1).

Teorema 1.2 Sejam | uma reta contida em I? que passa pelo ponto (ag,bg,co) € I3

paralela ao eizo z, e T € Gg. Entao a reta T(l) é paralela ao eizo z.

Demonstracao. Como [ é paralela ao eixo z, sua equacao pode ser escrita da forma:

l(t) = (CL(), bo, C()) +t(0, O,Z())
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onde zg # 0 constante, e t € R. Aplicando a transformacao afim 7" sobre [, tem-se:

T(l) = T((CLQ,bQ,CU thZo))
= (a+agcos(¢) —bosin(¢),b+ agsin(¢) + bocos(¢),c+ crap+ cabo + co + t20)
= (a+agcos(¢) —bosin(¢),b+agsin(¢) 4 bocos(¢),c+ crao+ cabo + o) + (0,0, 29).

Logo, T'(1) é uma reta que passa pelo ponto (a+ agcos(¢)+bgsin(¢), b+ agsin(¢p) +
bo cos(),c+ crag+ caby + ) com vetor diregao dado por (0,0, z). O

O Teorema (1.2) mostra que as retas paralelas ao eixo z preservam a sua

direcdo sobre T' € Gg. Assim, essa é uma propriedade invariante.

Definicao 1.3 As retas paralelas ao eixo z sdio chamadas Retas Isotropicas,

planos que contém tais retas sao denominados Planos Isotrépicos.

Definicdo 1.4 Seja 7 : I3 — R? dada por:

’/T(.’L',y,Z) = ([B,y) (1_2)
esta projecao especial é chamada de Vista por Cima.

E notério que planos e retas isotropicas sao levados em retas e pontos, respectiva-

mente, pela projecao Vista por Cima.

Figura 1.1: Vista por cima: Reta e Plano Isotropico

e

Rets Plsno
Isotropica Isotropico

—
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Note que um movimento isotrépico 7' € Gg é um movimento Euclidiano pela

Vista por cima, pois

T = a4z cos(¢) —ysin(¢)

/

y = b+uxsin(d)+ycos(o)

T é composta pela rotagao por um angulo ¢ seguida de uma translacao pelo vetor
(a,b)T.

Definicao 1.5 Sejam A = (x1,y1,21), B = (22,92, 22) dois pontos de I3. A Distdan-

cia Isotropica D; entre A e B € dada por:

Di(A, B) = d(r(A),w(B)) = \/(x1 — 22)2 + (y1 — y2)?

onde m(A) = (x1,y1), T(B) = (x2,12) e d é a distincia usual de R?.
Teorema 1.6 A distancia isotropica D; € uma propriedade invariante sobre T € Gg.

Demonstragdo. Para demonstrar o teorema ¢é necessario que D;(T'(A),T(B)) =
D;(A,B). Assim, sejam A = (z1,y1,21) ¢ B = (x2,12,22) € I3. Pela definicio (1.4)

segue que:

m(T(A)) = (a+x1cos(¢) — yr1sin(¢),b+ xysin(¢) + y1 cos(¢))

7(T(B)) = (a4 xz2c08(¢) — y2sin(¢p), b+ xosin(g) + ya cos(¢)).

Aplicando na defini¢ao (1.5) implica que:

Di(T(A),T(B))? = d(n(T(A)),x

) — (y1 — y2)sin(¢))”
(1 — 2)sin(¢) + (y1 — y2) cos ()]
2cos?(¢) + (y1 — y2)? sin’(¢)
25in?(¢) + (y1 — yo2)? cos>(¢)

+

+
~~ ~~ ~~ —~ T
8
—
|
=
[\
~— — ~— ~—

= 931—$22+(?/1—y2)2
= d(n(A),7(B))?
= D;(A,B)?
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Definicdo 1.7 Seja | C I? wma reta isotrépica. Dois pontos diferentes sobre 1, isto
¢, A= (x,y,21) e B=(z,y,22) €1 com z1 # 2o tém distancia isotropica zero, tais

pontos sao chamados pontos paralelos. A diferenca
ds(A,B) = |Z1 — 22|
¢ chamado Vazamento da Distancia isotropica ou s - Distancia.

Teorema 1.8 A s - distancia é uma propriedade geométrica invariante sobre T €
Gg.

Demonstragdo. Sejam A = (1,y,21) e B = (2,y,22) € I dois pontos paralelos.

Tem-se que

T(A) = (a+xcos(¢)+ysin(p),b+ xsin(¢) +ycos(¢),c+crz+ coy + 21)

e
T(B) = (a+xcos(¢) + ysin(¢),b+ xsin(¢) +ycos(@),c+ c1x+ coy + 22)
Assim,
T(B)—T(A)=(0,0,20 — 21)
donde

ds(T(A), T(B)) = z0— 21 = ds(A, B).

Definicao 1.9 O dangulo entre duas retas nao isotrépicas é o angulo Fucli-
diano das retas vistas por cima. O dngulo entre uma reta nao isotrépica |
e um plano nédo isotrépico o é zero se sio paralelos em I3. Caso contrdrio,
eles intersecio em um ponto p € I3. Tomando-se dois pontos paralelos Q, E tais que
QeleFEca, eDip,Q)=D;p E)=1, define-se o dngulo entre a reta l e o plano
a como 0 :=ds(E,Q). A figura 1.2 mostra com detalhes a defini¢io de um dngulo

entre reta e plano.
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Figura 1.2: Angulo entre uma reta e um plano
3 r

Teorema 1.10 O angulo entre uma reta nao isotropica | e um plano nao isotrépico

a € uma propriedade geométrica invariante sobre T' € Gg.

Demonstragdo. Sejam A, B € I3. Combinando o teorema (1.8) com a definicao de

angulo tem-se o desejado. O

Definicao 1.11 Sejam ay, as dois planos nao isotropicos com imagens z = uix +

vy +wy e 2z = usx + vy + wa, respectivamente. Define-se:

Ylar,az) = \/(uz — 1) + (vg — v7) (1-3)

como sendo o angulo entre os planos nao isotropicos a1 e ay .

Considere uma curva ¢: I C R — I? de classe C?ca qual ndo possui retas
tangentes isotrépicas tem representacao c(t) = (z(t),y(t),z(t)) com t € I. Entao

T(c(t)) = (a+x(t) cos(d) +y(t)sin(¢), b+ (t) sin(@) +y(t) cos(), ¢ +er(t) + 2y () + 2(1))

¢ a imagem de uma transformacgao afim T' aplicada nas fung¢oes coordenadas da

curva c.

Definicdo 1.12 Comprimento de Arco Isotrépico. Seja c: 1 C R — I3 de

classe C?ca qual ndo possui retas tangentes isotrpicas. Entdo define o comprimento

)

de arco isotropico como:

s(c(t)) = Hﬂ' (dfi(tt)
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onde ||.|| é a norma usual de R?.

Teorema 1.13 O comprimento de arco isotropico é uma propriedade geométrica
invariante sobre T € Gg.
Demonstracdo. Seja c(t) = (z(t),y(t),2(t)) CI? u acurva de classe C?. Como

D — (a4 (Dcos(9) 4/ (sin(9),b+2' ()sin() +y (0 cos(d), e exz’ (0)-+eay' () +2 (1)

entdo pela definigao (1.12), tem-se:

o - (250)]

= /I () cos(6) —y/ () sin(9)]2 + [ (1) sin(6) +y/ (t) cos(9)]2
— ¢<x'<t>>2[cos2< >+sm ()] + (3 (1))[cos2(¢) +sin>(¢)
= @02+ (1)?

= [[r(c®)]]

= s(c(t)).

Definicdo 1.14 Seja ¢: I C R — I? wma curva de classe C? que nio possui retas
tangentes isotropicas. Além disso, considere c(t) parametrizada pelo comprimento de

arco isotropico s(t) = 1. Define-se:

- (501

Se HW(CN (to))H =0 para algum tg € I, a curvatura da curva ¢ em ty como k(c(tg)) =

D[ se|[x(" (1)]| #0

z (to). A fungao k é chamada curvatura isotrépica da curva c emt € 1.

Teorema 1.15 A curvatura k de uma curva ¢ € I? € uma propriedade geométrica

invariante sobre T € Gg

Demonstragdo. Seja c(t) = (z(t),y(t),2(t)) C I? uma curva de classe C2. Como

2 C " " " " " " "
T — (0" (1) cos() ' (1sin(6).2” (§)sin(6) +4" (1) cos(). 2’ (1) +eay’ () 42" (1)
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entao pela defini¢ao (1.14), tem-se:

20
e - ()]

=/l (t) cos(6) — " (£)sin()]2 + [ (£)sin($) + (1) cos())?
= /" <t>>2[cos2< 9) +sin2(6)] + (3 (1))2[cos(¢) +sin()]
= /@ <t>> (' (1)?

E%

I
|
/N
o
S—
=
e&-
\_/

Definicdo 1.16 Seja c: I C R —I? uma curva de classe C? a qual ndo possui retas

tangentes isotrdpicas. Se k(c(t)) # 0, o vetor normal principal é definido por:

¢ (t)
n(t) = (1-4)
[lw (@)l

Definicdo 1.17 Dados dois vetores u,v € I?, diz-se que u é ortogonal isotrépico
a v se (m(u),m(v)) =0.

Teorema 1.18 O wetor normal principal € ortogonal isotropico a cl(t) e satisfaz

¢ (t) = k(c(t))n(t).

Demonstragdo. Considere c(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € I3 uma curva de classe C2. Além

disso, suponha que ¢(t) é parametrizada pelo comprimento de arco isotrépico. Entao

I (C )| = (@ 0.y 0. 0.5 @) =1 (1-5)

Derivando a expressao (1-5) em relagao a t, obtém-se:

dl|m " ! !
H( ol 2((" ()9 (1), (@' (1,5 (1))
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1.2 1 - Circunferéncias e 1 - Esferas

Definicao 1.19 Uma i - circunferéncia do tipo eliptica em um plano nao
isotropico P ¢ uma elipse em P onde sua projegio pela vista de cima é uma
circunferéncia Fuclidiana. Essa i - circunferéncia do tipo eliptica com centrom € P,
e raio (r > 0) € o conjunto de pontos x € P tais que Di(m,x) =r. A figura abaizo

apresenta um esquema enfatizando uma i - circunferéncia do tipo eliptica,

Figura 1.3: i - circunferéncia do tipo eliptica em um plano
ndo isotropico

! S
N\

P

\
_—
/Léo //n

e — /

Note que uma i - circunferéncia do tipo eliptica é a curva obtida pela

interseccao de um cilindro vertical e um plano nao isotrépico.

Definicao 1.20 Uma i - circunferéncia do tipo parabolica é uma pardibola com

eixo z paralelo, portanto, ela estd necessariamente contida em um plano isotropico
P;.

Uma 7 - circunferéncia do tipo parabdlica nao pode ser observada como um
conjunto de pontos os quais a distancia isotrépica D; de um ponto fixo m é sempre
um numero r > (0, porém ela pode ser vista como uma curva com curvatura isotrépica
constante. Para isso, seja ¢(t) uma i - circunferéncia do tipo parabdlica no plano
isotropico P; que nao possua retas tangentes isotropicas, além disso, sem perda de
generalidade, suponha y =0 em P;. Entao a componente z(t) pode ser escrita como
2(t) =at® +bt+ccoma, b, c € R. Logo c(t) = (£,0,at?+bt+c), donde ¢ (t) = (0,0,2a).

assim, a curvatura isotrépica da curva c(t) é igual a 2a uma constante.

Definicao 1.21 As i - esferas do tipo parabdlico sao dadas por grificos de funcoes

do tipo
A
z(z,y) = §(x2+y2) +Bx+Cy+D (1-6)
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Figura 1.4: i - circunferéncia do tipo parabdlica

z - N
/%
P U
c(

N(c'()

)

com A, B, C, DeR, A#0. As i - esferas do tipo parabélico sio divididas em dois

casos:

(i) Tipo 1. A i - esfera parabdlica do tipo 1 tem equagio da forma

(a,9) = 5 +47) (-7)

onde R = % ¢ chamado de raio da i - esfera parabolica.

(i) Tipo 2. A i - esfera de tipo 2 tem equagdo da forma
2+ =r2r>0, (1-8)
onde r é chamado raio da 1 - esfera de tipo cilindrico.

Note que em uma perspectiva Euclidiana, sao paraboloides de revolucao
com eixo paralelo ao eixo z. As intersegoes dessas 7 - esferas do tipo parabdlico com
planos P serao sempre ¢ - circunferéncias. Se P nao é um plano isotrépico, entao a
intersecdo é uma i - circunferéncia do tipo eliptica. Se P é um plano isotropico, a
intersecao se torna uma ¢ - circunferéncia do tipo parabdlica.

As intersecoes das i-esferas do tipo cilindrico com planos nao isotrépicos P

serdo sempre 7 - circunferéncias do tipo eliptica.
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Figura 1.5: ¢ - esferas
Tipo parabdlico
4

} Tipo cilindrico

/—\
u

N
\*v

5
X

1.3 Teoria de Superficies tipo grafico

Teorema 1.22 Seja p um ponto de uma superficie reqular S. Entao S € localmente
o grdfico de uma fungdo diferencidvel z = z(u,v) em p = (u,v) se, e somente se, S

nao tem planos tangentes isotropicos.

Demonstracdo. Seja S uma superficie regular obtida como o grafico de uma
fungao diferenciavel z = z(u,v). Assim, S tem parametrizacao da forma X (u,v) =

(u,v, 2(u,v)), onde z estd definida nos pontos p = (u,v) de um aberto U C R?. Logo,

Xu(u,v) = (1,0, zy(u,v))

Xp(u,v) = (0,1, 2y (u,v)).

Portanto, o vetor normal unitdrio do plano tangente da superficie S no ponto

p = (u,v) é dado por
Xu X Xy (—2zu, —2v,1)

[1Xu x Xol| NENE N

Como a terceira componente é diferente de zero para todo p € U, segue que S nao

N(u,v) =

possui planos tangentes isotropicos.
Por outro lado, considere X : U € R2 — S uma parametrizacio de S em

p=(u,v), isto é

X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € U
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Por hipotese, S nao tem planos tangentes isotropicos, portanto,

em X ~!(p) = ¢. Considere a aplicagdo 7o X : U — R?, entdo

mo X (u,v) = (z(u,v),y(u,v)),

e como % # 0, aplicando o teorema da fungdo inversa, tem-se a existéncia de

vizinhangas V de ¢, e W de w0 X (q), tais que (7o X) é um difeomorfismo entre V' e
W, como X é um homeomorfismo, X (V') é uma vizinhanga de p em S. Considere a
composta X tor™: (z,y) = (u(z,y),v(z,y)) com a funcio (u,v) — z(u,v), X (V)

é o grafico de uma fungao diferenciavel z = z(u(z,y),v(z,y)). O

A superficie regular S pode ser vista como o grafico de uma funcao
diferenciavel z = z(u,v) simplesmente fazendo a uniao de cada aberto W gerado

pela construcao anterior dado p € S.

Definicao 1.23 Uma segdo mormal de uma superficie reqular S no ponto p =
(u,v,2(u,v)) € S € a intersecio de S com um plano isotrépico P; que contém o

ponto P.

Teorema 1.24 As Curvaturas das curvas de uma superficie regular S dada pelo
grifico de uma fungdao z = z(u,v) no ponto p = (ug,vo, z(ug,v)) € S sdo dadas pelas

derivadas direcionais de z em (ug,vp).

Demonstragdo. Sejam X (u,v) = (u,v,z(u,v)) uma parametrizagdo da superficie
Sec:I CR— S uma curva dada pela intersecdo de S com um plano isotrépico
P; o qual contém o ponto p = (ugp,vo, z(up,v0)) = c(tp) para algum ¢ty € I. Fazendo
a projegao 7(c(t)) = (z(t),y(t)), tem-se que w(c(t)) é uma reta no plano XY com

vetor velocidade 77(0/ (t)). Portanto,

m(e(t)) = (x(to) + 1tz (to),y(to) +ty (to)),

onde z(tg) = up e y(to) = vo. Logo, c(t) pode ser parametrizada na superficie S como:

X(t) = (x(to) +t (o), y(to) +ty (o), 2(x(to) +ta (t0),y(to) +ty (to)))-
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Fazendo u(t) = z(to) +tz (tg) e v(t) = y(to) + ty (to) e derivando a expressdo em

relagao a t tem-se:

donde

(1), 2 (u(t), 0(8)u (8)2 4 zou (ult), 0(8))u (£)0 () +
() + 2 (u(t), () () + zou(u(t), v(8)0 (£)2+
zww(t),v(t))v () (1) + 2o (ult) 0 ()0 (£))

como (t) = v (t) =0, para todo t € I, tem-se que a curvatura da curva c(t) no

ponto p com respeito ao plano isotrépico P; é dada por:

F(e(to)) = zuu(u(to),v(to))u (to)® +2zus (ulto),v(t0))v (fo)u (f0) + 2vu (u(to), v(t0))v' (to)?

A curvatura k(c(tp)) pode ser representada por

k(c(to)) _ (u’ (to),'l)/ (to))T (Zuu(u(tO)av(tO)) Zvu(u(tO)aU(tO))) (ul(to),vl(to)) (1_9)

Zuv(u(tO)aU(tO)) zvv(u(tO)’ U(tO))

g

Definicao 1.25 Seja S uma superficie reqular dada pelo grifico de uma funcdo
diferencidvel z = z(u,v). Seja r € S* onde S' = {(x,y) € R%22 +¢y> =1}. A
curvatura normal isotrépica em p = (ug,vy,z(up,vo)) € S na dire¢io r € dada
por:

k(1) =T 7% 2(ug, v0) - 7 (1-10)

onde 7%z denota a Hessiana de z, e r é um vetor unitdrio em S*.

A matriz 722z é um operador simétrico ja que f é uma funcao diferencidvel.
Além disso ela é uma aplicagao auto adjunta e existe uma base ortonormal {ej, ez}
de R? tais que 72z(e1) = Ae1 e 2z(ea) = Aaes (isto é, e1 e ey sdo autovetores,e
A1 e Ao sdo auto-valores de \722). Na base {e1,e2}, a matriz de 722 é diagonal e os
elementos A1 e Ao, A1 < Ao da diagonal sdo o maximo e o minimo, respectivamente, da
forma quadratica Q(v) = <V2z(v),v> sobre o circulo unitério de R?. Assim, seguem

as definigoes abaixo.
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Definigao 1.26 Os valores extremos ki e ko de ky(r) sao dados pelos autovalores
da aplicacio linear 7%z sobre S*, elas sio chamadas curvaturas principais. As
correspondentes direcoes ortonormais 1 e ro € ST sdo autovetores de 7%z, elas sdo

chamadas de direcoes principais.

Definicao 1.27 Sejam ki e ko as curvaturas principais de S. Definam-se

K =kiky = det(sz) = Zuuvv — sz (1-11)

2H = k1 + ko = tr(7%2) = 2Zuu + Zo0. (1-12)

K ¢é chamada curvatura gaussiana isotrépica e H é chamada de curvatura

média isotropica.

Definicao 1.28 Seja S uma superficie reqular dada pelo grifico de uma funcdo
diferencidavel z = z(u,v). S € uma superficie minima isotropica se H =0, para todo

pES.

Proposicao 1.29 Se S é o grdfico de uma fungao diferencidvel z = z(u,v), tem-se

que S é minima isotropica se, e somente se, z € uma fun¢dio harmonica.

A demonstragao decorre imediatamente da defini¢ao (1-12).

Acima, na defini¢ao (1.28), ja foi definido K como a curvatura Gaussiana.
E possivel verificar que a versio isotrépica da Curvatura Gaussiana é exatamente
esta. Note que na versao isotropica a teoria de curvatura Gaussiana toma a i-esfera
parabolica Tipo 1.

() = 5 (7 +42).

Seja S uma superficie regular dada pelo grafico de uma funcao diferenciavel z =
z(z,y). A cada ponto p = (z,y,z(z,y)) € S associa-se como imagem Gaussiana o
ponto o(p) = (z,y,s(x,y)) cujo o plano tangente é paralelo ao plano tangente de S
em p, isto é, os vetores normais orientados Ny, Ny de p e o(p), respectivamente,
sao paralelos. Assim, existe A #£ 0 € R tal que Ny = ANy. Como N; = (% X %Z) =
(—2z,—2y,1), € No = (g—g X %‘;) = (—xz,—y,1). Observando a terceira componente
percebe-se que A =1, e assim, segue que & = 2z, Yy = 2y, €

o®) = (20,2524 D))

Com isso, a derivada da aplicacao o é dada por:
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Zxx Zyx
do = Zay Zyy (1-13)

Zyplax + ZyZay  Zxlyz t ZyZyy

Logo, a vista por cima da derivada da aplicacdo o dada em (1-13) coincide

com 572z, e assim, a curvatura K definida em (1-11) é de fato, a curvatura Gaussiana
de S.



CAPITULO 2

Superficies translacionais afim de

Weingarten

Neste capitulo sao abordadas algumas superficies translacionais afim de
Weigarten de tipo 1 no espaco isotrépico I3. Os teoremas (2.4) e (2.7) trazem uma

classificacao para tais superficies.

2.1 Conceitos basicos

No capitulo anterior foi realizado um estudo sobre o espaco isotrépico I?,
bem como a teoria de superficies do tipo grafico nesse mesmo espago. A seguir é
realizado um estudo classificatorio de superficies translacionais afim de Weingarten,
que consiste em classificar superficies que possuem relagoes diferenciaveis entre as
curvaturas Gaussiana e Média.

Uma Superficie Translacional de tipo 1 é obtida pela translacao de duas

curvas nos planos isotrépicos x =0 e y =0, sendo o grafico de uma func¢ao do tipo

z(z,y) = f(x)+9(y).

Definicdo 2.1 Seja S uma superficie que € o grifico em I® de uma funcdo diferen-

cidqvel z(x,y) = f(u)+g(v), onde
u=ax+by (2-1)

v=cr+dy (2-2)

Se ad —bc # 0, diz-se que a superficie S é uma superficie translacional afim

de Tipo 1 em I3 e o par (u,v) sio as coordenadas dos pardmetros afim.

Definicao 2.2 Uma superficie é dita de Weingarten, ou W- Superficie, desde
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que as curvaturas principais k1 e ko da mesma satisfazem a relacdo
W (ki, ko) = o.

Utilizando a formula encontrada em [6] seque que

ki = H+\H?>-K

ke = H—\H?-K.
Assim, pode-se concluir que uma superficie € de Weingarten se existe uma relacao
U(H,K)=0.

Se a matriz dos coeficientes dada em (2-1) e(2-2) for ortogonal, a superficie
se reduz a uma superficie translacional do tipo 1 em I3.
A proposicao abaixo apresenta as curvaturas Média e Gaussiana de uma

superficie translacional afim de Weingarten.

Proposicao 2.3 Seja S uma superficie translacional afim. Entdo suas curvaturas

média e Gaussiana sao dadas por

mnon

K=f g (ad—bc)? (2-3)

2H = f (a2 4+ +g (& +d?). (2-4)

Demonstragdo. Se S é uma superficie translacional afim, ela pode ser escrita como
o gréafico de uma fungao diferencidvel z = z(z,y) = f(ax+by) + g(cx + dy). Derivando
a funcdo z com respeito as parametros u e v, tem-se a Hessiana de z da forma:

( /la2 —"_ g//CQ fl/ab+g//cd>

f//ab+g//cd f// b2 _|_ g//d2
Utilizando as defini¢oes (1-11) e (1-12) segue que

2H = (f'a®+g )+ (f b +g d)
= (@40 +g (F+d)
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K = (f'@+g Vg @)~ (f bt g cay

= [ g (ad—bc)®

2.2 Superficies Translacionais Afim de Weingar-

ten satisfazendo K, H,— K ,H, =0

Nessa se¢ao é abordado o teorema (2.4) que trata de classificar superficies

translacionais afim de Weingarten em I? que satisfazem
K,Hy— K, H,; =0.

Teorema 2.4 Seja S uma superficie translacional afim de Weingarten satisfazendo

as sequintes condicoes.
K.Hy— KyH,; =0. (2-5)

Entao S é o grdfico de alguma das funcoes descritas abaixo.
e S ¢ o grdfico de

c1(a® +b?)

(02 n d2) v? + Ccou—+c3v+cyq

2(z,y) = cru’ +

e S ¢é o grdfico da funcao abaizo, se f”/ #0
2(2,y) = f(u) +e1v? + vty

ou
e S € o grdfico da funcdo abaizo, se fgm #0

2(z,y) = g(v) +eru® +cout ey

onde c1, c3, ¢3, ¢4 €ER e (u,v) sao as coordenadas dos parametros afim dados
em (2-1) e (2-2).

Demonstragdo. Seja S uma superficie translacional afim de Weingarten. Unindo
(2-3) e (2-4) e a hipotese K, Hy — KyH, = 0. Tem-se
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"o, oo 2 ", oo 2
mrrn " +b b_"_ +d d
kay —Kny = (f g (ad—bc)2a+f g (ad—bC)QC) (f (a' ) 5 g (C ) >

7 "neom "o, 2 ", oo 0
— ("¢ (ad=be)2b+ g (ad—bc)2d)<f (a +b)a—2|—g (c +d)c>

mneernoon "o

g g (ad=be)* (P +d®)—f g [ (ad—bc)’(a®+b7).

Como (ad —bc) # 0 segue que
kj‘rHy . Kny _ f///g//g/// (02 + d2) . f///g/// lf// (a2 + 62)

nmnm "

= [ (@ +1P)+g (A +d})) =0

Assim segue que
" 1

10 1 @+ 1) g (24 d) =0 (2:6)
Para resolver (2-6) deve-se solucionar os seguintes casos:

e Casol.f =0,g #0e fu(a2 +b2) £ g"(c2 +d?). Integrando £ com relacio

ao parametro u segue que
2
f(u) = ciu”+cou+cs3

Assim, z(z,y) = g(v) + c1u® + cau+c3, onde c1, c2 e c3 ER

e Caso 2.le #0, gm =0e fﬁ(a2 +b%) # g//(c2 +d?). E anélogo ao caso anterior,
assim z(z,y) = f(u) +c1v? +cov+cs, onde 1, cg e c3 ER

e Caso 3. fl/((IQ +b%) = g//(c2 +d?). Para este caso tem-se que

" B " <a2 + b2)

m =C1. (2—7)

Como f depende de u eg depende de v, integrando (2-7) de ambos os lados

tem-se que z(z,y) = clu+02u+01% +c3v+cq4 onde 1, o € c3 ¢4 € R.

0J

Exemplo 2.5 Dada S a superficie translacional afim de Weingarten em I3 com

parametrizacao dada por

X(z,y) = (2,9, (z+y)* +2x),
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ela satisfaz a equagdo (2-5) e seu grifico é dado pela figura (2.1). Note que u=x+y,
v=2x. Assim,a=1,b=1,c=2 ed=0. Logo,

flu) = (v+y)?
glv) = 2z

Calculando a matriz hessiana 7%z obtém-se:
2 2
2
Z =
logo, as curvaturas Gaussiana e Média serao:

ko= —4
H = 1.

Como os valores de H e K sdo constantes, seque que k, = H, = Ky = H, = 0. Logo,

a relagio dada em (2-5) € satisfeita.

Figura 2.1: z(x,y) = (z +y)? +2z
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Exemplo 2.6 Dada S a superficie translacional afim de Weingarten em I3 com

parametrizacao dada por

X(z,y) = (z,y,cos(y) + (z —y)?),

ela satisfaz a equagao (2-5) e seu grdfico é dado pela figura (2.2). Note que u =y,
v=x—y. Assim, a=0,b=1,c=1ed=—1. Logo,

flu) = cos(y)
gv) = (z—y)*

Calculando a matriz hessiana 7%z obtém-se:
2 —cos(y)—2
V2 L (y)
—2 —cos(y)+2
logo, as curvaturas Gaussiana e Média serdo:

K = 2(—cos(y)+2)+2(—cos(y) —2)
= —2cos(y) —2cos(y)

= —4cos(y)
H — —cos(y)+4'
2
Neste caso seque que

K, =0

K, = 4sin(y)

H, =0
L.

H, = ism(y).

Logo, a equagao (2-5) é satisfeita.
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Figura 2.2: z(z,y) = cos(y) + (z — y)?

2.3 Superficies Translacionais Afim de Weingar-

ten satisfazendo oK +SH =~

Essa secao se destina a classificar as superficies translacionais afim de
Weingarten que satisfazem oK + fH = ~. Sem perda de generalidade pode-se supor
a # 0 e dividir a expressao por a. Assim,

K +2moH = ng,2mgy = é,no = —. (2—8)
(%

Q1=

Considerando a equagao (2-8), segue o teorema abaixo.

Teorema 2.7 Seja S uma superficie translacional afim de Weingarten de tipo 1 em
I3 satisfazendo (2-8). Entdo tem-se:
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e S € o grdfico de
2(x,y) = Clu2 + 0202 + c3u 4+ cqv+ ¢y

e S € o grdfico de

B mo(c? +d?)

2 n
0
2(ad—bc)2v +cvter, f #

Z(l‘,y) = f(u)

ou

m C2+d2 "
z(z,y) =g(v) — MUQ-FClUvLCQ,Q #0

onde c1, ca €R e (u,v) sdo as coordenadas dos parametros afim dados em (2-1)

e (2-2).

Demonstragdo. Substituindo as expressoes para a curvatura dados em (2-3) e (2-4)

em (2-8) segue que
(ad — bc)Qng” +mo(a®+ bz)f” +mo(c? + dz)g// = nyg. (2-9)
Derivando a expressao dada em (2-9) com respeito a u de ambos os lados, onde

u = az + by e dividindo por a, tem-se:

"

F l(ad—be)2g" +mo(a®+b2)] = 0. (2-10)

Derivando a expressao dada em (2-9) com respeito a v de ambos os lados, onde

v = cx +dy e dividindo por ¢, tem-se:
g [(ad—0bc)2f" +mo(c+d*)] =0. (2-11)

Observando as expressoes (2-10) e (2-11), pode-se considerar trés casos diferentes

para a solucao das equagoes.

e Caso gm = fm = 0. Integrando f com relagao a v e g com relacao a v segue
que
2(w,y) = cru® 4+ cov® + csu+eav +cs (2-12)

onde ¢y, 2, 3, ¢4, ¢5 € R e (u,v) sdo as coordenadas dos pardmetros afim
dados em (2-1) e (2-2).
e Caso g #0. Neste caso segue que [(ad—be)2f" +mo(c?+d?)] = 0. Assim,

"o —m0(02+d2)
f= (ad — be)?
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Integrando f com relagao a u e considerando que g é livre tem-se:

B mo(c? +d?)

2 "
0
2(ad—bc)2u +cutco,g #

z(z,y) = g(v)

e Caso f #0. Para este caso tem-se que [(ad—bc)2g +mg(a2 +b?)] = 0. De

maneira analoga, integrando g com relacao a v e f ficando livre tem-se:

_ m0(62 + d2)

2 "
— 0
2(ad—bc)2v +civter, f #

2(x,y) = f(u)

Exemplo 2.8 Considere a superficie translacional afim de tipo 1 em I3 dada por
X(z,y) = (z,y, (@ —y)* + (x +1)?)
FEla satisfaz a condigcao dada em (2-8) e seu grdfico estd plotado na figura

(2.3). Note que u=x—y, v=x+y. Assim,a=1,b=—1,c=1 ed=1. Logo,

Calculando a matriz hessiana 7>z obtém-se:

) 44
z =
v 0 4

logo, as curvaturas Gaussiana e Média serdo:

K = 16
H = 4.
Neste caso seque que
K+4H =32

e assim, a equagdo (2-8) € satisfeita para mo =2 e ng = 32.
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Figura 2.3: z(2,y) = (v —y)? + (v +vy)?

Exemplo 2.9 Considere a superficie translacional afim de tipo 1 em I3 dada por

X(z,y) = (z,y,In(z+y) —y°)

FEla satisfaz a condi¢io dada em (2-8) e seu grifico estd plotado na figura
(2.4). Note que u=x+y, v=y. Assim,a=1,b=—1,c=1 ed=1. Logo,

f(u) = In(z+y)

gv) = -y

Calculando a matriz hessiana 7%z obtém-se:

1 1
viz= (_("ﬁy)2 _(:fﬂ/)2 2)
C(@ry)? (wy)?
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logo, as curvaturas Gaussiana e Média serdo:

1 9 1
K = + -
(z+y)t (z+y)? (z+y)?
B 9
C (z+y)?
1
H= —3-1
(z+y)
Neste caso seque que
K+2H =2

e assim, a equagao (2-8) € satisfeita para mo=1 e ng = 2.

Figura 2.4: z(z,y) = In(z +y) — y?




CAPITULO 3

Superficies Translacionais Afim

Satisfazendo A/ lr, = \;r;

Neste capitulo sdo abordadas as superficies translacionais de tipo 1 no
espaco isotropico I? que satisfazem certas equacdes em termos do vetor posicao
e do operador Laplaciano. Essas equacoes sao dadas em termos do Laplaciano com
relacao a primeira e segunda forma fundamental da superficie.

Abaixo seguem dois teoremas (3.5) e (3.14) que classificam as superficies
translacionais afim de tipo 1 em I? que satisfazem essas condicoes. Sdo apresen-
tados também algumas proposi¢oes e lemas necessarios para a demonstracoes dos

teoremas, bem como exemplos de superficies que satisfazem as referidas equagoes.

3.1 Caso AITZ' = )\Z"I”Z'

Esta secdo trata as superficies translacionais afim de tipo 1 em I? que
satisfazem Alr; = )\;, onde Alr; é o Laplaciano com relacio & primeira forma
fundamental e r; é o vetor posicdo da superficie. Uma parametrizacao para tais

superficies é do tipo
X(z,y) = (r1(z,y),r2(z,y),r3(x,y)) (3-1)
que para superficies translacionais afim se torna
X(z,y) = (z,y, f(az +by) + g(cx +dy)) (3-2)

Abaixo, seguem algumas definigdes e proposicoes necessarias para demons-

trar o teorema (3.5).
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Definicao 3.1 Na métrica isotropica, o produto interno entre dois vetores

u=(r1,y1,21) e v = (x2,y2,22) € dado por:

(w,v); = ((v1,11),(z2,92))

= r1r2+Yy1y2

Proposicao 3.2 Seja S uma superficie translacional afim de tipo 1 em I3 grdfico
de uma fungio z(x,y) = f(ax+by)+g(cx+dy). Entio seus coeficientes da Primeira
Forma Fundamental sao E=1, F=0e G=1.

Demonstragdo. Seja X (z,y) = (z,y, f(ax +by) + g(cx 4+ dy)) uma parametrizacao

para S. Entao tem-se que

X, = (1,0,af,(ax+by)+cg/(cx—|—dy)) (3-3)
X, = (0,1,bf (az+by)+dg (cx+dy)). (3-4)

Assim segue que:

T
Il
—~
3
5
~
I
“b—‘
(=}
=
—
|
=]

Definicao 3.3 Seja S uma superficie e ¢ uma funcao diferencidvel. Entao o Ope-

rador de Laplaciano com respeito a Primeira Forma Fundamental ¢ dado

onde W = E'G—F’2

por:

Proposicédo 3.4 Seja S wma superficie translacional em I3, entio o Operador

Laplaciano com relagdo a Primeira Forma Fundamental é dado por

0 0

A= 2 4 9
8x2+8y2

(3-6)
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Demonstragdgo. Como E =G =1 e F =0, substituindo esse valores em (3.3) tem-se

que:

2o = { o0 5 (0]

Teorema 3.5 Seja S uma superficie translacional afim de tipo 1 em I3 satisfazendo

Alr; = Niry. entdo S € o grifico de wma das sequintes fungées:
L (Ala)‘Qa)\?)) = (0,0,0)

5 cr(a?+b?)

2(z,y) = cru” — (@) v? +c3utcqvtcs

® (A1,A2,A3) = (0,0,A>0)

72/\ zu - 72/\ zU 72/\ 7V - 72/\ 2V
2(z,y) = creV @+ e VP20 L egeV et P e Vot

° ()\1,)\2,)\3) = (0,0,)\ < 0)

-A . -A -A . -A
z(z,y) = c1 cos L +cosin PN +c3cos P +casin 252’

Demonstragdo. J4 é conhecido que o Operador Laplaciano com relagao a Primeira
Forma Fundamental em I? é dado por 88722 + 53—;2 Seja S uma superficie translacional
afim parametrizada como X(z,y) = (z,y, f(ax + by) + g(cx + dy)), onde r; = x,
ro =y e r3 = f(ax+by) + g(cx +dy). Aplicando o Laplaciano nas coordenadas da

parametrizacao de S tem-se que

Alry = =0. :
=53 + By 0 (3-7)
De forma anéloga segue que
*(y) , ()
Alpy = =0. 3-8
27 Top2 + oy? (3-8)
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Calculando Alrs tem-se que

0*(f(az +by) +g(cx +dy)) | 0°(f(ax +by) +g(cz +dy))
+
0x? o2
= fﬂ (ax+ by)a2 + gN (cx+ dy)62 + fN (azx+ by)b2 + gH (cx+ aly)d2
= [ (az+by)(@®+0?) +g (ca+dy)(E+d2).

AIT’3 =

Assim, impondo a condigao do operador Laplaciano com relagao a Primeira
Forma Fundamental e omitindo os termos dentro dos parénteses e fazendo A3 = A

segue que

AMf+g) = f//(ax + by)(a2 + b2) +g//(cx —I—dy)(02 + dz). (3-9)

Note que essa equacgao diferencial parcial é de varidaveis separaveis, e pode-se

considerar trés possibilidades, a saber, A=0, A<0e A > 0.

e Caso A\ =0. Se tem-se A =0, a equacao se reduz a
(@ +8) = =g (& + ),

Assim, como as variaveis sao separaveis, segue que

" _(a2—|—62) mo c
N )
Donde ( 2)
" (a4 b
- 3-10
g Clo S5y (62 +d2) ( )
integrando a equagao (3-10), e colocando ¢ = _71, segue que:
(CL2 + b2) 2 _
g(v) = clmv +c3v +C5
De forma analoga, obtém-se que
f(u) = cru? + cou+ 4.
Assim, fazendo ¢4 = ¢4 + ¢4 tem-se que
2 b2
z(z,y) :cluz—l—qWUQ—l—@u—l—c?,v—kq. (3-11)

e Caso ) # 0. Neste caso, utilizando a equagao (3-9) segue que existe pu € R tal

que
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(@ +0)f —Mf=p=—(E+d>g +. (3-12)

Resolvendo a equagao (3-12) para f e g segue que

" A 1%
- = 1
/ (a2+b2)f (a2 +b2) (3-13)
¢ A

" a (3-14)

I @+~ @2+ )

A solucao dessa equacao diferencial ordinaria de segunda ordem é obtida a

partir da equagao caracteristica. Assim ,a solucao é

1. Se A >0,
flu)= 016(\/%10 +C2€(_\/%u) _%
e
g(v) = 016(\/62+Idzv) +C2e(_\/%v) _'_%
2. se A <0,

D) ([ i

f(U) = (C1 COS ( MU) “+ ¢coS1n (— MU) — X
(v) =cjcos A + cosi —UL i
g\v)==c 02+d21} Cg S1n 02+d2v h\

onde ¢y, c2, c3 e cg € R.

(3-15)

(3-16)

(3-17)

(3-18)

Exemplo 3.6 Seja S uma superficie translacional afim de tipo 1 em I? que é o

grdfico de
2(z,y) = cos(z+y)+sin(z —y),—7 < xz,y <.

Entdo ela satisfaz Alr; = Ny para A =Xy =0 e A3 = —2. Seu grdfico estd plotado

na figura (3.1). Note que u=z+y, v=x—y. Assim,a=1,b=1,c=1ed=—1.

Logo,

f(w) = cos(e+y)
g(v) = sin(z—y).
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Aplicando o operador Laplaciano com relag¢io a Primeira Forma Fundamen-
tal, seque que
Alrs = —9(cos(x +y) +sin(z —y)) = —2r3.

Figura 3.1: z(x,y) = cos(x+y) +sin(x —y))

Abaixo segue um exemplo de superficie que satisfaz Alr; = \r;. Ela é o

grafico de uma funcao que envolve fungoes trigonométricas hiperbdlicas.

Exemplo 3.7 Considere a superficie translacional afim de tipo 1 em I3 dada por

X(z,y) = (z,y,2cosh(z +y) + 2cosh(x — y))

Ela satisfaz Alry = \ir; para M = o =0 e A3 = 2. Seu grdfico estd na figura
(8.2). Note que u=x+y, v=x—y. Assim,a=1,b=1,c=1 ed=—1. Logo,

f(u) = 2cosh(xz+y)
g(v) = 2cosh(z—vy).
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Aplicando o Operador Laplaciano com relacio a Primeira Forma Funda-

mental, seque que

Alrg =2(cosh(z +y) + cosh(z — y)) = 2r3.

Figura 3.2: z(z,y) = 2cosh(x +y) + 2cosh(x — y)

3.2 CasoAr; = \r;

Com a defini¢do dada em (3.1), é possivel calcular os coeficientes de Segunda
Forma Fundamental de uma superficie translacional afim em I3. A proposicio abaixo

é referente a esses coeficientes.
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Defini¢ao 3.8 Dada S uma Superficie parametrizada X (x,y) = (x(x,y),y(x,y), 2(x,y)),

os coeficientes da Segunda Forma Fundamental sao dados por:

L = (N, Xu)
M = (N,X.,)
N = (N,X,,).

Proposicao 3.9 Seja S uma superficie translacional afim de tipo 1 em I3 grdfico
de uma fungao z(x,y) = f(ax+by)+g(cx+dy). Entao seus coeficientes da Segunda

Forma Fundamental sdo:

L = azf//(ax—l—by) —1—czg”(c:v—|—dy) = Zyx (3-19)
M = abf" (ax +by) + cdg’ (cx+dy) = 2y (3-20)
N = be"(ax—l—by) —|—dzg”(c:z:+dy) = Zyy. (3-21)

Demonstragdo. Se S é uma superficie translacional afim de tipo 1 com parametri-
zacao X (z,y) = (z,y, f(ax+by) + g(cx+dy)), ja é conhecido as derivadas de primeira
ordem X, e X, em (3-3) e (3-4).Assim, calculando as derivadas de segunda ordem

segue que

Xpw = (0,0,a2f/(a:c—|—by)—|—c2g/(cx—|—dy))
Xy = (0,0,abf (az+by) +cdg (cz +dy))
Xyy = (0,0,6°f (ax+by) +d>q (cx+dy))

Utilizando a defini¢do (3.8) tem-se que

(Xe, Xy, Xoz)
VEG — F?
(Xa, Xy, Xay)
VEG — F?

X, Xy, X " p
N = <N,ny>=(”}5G\/yi_F?§’):b2f (az +by) +d2g (cx+dy) = 2y,

L o= (N Xu)= = a2f " (az +by) + g (cr+dy) = 200

M = (N,Xgy) = = acf//(ax—l—by) —i—bdg”(cx—i-dy) = 2y

Note que a matriz

9 Zuu  Rou
V' z=
Zuv  Rovv

L M
(2 ) o



3.2 CasoAlr; = \;r; 46

corresponde também aos coeficientes da segunda forma fundamental.

Definicao 3.10 Seja S uma superficie que nao possui pontos parabolicos, isto
¢, K#0 e ¢ uma funcao diferenciavel. Entao o Operador Laplaciano com

respeito a Seqgunda Forma Fundamental é dado por:

Ally__ L [0 [Now—Mg, Moy — L, ]
= W{&‘< o] ) 3@/( o] )} 2

onde |w| = LN — M?.

Lema 3.11 Seja S wma Superficie Translacional Afim em I3, grifico da funcdo
Z(z,y) = flax +by) +g(cx+dy) e L, M, N os coeficientes da Sequnda forma

Fundamental. Entao

N, = ab2 (ax +by) + chgm (cx+dy)
M, = abf’ (ax +by) + cd?g" (cx +dy)
L, = a®bf” (ax+by) —|—c2dgm(cx—|—dy)
M, = a2f" (ax+by) —|—czdgm(c:c+dy).

Demonstragao. Com efeito, a proposi¢ao (3.9) traz os coeficientes da Segunda

Forma Fundamental. Derivando e aplicando a regra da cadeia obtém-se o desejado. [J

Lema 3.12 Se S wuma superficie translacional afim am I? dada pelo grifico de
2(z,y) = flax +by) + g(cx + dy). Entao, se w é a matriz Hessiana de z dada em
(3-22), o determinante de w, |w| €

non

lw|=LN—M?=(ad—bc)*f g . (3-24)

Além disso,

lwlz = (ad—bc)Q(af g +cg f)

nn n

wly = (ad=be)*(bf g +dg f)
Demonstracao. De fato, tem-se que

lw| = LN-—M?
. 2 1 2 " b2 1 d2 1 . b l/_ d 1
—(f+cg)(f+ ) —(abf —cdg )

= 2d2f g +02b2f g 2abcdfﬂg//

= (ad—=be)’f g .
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Como f = f(ax+by) e g = g(cs+dy), aplicando-se a regra da cadeia, obtém-se as

derivadas de |w| como o desejado. O

Proposicao 3.13 Seja S uma superficie translacional afim de tipo 1 em I? e ¢ uma
fungdo diferencidvel. Entao seu operador de Laplace com relagio a Segunda Forma

Fundamental é dado por

a5 = LD bt an )+ o =)V
g
(ad — b0

Demonstracdo. Seja S uma superficie translacional afim de tipo 1 em I3. Utili-

n 5 [(2ab6y — P — a0y f + (2eday — d26us — 6y)g |

zando a defini¢ao (3.10), colocando w = |w|e derivando, obtém-se

AII(b _ _L { (Nx¢x + Nz — Mm¢y - M¢:ry) _ <N¢x - M(by)wzr
Vw Vvw 20
_ (Mx¢x + M¢xy — Ly¢y _ L¢yy) . (M¢x B L¢y)wy }
Vw 23
_ Npdp + Ny — Mx¢y - M(bmy i (N¢1: - M¢y>ww

w 2w?
My¢m + Mﬁbxy - Ly¢y - L¢yacy i (M¢x - L¢y>wy
w 2w?

Agrupando os termos de maneira diferente segue que

AH¢ _ (My_Nx)¢x+(NWx_MWy)¢x+(Mx_Ly)¢y
2w? w
(Lwy — Mwy) ¢y + Nozz+2M gy — Ly,
2w? w ’

Pelo Lema (3.11), o primeiro e o terceiro termo da equagao acima sao iguais

a zero. Assim,

(Nwy — Mwy) ¢y N (Lwy — Mwy)dy N N¢ye +2M pry — Loy,
2w? 2w? w '

Ay = (3-25)

Utilizando a proposicao (3.9) e o lema (3.12), substituindo os valores de L,
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M, N, w, w; e wy segue que

nn " nn " n

[N(ad—be)*(af"g +cg [) = M(ad—be)(bf" 9" +dg" )] bu
2(ad—be)*(f"g")?

nn " n nn " n

[Llad=be)2(bf g +dg" ") — M(ad—be)*(af g +cg  |')| bu

2(ad—be)*(f"g")?
N¢xx + 2M¢xy - L(byy

(ad —be)*(f"g")

Ajustando os termos, segue que

AII¢ _

nn "1 non

ATy (©2f +d%g ) af g +cg” )= (abf" +edg ) (bf g +dg " f")] bu
¢ = 2(ad —be)2(f"g")?
) (@ +2g ) ef g +dg )= (abf" +cdg ) af g +cg" )] by

2(ad ~ b0 (f"g")?
(B2 + a2 Vbuw +2(abf" + cdg" Vowy — (2f" + 29 )by,
(Gd— bC)Qf//g// .

Assim, simplificando termos, segue que

1

(0 (f")2g" +ad®f"(g")2 —abd(f")2g" —bedf " (g")?] 6.

2(ad —be)*(f"g")?

[da2(f")2g" +bc2f" (g")? —abe(f")?g" — acdf” (9")?] &y
2(ad=be)(f"9")?

F (=02 Gun+ 2abduy — a26yy) + g (—d2huy +20dpry — by,
(ad —be)%(f"g")

AII¢ _

+

+

logo,

AI[¢ - (fll)ng(CbQ(bx —abd¢x+a2d¢y —abc¢y)

- 2(ad —be)(f"g")?

(9)2f" (ad?¢, —bedp, + by, — acdgy)
2(ad —be)2(f"g")?

(ad—bc_)2 [(2ab¢my - b2¢x:c — &2¢yy)f// + (20d¢my _ d2¢mx _ C2¢yy)gn} .
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Ajustando os termos da equagao, tem-se o desejado

non

Aty — a4 g ) )[<—b¢x+a¢y><f 2" + (A6 — o) (5

f// " )

(
" (ad—be)2

3 [(20b6ry = 26 — a0y + (20d iy — A6 — *6y)g |-

Teorema 3.14 Seja S uma Superficie Translacional Afim de tipo 1 em I3 que

satisfaz Ar; = Ny, Entdo, S € o grdfico de wma das sequintes fungoes:

e (A1 #£0,\2 #0,0),

1

1 1
z(z,y) =Injurvr2|+ep,00 €ER

° (/\ #£0, /\,0),
(uv) %

z(u,v) =In +c1,c0 €R
Demonstracdo. Seja S uma superficie translacional afim de tipo 1 em I? que
satisfaz ATlr; = \jry, \; € R. Entdo, de (3-1) e pela equacio do Laplaciano com

relagdo a segunda forma que aparece em (3.13) segue que

e Para Ay = \irq, como rq = z, substituindo ¢ = z na equacio do Laplaciano
dada em (3.13) obtém-se

"

1 (=80 2" +df"(g")?) = Aar.

2(f"g")2(ad — be)

Donde

f/// g///
d——= —b—F—= =2(ad — bc)\1x 3-26
(7P g A 20
e Para Alry = \org, como ry =y, substituindo ¢ =y na equacio do Laplaciano
dada em (3.13) obtém-se

s (02 e "(6)) = s

Donde

" "

+ag

o _
(2 (g2

e Para Allrg = A3rs, como 3 = f(ax+by) +g(cx +dy), substituindo igualmente

2(ad —be) Aoy (3-27)

¢ = f(ax+by)+ g(cx+dy) na equacdo do Laplaciano dada em (3.13) obtém-se



3.2 CasoAlr; = \;r; 50

" "

[—b(af' +cg)+a(bf +d9/)} (f")2g" + [d(af/ +eg)) —c(bf +dg/)} g )?
2(ad —be)(f"g")?
[2ab(ab" +edg") ~ P (a? "+ 2g") — a2 (02 f " + 29" 1
2(ad —be)*(f"g")
[20d(abfm tedg ) —d2(a2f" +c2g )= 2B f + ng")} g
2(ad —be)*(f"g")

(ad—be)g (f )2 f" +(ad—bo)f (9" )2 f g
2(ad—be)(f"g")? (ad—be)2f"g”

"

" "o
2

Donde segue que
!’ 71

g9 ff
252 " 2(f)

Assim, multiplicando ambos os lados por 2,

5 —2=A3(f+9)

roonm i

g9 | ff

(g)*  (f)
Para se obter as solugoes faz-se necessario resolver o sistema de equagoes
formado por (3-26), (3-27) e (3-28). Considerando ad — bc # 0, pode-se distinguir

dois casos baseados nas constantes a, b, c e d.

4=2X\3(f+g). (3-28)

Caso A. Neste caso, considera-se que duas das constantes a, b, ¢, d sao zero.
Sem perda de generalidade pode-se supor que (b=c=0) e (a=d=1). Assim,

as equacoes dadas em (3-26) e (3-27) se resumem a

"

f

(fN)Q ::2A1$ (3—29)
€ m
(gg”)2 = 2)\23/. (3'30)

Note que se A\; = A2 =0, tem-se uma contradigao de (3-28), devido o fato de f
e g serem fungoes nao constantes. Assim, é necessario considerar os seguintes

Casos.

Caso A.1. Se A\; =0, segue que f = 0. Daf substituindo (3-29) e (3-30)
em (3-28) segue que

2\ayg —4=2\3(f+g).

Donde tem-se que

Aayg —2=Agg. (3-31)
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e A\3f =0. Assim, A\3 =0 e a equacao (3-31) se reduz a )\ng/ =2, cuja
solugao é
y) = 3 (y) +ercr € R
Derivando a funcao g e substituindo em (3-30), tem-se uma contradi¢ao
visto que .
é/)Q = A2y,
diferente do apresentado em (3-30), que é 2\ay.

Caso A.2. Se Ay =0, segue que gm = 0. Da mesma forma mencionada

no caso A.1, obtém-se \3 =0 e

1
flx)= )\—ln(x)+cl,c1 eR.
1

E, analogamente tem-se uma contradigao de (3-29).

Caso A.3. Neste caso, sao considerados A\ A2 # 0. Assim, substituindo
(3-29) e (3-30) em (3-28), segue que

Maf +Aayg —2=X3(f +9). (3-32)

Assim, o caso A.3 pode ser dividido considerando A3 =0 e A3 # 0.

Caso A.3.1. Se \3 =0, entao
Mz f 4 dayg = 2. (3-33)

Aqui tem-se a soma de duas equagoes com variaveis separaveis sendo

igual uma constante, assim, Ala:f/ =ye )\gyg/ =2—1) , cujas solucoes

@)= ;\Dlln(x) tar (3-34)
o) = 5 )+ (3-3)

Agora, é necessario encontrar o valos de . Para isto, substitui-se as

solugbes encontradas em (3-29) e (3-30) e obtém-se

=2\jx = —— (3-36)
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e
g 2oy
s =2\y = —— (3-37)
(9")? W
donde tem-se 1) =1 e assim unindo (3-34) e (3-35) obtém-se a solucao
1 1
z(u,v) =InjzMy*2|4+c1,c1 €R,

Caso A.3.2.Se \3 # 0, entdo, voltando na equacao (3-32), tem-se

que
Mzf —A3f =p=Xayg —A3g,n € R™. (3-38)

Resolvendo as equagdes dadas em (3-38) conclui-se que

— 1 23
flx)=- N, Tt (3-39)
€
LRI -
9(y) = N ey (3-40)

onde c1 e ¢9 € R.
Procedendo como nos casos anteriores, quando substituimos essas
solugbes encontradas em (3-39) e (3-40), percebe-se que nao sao
solugoes de (3-29) e (3-30).
Caso B. Neste caso, supoe-se que no maximo um entre a, b, ¢ e d é igual a
zero. Além disso, suponha que A} =0 em (3-26). Assim, segue que

n

A by
(f")?2 (d")?

Assumindo que b, d # 0, ja que apenas um entre a, b, ¢ e d pode ser zero e

—0. (3-41)

voltando na equagao (3-41), segue que

(FE " d e
€ "

P h o
Se c¢1 =0, segue que " "

Substituindo em (3-28), tem-se que f+ g = —2\3, que é uma constante. Assim,

tem-se um absurdo, pois f ¢ 0. Caso contrério, considerando (3-43) e (3-
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44) em (3-27), resulta em 74 = 2X2, 0 que nao ¢é possivel, uma vez que y é uma
variavel independente. Isto implica que A1 deve ser diferente de zero e pode
ser similarmente mostrado que A2 também ¢ diferente de zero. Dai de (3-26)

e (3-27), segue que

"

df - bg//l

Gt = 2(ad—bc)\x (3-45)
_&’f,)ﬁ{;%’,)z — 2(ad— be)Aay. (3-46)

Multiplicando (3-45) por ¢ e (3-46) po d tem-se que

Cdf/// Cbg///
= — ——= = 2clad—bc)\x 3-47
(R T N .

Cdf/// adg///
—— =+ —7—= = 2d(ad—bc)2y. 3-48
(R T T e .

Somando (3-47) e (3-48) obtém-se

I = oA+ dday). (3-49)

(9")?
De maneira andloga, multiplicando (3-45) por a e (3-46) por b e somando as
equacgoes obtidas segue que

"

f
(f")?

Condi¢do de compatibilidade em (3-49) ou (3-50) d& A; = Aa2. Colocando
A1 = A2 = \ e substituindo (3-49) e (3-50) em (3-28) tem-se

=2(aA1z+bA2y). (3-50)

(2a\z + Qb)\y)fl + (2c x + QdAy)gl = M(f+9) (3-51)
2)\(ax+by)fl+2)\(cm+dy)g/—4 = X(f+9). (3-52)

Como u = ax+by e v = cx + dy sdo os parametros de coordenadas afim, segue

que
Aufl + g —2=X3(f+g). (3-53)

Assim ,é possivel dividir a equagdo (3-53) em dois casos.
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Caso B.1. Se \3 =0, a equagao (3-53) se reduz a
cuf +Avg = 2. (3-54)

Assim, como )\uf/ +)\ng = 2 segue que )\uf/ =1 e )\Ug/ = 2—1. Resol-

vendo as equagoes diferenciais acima tem-se

f(u) = Qﬁln(u) +c1 (3-55)
o) = 2;¢ In(v) + cs. (3-56)

Substituindo (3-55) e (3-56) em (3-49) e (3-50) respectivamente, tem-se
qu ¢ = 1. Assim,

=

z(x,y) = In|(uv)X

Caso B.2. Se A = A3 # 0, pode-se reescrever a equagao como

Mif —Xsf—2=p=—Xvg + 39,11 € R. (3-57)

Resolvendo (3-57) tem-se

92 A
flu)= =2 (3-58)
A3
€
A
gv) = - 4 e (3-59)
A3

onde c1 e cg € R.
Considerando (3-58) e (3-59) em (3-49) e (3-50), encontramos, respecti-

vamente, A3 = 0, porém isso ¢ uma contradicao.
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Exemplo 3.15 Considere a superficie translacional afim de tipo 1 em I® dada por

X(z,y) = (v,y,In(z +y) +In(x —y))

Ela satisfaz Ay = Ny para Ay =1 e o =1 e A3 =0. Seu grdfico estd na

figura (3.4). Note que para este caso tem-se u=z+y e v=1x—y. Assim,

fw) = In(z+y)
g(v) = In(z—y).

Além disso a=b=c=1 e d= —1. logo, ad —bc = —2. Calculando as derivadas de

f e g com relacao aos parametros u e v seque que:

flu) = In(u)

fl) = o

" 1

(u) = T2

1 2 1 1
] = ut ~ (wty)t

" 2 2
Fw) = a= Gy

da mesma forma:

g(v) = In(v)

fo) =

" 1

(v) = T2

" 2 1 1
L B e Tk
m 2 2
N

Assim, aplicando os valores das derivadas encontradas acima no Operador Laplaci-
ano da defini¢io (3.13), obtém-se:

TS VUV S| 2 2 1
A (x) = 4( +y) (z—y) [ (z+y)* (z—y)? (x+y)3(x_y)4]

2(x—y)—2($+y)]:1w
(z+y)H(xz—y)*

= —i(x+y)4($—y)4 [_
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De Forma andloga, mostra-se que

All(y) =1y.

Figura 3.3: z(z,y) =In(z+y) +In(z —y)

Exemplo 3.16 Considere a superficie translacional afim de tipo 1 em I® dada por

X(z,y) = (z,y,In(x —y) + In(2x +y))

Ela satisfaz Ay = Ny para Ay =1 e Ao = —% e A3 =0. Seu grdfico estd

na figura (3.3). Note que para este caso tem-se u=x—y e v=_2x+y. Assim,

f(u) = In(z—y)
gv) = In(2r+y).

Além disso a=d=1,b=—1 e c=2. logo, ad—bc = 3. Calculando as derivadas de
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o7

f e g com relagao aos parametros u e v seque que:

f(u) = In(u)
fw = .
1 ]_
(u) = T2
1 2 1 1
] - ut (w—y)?
" 2 2
frlu) = ud (z—y)3
da mesma forma:
g(v) = In(v)
f) = >
" 1
v) = —2
" 2 1 1
[f (U)} ol 2u4y)!
" 2 2
)= 5= Qz+y)3

Assim, aplicando os valores das derivadas encontradas acima no Operador Laplaci-

ano da defini¢ao (3.13), obtém-se:

1

2

AlGe) = fle-n' sy

(x—y)* (2r+y)?

L2 1 ]
(z—y)3 2z +y)?
9

1
oty
1

¢ 2Qr+y)+2(z—y)] =
De Forma andloga, tem-se que

1

ATT(y) !

(x—y)*(2x+y)?

2
1:6

2 2

ot |

1

(z—y)* (2r+y)3

2
2

- wer et

(2020 y) — (0 —y)) =

(z—y)H(2x +y)?

o ]
(x —y)3(2x +y)?t

1
3
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Figura 3.4: z(z,y) = In(z —y) + In(2z+y)

Como os teoremas apresentados em (3.5) e (3.14) fornecem solugbes bem
especificas para as fung¢oes que satisfazem as condi¢oes previamente dadas, grande

parte dos exemplos sao diferenciados pela presenca de constantes.
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