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Resumo

Moyses, Junior Rodrigues. Hipersuperficies de Einstein em Espacos de Pro-
duto Torcido. Goiania, 2025. 105p. Dissertacdo de Mestrado. Programa de P6s-
Graduacdo em Matemitica, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
Federal de Goias.

Neste trabalho estudamos as hipersuperficies de Einstein em produtos torcidos da forma
I Xy Qf, comn > 2, onde I C R ¢ um intervalo aberto, ® a funcdo torcdo e QF denota
a forma espacial simplesmente conexa de curvatura seccional constante € = —1,0, 1.
Sabendo que as variedades de curvatura seccional constante (CSC, para simplificar)
sao os exemplos mais simples de variedades de Einstein, através de referenciais como
[5]1, [71, [11], [13], [14] e [19] buscamos condi¢des para que uma hipersuperficie de
Einstein de I X QF seja necessariamente CSC. Para certas funcgdes tor¢do ®, estudamos
a existéncia dessas hipersuperficies por meio da classe das hipersuperficies rotacionais.
Além disso, utilizando a teoria das hipersuperficies isoparamétricas, foi caracterizado
um tipo especial das hipersuperficies de Einstein - chamadas de ideais - como graficos
locais de hipersuperficies paralelas de O} nas quais, sob certas condigdes nas curvaturas

principais, sdo CSC.

Palavras—chave
Hipersuperficies de Einstein, Curvatura Seccional Constante, Produtos Torcidos,

Hipersuperficies de Rotagao, Hipersuperficies Paralelas.



Abstract

Moyses, Junior Rodrigues. Einstein Hypersurfaces of Warped Product Spa-
ces. Goidnia, 2025. 105p. MSc. Dissertation. Programa de Pds-Graduagdo em
Matematica, Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal de
Goids.

In this work we studied Einstein hypersurfaces in warped products of the form 7 x Q%,
with n > 2, where I C R is an open interval, o is the warping function and Q} denotes
the simply connected space form of constant sectional curvature € = —1,0,1. Knowing
that constant sectional curvature manifolds (CSC, for short) are the simplest examples
of Einstein manifolds, through references such as [5], [7], [11], [13], [14] and [19] we
seeked conditions for an Einstein hypersurface of 1 X Q} is necessarily CSC. For certain
warping functions ®, we studied the existence of these hypersurfaces through the class of
rotational hypersurfaces. Furthermore, using the theory of isoparametric hypersurfaces,
we characterized a special type of Einstein hypersurfaces - called ideal - as local graphs

of parallel hypersurfaces of Q7 in which, under certain conditions in main curvatures, are
CSC.

Keywords
Einstein Hypersurfaces, Constant Sectional Curvature, Warped Products, Rota-

tion Hypersurfaces, Parallel Hypersurfaces.



Sumario

Lista de Tabelas

Introducéao

1

5

Preliminares

1.1 Variedades Riemannianas
1.2 Imersoes Isométricas

1.3 Variedades Produto

Produto torcido 1 X Qf
2.1 Férmulas Basicas
2.2 Hipersuperficies em I X, Qf

Hipersuperficies Rotacionais
3.1 Hipersuperficies Rotacionais em Q} x R
3.2 Hipersuperficies Rotacionais em I X Qg

Hipersuperficies paralelas
4.1  Gréficos de Einstein em I x, Qf
4.2 Hipersuperficies Isoparamétricas

Consideracoes Finais

Referéncias Bibliograficas

13

14

17
17
23
26

33
33
38

45
46
65

79
82
91

103

104



Lista de Tabelas

3.1 Definicdo de p
3.2 Definicao de y

66
67



Introducao

Sabe-se que as variedades riemannianas de curvatura seccional constante (CSC)
sa0 os tipos mais simples de variedades de Einstein e, por este motivo, serdo chamadas de
triviais ao longo deste trabalho. O objetivo principal deste trabalho € estabelecer condi¢des
sob as quais uma hipersuperficie de Einstein de / X, Q; € necessariamente trivial, onde /
€ um intervalo aberto de R, ® € a fun¢@o tor¢do e Qf denota R”, S" ou H", com n > 2, de
acordo com sua curvatura seccional constante € = 0, € = 1 ou € = —1, respectivamente.

Para isso, tomamos como principal referéncia o trabalho de de Lima, Manfio e
dos Santos [13] que foram motivados por P. Ryan que, em [17], mostrou a existéncia de
hipersuperficies de Einstein triviais em R"*!, H**! e a ndo existéncia de tais hipersu-
perficies em S"*!. Anteriormente, Manfio e Tojeiro [14] classificaram as hipersuperficies
CSC de Qf xR, com € = £1 e n > 3. De certa maneira, alguns de seus resultados sdo
estendidos em [13] ao considerar o produto torcido por ® ndo necessariamente constante.

Considerando produtos torcidos como espagos ambientes, Leandro, Pina e dos
Santos mostraram em [12] que qualquer hipersuperficie de Einstein de I X S" e de
I x o H" € trivial quando ® € constante. Entretanto, para fungdes tor¢des ® em geral nao
podemos afirmar tal resultado. Como um contra-exemplo, podemos considerar o produto
S? <1 / \/§> x §? (1 / \/§> de duas esferas de R? de raio 1 / v/2 e munidas com a métrica
riemanniana candnica. Tal produto € naturalmente uma hipersuperficie de Einstein de
S —{p,—p} = (0,7) X, S*, para algum ponto adequado p € S°, mas possui curvatura
seccional ndo constante.

Vale destacar o trabalho de Borges e da Silva que em [3] também estudaram
as hipersuperficies de Einstein nos mesmos espacos ambientes, embora com técnicas
distintas. Devido a essa relagcdo, algumas partes deste trabalho mencionado sobrepde
alguns resultados em [13], sobretudo alguns tdpicos envolvendo os ultimos resultados
principais, nas quais apresentaremos aqui.

Uma das propriedades mais importantes utilizadas ao longo deste trabalho € a
T —propriedade que € quando o gradiente da funcao altura € uma das dire¢des principais.
Tal propriedade € utilizada em muitos estudos envolvendo curvaturas, tanto seccionais
quanto médias, de variedades produtos R x M, onde M € uma variedade riemanniana,

como por exemplo os trabalhos acima mencionados.
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Dois trabalhos importantes que apontamos para o nosso propdsito sao os de Dil-
len Fastenakels e Van der Veken [7] e de Tojeiro [19] os quais mostraram, respectiva-
mente, que no produto usual R x QF, para € # 0, as hipersuperficies rotacionais e as
hipesuperficies que sdo graficos locais de hipersuperficies paralelas de Q7 possuem a
T —propriedade. Esses dois resultados sdo generalizados para o produto torcido em [13],
como mostraremos nos Capitulos 3 e 4, ampliando significativamente a classe das hiper-
superficies com esta propriedade e justificando sua relevancia.

Conforme a estrutura deste trabalho, inicialmente no Capitulo 1 apresentamos
algumas ferramentas preliminares que utilizaremos ao longo dos demais capitulos. No
Capitulo 2 trataremos I X QF na qual apresentamos algumas relagdes importantes,
sobretudo relagdes envolvendo as conexdes e as curvaturas do produto torcido em questao
e suas fibras Q7. Ainda neste capitulo, também trataremos das hipersuperficies em / x o, Q%
para os quais sdo estabelecidos trés lemas fundamentais, os Lemas 2.8, 2.9 e 2.10.

Jano Capitulo 3 abordaremos as hipersuperficies rotacionais (ou de rotagcdo) que,
inicialmente, formam uma classe muito especial utilizada no Teorema 3.7 para provar a
existéncia de hipersuperficies de Einstein em / X, QF que sdo triviais, em conformidade
com a questdo principal aqui levantada. Mais trés resultados principais sdo apresentados
neste capitulo. O Teorema 3.9 estabelece condigdes para que uma hipersuperficie trivial
seja de rotagdo. Ja os outros dois, Teoremas 3.10 e 3.11, envolvem uma condicio a res-
peito de uma fung@o B que surge naturalmente quando calculada a curvatura de 7 X Qf.
O Teorema 3.10-(iii) fornece uma condicdo de ndo trivialidade para as hipersupeficies de
Einstein em que [ é identicamente nula. Ja no Teorema 3.11 considera-se as hipersuper-
ficies de Einstein na qual B nunca se anula e estabelece condi¢des de trivialidades das
mesmas, sendo neste Ultimo caso essencialmente de rotacao.

As hipersuperficies abordadas no Teorema 3.11 desempenham um papel tio
importante que sdo chamadas em [13] de ideais e sdo mais abordadas no Capitulo
4. Neste capitulo é apresentada uma segunda propriedade importante, as chamadas
hipersuperficies do tipo (¢,gs)—grifico que podem ser olhadas como gréficos locais
de uma familia de hipersuperficies paralelas {g;} de uma hipersuperficie de Qf. Trés
resultados principais finais sdo apresentados neste capitulo.

O Teorema 4.8 é uma espécie de extensao para o produto torcido do resultado
de Tojeiro [19, Teorema 1] (também apresentado aqui como Teorema 4.5), caracterizando
as hipersuperficies ideias cujas fung¢des angulo nunca se anulam como (¢, g;)—graficos
locais e estabelencendo uma condic¢do trivialidade em uma de suas curvaturas principais.

Por outro lado, € possivel observar que alguns tépicos apresentados nos Teore-
mas 4.9 e 4.10 sdo generalizados em [3] para espagos da forma I X, Q" (c) como haviamos
mencionado. Assim como o Teorema 3.10, o Teorema 4.9 também nos fornece ferramen-

tas para construg¢do de casos ndo triviais, embora apenas em I X S".
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Para finalizar, o Teorema 4.10 utiliza a teoria das hipersuperficies isoparamétri-
cas para classificar as hipersuperficies ideais com respeito de suas curvaturas principais
e, juntamente com o Teorema 3.11, estabelecendo a equivaléncia entre essas hipersuper-

ficies e as rotacionais, reforcando nosso objetivo principal.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar algumas defini¢des, propriedades e resultados
que utilizaremos ao longo de todo o trabalho. Para maiores detalhes, o conteido contido

neste capitulo pode ser encontrado em [2], [9], e [16].

1.1 Variedades Riemannianas

Uma variedade diferencidvel M € dita riemanniana quando M é munida de uma
métrica riemanniana na qual € uma correspondéncia que associa a cada ponto p € M
um produto interno (, ), (forma bilinear, simétrica e definida positiva) no espago tangente
T,M, que varia diferenciavelmente da seguinte maneira:

Se x:U C R*" —+ M é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com
xX(X1,.x0) =q€x(U) e a%(q) =(0,...,1,...,0), entdo

(5@ ag@) =atem

€ uma fungdo diferencidvel em U.
As fungdes g;; sdo chamadas de expressdo da métrica riemanniana no sistema de

coordenadas x : U — M.

Definicao 1.1 Sejam M e N duas variedades riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N

é chamado de isometria se para todo p € M e para todo u,v € T,M tém-se:

<u7v>P = <dfp(u)’dfp(v)>f(p)'

Definicdo 1.2 Sejam M e N duas variedades diferencidveis com dim(M) < dim(N). Uma
funcdo f: M — N é chamada de imersdo se é diferencidvel e se, para cada p € M,
dfp: TyM — Ty(,)N € injetiva. Se, além de imersdo, f também for um homeomorfismo,
dizemos que f é um mergulho. Caso M C N e a inclusdo i : M — N for um mergulho,

dizemos que M é uma subvariedade de N.



1.1 Variedades Riemannianas 18

Observe que se N tem uma estrutura riemanniana entdo € possivel induzir uma

estrutura riemanniana em M por

(u,v)p = (dfp(u),dfp(v)) p(p), comu,v € T,M.
Neste caso f serd chamada de imersdo isométrica.

Definicao 1.3 Duas variedades riemannianas M e N sdo ditas conformes se existe um
difeomorfismo f : M — N e uma funcdo diferencidvel ¢ : M — R positiva tais que, para
todo p € M e para todo u,v € T,M tém-se:

<M7V>p =o(p) <dfp(u)vdfp(v)>f(P)‘

M e N sdo localmente conformes se para cada p € M existir uma vizinhanga V),

na qual f |Vp é um difeomorfismo conforme sobre sua imagem.

Um conceito bastante importante no estudo da geometria destas variedades € a
conexdo. Tal ideia nos fornece uma maneira de derivar vetores ao longo de curvas.

Considere TM o fibrado tangente de M e Z(M) o conjunto das fungdes reais
de classe C* definidas em M. Antes de prosseguirmos, vale ressaltar que podemos

generalizar de maneira natural as defini¢des acima considerando TM ao invés de T,M.

Teorema 1.4 Dada uma variedade riemanniana M existe uma tinica aplica¢do

V:TMxTM —TM
(X,Y) — VxY

que satisfaz as seguintes propriedades:

VixigvZ = fVxZ+gVyZ

Vx(Y+Z)=VxY+VxZ

Vx(fY) = fVxY +X(f)Y

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ) (condi¢cdo de compatibilidade com a métrica)
VxY —VyX = [X Y] (condi¢do de simetria),

NS

onde X,Y,Z€TM, f,.g € P(M) e [X,Y]=XY—-YX.

Tal aplicacdo V € denominada de conexdo de Levi-Civita (ou riemanniana). O
Teorema acima garante que a conexao € unica, mas podem existir outras conexdes em M

que satisfacam apenas as propriedades 1, 2 e 3, nas quais sdo chamadas de conexdes afins.



1.1 Variedades Riemannianas 19

E possivel mostrar que a conexdo de Levi-Civita V € univocamente determinada

pela métrica a partir da formula de Koszul:
2VxY,Z)=X(Y,Z)+Y(Z,X)—Z(X,Y)— (X,[Y,Z]) + (Y,[Z,X]) + (Z,[X,Y]). (1-1)

Por outro lado, a escolha de uma conexdo afim V d4 origem a uma derivada

covariante bem definida de campos ao longo de uma curva no sentido de que se V € um

DV «

campo definido ao longo de uma curva ¢ : I CRR — M, isto &, V(t) = V(c(t)) entdo - é

um campo vetorial ao longo de ¢ tal que

DV
o VeV

Nas condic¢des acima, dizemos que V é um campo paralelo ao longo de ¢ se

% = 0. Agora, seja um vetor Vo € T,;,M para algum fy € /. Existe um tnico campo
paralelo V(¢) ao longo de c¢ tal que V(fp) = Vp na qual é chamado de transporte
paralelo. A existéncia e unicidade deste campo € garantida pois € possivel mostrar que as

coordenadas do campo V satisfazem um sistema de equacdes diferenciais ordindrias.

Definicao 1.5 Uma curva parametrizada y: I C R — M é uma geodésica se, para todo

tel,
D [d
D (dy\_,
dt \ dt
A equacgdo diferencial da definicio acima nos permite provar a existéncia e
unicidade de uma geodésica passando por um certo ponto e com uma certa velocidade

inicial como uma solugdo local de um problema de valor inicial. Desta forma, podemos

denotar por

Y, p,v)

a geodésica de M passando p € M e com velocidade inicial v € T,M. Note que esta
denotacdo possui uma natureza local, embora utilizando resultados de existéncias de
vizinhangas e de homogeneidade (ver [9, Capitulo 3]), sempre € possivel aumentar o
intervalo de defini¢@o / e diminuir a velocidade da geodésica, e vice-versa.

Sendo assim, dado um p € M, existe uma vizinhangca % € TM da formaV x W

onde V C M € uma vizinhanca de p e W € um aberto em 7,M na qual podemos definir a
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aplicacao exponencial
exp: % — M

Vv
(4v) > ¥(1,4,) :v(r,q,m) |

onde 7y estd definida para todo ¢ € (—2,2). Podemos ainda restringir a aplicagdo exponen-
cial a um espago tangente da seguinte maneira: dado g € M, exp,, : Bs(0) C T,M — M,
definida na bola aberta Bs(0) de raio 6 > 0 e centrada na origem de 7,M, dada por

equ(v) = exp(q,v).

Vale destacar que, localmente, sempre é possivel obter uma vizinhanga Bg(0)

em que a aplica¢do exponencial exp, ¢ um difeomorfismo.

Prosseguindo, a partir das conexdes podemos estabelecer um objeto geométrico

muito importante das variedades, a curvatura.

Definicao 1.6 Seja V é a conexdo riemanniana de M. A curvatura R de uma variedade
riemanniana M é uma correspondéncia que associa a cada par X e Y em TM uma

aplicagdo

R(X,Y):TM —TM
Z— R(X, Y)Z = vayz — Vyvxz — V[X.,Y]Z-

Vale ressaltar que na literatura € comum encontrar a definicdo acima distinta
apenas por um sinal, como em [9] e [16]. Preferimos adotar a notacao utilizada em [2] por
conveniéncia.

A curvatura R de M satisfaz as seguintes propriedades:

1. Rébilinearem TM x TM,
2. Para todo par X,Y € TM o operador curvatura R(X,Y) é linear em TM.

Além das propriedades acima, a curvatura R também possui uma certa simetria

da seguinte forma: se X,Y,Z,W € TM, entdo valem as seguintes igualdades:

1. (R(X,Y)Z,W)+ (R(Y,Z)X,W)+(R(Z,X)Y,W) = 0 (Identidade de Bianchi);
2. (RX,Y)Z,W)=—(R(Y,X)Z,W);

3. (R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W,Z);

4. (R(X,Y)Z,W) = (R(Z,W)X,Y).
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Antes de apresentar a proxima defini¢do, dados dois campos de vetores X e Y

em T'M denotaremos por

XY= /(XX (YY) = (X, Y)2
na qual representa a drea do paralelogramo determinado por X e Y.

Definicao 1.7 Dados ¢ C TM um subespago bidimensional e X,Y € & duas diregoes

linearmente independentes, definimos a curvatura seccional de G por

(R(X,Y)Y,X)

K(X7Y):W,

(1-2)
onde R é a curvatura de M. O niimero real K (X,Y ) = K(0) independe da escolha da base
{X,Y} emo.

Para o escopo deste trabalho, trataremos de variedades de curvatura seccional

constante. Assim, convém enunciar o seguinte resultado:

Lema 1.8 Uma variedade riemanniana M tem curvatura seccional constante Ky se, e

somente se, a curvatura R de M é dada por
para todo X,Y,Z,W € TM.

As variedades riemannianas com curvatura seccional constante possuem um
papel muito importante no estudo da Geometria Riemanniana. Trés espacos sdo de fun-
damental importancia - os chamados Espacos Modelos ou Formas Espaciais - devido
a um resultado classico que nos diz que qualquer variedade riemanniana completa de
curvatura seccional constante possui o recobrimento universal isométrico a um desses
modelos. As Formas Espaciais sdo S", R” e H" nas quais possuem curvaturas seccionais

constantes 1, 0 e —1, respectivamente.

Algumas combinagdes de curvaturas seccionais recebem alguns nomes especiais

como € o caso da curvatura de Ricci.

Definicdo 1.9 Seja X € TM um campo unitdrio e {Xi,...,X,—1 } uma base ortonormal do

hiperplano de TM ortogonal a X. Definimos a curvatura de Ricci na direcdo X por

Ric(X) =

1 n—1
— Y (R(X, X)X, X;).
i=1
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Podemos relacionar a curvatura de Ricci a uma forma bilinear simétrica em TM,

chamada de tensor de Ricci, que é dada por:
Ric(X,Y) =traco{Z — R(X,2)Y;Z€ TM}, comX,Y € TM.

Em uma base ortonormal {X{,...,X,,} de TM, o tensor de Ricci fica:
n
Ric(X;,X;) Z (X, X)X, Xi), Vi, j = 1,.

Definicao 1.10 Uma variedade riemanniana M é chamada de Einstein se
Ric = Ag,

onde Ric é o tensor de Ricci de M, g é a métrica riemanniana de M e A uma constante.

Mais especificamente, M é chamada de variedade A-Einstein.

Dizemos que uma base {Xi,...,X,} € TM diagonaliza o tensor de Ricci de M se
RiC(Xi,Xj) =0,Vi+je {1,...,”}.

Em particular, se M € de Einstein, qualquer base ortonormal em 7TM diagonaliza seu

tensor de Ricci.

Anteriormente, falamos sobre campos ao longo de curvas ao introduzir a no¢ao
de paralelismo. Outros tipos de campos muito importantes, sobretudo no estudo de
variacionais geodésicos, sdo os chamados campos de Jacobi que surgem no estudos

envolvendo geodésicas e a aplicacdo exponencial.

Definicdo 1.11 Seja J campo diferencidvel definido numa geodésica vy : [0,l1] — M

Dizemos que J é um campo de Jacobi ao longo de 7 se satisfaz

J'(6) +R (Y (1), (1)) Y (1) =0,

para todo t € [0,1], onde J" denota a segunda derivada covarlante J ao longo deyeR

é a curvatura de M.

Exemplo 1.12 Se M é um espago de curvatura seccional constante K e Y é uma geodésica
normalizada (|Y| = 1) entdo a equagdo que determina um campo de Jacobi J ao longo de

Y se reduz a

J"(t)+KJ =0.
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Note que, a partir da equacdo da Definicdo 1.11, um campo de Jacobi fica
unicamente determinado pelas condi¢des iniciais J(0) e J'(0). Ainda, quando impomos
que J(0) = 0, localmente um campo de Jacobi pode ser expresso por

Jit)=d (expy(0)>t (t7'(0)) . (1-3)

Y(0)

enfatizando a relacdo entre estes campos e a aplicacdo exponencial. Note que, como
mencionamos anteriormente, exp € um difeomorfismo local entdo localmente fica bem

definida a igualdade acima.

Definicao 1.13 Seja p € M. Dizemos que g € M é um ponto conjugado de p se existem
uma geodésicay: [0,1] — M, ligando p =v(0) e g ="(I), e um campo de Jacobi J definido
ao longo de vy que satisfaz J(0) = 0= J(I).

Observe que, de (1-3) e da definicdo acima, um ponto conjugado € um ponto
critico da aplicagc@o exponencial.
O conjunto dos primeiros pontos conjugados de um ponto p € M para todas as

geodésicas que partem de p € denotado por C),.

Exemplo 1.14  (a) Se M possui curvatura seccional constante K < 0 entdo C, é vazio
para todo p € M;
(b) EmS", C, ={p,—p}, para todo p € S".

1.2 Imersoes Isométricas

. ;. L .~ Ttk
Como vimos nos comentarios apés as Defini¢des 1.1 e 1.2, se f: M" — M"

¢ uma imersdo entre variedades na qual M possui uma estrutura riemanniana, entio

podemos induzir uma estrutura riemanniana em M por meio de
<U7V>M = <df<U)7df<V)>N7 para todoU,V € TM,

tornando assim f uma imersao isométrica. Vamos definir alguns conceitos e resultados
que relacionam as geometrias de M e M.

Como de certo modo toda imersdo é localmente um mergulho, para cada p € M
existe uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M.

Para facilitar as notag¢des, vamos identificar U com f(U) ecada X = (p,X) € TM
com df(X) = (f(p),df(X)) € TM. Tais identificagdes serdio tteis para estender um
campo local de vetores de M a um campo local de vetores em M. Essa extensdo pode ser
realizada através de um processo parecido com a idéia de levantamento que iremos definir

na proxima segdo: para um campo local de vetores X = (p,X,,) em TM, considere sua
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extensdo local X em TM como o tnico campo tal que para cada p € M, df,(X,) = )_( f(p)s
isto &, X = (f(p), X s(p)) € TM.

Dessa maneira, é possivel decompor o fibrado tangente 7M numa soma direta
entre o fibrado tangente TM (identificando TM C TM) e um complemento ortogonal de
TM em TM, isto é,

TM =TM & (TM)™*.

Assim, para cada X € TM, podemos escrever X = X7 + XV onde XT € TM é a compo-

nente tangencial e X"V € (TM)+ é a componente normal de X.

Considere V a conexdo de Levi-Civita de M e X e Y campos locais em M com
extensdes locais X e Y em M, respectivamente. Definimos a conexdo de Levi-Civita de M

relativa a métrica induzida por f por:
_ \T
VyY = <VYY> .
Definicdo 1.15 O tensor bilinear simétrico I1: TM x TM — (TM)* dado por
_ _\N
T(X,Y) = (VYY)

é chamado de tensor shape (ou tensor segunda forma fundamental).
Sen € (TM)* e N é sua extensdo local, entdo a aplicacdo An:TM — TM dada

por
An(X) = — (?XN)T

€ a aplicagao linear auto-adjunta associada a aplicacdo bilinear 11, na qual é chamada

de operador shape com respeito a N.

Como consequéncia, para X,Y € TM, podemos escrever
VxY = VyY +1I(X,Y),

onde VxY é tangente 2 M e II(X,Y) é normal a M. Esta decomposi¢do nos leva uma
relacdo fundamental entre as curvaturas de M e M, chamada de Equacao de Gauss: dados

X,Y,Z,W € TM e R e R os tensores curvaturas de M e M, respectivamente, temos que

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W)+ (TI(X,W),TI(Y,Z)) — (T(X, Z), TI(Y,W)).
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Consideramos agora o caso de uma imersao isométrica f : M" — M em que
a codimensdo m = 1. Neste caso, M é denominada de hipersuperficie. As vezes também
podemos referir a propria imersao isométrica como uma hipersuperficie. Denotaremos
uma hipersuperficie por X.

Dado um campo unitdrio n € (TZ)*, como o operador shape A € linear e auto-
adjunto, existe uma base ortonormal de autovetores {Xj,...,X,} € TM com autovalores

reais Ap, ..., Ay, isto €,
An(Xi) = AiX;, paratodoi=1,...,n. (1-4)

Observa que se ¥ e M sdo orientdveis, podemos tomar {Xj,...,X,} como uma
orientagdo para X € {Xj, ..., X,,M} como uma orientagdo para M, tornando assim o campo
1 univocamente determinado.

As dire¢des X; sdo chamadas de direcdes principais e os valores reais A; sdo

chamados de curvaturas principais de X.

Sejam V a conexdo de Levi-Civita de M, N a extensdo local em M de neAo

operador shape de ¥ associado ao campo normal unitario N. Assim,

AX =—VxN,comX € TL. (1-5)

Além disso, considerando R e R as curvaturas de ¥ e M, respectivamente, a

equacao de Gauss de X é dada por:

Em uma base ortonormal de dire¢des principais {Xi, ..., X, } de £ com curvaturas

principais Ap, ..., A,, a equacao de Gauss de X fica
<R(XkaY)Z7Xk> = <F(XkaY)Z7Xk> +7\'k<AY7Z> _7\’/%<Xkaz> <Xk7Y>7

visto que (X;,X;) = §;;. A partir desta tltima equagdo, o tensor de Ricci de X é dado por

=

(Xe, X)X, Xi) + M (AXi, X5 — A (Xe, X)) (X, X )

I
=

RiC(X,‘,Xj)

{

~
I
—_

=

(Xe, X)X}, Xi) + HO; A — 8 A7, (1-7)

I
=

{

~
I
—_

ondei,j=1.,neH=Y" A =traco (A). H também é chamada de curvatura média.
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1.3 Variedades Produto

Vamos considerar um tipo de variedade riemanniana obtida pelo produto de
outras duas, chamadas variedades produto. Inicialmente, vamos considerar o produto
usual e, em seguida, generalizar para produtos torcidos mais gerais que nos serao uteis
nos proximos capitulos.

Algumas demonstracdes desta se¢do serdo omitidas mas podem ser encontradas

especificamente em [16].

Sejam B e F duas variedades riemannianas, com suas respectivas métricas gp €
gr ,eoproduto M =B x F. Considere t: M — Be 6: M — F as proje¢des de B X F em
B e F, respectivamente. O produto M € uma variedade riemanniana, cujo tensor métrico

€ dado por:

gm =" (gp) +0"(gr),

onde ¥ : B* — M* e 6" : F* — M" sdo os pullbacks obtidos pelas proje¢des T e G, ja que
sdo aplicacdes diferencidveis.

A variedade B é chamada de base e a variedade F' € chamada de fibra de M. Além
disso, para cada p € B e paracada g € F, as subvariedades px F=n"'e Bxg=0""de
M sdo chamadas, respectivamente, de fibras e folhas do produto B x F.

Note que as aplicacoes Jt|(BX 9 © G|( pxF) 830 isometrias sobrejetoras em B e F,
respectivamente, e em (p,q) € M afibra p x F e a folha B X ¢ s@o ortogonais. Chamaremos
de campos horizontais os campos tangentes as folhas,

Estamos interessados em algumas relagdes geométricas de M dadas em termos
das geometrias de B e F. Para isso, precisamos de um conceito fundamental: a nocao de

levantamento.

Defini¢iio 1.16 1. Se f € Z(B), definimos o levantamento de f em B x F por f =
forme P(BxF);
2. Se (p,q) € BxF ex € T,B, definimos o levantamento de x em (p,q) como sendo o
tinico vetor X € T(,, (B X F') tal que dn(X) = x;
3. Se X € TB, definimos o levantamento de X em B X F como sendo o campo
X € T(B x F) para o qual seus valores em cada (p,q) é o levantamento de X,
em (p,q). Neste caso, o levantamento de X € TB em B X F ¢é o iinico campo

X € T(B x F) que é n—relacionado a X e 6—relacionado ao campo nulo em TF.

De maneira andloga sdo definidos os levantamentos de F utilizando 6. Denota-
remos por .Z(B) e .Z(F) o conjunto de todos os levantamentos horizontais e verticais,

respectivamente.
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Proposi¢io 1.17 Sejam X,Y € £ (B) e V,W € Z(F). Entdo valem:

]
] =

Agora com um olhar mais focado para o nosso objetivo, vamos considerar um

X, Y|e ZB)e |[V,W] =[V,W] e Z(F),
0.

Y

S
<| ~

1.
2. [X,

tipo de generaliza¢do de uma variedade produto B X F realizando uma tor¢ao homotética

na métrica em cada fibra p X F', os chamados produtos torcidos.

Definicdo 1.18 Sejam B e F variedades riemannianas e f € 9(B) positiva. O produto

torcido M = B X ¢ F' é a variedade produto B X F munida pelo tensor métrico

gu =" (gg) + (fom)*c*(gr).

Explicitamente, se x € T(,, ;) (B x F), entdo
(x,x)m = (dm(x),dm(x))s + f(p)*(do(x),do(x))F.
A funcdo f é chamada de funcdo torcdo (ou fungcdo warping, em inglés).

Observe que, na defini¢do acima, se f(p) = 1 para todo p € B, entdo o produto
torcido se reduz ao produto usual. Além disso, as defini¢des e propriedades vistas
anteriormente para o produto usual s3o as mesmas considerando o produto torcido, apenas
enfatizando que, neste caso, para cada p € B a aplicacdo G| (pxF) € uma homotetia prositiva
sobrejetora em F' com fator escalar ﬁ.

Estamos interessados em estudar como se relacionam as conexdes e as curvaturas

deBe Fcomasde M =B xF.

Lema 1.19 Se h € Z(B) entdo o gradiente do levantamento hon de h em M = B x s F é

o levantamento em M do gradiente de h em B.

De certa forma, o lema acima diz que o gradiente de uma fun¢do diferencidvel
definida na base da variedade é o mesmo tanto em B quanto em M. Assim, ndo ha
confusdo em simplificar as notagdes de hom e grad(hom) por apenas h e grad(h),

respectivamente.

Considere VB, VI ¢ VM as conexdes de Levi-Civita de B, F e M, respectiva-

mente. O préximo resultado relaciona estas conexoes.

Proposicdo 1.20 EmM =B xF, se X,Y € Z(B) e V,W € Z(F), entdo:

1. V¥Y € £ (B) é o levantamento de VEY em B;
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2. Vv =viix = XDy,

N
3. (VW)Y =n(v,w) = — ¥ grad(f);
4. (V{‘,’IW)T € Z(F) é o levantamento de VEW em F.

Prova. Observe inicialmente que, da Proposi¢do 1.17, [X,V]|=[Y,V]=0¢ ([X,Y],V) =0.
Além disso, como (X,Y) é constante em cada fibra p x F, temos que V(X,Y) = 0.
Portanto, segue diretamente da Férmula de Koszul 1-1 que

(V¥Y,V) =0,

ou seja, V¥ Y € horizontal provando o item 1.
Agora, desde que [X,V] =0, temos que V¥V = V¥X. Além disso, usando o

item 1 e o fato de que (Y,V) = 0, chegamos em
0=(V¥Y,V)=—(V¥V,Y).

Concluimos que V%” V (e, consequentemente, V{‘,/[X pois sdo iguais) € vertical.
Semelhante ao que fizemos no item 1, usando agora a Férmula de Koszul 1-1 em
VMV, obtemos

2(VYV,W) =X (V,W). (1-8)
Por outro lado, da métrica torcida dada pela Defini¢do 1.18, temos que
VW) (p.g) = F(p)* Vg Wa)r = (V,W)=(fom)* (gr(V,W)o0).

Escrevendo fom = f por simplicidade de notacdo e levando em consideracdo

que gr(V,W) oo é constante nas folhas em que X é tangente, concluimos que

X(V,W) =X (f>gr(V,W)oo) =X(f*) (gr(V.W)oo0)

—27X(0) (¢ (V:W) 00) =25 L (er (v,w) 00) = 25 L)

Portanto, de (1-8), concluimos que
X
VIV = %V,

concluindo a demonstracao do item 2.
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Usando o item 2 e o fato de que V (X, W) = 0 obtemos

X
(VIW,X) = — (VX W) = — (Tf) (V,W).
A partir do Lema 1.19, como f € Z(B) temos que o gradiente de f é o mesmo
em M quanto em B. Ainda, sendo X € .Z(B), entdo X f = (grad(f),X). Logo,

v,w)

M<V’W> = — <Tgrad(f),X>.

(VIW,X) = —

Portanto, desde que a projegdo normal (V3 W)N é em relacdo as fibras p x F, entdo

(VW)Y =11(v,w) = —mgmd( ),

demonstrando, assim, o item 3.

Para provar o item 4, observe que

M My T Mu\N
M T . . . M . . ~
Logo, (V¥/W)" ¢ a derivada covariante de V/W em F, isto &, sdo
o—relacionados. Portanto, segue o resultado visto que ¢ € homotetia e, consequen-

temente, preserva conexoes riemannianas. L]

Corolario 1.21 As folhas de um produto torcido sdo totalmente geodésicas e as fibras

sdo totalmente umbilicas.

Agora vamos estabelecer alguns resultados que relacionam as curvaturas de B e
de F com a curvatura de M. Inicialmente, observe que para um tensor covariante A em B
(ou em F), seu levantamento em M ¢é o pullback dado por * (ou por ).

Considere R? e RT os levantamentos em M dos tensores curvaturas de B e de F,
respectivamente. Como 7 € isometria em cada folha, RB nos dd a curvatura riemanniana
em cada B x ¢. O mesmo também ocorre para R”, ji que ¢ é homotetia em cada fibra.

Além disso, como cada folha € totalmente geodésica, RB coincide com a cur-
vatura RM de M em campos horizontais. De fato, se X,Y € TB, como as conexdes de
Levi-Civita de B e de M coincidem (item 1, Proposi¢do 1.20), temos que para qualquer
Z € TBvale

RP(X,Y)Z =VRVyZ - VyVRZ -V yZ =RY(X,Y)Z.

Entretanto, o mesmo pode falhar para R e RY.
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Sera conveniente definir a Hessiana de uma funcdo f € 2(M) como sendo a

segunda diferencial covariante H/ = D(Df) e estabelecer a seguinte relacio: desde que

Df=df

H/(X,Y)=D(df)(X,Y) = V¥ (df)X =Y (df (X)) —df(V¥X) = XY (F) — (V¥Y)f,
(1-9)

isto é, H/(X,Y) = (XY — VMY) f. Além disso, H/ é um campo tensorial (0,2) simétrico,
ja que da simetria da conexdo, temos XY — VMY =vYX — V¥X.

Proposi¢do 1.22 Seja M = B x; F com tensor curvatura RM. Se X,Y,Z € Z(B) e
U,V,W € Z(F), entdo

1. RM(X,Y)Z € £ (B) é o levantamento de R®(X,Y)Z em B;

2. RM(VX)Y = Hf(f ")V, onde H é a hessiana de f;

3. RM(X,Y)V =RM(V,W)X = 0;

4. RM(X, V)W = — VY (grad 1)),

5. RM(V,W)U = RF (v,W)U + & dgredU) fty gyw — (w,u)v).

Prova. O item 1 segue diretamente das consideracdes feitas acima.

Da Proposicdo 1.17, temos que [V,X] = 0. Logo,
RM(v.x)y = ViIV¥Yy —vivily. (1-10)

Agora, da Proposicao 1.20, temos que

vivily = v¥ (Yff) V=X (Yff)v+ ( ff) Vv
(e () (5) ()

(S e

Ainda da Proposi¢do 1.20 temos que V% Y € Z(B) e que

M
Vi (VYY) = <%> V. (1-12)

Portanto, substituindo (1-11) e (1-12) em (1-10), concluimos que

v,

RY(V.X)Y ((V¥Y)f X(Yf)> ,__HXY)

ff f
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provando o item 2.
Para mostrar o item 3, vamos assumir que [V, W] = 0. Assim, da Proposi¢go 1.20,

temos que

X X
RM (v w)x = Vivix —vivMx —v¥ <7f> w—vH <7f> V.

Note que W (}%) =V (%) =0 pois }% ¢ constante em cada fibra. Logo,
X X
RM(v, W)X = <7f> (VYW —Vyv) = (Tf) [V,W]=0.

Por outro lado, das simetrias da curvatura, temos que (RY(X,Y)V,W) =
(RM(V,W)X,Y) = 0. Ainda, do item 1, temos que RM(X,Y)Z = RB(X,Y)Z. Desde que

RB(X,Y)Z é um campo tangente as folhas B x ¢, entdo
(RM(X,Y)\V,Z) = —(RM(X,Y)Z,V) = —(RP(X,Y)Z,V) = 0.

Como as igualdades acima valem para todo Z € .Z(B) e para todo W € .Z(F),
entdo fica provado o item 3.

A partir do item 2 e das simetrias da curvatura, obtemos

(RM(X,V)W,Y) = (RM(V.X)Y,W) = <(}M) Y,W> = M<Y,W>

f f
_ <V¥grad(f),Y> (V,W)
f

(V. W) = <TV§¥’gmd<f>,Y>. (1-13)

Observe que RM(X,V)W ¢é horizontal, pois do item 2, (RM(X,V)W,U) =
(RM(W,U)X,V) =0, paratodo U € .Z(F). Como (1-13) vale para todo Y € .Z(B), segue

que

RY (X, V)W = @%mdw

demonstrando, assim, o item 4.
Para finalizar, note que R (V,W)U é vertical, ja que do item 3 e da simetria da

curvatura,
(RM(Vv,W)U,X) = —(RM(V,W)X,U) =0, para todo X € .Z(B).

Além disso, RF (V,W)U € Z(F) pois é o tensor curvatura em cada fibra. Temos
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que os tensores RM (V,W)U e RF (V,W)U sio relacionados pela equagio de Gauss:
(RE(v, W)U, - ) = (RM(V, W)U, - )+ (TI(V, -),TI(W,U)) — (TL(V,U), TL(W, - )).
logo, usando a Proposicao 1.20, concluimos que

(RE(V,W)U, )y = (RM(V,W)U, )+ (II(V, -),TI(W,U)) — (TI(V,U), TL(W, - ))
= (RM(v,W)U, -)

<V7 ) <W7U> <V7U> <Wa >
(Y graar). D graatr)) - (Y graat), Y graat) )

— (R (v, W)U, ) + 8radl] )];f’“d<f D (v, yow,u) — v, uyw, )
(grad(f),grad(f))
f2

:<RM(V,W)U—|— {<W,U)V—<V7U>W}w>»

concluindo a demonstracdo do item 5.
OJ

Ressaltamos que a proposi¢do acima diferencia de [16, Proposi¢do 7.42] apenas
por um sinal, ja que estamos considerando neste trabalho a defini¢do do tensor curvatura

com sinal trocado.



CAPITULO 2

Produto torcido / x , Q7

Neste capitulo vamos considerar o produto torcido que estudaremos no decorrer
deste trabalho. Seja I X QF, onde I/ C R € um intervalo aberto, ® ¢ uma fungdo
diferencidvel positiva definida em / e Q¢ ¢ uma forma espacial simplesmente conexa
de curvatura seccional constante € € {—1,0, 1}, ou seja, ou é H"” (se € = —1) ou R” (se
e=0ouS"*(see=1).

Vamos denotar a métrica de I X, Qf por
ds® = di* + o(t)*ds2, 2-1)

onde df? e dsg sdo, respectivamente, as métricas riemannianas de R e de Qf. Também

denotaremos por 9; o gradiente da projecdo 7 no primeiro fator /.

2.1 Formulas Basicas

Considere V e V as conexdes de Levi-Civita de I x , Q7 e de Q7, respectivamente.
Vale ressaltar que o item 1 da Proposicao 1.20 mostra que a conexdo de Levi-Civita de /
coincide com a do produto torcido em /, por isso usaremos a mesma notagcdo para ambas.

Nossa idéia inicial serd estabelecer alguns resultados andlogos as Proposi¢des
1.20 e 1.22.

Proposicao 2.1 Para quaisquer campos verticais X,Y € TQ} valem as igualdades:

1. VxY = VxY — $(X,Y)0,;

2. an, = vatX = %IX,'
3. vatat = O

Prova. A primeira identidade segue dos itens 3 e 4 da Proposicdo 1.20. Neste caso, temos
que grad(®) = 9,(®)d; = '0,. Logo

_ — T /— \N o
VXY:(VXY> +(VXY> = Vx¥ = = (X.1)2.
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A segunda identidade segue diretamente do item 2 da Proposicdo 1.20. A partir
do item 1 desta mesma proposi¢do e, lembrando que como I C R, entdo a derivada
covariante de d, em qualquer direcdo € nula, jd que as retas em R” sdo geodésicas. Ou

seja, segue Vata, =0. O

Agora, considere a decomposi¢ido X = X; +Xe, com X; € L (I) e Xe € L(QF), e
escreva X; = x(1)d;. Analogamente, considere estas nota¢des para os campos Y,Z e W.

Proposi¢io 2.2 Considere R e R as curvaturas de I xo Q! e de QV, respectivamente.

Entdo,

SR o~
e T T =

ala
_ (o)
X87 YS)ZE - ®2 {<X€7ZS>YE - <Y8728>X8}'

Prova. O item 1 segue pelo fato de que a curvatura é a mesma tanto em / € quanto em
I X Q2. Desde que I C R, segue que R(d;,9;) = 0.
Os itens 2, 3 e 4 seguem diretamente da Proposicao 1.22, apenas observando que,

para o item 4, podemos escrever
V,, (grad(®)) = V,, (0/9;) = 9,(e)0; + 0V, 9, = 09,

pois %ta, =0.
Por fim, do Lema 1.8, como Qf tem curvatura seccional constante €, entdo seu

tensor curvatura R é dado por

<R(X87Y8)287W8>8 =£& (<Y£7ZE>8<X€7W8>€ - <X£7Z€>8<Y87W8>£>
= (e Ze)(Xe, We) — (X, Ze) (Yo, W)

Logo,

(R(Xe, Ye)Ze, We) = 07 (R®(Xe, Ye) Ze, We)e
= 5 (Yo Ze) (Xe, We) — (Xe, Ze) (¥e, We)
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A igualdade acima junto com o item 5 da Proposi¢do 1.22 nos da

/

R(Xe,Ye)Ze = R(Xe, Ye) Ze + <%>Z{<X£,ZE>Y8 — (Ye, Ze)Xe }

AV
_ % {(Xe, Ze)Ye — (Ye, Ze) Xe )

na qual mostra o item 5. 0J

Antes de prosseguirmos, algumas observacdes que facilitardo nossos cédlculos

Observaciao 2.3 1. (X;,0;) = (X,0;), jd que d; € L (I) e, assim, somar Xg com X; néo
altera o produto, pois (X¢,9;) = 0;
2. De (9;,0;) = 1, temos que

(Xi,W) = x(d;,W) = x(0,0;) (0, W) = (9, X) (0, W)
3. Semelhante ao item 1, como (Xe,Y;) = 0, podemos escrever
(Xe,Ye) = (Xe,Y) = (X,Y) —(X;,Y) = (X,Y) — (0,X)(0,Y)

Agora, podemos obter uma férmula para a curvatura de I X Qf. Desde que

R(X,Y)Z é bilinear em X e Y, temos que

(R(X,Y)Z,W) = (R(X,})Z,W) + (R(X;,Ye)Z,W) + (R(Xe, 1) Z,W) + (R(Xe, Ye)Z,W)
= (R(X:,Ye)Z,W) + (R(Xe, ;) Z,W) + (R(Xe, Ye)Z, W), (2-2)

pOiS R(X[, Y[)Z = xyI_?(at,at)Z =0.
Por outro lado, R(X,Y)Z também € linear em Z e possui uma simetria (ver as
propriedades da curvatura logo apds a Defini¢do 1.6). Isto, junto com a Proposicdo 2.2 e

a Observacao 2.3 nos d4

(R(X;,Ye)Z,W) = xz(R(0;,Ye)0r, W) + x(R(9y, Ye ) Ze, W)
// /!

— x(31,3)2(3,, ;) (-%) (Ye, W) +x(3,,3,) (—%) (Ye, Ze) (3, W)
= %ﬁ{<3r»X><ar,Z><Ye,W> — (91, X)(Ye, Z) {01, W) }

/!

= %{<Br,X><8r,Z><Y,W> — (01, X)(01,Z) (9, Y ) (91, W)
— (9, X)(Y,Z)(9;,W) 4 (0;,X)(0s,Y ) (0, Z) (0;, W)}

0)//

= 5 U9, X) (01, Z)(Y, W) — (01, X)(Y, Z) (01, W) }. (2-3)
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Também temos que

<R(X87 Y)Z,W) = yz<R(Xg78,)a,7W> _y<R(al‘7X€)Z£7W>
CO/I

— (31,,)2(01, ) (—%) (Xe, W) — y(3,,,) <—5) (Xe, Ze) (91, W)
= 2 {0 ) 01, Z) X, W) + (01,7 (%, 2 (0, W)}

//

= {0, Y)(0,.2) (X, W) +(3,,¥)(21.2) (31, X) (01, W)
+ (9, Y )(X,Z) (91, W) — (01, Y) (9, X) (01, Z) (0, W) }
= 0D W)+ 0.7) (.20 W) -4

e que

(R(Xe,Ye)Z,W) = z(R(Xe, Ye )0, W) + (R(Xe, Ye ) Ze, W) = (R(Xe, Ye ) Ze, W)

— (“’()0—28{<X8,zg><yg,w> — (Ye, Ze) (Xe, W) }
AV
_ “"202 X Z) (Yo, W) — (0, X)(01,2Z) (Yo, W)

— (Y, Z)(Xe, W) + (01, Y ) (01, Z) (Xe, W) }

(o')* —
i S{X,2) (VW) — (X,2)(3,,Y) (3, W)
— (01, X) (0, Z)(Y, W) +(9;, X ) (01, Z) (91, Y ) (01, W)
— Y, Z)(X, W)+ (Y, Z)(d;,X) {0, W)
+ (0, Y ) (91, Z) (X, W) — (01, Y} (01, Z) (91, X) (01, W) }
(o) —¢
= o2 {<X’Z><Y’W>_<sz><X’W>

—(X,Z)(9,Y) (0, W) —
(Y, Z) (3, X) (01, W) + (0., Y0, Z) (X, W)}, (2-5)

Portanto, substituindo (2-3), (2-4) e (2-5) em (2-2), temos que a curvatura R de
I X Qg € dada por:

(R(X.Y)Z,W) = (aom){(X,Z){(Y,W) — (¥, Z)(X, W)}
+ (Bom){(X,2)(0:,Y) (0, W) + (91, X)(0;, Z) (¥, W)
— (Y. 2)(01, X)(r, W) = (0, V) (01, Z) (X, W)}, (2-6)
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onde avot = av e fom = [ sdo funcdes definidas em I dadas por
o=-—"r— e B=—-—o. (2-7)
Observacio 2.4 E imediato verificar a partir de (2-6) e do Lema 1.8 que o produto

torcido I X QF tem curvatura seccional constante se, e somente se, . é constante e § = 0.

Vale a pena observar que o anulamento de P implica que o. é constante, pois

——a
®

o\ o o? o? 0

;20 (o (@) e 200 (" 20
o == oy P

Logo, B se anula se, e somente se, o produto torcido é uma forma espacial.

A partir da observagdo acima e das expressoes de o e B podemos obter as fun¢des

tor¢do  para as quais o produto torcido / X Q% tenha curvatura seccional constante.

Proposicao 2.5 [14, Proposigcdo 4.6]
Para n > 2, assuma que 1 X Qf tenha curvatura seccional constante c. Nestas

condigoes, existem sq e O reais tais que para todo s € I,

(i) sec>0entdoe=1e w(s) = %sin( Ves+60p);

(ii) se ¢ =0 entdo vale uma das seguintes afirmagoes:
(a) e=1ew(s) =Ls+s0, com sy € R;
(b) € =0e w(s) = so,

(iii) se ¢ < 0 entdo vale uma das seguintes afirmagoes:
(a) e=—1lew(s) = \/%cosh(\/—cs—f—eo);
(b) e=0e w(s) =exp (:I: \/—cs+s0);
(c) e=1ew(s)= ﬁsinh (v/—cs+6p).

Prova. Vamos mostrar apenas (i) pois o restante é andlogo.
Como vimos na Observagdo 2.4 temos que se I X Qf tem curvatura seccional

constante ¢ entao

Logo, o satisfaz
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Observe que da primeira igualdade acima ja obtemos de imediato que € sé pode
ser 1 pois € = ((J)’)2 + c@? > 0, sendo ¢ > 0 por hipétese.
Agora, a segunda igualdade acima se trata de uma EDO com coeficientes

constantes cuja solugdo geral é dada por

®(s) = Acos (v/cs) + Bsin (/cs)
onde A e B sdo duas constantes reais. Dessa forma, A e B satisfazem

l=g= (0)/)2+c032

— (—A Vesin (y/cs) +B \/Ecos(\/zs)>2+c(Acos (Ves) +Bsin(\/Es))2 = c(A>+B?).

Escrevendo A = % sin(Bg) e B = \Lﬁ cos(8p) obtemos

o(s) = % sin(6p) cos (/cs) + % cos (o) sin (v/cs) = % sin (/cs+8p) .

2.2 Hipersuperficies em / <, Q7

Dada uma hipersuperficie £ em I x Qf, definimos a fungdo altura e a fungdo

dangulo de X, respectivamente, por:
E:=mlzx e O(x):=(N(x),0),

onde x € L e N € (TE)* é um campo normal unitdrio de ¥ em I x ¢ Q7.

Note que o campo 9d; = grad(n) = T, possui duas componentes quando restrito
a X: uma componente tangente e uma componente normal a 7X. A componente tangente
€ o gradiente de § em X e a componente normal € a proje¢do de d; em N. Denotando por

T o gradiente de &, temos
T =0,—(N,d;)N =09, — ON. (2-8)
Em particular, seu médulo é dado por
IT|> = (9, —ON,d, — ON) = (9;,0;) —20(N,9,) +0*(N.N) =1 -6 (2-9)

Para determinar o gradiente de O, primeiro observe que para qualquer X &€
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T (I X Qf), podemos escrever

"9
X =x0;+) xi—
tYt I_ZI laxi7
onde x;,x1,...,x, sdo fungdes diferencidveis definidas em I X, QY e 9y, a%, ey % sd0 08
campos coordenados. Desde que 9, € Z(I) e % € Z(Q}), das propriedades de conexdes
e da Proposicao 1.20, temos que

J— . n _ 0\)/ n a
VXat = that+2?:1xia%at :xtVatat +l._ZIXiVazia[ = (6) i_zlxia_xl.'

Note que )" ; xia% ¢ a projecao vertical do campo X e podemos expressd-la por
X — (X, 9,)9;. Logo,

/

= (0]
an[ = E(X - <X7at>at)
Assim, para qualquer X € TX,

X(8) = X(N,d;) = (VxN,d;) + (N, Vxa,)

o (V.X) = (X0 (V.21)) = —(AX, 3) = 6(X,,)

=— ((AX,at —O;N) + %/6<X,a, —6N>) =— ((AX,T> + %/6<X,T>)

— —(AX, ;) +

/

— ((AT,X) + %e(xn) —_ <AT + %eT,X> , (2-10)

onde A é o operador shape auto-adjunto de X com respeito a N dado em (1-5).

Como (2-10) vale para qualquer X € TX segue que o gradiente de 0 € dado por
(o/
(A+691d|2> T, (2-11)
onde Id|y é a aplicagdo identidade em X.

Como a fungdo altura & de X é dada pela restri¢do da proje¢do T a X, a curvatura

R de I x, Q, calculada em (2-6), quando restrita a campos tangentes 7Y é dada por
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(RX,Y)Z,W) =(00&){(X, Z)(Y,W) — (¥, Z)(X,W)}

e, portanto, a equacao de Gauss (1-6) de X fica, para todo X,Y,Z,W € TX,

(R(X,Y)Z,W) =(00&){(X,Z)(Y, W) — (¥, Z) X7W>}
+(Bo (X, Z(T, Y (T, W
— (Y, Z)(T,X)(T,W
+(AX,W)(AY,Z) — (AX,Z><AY,W>. (2-13)

Definicdo 2.6 Uma hipersuperficie de Einstein conexa ¥ de I X Q é chamada de ideal

se (Bo&)T nunca se anula.

A definicdo acima serd mais utilizada no Capitulo 4. Por agora, a préxima

definicao estabelece uma das propriedades fundamentais deste trabalho.

Definicao 2.7 Dizemos que uma hipersuperficie ¥ de I X Qf tem a T-propriedade se T

é uma direcdo principal de X

Lembrando que, de (1-4), T € uma direc@o principal de X se T nunca se anula e
existe uma fun¢ao diferencidvel A em X tal que AT = AT.

No decorrer deste trabalho, utilizaremos trés lemas chaves para demonstrarmos
os resultados principais. Vamos inicialmente apresentar dois deles e o terceiro serd
apresentado mais adiante, o Lema 2.10.

O primeiro lema estabele uma condi¢ao necessdria e suficiente para uma hiper-

superficie arbitrdria de / X Qf tenha a T-propriedade.

Lema 2.8 Para n > 2 seja ¥. uma hipersuperficie de I x Q% na qual (Bo&)T nunca se
anula. Entdo, ¥ tem a T-propriedade se, e somente se, as direcoes principais X1, ..., X,
de X diagonaliza seu tensor de Ricci. Em particular, se ¥ é de Einstein entdo possui a

T-propriedade.

Prova. Paran > 2, podemos tomar i # j # k € {1,...n}. Assim, de (2-12),

(R(Xie, Xi)Xj, Xe) = —(Bo&)(Xi, T)(X;,T).
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Substituindo a igualdade acima em (1-7), como i # j, o tensor de Ricci de X em
(Xi,X;) € TX é dado por:

Ric(X;,X;) zn" R(Xi, X)X, Xi) = —(n—2)(Bo&)(X;, T)(X,, T), (2-14)

em que o fator n — 2 aparece pelo fato de que os termos em que k =i e k = j sdo nulos.

A partir da igualdade (2-14) o resultado do lema é obtido. De fato, se 7" € uma
das direcdes principais de X, entdo T € ortogonal a X; ou a X, pois i # j. Logo de (2-14),
Ric(X;,X;) =0, isto é as diregoes principais de X diagonaliza seu tensor de Ricci.

Reciprocamente, se Ric(X;,X;) =0,Vi # j € {1,...,n}, da igualdade (2-14), T é
ortogonal a X; ou a X;, j4 que pela hipétese do lema, (Bo&)T ndo se anula. Como vale
para todo i # j, entdo T € necessariamente uma das direcOes principais, isto €, X tem a
T-propriedade.

Em particular, se £ é de Einstein entdo toda base ortogonal diagonaliza seu
tensor de Ricci. Logo, também vale para uma base ortogonal de dire¢des principais.

Segue que X tem a T-propriedade. O

O segundo lema chave estabelece uma condi¢do suficiente e necessaria a respeito
das curvaturas principais de uma hipersuperficie de I X, QF possuindo a T-propriedade

ser uma variedade de Einstein.

Lema 2.9 Paran > 2, seja ¥ uma hipersuperficie de I X Qf que possui a T-propriedade.
Sejam My, ...,\, as curvaturas principais correspondente a base ortonormal de direcoes

principais {X1,...,.X, } de X, com X| = Entdo X é uma hipersuperficie A—Einstein se,

o |T|
e somente se, valem as seguintes igualdades:

(i) M —HA +(n—1)((Bo&)|T)* +aok) +A=0;
(i) M —HAi+ (Bo&)|T?+(n—1) (o) +A=0, 2<i<n.

Prova.

Basta usar a expressdo do tensor de Ricci (1-7) com X; = X; = X; no caso (i) e
X; = X; # Xj no caso (if).

De fato, usando X; = X; = X; em (1-7) e o fato de X ser A—Einstein, obtemos

n

A = Ag(X1,X)) = Ric(X1, X)) = Z (Xis X1) X1, Xe ) + Hhy — Af. (2-15)

De (2-6), temos que <I_?(X1 , X1)X) ,X1> =0e,paratodo k =2,...,n,

(R(Xi, X1)X1,X,) = — (a0§) — (Bo&) (Xi1,0;).
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(T1,1)>
T?

2
Desde que (X1,0;) = <L T+9N> =

T |T|? substituindo a igualdade acima em

(2-15) chegamos em
A=—(n—1)((ao&) + (Bo&)|T|*) + HM — A,

concluindo a igualdade que queriamos mostrar.
Semelhantemente mostramos (ii) usando X; = X; # X; como afirmamos inicial-

mente. O

Dada uma hipersuperficie £ de I x QF, daremos uma atengdo para seus sub-
conjuntos obtidos quando fixamos um certo ¢ € I. Qualquer intersecdo transversal ndo

vazia

L =XNn({t} xQ"

¢ uma hipersuperficie de ({t} X Q”,dsg), na qual chamaremos de se¢do vertical de X na
altura z.

Se X € orientada por um campo normal unitdrio N, é facil observar que N — 60,
¢ tangente a ({7} x Q) e ortogonal a ;. Logo, temos que (N — 09;,N — 09;); = 0.

Da métrica torcida (2-1),

O)2<N—981,N—Gat>g - <N—98,,N—98;>
= (N,N) —26(N,0) +62<at,at> =1-6°= ’le-

Ou seja,

o(t)(N — 69
N, — QN =89 (2-16)
7|
é um campo normal unitdrio de £, em ({t} x Q",ds?).
Assim, podemos definir o operador shape (forma) associado a segunda forma

fundamental de ¥, com respeito a N;:
A[X = —VXN[, comX € TZ[ C TZ,

onde V € a conexdo de Levi Civita de (Q",ds?).
O seguinte lema € o terceiro lema chave mencionado anteriormente. Ele estabe-
lece uma relagdo entre os operadores formas A de X e A; de X, além de também estabelecer

uma relag@o entre suas curvaturas principais.
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Lema 2.10 Para n > 2, seja ¥ uma hipersuperficie de I X Qp e seja X; uma de suas
secoes verticais, considerada como uma hipersuperficie de ({t} x Q" dsg). Entao vale a

seguinte identidade:

0w’

(AX)Y)y=—— ((AX,YH—?(X,Y)) , paratodo XY € TY,.

Consequentemente, se T é uma direcdo principal de ¥ ao longo de ¥; com

curvatura principal Ay, as curvaturas Ay, ..., A, sdo dadas por

T\ + 0w
= T+ee
(0]

onde )\, denota a i—ésima curvatura principal de ¥;.

Prova. Inicialmente, dado X € TY;, das relagdes da Proposicdo 2.1 temos que

_ (0/
VxN; = VxN; — (6) (X,N;)0; = VxN;

pois (X,N;) =0, onde V e V sdo as conexdes riemannianas de I x, Qf e Q¥, respectiva-
mente.

Por outro lado, usando a expressdo de N; em termos de N dada por (2-16),

VN, = Vy (‘”(N|+|eaf>> _x (%) (N—60,)+ (%) V(N —09,)

®

—X (m) (N—09,)+ (%) (VXN—X(e)a, - (ﬁxal> .

Novamente da Proposi¢do 2.1 temos que ?Xat = %X . Além disso, vXN = —AX.

VN, =X (%) (N —00,) (%) (AX 1 X(0)2, + (%’/) X) .

Dessa maneira, para todo Y € ¥, que é normal a N — 00, e a d;, temos que

Logo

(AX,Y) = —(VxN,.Y) = —(VxN,.Y) = —% <AX+ (%) X,Y> .

Agora, se T € uma direcdo principal de X ao longo de X; entdo € invariante por

A. Denotando por I o operador identidade de T%;, da igualdade acima temos

v ()

= A= —% (IT|A; +00'T) .

TZ;
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Portanto, se {%,

sd0 as curvaturas principais associadas as direcdes X;, com i = 2,...,n, entdo
AiX; = AX; = —

(IT|A:(X;) + 60'X;) = (|7 A X; + 60'X;)

1 1
O] O]

€, consequentemente,

|T |\ 400/
o

A=

X, ...,Xn} ¢ uma base de direcdes principais onde A;, ...



CAPITULO 3

Hipersuperficies Rotacionais

A nocdo de hipersuperficies rotacionais foi introduzida em [7], na qual foi
utilizada em [14] para construir e classificar as hipersuperficies rotacionais de curvatura
seccional constante de S” x R e de H" x R, nos casos em que n > 3.

Com o objetivo de estudar as hipersuperficies f : M" — QF x R, a abordagem
feita em [7] foi olhar para f como uma imersdo isométrica em E"*2, onde E representa o
espaco euclidiano ou o espaco lorentziano, caso € = 1 ou € = —1, respectivamente.

Para isso, considere (xi,x7,...,X,42) as coordenadas em E"*+2 ¢ a métrica do

respectivo espaco dada por
ds* = edx}+dx3 + ... +dxi ;.
Nestas notagdes, podemos escrever E"! = {(x1,x2,...,x,42) €E™2; x,00 =0} e
Q: = {(xl,xz, o Xng1) € BT ednd 4 dxd + +dx31+2 = 8} .

Dessa forma, consideramos a inclus@o i : Qf x R — E"! « R =E"2 ¢ a imersdo
isométrica que estamos interessados é a composi¢do i o f, que também serd denotada por
Agora, considere P2 um subespago de E*2, de dimensdo 3 contendo as direcdes
2L e-9 e g0 grupo das isometrias de E"*? que fixam pontualmente um subespaco
ox axn+2
bidimensional P? de P> que contém a direcio %
n

Note que, como Q" ndo contém a dire¢do ﬁ entao
(Q xR)NP* = Q! xR.

Definiciio 3.1 Uma hipersuperficie rotacional em Q! x R com curva geratriz y e eixo P?
¢ a 6rbita de Y sob a agdo de I, onde y é uma curva em Q. x R inteiramente contida em
um dos dois semiespacos de P3 determinados por P?.

)

Daqui em diante vamos considerar P> gerado por S
0x1° Oxpqq

e ai Para cada
Xn+2
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e € {1,—1}, vamos escolher um plano P? conveniente e obter uma parametrizagio da
hipersuperficie rotacional (ver [8], [14] e [18]). Ainda, por simplicidade, vamos denotar

por e; = %,i: 1,...n+2.

3.1 Hipersuperficies Rotacionais em Q7 x R

Vamos analisar os casos separadamente conforme e =1, —1, 0.

CASO1l:e=1.
Considere P? = [e1,e,12]. Seja & € .# um operador identificado com sua matriz

relativa a base {e;}""7 de R"*2 dada por
air 0 dipy2

ap421 - Ap42n+2

Como .# é o grupo das isometrias de R"*? que fixam pontualmente IP?, devemos

ter Oe; = e e Oeyip = e,47. Da primeira igualdade, temos que

apn ap o Aipg2 1 ari 1
as| axp - 42 0 azl 0
21 An422  *+* Aui2nd2 0 ni21 0

se, e somente se, aj] = 1 e a¢;; =0 paratodo i =2,...,n+ 2. Analogamente, de Oe;» =
en+2 obtemos ay2,42 =1 € ajp40 =0 paratodoi=1,...,n+ 1. Desta maneira, podemos

escrever ¢ como

0= (3-1)

S O =

0
o
0

- O O

onde &' é uma matriz n x n ortogonal com a métrica euclidiana em [es, ..., e, 1] = R".
Agora, considere acurvay: I C R = P3N (S" xR) = S! x R dada por

’Y(S) = (sin(¢(s)),0, ...,O,COS(¢(S)>,D(S)) )
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onde ¢,V : I — R sdo fungdes diferencidveis satisfazendo

Como queremos que o traco de Y esteja inteiramente contido em um dos semi-espacos de
PP3 determinados por P2, assuma que cos(¢(s)) > 0.
— n
Escreva € = (bi j)i,j:l
Y(so) sob a acdo de .#. Assim, um ponto & (Y(sg)) de O(sp) é dado por:

em (3-1). Fixando sp € I, vamos obter a drbita O(sp) de

1 0 -~ 0 O sin(¢(s0)) sin(¢(s0))

0 biy -+ bin O 0 bincos((so))
Oy(so)=|: + . &+ : = : ; (3-2)

0 by -+ by 0] [ cos(d(s0)) bnn €0s(9(s0))

0O 0 -~ 0 1 V(s0) V(s0)

onde, pelo fato de & ser uma matriz ortogonal de R”, podemos considerar b%n b2, =
1.
Seja P"(sg) o subespaco afim n—dimensional de R"*2 paralelo a [ey, ...,e,11] €

que passa pelo ponto (sin(¢(sp)),0,...,0,0(sp)), isto é,

P"(s0) = {(sin(¢(50)), P1, -, Py V(50)) € R"T2}.

Tome p = (sin(®(s0)), P1s---, Pn,V(50)) € P"(s0) N (S" x R). Como a projecdo horizontal

de p estd em S", temos que

sin(9(s0)) > +pi+...+pp=1 = i‘,p? = cos(9(s0))*.
i=1

Logo, a se¢do horizontal de P"(s9) N (S" x R) é uma esfera (n — 1)—dimensional
de centro (sin(0(sop)),0,...,0,0(sg)) e raio cos(d(sp)) > 0. Como CY(sg) € P"(s9) N
(S" x R), para todo € € .#, segue que a se¢do horizontal da 6rbita O(sg) é uma esfera

(n —1)—dimensional.

Por outro lado, note que de (3-2), a 6rbita de y sob a agdo de .#, na qual é a

hipersuperficie rotacional com geratriz Y e eixo IP?, é dada por:

f(s,1) = (sin(0(s)),cos(0(s))@1(7), ., cos(9(s) )@u (1), V(s)) , (3-3)

onde @(t) = @(t1,....tn—1) = (Q1(t1,-stn—1)y-os Pu(ty,..-;tn—1)) é uma parametrizagio
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ortogonal de S"~!. Ainda, a métrica induzida por f é dada por
dc® = ds* + cos?(0(s))d1?,

onde dt? é a métrica riemanniana de S"~!.

Mostraremos que, de fato, f define uma hipersupeficie imersa em R"*2. Para

1ss0, basta mostrar que a base {aa—f, 37]:, ey BZ—{I} € linearmente independente.

Omitindo os parametros s,?1,...,1,—1 para simplificar as notagdes, temos que

0 , /. I /
8_{: = (0'cos(9), —¢'sin(0)@1, ..., —¢'sin(0) @y, V') ,

of . 001 0P, - -
- (O,COS((])) o yeeeyCOS(0) o ,O) ,paracadai=1,....n— 1.

Agora, como @ é uma parametrizacio ortogonal de S"~!, temos as seguintes relagdes:
/;1({)]%:1 = l;l(pka—ti:O, paratodoi=1,...,n— 1.
Desta forma, temos que
of d ) “
(55.50) = @) cos0)+ (o) sin(e) (Z cp%> HO)’= @)+ () =1
k=1
of d 9
<a_{:,a_{>:—q)’sm cos(0 (Z(pk a?‘) 0;
of of 2 0Py Py 199\’
<at, e > cos (4))/;1 < o o, 8;jcos” ; 3 ) (3-4)

pois @ = (@1,...,9,) é uma parametrizacio ortogonal de S"~!. Segue das igualdades
acima que {%—J;, 37{, v ara_{l} ¢ linearmente independente e, portanto, f € uma hipersu-

perficie imersa em R"+2.

CASO 2:e=—1.
Neste caso, precisamos considerar 3 situacdes distintas: se P> for lorentziano,
riemanniano ou degenerado. Para cada um desses casos, vamos escolher uma base apro-

priada para o plano P?.

CASO 2.1: P? lorentziano.
Como a diregio ey é tal que (ej,ej)pn2 = —1 < 0, entdo considere P? =
le1,en42]. Por hora, vamos omitir L"*2 na métrica, ficando subentendido que estamos

considerando a métrica do espago lorentziano.
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Analogamente ao Caso 1, um operador &' € . cuja matriz associada relativa a
base {e;}717 de L"*2 ¢ dada por

1 0 0 0
0 by b1, 0
o=1: 1 . i), (3-3)
0 bn bun 0
0 0 0 1
onde (bi_,-)zjzl ¢ uma matriz n X n ortogonal com a métrica euclidiana em [es, ..., e,41] =
R".

Sejay: I C R — P3N (H" x R) = H' x R a curva dada por

Y(s) = (cosh(¢(s)),0,...,0,sinh(d(s)),v(s)), (3-6)

onde ¢,V : I — R sdo fung¢des diferenciaveis satisfazendo:

2

V()7 = — (0/(s))* sinh?(0(s)) + (¢'(s)) *cosh® (9(s)) + (0'())* = (¢ (5)) >+ (V'(5))* = 1

e sinh(¢(s)) > 0, para todo s € I, de modo que o traco y(/) esteja contido num dos semi-
espacos determinado por P> em P3.

Assim, fixando s € I e usando (3-5), um ponto &'a(sg) de O(sg) - 6rbita de y(so)
sob a agdo de .# - é dado por

64(s0) = (cosh(®(50)), b1 SR (G(50)), -, bun SiND(0(50)),0(s50))s  (3-7)

onde b%n + ...+ b2, =1, pois (bl-j) ¢ ortogonal em R".

Seja  P"(so) = {(sin(d(s0)),p1,.-., Pn,V(s0)) EL"™} o  subespago
afim n—dimensional de ILL"*2 paralelo a [es,...,e,11] passando pelo ponto
(cosh(9(so)),0,...,0,0(sp)) e tome

p = (cosh((s0)), P1; - Pn,V(s50)) € P"(s0) N (H" X R).

Como a projecdo horizontal de p estd em H", temos que

—cosh(¢(s0)) 2 +pi+..+p2=—1 = Zn:p%:sinh(q)(so))z.
=1

1

Portanto, a secdo horizontal de P"(s9) N (H" xR) é uma esfera (n —
1)—dimensional de centro (cosh(®(sp)),0,...,0,0(sg)) e raio sinh(¢(sp)) > 0. Ainda,
como O%(sg) € P*(so) N (H" x R) para todo & € .#, temos que a se¢do horizontal da
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6rbita O(sp) € uma esfera (n — 1) —dimensional, assim como no Caso 1. Por esse motivo,

estas hipersuperficies rotacionais sdo chamadas de esféricas.

Agora, de (3-7), a hipersuperficie rotacional de H" x R com geratriz y e com eixo

P2, é dada por:
f(s;1) = (cosh(9(s)),sinh((s)) @1 (2), ..., sinh(§(s)) @n (1), V(s)), (3-8)

onde ©(t) = @(t1,....,tn—1) = (@1(t1,--stu—1), -, @n(t1,--,tn—1)) € uma parametrizagdo
ortogonal de S"~!. A métrica induzida por f é dada por

do? = ds® 4 cos?(0(s))d1?,

onde dt? é a métrica riemanniana de "~ !.

Mostraremos que a base a—f,a—f,...,a—f ¢ linearmente independente. Observe
os 8t1 aln,I

que

d
2 (0'sinh(0),0'cosh(9)0, .. o' cosh(0). ).

af a(Pl a(Pn .
a (O sinh(¢) =— 3% ,sinh(9) =— 3, O) , paracadai=1,...,n—1.

Usando o fato de @ ser uma parametrizaco ortogonal de S"~!, isto &,

L 90 99 00y oo\
2— _— = _— g .. R —
kz"l(pk_L Z(pkat,- 0 e <ati’atj> 61](81‘,‘) ’
paratodoi,j=1,...n—1ek=1,...,n, obtemos
of 9 .
(55-50) = (@) sinw@) + (6) " cost(o) (Z “”3> )= @)+ ) =1

af o noo9
<8_§’8_£> = ¢'cosh(¢) sinh(¢) (Z Pk a(tplk> =0;

k=1

af af B 5 n a(pk a(Pk e 2 n a(l)k 2
<all a > sin h Z<all alj>_6”51nh ((I))Z(atl) . (3_9)

Portanto {%—];, 37{7 s 82_{1} ¢ linearmente independente e, assim, f € uma hiper-

superficie imersa em "2

CASO 2.2: P? riemanniano.
Neste caso, P? = [€n+1,€nt2]. Semelhante aos casos acima, um operador & € ¥
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na base {e;}"" % de I"*2 ¢ dado por

b1y b1, 00
ﬁ = bnl e bnn O O ) (3_10)
0 O 1 0
0 O 01
onde (b;;); ;_, é uma matriz n X n ortogonal com a métrica lorentziana em [ey, ..., e,] =
L".

Considere a mesma curva Y dada em (3-6), do caso anterior, parametrizada pelo
comprimento de arco mas sem a restri¢do de sinh(¢(s)) > 0, visto que neste caso o traco
de v j4 estd inteiramente contido em um dos semi-espagos determinado por P2,

A partir de (3-10) e fixado sg € I, temos que

O(s0) = (b1ncosh(0(so)), ..., bun cosh(d(so)), sinh(d(s0)),v(s0)) , (3-11)

onde —b%n + b%n + ...+ b2, = —1, pois (bl-j) ¢ ortogonal em IL".
Considere o subespaco afim n—dimensional de "*? paralelo 2 [ey, ..., e,] pas-

sando pelo ponto (0, ...,0,sinh(¢(sp)),v(so)), isto &,

P"(so) = {(pl,...,pn,sinh(d)(so)),l)(so)) € ]L"+2}.

Tomando p = (p1, ..., P, sinh(§(sp)),(s0)) € P"(s9) N (H" x R), sua projecio horizontal
estd em H". Logo,

n

—pi+p5... 4+ pp+sinh(9(s0))>=—-1 = —pi+ Y p; = —cosh(d(s0))>.
=2

Ou seja, a se¢do horizontal de P"(sp) N (H* xR) é um espago hiper-
bélico (n — 1)—dimensional passando por (0,...,0,sinh(d(so)),v(s0)). Desde que
OY(so) € P"(so) N (H" x R) para todo & € .#, segue que a segdo horizontal da or-
bita O(sg) é um espago hiperbdlico de dimensdo (n— 1). Assim, estas hipersuperficies

rotacionais sdo chamadas de hiperbélicas.

De (3-16), estas hipersuperficies rotacionais podem ser parametrizadas por

£(s.1) = (cosh(0(s))@1 (1), .-, cosh(0(s)) (1), sinh (6(s)), v(s)). (3-12)

na qual Q(¢) = Q(t1,....t,_1) = (@1 (¢), ..., ®,(t)) é uma parametrizacio ortogonal de H" .
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Temos também que métrica induzida por f é dada por
dc® = ds* + cosh?((s))dt?,

onde dr? é a métrica riemanniana de H" !,

~ af of of
Vamos mostrar entao que {g, ERRERY .

} € um conjunto linearmente indepen-
dente.
De fato, temos que

) ;. /o / /
a—{: = (q) sinh()®y, ..., 0" sinh(¢)@,,d’ cosh(d),v ) ,

8f . a(Pl a(Pn . -
- (cosh((l)) o y.eeycosh(¢)=— o, ,0 O) ,paracadai=1,....n— 1.

Observe que sendo ¢ uma parametrizacio ortogonal de H"~! entdo

— 2+i i1 > — %4—%’ %—0 aratodoi=1,...n—1
01 kzzq)k_ 1 ati kzz(pk ati =Y, p = Ly .

Portanto,

(o) =

||
E
=
=
s
=
/?
S
—_DN
+
YO
1=
=)
N
~
N~
+
~~
<
SN—"
()
o
w2
=
P
£
+
—
c\
SN—
[\®)

k=2
<u>2=1,
of 9f\ _ 991 oo\
<as ar,>_ ‘sinh(9 COSh(q))( o, +k§(pk ot =0
Of OF\ _ ooy /99 006\ o o v (0

Sendo assim, a—f,a—f,..., 9 L ¢ linearmente independente e, dessa forma, f € uma
ds all al‘n,1

hipersuperficie imersa em L"+2.

CASO 2.3: P? degenerado.

Neste caso, vamos considerar uma base especial {e;} dada por

1 1 .
EIZ_(_61+€H+1)’ En—i-l:%(el'i‘en-i-l) € Ei:eiv l:2,...,l’l,n+2,

V)

que satisfaz

(er,e;) = (€nr1,€j) =0, (en,enr1)=1 e (&,e;) =73,
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paratodoi=1,....n,n+2e j=2,...n+2.
Observe que é1,€,41 € €,+2 ainda geram P3. Vamos considerar P? = [€n+1,€n+2]-

Por conveniéncia, vamos denotar
n
(xl, ...,xn+2) = ZX,‘E,‘.
i=1
Seja ' € .7 cuja matriz associada na base escolhida é dada por

ain aln+2

ap421 - Ap42n42

Assim como fizemos nos casos acima, sendo ¢ um operador que fixa P2, temos
que Oey =ej e Uey | = €p41 S€, € SOmeNte Se, Ay 1p41 = Ani2n42 = 1 € Ainy1 =Ajpy2 =

0, paratodo i #n+ 1 e para todo j # n+2.
Ainda, desde que &’ é uma isometria, entdo preserva a métrica. Logo, temos que

paratodoi=2,...,neparatodo j=1,...,n,

QY

1,ent1) =(0€1,0¢e,11) = (aj1€1 + ...+ ans21€n12,€nt1) = a11{€1,€n4+1) = a11;

ient1) = (0¢;,0eni1) = (a1;€1+ ... + ani2i€ni2,ent1) = a1i(€1,€n+1) = aii;

1=

0= (z
0=(¢j,ent2) =(0¢j,0,42) = (aije1 + ...+ ani2 j€n12,€n42)

= ap12 j(€nt2,€nt2) = Ans2 js
0= (e1,e1) = (Oe1,0¢) = (&1 +azier+ ...+ ant11€nt1,81 + 2182+ ... + dpp11€n41)

= a%1 (€2,€2) +a%1 (€n,en) +2an111(€1,8n41) = a%l + .. +6l,%1 +2ap411-

Logo, podemos escrever

1 0 0 00
asy ap - ay 00
0= : : : N (3-14)
Ane11 Q12 - Auein 10
0 0 0 0 1

onde 2a,+11 +a%1 +... +a}%1 =0.
Observe que, com as notagdes acima, um ponto em H" x R é dado por

(X1, ey Xng2) tal que 2x1x5,41 +x§ + ... —l—x% = —1. Assim, podemos considerar a curva
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Y:ICR— PN (H" x R) = H' x R dada por

Y(s) = (q>(s),o,...,o, ! ,u(s)), (3-15)

onde ¢,V : I — R sdo diferenciaveis e satisfazem:

= (5 o=

e ¢(s) > 0, para que o trago (/) esteja contido num dos semi-espacos determinado por
P? em P3.

Agora, fixando sg € I, usando (3-14) e repetindo o mesmo processo realizado

1O = | (#6).0-.0. 1700

nos casos anteriores, um ponto &'y(sg) da 6rbita O(sg) é dado por

O(s0) = (q)(sO)vaZl(b(SO);-'~7an+11¢(50) — 2¢(1s0) ,D(so)) . (3-16)

Seja P"(so) o subespaco afim de dimensio n de "2 paralelo a [ey,...,e,]

1

passando pelo ponto (O, ., 0, m,n(so)) ,isto é

P"(s0) = { (pl,...,pn, Tjo)u(so)) € L”“}.

Tome p = <p1 yeees Pris WSIO)N(SO» € P"(sp) N (H" x R). Como a proje¢ao horizontal de

p estd em H", temos que p satisfaz
—1 1

Cols ) = 3 2
—Oq)(so) = W (pl (I)( 0)) Z]pz ’

—P1
W—Fp%—k...—kp%:—l:

~.

na qual é uma horosfera de dimensdo n — 1 contida em P"(sp). Como OY(sg) €
P"(so) N (H" x R) para todo & € .#, entdo a segdo horizontal da 6rbita O(sp) € uma
horosfera (n — 1)—dimensional. Dessa forma, estas hipersuperficies rotacionais sdo cha-

madas de parabélicas.

De (3-16) e a condic¢do imposta no operador ¢ em (3-14), podemos parametrizar

a hipersuperficie rotacional por

o s n—1
P11, ortn 1) = <¢(s),¢(s)t1,...,¢(s)tn1, 2¢é) - @ ;tiz,l)(s)> (3-17)
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e, assim, a métrica induzida por f é dada por
dc® = ds* + ¢(s)dr?,

onde dr? é a métrica riemanniana de R" !,

Por fim, temos que

J ! ad
f (q) (l)t], 7¢tn 172(3)2__Ztl70 > ¢ a;l{::(0707"'7¢7"'707_¢ti70)

l_

e, sendo assim,

(5)-(3) - B (§)

S =—, == ) =—00't; +0¢'t; = 0. 3-18
<8tl al]> 0°0;j e 3s ' or; 00’1+ 00's; ( )
Segue que {—aa]; , —gt]: yeees —ataf: 1 } é uma base linearmente independente em L"+2 ¢

portanto, f é uma hipersuperficie imersa em L"*2.

Observacao 3.2 Observe que, embora a Definicdo 3.1 tenha sido introduzida para os

casos em que € = 1 ou € = —1, podemos facilmente estender para € = 0 considerando

R = {(x1, -, ¥y 1,Xn42) € R x40 = 0}

Analogamente aos Casos 1 e 2.1 acima, as hipersuperficies rotacionais em
R" x R = R"™! também sdo chamadas de esféricas pois as projecdes em R” de suas
6rbitas sio também esferas. Podemos considerar P?> = [e,, 1,e,2] € parametrizar a curva

geratriz 'y por

com ¢(s) > 0 e (¢/(5))*+ (V' (s))* = 1. Um operador & € .# ¢ dado por

aig - ay 00
O=\ay - am 0 0],
o --- 0 10

O --- 0 01
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onde (aij)Z'

J=1
Assim, uma parametrizacdo da hipersuperficie rotacional é dada por

¢ uma matriz ortogonal em R".

[(5:8) = (0(8)P1(2) -, 0(5)9a (1), 0,0(s)), (3-19)

na qual ©(t) = @(t1,...,t, 1) = (91(t), ..., @, (¢)) é uma parametrizagio ortogonal de "~ !.
Verifica-se facilmente que f é uma hipersuperficie imersa em R”*2 e sua métrica induzida

¢ dada por
dc® = ds* + ¢(s)dr?,

onde dr? é a métrica riemanniana de S" !,
Como vimos acima, as hipersuperficies rotacionais podem ser classificadas pelas

naturezas geométricas das projecdes de suas Orbitas em ;. De maneira sintetizada:

Definicao 3.3 Uma hipersuperficie rotacional ¥ de Q} x R é chamada de

1. Esférica se as projecoes horizontais de suas orbitas sdo esferas geodésicas de Qf;
2. Parabdlica se as projecoes horizontais de suas orbitas sdo horosféras de H";
3. Hiperbdlica se as projecdes horizontais de suas orbitas sdo espacos hiperbolicos

em H".

Em [7] foi mostrado um fato notdvel sobre as hipersuperficies rotacionais que

estd enunciado no préximo teorema.

Teorema 3.4 As hipersuperficies rotacionais de Q¢ x R possuem a T-propriedade e suas

segoes horizontais em Qf sdo totalmente umbilicas

Prova.

A fim de simplificar os cédlculos, vamos tomar casos separados.

Inicialmente, seja f : ¥ — Qg x R uma parametriza¢do de uma hipersuperficie

rotacional esférica em S" x R ou em H" x R, isto é, de (3-3) e de (3-8),

f(s:1) = (8(5) h(s)@1(1), - () @n (1), 0(5))

onde @ = (@1, ...,9,) é uma parametrizagio ortogonal de S" ! e

sin(¢(s)), see=1 e h(s) = cos(d(s)), see=1 .
cosh(¢(s)), see=—1 sinh(¢(s)), see=—1
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Note que as fungdes g e h satisfazem: g(s)> +eh(s)> =1, g'(s) = ¢'(s)h(s) e
I (s) = —ed(s)g(s). Dessa forma, temos que

O (@ (5)h05), 20/ (5)8(5)1 (1)~ (5)8(5)n 1),/ (1))
I (o0 200

=(0,h o h 0 i=1,..,n—1.
(0™ 0) . parai= 1
O campo normal unitdrio N de X é dado por

N = (£0/(5)h(s), ~V()g(5)1 (1) ... = ()8()@u (1)~ (s)) (3-20)
De fato,
. nN2;.2 N2 2.2 2 AV NAY nN2
(N,Ny=e (V) 12+ (V) g2 (@7 + . +92) + (¢)) = (V)" + (¢)) " =1,
<N, g—{:> = V'R + eV ¢/ g? (0T +... + ¢F) —ev'd) = ev'¢ (eh* +g>— 1) =0,
<N, g—i> = —v/gh (l;l (pk%—(zk) =0, visto que @ parametriza S" !,
Agora, sejam A o operador shape de ¥ em relacdo a N, V a conexdo riemanniana

de Q" x R, D a derivada covariante em E"*2 e tome dois campos diferencidveis quaisquer
X,Y € TE. Como (Y,N) =0, segue que

X(Y,N)=0 = <§XY,N>=—<VXN,Y>.

Logo,
(AX,Y) = — <VXN,Y> - <VXY,N> — (DxY,N). (3-21)
Note que
’f / 091 () / 991 (7)
= (020065 ey 9 5 0)
of 91 (1) 9*@u (1) _
aljat] - (07h( ) atlat] PREES) ( ) atiat] 70>7 parat =1, 7n_1
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Assim, de (3-21) e lembrando que ¢ parametriza ortogonalmente S"~!, obtemos

(4 (5r) ) = ) = ~vossons (oo iy <o, iws
(a(E). L) = (5 LN) =eb o Glsts) (Z cm(r)a“;’;f’)) ~0

at,- " Os al‘,’as7 =1

Portanto, {%—f,g—t]:,,ai—{l} ¢ uma base de dire¢des principais de TX pois

diagonaliza o operador A. Em particular, observe que X possui a 7T —propriedade pois

)
r=2
ds

Denote por A e y; as curvaturas principais de ¥ associadas as dire¢des principais

A o of respectivamente, para todo i = 1,....,n — 1. De (3-4) e (3-9), temos que

3 € o
A(%) £\ ar\ /P
SRR () ) - ()

05 s
ar\ ar of\ of 2f
(G s (G &) (G
M= ar\ wll2 IE (3-22)
Goi) ower|l wer ||

Observe que

82
O (6" h+ 0'H—e(0"g 08 )01, —e(0"g + 08 )On V")

Os2
’f 0%, %@y )
0,h sl 0. 3-23
a2 ( or? or? (5-23)
Ainda, do fato de ¢ parametrizar S"~! temos que, paratodoi=1,....n—1,
& 0@ " e a(P
=0 —_— == 3-24
];(Pk 3 = l;(Pk 3 k; 3 3 (3-24)
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Dessa maneira, usando (3-24) e substituindo (3-20) e (3-23) em (3-22) obtemos

)\4 — 82 (¢//h+¢/h/) D/h+81)/g (¢//g+¢/g/) ((p% + N +(P%) _gq)/,o//
_ 2_:(I)//D/ (Ehz +g2) —|—(|)/D/ (hh/ +8gg/) . E(I)/l)/l
— (q)//v/ _ q)/,u//) "F(I)/D/ (_£¢/gh+€¢,hg) — (q)//,u/ _ (I),D,/) ,
2
Veh T 5 g
ui = =——=
i hZ‘ g_;p 2 h

L

Note que u; ndo depende de i e, portanto, o operador shape A tem no maximo dois auto-
valores distintos e as se¢Oes horizontais de X sdo totalmente umbilicas, como haviamos

afirmado.

De maneira similar, considerando f : ¥ — R"*! uma hipersuperficie rotacional
esféricaem R"T!, cuja parametrizacdo é dada por (3-19), verifica-se que o resultado acima

também € valido, sendo um campo normal unitdrio de ¥ dado por:

N = (V)1 (1), ..,V (5)@n(t),0, =0/ (s)).

De fato, omitindo os parametros s € ¢, temos que

f _ (o / N O _ (99 9%
as_(q)(pl,...,¢(pn,0,n), P 8t,~""’¢at,- ,0,0 ],

aZf 1 " /" aZf / a(pl / a(Pn
a_sz_((l) ?1,..,0"9,,0,0 )7 all‘aS_ ((I) a_tiu"'?(l) a_ti7070)’

82f az(Pl az(Pn
© al]'al‘i N (q)al‘jati,...,q)atjati’O,O) '

Assim, desde que ¢ = (@1, ...,9,) é uma parametrizagio ortogonal de S"~!, temos que

of\ of\ _/f N\ _ ¢ Pen\ _ L
<A(8_t,~)’8_tj>_<atiatj’N =00 (platiatj+...+(pnatiatj =0, paratodoi# j,

daf\ 9df _ aZf NV, 00 00, . .
<A(8_t,~)’$>_<atias’N =00 (pla—ti+...~|—(pnati =0, paratodoi,

isto é, {aa—{, STJ:’ s 32_{1} € uma base de direcoes principais de 7Y pois diagonaliza A. Em

. . . _df
particular, ¥ tem a T —propriedade, ja que T = 3.
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Por fim, as curvaturas principais de X sdo dadas por:

N (A (%) %) :<32f

<a_f a_f> 32 > q)// /( -|—...+(pn) D//q) q)// r ¢
ds? Os

of\ af P’f
() ) <ar2’N>

Hi = = =
of df 2
<az, az,> ¢2

na qual as curvaturas y; nao dependem do indice i. Logo, as secdes horizontais em R” sdo

/

E)t, -V

Z_q)’

¢2\

ot

totalmente umbilicas.

Seja agora f : ¥ — H" x R uma hipersuperficie rotacional do tipo hiperbdlica.

De (3-12), temos que

f(s,1) = (cosh(9(s)) @1 (1), ..., cosh(d(s) )@n(2), sinh(d(s)), v(s)),
onde ¢(¢) = Q(t1,...,tn_1) = (@1, ..., 9,) é uma parametrizacio ortogonal de H"~!. Assim,

g—f = (9/(s) sinh(9(5))@1 (1), ., ¢'(s) sinh(9(s))@n(t),¢'(s) cosh(9(s)), V'(s)) .

3—;: = (cosh(q)(s))a(%ltft),...,cosh(¢( ))aq:-;tl( ) 0,0) . i=1,..n—1.

Com a métrica usual de "2, um campo normal unitério de X é dado por

N = (V'(s)sinh((5))@1(¢), .., V' (s) sinh(§(s))@u(r), &' (s) cosh(9(s) ), —¢'(s) ) -
Por simplicidade de notacdo, omitiremos os parametros s € . Observe que

az
asf ((¢” sinh(9) + ¢’ cosh(9)) @1, ..., (¢” sinh(¢) + ¢ cosh(9) ) @y,

q)”COSh((D) + q)/ Sinh(q)),n”) 7
92 3 2o,
atig; = (¢’ sinh(¢) (pll ’ ”.’q)/ sinh(q)) a(s 0 0)

*f 9’1 O’y
301 (cosh(q))m,...,cosh(q)) 3,01, ,0 O>

Sendo assim, de (3-21) e usando o fato de @ ser uma parametrizacdo ortogonal
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de H" !, temos que
af af . aZf VAN SRS a(Pl < a(Pk
(a(5) 50 ) = (o) =ovsimecon (o5 *E‘P o
of\ of\ _/ &*f o .
<A (8_tl) ’8_t]> = <—at,~az,-’N> = v’ cosh(¢) sinh(0) (p1 az,at, +k¥’ "at,at, 0,

para todo i # j. Portanto, a base {g—{, 37];, s 313_{1} diagonaliza o operador A e, conse-

quentemente, X tem a 7 —propriedade. Suas curvaturas principais sao dadas por

A(%) % > i

x:ﬁ_%%;iz <a£ >:dﬂm®ﬂwﬁm®H¢%wM®)(@?+Z¢a
< D5 s > k=2

+’ cosh(9) (¢” cosh(¢) + ¢ sinh(¢)) —v" ¢/

= —v’sinh(¢) (¢” sinh(¢) + ¢" cosh(9)) + v cosh(¢) (¢” cosh(¢) + ¢’ sinh(¢)) — "¢’

= ¢,
B (a(35).%) ~ 'cosh(9)sinh(0) (- (plaa:gl +zg:l cpka;%)
" <3{ 3£> - cosh?(9) ‘ 3—2’ .
De maneira analoga a (3-24), € possivel mostrar que
—(Pl Ly Xn: ka;(gk = ‘ 32)
e, assim, y; = —V' coth(¢) donde ndo depende de i. Logo, as se¢des horizontais de ¥ sdo

totalmente umbilicas, como queriamos mostrar.

Finalmente, considere f : ¥ — H”"” x R uma hipersuperficie de rotacdao do tipo

parabdlica. De (3-17), f € dada pela parametrizacao

o s n—1
Pttt 1) = <¢(s),¢(s)t1,...,¢(s)tn1, 2¢(1) _ @ ; t,.z,u(s)> .

Temos ainda que

af , q)/ /n 1 af
(q) q)tl: 7¢tn—172¢2_zztlau> € a_ti:(0707"'7¢7"-507_¢ti70)

1

Lembrando que, neste caso, estamos utilizando a métrica obtida a partir da base

especial que construimos no Caso 2.3, ou seja, considerando (xj, ...,Xx,+2) as coordenadas
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na base canonica de "2 entdo
dI* = 2dx1dxpi1 +dx3+ ... +dxi +dx2,,. (3-25)

Sendo assim, o campo

N _(1)_1)’"71 ) ¢/>

= oV, 0v'rq,..., 00", 1, — tr,——
( 20 2 &H 0

¢ um campo normal unitdrio de X, visto que é perpendicular as direcoes %—J; e 3—{, para todo

i=1,...,n—1, com a métrica (3-25).

Calculando as derivadas segundas de af e a{ temos que

aZf 1" /" ¢//¢2 (]) 'y
w = (q) 7¢ tlv"'7¢ tnl?T()__ Ztl 71)

f B ) , 9% f B
395~ (0,0,...,¢,...,0,—05:,0) e aon = (0,...,0,—95;;,0) .

Segue que

of\ of\ _/ *f .\ _ _
<A (a_tl) 7a_tj> = <W’N> =0, paratodoi # j, e

af af _ aZf _ Dy pas! P .
<A(a_ti),$>_<w,N>_—¢tl¢u +o'ov't; =0, paratodoi.

Jdf 9 J . . . , . - ..
Portanto, {a—{:, %, ey ﬁ} diagonaliza A e, sendo assim, ¢ uma base de direcdes princi-
pais em TX.

De (3-18), as curvaturas principais de X sao dadas por:

A a—{ a—J; 2
- )
RO DI S

1
n—1 //q)/ q)/ / q)/
—H])H(DD/ t2 . L — (_) — _) :
E £ 0 0

af) of
) ey

Hi= (.3) o2’
ot;’ ot

Como queriamos mostrar, as curvaturas y; nao dependem do indice i e, portanto, as
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projecdes horizontais em H" de X sdo totalmente umbilicas.
O

Antes de finalizar esta se¢do, vamos apresentar um critério para que possamos

considerar que uma hipersuperficie seja rotacional, também mostrado em [7, Teorema 2].

Teorema 3.5 Sejamn >3 e f: X — Qf x R uma hipersuperficie com a T —propriedade e
denote por A a curvatura principal associada a direcdo T. Assuma que o operador shape
de ¥ é dado por

u

com A # u e suponha que exista uma relagdo funcional AM(u). Entdo ¥ é uma parte aberta

de uma hipersuperficie de rotagdo.

Prova. Denote por D; e D, as distribuigdes geradas pelos auto-espagos de A e pu.
Inicialmente mostraremos que estas distribui¢cdes sdo involutivas, isto €, para todo par
de campos diferencidveis X,Y € D) tém-se [X,Y] € D, (respectivamente D,). Como
D), = {T'} ¢ unidimensional, tal propriedade ¢ imediata. Mostremos entéo para D,.

A partir da equacao de Codazzi, tomando dois campos linearmente independen-

tes X,Y € D, teremos
A([X,Y]) = VxAY —VyAX —e0 ((Y,T)X — (X,T)Y),

onde neste caso V denota a conexdo de Levi-Civita de X.
Desde que D, C {Dy}™, segue que (X, T) = (Y, T) = 0. Logo,

A([X,Y]) ZVXAY—VyAX=VX‘UY—VY‘LLXZX(,U)Y—Y(,U)X—f—,U(VXy_VyX).

Da simetria da conexdo V e levando em consideracdo que X (u) e Y (u) sdo fungdes,

concluimos que
(A—ul)([X,Y]) =X(u)Y =Y (u)X € Dy,

onde / € o operador identidade em TX.

Observe que, desde que u € autovalor de A, temos que A — ul = 0. Logo,

A([X7Y]) ::U[X’Y]a
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ou seja, D, é involutiva pois [X,Y] € D,

Por outro lado, sendo X e Y linearmente independentes, a Unica maneira da
igualdade X (u)Y — Y (u)X = O ser satisfeita é se X (u) =Y (u) = 0, isto é, u é constante ao
longo das folhas de D,,. Da relacdo A(u) podemos afirmar o mesmo de A.

Vamos fixar p € X e denotar por X, (p) e por X,(p) as folhas de D) e de D,
ao longo de p, respectivamente. Numa vizinhanca de p vamos escolher coordenadas
(t,u,...,up—1) taisque T = a% e (u1,...,up—1) sejam coordenadas locais em X, (p). Vamos
ainda denotar por U; = a%i, paracadai=1,...,n—1, e por N o normal unitario de X.

Mostremos que X, (p) é totalmente umbilica em E"+2. Observe que, em E"*2,
Y.(p) possui 3 diregdes normais sendo elas N, T e o campo normal de Q; x R. Vamos
denotar por & o campo normal de Q} x R apontando para fora.

Sejam D a derivada covariante de E"+2 e V a conexo riemanniana de Q! x R.

Inicialmente, temos que

DyN =VyN = —A(U;) = —uU;
{ Ui U; (Ui) = —u (3-26)

DyN =VyN = —A(T) = —AT

Agora, denotando por R a curvatura de E"*2 (na qual é zero) e lembrando que
T,U;] = [%, %} = 0, temos que

0= R(Ul‘, T)N = DrDyN _DUiDTN'i‘D[T,Ui]N
= —DT(,uU,') +DUi(7\,T) = —T(,u)U,- —uD7U; + Ui()»)T -+ 7\'DU,-T-

Como vimos mais acima A € constante ao longo de U;. Temos ainda que DrU; = Dy, T ja
que D é a derivada covariante do espaco E"*2 e T e U; sdo diferencidveis. Considerando
u a derivagio de u na dire¢do de T e como por hipétese A # u, segue da igualdade acima

que

Dy T = U,. (3-27)

Observe que & é o campo posi¢do de QY. Logo,
DU,‘& — (Ui)@n - Ui. (3-28)

Portanto, unindo (3-26), (3-27) e (3-28), concluimos que X,(p) ¢ totalmente
umbilica. Isso implica que X,(p) esta contida num subespago afim P"(p) de dimensio

n de E"+2. Mostremos que variando p os subespagos P"(p) sio paralelos.
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Considere os seguintes campos ao longo de X, (p)

o 1
N+uT e Y=E+-N.
A—p u

X =

Como N, T e & sdo normais a U;, paratodo i = 1,...,n — 1, temos que
(U;,X) = (U;,Y)=0.

Além disso, usando (3-26), (3-27) e (3-28) e o fato de que A e u sdo constantes

em X, (p), obtemos

/ /

Iz % o
Dy.N +uDy,T = —uU; U] =0
7 PulN +uDy }L_y( u Jﬂl(k_y z)

DyX =

1 1
DyY =Dy + ;DU,'N =Ui+ " (—uU;) = 0.

Portanto, X e Y sdo dois campos linearmente independentes, constantes em X,,(p)
e, consequentemente, ortogonais a P (p).

Seja m(p) o plano gerado por X(p) e Y(p). Este plano é o complementar
ortogonal de P"(p). Para mostrarmos o paralelismo dos planos P"(p) variando p basta
mostrarmos que os planos 7(p) sdo paralelos ao variar p. Para isso, vamos mostrar que
DrX e DrY pertencem a direcdo m(p).

Usando [T,U;] =0 e R = 0, concluimos que

Dy,DrX = DDy X =0
Dy.DrY =DrDyY =0

Portanto Dy X e DrY sado constantes em Z,,(p). Sendo assim D7X e DY sdo ortogonais
a P"(p) e, consequentemente, pertencem a T(p) como queriamos mostrar.
Finalmente, movendo P ao longo de X, (p), sua interse¢do com Qf x R nos da

uma hipersuperficie rotacional de eixo T. 0J

3.2 Hipersuperficies Rotacionais em / x, Q7

Para que ndo haja confusdo ao leitor, a partir daqui vamos trocar a ordem do

produto entre R e Q7. Na secdo inicial 3.1, foi conveniente utilizar as mesmas notacdes
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utilizadas em [7] para o desenvolvimento dos calculos.

Como vimos, dada uma hipersuperficie rotacional qualquer X de 7 x Qf, X
pode ser parametrizada por uma curva plana definida por duas funcdes diferencidveis
& = 0(s) e b = v(s) no aberto /. Analogamente, considerando agora o produto torcido,
uma hipersuperficie rotacional X de I X Qf também serd determinada pelas funcdes ¢ e

v, donde assumimos que

/

=

2
) =1 (caso X parabdlica) (3-29)

< |

e a métrica torcida de X serd dada por
do® = ds* + (o(v)p(0))*d?,

onde dt? denota a métrica de Q! e p, dada pela Tabela 3.1, depende de € e do tipo de =
dado pela Definicdo 3.3.

Tabela 3.1: Definicdo de p

p(x) ¢ | Tipo rotacional
cos(x) | 1 Esférico
sinh(x) | —1 Esférico

X 0 Esférico
x —1 Parabdlico
cosh(x) | —1 | Hiperbdlico

Note que na sec¢do anterior mostramos que X se trata de um produto de /
por alguma das formas espaciais a depender do seu tipo de hipersuperficie rotacional
(esférico, hiperbdlico ou parabdlico). Dessa forma, da métrica torcida acima, concluimos

que

L =1 X (gov)p(9) Q

onde Q denota S"~! se X é esférica, H"~! se X é hiperbélica ou R"~! se X é parabélica.

Logo, da Proposi¢do 2.5, se X tem curvatura seccional constante entao

(wov)p(9) =w(s) =, (3-30)

onde y é dada pela Tabela 3.2.
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Tabela 3.2: Defini¢do de ¢

y(s) Sinalde ¢ | € | Tipo rotacional
% sin (/cs) c>0 |0,£1 Esférico
s c=0 0,+1 Esférico
—=sinh(v=cs) | ¢<0 | 0,1 Esférico
exp (v/—cs) c<0 —1 Parabdlico
constante c=0 -1 Parabdlico
\/%—C cosh(v/=cs) | ¢<0 —1 Hiperbélico

Nestas condi¢des, o problema de determinar uma hipersuperficie rotacional
Y C I Xu Qg com curvatura seccional constante se reduz em determinar os parametros
0 e v de (3-29) e de (3-30), ou seja, consiste em resolver os sistemas
N2
{ (D/)z * (m(v)q)l)Z =1 (D/)Z + (0)(1))%) - (caso X for parabdlica).
(@ov)p(0) =y(s) =y (@oV)p(0) = y(s) =y
(3-31)

Considere ® : I — ®(/) um difeomorfismo e suponha que p(¢) ndo se anule.

Desde que Im (%) C o(I), fica bem definida v, a partir das segundas equacgdes dos

sistemas acima, dada por

V=0 (ﬁ) . (3-32)

Por conveniéncia, vamos fazer as mudancas = @' e u = —~ na expressio de

f9)
L acima, isto é, v = y(u). Dessa forma, derivando v obtemos

D/ — x/(u)u/ — X/<u> (\If/f<¢) B \lff/(q))q)/) 7

(f(9))?

que substituida na primeira equacdo do primeiro sistema em (3-31) chegamos em

K@y’ ) | o) nz (2@ ' 0)) L (XN
( 00’ *”)(‘*’) ( (0(0) )¢+(p<¢>> 1=0

(3-33)

Observe que podemos reescrever esta Ultima equacdo como uma equagdo do

segundo grau na varidvel ¢’ na forma

ar(5,0) (0')7 + a1 (5,0)0' +ao(s,0) = 0, (3-34)
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onde cada fung@o a;, (i = 1,2,3), é diferencidvel e é dada por

(P(0))%)
20¢ () ww'p’ () (3-35)

Da mesma maneira, substituindo (3-33) na primeira equagdo do segundo sistema
em (3-31) obtemos uma equacdo na forma de (3-34) cujos coeficientes ag € a; sdo os

mesmos dados por (3-35) e

"(u ! 2 u?
(x ((%ﬁ;)&@) +i (3-36)

Em ambos os casos, obtemos uma EDO nao linear da forma

az(s,(l)) =

ar(s,y) (+')" +ar(s,9)y +ao(s,y) =0 (3-37)

Assumindo que, para algum (so, o),

A(s0,y0) == a1(50,y0)* — 4az(s0,y0)ao(s0,y0) >0,

a EDO (3-37) pode ser escrita como y' = F (s,y), onde F é uma fung¢do diferenciavel numa
vizinhanga de (s9,y0)-

Finalmente, como F é continua, o Teorema de Peano garante a existéncia de
uma solug@o local y = ¢(s), definida em um aberto Iy C I contendo sp, para o problema

de Cauchy

{ Y =F(s,y)

¥(s0) = yo,

na qual, consequentemente, ¢ é também solugdo dos sistemas (3-31) em Iy. Basta agora
substituir a solugdo ¢ encontrada na expressdo de v em (3-32) e obtemos os parimetros
(0,v) que resolvem (3-31).

Sintetizando as ideias acima, enunciamos a seguinte proposi¢ao.

Proposicio 3.6 Seja ® : I — o(I) um difeomorfismo. Dado ¢ € R, suponha que exista
so € R na qual a funcdo v dada em (3-32) estd bem definida em um intervalo Iy C 1
contendo sy. Se, para algum yo € R, A(so,y0) > 0, entdo existe uma solugdo (¢,V) para os
sistemas (3-31) definida em um intervalo aberto contido em Iy. Consequentemente, existe
uma hipersuperficie rotacional de curvatura seccional constante ¢ no correspondente

produto torcido I X o Q5.
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Considerando nossa questdo principal em determinar condicdes para que uma
hipersuperficie de Einstein de I X, Q} seja trivial, o primeiro resultado principal deste
trabalho € garantir a existéncia de tais hipersuperficies. Para isso, utilizaremos a Proposi-

¢do 3.6.

Teorema 3.7 Dado um intervalo aberto I C R, considere ® : I — (1) um difeomorfismo

tal que |®'| > 1 em I. Entdo valem as seguintes afirmagdes:

(i) Para todo c € R, existe uma hipersuperficie rotacional do tipo esférica com curva-
tura seccional constante c em I X Qf, onde € =0, —1.
(ii) Para todo c > 0, existe uma hipersuperficie rotacional do tipo esférica com curva-
tura seccional constante ¢ em [ X 4 S".
(iii) Para todo c¢ < 0, existem em I X H" uma hipersuperficie rotacional do tipo
parabdlica e uma do tipo hiberbolica, ambas com curvatura seccional c.

(iv) Existe uma hipersuperficie rotacional flat do tipo parabolica em I X o, H".

Prova. A idéia da demonstracao utilizar os resultados da Proposicao 3.6 e considerar cada
caso separado de acordo com €, com o sinal de ¢ e com o tipo da hipersuperficie rotacional.
Sendo assim, considerando v(s) dada em (3-32), vamos mostrar que, em qualquer um dos
casos, existe um par (s, yo) talque v estd bem definida num intervalo aberto Iy contendo
so € que A(so,yo) > 0.

Observe que, como a Proposicdo 3.6 tem natureza local, podemos assumir sem
perda de generalidade que ®(7) = (0,3), com 0 < & < +oo, jd que ® é um difeomorfismo
sobre sua imagem (em particular, uma fun¢ao torsio nao constante). Pelo mesmo motivo,

também € possivel assumir tal hipétese de que |@'| > 1, na qual segue que pela Regra da

Cadeia que
1
' ()| = (@t w)| = ’f‘ <1, Vue(0,9). (3-38)
[/ w)] = | = [T
Primeiro vamos separar (i) em dois casos: vamos considerar € = —1 no caso 1 e
€ =0 no caso 2.
Caso 1: e = —1, c € R, tipo rotacional esférica.
De (3-32), temos que v(s) = x(u) onde, da Tabela 3.1 e da Tabela 3.2, o

N _ VY < .
parametro u = 5 @ € dado por:

in( /)
Zesmge) >0
u=y swewp =0
sinh( \/?CS)

vosmeey € <0
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Note que v estd bem definida em algum intervalo aberto Iy C (0, +ec) contendo
um so > 0 suficientemente pequeno de forma que u € (0,9). Por outro lado, escrevendo
uo = u(so), escolhendo yp = ¢(sp) tal que sinhyp > 1 e considerando a condi¢do (3-38),
os coeficientes ag(so,y0) € a2(s0,y0), dados em (3-35) satisfazem

2 cos? cso
(% (uo 2) Mnhzyo -1, c>0
ao(s0,y0) = %—1, c=0 = ao(s0,y0) <0
2 cosh (\/750)
(' (uo0)) G b ¢<0
e
S| 2
Syel o o) anb(yo) + 1}, >0
2
ax(50,0) = § = { (' (o)) tanh®(y0) + 1 c=0 = as0,y0) > 0.
—sinh? 8\/:? 2
) (i P 41, <0
Segue que A(so,Y0) = a1(s0,y0)* —4a2(s0,y0)ao(s0,y0) > O.
Pela Proposi¢do 3.6, para todo ¢ € R, existe uma hipersuperficie rotacional do
tipo esférica com curvatura seccional constante c em I X, H" (€ = —1).

Caso 2: £ =0, c € R, tipo rotacional esférica.

Neste caso, a partir das Tabelas 3.1 e 3.2, o pardmetro u é dado por:

sin( /cs)

vaw €20
u= Ws})lg\/—) c=0 .

sin —CS

—aw o 60

Assim v = x(u) também estd bem definida num mesmo intervalo Iy como no
caso anterior. Escolhendo sg € Iy de modo que yg = 0(sg) > 1 e considerando (3-38), os
coeficientes ag(so,yo0) € a2(so,y0) ficam

(0 (o) P2 1 e 0
0
"(u 2
ao(s0,y0) = %—1, c=0 = ap(s0,y0) <0

(X/(MO))ZM 1,

5 c<0
Yo
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€
[ sin’(eso) [ (% ()
Ly {( (o)) H}, >0
S2 "(u 2
az(s0,y0) = y—%{(xio(’)) +1}, c=0 = ax(s0,y0) >0.
—sin?(V=ew) f ()
= {(y0>+1, c<0

Portanto A(so,y0) = a1(so,Y0)> — 4az(so,y0)ao(so,y0) > 0 e pela Proposi¢io 3.6
existe uma hipersuperficie rotacional do tipo esférica com curvatura seccional constante c,

para todo ¢ € R, em I X, R". Logo, concluimos a demonstracdo do item (i) deste teorema.
Caso 3: £ =1, ¢ > 0, tipo rotacional esférica.

Usando as Tabelas 3.1 e 3.2, neste caso o parametro u € dado por:

Y(s) _ sin(y/es)
p(0(s)  Vecos(8(s))’

Temos que v = y(u) fica bem definida num intervalo aberto Iy de modo que

u=

cos((s)) # 0 para todo s € Iy. De (3-35), os coeficientes ag(so,y0) € az(so,yo) sdo dados

por

x’(uo)cos(ﬁso))z_l

cos(yo)

ao(so,y0) = <

Sinz(\/zs ) TN
az(s0,y0) = \/EcTz(y(())) { (X' ()" tan*(yo) + 1} :

Escolhendo sy € Iy positivo suficientemente pequeno e considerando (3-38)
podemos garantir que que a(so,yo) > 0. Por outro lado, observe que sendo cos
uma fun¢do decrescente para valores positivos e proximos de 0, podemos tomar
yo = 0(s0) < +/cso de tal maneira que garantimos que ao(so,yo) < 0.

Logo, concluindo a demonstrag@o do item (ii), pela Proposi¢do 3.6 existe uma
hipersuperficie rotacional do tipo esférica com curvatura seccional constante ¢ > 0 em

I xuS", pois A(so,y0) > 0.

Assim como no item (i), dividiremos o item (iii) em dois casos: considerando o

tipo rotacional parabdlica no caso 4 e o tipo hiperbdlica no caso 5.
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Caso 4: € = —1, ¢ < 0, tipo rotacional parabdlica.

Novamente pelas Tabelas 3.1 e 3.2, o parametro u € dado por:

W) _ exp(v=e)
p((s)) 0(s)

Logo v = (u) fica bem definida num intervalo aberto Iy tal que ¢(s) sdo se

u =

anule. Suponha que Iy contenha sy = 0 e escolha 0 < —c¢ < yp = ¢(0).
Neste caso, a partir da condicdo (3-38) e de (3-35) e (3-36), os coeficientes

ao(s0,y0) € az(so,yo) ficam

/ 2 / 2
ao(so,y0) = <X (1) v=cexp( \/__CSO)> —1= (—X (1o) \/__C> -1<0

Yo Yo

(exp (v=es0))”

Yo

{(x’(u))2+ 1} — %{(X’(u))z—k 1} > 0.

Yo

az(s0,y0) =

Segue que A(sg,yo) > 0 e pela Proposic¢do 3.6 existe uma hipersuperficie rotaci-

onal do tipo parabdlica com curvatura seccional constante ¢ < 0 em [ X H".
Caso 5: € = —1, ¢ < 0, tipo rotacional hiperbdlica.

Neste caso as Tabelas 3.1 e 3.2 nos fornecem o parametro u dado por:

W(s) _ cosh (v/—cso)
p(9(s))  v/—ccosh(d(s))’

Como cosh é uma fung@o positiva, entdo v = x(u) fica bem definida em todo R.

Escolha novamente so = 0 e yo = ¢(0). Por (3-38) e (3-35) concluimos que

X (uo) sinh (v/=cso) 2_ -
o)’

ao(s0,y0) = (

cosh? (v/=cs0)

cosh? (yo)

1

{(x'(u))ztanhz(yo) + 1} = m > 0.

ax(s0,y0) =

Portanto A(sp,yo) > 0 e pela Proposi¢ao 3.6 existe uma hipersuperficie rotacio-

nal do tipo hiperbdlica com curvatura seccional constante ¢ < 0 em I X H" concluindo a
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demonstracao do item (iii).
Caso 6: € = —1, ¢ = 0, tipo rotacional parabdlica.

Neste caso das Tabelas 3.1 e 3.2 temos que

vis) Vo
P(O(s)) o)’

u =

onde yj é uma constante real. Desde que ¢(s) ndo se anule, fica bem definida v = ¥ (u)
em algum intervalo aberto /y. Escolha sq € Ip suponha que Yy seja ndo nula. Sendo assim,

de (3-35) e de (3-36), temos que os coeficientes ag(so,yo) € a2(so,yo) satisfazem

2
ao(so,y0) = —1<0 e ax(so,y0) = ;Lf { (X/(M))er 1} >0,
0

isto é, A(so,y0) > 0.
Finalmente, pela Proposi¢do 3.6, concluimos a demonstra¢do do item (iv) visto
que existe uma hipersuperficie rotacional flat (de curvatura seccional identicamente nula)

do tipo parabdlica em I x i H", concluindo também a demonstracido do teorema. 0

No Teorema 3.4 vimos o fato que as hipersuperficies rotacionais de I x QF,
além de possuirem secdes verticais totalmente umbilicas, elas também possuem a T-
propriedade. Vamos mostrar um resultado analogo para tais hipersuperficies do produto
torcido 1 x ¢ QF.

Considere o difeomorfismo G : I — J = G(I) tal que G = Ol) E facilmente
verificado que a aplicacio

Q:1xeQF —JxQf
(t,P) — (G(t),p) (3'39)

¢ um difeomorfismo conforme. Logo, do [15, Lema 3], uma hipersuperficie £ C I X, Qf
tem a T-propriedade se, e somente se, (X) C J x QF tem a T-propriedade.

Além disso, como ¢ fixa pontualmente o segundo fator, uma secdo vertical ¥, C X
¢ totalmente umbilica em ({r} x Q¥,dsz) se, e somente se, ®(%,) C ¢(X) ¢ totalmente
umbilica em ({G(t)} X Qg‘,dsg). A partir do critério do Teorema 3.5 conclui-se que X é

rotacional se, e somente se, @(X) é rotacional. Em suma, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 3.8 Paran >3, sejaX C I X Qf uma hipersuperficie tendo a T-propriedade.
Entdo ¥ é rotacional se, e somente se, qualquer secdo vertical ¥, C X é totalmente
umbilica em ({t} x Q},ds?).
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A partir da Proposicao 3.8, é possivel fornecer uma condi¢do para que uma

hipersuperficie trivial de I X, Q} seja rotacional.

Teorema 3.9 Para n > 3, seja ¥ C I X QI uma hipersuperficie CSC na qual (Bo&)T

nunca se anula. Entdo, ¥ é rotacional.

Prova. Como X é CSC, entdo é de Einstein e, pelo Lema 2.8, ¥ tem a T-propriedade, isto
€, T é uma de suas direcdes principais.

Sendo assim, considere {Xj,...,X,} C TX uma base ortonormal de dire¢des
principais de ¥ com X = % correspondente a curvatura principal A;. Considere também
A2,...,A, as curvaturas principais correspondentes as diregdes principais verticais e ¢ a
curvatura seccional de X.

Da Equacao de Gauss 2-13 e do tensor curvatura R de ¥ dada em (2-12), obtemos

queV2<i,j<n,

(OCO&)—FC = 7\,,'7\,]'
(o) +c=MAi—(Bo)|T|% (3-40)

Suponha que, para algum x € X, (a0 &)(x) + ¢ =0.

Da primeira igualdade em (3-40), A;(x) = 0, para algum i € {2, ...,n}. Mas, para
tal i na segunda igualdade de (3-40), teriamos que (Bo&)T se anula em x, 0 que contraria
a hipétese do teorema. Logo, (oto &) + ¢ nunca se anula em X. Temos também A; # 0, para
todo i€ {2,...,n}.

Desde que n > 3, podemos tomar i # j # k € {2,...,n} e, como a primeira

igualdade de (3-40) ndo depende dos indices i, j € k, segue que
7»,‘7\7' = 7»,‘7\,/{ = 7\,j = 7\'k-

Sendo assim, as ultimas n — 1 curvaturas principais de X sdo iguais e ndo nulas.
Consequentemente, da relacdo dada pelo Lema 2.10 entre as curvaturas principais de X
e as curvaturas principais de uma se¢do vertical qualquer, temos que toda secdo vertical
Y, C X é totalmente umbilica.

Portanto, da Proposicao 3.8, X € rotacional. O

Antes de finalizar este capitulo, vamos apresentar dois resultados importantes a
respeito de (Bo&)T. O primeiro deles é caracterizado pelos casos em esta fungéo se anula
em todo ponto de ¥ e o segundo deles € quando tal fun¢do nunca se anula. Lembrando que
neste ultimo caso se X é uma hipersuperficie de Einstein conexa entdo X € ideal conforme
a Defini¢do 2.6. As hipersuperficies ideais possuem propriedades interessantes e serdo

mais exploradas no capitulo seguinte.
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Teorema 3.10 Para n > 3, seja ¥ uma hipersuperficie A— Einstein conexa de I X Q}

tal que (Bo&)T se anula em X. Entdo a.0& é constante. Além disso, definindo
c:=A+(n—1)(aof),

sdo vdlidas as seguintes afirmagoes:

(i) Se 6 >0, X é trivial e totalmente umbilica (com fungcdo umbilica constante);
(ii) Se 6 =0, X é trivial e seu operador shape tem posto no mdximo 1;
(iii) Se 6 < 0, X é ndo trivial e tem precisamente duas curvaturas principais distintas
com sinais opostos, ambas com multiplicidade constante > 2. Em particular, ¥ tem

curvatura média constante.

Prova. A partir da Observagdo 2.4 e da hipétese que (fo&)T (x) = 0, para todo x € X,

temos que

(0o 8).(x) = o (§(x)) & (x) =

Ou seja, pela conexidade de X, ato & € constante em X.
Agora, considere {Xi,...,X,} uma base ortonormal de dire¢des principais de
Y com suas respectivas curvaturas principais associadas Ap,...,A,. De (2-12), o tensor

curvatura de I X, Qg fica
(R(Xi, X)Xy, Xi) = —o€, (3-41)

para todo i # k € {1,...,n}, onde denotaremos o o § apenas por a. Sendo assim, substi-
tuindo (3-41) em (1-7), o tensor de Ricci de X € dado por

n

Ric(X;,X;) Z (Xi, Xi) Xi, Xi) + HO; A — NF = —(n— 1)+ HS;jA — Y, (3-42)

onde H € o traco do operador shape A de X.

Por outro lado, sendo X A-Einstein, da Definicdo 1.10 temos que
RiC(Xi,XJ') = A<Xi,XJ‘>. (3—43)

Logo, juntando (3-42) e (3-43) e usando a definicio de ¢ no enunciado do
teorema, temos que para todo i = j vale A? — HA;+A+ (n— 1)oo = A? — HA;+6 = 0. Ou
seja, toda curvatura principal de ¥ € raiz da equagdo do segundo grau

s*—Hs+0=0. (3-44)
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Como consequéncia, ¥ tem no maximo duas curvaturas principais distintas.

Sejam elas A e u. Podemos considerar que, para algum k € {1,....n}, A=A =... =N e
U="MAer1 =...=A,;. Como A e u sdo raizes de (3-44), entdo satisfazem

Au=H

AM=0C

Ou ainda, como H = kA+ (n — k)u, o sistema acima fica

{ (k— DA+ (n—k—1)u=0 (3.45)
()

Au =

(i) Caso G > 0.

Da segunda equagio de (3-45), se A # u em algum ponto de X, A e u possuem
0s mesmos sinais e sdo ndo nulas. Isso na primeira equagdo resulta que k—1 =0 e
n—k—1=0.Logo, k=1en=k+1=2, naqual é uma contradi¢do, pois estamos
considerando n > 3. Portanto, A = u em todo ponto, isto é, X é totalmente umbilica. Em
particular, A> = G, ou seja, A é constante em X.

Além disso, de (3-41), a equagdo de Gauss de X (2-13) fica

(R(X:, X)X, Xi) = M — .

Substituindo a igualdade acima em (1-2), a curvatura seccional de ¥ é dada por
K(X;,X;) = A2 — o e, como o e A sdo constantes, X é trivial (CSC).

(ii) Caso ¢ = 0.

Da segunda equagdo de (3-45), A = 0 ou u = 0. Suponha u = 0. Neste caso,
H = k. Por outro lado, A é solugdo de (3-44), isto é, A +kA> = 0. Se A # 0, entdo sua
multiplicidade é necessariamente k = 1. Portanto o operador shape de ¥ tem posto no
maximo 1.

Além disso, para todo i # j, a equag@o de Gauss de X nos da
(R(Xi, Xj)Xj, Xi) = —o
e, portanto, ¥ tem curvatura seccional constante igual a —a.

(iii) Caso ¢ < 0.

Neste caso, da segunda equagdo de (3-45), temos que A e u sdo nio nulas e com
sinais opostos (sdo necessariamente distintas). Suponha que k = 1. Da primeira equagao
temos que n = k+ 1 = 2, jd que u # 0. Mas isso contradiz a hip6tese de que n > 3. Logo,
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k>1len—k>1,istoé, A e upossuem multiplicidades maiores ou iguais a 2.

Por outro lado, como A e u sdo fungdes diferencidveis, entdo por (3-45), k
também € diferencidvel. Mas, desde que k € uma fungdo discreta com valores em
{2,...,n—2}, segue que k é constante. Portanto A e u possuem multiplicidades constantes
em X. Segue que a curvatura média de X € constante, pois é dada por M

Mostremos entdo que X € ndo trivial. Desde que ambas as curvaturas (distintas)
possuem multiplicidades > 2 em todo ponto, entdo podemos tomar pares ortonormais
de dire¢des principais {X1,X»} e {Y},Y2} tais que AX; = AX; e AY; = uY; (i = 1,2).

Analogamente como fizemos no caso (i), temos que
K(X1,X) =M —a# 12 —o=K(Y,1s).
Seque que X ndo possui curvatura seccional constante (ndo € trivial). 0J

Antes do préximo teorema, vamos lembrar de alguns resultados cldssicos. Uma
variedade Riemanniana M"*! ¢ dita conformemente flat se é localmente conforme ao es-
paco Euclidiano (ver Definicdo 1.3). As variedades Riemannianas CSC sdo conhecidas
por serem conformemente flat. Por outro lado, qualquer variedade de Einstein conforme-
mente flat € CSC.

Outro resultado, na qual usaremos na prova do Teorema (3.11), é que, para
n > 4, qualquer hipersuperficie de uma variedade M"™ conformemente flat é também
conformemente flat se, e somente se, possui uma curvatura principal de multiplicidade
n—1 [6, capitulo 16].

Teorema 3.11 Paran > 3, seja X uma hipersuperficie de Einstein ideal de I X , Qf. Entdo

Y tem a T-propriedade. Além disso, sdo equivalentes:

(i) X ¢ trivial;
(ii) Qualquer secdo vertical ¥; de ¥ é totalmente umbilica;

(iii) X é rotacional.

Prova. Sendo X ideal de Einstein, segue do Lema 2.8 que X possui a T-propriedade. Além
disso, pela Proposicdo 3.8, (ii) é equivalente a (iii) e, pelo Teorema 3.9, (i) implica em
(iii). Mostremos entdo que (ii) implica em (i).

Sendo X A-Einstein com a T-propriedade, segue do Lema 2.9 que qualquer

curvatura principal A; de X, com i € {2,...,n}, é raiz em s de

s?—Hs+ (Po&)|T|>+ (n—1)(0.0&) + A =0.
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Portanto ¥ possui no maximo duas curvaturas principais distintas além de A associada a

direcdo principal T. Sejam elas A e u e suponha que exista k € {2,...,n} tal que
M=.=M=A € Wi1=..=l =4

Do Lema 2.10, para cada segdo vertical ¥, de ¥, as curvaturas principais Al e ,utj
de X; (comi € {2,....k} e j € {k+1,...,n}) satisfazem

3 = — o) (x+em,(t)) e u =20 <y+em—/(t)). (3-46)

7] o(7) 7] o(7)
Isto é, ¥, também possui no maximo duas curvaturas principais distintas A? = ... = Af =},
e ,uf“ = ... = U = . Mas, como por hipétese toda secdo vertical de X é totalmente

umbilica, entdo A, = y;, para todo r € I.

Portanto das relagdes em (3-46), temos que A = u em todo ponto de X, ou seja,
Y. possui uma curvatura principal de multiplicidade n — 1. Das consideracgoes feitas logo
antes do enunciado do teorema, como / X, Q% € conformemente flat (segue direto da de-
finicao da métrica torcida), temos que X também a é. Isso somado com o fato de também

ser uma hipersuperficie de Einstein resulta que X € trivial, concluindo a demonstracao. [



CAPiTULO 4

Hipersuperficies paralelas

Seja g : M"~! — Q” uma hipersuperficie orientada com o campo normal unitario
denotado por M. A hipersuperficie paralela a g(M) com distdncia s € R é a aplicagio
gs : M — Qf na qual associa a cada p € M o ponto g(p) obtido viajando a uma distancia
s ao longo da geodésica em QQ; com ponto inicial g(p) e vetor tangente inicial , =n(p)
(ver [5] e [11]). Em [4] e [5] os autores explicitam tal geodésica com as condicdes

mencionadas anteriormente em cada forma espacial e sdo dadas por:

gs(p) = g(p) +smp, see=0;
gs(p) =cos(s)g(p) +sin(s)n,,  see=1; (4-1)
8s(p) = cosh(s)g(p) +sinh(s)n,, see=—1.

Localmente, para s suficientemente pequeno, g; também € uma hipersuperficie
imersa. Entretanto, se considerarmos g uma imersao de M em uma variedade diferencidvel
M qualquer, nem sempre g é subvariedade de M pois pode conter singularidades em
pontos focais da hipersuperficie original g(M), que sdo pontos ¢ = gs(p) em que a
diferencial (g;). tem nulidade maior que zero em p (ver [5],[10]).

Equivalentemente, neste contexto, temos que um ponto focal também é um ponto
critico da aplica¢do exponencial normal e também um ponto conjugado de M (Defini¢io
1.13). Logo, supondo que exista um aberto % de (TM)* sem pontos focais de g, a
restrigio da aplicagiio exponencial expi;|y : % — M é um difeomorfismo sobrejetor
sobre sua imagem exp;;(% ). Daqui em diante estaremos identificando M com g(M),
por abuso de notagdo.

Sendo M = Q, existe um intervalo Iy contendo 0 de tal forma que, para todo

s € Iy e para todo p € M, a curva

Yp(s) = exp(g(p),sp)

¢ uma geodésica bem definida em QQF sem pontos conjugados (Exemplo 1.14). Logo, para
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cada s € Iy, a paralela

gs:M— Qp
P'_>Yp<s)

é, de fato, uma imersdo ja que (g;). € injetiva, pois possui posto maximo em todo ponto.

Um método bastante util para estudar o comportamento geométrico de uma
subvariedade movida ao longo de direcdes normais € utilizar a teoria de campos de Jacobi.
Para mais detalhes desse método ver [1] e [10].

Nosso objetivo agora €, fixado r € Iy, determinar o operador shape da paralela
g-(M) = M, para entdo conseguirmos determinar suas curvaturas principais A, visto
que estas nos serdo luteis mais adiante. Para isso, considere F(s,t) = Y,(t) o variacional
geodésico de v, = Yo tal que c(s) = F(s,0) =7v,(0) e M en(s) =v,(0) € (TYX(O)M)L.

Observe que F(s,t) = exp(g(p),m(s)) é a variacdo constituida de geodésicas
de Qf que intersectam M perpendicularmente. Seja J o campo de Jacobi ao longo de v,

correspondente ao campo variacional de F, isto &,

oF

J(S)ZE

(5,0)
na qual € determinado pelo PVI

DY L RUY, )Y, =
( ) =c/(0) ,
B1(0) = Vom(0)

onde R € a curvatura de M e V € a conexdo riemanniana de Q. Em particular, um campo
de Jacobi J como acima satisfazendo as condi¢des J'(0) € T,M e %(0) + V;0n(0) €
(T,M )L € chamado de campo M —Jacobi ao longo de vy, (ver [10, Capitulo 1.3]).

Dessa forma, para cada r € I, temos

pJ, \"
Ty, (yM; = {J(r); J é um campo M—Jacobi ao longo de ¥, } e A.J(r) = — (E(r)> :

(4-2)

onde A, é o operador shape de M, com respeito ao campo normal 11(r) = ¥.(0) e a proje¢ao
tangencial é com respeito ao espacgo tangente de M,..

Podemos expressar o operador shape A, de uma maneira ainda mais eficiente.
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Para cada X € T,M, denote por Jx o campo M—Jacobi em 7y, dado por

Y

{ Jx(0) =X

Bl (0) = —AX

onde A é o operador shape de M com respeito ao campo normal 1. Agora defina D(r) por
D(r)(gr)«X = Jx(r), na qual (g,)« é calculado em p. Em particular, o espago tangente
(8r)«(T,M) de g, em p € o transporte paralelo de T,M ao longo de y, de 0 a r.

Observe que da maneira como o definimos, D é o campo tensorial com valor

final em {Y;?}J_ ao londo de y determinado por

ED 4 R(v,Y,)Y, 0D =0,
D(0) =1, (4-3)

onde / € a aplicacgdo identidade em T,M e v € {Y;,}l. De (4-2), temos

DJx (r))T oD

ADOY )X =) =~ (550 ) = =S 0e0-x.

Desde que M ndo possui pontos focais em 7¥,, o endorfismo D € ndo singular.

Portanto, por simplicidade de nota¢do, denotando aa—? = D/, podemos escrever

Ar=-D'(r)D~'(r). (4-4)
Note que, de (4-1) temos

(8r)+X = Ce(r)X + Se(r)Vxmp = (Ce(r)I — Se(r)A) X,

onde
1, see=0 , see=0
Ce(r) =< cos(r), see=1 e Se=4 sin(r), see=1 (4-5)
cosh(r), see=—1 sinh(r), see=—1.

Logo, podemos expressar D(r) = Ce(r)I — Se(r)A e é imediato verificar que D
satisfaz (4-3) [11, Lema 2.4]. Em particular, observe que as fungdes C; e S¢ satisfazem
Cé - —SSE € Sé - Cg.

Finalmente, considere X; € T,M uma dire¢do principal de g com curvatura
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principal A;. Desde que
D'(r) = —€Se(r)I — Ce(r)A,
segue que

Ar(gr):Xi = —D'(r)D~ ( r)iXi
= (Se(r)] +Ce(r)A) (Ce(r) — Se(r)A) ™ (g:):X;
SSg(r)+Cg( ) .
Celr) el &0

Portanto, o transporte (g,).X; é uma dire¢do principal de M, cuja curvatura principal

associada é

€Se(r) + Ce(r)A;
Ce(r) —Se(r)hi

Ai(p) = (4-6)

4.1 Graficos de Einstein em / <, Q7

Nesta secdo vamos definir e estudar uma segunda propriedade fundamental de

[13], as chamadas hipersuperficies do tipo (¢, g;) —gréfico.

Defini¢iio 4.1 Seja ¢ : I — 0(I) C R um difeomorfismo crescente (¢/ >0). Com as

notagoes acima, chamaremos

L={(0(s),85(p)) €I x0Qc; pEM,sel} 4-7)

de grdfico determinado por ¢ e por {gs;s € I} ou apenas de (9, gs)—grdfico.

Observacao 4.2 Observe que em (4-7) estamos identificando I com §(I), pois o pardme-

tro s estd sendo tomado em I.

Seja £ C I X QF um (¢, gs)—grafico com a norma induzida de I x QY. Dado

x € X qualquer, o espaco tangente 7,2 pode ser decomposto como a soma direta
LY = (gS)* (TPM) D [as} )
onde [d;] é o subespaco gerado por
ds = Ms+¢'(s)9r,

com T, sendo um campo normal unitdrio de g. De fato, (gs)« (T,M) é o espago tangente

em Qf de dimensdo n — 1, sobrando duas direcdes em / X QF: a dire¢cdo normal n e
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a diregdo do primeiro fator d;. Além disso no gradiente da funcdo altura de ¥ aparece o

fator ¢’ pois, pela Regra da Cadeia,

& (%) = €4(0(5),85(P))0'(5) = &+ ()9 (5) = ¢/ (5)9.

Dado um campo qualquer X € T,X e escrevendo X = Xy + k(N;+0'0;) =
Xo + kd, com Xo € (g5)« (TpMp) e k uma constante, temos que

/ /
<X ,—%ns+at> = k¢'(0;,9 )1 — (%> @ (Xo +kny, ~My)e = ko' — k¢’ =0,

onde (-,-); e (-,-)e denotam as métricas em I e Qf, respectivamente, e por abuso de
/
notacdo escrevemos ®o ¢ = . A igualdade acima nos d4 que —%n s+ 0; é uma direcéo

normal a 7,X. Além disso, sua norma € dada por

/ / 2 N 2
\/<—@ns+at,—%ns+at> = oo D emange= f1+(2).

Portanto, o campo normal unitdrio de X € dado por
(])/
_ (6

N =

>, 2%+ 1 , 28;.
EORNED

Observe que a funcdo angulo de X € dada por:

1

0= (N,0;) = ———. (4-8)
A
Ji+ (%)
Assim, considerando p = %6, o campo N pode ser escrito como
__ P
N = —(—OT]S + 00;. (4-9)

Note que p? + 6% = 1 e, portanto, p> = 1 —8? = |T|?, sendo T o gradiente da
funcdo altura de X. Também, ao olhar para 6 como uma funcdo que sé depende de s,

podemos €screver:

o=a0=4(1+(2)) (0) () = )

Ie_ e/
:—92[3 (p ezp ) :_pp/e+p26/
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Segue que

pp'6 _ pp'6 _ pp’ 0P’

/—_ P =
= 1 —p2 92 0 ®

(4-10)

Vale ressaltar que, em (4-10), estamos considerando 8 como uma funcao real e

seu gradiente, na qual € dado de maneira geral por (2-11), pode ser expresso por 6/0;.

Vamos mostrar que dy é uma diregdo principal de X. Considere A o operador
shape de X com respeito ao normal unitario N dado em (4-9). Assim, pelas propriedades

da conexdo de Levi-Civita V de I x, Q! temos

p

Adg = —%‘YN = —?ax (—a

s +eat) _ (%%sns o, (c%) N5 — 8V5.9, — 3,(0)2;.
(4-11)
Novamente, utilizando o abuso de notagdo wo ¢ = ® e as identidades da Propo-
sicdo 2.1, como 1, € TQg, segue que
/ (D/

= = = = o
VaMs = Vi,+¢9)Ms = VnNs + Vg, Ms = VN5 — 6<ns,ns>at M

onde V € a conexdo Riemanniana de Qf. Observe que, como My = Y(s) e Y é uma
geodésica em Qf, segue que Vy My =0, ja que € a derivada covariante de My na diregdo

de n;. Logo, sendo N unitario, temos
— (D/
Vo Ns = —o' 09, + Ens. 4-12)
Ainda, temos que
Vasat — V(n‘ﬁ_q)/at)at — anat + V(I)/atal‘ = ans (4—13)

Por outro lado, como (% e 0 s6 dependem de s, temos que

9, (3) - (B)/ e a0 =027 (4-14)

(O] (0 (0
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Portanto, substituindo (4-12), (4-13) e (4-14) em (4-11), obtemos

P , 0} p q)/p
Aas_6<—wm8,+ans)+< )Tls—e T]s+ az

po’ po—pe o o'p
_(m2+ 2 % )ns+<——pm)az
!/ / !~/ /
(5o ()
!/ (1)/ !/ 0)/
= (%— 5) (Ms+9'0) = (%_96) Js. (4-15)

. ~ . . /
Portanto, d; é uma direcdo principal de X. Escrevendo { = ¥, a curvatura

principal associada a d; é dada por
p/
A =——0C.
: W C

Proposicao 4.3 Seja £ um (§,gs)—grdfico em I Xu QF com normal unitdrio N dado
pela métrica induzida, como em (4-9). Entdo X tem a T —propriedade e suas curvaturas

principais sdo dadas por

p'(s)
o(9(s))

SO0, hi= g () ~ OO, =2

1:

onde 0 ¢é dado por (4-8), {od = ((‘,);qq)) e M (p) é a i-ésima curvatura principal da paralela

8s Mo — Qf em p € M.
Prova. Inicialmente, temos que

T=8,—6N:8,—6<—an+68t>

po p? p?
=(1 —92)8,+—ns — 2+ " q),ns q)' (00 +ms) = 7o
Além disso, desde que ¢’ > 0, entdo 6 < 1. Segue que |T|2 = 1—62% > 0. Portanto, T é ndo
nulo e paralelo a d; e, de (4-15), T é uma direcéo principal de ¥ com curvatura principal

associada dada por

/
p
A =——0C.
=2 et
Por outro lado, as outras curvaturas principais A; (i = 2,...,n) de ¥ seguem
diretamente do Lema 2.10, visto que as i-ésimas direcOes principais de ¥ também

sdo diregdes principais de suas se¢Oes verticais Xy = X4(5) cOm curvaturas principais
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associadas dadas por

O

Como vimos no final da sec@o anterior, de (4-6), as curvaturas principais da
paralela g, sdo dadas por
_ &Se(s) +Ce(s)A(p)

M ) S ) 1o

onde A (p) é a i-ésima curvatura principal de g = go em p e as fungdes C; € S sdo dadas
em (4-5).
E imediato observar que as curvaturas A; e A} satisfazem:
0 d

—_ i s _ s 2 ~
M==ggm®o) e Thip) =ethi(p) (4-17)

Em contrapartida com a Proposicao 4.3, em [19], o autor mostrou que para o
produto usual R x Qf, qualquer hipersuperficie com a 7 —propriedade, com a funcio
angulo constante e ndo nula, é essencialmente um (¢, g;)—grafico. Mais adiante, no Teo-
rema 4.9, vamos generalizar esse resultado para o produto torcido. A menos de notagdes,

as demonstracdes abaixo sdo as mesmas apresentadas em [19].

Convém demarcarmos algumas relagdes ja feitas anteriormente, agora no con-
texto do produto usual (neste caso, temos que ® = 0).

Dada uma hipersuperficie f : M" — R x Qf, sejam T o gradiente de sua funcio
altura, 0 sua fun¢do angulo, N seu campo normal unitdrio e A seu operador shape com
respeito a N.

Para todo campo X € TM, considere a decomposi¢do X = x0d; + X¢, onde x é uma
funcdo diferencidvel e X é o levantamento de X em Qf. Das identidades da Proposicdo

2.1, temos que

vxat = xﬁata; +§X€at =0.
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Logo, Vxd, = 0, para todo X € TM. Assim, diferenciando 9; = f,.T + 6N, obtemos
VxT = —Vx6N = 0AX. (4-18)
Note ainda que, a partir de (2-10), temos que paratodo X € TM
X(0) = —(AX,T). (4-19)

Agora, denotando por 1 o campo normal unitario apontando para fora de R x Qf
em E"+?2 (espago Euclidiano, se € = 0, 1, ou espaco de Lorentz, se € = —1) ao longo de f

e Ay o correspondente operador shape, entao
AnT = —0’T e AyX = —X, paratodo X € {T}™. (4-20)

Convém enunciar o seguinte lema que utilizaremos na demonstracdo do Teorema
4.5. Primeiro, observe que para qualquer campo gradiente 7 em 7 M temos a seguinte
relacdo: denotando por F uma fungio diferencidvel talque VF = T, da simetria da
hessiana (1-9), obtemos
<vXT,Y> - <VX§F,Y> —HI(X,Y)=H (v.X) = <X,VYVF> - <XﬁYT>,
(4-21)

paratodo X,Y € TM.

Lema 4.4 Seja T é um campo gradiente qualquer em TM. Se |T | é constante ao longo

da distribuigdo ortogonal {T }* entdo as curvas integrais de T sdo pré-geodésicas de M.

Prova. Desde que T é um campo gradiente, de (4-21), temos que para todo X € {T}+,
_ — 1 1 2
<VTT,X> - <VTX,T> = SX(1T) = SX (IT1?) =0,

ja que |T| é constante ao longo de X. Ainda, desde que 7 é o campo gradiente da fungio
altura, segue que sua distribuicdo ortogonal {7} & integrdvel. Assim, a relacdo acima

nos diz que as curvas integrais de 7' sdo geodésicas em M. 0

Teorema 4.5 Qualquer hipersuperficie f: M" — R x QF, com n > 2, na qual a fun¢do

dngulo nunca se anula e que possui a T —propriedade é localmente um (§, g5)—grdfico.

Prova. Desde que {T}* é integravel, existe um difeomorfismo local y : Iy x M"~ ! — M™,

onde Iy € um intervalo aberto contendo 0, tal que:
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(i) y(-,x): Iy — M" sio curvas integrais de T para qualquer x € M"~!;
(i) w(s,-) : M"1 — M" sdo folhas de {T'}* para todo s € I.

Em particular, de (ii) temos que, para todo X € TM"~!, w,X € {T}*. Definina

F = f oy e considere uma curva c em M" ! tal que ¢/(0) = X. Dessa forma,

X(F3) = ( 5 )

0,at> = <f* OW*(C’(O)),f*T+9N> = (y.X,T) =0.

Portanto, (F(s,x),0;) = v(s) é uma func¢do suave que depende apenas de s, pois é
constante em {7 }~.

Por outro lado, como 7 é uma direcdo principal, entdo de (4-19), para todo
X € {T}* temos

X(0) = —(AT,X) = —\(T,X) =0,

onde A é a curvatura principal associada a 7. Desde que |T'| é uma 6—fungdo, a partir
de |T|> = 1 — 62, segue que tanto ® quanto |T| sdo constantes ao longo de {T}*. Sendo
assim, do Lema (4.4) as curvas integrais Y = Y(+,x) de T sdo pré-geodésicas de M", isto

€, suas reparametrizacdes por comprimento de arco sdo geodésicas de M".

Afirmacao: Considerando T a projecdo vertical de R x Qf, afirmamos que
meo F(-,x) : Iy — QF é uma pré-geodésica de Q7. Por uma questdo de conveniéncia,

verificaremos essa afirmagdo mais adiante.

Por agora, observe que desde que |T'| e 6 sdo constantes ao longo de {7}, entdo
para todo ponto Y(s,x) = p € M", a fungdo r : Iy — R dada por r(s) = |T|6(p) é uma
funcdo suave bem desinida para todo s € Iy.

Sejam @ : Iy — R e ¥ :J = ¢(ly) — M" dadas, respectivamente, por @(s) =
Jor(o)do e ¥(s,x) = y(¢~!(s),x) e considere ¢ =Vvo@~!. Em particular, J é um
intervalo bem definido pois, desde que 0 nunca se anula, entdo podemos considerar r
sendo uma fungdo positiva e ¢ um difeomorfismo sob sua imagem.

Finalmente, definindo a hipersuperficie g : M"~! — Q! por g = Tz o F(0,-)
na qual, pela nossa afirmacdo, sua familia de hipersuperficies paralelas sdao dadas por

gs = Mg o F(s,-), concluimos que

foy(s,x) :F((p_l( ) x) =moF ((p_l(s),x) —|—Tl:goF((p_1(s),x)
(F (97" (s),x),0,)0; + gs(x) =vo@ (s)9; 4 gs(x)
= 0(s )al+gs( ) = (0(s), 8s(x))-
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Ou seja, f é localmente um (0, g5)—gréfico.

Nos resta apenas verificar que g o F (-, x) é, de fato, uma pré-geodésica de QZ,
ou ainda, definindo ¢ = ¢ o f 0, sua reparametriza¢do por comprimento de arco é uma
geodésica de Qf. Para isso, basta mostrar que a derivada covariante de 7" ao longo de
¢ (parametrizada pelo comprimento de arco) pertence a dire¢do do campo normal 1 de
R x Q ao longo de f em E"=2, se € = 41 ou que se anula se € = 0. Mostraremos para os
casos € = £1 e para a prova do caso em que € = 0, basta omitir os termos que envolvem
n.

Inicialmente, observe que como a diferencial (T ). € a propria identidade em Q7

e Y = T(y), a componente tangencial de ¢’ em TQY é dada por

T d
[]" = —-(meo foy) = (me)(FoN £ (Y = £.T(
Assim, por simplicidade de notacao, o vetor velocidade de ¢ é dado por
¢ =[]+ ] = £~ (£.T.0)0,

cujo seu comprimento é dado por T = |T'|6. De fato, desde de (f,T,d;) = (d; — ON,9;) =
1 -6 =|T|?, entio

= | = (LT L) = 2T PLT.0) + [T = [T = |T|* = [T 6
Portanto, o que queremos mostrar é que
Dr (fu (v7'T) = (£ (v7'T) 1) 9)) (4-22)

se anula para € = 0 ou € paralelo a | para € = £1, onde D € a derivada covarinte do espago
ambiente E"+2.

Escrevendo T = |—§| temos que
Drfi(v7'T)=Drf (0°'T) =T (0 ") T +0 'Dr £iT. (4-23)

Agora, como D7 f,T pode ser decomposto numa soma direta entre sua compo-
nente tangencial em M (dada pela conexdo V), sua componente normal em R x Q% (dada
pela projecdo no campo normal unitdrio N de M) e sua componente normal em E"2 (dada

pela projegdo em M). Entretanto, do Lema 4.4, temos que V7T = 0, isto é, a componente



4.1 Griéficos de Einstein em [ X, QF 90

tangencial em M se anula. Logo,
Drf.T = (AT, T)N + (AT, T) 7, (4-24)

onde A e Ay sdo os operadores shapes, respectivamente, de M com relagdo a N e a n,

respectivamente.
De (4-19) e sabendo que 8 = /1 —|T'|? temos

(AT, T>_ ! (AT, T) = ——T(0) = — IT|( 2‘T‘)T(|T|):e—1T(|T|). (4-25)

7]

Temos também que, de (4-20),
(AqT,T) = % (—6°T,T) = —0*|T|. (4-26)
Portanto, substituindo (4-25) e (4-26) em (4-24), obtemos
Drf.T=6"'T(IT|)N —6*T|n. (4-27)
Ainda, semelhante ao que fizemos em (4-25), temos que
T(O)AT=-072TO) AT =0|T|T(IT|) T =0T (|T|) f.T. (4-28)
Seque entdo que substituindo (4-27) e (4-28) em (4-23) obtemos

Drf(v'T) =0T (|T)) £T+07 ' [07'T(|T|)N — 6*T|n]
=0T (|T|) (f:T+6N)—6]Tm =0T (|T|)3, —6|T|n.  (4-29)

Por outro lado, como D79, = V70, = 0, temos que

Dr (. (v'T).0)3 =T ({f. (v '7).9,)) 8, = T (<f (e 1 ;‘) a>> )

-1 1
=T (e_ <f*T’af>> o =T (%(f*T,f*THBN)) )
=T (TTI |T|2) o =T (07 YT))3, = [T (67 ")|T|+0'T(|T])] 2,

2 2
— o T (rhirR o7 (r)a = [ TG Tarna

=037 (|T|)o;, (4-30)

desde que |T|> +6? = 1.



4.2 Hipersuperficies Isoparamétricas 91

Finalmente, substituindo (4-29) e (4-30) em (4-22) chegamos em
Dy (f (v1'T) = {f. (v7'T),0,)0,) =0T (|T|) 9, — 0|TIn— 0T (|T|) 9, = —6|T|n,

na qual é o que queriamos mostrar. Omitindo os termos envolvendo M, no caso em que
€ = 0, o lado direito da igualdade acima € zero, também como queriamos mostrar.
Portanto, ¢ = e o f o (-, x) é uma pré-geodésica em QY, para cada x € M1,
OJ

4.2 Hipersuperficies Isoparamétricas

Nesta se¢do, vamos utilizar os resultados obtidos anteriormente junto com a teo-
ria clédssica de hipersuperficies isoparamétricas com o objetivo de dar uma caracterizacao
para as hipersuperficies ideais de Einstein de / X Q7. Para mais sobre a teoria das hiper-

superficies isoparamétricas ver [5].

Definicdo 4.6 Sejam g: Mo — Qf uma hipersuperficie e F = {gs: Mo — Qf;s € I} (com
0 € I) uma familia de hipersuperficies paralelas a g = go. Dizemos que g é isoparamétrica

se qualquer hipersuperficie paralela g; tem curvatura média constante.

Elie Cartan provou que g é isoparamétrica se, e somente se, qualquer paralela g
tem curvaturas principais constantes A{(p), possivelmente dependendo de i ou de 5. Além
disso, supondo que para algum inteiro k > 1, A, ..., A4 s@o curvaturas principais distintas
de uma hipersuperficie isoparamétrica g : My — QF, entdo fixado algum i € {1,...,k} vale
a seguinte férmula

Z .8+7Li7uj
"= A

i#]

na qual é conhecida como a férmula de Cartan, onde n; ¢ a multiplicidade de A; (ver [5]
e [11]). Note que, se n > 2 e f tem apenas duas curvaturas principais distintas A e u, entao
de (4-16), cada paralela g; também possui apenas duas curvaturas principais distintas A*

e 1’ e, neste caso, a formula acima se reduz a
A'u® = —¢, paratodo s € I. (4-31)

Observacao 4.7 Um fato sobre as hipersuperficies isoparamétricas de Qi que possuem
no mdximo 2 curvaturas distintas é que elas sdo completamente classificadas ([5],[11]).

No caso que que possui apenas 1 curvatura principal sdo hipersuperficies totalmente
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umbilicas e no caso em que possuem 2 curvaturas principais distintas sdo tubos ao redor

de subvariedades totalmente geodésicas.

Teorema 4.8 Para n > 3, seja ¥ uma hipersuperficie ideal orientada de Einstein de

I X Q% tal que a fungdo dngulo © nunca se anula. Entdo, valem as seguintes afirmagoes:

(i) X tem a T—propriedade e é localmente um (§, g5)—grdfico em I X QF;
(ii) A familia paralela {gs} de qualquer (0,gs)—grdfico local de ¥ é isoparamétrica e
cada g5 tem no mdximo duas curvaturas principais distintas;

(iii) Se a curvatura principal associada a T se anula em todo ponto entdo ¥ é trivial.

Prova. Inicialmente, segue direto do Lema 2.8 que X tem a 7 —propriedade, visto que X é
Einstein.

Por outro lado, considere o difeomorfismo ¢ : [ X, QF — J x QF definido
em (3-39). Como vimos no capitulo anterior, (X) também tem a 7 —propriedade em
J x QF. Além disso, desde que @ é um difeomorfismo conforme e a fun¢do angulo
de ¥ nunca se anula, entdo vale o mesmo para @(X). Logo, da Proposicéo 4.5, ¢(X)
¢ localmente um (9, g,) —grafico em J x QZ. Mas, como ¢ s6 altera o primeiro fator
I, isto &, @(t,p) = (G(t),p) para todo (t,p) € I x Qf, segue que ¥ é localmente um

(0, gs)—grafico, com ¢ = G~ ! 0 ¢, concluindo a demonstragio da afirmacio (i).

Considere agora {Xj,...,X,} uma base ortonormal de dire¢des principais de X

_ T

e ¥ uma hipersuperficie A—Einstein. Como p = |T'|, do Lema 2.9, valem:

{x%—Hx1+<n—1)(Bp2+oc)+A:o @)

A2 —HA+Bp*+(n—1)a+A=0, comi=2,...,n,

onde H é o traco do operador shape de X.
Da segunda equacdo de (4-32), X possui no maximo duas curvaturas principais

distintas dentre as n — 1 dltimas. Sejam elas A e u. Logo, essas curvaturas satisfazem:

(4-33)

Atu=H
Au=PBp?+(n—1)a+A.

Suponha que A; se anule num aberto Iy C I e denote por ny, e n, as multiplicida-
des de A e de u, respectivamente. Logo, H = ny A+ n,u. Além disso, da primeira igualdade
de (4-32), obtemos (n— 1)at+ A = —(n— 1)Bp?. Assim, (4-33) pode ser reescrita como

{ (1= m)A+ (1= )u=0 s

ha=—(n—2)Bp>.
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Desde que n > 2 e Bp nunca se anula (pois X é ideal), entdo da segunda igualdade
de (4-34) temos que Au < 0. Logo, A e u sdo nao nulas e distintas. Assim, escrevendo
A= —w temos de (4-34) que A e u dependem apenas de s. Como A; também
depende apenas s, segue que cada paralela g, tem curvaturas principais constantes, isto &,
gs € 1soparamétrica pelo resultado de Cartan.

Agora, suponha que A; nunca se anule. Desde que A; e Bp? + o dependem
apenas de s, da primeira igualdade de (4-32), H também depende apenas de s. Sendo
assim, como H nao depende de p, segue que as curvaturas principais de cada paralela
gs, dadas por (4-16), dependem apenas de s. Logo, cada g; possui curvatura média H;

constante e, portanto, gs € isoparamétrica.

Para provar o item (iii), suponha por contradi¢do que A # u. Da Proposi¢ao 4.3,

as curvaturas principais A* e u° de cada paralela também sao distintas e, desde que A; =0,

P

eC_as’ /

A= oA ip (4-35)
__prtp

:u__ lu(o

Substituindo (4-35) em (4-34) chegamos em

(m— DX + (ny — Dt + (n—3)2 =0

/ , (4-36)
(p‘)2+%<7~S+uS)+7usw+<n—2)Bw2 =0.

p

11 7/ nN2_
Note que, como f =& —a =% — (wc))z £ e, da férmula de Cartan (4-31),

€ = —A'u’, segue que

o’o— (o')? o)’
B(Dzz O)z( ) 0)2+8: (6) 0)2_}\;? szc/w2_ks‘us'

Assim, da igualdade acima, (4-36) pode ser reescrita como

(m.—~ DX + (ny— Dt + (n—3)2 =0

(%) 4+ 0 +4) — (0= 3 + (n - 20 =0,

(4-37)

Como A; = 0 e, por hipétese, 6 # 0, da primeira identidade de (4-17), temos

que 6 = ¢, onde ¢ é uma constante real positiva. Assim, da primeira equacao de (4-35),
_r _ 0’8
= *~. Portanto, como p = *~, segue que

2 i

P

c

wp//:p_.

w2:>clw2:% >

Clq)/o)Z —
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Por outro lado, temos que
N\ "y _ (A2 N 2 N N 2
(p_) _P'p 2(p) :C/mz_(P_> :>C/®2:<P_) +<g> '
p p p p p
Substituindo a igualdade acima na segunda equagdo de (4-37), obtemos
INTARNPY s AN
(n—1) A +1*)—(n=3)A’+ (n—2) =0. (4-38)
P P p
Agora, a primeira equacdo em (4-37) nos da
p’ 1—ny s 1o
Ll 4-
0 n— PR —3“ (4-39)

e a partir das identidades (4-17), comodks—s-l—(?us) e%,us:s+( $)2, segue que
o\ d[l-m 1—ny, 1—m, N 1—ny 5
oY -4 [l ] <L )+ )

(p) ds | n—3 +n—3‘u n—3 + () +n—3 )

Sendo ny +n, =n—1e &= —\u’, reescrevemos a igualdade acima como

! l—n l—n l—n l—n
(%) = ) W) e = (P () . (4-40)

n—3 n—73

Finalmente, substituindo (4-39) e (4-40) em (4-38), obtemos

e (S L) (A L ey s

1—n 1—n
F(n-2) ( N (us>2+W) o,

n—

na qual pode ser reeacrito como

(n—1)(1—my)(1 — 2 1 n—73 (n—2)(n—73)
(n—3)? { {1—;1,, n—1)(1—ny)+(n—1)(1—ny)1

)2 1—ny, n—73 (n—2)(n—3)
L—m (”—1)(1—nx)+(n—1)(1—nx)}

s s n—73
r [ n—l l—nx)+(n—l)(1—nﬂ)
+

(n—3) B _
(n—l)(l—nx)(l—nu)]} = 0 @b
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Observe que, como ny +n, =n— 1, entdo

1 —ny, n—3 (n=2)(n=3) n—-2-n

[y D —m)  -D(—m)  T—n, -1 (4-42)

e, analogamente,

1—ny, n—73 (n—2)(n—3)

om0 T D) 4

Além disso, como n—3 =ny +n, —2=(ny — 1)+ (n,— 1), entdo

n—3 n n—3 4 (n—3) _
(n=1)(1=m)  (n=D—ny)  (n=1)(1=m)(1—ny)

n—3 1 L 1 L n—3
n—1\1-nm  1-n, (1-m)(1—ny,)

n—3 1 1 1 1
= + — — =0.
n—1\1l-n, 1-n, 1-n 1-ny

(4-44)

Portanto, substituindo (4-42), (4-43) e (4-44) em (4-41), obtemos

(n— 1)((111—_ r;x))z(l — 1) (A — ) 0. (4-45)

Observe que, de (4-34), como A e u sdo ambos ndo nulos, caso 1 —ny = 0, segue
que 1 —n, =0 também, decorrendo que n = ny +n,+ 1 = 3. Mas isso contraria a hipdtese
de que n > 3. Logo, tanto n, > 1 quanto n,, > 1. Sendo assim, de (4-45), temos que A° = p/*.
Entretanto, da Proposi¢ao 4.3, A = u, na qual € um absurdo, pois supomos inicialmente
que A # u.

Concluimos entdo que, desde que a curvatura A; se anule em todo ponto de X,
entdo as outras n — 1 curvaturas principais sao necessariamente iguais. Ou seja, toda se¢do
vertical de X € totalmente umbilica. Sendo X ideal, pelo Teorema 3.11, X € trivial, como

queriamos mostrar.
0J

O Teorema 3.10—(iii) nos abre possibilidades para obter exemplos de hipersu-
perficies de Einstein nio triviais em / X, Qf, embora ndo seja uma tarefa muito fécil para
produtos torcidos em geral. Neste sentido, o préximo resultado também pode ser utilizado

para encontrar mais casos nao triviais.

Teorema 4.9 Para n > 3, seja X uma hipersuperficie conexa, orientada e A—Einstein

(ndo necessariamente ideal) de I X QF com fun¢do dngulo constante © € [0,1). Entdo
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valem as seguintes afirmagoes:

(i) Se O # 0, W ¢ necessariamente constante e ¥ € trivial;

(ii) Se © =0, ® é necessariamente solu¢cdo da EDO
A
()’ + -0’ +c=0,
n—1

com ¢ € R constante, num aberto de I e I X Qf tem curvatura seccional ndo

constante se ¢+ € # 0. Sobre L.

(a) Se c+¢€ =0 entdo ¥ é trivial e seu operador shape tem posto no mdximo 1;

(b) Se c+¢€ < 0 entdo ¥ é trivial e é constituida por um cilindro sobre uma
hipersuperficie totalmente umbilica de Q};

(c) Se c+¢€ > 0 entdo ¥ é ndo trivial e é constituida por um cilindro sobre o

produto de duas esferas de S™ (neste caso, € = 1).

Prova. Relembrando de (2-11) e de (2-9) que

0)/
grad(0) = — <AT+69T> e |TP=1-6%
Logo, como 0 € [0, 1) é constante, entdo AT = —%BT e T € ndo nulo. Segue que X tem a
T —propriedade e a curvatura principal associada a T € dada por

(Dl
M=-26 (4-46)

Suponha que o § se anule num aberto conexo ¥’ C X. Do Teorema 3.10, segue

que oco& € constante em X’ e ¥’ é CSC a menos que
c=A+(n—1)(ao&) <O0.

Considere este caso. Da demonstragdo do Teorema 3.10—(iii), temos que todas as
curvaturas principais de ¥/ sdo constantes (em particular A;). De (4-46), % ¢é constante
em Y'. Da defini¢do de o em (2-7),

o'\? ¢
o=|— - = constante.
(O}

Logo m é constante em ¥’ e, de (4-46), A; = 0. Por outro lado, do Lema 2.9,
0=M—-HM+06=0<0,

na qual é claramente um absurdo.
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Logo, pela conexidade de X, podemos assumir que Bo& nunca se anula, isto é, X é
ideal. Assumindo que 0 # 0, do Teorema 4.8 temos que X é localmente um (9, g5) —grafico
e a familia de paralelas {g;} é isoparamétrica. Do item (iii) deste mesmo teorema se
mostrarmos que A; = 0 podemos concluir que X é trivial. Note que, de (4-46), A; = O se,
e somente se, ® = 0, isto é, M constante.

De fato, de (4-46) e das relagdes (4-17) podemos escrever A; como

0 d

(1)/

Sendo 6 # 0 e lembrando que ® = ®'(¢)¢’, das igualdades acima temos que

WOO6) @6
/ ool =n(e0)

ou ainda,

! ! 2
o(6(s)) = %exp (/m (0(s)) (0'(s)) ds) _ 4-47)

Lembrando que 6 é constante e usando a Regra da Cadeia para derivar a

igualdade acima obtemos

Desde que ¢ ¢ um difeomorfismo crescente (ou decrescente, sem perda de generalidade)
entdo ¢’ # 0. Logo, novamente usando o abuso de notacdo ® = ®o ¢, concluimos das

igualdades acima que
o (1-¢') =0,

isto €, @ =0ou ¢’ =1.Se ¢’ = 1 entdo de (4-47) temos que

1 / 1
® = ¢ exp (/ %ds) = 6exp(0)).

Derivando a igualdade acima,

1
o = éexp((o)m’ =00 = o(l-0)=0.
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Portanto @ = 0 ou ® = 1. Em todo caso teremos que ® é necessariamente constante,
como queriamos. Segue entdo, de (4-46), que A; = 0 e, pelo Teorema 4.8-(iii), X ¢ trivial.

Agora, considere 8 = 0. Por (4-46), temos que A; = 0. Ainda, por (2-9), |T| = 1.
Sendo assim, do Lema 2.9, considerando cto& = ae fo& = B, valem:

—1 a)+A=0
A —HA+B+(n—1)a+A=0, i=2,..,n

Observe que, B+ o = %ﬁ —o+o= %“ Essa igualdade na primeira equagao de

(4-48) nos da
// A

o' =— o. (4-49)
n—1

Para ® ndo constante, multiplicando (4-49) por @, obtemos a equagio

A
N 0w

n—1

e, integrando em ambos os lados da igualdade acima, ® satisfaz a EDO

(0)’)2 + p— 10)2 +c=0, ce€R constante. (4-50)

Note que, de (4-49) e de (4-50), podemos escrever

o o 2_8__ A _e+ceB_co”_a__ A N A +e+c_8+c
-\ o o n—-1 o2 o  on—1 n—-1 o o
4-51)

Dessa maneira, a partir da Observagdo 2.4, se €+ c # 0 entdo / X, Qf tem curvatura
seccional ndo constante.
Vamos entdo verificar as afirmagdes sobre X nos itens (ii) — (a — ¢) do Teorema,

a partir do sinal de €+ c.

(a) Considere € +c¢ = 0.
Neste caso, de (4-51), temos que f=0¢ a0 = —ﬁ. Como consequéncia do
Teorema 3.10—(ii), desde que 6 = (n— 1)ae+ A = 0, temos que X € trivial e seu operador

shape tem posto no méximo 1.

Antes de prosseguirmos para os itens (b) e (c¢), observe que, como estamos
considerando 6 = 0, entdo T = d, — ON = 9. Isto é, o gradiente da fung¢do altura de X

€ o préprio gradiente da funcdo altura de 7 X Qf. Logo, X € constituida por um cilindro
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sobre uma hipersuperficie Xy C QF.
Denotando por X? a i—ésima curvatura principal de X, pelo Lema 2.10,
0
M

A= , 1=2,..,n, 4-52
© i n ( )

¢ a i—ésima curvatura principal de ¥, jd que |T| = 1 e 8 = 0. Além disso, como A; =0, a

curvatura média de X fica

1
H= Z?\.l:—az}\«, :_0_)H07

i=1

~

onde Hy € a curvatura média de X.

Agora, utilizando as relacdes (4-51) e a segunda equacgdo de (4-48), obtemos

AN? HAY  ete A e+
(6) BT +<n_1)(_n—l_ o? >+A_O
= (A —HoA? — (n—2)(e+¢) = 0. (4-53)

Segue que ¥y tem no médximo 2 curvaturas principais distintas em todo ponto.

Sejam elas Ag e uy.

(b) Considere €+ ¢ < 0.

Suponha que, em algum ponto de Xy, Ay # . Suponha também que k seja a
multiplicidade de A e, consequentemente, n —k — 1 é a multiplicidade de . Como
Hy =kho+ (n—k— 1), de (4-53), Ao e o satisfazem

(4-54)

(k— DA+ (n—k—2)up=0
7\.()‘u() = —(I’l—2)(8—|—c).

Note que, como estamos considerando €+ ¢ < 0 e, por hipétese, n > 2, a segunda
equagdo acima nos da que Agup > 0. Ou seja, A € up sdo ndo nulas e possuem sinais iguais.

Logo, da primeira equagdo acima, segue que

contrariando a hipé6tese de que n > 3.
Portanto, Ay = yp em todo ponto de X, isto é, Xy € totalmente umbilica. Em

particular, de (4-52), toda secdo vertical de ¥ é totalmente umbilica.

€+c
ra
Y € ideal. Segue entdo do Teorema 3.11 que X € trivial, a partir das consideracdes do

Por outro lado, tanto em (b) quanto em (c), como P = # 0, temos que
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paragrafo anterior.

(¢) Considere €+ ¢ > 0.
Neste caso, a partir da segunda equacio de (4-54), Ao € uo sdo nao nulas e pos-
suem sinais opostos. Ou seja, Ag e yo sdo necessariamente distintas. Ainda, substituindo

_ (n=2)(e+c)
HO——T,

na primeira equacao de (4-54), concluimos que Ao é constante e, consequentemente, (g
também.

Portanto, ¥ € isoparamétrica e, pela férmula de Cartan,
0> 7\.(),11() = —E€.

Dessa forma, € € necessariamente igual a 1, isto é, Qp = S".
Em particular, denotando por S”(c) a esféra m—dimensional de curvatura secci-

onal constante ¢, por [17, Teoremas 2.5 e 3.4], temos que X € congruente a

Sk(cl) X Snik*l (02),

com ¢y = ’]:_;% ecy)= nZ;EZ'

como c1 # ¢» (pois, caso contrério, terifamos n = 3 contrariando a hipdtese), entdo X ndo

Ou seja, X € o produto de duas esferas de S". Além disso,

pode ter curvatura seccional constante.
OJ

Note que, a partir do Teorema 4.9, exceto no caso (ii)-(a), qualquer hipersuperfi-
cie de Einstein (nas condi¢cdes do teorema) € necessariamente ideal.

Por outro lado, vale destacar que em [13] ndo foi mostrado no Teorema 4.9-(1)
que o € necessariamente constante como provamos acima.

Finalmente, partiremos para o dltimo resultado principal do trabalho de [13] na

qual caracteriza as hipersuperficies ideais e triviais de Einstein:

Teorema 4.10 Seja ¥ uma hipersuperficie ideal de Einstein de I X Qf, com n > 3.
Entdo ¥ tem um niimero constante de curvaturas principais distintas (2 ou 3) com
multiplicidades constantes. Ainda, X é trivial se, e somente se, possui necessariamente

2 curvaturas principais distintas em todo ponto. Neste caso, X. é rotacional.

Prova. Inicialmente, observe que, do Teorema 3.11, X tem a T —propriedade e, do Lema

2.9, possui no maximo 3 curvaturas principais distintas. Ainda do Lema 2.9, como Bo¢§
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nunca se anula, a curvatura principal A; associada a T ndo pode satisfazer ambas as

equacdes do Lema. Logo, X tem 2 ou 3 curvaturas principais distintas em todo ponto.
Mostremos que esse numero € constante, assim como as multiplicidades de

cada curvatura principal. Para isso, considere duas curvaturas principais distintas de A

denotadas por A e u e defina o conjunto
C={xeXZ; AMx)=u(x)}.

Note que, se C = X, entdo X possui duas curvaturas principais distintas com
multiplicidades 1 e n — 1 e ndo hd nada mais para mostrar. O mesmo ocorre se C é
vazio. Neste caso, X tem 3 curvaturas principais distintas em todo ponto. Para mostrar
que as multiplicidades de A e de u sdo constantes, vamos utilizar um método analogo ao
desenvolvido em [17, Proposi¢do 2.2].

Desde que {T}* ¢ invariante por A e C é vazio, entio A e u sdo os tnicos

autovalores de A[ 7y .. Para cada xo € L, seja k € {2,...,n} tal que

X(XO) = 7&2()60) =.= Kk(xo) > 7\.k+1(xO) =..= Kn(xo) = ,u(xo).

Sem perda de generalidade estamos supondo A > u em xy. Como cada A; é uma fungéo
continua, entdo existe uma vizinhanca V C X de xq tal que, reordenando os A;’s caso
necessario, valem as desigualdades

A(xo) + u(xo)
2

A(x) > .. > A(x) > > Mr1(x) > ... > Ay (x), paratodo x € V.

Entretanto, A| (T} s6 possui A e u como autovalores em todo ponto. Segue que,

paratodox €V,
Ax) =2 (x) = oo = M(x) > A1 (x) = oo = A () = ().

Sendo X ideal, em particular conexa, A e u possuem multiplicidades constantes,

como queriamos.

Agora, mostremos que os casos em que C = X e C € vazio sa0 0s Unicos casos
possiveis. Assim, suponha por contradi¢cao que C e ¥ — C sao ambos ndo vazios.

Seja x um ponto da fronteira de ¥ — C. Afirmamos que ndo existe aberto X(x)
contendo x em que a fun¢@o angulo 6 se anule. De fato, caso exista tal aberto, entdo sendo
¥ ideal, estamos nos casos (ii) — (b) e (ii) — (¢) do Teorema 4.9. Dessa forma, ou A = u
ou A # u em todo ponto de X(x). Entretanto, isso ndo pode ocorrer pois x € L(x) é um
ponto da fronteira de X —C.
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Logo, para cada aberto X(x) C X em x, existe y € Z(x) N (£ —C) tal que 8(y) # 0.
Portanto, do Teorema 4.8, existe um (¢, g;)—gréfico local £(y) em X — C contendo y
onde a familia paralela {g;} é isoparamétrica. Em particular, cada g, tem precisamente 2
curvaturas principais distintas, visto que X(y) C £ — C. Segue entdo, da Observagio 4.7,
que cada g € um tubo ao redor de uma subvariedade totalmente geodésica.

Observe que, diminuindo X(x) caso necessério, podemos tomar y de modo que
x € dX(y). Logo, considerando a projegdo vertical G : I X QF — QF, existe uma vizi-
nhanca U contendo 6(x) em Q} que é o conjunto limite de uma familia de subconjuntos
abertos paralelos de tubos de {g;}. Neste caso U também é um tubo.

Por outro lado, existe uma se¢do vertical ¥, de £ em x tal que 6(%;) contém U.
Como x € d(X—C) e C é fechado (pois é imagem inversa do compacto {0} pela fun¢io
continua (A —pu) : ¥ — R), temos que x € C e, portanto, X, é totalmente umbilica. Segue
que 6(%,) também é totalmente umbilica e, consequentemente, U também o é. Entretanto,
isto € um absurdo visto que tubos ndo possuem pontos umbilicos.

Portanto, ¥ — C e C ndo podem ser ambos vazios, concluindo a primeira parte da

demonstracdo. A segunda parte € um resultado imediatamente direto do Teorema 3.11.
OJ



CAPITULO 5

Consideracoes Finais

Nesta dissertacao foram estudadas as hipersuperficies de Einstein no contexto
de produtos torcidos I X, Qg, onde I é um intervalo aberto em R e QF ¢ uma das formas
espaciais R”, S" ou H" de acordo com sua curvatura seccional €. O objetivo principal
foi investigar condicdes para que estas hipersuperficies sejam triviais. Fundamentados
principalmente no referencial teérico de Lima, Manfio e Santos [13], foram generalizados
alguns resultados j4 obtidos em trabalhos anteriores com respeito as variedades produtos
usuais R x Q%.

Algumas dessas generalizagdes destacam-se a inclus@o de todas as hipersuper-
ficies rotacionais e as hipersuperficies dos tipos (0, gs) —graficos, ambas em I X Qf, na
classe das hipersuperficies que possuem a T —propriedade, como mostrado, respectiva-
mente, em [7] e em [19] para o produto usual. Além disso, o Teorema 4.8 também es-
tende para o produto torcido a condi¢ao imposta sobre a funcdo angulo em [19] - quando
constante e ndo nula - para que estas hipersuperficies sejam caracterizadas como graficos
locais da forma (0, g;). Ainda sobre esta condi¢do com respeito a fun¢do angulo, o Teo-
rema 4.9 afirma que nestes casos a funcdo torcao m é necessariamente constante, fato que
observamos e provamos e que ndo é abordada em [13].

Voltando para o foco principal, antes de estudar condi¢des de trivialidade se faz
relevante mostrar que tais hipersuperficies existem. Esta existéncia foi provada no Teo-
rema 3.7, em especial utilizando as hipersuperficies rotacionais devido suas particulari-
dades de também serem espagos de produtos torcidos na forma I Xy Qf, consequéncia
direta a partir de suas classificacdes como esféricas, hiperbdlicas e parabdlicas.

Também no contexto das rotacionais, quando adicionada a natureza de ideali-
dade, o Teorema 3.11 mostra que estas hipersuperficies de Einstein, além de também
possuirem a 7 —propriedade, sdo caracterizadas por serem triviais € por condi¢cdes em
suas curvaturas principais, caracterizacao que € generalizada no Teorema 4.10 utilizando
a teoria das hipersuperficies isoparamétricas. Por este motivo, destacam-se a importancia
de condi¢des de idealidade e rotacionalidade para o estudo.

Para finalizar, ferramentas para a construcdo de exemplos ndo triviais também

sdo fornecidas no texto, em resultados como o Teorema 3.10 e o Teorema 4.9.
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