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Resumo

Oliveira, Rommel Teodoro de. Sobre Conjuntos Dominantes Eficientes em
Grafos. Goiania, 2009. 130p. Dissertacao de Mestrado. Instituto de Informética,
Universidade Federal de Goiés.

Dado um grafo G = (V,E) e um subconjunto de vértices D C V, define-se D como um
conjunto dominante de G se todo vértice v € V que ndo estiver incluido no conjunto
D for adjacente a pelo menos um vértice de D. Na situacdo em que, para todo v € V,
IN[v|ND| = 1, diz-se que o grafo G é eficientemente dominado. Uma generalizagdo desse
conceito consiste na multipla dominagdo eficiente, em que é requerido que todo vértice
do grafo seja dominado exatamente k vezes. O objetivo deste trabalho € realizar um
estudo exploratorio sobre esses temas, de modo a reunir o conhecimento tedrico requerido
para pesquisas avangadas. Para isso, buscou-se a apresentacdo e o detalhamento das
demonstracdes dos teoremas estudados. Além disso, foram fornecidos alguns resultados
sobre a multipla dominacdo eficiente no que se refere aos limites para o tamanho de
um conjunto k-dominante eficiente, a relagdo da k-dominacdo eficiente entre grafos
regulares, seu complemento e seus grafos linha iterados, bem como a caracteriza¢ido da
AN P-completude para o problema da multipla dominagéo eficiente em grafos arbitrarios.
Espera-se que esta dissertagdo forneca subsidios tedricos para estudos futuros voltados a

dominacao eficiente, bem como a resolugcdo de algumas questdes em aberto.

Palavras—chave
Conjuntos dominates, Conjuntos dominantes eficientes, Problemas A\ P-

completos.



Abstract

Oliveira, Rommel Teodoro de. On the Efficient Dominating Sets in Graphs.
Goiania, 2009. 130p. MSc. Dissertation. Instituto de Informatica, Universidade
Federal de Goiés.

Given a graph G = (V,E) and a set of vertices D C V, a vertice v € V is dominated by
D if [IN[vJnD| > 1. When |[N(v)ND| =1 for all v € V, G is efficiently dominable. A
generalization of this concept is called efficient multiple domination, which requires all
vertices must be dominated by a set D C V exactly k times. The aim of this dissertation
is to study these topics, describing the theoretical knowledge needed for advanced
researches. For this reason, many of the theorems and its proofs are detailed. Furthermore,
some results on the efficient multiple domination are presented, including bounds for
the size of efficient k-dominating sets, the complement and iterated line graphs of
efficiently (r+ 1)-dominable r-regular graphs and a A P-completeness proof for the
efficient multiple domination problem in arbitrary graphs. It is expected that this work
contribute to the development of future researches on the efficient domination and in the

resolution of some open problems.

Keywords
Dominating sets, Efficient dominating sets, A P-complete problems.
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CAPITULO 1

Introducao

A dominagdo é uma 4drea da teoria dos grafos caracterizada por sua extensiva pro-
ducao cientifica. Suas raizes historicas sao datadas do século XIX, mas, sua formalizacao
ocorreu apenas em 1958, quando Claude Berge apresentou o conceito de coeficiente de
estabilidade externa [10]. Desde os resultadores precursores de Ore [97], em 1962, foram
publicados, até 1998, aproximadamente 1200 trabalhos que abordam esse tema [66].

De uma maneira geral, um conjunto dominante consiste de um subconjunto de
vértices adjacentes a todos os outros vértices do grafo. A determinacdo do menor conjunto
dominante possui grande importancia tedrica e pratica, pois se trata de um problema A\ P-
completo [54] que possui aplicacdes em diversas dreas de pesquisa. Em um estudo recente
[34], por exemplo, o conceito de dominagdo foi proposto para a predi¢do das estruturas de
moléculas de RNA de um tipo especifico. Outros exemplos de aplicagdes sao indicados
em [66].

Variacdes do conceito cldssico de dominagdo estdo amplamente discutidas na
literatura, sendo que a grande maioria concentra diversos problemas em aberto. Este
trabalho discorre sobre a dominagdo tradicional, dando énfase a uma variacio denominada
dominacdo eficiente [6, 7]. Nesse contexto, o objetivo do presente trabalho consiste em
realizar um estudo exploratdério sobre esses temas, de modo a reunir o conhecimento
tedrico requerido para pesquisas avangadas. Para isso, buscou-se a apresentagdo e o
detalhamento das demonstracdes dos teoremas estudados. Em particular, serd visto que
o conceito de dominagao eficiente converge para uma generalizagdo denominada muiltipla
dominacdo eficiente [28, 105], que incorpora os resultados obtidos durante a realizacao
deste estudo.

A dissertacdo estd organizada em cinco capitulos. No Capitulo 2, sdo apresen-
tados conceitos basicos, no ambito de teoria dos grafos, utilizados no decorrer do texto.
O Capitulo 3 discorre sobre aspectos relacionados a dominacdo em grafos, no que se
refere a sua contextualizacdo histérica, variagdes sobre o conceito cldssico, aplicacdes
préticas e resultados tedricos. Com essa mesma abordagem, o Capitulo 4 detalha tépicos
relacionados a dominacdo eficiente, apresentando, também, uma secdo sobre os grafos

eficientemente domindveis. O Capitulo 5 versa sobre multipla dominacdo eficiente em
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grafos, reunindo os resultados tedricos que dizem respeito a esse tema. Finalmente, es-
tao sumarizadas no Capitulo 6 as principais conclusdes e contribui¢des obtidas por meio

deste trabalho, bem como diretrizes para investigag¢des futuras.



CAPITULO 2

Conceitos Preliminares

2.1 Apresentacao

Neste capitulo sdo introduzidos alguns conceitos fundamentais em Teoria dos
Grafos, com a finalidade de se estabelecer a terminologia e notagdo utilizada no decorrer
da dissertacdo, sendo o texto fundamentado nos livros de Bondy e Murty [16], Diestel
[43] e West [122]. Eventualmente, este trabalho poderd mencionar familias e/ou classes
que aqui ndo foram definidas, sendo que, para detalhamento das mesmas, o leitor podera

consultar o livro de Brandstidt, Le e Spinrad [18].

2.2 Defini¢coes Basicas

Um grafo G é um par ordenado (V, E) constituido pelos conjuntos disjuntos V e
E, tais que V =V(G) = {vy,...,v,} é o conjunto dos vértices e E = E(G) = {ey,...,em} é
o conjunto das arestas, sendo cada aresta de E um par nio ordenado (v,w) de elementos
v e w pertencentes a V. Neste trabalho, define-se como a ordem n e o tamanho m de
um grafo a cardinalidade dos conjuntos V e E, respectivamente. Quandon =0 oun =1,
diz-se que G é um grafo trivial.

Se e é uma aresta e v e w sdo vértices de modo que e = (v,w) € E, entdove w
sdo adjacentes, sendo tal adjacéncia denotada por v ~ w. Além disso, diz-se que v e w
sdo as extremidades da aresta e e que e € incidente aos vértices v e w. Na situacao em
que v e w ndo sdo adjacentes, denota-se v ~ w. Duas arestas sdo consideradas adjacentes
quando possuirem uma extremidade em comum. A subdivisd@o de uma aresta e = (u,w),
com u # w, consiste na inser¢ao de um vértice v no conjunto V, substituindo a aresta e
pelas arestas (u,v) e (v,w).

Denomina-se como lago a aresta e = (v,w) tal que v = w. Duas ou mais arestas
sdo denominadas miiltiplas quando possuem o mesmo par de vértices. Um grafo G ¢é
simples se nao possuir lagcos nem arestas multiplas. Quando um grafo possui arestas

multiplas € chamado de multigrafo e quando possui lacos é um pseudografo. Se o
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conjunto de vértices e o conjunto de arestas sdo finitos, entdo o grafo € finito. Na situacio
emqueV =0e E =0, tem-se G como um grafo nulo. A menos que esteja indicado, todo
grafo deste trabalho € considerado simples e finito.

Grafos podem ser representados graficamente da seguinte maneira: desenham-
se os vértices como pontos e as arestas como linhas unindo dois pontos se os vértices
correspondentes definirem uma aresta. Por exemplo, a Figura 2.1 ilustra o grafo G =
(V,E), onde V = {v,va,...,v6} € E = {e1 = (vi,m),e2 = (vi,v3),e3 = (v2,v3),e4 =
(va,v4),e5 = (v2,vs),e6 = (v3,vs5)}. Diz-se que um grafo é planar se sua representa¢do
grifica puder ser desenhada no plano de tal modo que suas arestas ndo se cruzem,

conforme também pode ser verificado na ilustracao a seguir.

/\
I

Figura 2.1: Exemplo de um grafo planar.

Sejam G = (V,E) e G’ = (V',E’) dois grafos. Tais grafos serdo isomorfos,
denotando-se por G ~ G, se existir uma bije¢do ¢ : V — V' em que (v,w) € E &
(@(v),0(w)) € E' para todo v e w € V, sendo a fun¢do ¢ denominada isomorfismo.
Na Figura a seguir estdo ilustrados dois grafos isomorfos, em que ©(uy,...,uq) =

(v2,V6,V3,V4,V5,V1).
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Figura 2.2: Dois grafos isomorfos.

A vizinhanca aberta de um vértice v em um grafo G € definida como o conjunto
formado pelos vértices de G que sdo adjacentes a v, sendo denotada por Ng(v) ou,
resumidamente, N (v). Dessa forma, Ng(v) = N(v) = {w|(v,w) € E(G)}. Ja a vizinhanca
fechada de v em G, denotada por Ng[v] ou N[v], é dada pela unido dos conjuntos {v} e
Ng(v). Similarmente, considerando-se um conjunto D C V, Ng(D) = N(D) = U,epN(v)
e Ng[D] = N|D] = DUN (D) denotam, respectivamente, a vizinhanga aberta e a vizinhanga

fechada de D em G. Para um conjunto D C V, o vértice v € D € chamado de enclave de
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D se N[v] C D. Um conjunto de vértices é dito livre de enclave se ndo possuir nenhuma
enclave. No grafo da Figura 2.3, N(v3) = {va,vs,v6} € N[v3] = {v2,v3,Vs,v6} definem a
vizinhancga aberta e fechada do vértice v3, respectivamente. Observe ainda que os vértices
V3, V4 € Vg s80 enclaves de N[vs], mas v| e v, ndo. Dois vértices v e w sdo considerados

gémeos idénticos se N|v] = N|w].
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Figura 2.3: Exemplo de um grafo cujos vértices v3, v4 e vg sdo
enclaves de N|vs).

Designa-se como o grau de um vértice v e denota-se por d(v) o nimero de arestas
incidentes a v, isto é, d(v) = |N(v)|. O grau mdximo dentre todos os vértices de um grafo
G é denotado por A(G) e o grau minimo por d(G). Um vértice que possui grau zero é
denominado isolado. Um vértice pendente ou folha ¢ um vértice de grau 1. Um vértice de
suporte & o tGnico vizinho de uma folha. Um grafo € dito k-regular se A(G) = 8(G) = k.
Na Figura 2.4 tem-se um exemplo de grafo 3-regular (ou ciibico). Este grafo é conhecido

como Grafo de Petersen.

Figura 2.4: Grafo de Petersen.

Considere um grafo G = (V,E) de ordem n. Se os vértices de G sdo dois a dois
adjacentes, entdo G é denominado grafo completo de ordem n e denotado por Kj,. Por
outro lado, se os vértices de G ndo sdo dois a dois adjacentes, entdo G € denominado
grafo vazio de ordem n e denotado por N,. Designa-se por grafo complementar de G o
grafo G = (V,E) que possui o mesmo conjunto de vértices de G, mas cujo conjunto de
arestas é E = {(v,w)|(v,w) ¢ E}. Observe que o complemento de K, é o grafo N, e, por
consequéncia, o complemento de N, € o grafo K,,. A Figura 2.5 ilustra um grafo (Figura

2.5(a)) e seu complemento (Figura 2.5(b)).
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Figura 2.5: Um grafo e seu complemento.

Diz-se que G é um grafo k-partido se o conjunto de vértices V pode ser
particionado em k subconjuntos Vi, ...,V disjuntos, de modo que toda aresta (v,w) € E
possui suas extremidades em conjuntos V; e V; distintos chamados de parti¢ces. Para
k =2 denomina-se G como bipartido e, para k = 3, como tripartido. Diz-se que um grafo
bipartido € igualmente bipartido se as suas particdes possuirem a mesma cardinalidade.
Neste caso, os subconjuntos V| e V, definem uma bipartigcdo igualitdria. Se G é k-partido
e todos os vértices de particoes distintas sao dois a dois adjacentes, entdo G é denominado
k-partido completo. Desta forma, se pp,pa,..., px correspondem, respectivamente, aos
tamanhos das parti¢des Vi,V,...,V;, entdo G € denotado por K, p, .. .- A Figura 2.6
exemplifica um grafo K3 3 com parti¢des V| e Vo. Uma estrela S, de n vértices € um grafo

Ki;,comt=n—1.

Figura 2.6: Grafo K> 3 com parti¢oes Vi e V5.

Um subgrafo de G = (V,E) é um grafo G' = (V' )E') talque V' CV e E' CE. G
é um subgrafo prdprio se G’ # G. Se G’ for um subgrafo de G que contém todas as arestas
(v,w) € E para v,w € V’, entdo G’ é um subgrafo induzido de G. Denota-se por G[V'] o
subgrafo de G induzido por um conjunto de vértices V'. Um subgrafo gerador de G é
um subgrafo com o conjunto de vértices V(G). Se G’ é um subgrafo de G, entdo G € um
supergrafo de G'. O subgrafo G’ C G é considerado maximal em relagdo a propriedade T
se G’ satisfaz T e se ndo existir um subgrafo G CG que satisfaz T contendo propriamente
G'. Na Figura 2.7 esta exemplificado um grafo G (Figura 2.7(a)) e um subgrafo de G
induzido pelos vértices vy, vy, vs, vg € v7 (Figura 2.7(b)). Diz-se que G € livre de H se G

ndo possuir um subgrafo induzido isomorfo so subgrafo H.
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Figura 2.7: (a) Um grafo G e (b) seu subgrafo induzido pelos
vértices vy, va, Vs, Vg € V7.

Denomina-se como clique o subgrafo maximal que é completo. O tamanho da
maior clique de G é denotado como ®(G). Um vértice v de um grafo G é um vértice
simplicial se o subgrafo induzido por N[v] formar uma clique. Quando todos os vértices
de G forem simpliciais ou adjacentes a pelo menos um vértice simplicial, entdo G €
denominado grafo simplicial. Uma clique de um grafo G contendo pelo menos um vértice
simplicial € denominada simplexo. No grafo da Figura 2.8, os vértices {vy,...,vs} definem
uma clique de tamanho 5. Como néo existe outra clique de tamanho maior, ®(G) = 5.
Observe que esse grafo é simplicial, uma vez que vi,v2,v3 € vg sdo vértices simpliciais
e adjacentes aos outros vértices restantes, v4 € vs. Além do mais, os subconjuntos

V' ={vi,...,vs} e V" = {v4,vs5,v} formam dois simplexos do grafo em questio.

Figura 2.8: Grafo no qual ®(G) = 5.

z

Um caminho é um grafo P dado por uma sequéncia de vértices distintos
(vi,v2,...,vx) para os quais (v;,vit1) € E, com i = 1,...,k — 1. Se existir um caminho
P entre os vértices v e w, designa-se P como um (v, w)-caminho no qual v é o vértice
inicial e w € o vértice final. O comprimento de um caminho corresponde a sua quantidade
de arestas. Dessa forma, se P € um caminho que possui m arestas, entdo P é denotado por
Py

A distdncia d(v,w) corresponde ao tamanho do menor (v,w)-caminho existente
no grafo. A vizinhanca aberta a uma distdncia | é o conjunto N'(v) = {w : d(v,w) =1}
e a vizinhanga fechada a uma distancia [ é o conjunto N'[v] = {w : d(v,w) < I}. Define-
se como didmetro de um grafo G e detona-se por diam(G) a maior distancia entre dois

vértices quaisquer de G. Por sua vez, a excentricidade exc(v) = max{d(v,w):w €V}



2.2 Defini¢des Bésicas 27

de um vértice v corresponde a maior distancia de v a qualquer vértice do grafo. J4 o
raio rad(G) = min{exc(v) : v € V} de um grafo G é a menor excentricidade entre seus
vértices. O centro C(G) de um grafo G é o conjunto de todos os vértices de G que possuem
excentricidade minima. No grafo da Figura 2.9, observe que os vértices possuem o rétulo
Vi j,comie j variando de 1 até 4. No mais, N3(v171) = {v12,v2,1,V34,v43}, por exemplo.
Além disso, note que rad(G) = exc(v12) = exc(v22) =4 e diam(G) = exc(vy,;) = 5.

Figura 2.9: Um grafo de raio 4.

De maneira similar a defini¢do de caminho, a sequéncia de vértices (vi,vy, ..., )
para os quais E = {(vi,vit1)[i=1,....k— 1} U{(vr,v1)} é denominada ciclo . O compri-
mento de um ciclo é dado por sua quantidade de arestas, sendo que C,, denota um ciclo
de comprimento m. O tamanho do menor ciclo em um grafo G € designado como a cin-
tura e denotado por g(G) . Um grafo G sem ciclos é denominado aciclico. Um grafo G
¢ denominado hamiltoniano se existir um ciclo em G que contenha todos os vértices do
grafo exatamente uma vez.

Considere agora k € N tal que k < n. G € um grafo conexo se para todo par de
vértices v e w existir pelo menos um (v, w)-caminho. Uma componente conexa de G é um
subgrafo maximal conexo em G. Caso G ndo seja um grafo conexo, denomina-se entao
como desconexo. Se G for desconexo com v e w em componentes distintas, d(v,w) = oo,
Um vértice cuja remog¢ao aumenta a quantidade de componentes conexas de um grafo é
chamado de vértice de corte. De maneira semelhante, o conjunto V' C V para o qual G\V’
é desconexo é denominado conjunto de corte. O tamanho do menor conjunto V' C V tal
que V' é um conjunto de corte ou G\V’ tem somente um vértice € denominado niimero
de conexidade x(G). Um grafo G é k-conexo se G\V' for conexo para todo conjunto
V! C V cujo tamanho é menor do que k. Uma ponte é uma aresta cuja remog¢ao diminui
a conexidade do grafo. O grafo da Figura 2.10(a) ¢ um exemplo de grafo 2-conexo e a
aresta e do grafo da Figura 2.10(b) € uma ponte.

Em alguns livros de teoria dos grafos [77, 122], € difundido o fato de que todo
grafo conexo possui, pelo menos, n — 1 arestas. O teorema a seguir estabele uma relacao

entre a ordem 7, o tamanho m e o nimero de componentes de um grafo G.

Teorema 2.1 Se G um grafo de ordem n e tamanho m = n—k, entdo G possui no minimo

n —k componentes.
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Figura 2.10: (a) Grafo 2-conexo e (b) grafo com uma ponte e.

Prova. Suponha G de ordem n e tamanho n — k. Conforme pontuado anteriormente, se
G € conexo entdo m > n — 1. Assuma que o grafo G possua 0 < j < m componentes.
Observe que a i-ésima componente de G possui n; vértices €, pelo menos, n; — 1 arestas.
Consequentemente, o nimero total de arestas de G corresponde a lezl (ni—1)=n—j,
o que é uma contradi¢do, visto que o tamanho de G € igual a n — k. Logo, existem n — k

componentes em G. ]

Uma drvore é um grafo A aciclico e 1-conexo. Chama-se de subdrvore qualquer

subgrafo de A que também é uma arvore. O grafo da Figura 2.11 é uma arvore.
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Figura 2.11: Uma drvore enraizada em vy.

Uma arvore é denominada enraizada quando um de seus vértices for designado
como a raiz da arvore, permitindo assim uma organizacao hierarquica. A arvore da Figura
2.11, por exemplo, possui o vértice v; como raiz. Agora, sejam v e w dois vértices de uma
arvore A de raiz r. Suponha que v pertenca ao caminho de »r a w em A. Entdo v € ancestral
de w, sendo w descendente de v. Se (v,w) é uma aresta de A, entdo v é pai de w, sendo w
filho de v.

Um vértice v € V(A) € chamado de peniiltimo se for adjacente a no minimo
uma folha e no madximo uma nao folha. Um caterpillar ¢ uma arvore cuja remocao de
todas as folhas induz a um caminho. Uma floresta ¢ um grafo desconexo na qual toda
componente ¢ uma arvore. Um percurso em uma arvore € o processo de visitar cada um
de seus vértices exatamente uma vez. Existem vdérios tipos de percurso em drvore. No

percurso em pds-ordem, busca-se visitar os filhos primeiro e depois a raiz. Na arvore
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A da Figura 2.11 o percurso em pds-ordem visitaria os vértices na seguinte sequéncia:
V9,Ve,V7,V2,V8,V3,V4,V5 € V].

Um hipercubo de dimensdo k, onde k € Z", é um grafo cujo conjunto de
vértices representam k-tuplas ordenadas bindrias!. Existird uma aresta entre dois vértices
do hipercubo se as k-tuplas correspondentes se diferirem apenas em uma coordenada. O
hipercubo de dimensao k, denotado por Q, é regular de grau k, possui 2¥ vértices e k2K~1
arestas. Na Figura 2.12 estd ilustrado um hipercubo de dimensao 3. Observe que os rétulos

dos vértices sdo triplas ordenadas.

Figura 2.12: Um hipercubo Q3.

Dados dois grafos G| e G2, define-se como corona o grafo G = G| o G, formado
da seguinte maneira: uma cépia de G; e |V (Gy)| copias de G, sendo o i-ésimo vértice de
G adjacente a todos os vértices da i-ésima cépia de G,. O grafo G da Figura 2.13(b) é
uma corona em que G| = C3 e G, = Pj. Observe que o rétulo de cade vértice das copias
de P; também inclui um indice sobrescrito que representa a nimeragdo da cépia a qual

pertence.

@

(a) (b)
Figura 2.13: (a) Um caminho P, e um ciclo C3; e (b) a corona

G=C3OP1.

O produto cartesiano dos grafos G| e G, denotado por G| X G, é formado pelo

conjunto de vértices V(G1) x V(Gz), sendo que os vértices v;v jz e vkv; serdo adjacentes

'Uma k-tupla ordenada (x1,x2,...,x;) €6 uma colegdo ordenada que possui x; como primeiro elemento,
X» como segundo elemento, ..., € x; como k-ésimo elemento. Em uma k-tupla ordenada bindria os elementos
podem ser 0 ou 1. Uma 2-tupla ordenada é denominada “par ordenado” enquanto uma 3-tupla ordenada é
denominada “tripla-ordenada”.

20 rétulo v;v; representa o par ordenado (v;,v;) dado por V(Gy) x V(G,)
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se, e somente se: i) v; = vg ¢ (vj,v;) € E(G2); ou ii) vi =v; e (vi,v) € E(Gy). O
produto cartesiano de dois caminhos P; e P, ¢ chamado de grade, sendo denotado por
G| . Ja o produto entre dois ciclos € denominado foro. No grafo da Figura 2.14, tem-se

G = G X Gy, onde G; € um caminho de 3 vértices € G> um ciclo com 4 vértices.

Figura 2.14: G = P, x Cy.

O grafo linha L(G) de um grafo G é definido da seguinte maneira: para cada
aresta de E(G) cria-se um vértice em L(G), sendo dois vértices adjacentes se, e somente
se, as arestas correspondentes forem adjacentes em G. Se este processo se repetir para
os grafos resultantes, tem-se entdo os grafos linha iterados de G que sdo formados
iterativamente, ou seja: L?(G) = L(L(G)), L*(G) = L(L*(G)), ..., LX(G) = LF-1(L(G)).
Na Figura 2.15 estd exemplificado um grafo G (Figura 2.15(a)), seu grafo linha L(G)
(Figura 2.15(b)) e o grafo L*(G) (Figura 2.15(c)).
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Figura 2.15: (a) Um grafo G; (b) seu grafo linha L(G) e (c) L*(G),
o segundo grafo linha de G.

Para r; > 3, considere n; e r; a ordem e o grau do i-ésimo grafo linha iterado

L(G) de um grafo G de ordem ng e ro-regular.

Teorema 2.2 (Buckley [19, 20]) Se Go é um grafo ro-regular de ordem ny, seu k-ésimo
grafo linha iterado Lk(Go) é um grafo de ordem ny = ng_1ry_1/2 e regular de grau

ry = 2ry—1 — 2 conforme
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Considere um conjunto de n circulos de tamanhos iguais no plano. O grafo de
disco unitdrio G de ordem n € construido da maneira como se segue. Cada vértice de G
corresponde a um circulo do plano e dois vértices serdo adjacentes quando os circulos
correspondentes se interceptam. Assume-se que também ocorre a intersec¢ao entre dois
circulos quando ambos se tangenciam. Por exemplo, na Figura 2.16 estdo ilustrados seis
circulos dispostos em uma superficie plana (Figura 2.16(a)) e seu respectivo grafo de

disco unitério (Figura 2.16(b)).
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Figura 2.16: (a) Seis circulos dispostos em uma superficie plana e

(b) seu respectivo grafo de disco unitdrio.

Dado um grafo G = (V,E), o conjunto / C V é denominado conjunto indepen-
dente se todos os seus vértices ndo forem adjacentes entre si. Esse conjunto / serd ma-
ximo se ndo existir outro conjunto independente I’ de maior cardinalidade, e maximal
se ndo existir I’ independente tal que I C I’. Observe que todo conjunto independente
méximo também € maximal, mas nem todo conjunto maximal ¢ mdximo. O niimero de
independéncia de G, denotado por o(G), corresponde ao tamanho do maior conjunto in-
dependente de G. No grafo da Figura 2.17, tem-se I = {v{,v2,v7,vg} como um conjunto

independente maximo.

Figura 2.17: Grafo com o(G) = 4.

Define-se como emparelhamento de um grafo G o conjunto M C E de arestas
que ndo compartilham as mesmas extremidades, ou seja, M € um conjunto de arestas
independentes. Se o vértice v € V € extremidade de alguma aresta pertencente ao empa-
relhamento M, diz-se entdo que v € um vértice saturado por M.

Um emparelhamento M é mdximo se ndo existir um emparelhamento M’ tal que

M| < |M’|. Na situa¢do em que ndo existe um emparelhamento M’ tal que M C M’, diz-
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se que M € um emparelhamento maximal. Além disso, um emparelhamento M ¢ dito
perfeito se saturar todos os vértices do grafo. Se M € um emparelhamento perfeito, entdo a
ordem do grafo € um niimero par. Um grafo é equiemparelhdvel se todo emparelhamento
maximal possuir o mesmo tamanho. A Figura 2.18 exemplifica um emparelhamento
maximal (Figura 2.18(a)) e um emparelhamento méiximo e perfeito (Figura 2.18(b)),
sendo que as arestas pertencentes a esses emparelhamentos estio desenhadas com a
espessura mais grossa que as demais. O grafo em questdo é chamado de 3-barbell. Um

grafo n-barbell é formado por dois grafos completos K, unidos por uma tnica ponte.
&) B ® ¥y
¥ ¥ ® ¥
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Figura 2.18: (a) um emparelhamento maximal e (b) um empare-
lhamento mdximo e perfeito.

Suponha que G é um grafo que possui um emparelhamento perfeito M =
{e1,...;eq/2}. Define-se Gy = (Vir,Em) como o grafo de um emparelhamento M que
pode ser construido da maneira que se segue. Cada aresta do emparelhamento perfeito
M de G é um vértice em V). Dois vértices de V), serdo adjacentes em Gjy; quando
ambas as arestas correspondentes possuem, pelo menos, uma aresta em comum em suas
vizinhancas no grafo G. Na Figura 2.19 estd ilustrado um exemplo de tal construcgdo.
Repare que M = {ej,e3,e5} é um emparelhamento perfeito em G (Figura 2.19(a)). No
grafo Gy (Figura 2.19(b)), note que e; ~ e3 € e3 ~ e5, mas e ~ es, pois as arestas

correspondentes ndo possuem uma aresta em comum em suas vizinhangas no grafo G.

Q. 9
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(a) (b)
Figura 2.19: (a) Um grafo com seu emparelhamento perfeito M e
(b) Grafo Gy de um emparelhamento M.

Considere um conjunto D C V. Diz-se que D € um conjunto dominante de G
se para todo v € V a condigdo |N[v] N D| > 1 for satisfeita. Se um vértice v pertence
ao conjunto D, entdo v é chamado de vértice dominante. Um vértice estard dominado
quando possuir um vizinho dominante. Neste trabalho, vértices que pertencem a um

conjunto dominante de um grafo estardo coloridos com a cor azul, conforme ilustrado
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na Figura 2.20, onde D = {v,,v3,v4} é um conjunto dominante de G. Existem outros
conjuntos dominantes nesse grafo, entretanto, observe que € impossivel obter um conjunto

dominante com cardinalidade menor que 3.
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Figura 2.20: Grafo que possui conjuntos dominantes.

Se D C 'V é um conjunto dominante de um grafo G = (V, E), consequentemente,
V — D é um conjunto livre de enclave e N[D] = V. Diz-se que D é um conjunto dominante
minimal ou conjunto-Y se ndo existir um subconjunto préprio D' C D tal que D' também
seja um conjunto dominante. O conjunto de todos os conjuntos dominantes minimais de
um grafo G é denotado por CDM(G). O tamanho do menor conjunto dominante minimal
de G é denominado niimero de dominacdo de G, sendo denotado por Y(G). Similarmente,
I'(G) corresponde ao tamanho do maior conjunto dominante minimal de G.

Para o grafo G da Figura 2.21, pode-se citar como exemplo de conjuntos domi-
nantes minimais: {vs,vs,ve}, {vi,vs,v7,v8} € {vi,v2,va,v7,vs }. Existem outros conjuntos
dominantes minimais nesse grafo, entretanto, observe que € impossivel obter um conjunto
dominante minimal com cardinalidade menor que 3 ou maior que 5. Logo, Y(G) =3 e
I'(G) = 5. Vale ressaltar que os v3, vs e v¢ também formam um conjunto independente.

Dessa forma, D = {v3,vs,vs } € denominado conjunto dominante independente .
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Figura 2.21: Grafo que possui diversos conjuntos dominantes mi-
nimais, sendo que Y(G) =3 e I'(G) = 5. O conjunto
D = {v3,vs,v6} € um conjunto dominante minimal
que também é independente.

O conjunto C C V é uma cobertura de vértices se toda aresta de E possuir pelo
menos uma extremidade em C. Toda cobertura de vértices € um conjunto dominante por
defini¢do, mas o contrdrio nem sempre é verdadeiro, conforme ilustrado na Figura 2.22.

Um conjunto D C V € denominado pacote de G se para todo par de vértices v

e w de D ocorrer a distancia d(v,w) > 2. O niimero de empacotamento de G, denotado
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Figura 2.22: Grafo G para o qual C = {va,v4} é um conjunto de
cobertura que também domina todos os outros vérti-
ces do grafo. Por outro lado, o conjunto dominante
D = {v,} ndo define uma cobertura de vértices.

por p(G), é a mdxima cardinalidade de um pacote de G. Para k € Z™, define-se como k-
pacote o conjunto D cujos vértices estdo a uma distdncia maior do que k. De uma maneira
geral, um 1-pacote € um conjunto independente e um 2-pacote - ou seja, um pacote - € um
conjunto que dominard sua vizinhanga exatamente uma vez. No grafo da Figura 2.23, o

conjunto D' = {vy,v3,v7,vg} € um 1-pacote e o conjunto D" = {v{,v4,vg} um 2-pacote.

®» ®
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Figura 2.23: Grafo em que D' = {vy,v3,v7,vs} é um 1-pacote e
D" ={vy,v4,vg} um 2-pacote.

Agora, considere um grafo G = (V, E) e um conjunto D C V. Se para todo vértice
v € V acondigdo |[N[v]ND| = 1 for satisfeita, entdo D é denominado conjunto dominante
eficiente. Note que se D é um conjunto dominante eficiente, entdo D também € um pacote.
No grafo ilustrado na Figura 2.24, o conjunto D = {v,,v7} é um conjunto dominante

eficiente minimo de G.

Figura 2.24: Grafo que possui um conjunto dominante eficiente.

Muitos grafos ndo possuem conjuntos dominantes eficientes, como por exemplo

o ciclo Cs. Nestes casos, busca-se determinar a maior quantidade de vértices que podem
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ser dominados por um pacote D, sendo tal parametro denominado niimero de dominagdo
eficiente e denotado por F(G) para um grafo G qualquer. Se F(G) = n, entdo diz-se que
G ¢ eficientemente domindvel e que D ¢ um conjunto dominante eficiente. Para o grafo
G de ordem 9 da Figura 2.25, tem-se F(G) = 8, sendo este valor atingido pelo pacote
D = {vy,v4}. Neste trabalho, os vértices pertencentes a algum pacote também estardo

coloridos com a cor azul, afim de que se ilustre a dominagdo de sua vizinhanga.

®) ®)
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Figura 2.25: Grafo em que F(G) = 8.

Um grafo pode possuir pacotes de cardinalidades distintas que atingem o mesmo
valor para o ndmero de dominagao eficiente, conforme o exemplo ilustrado na Figura
2.26 pela drvore A, sendo que F(A) = 4. Nas Figuras 2.26(a) e 2.26(b), D' = {v,vs} €
D" = {v3} sdo conjuntos que dominam a sua vizinhanga uma tnica vez, porém |D'| =2
e|D"|=1.

® ®
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Figura 2.26: Uma drvore A com F(A) = 4 para dois conjuntos que
dominam suas vizinhangas uma tinica vez.

Dado um conjunto D C V, denota-se por (D) =Y., cp|N[v]| a influéncia exer-
cida por D, correspondendo a quantidade de vértices que o conjunto D possui em sua
vizinhanca. Nesse contexto, o nimero de dominagdo eficiente pode ser definido através
de tal parAmetro: F(G) = max{I(D) : D é um pacote}. Por outro lado, a redundéncia
R(G) = min{I(D) : D domina o conjunto V(G)} é uma medida que visa mensurar a me-
nor quantidade de vezes que os vértices de um grafo G podem dominados. Outro para-
metro importante é a redunddncia de cardinalidade RC(G), que representa o nimero de
vértices dominados mais do que uma vez por um conjunto dominante em um grafo G.

Para exemplificar tais conceitos, a drvore A da Figura 2.27 ilustra um con-
junto dominante minimal de cardinalidade 4. Observe que D' = {vy,v3,vio,vi3} e D" =

{v7,v10,v13} s@o 1-pacotes que definem F(A) = 12. Como tal grafo ndo € eficientemente
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domindvel, pelo menos um de seus vértices serd dominado mais de uma vez por um con-
junto dominante. Tomando D" = {v7,vs,vi0,vi3} € D" = {v1,v2,v3,v4,v10,v13}, tem-se
dois conjuntos dominantes cujas respectivas influéncias sdo I(D"') = 17 e I(D"") = 16.
Como nao existe outro conjunto dominante cuja influéncia € menor do que 16, R(A) =
I(D"") =16. Além disso, o conjunto D" estabelece RC(A) = 2, uma vez que D" domina

v7, vg € v duas vezes.

® ® & ® & ®
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Figura 2.27: Uma drvore A tal que Y(A) =4, F(A) =12 e R(A) =
16.




CAPITULO 3

Conjuntos Dominantes em Grafos

3.1 Apresentacao

A dominagcdo em grafos é um tema extensivo e notavelmente discutido na
literatura, conforme evidenciado em [65], [66] e [68]. Neste capitulo, sdo abordados
alguns dos principais aspectos relacionados a esse assunto, visando contextualizd-lo em
termos de suas raizes historicas, variacdes que surgiram sobre a conceituacdo classica,
aplicacdes praticas no mundo real e alguns dos resultados tedricos. Para tanto, a se¢do
3.2 discorre sobre o desenvolvimento desse tema desde o século XIX aos dias atuais. J&
a secdo 3.3 apresenta algumas variacdes do conceito classico de dominacdo por meio de
problemas que envolvem conjuntos dominantes. Aplicacdes praticas da dominagdo em
grafos podem ser verificadas através dos exemplos indicados na secdo 3.4. Iniciando a
discussdo de alguns aspectos tedricos, a se¢do 3.5 trata das propriedades relacionadas aos
conjuntos dominantes. Uma vez que é desejavel determinar o tamanho de um conjunto
dominante minimo de um grafo, na se¢do 3.6 sdo investigadas situacdes nas quais o
nimero de dominagdo tem seu valor exato ou limitado. Finalizando, aspectos algoritmicos

e de complexidade sdo discutidos na secdo 3.7.

3.2 Contextualizacao Historica

A origem do estudo de conjuntos dominantes em grafos € atribuida ao Problema
das Rainhas que, segundo Henning [70], foi apresentado pelo enxadrista De Jaenisch [40]
no ano de 1862. Para a descricao desse problema, considere um tabuleiro de xadrez n X n
e um conjunto finito de rainhas.

De acordo com as regras do xadrez, uma rainha pode se movimentar em um
nimero qualquer de casas na horizontal, vertical ou diagonal. Logo, a rainha ilustrada no
tabuleiro 8 x 8 da Figura 3.1(a) pode se mover para ou atacar todas as posi¢cdes marcadas
com “X” no tabuleiro. Diz-se entdo que tais posi¢des estdo dominadas pela rainha em

questdo. O problema consiste em determinar o nimero minimo de rainhas posicionadas
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de tal forma que nenhuma possa atacar outra e que, além disso, todas as posicdes do
tabuleiro ou estdo dominadas ou possuem uma rainha. O nlimero minimo de rainhas para
dominar todas as posi¢des de um tabuleiro 8 x 8 € igual a cinco [40]. No tabuleiro da

Figura 3.1(b), tem-se uma possivel solu¢do para o problema utilizando cinco rainhas.

X X
X X X Ikl
x| [x]| [X
X|X|X
X | x| x [ x| X [ x | X ks
X|X|X
X| x| [X =]
X X X ] |

~
[
~

(b)

Figura 3.1: (a) Uma rainha domina posicdes na horizontal, verti-
cal ou diagonal e (b) Possivel solugcdo de um tabuleiro

8 x 8 utilizando cinco rainhas.

O problema das rainhas pode ser definido como um problema de conjuntos
dominantes em grafos: dado um tabuleiro r X s, onde r é o nimero de linhas e s é o
nimero de colunas, o Grafo de Rainhas Q,; = (V,E) é construido de modo que as
posicdes do tabuleiro correspondam aos vértices do grafo, sendo dois vértices v e w
adjacentes se, e somente se, uma rainha localizada na posi¢ao definida pelo vértice v puder
se movimentar para a posi¢ao definida pelo vértice w. Solucionar o problema das rainhas
em um tabuleiro r X s equivale a encontrar o0 menor conjunto dominante independente
do grafo Q,,. A Figura 3.2 exemplifica a disposi¢cdo de uma rainha dominando todas
as posi¢oes de um tabuleiro 3 x 3 (Figura 3.2(a)), bem como seu respectivo grafo Q33

(Figura 3.2(b)), dominado pelo conjunto dominante minimo D = {vs}.

(a) (b)

Figura 3.2: (a) Tabuleiro 3 x 3 com todas as posicoes dominadas e

(b) seu respectivo grafo Q3 3, dominado por D = {vs}.

Embora diversos problemas de tabuleiros tenham sido propostos e estudados por

enxadristas europeus em meados do século XIX, os conceitos relacionados a dominagdo
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s6 foram reaparecer nos livros de Ahrens [1], no ano de 1901, e Konig [81], em 1936.
Porém, a formalizagdo em Teoria dos Grafos ocorreu somente em 1958, quando Claude
Berge, em seu livro Théorie des graphes et ses applications [10], apresentou o conceito
de coeficiente de estabilidade externa, cuja defini¢do equivale-se a definicdo do nimero
de dominacdo de um grafo [66]. Vale citar também que, posteriormente, Berge adotou o
termo niimero de absorcdo no lugar de coeficiente de estabilidade externa. No entanto,
apenas em 1962 que os termos ‘“conjunto dominante” e “nimero de domina¢do” foram
propostos por Oysten Ore no livro Theory of Graphs [97], no qual dedica um capitulo aos
conjuntos dominantes, independentes e de cobertura [66].

A partir de 1970, a dominacdo em grafos comegou a ser estudada intensivamente
[70]. Em 1977, Cockayne e Hedetniemi [37] publicaram a primeira revisao de literatura
sobre o assunto, sumarizando os principais resultados obtidos até entdo. Além disso,
introduziram a notagio y(G), hoje amplamente utilizada.

No ano de 1975, Cockayne, Goodman e Hedetniemi [36] apresentaram um
algoritmo de tempo linear que determina o nimero de dominagdo y(A) para uma drvore
A arbitrdria. Em contrapartida, por meio de uma reducio do problema de cobertura de
vértices, Garey e Johnson [54] mostraram, em 1979, que decidir se um grafo arbitrario
G possui um conjunto dominante de cardinalidade menor ou igual a um inteiro k € um
problema A P-Completo.

Em 1990, uma edi¢do especial do periddico Discrete Mathematics [68] foi
inteiramente dedicada ao assunto, abordando desde aspectos tedricos as variagcdes e
questdes algoritmicas do problema. Além disso, incluiu um levantamento bibliografico
com uma listagem dos artigos que foram publicados sobre o assunto até entdo. No ano de
1998, Haynes, Hedetniemi e Slater [65, 66] publicaram dois livros sobre dominacdo em
grafos, tratando esse tema de uma maneira compreensiva através da descri¢ao de alguns
dos principais resultados e apresentacdo de topicos mais avangados. Tais materiais sao
considerados necessarios e fundamentais para novos estudos dentro da édrea.

Por fim, ressalta-se que o desenvolvimento da pesquisa sobre dominacdo em
grafos foi tdo extensivo que, até o ano de 1998, a literatura reunia mais de 1200 artigos,
nos quais sao discutidos cerca de 75 tipos de variagdes do problema tradional, a grande

maioria caracterizada como computacionalmente dificil [66].

3.3 Tipos de Dominacao

3.3.1 Dominaciao Conexa

Introduzido por Sampathkumar e Walikar [106], um conjunto dominante co-

nexo é um conjunto dominante D cujo subgrafo induzido G[D] é conexo. Repare que
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desconexidade de G implica na inexisténcia de conjuntos dominantes que tenham essa
propriedade. A cardinalidade do menor conjunto dominante conexo é denominada ni-
mero de dominagdo conexa e denotada por Y.(G). Na Figura 3.3, tem-se um grafo G para

o qual D = {v3,vg,v10} € um conjunto dominante conexo.

Figura 3.3: Exemplo de grafo para o qual y.(G) = 3. As arestas
em negrito definem uma drvore geradora de G em que
o niimero de folhas é maximizado.

Ainda em relagdo a Figura 3.3, observe que o grafo ilustrado possui algumas
arestas em negrito que definem uma arvore geradora de G cujo numero de folhas é
maximizado. Conforme mencionado por Caro, West e Yuster [24], se D € um conjunto
dominante conexo minimo de G, entdo |V| —v.(G) corresponde ao nimero maximo de
folhas de uma arvore geradora para o mesmo grafo, o que estabelece uma relacdo entre
esses dois problemas. Dessa forma, como a determina¢cdo de uma arvore geradora com
o ndmero de folhas maximizado para um grafo G é um problema A P-Completo [54],

encontrar o menor conjunto dominante conexo de um grafo G também é A P-Completo.

3.3.2 Dominacao Total

Dado um grafo G = (V, E), o conjunto D C V ¢ denominado conjunto dominante
total (ou conjunto dominante aberto) se para todo vértice v € V, N(v)ND # 0. Ao
contréario da dominagdo tradicional, a dominagdo total estd definida somente para grafos
que ndo possuem vértices isolados, uma vez que cada vértice v € D domina apenas
sua vizinhanga aberta N(v) e ndo a si mesmo. O niimero de dominagdo total vy, (G)
corresponde a cardinalidade do menor conjunto dominante total.

Para exemplificar, considere o grafo ilustrado na Figura 3.4. Tal grafo possui duas
componentes conexas, sendo que a componente formada pelos vértices {v;,ve,v7,vg} tem
o conjunto dominante total formado pelos vértices v| e vg. Jd a componente formada pelos
vértices {v2,v3,v4,vs} € totalmente dominada pelos vértices v3 e vs. Consequentemente,
%:(G) = 4.

A dominacdo total foi introduzida por Cockayne, Dawes e Hedetniemi [35] no
ano de 1980. Segundo Ptaff, Laskar e Hedetniemi, [100] decidir se G possui ou ndo um

conjunto dominante total ¢ A/ P-Completo para grafos gerais. No ano de 2009, avangos



3.3 Tipos de Dominagdo 41

recentes sobre esse topico foram levantados por Henning [72], complementando a revisdao

da literatura de Haynes, Hedetniemi e Slater [65, 66].

Figura 3.4: Exemplo de grafo para o qual ;(G) = 4.

3.3.3 Miiltipla Dominacao

Dado um grafo G = (V,E) e um inteiro fixo k, diz-se que D é um conjunto
k-dominante de G se todo vértice pertencente a V estiver dominado por, no minimo, k
vértices de D. Define-se como o nimero de k-dominacdo de um grafo G e se denota
por Y«x(G) a cardinalidade minima de um conjunto k-dominante de G. Na situagio em
que ndo existe um conjunto k-dominante, Y«4(G) = eo. De fato, um grafo G possui um
conjunto k-dominante se, e somente se, 8(G) + 1 > k. Observe que quando k = 1, tem-se
o problema de dominagdo tradicional. Por outro lado, quando k = 2, tem-se um conjunto
duplo dominante [63].

No grafo a seguir, tem-se um exemplo de conjunto 3-dominante minimo de

)4

AN

cardinalidade 4.

Figura 3.5: Exemplo de grafo para o qual yx3(G) = 4.

A multipla dominagdo foi inicialmente definida por Harary e Haynes [63].
Conforme mencionado por Liao e Chang [86], decidir se G possui um conjunto k-
dominante para algum k fixo € um problema A P-Completo, mesmo quando G € bipartido

ou split.

!Conforme mencionado no Capitulo 2, a definigio desta classe de grafo pode ser encontrada no livro de
Brandstidt, Le e Spinrad [18].



3.3 Tipos de Dominagdo 42

3.3.4 H-Dominacao

Seja H um grafo de ordem p. Se G é um grafo e D C V(G), diz-se que D
¢ H-decomponivel se possuir uma particdo D = Dy U ... UD; disjunta onde |D;| = p
e H é um subgrafo gerador de G[D;] para 1 < i < j. O niimero de H-dominagdo,
denotado por Yy (G), corresponde a cardinalidade minima de um conjunto dominante H-
decomponivel. Na situacdo em que G ndo possui tal conjunto, Y (G) = 0. Para 8(G) > 1,
observe que Yk, (G) = Y(G) e 1k, (G) =Yk, , (G) = Tr,(G).

No grafo a seguir, tem-se um conjunto dominante K 3-decomponivel constituido
por D = Dy UD,, onde Dy = {vi,v2,v3,v6}, D2 = {vg,v9,vi0,vi1} G[D1] =Cs+e; e
G[D;] = K 3+ ez, sendo e] = (vi,v6) € €2 = (vi0,vi1) duas arestas de G.

Figura 3.6: Exemplo de grafo para o qual Yk, ,(G) = 8.

O conceito de H-dominacao foi apresentado em 2003 por Koh, Lim e Slater[80].
De acordo com esses autores, para qualquer grafo H arbitrario, determinar se G possui
um conjunto dominante H-decomponivel é A'P-Completo. Aparentemente, ndo existem
outros trabalhos relacionados ao tema. Entretanto, Koh, Lim e Slater[80] sugeriram os
seguintes topicos para pesquisa: i) o estudo de aspectos algoritmicos do problema para
classes de grafos distintas; ii) a caracterizagdo da classe de grafos com yp, < oo; iii) a
determinacdo de condigdes para que Vi (G) < o; e, iv) o estudo dos valores possiveis de
Yu, (G)/Yn,(G) para dois grafos H; e Ha.

3.3.5 Dominacao a Distancia

Define-se D C V como um conjunto dominante a uma distdancia [ se todo vértice
em V — D estiver a uma distancia menor ou igual a / em relagdo a pelo menos um vértice de
D. Em outras palavras, N'[D] = V(G). A cardinalidade minima de um conjunto dominante
a uma distancia / de um grafo G ¢ definida como nuimero de dominacdo a distdncia | de
G e denotado por y<;(G)..

Na grade Py X Pg da Figura 3.7 estd ilustrado um conjunto dominante a uma

distancia 3 cuja cardinalidade também € 3.
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Figura 3.7: Grade Py x Ps para o qual Y<3(Py X Pg) = 3.

O conceito de dominagdo a distancia foi apresentado por Meir e Moon [92]
no ano de 1975. O problema de determinar Y<;(G) para um grafo G é A P-Completo,
conforme demonstrado por Chang e Nemhauser [26] em 1984. Em 1998, Henning [71]

publicou uma revisao de literatura sobre este topico.

3.4 Aplicacoes de Conjuntos Dominantes

3.4.1 Conjuntos Dominantes em Redes Sem Fio

Nos dltimos anos, os progressos nas areas de informética e telecomunicacdes
motivaram o desenvolvimento de uma grande variedade de dispositivos de computacao
portéteis e dotados com a capacidade de comunicarem e interagirem entre si [74]. Con-
sequentemente, verifica-se o crescimento na utiliza¢do das redes sem fio por dispositivos
moveis, conforme evidenciado cotidianamente.

De modo geral, a arquitetura de redes sem fio pode ser classificada em dois tipos:
redes infra-estruturadas e redes ad hoc. As redes infra-estruturadas sdo caracterizadas por
possuirem estagdes de suporte a mobilidade dos nodos. Tais estagdes sao conhecidas como
pontos de acesso e sdo responsaveis pela transmissdo de mensagens entre os componentes
da rede. Ja as redes ad hoc se caracterizam por ndo necessitarem de uma infra-estrutura
j& estabelecida ou uma administracdo centralizada, sendo os nodos capazes de trocar
mensagens diretamente entre si [74]. Em ambas situagdes, os grafos de disco unitdrio sdo
frequentemente utilizados na modelagem da topologia da rede [32], onde o disco de cada
vértice corresponde a abrangéncia do sinal do dispositivo de tal modo que a interseccao
ou tangenciamento entre os discos de dois vértices implica que os respectivos disposivos
podem se comunicar diretamente.

No caso das redes ad hoc sem fio, o processo de comunicagdo compde um
cendrio constituido de diversos desafios aos cientistas e engenheiros que trabalham em
pesquisas relacionadas ao tema [5, 123]. Por exemplo, a mobilidade dos nodos e a
possibilidade de comunicagdo intermitente implicam em uma topologia de rede dinamica
e complexa, conforme a situacdo ilustrada pelos grafos de disco unitério da Figura 3.8 e

descrita logo a seguir.
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(@) (b)

Figura 3.8: Exemplos de topologias para uma determinada rede
ad hoc movel em momentos t| e t, distintos. (a) Topo-
logia em um tempo t; e (b) Topologia em um tempo t,

apos a movimentagdo do dispositivo d.

Na Figura 3.8, uma mensagem do dispositivo dj para o dispositivo d7 passaria
apenas pelo vértice d4 (Figura 3.8(a)). Com a movimentacdo do vértice d7, uma outra
topologia foi definida e uma mensagem de d; para d; percorrerd uma distancia maior
(Figura 3.8(b)). Dessa forma, quando dois dispositivos precisam trocar mensagens € nao
estdo ao alcance um do outro, os outros nodos da rede devem cooperar no processo de
comunicacao, desempenhando a fun¢do de roteadores de dados. Esse tipo de comunicacao
¢ denominada comunica¢do multi-saltos [74] e o desenvolvimento de algoritmos para
protocolos de roteamento que englobam essas caracteristicas possui diversas abordagens
[2], dentre elas destaca-se a de clusterizacdo [5, 123], na qual os dispositivos sdo
dinamicamente dividos em subgrupos, sendo que cada subgrupo possui um determinado
nodo responsavel pela transmissdo de mensagens entre subgrupos, o que estabelece uma
relacdo hierdrquica de comunicag@o. Os nodos responsaveis por essa tarefa de roteamento
sdo denominados cluster heads.

O processo de clusterizacdo pode ser formalmente definido em grafos e, para
isso, considere um grafo G = (V,E) representando uma rede de comunicag@o onde os
vértices e arestas correspondem aos nodos e as conexdes, respectivamente. Observe
entdo que os vértices de G podem ser particionados em uma cole¢do de subconjuntos
{V1,V5,...,Vi} ndo necessariamente disjuntos, onde V = (J*_, V; e G[Vj] é um subgrafo
conexo de G para 1 <i < k. Dessa forma, cada subconjunto pode representar um cluster

da rede. Um grafo G’ = (V’,E’) é entdo construido da seguinte maneira: cada vértice
,.
J
adjacente a um vértice u; € V;. Observe que u; € u; podem desempenhar o papel de cluster

vi € V' corresponde ao conjunto V; e vi ~ V', se, e somente se, existir um vértice u; € V;
heads. Convém ressaltar que o conceito de dominacdo em grafos tem sido amplamente
utilizado para o processo de clusterizacao [5, 29]. Nesse caso, uma vez que um conjunto
dominante conexo D é encontrado para o grafo G, cada vértice de D pode representar um
cluster head e sua vizinhanca um subgrupo no processo de clusterizacao.

Finalizando, vale citar que a utilizacdo de uma rede ad hoc mével estd frequen-
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temente associada as situagdes em que existe a necessidade de se estabelecer rapidamente
uma rede de comunicacdo, tais como a coordenacio de resgastes em situacdes de desastre
ou a troca de informacdes tdticas em campos de batalha [74]. Para uma compreensdo mais
ampla sobre o tema, os trabalhos de Balasundaram e Butenko [5] e de Chen, Liestman e
Liu [29] apresentam uma detalhada revisdo de literatura e abordam diversos aspectos da

aplicagdo aqui discutida.

3.4.2 Deteccao Precoce e Vacinacao Dirigida em Surtos de Doencas

Infecciosas

De acordo com Wasserman e Faust [120], uma rede social € uma estrutura
composta por um conjunto de atores e relacdes existentes entre os mesmos. Nesse
contexto, o ator € uma unidade discreta que, geralmente, corresponde a uma pessoa ou um
conjunto de pessoas que representam uma unidade social. J4 as relagdes entre os atores sao
caracterizadas em termos de uma ou mais propriedades dicotomicas [66]. Como exemplo
de redes sociais, pode-se citar as redes de co-autoria de artigos cientificos, na qual os
atores representam os pesquisadores e a relacdo estabelecida € a de autoria em artigos
cientificos.

Os grafos também podem ser utilizados para representar relacdes sociais: diante
de uma certa propriedade 7, um grafo de rede social pode ser construido, considerando
que os vértices representam os atores € uma aresta entre dois vertices indica que a
propriedade T ocorre para os atores correspondentes [66]. De fato, desde a fundamentacao
da teoria de redes sociais, os grafos t€ém sido utilizados por cientistas na modelagem
do relacionamento entre diversos membros de sistemas sociais complexos, no intuito de
estudar e caracterizar seus comportamentos [120].

Um outro exemplo de aplicacdo de redes sociais foi proposto em uma edi¢do de
2004 da revista Nature [46]:

A densidade caracteristica em redes de contatos sociais de dreas urbanas
constitui uma fébrica perfeita para uma propagacao répida e descontro-
lada de doengas. Atualmente, o aumento na tendéncia de urbanizagado
agrava o problema, pois estima-se que por volta de 2030 mais de 60%
da populacdo mundial viverd em cidades [127]. Tais fatos colocam em
discussdo questdes importantes: “Como o surto de uma doenga sera con-
tido antes de se tornar uma epidemia?” e “Quais estratégias de vigilincia
devem ser implementadas?”’. Considerando um modelo de mistura ho-
mogénea’, um estudo recente [78] apontou que a vacinagio em massa é
recomendada para um surto de variola. Por outro lado, ao utilizar mode-
los com equagdes diferenciais, outra pesquisa [62] mostrou que a vaci-

Modelo matemético para processos epidemiolégicos, com base na hipétese de que o vetor pode
contaminar qualquer hospedeiro com igual probabilidade.
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nacdo em massa ndo era necessdria. Diante disso, os governantes devem
avaliar os riscos associados a vacinag¢do de uma grande populagdo [93]
em contraposicao aos riscos da perda do controle de um surto. Portanto,
a discussdo politica de tais questdes requer a descricdo de uma solu-
¢do da propagacdo da doenga em uma abordagem que seja diferente do
modelo de mistura homogénea e do modelo de equacdes diferenciais.

O modelo epidemiolégico adotado por Eubank er al. [46] foi o de mistura

heterogénea’

, empregando o conceito de grafos sociais. Uma questdo levantada foi a
seguinte: “O processo epidemioldgico poderia ser parado sem recorrer a vacinacdo em
massa?". Foi relatado que a resposta para esta pergunta depende da deteccao precoce da
doenca e de uma vacinagao dirigida.

Em uma situagdo idealizada, considere que sensores situados em determinadas
localizacdes podem detectar se uma pessoa estd infectada ou ndo. A viabilidade da de-
teccao precoce depende do nimero de sensores necessarios para cobrir toda a populagao.
Esse problema € equivalente a encontrar um conjunto dominante minimo, cujos vérti-
ces do conjunto dominante representam as localiza¢des em que deverao ser instalados os
sensores. Na ocorréncia de uma detec¢do, todas as pessoas que frequentam a area de co-
bertura do sensor deverdo ser vacinadas para que sejam curadas e a propaga¢do da doenca

nao ocorra.

3.5 Propriedades de Conjuntos Dominantes

Conforme mencionado anteriormente, o estudo de conjuntos dominantes em gra-
fos iniciou-se por volta de 1960. Os primeiros trabalhos focavam-se nas propriedades de
conjuntos dominantes minimais, conforme pode ser verificado pelos teoremas apresenta-
dos em 1962 por Ore [97]. Enquanto o Teorema 3.1 estabele que pelo menos uma de duas
propriedades deve ocorrer nos vértices de um conjunto dominante minimal, o Teorema
3.2 afirma que, se G € um grafo sem vértices isolados, o complemento de um conjunto

dominante minimal também € um conjunto dominante.

Teorema 3.1 (Ore [97]) Um conjunto dominante D de um grafo G é um conjunto domi-
nante minimal se, e somente se, para cada vértice v € D, pelo menos uma das seguintes
propriedades for verdadeira:

n1: Existéncia de um vértice w € V — D tal que N(w) N\ D = {v}.

Ty v € D é um vértice isolado em G[D), isto é, N(v)ND = 0.

3Modelo matemitico para processos epidemiolégicos, onde se assume que a heterogeneidade de con-
tatos emerge da estrutura da populacio de vetores e dos hospedeiros em seus domicilios. Essa abordagem
utiliza grafos de redes sociais.
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Prova. Considere D como um conjunto dominante minimal de G. Dessa forma, para cada
v € D, D—{v} ndo é um conjunto dominante de G. Consequentemente, existe um vértice
w €V —(D—{v}) que ndo é adjacente a outro vértice de D — {v} e, portanto, deve ser
dominado pelo vértice v. Se w = v, entdo v ndo € adjacente a outro vértice de D, possuindo
assim a propriedade ;.

Por outro lado, se w # v, entdo w € N(v). Pela hipdtese, w ndo possui vizinhos
em D — {v}, o que faz com que v tenha a propriedade ;. Inversamente, suponha que um
vértice v € D possua no minimo uma das propriedades 7; ou T;. Diante disso, observe

que o conjunto D — {v} ndo dominara todos os vértices do grafo, completando a prova. [J

O Teorema 3.1 expde uma condi¢do suficiente e necessaria para que um conjunto
dominante seja minimal: todo vértice v de um conjunto dominante minimal D possui no
minimo uma das propriedades 7| ou ;. Quando v possuir a propriedade T, entdo existe
um vértice w dominado exclusivamente por v. Na situagdo em que v possui a propriedade
Ty, v ndo serd adjacente a nenhum outro vértice do conjunto D. Na Figura 3.9, observe

que os vértices v, e v4 satisfazem a propriedade T, enquanto vg satisfaz T e T, € vo

®/I\
®
/ \ ®

Figura 3.9: Exemplo de um grafo G com conjunto dominante mi-
nimal.

satisfaz .

Todo conjunto dominante minimo de um grafo também € um conjunto dominante
minimal. Entretanto, o contrario nem sempre € vélido. Por exemplo, no grafo da Figura
3.10, todos os vértices azuis possuem a propriedade T; e definem um conjunto dominante
minimal de cardinalidade 3. Porém, tal conjunto ndo € um conjunto dominante minimo,

pois D = {v},vs} também domina o grafo.

o0 —©

SN

Figura 3.10: Os vértices v| e vs definem um conjunto dominante
minimo do grafo.



3.5 Propriedades de Conjuntos Dominantes 48

Sendo D um conjunto dominante minimal de G e 8(G) > 1, o pr6ximo teorema
diz que V — D € um conjunto dominante de G. No grafo da Figura 3.11 tem-se D =
{v1,v6,v7} como um conjunto dominante minimal e V — D = {v,,v3,v4,vs} um conjunto

dominante.
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Figura 3.11: O complemento de um conjunto dominante minimal
define um conjunto dominante.

Teorema 3.2 (Ore [97]) Se G é um grafo sem vértices isolados e D é um conjunto

dominante minimal de G, entdo V — D é um conjunto dominante de G.

Prova. Pelo Teorema 3.1, cada vértice v € D tem no minimo uma das propriedades T
ou T,. Se v possui a propriedade 7, entdo v € adjacente a algum vértice de V — D. Se
v possui a propriedade T, entdo v € isolado em G[D). Entretanto, G ndo possui vértices
isolados, fazendo com que v seja adjacente a algum vértice em V — D. Consequentemente,
todo vértice de D € adjacente a algum vértice de V — D. Portanto, V — D € um conjunto
dominante de G. U

Como contra-exemplo do Teorema 3.2, considere o grafo G da Figura 3.12 em

que o vértice vy € isolado, D = {v;,v3} eV —D = {v,va}.

® &0

\®/

Figura 3.12: Grafo G que possui um vértice isolado e estd domi-
nado pelo conjunto D = {v,v3}. Entretanto, observe
que tal grafo ndo pode ser dominado pelo conjunto
V—D={v,v4}.

Em 1979, Bollobds e Cockayne [15] observaram a relacdo entre conjuntos

dominantes minimos e a propriedade ©t; do Teorema 3.1 em grafos sem vértices isolados.

Teorema 3.3 (Bollobas e Cockayne [15]) Se G é um grafo tal que 8(G) > 1, entdo existe

um conjunto dominante minimo D em que cada vértice v € D possui a propriedade 1.

Prova. Entre todos os conjuntos dominantes minimos de G, escolha D de tal forma que o
nimero de arestas em G[D] seja maximo. Considere entdo um vértice v € D que satisfaca
a propriedade T, e ndo satisfaca a propriedade ;. Dessa forma, v € um vértice isolado

em G[D] e, como &(G) > 1, todos os vizinhos de v devem pertencer ao conjunto V — D.
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Suponha w um vértice qualquer pertencente a N(v). Como v ndo possui a propriedade
Ty, 0 vértice w possuird, no minimo, um vizinho em D — {v}. Assim, (D — {v})U{w} é
um conjunto dominante minimo cujo subgrafo induzido conterd pelo menos uma aresta
incidente a w e, consequentemente, mais arestas do que o subgrafo induzido por D, con-
tradizendo a escolha do conjunto D. Logo, D ndo pode conter vértices com propriedade

T, sendo, portanto, necessario que tenham a propriedade 7;. U

3.6 Limites Sobre o Numero de Dominacao

3.6.1 Limites em Termos da Ordem

No que diz respeito a ordem de um grafo G, o nimero de dominag@o y(G) possui
limites naturalmente condicionados a quantidade de elementos pertencentes ao conjunto
V(G) # 0: 1 <y(G) < n. Como exemplo de grafos que atingem tais limites, podem ser
citados: o grafo vazio N,, para o limite superior, € a estrela S, e o grafo completo Kj,,
para o limite inferior. Para grafos sem vértices isolados, o limite superior foi melhorado

através de um resultado direto dos teoremas classicos de Ore (Teoremas 3.1 e 3.2):
Teorema 3.4 (Ore [66]) Se G é um grafo sem vértices isolados, entio Y(G) < 5.

Prova. Seja D um conjunto-y de G. Como G ndo possui vértices isolados, entdo cada
vértice de D possui no minimo um vizinho em V — D, pois, caso contrdrio, D ndo seria
um conjunto dominante minimal. Consequentemente, a cardinalidade do conjunto D ¢é

limitada superiormente por n/2. U

O Teorema 3.4 garante que um grafo G sem vértices isolados tem um conjunto
dominante minimo com cardinalidade menor ou igual a n/2. Grafos sem vértices isolados
e com o nimero de dominacdo igual a metade de sua ordem foram independentemente

caracterizados por Payan e Xuong [99], em 1982, e por Fink et al. [50], em 1985.

Teorema 3.5 (Payan e Xuong [99], Fink et al.[S50]) Para um grafo G com ordem par n
e sem vértices isolados, Y(G) = 'jl se, e somente se, os componentes de G sdo o ciclo Cy

ou a corona H o K| para qualquer grafo conexo H.

Prova. Inicialmente, observe que y(G) = n/2 se, e somente se, a cardinalidade do conjunto
dominante minimal de qualquer componente do grafo G for igual a metade da quantidade
de vértices da componente em questdo. Dessa forma, assuma G conexo.

Pelo Teorema 3.3, sabe-se que G possui um conjunto dominante minimo onde

todos os vértices tém a propriedade m;. Considere entdo D = {vy,..., v%} como sendo tal
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conjunto e, para cada vértice v; € D, seja w; um vértice de V — D tal que N(w;) "D = {v;}.

n
..’j.

Repare ainda que, se ¥(G) = 7, entdo V = DU{wy,...,ws }. Nesse sentido, quando n = 2,

Consequentemente, entre D e V — D s existem arestas do tipo (v;,w;), com i = 1,.

G ¢ isomorfo a K>, que é a corona de K. Se n = 4, entdo G € isomorfo a C4 ou a P3, que
¢ a a corona de K. Para n > 6, serd demonstrado que os vértices v; ou w; t€ém grau 1, com
1<i<t.

Sem perda de generalidade, suponha que d(w;) = 1 para todo vértice w; com
1 <i < 5. Devido a conexidade do grafo G, G[D] também é conexo e d(v;) > 2 para todo
vértice v; com 1 <i < 7. Agora, selecione dois vértices w; e wy quaisquer e adicione
a aresta (w;,wy), fazendo com que w; e wy possuam grau igual a 2. Em seguida, serd
mostrado que G possui um subgrafo gerador G’ isomorfo a um Ps U ”2;61(2.

Dentre os vértices v; € v, selecione aquele que possuir menor grau. Sem perda de
generalidade, suponha que d(v;) < d(v¢). Repare, entdo, que a sequéncia (v, w;, Wk, Vk)
define um P; como subgrafo de G. Como n > 6 e d(vi) > d(v;) > 2, o vértice v serd
adjacente a um outro vértice v; que, por sua vez, possui um vizinho w; em V — D. Logo,
(vj,wj, Wi, vi,vi,wy) define um Ps como um subgrafo que sempre estard presente em
grafos que obedecem as condigdes anteriormente estabelecidas. Convém ressaltar que,
na situagdo em que d(v;) = d(vx), os graus dos vértices v; e v, devem ser diferentes de
2, pois, em caso contrdrio, G[D] seria desconexo. Portanto, considerando d(v;) = d(v),
a sequéncia que possui um Ps; como subgrafo gerador também estard garantida ao se
selecionar v; ou v, como vértice inicial. Logo, V — {vj,w;, wi, v, v;,w; } possui n/2 —3
subgrafos isomorfos a um K,. Consequentemente, G possui um subgrafo gerador G’

isomorfo a um Ps U %Kz, conforme o exemplo da Figura 3.13.

*—o—9—0—0
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Figura 3.13: Grafo G que contém um subgrafo gerador G' iso-
morfo a um PsU "—56K2. Observe que as arestas trace-
Jjadas definem um Ps e as arestas pontilhadas definem
os subgrafos K. Nesse caso, Y(G) =Y(G') = 4. Se w,
ndo fosse adjacente a ws, entdo o valor de Y(G) seria
D=s.

2

Segue-se que Y(G') < 5 —1 e, como Y(G) deve ser menor ou igual a Y(G'),
tem-se uma contradi¢do. Dessa forma, ou os vértices v; ou os vértices w; devem ter grau
1. Portanto, G € a corona H o K| de algum grafo conexo H. O inverso também ¢ valido,
uma vez que o ciclo C4 e a corona H o K1 ndo tém vértices isolados, possuem ordem par

e o nimero de dominacao igual a metade de sua ordem. U
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O Teorema 3.4 considera apenas grafos que possuem grau minimo 8(G) > 1.
Levando-se em conta os grafos com a restri¢do 8(G) > 2, Blank [14], em 1973, e McCuaig
e Shepherd [91], em 1989, conseguiram, de maneira independente, melhorar o limite
superior para grafos com n > 8, conforme sera visto no Teorema 3.6. Seja <7 a cole¢do
de grafos da Figura 3.14.
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Figura 3.14: Colecdo </ de grafos.
Teorema 3.6 (Blank [14], McCuaig e Shepherd [91]) Se o grafo G é conexo com
Y(G) >2e G ¢ o, entdo Y(G) < %

O limite do Teorema 3.6 € alcancado pela familia de grafos ilustrada na Figura
3.15.

. . e 2n
Figura 3.15: Familia de grafos com 8(G) > 2 e Y(G) < %

Seja % a colecdo de grafos da Figura 3.16, e considere .% = &/ U %A. Os
Lemas 3.7 e 3.8 constituem resultados preliminares na caracterizagdo de grafos em que
Y(G) = [ 5], sendo que o Lema 3.7 diz respeito a grafos com 8(G) > 2 e o Lema 3.8 inclui
grafos com 8(G) > 1.

/O\ /O\ /O\ / N\ /O\
— 11T IITI
Figura 3.16: Colecdo A de grafos.

Lema 3.7 (Baogen et al. [8]) Se G é um grafo conexo com 6(G) >2 e Y(G) = | 5], entdo
Ge 7.
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Prova. Enumerando-se todos os grafos conexos G de ordem 1 < n <7 e grau minimo
8(G) > 2, verificou-se que aqueles que satisfazem y(G) = | 5] estdo inclusos na familia
F. Para n > 8, serd mostrado que ndo existe grafo que satisfaz y(G) = |5]. Suponha

G um grafo conexo com §(G) > 2, ¥(G) = | 5] e ordem n > 8, e considere o Teorema

3.6 que diz: “Se G ¢ 7, entdo Y(G) < 25—””. Observe agora que, se n for par, |5 | 25—”,
gerando uma contradi¢do. Em outras palavras, se G possui ordem par n, entdo nao existe
um conjunto dominante de cardinalidade | 5 ]. Por outro lado, se G possui ordem 7 fmpar,
5] < % somente se n = 3 ou n = 5. Todos os grafos de ordem trés ou cinco com
0(G) > 2 e y(G) = 5] estdo em A. Consequentemente, ndo existem grafos de ordem
n>8e 8(G) > 2 que satisfazem y(G) = | 7]. Portanto, os tinicos grafos que atendem as

condi¢des 8(G) > 2 e y(G) = | 7] sdo os que pertencem a colecdo 7. O

Lema 3.8 (Baogen et al. [8]) Considere V' C'V tal que |V'| = 5. Se G é um grafo conexo
eY(G) = | 5], entdo existe no mdximo um vértice pendente adjacente a cada vérticev € V',
exceto pela possibilidade de haver um vértice que pode ser adjacente a exatamente dois

vértices pendentes quando n for impar.

Prova. Seja G um grafo conexo com ¥(G) = | 5 |. Seja W o conjunto de vértices pendentes
que sdo adjacentes a um tnico vértice v € V’, sendo que |W| = t. Note que o subgrafo
induzido G’ = G[V — (W — {v})] ndo possui vértices isolados. Como a ordem de G’ é

igual a %, entdo, pelo Teorema 3.4, Y(G') possui o seguinte limite superior:

n—t—1
VG < {TJ : (3-1

Voltando ao grafo G, observe que se o vértice v € V/ pertencer ao conjunto dominante,
entdo os vértices de W estardo dominados. Dessa forma, se n for par, isto €, n = 2k para

algum inteiro k > 0, Y(G) possui o limite superior 3-2:

k = y(G)<1+v(G)

ko= Y(G)SIﬂMJ,

> (3-2)

o que implica em # < 1. Ja se n for impar, isto é, n = 2k + 1 para algum inteiro k > 0,
entao:

(3-3)

k=6 < 1+ [ 2L,

2
o que implicaem ¢ < 2.
Agora, resta mostrar que apenas um vértice de V' pode ser adjacente a dois

vértices pendentes. Suponha que R € o conjunto de vértices adjacentes a exatamente dois
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vértices pendentes, sendo |R| = r. Note que todos os vértices de R estdo em qualquer
conjunto dominante minimo de G. Seja G” o subgrafo formado pela remogdo de todos os
vértices de R e considere I o conjunto de vértices isolados em G” que, consequentemente,
sdo dominados em G por R. O grafo G” — I ndo possui vértices isolados e tem, no maximo,
2k + 1 — 3r vértices. Logo, pelo Teorema 3.4, o tamanho de um conjunto dominante

minimo para G” — I deve obedecer o seguinte limite:

(3-4)

2

WG 1) < {2k+1—3rJ '

Observe agora que um conjunto dominante de G” — I em unido com o conjunto R

domina todo o grafo G. Portanto,

k = 9G)<r+y(G" -1

2k+1—3rJ

k= y(G)ngﬂ 5 (3-5)

implicando em r < 1 e completando a prova. U

Em seguida, tem-se a Tabela 3.1 que descreve seis classes de grafos, indicando
exemplos que estdo ilustrado na Figuras 3.17. Conforme serd visto nos Lemas de 3.9 a
3.15, e também no Teorema 3.16, tais classes foram caracterizadas como aquelas cujos

grafos satisfazem y(G) = |5 ].

Tabela 3.1: Classes de Grafos G;com 1 <i<6

Classe Exemplo
% ={C4}U{G:G=HoK,;}, onde H é um grafo conexo. Figura 3.17(a)
G =F —{Cs} Figura 3.17(b)

4 =Uy L (H), onde . (H) é o conjunto de grafos conexos que Figura 3.17(c)
formados através da corona H o K; adicionando-se um novo vértice ¢

adjacente a um ou mais vértices de H, sendo H um grafo qualquer.

9, =1{0(G) : G € 4}, onde B(G) é o grafo obtido conectando-se Figura 3.17(d)
G € %4 a um (4 através da adi¢do de uma aresta (¢,u), sendo ¢ o

vértice adicionado na formagao de G € 43 ¢ u um vértice de Cy.

Ys =Uy Z(H), onde Z(H) é o conjunto de grafos conexos forma- Figura 3.17(e)
dos através da corona H o K; adicionando-se um caminho P, dado

pela sequéncia de vértices (v, w,x), tal que os vértices v e x sdo adja-

centes a um ou mais vértices de H, sendo H um grafo qualquer.

% = Uy x #(H,X), onde Z(H,X) é o conjunto de grafos conexos Figura 3.17(f)
formados através da corona H o K; com a adicdo de arestas entre os

vértices de H e T C V(X), sendo cada vértice de T adjacente a um

ou mais vértices de H, tal que nenhum conjunto com menos de y(X)

vértices de X domina V(X ) — T, onde H é um grafo qualquer e X € B.
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De acordo com a Tabela 3.1, a classe ¢ estd representada por um grafo H o K,
onde H € um C3 formado pelos vértices a, b e ¢ (Figura 3.17(a)). J4 o exemplo da classe
% é um grafo pertencente a familia 4 C .# (Figura 3.17(b)). Por sua vez, o exemplo de
% considera H o K; como o grafo da Figura 3.17(a), sendo ¢ adjacente aos vértices b e
¢ de H (Figura 3.17(c)). Para ¢, o exemplo indicado assume que G ¢é o grafo da Figura
3.17(c) (Figura 3.17(d)). No caso de %5, tem-se H o K| como o grafo da Figura 3.17(a),
sendo v adjacente a b e ¢ € H, e x adjacente a ¢ € H (3.17(e)). Finalmente, o exemplo
da classe % considera H o K| como o grafo da Figura 3.17(a) e X € B o grafo da Figura

3.17(b), sendo y € U adjacente aos vérticesa e b € H, e z € U adjacente ao vértice c € H

(Figura 3.17(f)).
] . !
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Figura 3.17: Exemplos de grafos pertencentes a classe U?:1 <

Lema 3.9 (Baogen et al. [8], Randerath e Volkmann [101]) Se G um grafo conexo de
ordem par tal que Y(G) = | 5|, entdo G € 4.

Prova. Vide o Teorema 3.5. 0

Lema 3.10 (Baogen ef al. [8], Randerath e Volkmann [101]) Se G é um grafo conexo
de ordem tmpar tal que 8(G) > 2 e Y(G) = | 5], entdo G € %,.

Prova. Vide o Lema 3.7. O
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Lema 3.11 (Baogen et al. [8], Randerath e Volkmann [101]) Seja G um grafo conexo
de ordem impar tal que 8(G) =1 e Y(G) = |5]. Além disso, considere S#0 como o
conjunto de vértices pendentes de G e R como a vizinhanca aberta de S, de modo que
R| =r. Se |S| =r+1, entdo G € 4.

Prova. Do Lema 3.8, sabe-se que |S| = r ou |S| = r+ 1. Suponha S = r+ 1. Como
consequéncia do Teorema 3.3, existe no minimo um conjunto dominante minimo de G
que contém R. Considere entdo G' = (V' E’), onde V' =V — (RUS), e considere a Figura
3.18 que ilustra a estrutura do grafo G, sendo destacada a existéncia do subgrafo G’ e dos
subconjuntos de vértices R e S. Os contornos enegrecidos do subgrafo G’ e do conjunto
R indicam que seus vértices possuem grau maior que 1 em G. Atente-se ao fato de que G
é conexo e, consequentemente, G — S também. Dessa forma, se G’ # 0, entdo existe no
minimo um vértice de R adjacente a algum vértice de G'. Essa situagdo fica evidenciada
pelo trago ligando o subgrafo G’ ao conjunto R. Por outro lado, se G’ = 0, G[R] deve ser

conexo.

©@ee6 o ¢
® OO ©®Os

Figura 3.18: Estrutura de um grafo do Lema 3.11.

Observe que G’ possui n — (2r + 1) vértices. Agora suponha que G’ é um grafo
ndo vazio. Como G é conexo, G’ deve ter no minimo um vértice x com vizinhos em R.
Além disso, se um vértice v possui grau 0 em G’, entdo v € adjacente a dois ou mais
vértices de R em G. Respectivamente, caso v possua grau 1 em G, entdo v é adjacente a
um ou mais vértices de R em G. Dessa forma, R domina S, x e todos os vértices de grau 0
oulemdG'.

Se Y é o conjunto de vértices ndo-isolados em G’ — x, pode-se deduzir que R
domina todos os vértices de Y. Pelo Teorema 3.4, o subgrafo induzido G[Y] possui um

conjunto-y D’ tal que:

S
IN

{ﬂJ _ (3-6)
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Como RU D' domina G:

n n—2r—2
—=| =7(G) < _— 3-7
M Y(G) <r+ { 5 J : 3-7)
0 que gera uma contradi¢do, implicando em G’ vazio e G[R] conexo. Logo G € 4. U

Lema 3.12 (Baogen ef al. [8], Randerath e Volkmann [101]) Seja G um grafo conexo
de ordem impar tal que 8(G) = 1 e Y(G) = |5]. Além disso, considere S#0 como o
conjunto de vértices pendentes de G e R como a vizinhanga aberta de S, de modo que
IR| =r. Fazendo G' = (V' E’), onde V' =V — (RUS), se |S| = |R| =r e 8(G') =0, entdo
GeY;.

Prova. Do Lema 3.8, sabe-se que |S| =rou |S| = r+ 1. Suponha |S| = |R| =re 8(G') =0.
Na Figura 3.19 esta ilustrada a estrutura de G, que se difere da estrutura de um grafo do
Lema 3.11 (Figura 3.18) pela presenga de um vértice ¢ isolado em G’ e pelo fato de que
|S| = r. J4 as arestas tracejadas entre ¢ e ry, ..., r, visam ilustrar que ¢ s6 pode ser adjacente

aos vértices de R, possuindo no minimo dois vizinhos.

Figura 3.19: Estrutura de um grafo do Lema 3.12. As arestas
tracejadas entre t e ry,...,r, ilustram que t tem no
minimo dois vizinhos em R.

Suponha G’ —t um grafo nio vazio. Como G €é conexo, entdo G’ —t possui
um vértice u adjacente a um vértice de R. Se Z € o conjunto de vértices nio-isolados
em G’ — {t,u}, pode-se deduzir que R domina todos os vértices de Z. Desde que
|V(G')| = n—2r, a desigualde 3-6 também acontece para o grafo G' — {t,u}, gerando

novamente uma contradi¢do que implica em G’ — vazio. Consequentemente, G € 43. [

Lema 3.13 (Baogen et al. [8], Randerath e Volkmann [101]) Seja G um grafo conexo
de ordem impar tal que 8(G) =1 e Y(G) = |5]. Além disso, considere S#0 como o
conjunto de vértices pendentes de G e R como a vizinhanca aberta de S, de modo que
IR| = r. Fazendo G' = (V',E'), onde V' =V — (RUS), e U como o conjunto formado
pelos vértices de grau 1 em G/, se |S| = |R| =r, 8(G') =1 e G' — U ndo possui vértices
isolados, entdo G € 9.



3.6 Limites Sobre o Nimero de Dominacao 57

Prova. Do Lema 3.8, sabe-se que |S| =rou |S| =r+ 1. Suponha |S| = |R| =re d(G') = 1.
Se U # 0 é o conjunto de vértices de grau 1 em G, pela definicdo deste grafo, nenhum
vértice de U pode ser um vértice pendente em G. Consequentemente, cada vértice de U
¢ adjacente a pelo menos um vértice de R, significando que R domina U. Aplicando-se o

Teorema 3.4 ao grafo G' — U, tem-se que

3] =16 < e | 2222 | 22 (3-8

o que implicaem |U| = 1.

Seja U = {u} e v o tnico vizinho de u em G'. Por hipétese, G’ — U ndo possui
vértices isolados. Se 8(G’' —U) = 1, entdo v é o tinico vértice que tem grau 1 em G’ — U.
Dessa forma, considere w vizinho de v em G’ —U. Como w deve possuir mais de um
vizinho em G’ — U, entdo existe um vértice x € G’ — {u,v,w} adjacente a w. Logo, se
existir um vértice y isolado em G’ — {u,v,w,x}, o mesmo ndo poderd ser adjacente a
u e v. Entretanto, uma vez que tal vértice deve possuir grau minimo igual a dois em
G' — U, pode-se deduzir que y é adjacente aos vértices w e x. Agora, se Y € o conjunto
de vértices ndo-isolados de G’ — {u,v,w,x}, seus vértices s6 podem ser adjacentes entre
si, aos vértices do conjunto R, a w e x. Portanto, pode-se afirmar que RU {w} domina os

conjuntos R, S e {u,v,w,x}.

., .

®OO- O

S

Figura 3.20: Estrutura de um grafo do Lema 3.13.

A Figura 3.20 exemplifica a estrutura descrita anteriormente, sendo ilustrados os
conjuntos R, S e Y, e o subgrafo G’. Além do mais, sdo destacados os vértices u, v, w, x
e y de G'. As arestas tracejadas entre u € t1,...,t, visam ilustrar que u deve ser adjacente
a pelo menos um desses vértices. Similarmente, os vértices do conjunto Y s6 podem ser
adjacentes aw e x em G, sendo que |[N[Y]N{w,x}| > 1, pois G é conexo. Lembre-se que o
traco ligando G’ € R permite que qualquer membro de G’ possua vizinhos em R, incluindo
os vértices do conjunto Y, e que os contornos enegrecidos do subgrafo G’ e dos conjuntos

R, S e Y indicam que seus vértices possuem grau maior que 1 em G.
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Pelo Teorema 3.4, o subgrafo induzido G[Y] pode ser dominado por no maximo
Y |/2 vértices. Consequentemente,

LgJ = Y(G)S(r+1)+{|L2|J

gJ = YG) < (r+ 1)+ {#J

(3-9)
gerando uma contradigdo. Logo, 8(G' —U) > 2. Agora, observe que G' — U possui ordem
par e, desde que ¥(G) = |n/2],Y(G'—U) =|V(G'—U)| /2. Aplicando-se o Teorema 3.5,
tem-se que G’ — U = mCy, onde m > 1. Entretanto, se m > 1, entdo pelo menos um vértice
de cada uma das m componentes C4 deve ser adjacente a um vértice de R, implicando em
Y(G) < |n/2]. Portanto, G' —U =Cy e G € 9. O

Lema 3.14 (Baogen ef al. [8], Randerath e Volkmann [101]) Seja G um grafo conexo
de ordem impar tal que 8(G) = 1 e Y(G) = |5]. Além disso, considere S#0 como o
conjunto de vértices pendentes de G e R como a vizinhanca aberta de S, de modo que
IR| = r. Fazendo G' = (V' ,E'), onde V' =V — (RUS), e U como o conjunto formado
pelos vértices de grau 1 em G, se |S| = |R| =r, 8(G') =1 e G' — U possui vértices

isolados, entdo G € Y.

Prova. Do Lema 3.8, sabe-se que |S| =rou |S| =r+ 1. Suponha |S| = |R| =re d(G') = 1.
Se U # 0 é o conjunto de vértices de grau 1 em G, pela defini¢do deste grafo, nenhum
vértice de U pode ser um vértice pendente em G. Consequentemente, cada vértice de U €
adjacente a pelo menos um vértice de R, significando que R domina U.

Considere I como o conjunto de vértices isolados em G' — U, onde |I| =i > 1.
Como cada vértice de I possui grau maior que 1 em G’, deverd, portanto, possuir no
minimo dois vizinhos em U para que seja isolado em G’ — U. Desde que dg (1) = 1 para
todo u € U, entdo |U| > 2i. Dessa forma, R domina RUSUU, I domina a si mesmo e,
pelo Teorema 3.4, no mdximo |V' — (U UI)|/2 vértices sdo necessérios para dominar os

vértices ndo-isolados de G’ — U. Assim

2 2

n— 2r2— (3i) J |

FJ _ (G <rtit {n—Zr—(Zi—l—i)J

gJ — YG)<r+it { (3-10)
implicando em i = 1, ou seja, G’ — U tem exatamente um vértice isolado, denominado w,

com no minimo dois vizinhos em U, designados v e x. Agora, V' — (U U{w}) ndo possui
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vértices isolados e pode ser dominado por no maximo

VU |2l G-1)

vértices. Além do mais, RU{w} domina RUSUU U {w}. Consequentemente,

n—2r—]N[wHJ (3-12)

gJ:y@gmq .

o que implica em |[N[w|| < 3. Logo, N[w] = {v,w,x}. Repare que, se w fosse dominado
por R, o lado direito da desiqualdade 3-12 poderia ser subtraido em uma unidade, gerando
uma contradi¢do e indicando que w ndo pode ter vizinhos em R. Esse fato evidencia que,
para dominar w, no minimo um vértice de {v,w,x} deve estar no conjunto-y de G.

A Figura 3.21 exemplifica a estrutura do grafo descrito, sendo destacado os
subconjuntos I e U e seus respectivos vértices. Nesta ilustragdo, w pertence ao conjunto-
Y. Ja as arestas tracejadas conectando v e x aos vértices do conjunto R indicam que esses

devem possuir no minimo um vizinho entre ry, ..., 7.

Figura 3.21: Estrutura de um grafo do Lema 3.14.

Agora suponha que G’ — {v,w,x} seja ndo vazio e observe que esse grafo possui
ordem par. Desde que Y(G) = |n/2], serdo necessdrios exatamente |V (C)|/2 vértices de
cada componente C de G’ — {v,w,x} em cada conjunto-y de G. Por esse motivo, C deve
ter ordem par e, pelo Teorema 3.5, C = C4 ou C = H o K, para qualquer grafo conexo H.

De acordo com a estrutura do grafo, nenhum vértice de C pode ser adjacente aos
vértices v, w e x. Diante disso, se C = C4, entdo a conexidade de G implica que um vértice
de C serd adjacente a um vértice de R, sugerindo que existe um conjunto-y de G que inclui
R, w e apenas um dos vértices de C, o que € uma contradi¢ao.

Por outro lado, uma vez que v e x possuem grau 1 em G’ e w s6 pode ser
adjacente a tais vértices, se C = H o K1, cada vértice pendente de C devera ter no minimo

um vizinho em R. Novamente, existird um conjunto-y de G contendo menos que |V (C)|/2
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vértices de C. Portanto, G’ — {v,w,x} = 0 e, assim, G € %. O

Lema 3.15 (Baogen et al. [8], Randerath e Volkmann [101]) Seja G um grafo conexo
de ordem impar tal que 8(G) = 1 e Y(G) = |5]. Além disso, considere S#0 como o
conjunto de vértices pendentes de G e R como a vizinhanca aberta de S, de modo que
IR| = r. Fazendo G' = (V' ,E'), onde V' =V — (RUS), e U como o conjunto formado
pelos vértices de grau 1 em G/, se |S| = |R| = r, 8(G') > 2, entdo G € %,

Prova. Do Lema 3.8, sabe-se que |S| =rou |S| = r+ 1. Suponha |S| = |R| =re 8(G') = 2.
Para que Y(G) = |n/2], todo conjunto dominante minimo de G devera incluir |V (C)|/2
vértices de qualquer componente C de ordem par presente em G'. Como 8(G’) > 2, tais
componentes nao sdo isomorfas a H o K, onde H € um grafo conexo. J4 a inexisténcia de
componentes isomorfas a C4 pode ser justificada com um argumento similar ao subcaso
3.2. Portanto, G’ ndo possui componentes de ordem par.

Considerando a existéncia de mais do que uma componente de ordem impar,
observa-se que o valor de Y(G’) serd sempre menor do que ||V (G')|/2], implicando em
Y(G) < |n/2], o que é uma contradi¢do. Logo, G’ possui apenas uma componente de
ordem fmpar que, pelo Lema 3.7, pertence a cole¢ao .% — Cy.

Considere agora T # 0 como o conjunto de vértices de G’ com vizinhos em
R.Se G’ € o —C4, V(G') — T pode ser dominado por menos do que Y(G’) vértices de
G', uma vez que G é conexo. Dessa forma, um conjunto-y de G contém menos do que
||V(G)|/2] vértices de G'. Consequentemente, Y(G) < | |n|/2], contradizendo a hipétese
deste teorema.

Por outro lado, se G' € 9B, y(G') vértices sdo necessarios para dominar
V(G') —T. Portanto, G’ € A e, assim, G € %. O

Teorema 3.16 (Baogen et al. [8], Randerath e Volkmann [101]) Um grafo conexo G
satisfaz Y(G) = | 5| se, e somente se, G €Y = U, 4.

Prova. Do Lema 3.9 ao Lema 3.15 provou-se que quando ¥(G) = [5]. G € ¥ = US4
O inverso também € valido, uma vez que todo grafo G € ¥; possui um conjunto-y de
cardinalidade [n/2]. d

Reed [103], em 1996, melhorou o limite superior de y(G) para grafos conexos

com grau minimo trés (Teorema 3.17). O grafo da Figura 3.22 atinge o limite proposto.

Teorema 3.17 (Reed [103]) Se G é um grafo conexo com 8(G) > 3, entdo Y(G) < %.
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Figura 3.22: Grafo 3-regular para o qual y(G) = 3.

A Tabela 3.2 sumariza os limites inferiores conforme o grau minimo do grafo.
Quando necessdria, a ultima coluna € utilizada para indicar algum tipo de observagdo em

relacdo ao resultado.

Tabela 3.2: Limites superiores para Y(G) conforme 8(G)

d(G) Limite superior para y(G) Observagdo
0 n
1 n/2
2 2n/5 G € conexo e ndo pertence a familia %
3 3n/8 G é conexo

Frente aos limites superiores de Y(G) para 1 < 8(G) < 3, Haynes, Hedetniemi e

Slater [66] propuseram a seguinte conjectura:

Conjectura 3.18 (Haynes, Hedetniemi e Slater [66]) Para qualquer grafo G com
3(G) > k Y(G) < 32

Sohn e Xudong [116], em 2005, e Xing, Sun e Chen [125], em 2006, provaram a
veracidade da conjectura anterior para 8(G) = 4 e 8(G) = 5, respectivamente. Ambas as
provas utilizaram o método de cobertura de vértices de caminhos disjuntos proposto por
Reed [103]. Na situacdo em que 8(G) = 6, Xing, Hattingh e Plummer [124], em 2008,
provaram que Y(G) < 6n/17 para grafos hamiltonianos. Entretanto, a questdo continua
aberta para grafos gerais. Ja os trabalhos de Caro e Roditty [22, 23] garantem a veracidade
para k > 7, através do Teorema 3.19. Xing, Hattingh e Plummer [124] corroboram esse
resultado demonstrando que o limite de Caro e Roddity [22, 23] € menor do que o

conjecturado por Haynes, Hedetniemi e Slater [66], para 8(G) > k > 7.

Teorema 3.19 (Caro e Roditty [22, 23]) Para qualquer grafo G,

150 (sgrer)

Em 2008, Frendrup et al. [53] derivou um novo resultado através da aplicacao

YG)<n

do Teorema de Reed para grafos de ordem n > 14 com grau minimo &(G) > 2. Para a

descri¢do,, entdo:
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Teorema 3.20 (Frendrup et al. [53]) Seja G é um grafo de ordem n > 14 ¢ §(G) > 2.
Além disso, considere ki (H) e ky(H) o niimero de componentes de H que sdo isomorfas
a um grafo da familia {P>,Ps,Py,Cs} e {Py, P}, respectivamente. Se W ¢é o conjunto de

vértices de grau maior que 2 em G, entdo

3 1 1
Levando-se em consideracdo os grafos conexos que ndo possuem K 3 ou K3 0K
como subgrafos induzidos, o limite superior de Ore (Teorema 3.4) foi melhorado com o

seguinte resultado de Cockayne, Ko e Shepherd [38]:

Teorema 3.21 (Cockayne, Ko e Shepherd [38]) Se G é um grafo conexo livre de K, 3 e
de K3 0Ky, entdo ¥(G) < [5].

Prova. Seja G conexo, livre de Kj 3 e de K3 0 Kj, possuindo n = 3k + r vértices, onde
0<r<2.Se k=0, os grafos que satisfazem a hip6tese t€m seu nimero de dominacio
limitado superiormente por [n/3]. Para k > 1, observe que se o conjunto V possuir a
particdo {Uy,...,U,R}, onde |U;| = 3, |R| = r, A(G[Uj]) > 2 e G|R] = K,, entdo cada
particdo poderd fornecer um vértice ao conjunto dominante, a fim de atingir o limite
proposto.

Para demonstrar que o conjunto V' possui a parti¢do descrita, considere o trabalho
de Shepherd [110] que, em 1991, provou a existéncia de um caminho hamiltoniano entre
qualquer par de vértices de todo grafo livre de K 3 e de K3 o K;. Diante desse resultado,
considere P = (vi,vs,...,v,) um caminho hamiltoniano arbitrario de G, onde n > 3. A
parti¢do pode ser realizada fazendo nmod 3 =r, U; = {vj|v; € P,1 < j <n—r} para
i=|j/3leR={vj|n—r<j<n}. O

O teorema a seguir € um resultado de Weber [121] que, através de métodos
probabilisticos, demonstrou a existéncia de tais limites inferior e superior para quase todos

os grafos.

Teorema 3.22 (Weber [121]) Seja p = | (log,n—2log,log, n+log,log, ) |. Para quase
todos os grafos,
p+1<v(G) <p+2.

Finalizando esta subsecdo, na préxima pdgina estd descrita uma tabela que

sumariza os limites em termos da ordem estudados neste trabalho.
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3.6.2 Limites em Termos da Ordem e Tamanho

Previamente a apresentacdo dos limites que envolvem a ordem e o tamanho do
grafo, € necessario abordar um importante resultado de Vizing [118] que estabelece a
quantidade de arestas m em um grafo que possui determinado valor para o nimero de

dominag@o Y(G).

Teorema 3.23 (Vizing [118]) Se um grafo G tem ¥(G) > 2, entdo
1
m< |30 6)0-16)+2)|.

Prova. Observe a suficiéncia em mostrar que m < 3(n —Y(G))(n —Y(G) +2). Seja G
um grafo com Y(G) > 2. Aplicando a indugfo sobre a ordem do grafo, se n = 2, entdo
G = K, ou G = K>, sendo que apenas G = K, possui Y(G) > 2 e, desse modo, satisfaz a
desigualdade. Na hipétese de indugdo, assume-se que todo grafo G com ordem menor do
que n obedece a desigualdade. Considere entdo grafos G tal que y(G) > 3, onde v é um
vértice de grau maximo.

Conforme serd visto no Teorema 3.29, [N(v)| = A(G) <n—v(G), isto é, A(G) =
n—Y(G)—r,onde 0 <r<n—7y(G).Se S=V —N[v|,entdo |S|=n—(A(G)+1)=n—n+
Y(G)+r—1=79(G)+r—1.Seo vérticeu € N(v), entdo (S—N(u))U{u,v} é um conjunto
dominante de G e, portanto, Y(G) < |[S—N(u)|+2 =v(G) +r—1—|SNN(u)| + 2,
implicando em |N(u) NS| < r+ 1 para todo u € N(v). Consequentemente, o niimero de
arestas mj entre N(v) e S é no maximo A(G)(r+ 1). Além disso, se D é um conjunto-y de
G[S], entdao DU{v} é um conjunto dominante de G. Logo, y(G) < |DU{v}|, o que implica
em Y(G[S]) > v(G) — 1 > 2. Pela hipétese de indugdo, o nimero de arestas em G[S] é:

m < |5051-¥Gs)Is - HGlsh +2)
< |30 +r-1-06) - )r+r-1- 66) - ) +2)|
my < %r(r—I—Z). (3-13)

Considere agora m3z = |E(G[N[v]])|. Sabe-se que: i) v tem A(G) arestas inci-
dentes; ii) cada vértice u € N(v) tem grau no maximo A(G); e, iii) as arestas entre S
e N(v) sdo, no maximo, r+ 1 para cada vértice u € N(v). Dessa forma, |E(G[N[v]])| =
AG) + [E(GINGD))| = A(G) + [(AG) ~ 1) — (r+1)] = A(G) + 1A(G) — r—2.

Portanto, fazendo m = m; +my +m3 e r = n—y(G) — A(G), tem-se a desigual-
dade 3-14.
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m < A(G)(r-l—1)+%r(r+2)+A(G)+%(A(G)—r—2)
m < %ZA(G)(n—y(G)—A(G)nLl)Jr
S (n—Y(G) ~ A(G))(n—¥(G) ~ A(G) +2) +

%ZA(G) —n—y(G) - A(G) -2

m o< WG -YG)+2) - JAG)(n-Y(G) ~AG). G-l

Consequentemente, tem-se a desigualdade 3-15, estabelecendo a veracidade para
grafos com Y(G) > 3.

< 3 (n=¥(G))(n—¥(G) +2). (3-15)

Finalizando a prova, observe que o resultado é valido para grafos com Y(G) > 2,
uma vez que adicionando um vértice isolado ao grafo G obtém-se G’ de ordem n+ 1,
onde Y(G') > 3, A(G') = A(G), e |[E(G)| = |E(G)|. O

Vizing [118] construiu ainda a familia de grafos G,y de ordem n e niimero de
dominacdo Y > 2, cuja quantidade de arestas m satisfaz o resultado do Teorema 3.23. Se
Y= 2, entdo G, € o grafo obtido pela remogao das arestas que compdem uma cobertura
minima de arestas (ou seja, o menor conjunto de arestas incidentes a todos os vértices
de G) de um grafo completo K;, unindo todos os seus vértices a cada vértice de um K,.
Observe que t = n — 2 e o grafo resultante possui um conjunto dominante minimo de
cardinalidade 2. Além disso, seu tamanho é dado pela Equacdo 3-16.

t
2

|+2r= %t(t—l—l—4)— H . (3-16)

m = %t(r—l)—[ 5

Fazendot =n—2:

m = %(n—2)(n+1)— [?W

~ nn—1) [n=27] 2
m = > —’V > —‘—5 (3-17)

Como n(n—1)/2 é inteiro, entdo n(n—1)/2 = |n(n—1)/2]. Além do mais,
[(n—=2)/2] =|(n—3)/2+1]. Assim:
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o ()
_ n(nz—l)_gJ
m = :”(”QZ)J. (3-18)

Se Y(G) > 2, entdo seja G,y o grafo obtido adicionando um conjunto de y—2
vértices isolados a G,y 2. Consequentemente, o nimero de dominagao deste grafo serd
igual a v. No mais, |E(Gny)| = |E(Gu—y+22)|- Logo, a ordem de G,y pode ser obtida

usando a Equacdo 3-18. Dessa forma:

S n(n—2)J
2
_ (n—Y+2)(n—Y+2—2)J
i 2
_ | (a=y+2)(n—v)
m = _ > J (3-19)

De acordo com Haynes, Hedetniemi e Slater [66], a familia de grafos G, y possui
grau maximo A(G,y) = n—7 e atinge o limite superior do Teorema 3.29. Os grafos

ilustrados a seguir pertencem a familia G, .

G?,z Gs,s
(a) (b)

Figura 3.23: Exemplos de grafos da familia G,y de Vizing.

Ao considerar grafos com A(G) < n— 7, Sanchis [107] melhorou o resultado do

Teorema 3.23.
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Teorema 3.24 (Sanchis [107]) Se um grafo G tem Y(G) > 2 e grau mdximo A(G) satis-
fazendo A(G) < n—Y, entdo

< | 3016 0-16)+ 1)

Como consequéncia do Teorema 3.23, tem-se um limite superior para o nimero
de dominagcdo de um grafo em termos de sua ordem e tamanho. Um limite inferior
envolvendo os mesmos parametros foi proposto por Berge [11] como exercicio em seu

livro Graphs and Hypergraphs. Tais limites estdo apresentados no Teorema 3.24.

Teorema 3.25 (Berge [11], Vizing [118]) Para qualquer grafo G,
n—m<9yG)<n+1—+v1+42m.

Além disso, Y(G) = n—m se, e somente se, cada componente de G for uma estrela.

Prova. Do Teorema 3.23, 2m < (n—Y(G))?+2(n—y(G)). Para isolar y(G) nessa desigual-
dade, primeiramente serd aplicado o método de completar o quadrado, adicionando-se o

quadrado da metade do coeficiente do termo 2(n — Y(G)) a ambos os lados. Assim:

22 22
2m+3 < (n—y(G))2+2(n—y(G))+§
2m+1 < (n—Y(G))*+2(n—y(G))+1. (3-20)

Em seguida, ao reescrever o termo da direita como um quadrado da soma,
obtém-se:
2m+1 < (n—y(G)+1)% (3-21)

Consequentemente, tem-se a Equacdo 3-22, definindo um limite superior para

Y(G).

IN

V2m+1 n—y(G)+1
V2m+1—-n—1 < —y(G)

YG) < n+l1—v2m+1. (3-22)

No que se refere ao limite inferior, seja D um conjunto dominante minimo de G.

Dessa forma, existem no minimo n — | D| arestas em G. Consequentemente, Y(G) > n —m.
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Agora, para demonstrar que esse limite € atingido por grafos cujas componentes sao
isomorfas a uma estrela, lembre-se do fato de que para todo grafo G, y(G) > 1. Diante
disso, o limite Y(G) > n — m permite a inferéncia de que n —m > 0. Considere, entdo,
m < n. Nessa situagdo, observe que G deve possuir, no minimo, n — m componentes,
conforme o Teorema 2.1. Assim, se Y(G) = n — m, entdo cada componente s6 poderd
fornecer apenas 1 vértice ao conjunto dominante minimo de G, sendo que tal fato s6 pode

ocorrer se cada componente do grafo for uma estrela. U

Em 1996, Sanchis [108] obteve limites superiores para grafos conexos com
0(G)>3em>n>3:

Teorema 3.26 (Sanchis [108]) Se G é um grafo conexo tal que (G) >2 em>n >3,
entdo Y(G) < (m+2)/3. Além do mais, a igualdade ocorrerd se, e somente se, G for um

ciclo Cp, onde n = 1(mod 3).

Prova. Primeiramente, repare que se G for um ciclo C,, onde n = 1(mod3), entdo
Y(G) = (m+2)/3. O argumento é o seguinte: a cada trés vértices, um deverd pertencer
ao conjunto dominante. Como n = 1(mod 3), sempre restard um vértice v ndo-dominado
cujos vizinhos ja estdo dominados, implicando em y(C, — {v}) = (n— 1) /3. Dessa forma,
v deve estar presente no conjunto dominante de C,, fazendo com que y(C,) =| {v}
+(n—1)/3=(n+2)/3=(m+2)/3.

Agora, serd mostrado que todo grafo conexo G tal que 8(G) >2, m>n>3

e G # C, para n # 1(mod3) possui um conjunto dominante de cardinalidade menor
do que (m +2)/3. Para isto, serd aplicada a indugdo sobre m: se m =3, G = C3 ¢
v(C3) = 1 < 5/3. Na hipétese de inducdo, assume-se que para qualquer grafo G com
m— 1 arestas, ¥(G) < ((m—1)+1)/3.

e Caso I: G é um ciclo de n vértices, onde n = 0(mod 3) ou n = 2(mod 3).

= 0(mod 3), entdo y(G) =n/3.
Por outro lado, se n = 2(mod3), entdo Y(G) = (n+ 1)/3. Consequentemente,
n# 1(mod3),y(G) < (n+1)/3=(m+1)/3.

Seja G é um ciclo C, tal que n # 1(mod 3). Se n

Se G ndo atende as condigdes do primeiro caso, considere W) = {v € V | d(v) >
3}eW, =V —W.

e Caso 2: Suponha que exista uma aresta e unindo dois vértices de Wj.
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— Subcaso 2.1: G — e é conexo.

Se G—e¢ ¢é um ciclo e n = 1(mod3), entdo Y(G) < Y(G —e) =
(m—1)+2)/3 = (m+1)/3. Caso contrdrio, usando a hipétese de indu-
630, ¥(G) < V(G —e) < ((m—1)+1)/3 =m/3.

— Subcaso 2.2: G — e € desconexo, de modo que G e G, sejam as duas compo-

nentes de G — e.

x Subcaso 2.2.1: Nem G| e nem G sdo ciclos de nj e np vértices, respecti-

vamente, tal que n; = np(mod3) = 1(mod 3).

Sabe-se que Y(G) < Y(G1) 4+ Y(G2). Usando a hipétese de indugio,

m1+1+m2—|—1 (i +my)+2  (m—1)42

<
Y(G1) +Y(G2) < 3 3 3 3

x Subcaso 2.2.2: G e G, sdo ciclos de nj e ny vértices, respectivamente,

tal que n; = ny(mod3) = 1(mod3).

Considere e = (v,w). Observe que é possivel encontrar um conjunto
dominante D; para G| que inclua v e possua tamanho (n; +2)/3. Além
disso, Y(G[G2 — {w}]) = (n2 — 1)/2, sendo D, um conjunto dominante
minimo para G[G, — {w}|. Fazendo D = D; U D5, todos os vértices
de G estardo dominados, sendo que Y(G) = ((nj +m) +2—1)/3 =
(mi+m)+1)/3=((m—-1)+1)/3=m/3.

Note que uma situagdo nao foi tratada dentro subcaso 2.2: quando uma das
componentes ¢ isomorfa a C, e a outra ndo, onde n = 1(mod3). Tal condigdo serd
contemplada no decorrer da prova. Agora, se o grafo G ndo se enquadra nos casos ja
descritos, suponha que exista um P; em G dado pela sequéncia (vy,...,vs) de vértices

distintos, sendo que vy,v3 € v4 € Ws.

e Caso 3: v = vs5ou, se vi ~ V5, entdo v| e vs € W].

As duas situagdes possiveis estdo ilustradas na Figura 3.24. Construa G’ da

seguinte maneira: se necessario, adicione a aresta (vy,vs) ao grafo G — {vy,v3,v4},
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obtendo-se Y(G') < (m —2)/3 pela hipétese de indugdo e considerando D' um
conjunto dominante minimo para G’. Se ambos v; e vs pertencem ou nio a D/,
sejaD=DU{v3}.SevieD evs ¢ D', sejaD=D"U{vs}.Sevse D evi ¢ D,
seja D = D' U{v,}. Portanto, D é um conjunto dominante de G que satisfaz o limite
proposto.

Figura 3.24: (a) v{ » vs e (b) Quando vy ~ vs, v| e vs € W].

A ndo ocorréncia dos casos anteriores implica que: i) vértices distintos de W;
podem estar separados por, no maximo, 2 vértices de Wa; ii) todo vértice v € W, serd
adjacente a um vértice de w € Wy, a ndo ser que v esteja em um C4 ou C5 que possua
exatamente um vértice em Wi; e, iii) ndo existem vértices v,w € W para os quais v ~ w,
salvo a situa¢do em que e = (v,w) conecta duas componentes, G| e G,, sendo uma delas
isomorfa a um Cy, e a outra ndo isomorfa a C,, onde n # 1(mod3). Assim, se G ndo

atende as condi¢des dos casos 1, 2 e 3, considere o caso 4:

e Caso 4. Se G é um dos grafos ilustrados na Figura 3.25, entdo o resultado ¢é
assegurado por observagao.

@ @ @
O/ \O O/ \O O/ \O

\./ Ny N_/ N N
O/\O g
\./ O/\O
A Ny Nt
e O ./\. @
et 1 i N
® O\/O
®

(a) (b) () (d) (e)

Figura 3.25: Grafos do caso 4.

Uma vez que G ndo se enquadre em nenhum dos casos anteriores, considere o
proximo:

e Caso 5: Suponha que exista um vértice u; € W anexado a uma das estruturas
ilustradas na Figura 3.26, e considere U = {u; |2 <k <7}, G =G—-U emy a

quantidade de arestas que incidem sobre algum vértice de U.
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\g/
e

() (b) (©) (d) (e)

® ® @ H H
@/ \@ @/ \@ @/ \@
\E/

Figura 3.26: Estruturas do caso 5.

Aplicando-se a hipétese de indugdo ao grafo G’ e observando que G[U] pode ser

dominado por |my /3| vértices, o limite é assegurado para G:

1G) < YG)+y(G[U))
< (m_(n;U))Hﬂ%J<(m_n;U+1)+mU3+l
1G) < mTH

Por fim, se nenhuma das condi¢des dos casos de 1 a 5 forem satisfeitas, caso
exista um vértice de W, sem vizinhos em W ou dois vértices de W; adjacentes, entdo
G deve possuir uma das estruturas da Figura 3.27. Dessa ilustracio, considere G’ um

subgrafo gerador de V(G) — S, onde S é o subconjunto de vértices que formam a estrutura,

®
® © \

/
8

N\
o

excluindo o vértice x.

W oot
(a) (b) ()

Figura 3.27: Estruturas que ndo ocorrem nos casos de 1 a 5.

Primeiramente, observe G’ ndo pode ser um Cy, pois tal situagdo foi contemplada

nos casos anteriores para todas as trés estruturas. Considere entdo os seguintes conjuntos:

e Dj: consiste de todos os vértices de Wy, exceto por y na Figura 3.27(a); e,
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[ D2 = {Z}

Seja D = Dy UD;. Se v € Dy, entdo v €, no minimo, adjacente a trés vértices de
D>, de tal modo que nenhum de seus vizinhos serd adjacente a outro vértice de D;. Dessa
forma, para cada vértice e D sdo contabilizadas no minimo 3 arestas. Observe também
que o conjunto D contabilizard no minimo trés arestas que nio foram incluidas pelos
vértices de D;. Portanto, o tamanho de D é limitado superiormente por ¢/3.
Para finalizar a prova, note que y(G) = (m+2)/3 foi obtido apenas para o grafo
Cy, com n = 1(mod3).
O

Fisher, Fraughnaugh e Seager [51] forneceram um limite de dominagdo para

grafos com i vértices isolados e grau méximo igual a 3:

Teorema 3.27 (Fisher, Fraughnaugh e Seager [S1]) Seja G um grafo com i vértices
isolados tal que A(G) < 3.

1 .
Y(G) < Z(3n—m+z)

Sanchis [108] ainda estimou o nlimero de arestas de um grafo G de grau minimo

2 e niimero de dominag@o Y(G):
Teorema 3.28 (Sanchis [108]) Seja G é um grafo conexo tal que 8(G) > 2.

i) Sey(G) < 5, entdom > {3(”*—27((;)-‘,

ii) Se % <7(G) < (”;—2), entdo m > n; e,

iii) Se y(G) > "X entao m > 3y(G) — 1.

Concluindo esta subsecdo, a tabela a seguir sumariza os limites em termos da

ordem e tamanho estudados neste trabalho.

Tabela 3.4: Limites em termos da ordem e tamanho estudados
neste trabalho

Tipo de Grafo Limite Teorema Autor(es)

Grafo G arbitrdrio n—m<vyG) <n+1-— 325 Berge [11],
vV142m Vizing [118]

Grafo G conexo com Y(G) < (m+2)/3 3.26 Sanchis

5(G)>2em>n>3 [108]

Grafo G com i vérticesiso-  Y(G) < $(3n—m+1i) 3.27 Fisher,

lados com A(G) <3 Fraughnaugh

e Seager [51]
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3.6.3 Limites em Termos da Ordem e Grau

Nesta se¢do serdo abordados os limites sobre o nimero de dominacdo que,
além de envolverem a ordem, consideram também o grau maximo ou minimo do grafo.
O primeiro teorema expde um limite inferior, determinado por Walikar, Acharya e

Sampathkumar [119], e um limite superior, obtido por Berge [11].

Teorema 3.29 (Walikar, Acharya e Sampathkumar [119], Berge [11]) Para qualquer
grafo G,
n
——— | <7Y(G) <n—A(G).
A | SY6 <140
Prova. Seja D um conjunto-y de G. Para o limite inferior, considere o fato de que cada
vértice pode, no maximo, dominar a si mesmo e outros A(G) vértices. Logo, no mi-
nimo [n/(1+ A(G))] vértices sdo necessdrios no conjunto dominante para que todo
o grafo esteja dominado. J4 o limite superior considera a existéncia do vértice v que
possui o grau mdximo de G. Como v domina N|[v], os vértices de V — N|[v] devem domi-
nar eles mesmos. Isso significa que o subgrafo induzido G[V — N[v]] possui seu nimero

de dominagdo limitado por n — A(G) — 1 vértices. Consequentemente, Y(G) <n—A(G). O

Observe que Y(G) = n/(1 +A(G)) se, e somente se, G possui um conjunto
dominante D tal que N[u| N N[v] = 0 para todo u,v € D e |N(v)| = A(G) para todo v € D.
Como exemplo de grafos que atingem tais limites, considere a colecdo formada por ¢
estrelas Sy e ciclos C3;, onde 1 <t < n. Nesses casos, Y(G) =t =n/(1 +A(G)). No que
diz respeito ao limite superior, um exemplo de grafo que o atinge € a corona K, o Kj,
onde n = 2p, A =y = p. Domke, Dunbar e Markus [44] caracterizaram as arvores que

alcancam tal limite, conforme o Teorema 3.30.

Teorema 3.30 (Domke, Dunbar e Markus [44]) Seja H o grafo formado pela subdivi-
sdo de no mdximo t — 1 arestas de uma estrela S;, onde t > 0. Para qualquer drvore A,

Y(A) =n—A(A) se, e somente se, A é isomorfa a H.

Prova. Considere A uma arvore tal que Y(A) = n — A(A) e seja v um vértice de grau
maximo de A. Se A — N[v] = 0, entdo A é uma estrela S; com ¢ > 0 e, portanto, isomorfa a
H. Assuma entdo que existe no minimo um vértice em A — N[v] e considere / um conjunto
independente maximal do subgrafo induzido G[A — N[v]]. Logo, todos os vértices de
G[A — N[v]| ndo pertencentes a / possuem no minimo um vizinho em tal conjunto, fazendo
com que /U {v} seja um conjunto dominante independente para A de modo que Y(G) <
I U{v}|, conforme Berge [11]. Nesse contexto, n = Y(A) + A(A) < |I| + 1 + A(A) < n.
Observe agora que |I|+ 1 +A(A) = n se, e somente se, |I| =n—A(A) — 1, implicando em

V — N[v] como um conjunto dominante independente. De fato, essa dltima afirmagio pode
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ser justificada da seguinte maneira: suponha que exista uma aresta em G[A — N[v]]. Assim,
|V —N[v]| =1 =n—(A(A) + 1) — 1 corresponde a cardinalidade maxima de qualquer
conjunto dominante independente I’ de G[A — N[v]]. Consequentemente, 0 conjunto
dominante independente D’ = I’ U {v} terd cardinalidade n — A(A) — 1, o que é uma
contradi¢do, pois Y(A) = n— A(A) por hipétese, e o tamanho de um conjunto dominante
minimo nunca serd maior do que tamanho de um conjunto dominante independente.
Agora, considere a existéncia de um vértice w € N(v) que tenha k vizinhos wy, ..., wy
em V — N[v|, onde k > 1. Logo, wy,...w; C I e, consequentemente, pertencem a algum
conjunto dominante minimo D de A. Entretanto, D — {wy,...,w;} U {w} é um conjunto
dominante minimo de cardinalidade menor do que |D|, o que é contradi¢do. Portanto,
todos os vértices de N(v) possuem grau 0 ou 1 em V — N[v]. Além do mais, N(v) deve
possuir no minimo um vértice sem vizinhos em V — N[v], pois, em caso contrario, N(v)
seria um conjunto dominante minimo de cardinalidade A(A), implicando em Y(A) +
A(A) = 2A(A), isto é, um niimero par. Como n = |{v}|+2A(A) é impar, tem-se uma
contradi¢do. Logo, N(v) tem no minimo um vértice de grau 0 em V — N[v]. Nessas
condicdes, a arvore A € isomorfa ao grafo H.

Resta mostrar que se A é isomorfa a H, entdo Y(A) + A(A) = n. Para isso, con-
sidere a hipétese de modo que a raiz de A seja seu vértice v de grau maximo e suponha
que I =V — N|v]. Observe entdo que D = {vUI} é um conjunto dominante minimo de A
D|+|D| =vY(A) +A(A) = n, finalizando a prova.  [J

e D = N(v). Consequentemente,

Slater [114], em 1995, propds o limite inferior a seguir:

Teorema 3.31 (Slater [114]) Se G tem a sequéncia de graus (dy,ds,...,d,), com d; >
di+1, entdo Y(G) > min{k : k+ (dy +da + ... +di) > n}.

Prova. Suponha que a sequéncia (d,d,...,d,) corresponde a sequéncia de graus dos
vértices vy, Vo, ...,v, para um grafo G de ordem n, com d; > d; 1. Encontrando o menor
valor de k para o qual k+dj +dy + ... +dy > n, tem-se um limite inferior para Y(G).
Para a verificag@o, considere D' = {v; | 1 <i < k} onde k é o menor valor para o qual
k+dy +dy+ ... +d; > n. Observe entdo que qualquer outro conjunto D" a ser formado
pelos vértices do grafo de modo que |D”|+ Y, cpd(v) seja maior ou igual a n ndo terd
cardinalidade menor do que k, uma vez que a sequéncia (d,d>,...,d,) é decrescente.
Dessa forma, se D' ndo é um conjunto-y de G, qualquer outro conjunto-Y possuira cardi-
nalidade maior ou igual a k. Portanto, Y(G) > min{k : k+ (d) +da + ... +dy) > n}. O

Flach e Volkmann [52] forneceram um limite superior em termos dos graus

minimo e maximo, além da ordem do grafo.
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Teorema 3.32 (Flach e Volkmann [52]) Para qualquer grafo G,

n+1-(8(G) - 1)5g)

)
Y(G) < 7

Como consequéncia, tem-se o Coroldrio 3.33 de Payan [98] que considera grafos
para os quais 8(G) > 1. Marcu [90] ainda melhorou tal limite para grafos com Y(G) > 3,
conforme o Teorema 3.34.

Corolario 3.33 (Payan [98]) Se G ndo possui vértices isolados, entdo

n+2—8(G)

Y(G) < 5

Teorema 3.34 (Marcu [90]) Se G ndo possui vértices isolados, entdo

n+1-9(G)

Y(G) < 5

O préximo limite foi determinado por Alon e Spencer [3], Arnautov [4] e Payan
[98].

Teorema 3.35 (Alon e Spencer [3], Arnautov [4] e Payan [98]) Se G ndo possui vérti-

ces isolados, entdo
n(1+1In(8(G)+1))

e (P

Arnautov [4] e Payan [98] forneceram ainda o seguinte limite:

Teorema 3.36 (Arnautov [4] e Payan [98]) Se G ndo possui vértices isolados, entdo

~.| —

n 8(G)+1
< ——
Y()—8«3+1}§

Por fim, na préxima pigina encontra-se uma tabela que sumariza os limites em

termos da ordem e grau estudados neste trabalho.
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3.7 Aspectos Algoritmicos e de Complexidade

Uma das principais abordagens utilizadas na investigacdo de um problema
AN P-Completo em grafos consiste em restringir o estudo a alguma classe em especial,
reavaliando a complexidade algoritmica do problema. O objetivo geral é determinar
caracteristicas estruturais que permitam o desenvolvimento de algoritmos de tempo
polinomial para os grafos pertencentes ao problema e a classe em questao [84].

No que se refere a dominacdo em grafos, ja € bem difundido e aceito o fato
de que determinar o ndimero de dominagdo de um grafo arbitrario G é A P-Completo
[54]. De acordo com Haynes, Hedetniemi e Slater [66], esse resultado motivou o estudo
extensivo desse problema e suas variagdes para diversas classes de grafos, conforme serd
visto adiante. O tradicional problema de decisdo envolvendo o conceito de dominagdo em

grafos pode ser enunciado da seguinte forma:

PROBLEMA DE DOMINACAO
Instancia: Um grafo G = (V,E) e um inteiro positivo k
Questao: G possui um conjunto dominante de cardinalidade menor ou igual a k ?

De acordo com Garey e Johnson [54], o problema permanece A P-Completo
para grafos planares que possuam grau mdximo 3 ou sejam regulares de grau 4. Esse tipo
de resultado também foi estabelecido na situagdo em que G € um grafo bipartido [42], de
caminho ndo-dirigido [17], um circulo [79], de comparabilidade [42], cordal [17], livre
de K 3 [67] ou split [12, 26, 39]*.

Por outro lado, vale ressaltar que, antes da obtengdo de resultados referentes a
AN P-completude desse problema, Cockayne, Goodman e Hedetniemi [36] apresentaram
um algoritmo linear que determina o nimero de dominagdo de uma arvore A. Para
a descri¢ao desse algoritmo, considere uma drvore A = (V,E) de tal modo que V =
CULUR, onde C, L e R representam os vértices rotulados como cercados, livres e
requisitados, respectivamente. Além disso, o algoritmo também utiliza um importante

fato:

Proposicao 3.37 Para qualquer drvore A = (V,E), o conjunto de vértices V possui
uma sequéncia (vy,...,v,) denominada ordenagdo de drvore tal que v; é uma folha de
Gi = G[{vi,vit1,-.,vn}t paral <i<n-—1.

Conforme mencionado por Chang [25], encontrar uma ordenagdo de arvore

para A pode ser feito em tempo linear. Portanto, dada uma sequéncia de vértices que

4Conforme mencionado no Capitulo 2, a definicdo de tais classes de grafos podem ser encontrada no
livro de Brandstédt, Le e Spinrad [18].
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representa uma ordenagdo de drvore, a idéia basica consiste em iterativamente analisar
uma folha v; adjacente a algum vértice u € {vit1,...,v,}. Para dominar v;, qualquer
conjunto dominante minimo de A deve conter u ou v;. Entretanto, desde que N|v;] C N|u],
€ mais interessante incluir ¥ em D. Dessa forma, u serd rotulado como “requisitado” e
a folha v; serd removida da arvore. Em alguma iteragdo do algoritmo, ocorrera a andlise
de uma folha v; “requisitada” adjacente a algum vértice w € {v;41,...,v,} ndo rotulado
como “requisitado”. Nesse caso, v; devera ser incluida em D e, como w estard dominado,
rotula-se w como “livre” e remove-se v; de A. Por conveniéncia, todos os vértices estio,

inicialmente, rotulados como “cercado”.

Algoritmo 3.1: DominacdoDeArvore(A) [36]

Entrada: Uma édrvore A representada pela ordenagdo de drvore (vi,...,v,),
onde todos os vértices estao rotulados “cercados”.

Saida: Um conjunto dominante minimo D de A.

1 D0

2 parai« 1 até n— 1 faca

3 Seja v o unico vizinho de v;;

4 se rotulo(v;) = “cercado” entao

5 rotule v; como “requisitado”;

6 senao

7 se rotulo(v;) = “requisitado” entao
8 D — DU{v;};

9 se rotulo(v;) = “cercado” entdo rotule v; como “livre”;
10 fim

11 fim

12 remova v; de A;

13 fim

14 se rotulo(vy,) # “livre” entdo D — DU{v,};

15 retorna D

As Figuras 3.28 e 3.29 exemplificam a aplicacdo do Algoritmo 3.1 para a
arvore ilustrada na Figura 3.28(a). Observe que os indices dos vértices correspondem
a uma ordenacgdo de arvore. Além disso, o rétulo de cada vértice estd representado entre
parénteses. Inicialmente, o algoritmo define o conjunto D como vazio (linha 1). Entre
as linhas 2 e 11 estd definido o processo que analisa iterativamente n — 1 vértices da
arvore. Para a drvore em questdo, o primeiro passo do laco consiste na avaliacdo do

vértice vy (destacado por uma cor levemente avermelhada) juntamente com seu vizinho
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vy (destacado por uma cor levemente esverdeada) (Figura 3.28(b)). Diante da condicao
descrita na linha 4, o vértice v, serd rotulado como “requisitado” (linha 6) e o vértice
vy serd removido de A (linha 12). Isso implica na situacido exposta na Figura 3.28(c),
onde também € destacada a segunda iteracdo do laco de repeticdo, em que ocorre a
andlise do vértice v» ~ vg. Como v, e vg estdo rotulados como “requisitado” e “cercado”,
respectivamente, as linhas 8 e 9 do algoritmo serdo executadas. Assim, o vértice v»
serd inserido no conjunto D (linha 8), v¢ serd rotulado como “livre” (linha 9) e v, serd
removido de A (linha 12), dando inicio ao terceiro passo onde € analisado o vértice v3 ~ vg
(Figura 3.28(d)). As Figuras 3.29(a) e 3.29(b) ilustram os passos 4 e 5, respectivamente.
J4 a Figura 3.29(c) demonstra a ultima iteracdo do lagco, no momento em que o vértice
v17 ~ v1g € analisado. Por fim, o dltimo grafo representa a execucao da linha 14 para v;g,

concluindo a execugdo do algoritmo.

(©) (d)

Figura 3.28: Exemplo de aplicagdo do Algoritmo 3.1. (a) Arvore
A utilizada como entrada; (b) Passo inicial do laco
de iteracdo: andlise de vi ~ vy; (¢c) Segundo passo:
andlise de vy ~ ve,; e, (d) Apds a remocdo do vértice
vy e insercdo de vy no conjunto D, o vértice vz ~ vg €

analisado.
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(©) (d)

Figura 3.29: Exemplo de aplicacdo do Algoritmo 3.1 (continua-
¢do). (a) Quinto passo; (b) Sexto passo; (¢) Décimo
sétimo e ultimo passo do processo iterativo: andlise
de vi7; e, (d) Insercdo de vig em D, apds a execugdo
da linha 14.

Uma andlise superficial do Algoritmo 3.1 aponta que € necessario avaliar apenas
uma vez cada um dos n vértices da arvore. Conforme serd demonstrado adiante, esse
mesmo algoritmo também resolve um problema mais geral, envolvendo o conceito de
niimero de dominacdo opcional.

Um conjunto dominante opcional de uma arvore A é qualquer conjunto de
vértices D que contém todos os vértices rotulados como “requisitados”, ou seja, R C V.
Um vértice “cercado” ou é um elemento de D ou serd adjacente a um vértice de D.
Vértices “livres” ndo necessitam serem dominados ou incluidos em D, mas podem
ser utilizados para dominar vértices “cercados”. Dessa forma, o nimero de dominagao
opcional Y, ,.(A) corresponde a cardinalidade minima de um conjunto dominante opcional
minimo de A. Observe que se C=V e L =R =0, Y,p.(A) =Y(A) [36].

A construgdo e corretude do algoritmo foi baseada no seguinte teorema:

Teorema 3.38 (Cockayne, Goodman e Hedetniemi [36]) Suponha que A = (V,E) seja

uma drvore que possua vértices “cercados”, “livres” e “requisitados”. Considere v uma
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Jfolha de A adjacente ao vértice u. As seguintes afirmagoes estdo asseguradas:

i)
ii)

iii)

iv)

Sev e L, entdo Yopc(A) = Yopc(A—v);

SeveCeA éadrvore A apds a remogdo de v e rotulagéo de u como “requisitado”,

entio Yopc(A) = Yope(A');
SeveEReucR, entdo Yopc(A) =1+Yopc(A—V); e,

SeveR ué¢ReA éadrvore A apds a remocdo de v e rotulagdo de u como “livre”,
entao Yope(A) = 1 4+Yope(A').

Prova.

)

1i1)

Uma vez que v esteja rotulado como “livre”, qualquer conjunto dominante opcional
minimo de A — v também domina A. Assim Y,pc(A) < Yopc(A —v). Suponha que
D seja um conjunto dominante opcional minimo de A. Se v ¢ D, entdo D também
domina A — v. Caso contrdrio, se v € D, (D\{v}) U {u} serd um conjunto dominante
opcional minimo de A cuja cardinalide € igual a |D| e que também domina A — v.
Assim, Yope(A —v) < [D| = Yope(A);

Se u estd rotulado como “requisitado” em A’, um conjunto dominante opcional
minimo D de A’ sempre conterd u que, consequentemente, sempre dominard v.
Assim, D também dominard A e Y,pc(A) < Yope(A”). Por outro lado, considere D
um conjunto dominante opcional minimo de A. Desde que v esteja rotulado como
“cercado” em A, ou u ou v estard em D. Suponha D’ = (D\{v}) U{u} e observe que
se trata de um conjunto dominante opcional minimo de A’, onde u estd rotulado como
“requisitado”. Logo, Yopc(A") < |D| < |D| ="Yopc(A);

Se D' é um conjunto dominante opcional minimo de A’, entdo D' U{v} é um conjunto
dominante opcional minimo de A. Assim, Y,pc(A) < 1 +7Y,pc(A’). Suponha entdo que
algum conjunto dominante opcional minimo de A contenha u e v. Assim, D\{v} é

um conjunto dominante opcional minimo de A. Portanto, Y, A" < Yope(A) — 15 e,

Se D' é um conjunto dominante opcional minimo de A’, entdo D' U{v} é um conjunto
dominante opcional minimo de A. Assim, Y,pc(A) < 1+ Yopc(A’). Por outro lado,
algum conjunto dominante opcional minimo D de A conterd v. Desde que u esteja
rotulado como “livre” em A’, D\{v} é um conjunto dominante opcional minimo em
A’. Portanto, Yope(A") < Yope(A) — 1.
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Algoritmos de tempo polinomial também foram obtidos para outras classes de
grafos. Como exemplo, podem ser citadas as classes de grafos fortemente cordais [47], de
permutacdo [48, 104, 117], de co-comparabilidade [83], de intervalo [27, 47], hereditdrio
a distancia [94], sem tripla asteroidal [82], entre outras’. Ressalta-se ainda que alguns
dos algoritmos descritos na literatura utilizam métodos como programacdo dinamica
e programacdo linear. Chang [25], Kratsch [84] e Haynes, Hedetniemi e Slater [66]
sumarizam alguns dos principais resultados algoritmicos e de Al P-completude referentes

a dominagdo em grafos e suas variacoes.

>Conforme mencionado no Capitulo 2, a defini¢iio de tais classes de grafos podem ser encontrada no
livro de Brandstddt, Le e Spinrad [18].



CAPITULO 4

Conjuntos Dominantes Eficientes em Grafos

4.1 Apresentacao

Neste capitulo, sdo apresentados alguns dos principais aspectos relacionados
a dominacdo eficiente em grafos. O texto estd organizado da maneira como se segue.
A secdo 4.2 visa contextualizar historicamente esse tema, resgatando suas origens e
destacando problemas relacionados. J4 na secdo 4.3 sdo exemplificados trés tipos de
dominagio eficiente: a ponderada, de arestas e a (j,k)-dominagdo eficiente. Aplicacoes
e propriedades de conjuntos dominantes eficientes sdo apresentadas nas sec¢des 4.4 e 4.5,
respectivamente. Por sua vez, a secio 4.6 aborda os limites para o nimero de dominacio
eficiente, enquanto que a se¢do 4.7 discorre sobre algumas caracterizagdes de classes de
grafos eficientemente domindveis. Por fim, aspectos algoritmicos e de complexidade sao

apresentados na secao 4.8.

4.2 Contextualizacao Historica

A Teoria da Informacdo € uma drea de pesquisa matematica cujo objetivo é
estudar o armazenamento € manipulagdo da informacdo [75]. Suas idéias iniciais sdo
datadas por volta de 1920 e estdo relacionadas a expansao da rede telefonica da AT&T
nos Estados Unidos [45]. Nesse contexto, Nyquist [95] e Hartley [64] conceberam as
primeiras formulas para o cilculo da quantidade de informacgdo transmitida através de
uma linha telefonica em 1924 e 1928, respectivamente. Tais estudos foram essenciais
para que, no ano de 1948, Claude Shannon fundamentasse a Teoria da Informagdo em seu
trabalho “A mathematical theory of communication” [109].

A motivacdo principal de Shannon foi o problema fundamental das comunica-
coes: “reproduzir em um ponto, de forma exata ou aproximada, uma mensagem enviada
de outro ponto”. Esse problema leva em consideracdo uma fonte, um transmissor, um
canal de comunicagdo, um receptor € um destinatdrio de uma informag¢do, conforme ilus-

trado na Figura 4.1:
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Mensagem 2 Sinal Sinal Mensagem : }

Figura 4.1: Diagrama de um processo de comunicagdo.

De acordo com Shannon [109], a fonte € o elemento do processo de comunicacao
que produz a informacao. Ja o transmissor é responsavel por converter a informacdo em
um sinal adequado a transmissdo pelo canal. O canal, por sua vez, é o meio utilizado no
envio do sinal para o receptor, enquanto o objetivo deste € reconstruir a mensagem a partir
do sinal enviado pelo transmissor. Por dltimo, o destinatério representa o destino final da
mensagem enviada pela fonte. Em um sistema de telefonia, por exemplo, o transmissor
transforma a informagao sonora produzida pela fonte em sinais elétricos que podem ser
transmitidos por fios condutores até o receptor que transforma o sinal em informagdo para
o destinatdrio.

Qualquer canal real estd sujeito a interferéncias de origens diversas que podem
distorcer o sinal enviado pelo transmissor de modo que a mensagem recebida pelo
destinatdrio nao seja idéntica aquela enviada pela fonte [109]. Para resolver essa situacao,
foram desenvolvidos os codigos corretores de erros [69, 73]. Essencialmente, um c6digo
corretor de erros € uma maneira organizada de acrescentar dados adicionais a mensagem,
de modo que, ao se recuperar a informacdo, seja possivel detectar e corrigir os erros
obtidos durante o processo de transmissdo. Um exemplo de codigo corretor de erros € o
cddigo perfeito.

No ano de 1973, o conceito de cddigos perfeitos foi generalizado por Norman
Biggs [13] como cddigos-d perfeitos em grafos. De acordo com esse autor, um c6digo
perfeito, bindrio e de comprimento k utilizado na correcdo de erros simples € um
codigo perfeito no hipercubo Qy. Posteriormente, ao pesquisarem arvores com conjuntos
dominantes disjuntos de diversos tipos, Bange, Barkauskas e Slater [6] apresentaram,
em 1978, a dominagdo eficiente em grafos, mais tarde discutida pelos mesmos autores
em [7]. Ja em 1990, pesquisas sobre a alocag@o de recursos em computadores paralelos
motivaram Livingston e Stout [87] a estudarem os conjuntos d-dominantes perfeitos que
sdo os mesmos codigos-d perfeitos de Biggs. Além disso, observaram que a definicdo de
conjuntos dominantes eficientes € equivalente ao conjunto 1-dominante perfeito.

Finalmente, cabe ressaltar que alguns autores empregam o termo conjunto domi-
nante perfeito ao invés de conjunto dominante eficiente. Entretanto, a definicao original de
dominacdo perfeita ndo se equivale a dominagdo eficiente. Dessa forma, o levantamento
bibliografico relacionado a dominacdo eficiente inclui alguns trabalhos que utilizam o

termo dominagdo perfeita.
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4.3 Tipos de Dominacao Eficiente

4.3.1 Dominacao Eficiente Ponderada

Além das premissas para a dominacdo eficiente, considere que cada vértice
v € V(G) esta associado a um nimero real dado por w(v), sendo essa fungdo denominada
peso de v. O problema da dominagdo eficiente ponderada consiste em encontrar um
conjunto dominante eficiente D de G de modo que o peso w(D) de D seja minimo, onde
w(D) = Yiepw(v).

No grafo C9 da Figura 4.2, o peso associado a cada vértice estd ilustrado entre
parénteses. Observe que existem trés conjuntos dominantes eficientes, Dy = {vy,v4,v7},
Dy = {va,vs,vg} e D3 = {v3,ve,v9} de pesos w(D;) = 11, w(Dy) =5 e w(D3) = 13,

respectivamente. Logo, D; é o conjunto dominante eficiente de peso minimo de Co.

(8)

rw/j\m

¥y

2) (1)

=X s

2} ()

Figura 4.2: Ciclo Cy e seu conjunto dominante eficiente cuja soma
dos pesos é minima.

Quando w(v) = 1 para todo v € V, tem-se o problema de dominagdo eficiente
tradicional. A dominagdo eficiente ponderada foi estudada por Lu e Tang [89], que
também sumarizaram alguns dos resultados relacionados e obtidos até entdo. Conforme
mencionado por tais autores, esse problema é A P-Completo para uma grande variedade

de grafos.

4.3.2 Dominacao Eficiente de Arestas

Um conjunto dominante de arestas de um grafo G é um conjunto E' C E(G)
para o qual toda aresta em E(G)\E’ é adjacente a pelo menos uma aresta de E’. O tamanho
do menor conjunto dominante de arestas ¢ denominado numero de dominacdo de arestas
e denotado por ¥ (G). Yannakakis e Gavril [126] foram os precursores no estudo dessa
variagdo e mostraram que a determinagdo de ¥ (G) para um grafo arbitrdrio G é um
problema A P-Completo.

A dominacao eficiente de arestas incorpora a noc¢ao de eficiéncia ao conceito de
dominagdo de arestas. Nesse contexto, E’ é um conjunto dominante eficiente de arestas

se toda aresta de E for dominada exatamente por uma aresta de E’. A cardinalidade do
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menor conjunto dominante eficiente de arestas de um grafo G é denominada nuimero de
dominacgdo eficiente de arestas de G e denotada por v,(G). No grafo da Figura 4.3(a),
E’' = {e3} é um conjunto dominante eficiente de arestas. Outros grafos sdo eficientemente
domindveis por arestas, tais como P, para todo n > 1, C, para n = 0( mod 3), Kn.n para
m=1oun=1,e K, para n < 3. Por outro lado, alguns grafos ndo possuem conjuntos

dominantes eficientes de arestas, conforme exemplificado na arvore da Figura 4.3(b).

(a) b)

Figura 4.3: (a) Grafo para o qual ,(G) = 1 e (b) Arvore que néo

possui um conjunto dominante eficiente de arestas.

Determinar se G possui ou ndo um conjunto dominante eficiente de arestas € um
problema A/P-Completo, conforme demonstrado por Grinstead er al. [60]. Condigoes
necessdrias e suficientes para a existéncia de um conjunto dominante eficiente de arestas
em grafos regulares foram fornecidas por Georges et al. [55]. Como trabalhos mais

recentes sobre o tema, podem ser indicados [21] e [88].

4.3.3 (j,k)-Dominacao Eficiente

Introduzida recentemente por Rubacalba e Slater [105], a (j,k)-dominagdo
relaciona o conceito da multipla dominacio as funcoes dominantes. Nesse contexto,
designa-se como funcdo de (j,k)-dominagdo a funcio f:V(G) — {1,..., j} responsavel
em atribuir pesos aos vértices de um grafo, de modo que um vértice v estard dominado
quando f(N[v]) = ¥,enp f(v) > k. Ressalta-se também que 1 < j < k. Se para todo
v e V(G), f(N[v]) >k, entdo G é (j,k)-domindvel.

Na (j,k)-dominac¢do, o menor valor para o somatério dos pesos de todos os
vértices é representado pelo niimero de ( j, k)-dominagdo e denotado por y; x(G). Observe
que se j =1, a (1,k)-dominacao corresponde a miltipla dominagdo, apresentada na Se¢ao
3.3.3 do Capitulo 3, fazendo com que Y; x(G) = Yxx(G). A dominagdo tradicional ocorre
quando j =k =1.

Na Figura 4.4 estd ilustrado um grafo G para o qual o nimero de (j,k)-
dominacdo € analisado em trés situagdes distintas, considerando 1 < j < 3 e k fixado

em 3. Os pesos dos vértices estdo representados entre parénteses. Na Figura 4.4(a), por
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exemplo, v; 3(G) =5, sendo que a solugdo correspondente atribui pesos f(vy) = f(v3) =

f(va) = f(vs) = f(v7) =1e f(v2) = f(ve) = 0.

m; m;
i) \ru / m \FZJ / W \er / )

\/\/”\/\/”\/\/

!’ﬂ)

!’ﬂ)

(a) (b) ()

Figura 4.4: (a) 713(G) =5; (b) 123(G) = 4; e (c) 133(G) = 3.

Rubacalba e Slater [105] ainda incorporaram a nocdo de eficiéncia a
(j,k)-dominacdo, definindo entdo a (j,k)-Dominacdo Eficiente. Nesse caso, Fj; =
max{I(f)|f(N[w]) <k paratodow € V(G), onde f:V(G) — {0,...,j}} corresponde ao
niimero de (j,k)-dominagdo eficiente, onde I(f) =Y cv(g)(1 +d(v))f(v). Diz-se que
G ¢ eficientemente (j,k)-domindvel se, e somente se, F; y(G) = k|V(G)| = kn. Similar-
mente, R; x(G) = min{I(f) : f é uma funcdo de (j,k)-dominagdo }. No grafo da Figura
4.4(c), observe que F3 3(G) = 21 = R3 3(G) e, dessa forma, a fungéo de (3, 3)-dominacao
para G ¢ eficiente. No grafo G da Figura 4.5, F; »(G) = 18.

Figura 4.5: Grafo eficientemente (1,2)-domindvel.

4.4 Aplicacoes de Conjuntos Dominantes Eficientes

4.4.1 Distribuicdo de Recursos em Computadores Paralelos

Por razdes diversas, os grafos hipercubos se tornaram importantes como modelos
arquiteturiais para computadores paralelos, tais como o INTEL IPSC e o NCUBE [66],
sendo que vdrios problemas de processamentos de sinais, visdo computacional, reconhe-
cimentos de padrdes e processamento de imagens podem ser resolvidos eficientemente

através de algoritmos paralelos em hipercubos [102].
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Dentre algumas vantagens na utilizagdo de arquiteturas hipercubicas, podem ser
elencadas: i) dois processadores vizinhos tém seus enderecos diferenciados por apenas
um bit: dessa forma, pode-se afirmar que o processador (0, 1,1) é vizinho de (0, 1,0); if)
a posigdo bindria de dois processadores permite saber a distancia que os separam: nesse
caso, o numero de bits diferentes entre os dois processadores corresponde a quantidade
de nodos entre eles, sendo essa distancia denominada distancia de Hamming. Assim,
(0,0,0) e (1,1,1) estdo a uma distancia 3; e, iii) a obtencdo do caminho mais curto entre
dois processadores: a partir do endereco de origem, modifica-se um bit por vez, até que
se iguale ao endereco de destino. Logo, a sequéncia ((0,0,0),(0,0,1),(0,1,1),(1,1,1))
corresponde ao caminho mais curto entre (0,0,0) e (1,1,1).

Um problema cldssico em computacdo paralela envolvendo a dominacdo efici-
ente consiste na alocacdo, localizacao e distribuicdo de uma quantidade limitada de recur-
sos entre os processadores [87]. Nesse contexto, os recursos podem ser entendidos como
dispositivos de entrada e saida, regides de memoria, componentes de software, entre ou-
tros. O objetivo do problema € distribui-los entre os processadores de modo que, quando
um recurso ndo estd localizado em um certo nodo, esteja a uma distancia d na rede. De
acordo com Livingston e Stout [87], em muitas situagdes € desejavel que d = 1. Nesse
caso, determinar um conjunto dominante eficiente em um grafo que modela a arquitura

da rede € uma solugdo 6tima para a disposi¢ao dos recursos.

4.4.2 Deteccao e Correcao de Mensagens Binarias com Erros Sim-

ples

A dominagdo eficiente em grafos também desempenha um papel importante na
area de codificacdo [13, 66]. Na transmissdo de mensagens bindrias com palavras de
comprimento k, cada vértice de um hipercubo Q; pode representar uma possivel palavra
que compde a mensagem. Dessa forma, se uma mensagem bindria € composta por todas
as 2% palavras possiveis, o hipercubo inteiro representard uma mensagem. Nesse contexto,
observe que qualquer erro de transmissdo que altere um bit de uma palavra enviada gerara
uma outra palavra vélida. Essa fato implica na impossibilidade de detec¢do de erros.

Por outro lado, se uma mensagem for construida de modo que suas palavras este-
jam a uma distancia no minimo 2, a detec¢do de condi¢des de erros podera ser realizada,
uma vez que a mudancga de um bit gerard uma palavra que estard a uma distancia no mi-
nimo 1 de qualquer outra que componha a mensagem. Entretanto, apesar de ser possivel
detectar a ocorréncia de um erro, nessa situacdo ndo é possivel corrigi-lo. Por exemplo,
se k = 3 e uma mensagem € composta pelo conjunto {(0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,1)},
uma palavra recebida como (0,1, 1) pode ser o resultado de um erro tanto da primeira

coordenada de (1,1, 1) quanto da segunda coordenada de (0,0, 1), ou ainda da terceira co-
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ordenada de (0, 1,0), tornando impossivel determinar a palavra que foi transmitida [111].
Vale ressaltar também que, nesse caso, € impossivel detectar dois erros em uma mesma
palavra. Conforme mencionado por Silva Filho [111], para que seja possivel detectar e er-
ros em uma mensagem, € necessario que os vértices correspondentes as palavras estejam
a uma distancia minima 2e + 1 no hipercubo.

Considere entdo uma mensagem onde as palavras estejam a uma distancia 3. No
hipercubo Q3 da Figura 4.6, por exemplo, suponha que tal mensagem esteja representada
por um conjunto D = {(0,0,0),(1,1,1)}. A ocorréncia de um tnico erro em qualquer
posicdo nessa mensagem gerard uma nova palavra que estard a uma distancia 1 da palavra
original e a uma distancia no minimo 2 de qualquer outra palavra em D. Assumindo a
ocorréncia apenas um erro e usando o principio da maxima semelhanca, pode-se afirmar
que apenas uma das palavras de D deve estar mais proxima da palavra transmitida
erroneamente. Assim, se foi transmitido (0,0,0) e recebido (0,0,1), a palavra recebida
¢ decodificada corretamenta, uma vez que estd a uma distincia 2 de (1,1,1) e 1 de
(0,0,0). Observe entdo que D é um conjunto dominante eficiente no hipercubo Q3. De
uma maneira geral, a detec¢@o e correcdo de um erro pode ser realizada se a mensagem

bindria de comprimento k corresponder a um conjunto dominante eficiente no hipercubo

QO [13].

Figura 4.6: Hipercubo Q3.

4.5 Propriedades de Conjuntos Dominantes Eficientes

Esta secdo se inicia com a apresentacdo de defini¢des que sdo equivalentes ao

conceito de dominagdo eficiente em grafos.

Teorema 4.1 (Haynes, Hedetniemi e Slater[66]) Se D = {vy,...,v;} é um conjunto do-

minante eficiente de G, entdo as seguintes definicoes sdo equivalentes:
i) D é um codigo perfeito de G;
ii) {N[vi],...,N[vk]} € uma parti¢do de G; e,

iii) D é um pacote de G.



4.6 Limites Sobre o Numero de Dominacdo Eficiente 90

2

Na situagdo em que G ndo € eficientemente domindvel, alguns parametros
podem ser utilizados na tentativa de se encontrar uma boa aproximag¢ao para a nogao de
eficiéncia. Uma abordagem consiste em manter a restricdo de que todo vértice pode ser
dominado no maximo uma vez, buscando maximizar a quantidade de vértices dominados
eficientemente. Ou seja, corresponde a determinagdo de F(G). Por outro lado, pode
ser desejdvel minimizar a quantidade de vértices dominados mais do que uma vez,
sendo entdo utilizada a redundéncia de cardinalidade RC(G). Exemplos que ilustram tais
parametros foram apresentados no Capitulo 2.

Para um grafo G, o relacionamento entre os pardmetros F(G), R(G) e RC(G)

estd descrito no teorema a seguir:

Teorema 4.2 (Grinstead e Slater [58], Johnson e Slater [76]) Para qualquer grafo G,
i) F(G) <n<R(G)
ii) F(G) = n se, e somente se R(G) = n e se, e somente se, RC(G) = 0.

Por exemplo, F(P,) = n. Logo, R(P,) =ne RC(P,) =0. Parak € Z, F(C3;) =
R(C3x) = 3k. Observe também que R(Cs41) = R(Cspy2) = 3k+ 3, RC(C3pq1) =2 €
RC(Cspy0) = 1.

Todo conjunto dominante eficiente € minimal. De modo geral, se um grafo G é
eficientemente domindvel, pode-se afirmar que a cardinalidade de um conjunto dominante

eficiente D serd igual ao niimero de dominacéo Y(G):

Teorema 4.3 (Bange, Barkauskas e Slater [6, 7]) Se G possui um conjunto dominante
eficiente, entdo a cardinalidade de qualquer conjunto dominante serd igual ao niimero de
dominagdo Y(G). Em particular, todo conjunto dominante eficiente de G possui a mesma

cardinalidade.

Prova. Sem perda de generalidade, considere {v,...,vx} como um conjunto dominante
eficiente de G. Se D é qualquer conjunto dominante minimo de G, entdo k > |D|. Por
outro lado, se 1 <i < j <k, entdo N[v;) N N[v;] = 0 por definigdo e, sendo D um conjunto
dominante minimo de G, DNN|v;] # 0, uma vez que v; estd dominado por D. Isso implica

em |D| > k. Consequentemente, k = |D|, finalizando a prova. O

4.6 Limites Sobre o Numero de Dominacao Eficiente

Se G é um grafo de ordem n, o nimero de dominagido F(G) estd limitado
superiormente por n, sendo esse limite alcangado por grafos eficiente domindveis, tais
como a estrela S, e caminho P,. Considerando o grau maximo A(G) de um grafo G,

Goddard et al. [56] estabeleceram o seguinte teorema:
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Teorema 4.4 (Goddard et al. [56]) Para qualquer grafo G,

i) F(G) =

AG
ii) F(G) = "o,

)+ 1, e,

Prova.
i) Se v é o vértice que possui grau maximo de G, entdo F(G) > |[N[v]| = 1 + A(G)

ii) Considere D um pacote de G tal que /(D) = F(G) e R = N[D]. Consequentemente,
D é um pacote maximal e N[R] = V(G). Logo, todo vértice em N[R] — N[D] terd
vizinhos em N[D] — D, e todo vértice em N[D] — D tem exatamente um vizinho em D.
Dessa forma, |[N[R]| < |[N[D]|+ (|N[D]| —|D|)(A(G) — 1). Desde que F(G) = |N[D]],
n < A(G)F(G) — |D|(A(G) — 1). Além do mais, F(G) = |N[D]| < |D|(A(G) + 1).
Assim, n < A(G)F(G) — F(G)(A(G) — 1)/(A(G) + 1), o que implica no limite

proposto.

g

Dado um inteiro p, o limite (i) do Teorema 4.4 ¢ atingido por G ~ K, X K,,, onde
V(G)|=p* A(G)=2p—2e F(G) =2p—1=A(G)+1.J4 0 limite (ii) é alcangado, por
exemplo, pelo grafo Cs. Um resultado derivado de tais limites estd expresso no Teorema
4.5.

Teorema 4.5 (Goddard et al. [S6]) Se G é um grafo de ordem n,
i) F(G)=n, sen<3;e,
ii) F(G) > 1++vn—1,sen>4.

Levando-se em consideracdo as arvores, o Teorema 4.6 apresenta um limite
inferior para esse tipo de grafo. Porém, na situagdo em que a arvore é um caterpillar,

o limite obtido para o nimero de dominagao eficiente € melhor, conforme o Teorema 4.7.

Teorema 4.6 (Goddard et al. [S6]) Para uma drvore A de ordemn, F(A) > /8(n+2) —
4.

Prova. Esta prova é vélida para florestas de ordem n. Utilizando inducdo sobre esse
parametro, se n = 0, o resultado prevalecerd. Para o decorrer da demonstracao, considere
os pentltimos vértices de A como sendo os penidltimos vértices dos caminhos mais longos

da arvore.
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Seja w um pendltimo vértice de A e A’ = A — N[w]|. Pela hipétese de indugdo,
F(A") > /8(n—d(w)+ 1) —4. Considere entdo P um pacote de A’ tal que I(P) = F(A’),
e x ~w uma folha em A. Uma vez que P ndo contém vértices de N[w|, PU{x} é um
pacote de A. Consequentemente, F(A) > I(P)+2=F(A")+2> \/8(n—d(w)+1)—2.
Agora, observe que se \/8(n—d(w)+1) > /8(n+2) — 2 a prova estar con-
cluida. Diante disso, assuma que d(v) > \/m —3/2 paratodo v € A, de modo que v

seja um pentltimo vértice. Além disso, suponha que existam os vértices w e w’ pentltimos

e separados por uma distncia maior ou igual a trés. Observe entdo que Q = {w,w'} é um
pacote de A. Logo, F(A) > I(Q) > 2(1/2(n+2) —3/2), o que finalizaria a prova. Logo,
supondo que quaisquer 2 penultimos vértices de A estdo a uma distancia no méximo 2, A
terd seu didmetro menor ou igual a 4. Dessa forma, se v € um vértice central de A, entdo v
serd adjacente a j penultimos e k folhas, conforme ilustrado na Figura 4.7.

¥)
/ \\
coe @ @ .o
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diwg)-1 I diwy)-1 1 diwy-1

Figura 4.7: Arvore A de didmetro 4.

Assuma que d(w;) < d(w;j+1) para 1 < i < j— 1. Portanto 2 < d(w;) <
d(W2) < .. < d(wj). Para D| = {V} e D, = {ijwl,lawz,la-unj—l,l}’ F(T) >
max{I(D1),I(D>2)} = max{j+ k + 1,d(w;) +2j —2}. Observe também que n <
k+ jd(j)+ 1. Agora, resta determinar a situacdo na qual o maximo entre os dois limites
¢ minimizado. Isso ocorre quando j+k+1=d(wj)+2j—2,onde j =+/(n+2)/2—1,

dw)=+/2(n+2)—1ek=+/9(n+2)/2 —4. Nesse caso, o valor atingido para ambos
os limites é 1/8(n+2) —4. O

Teorema 4.7 (Goddard et al. [S6]) Para um caterpillar C de ordem n > 2 com k vértice
em seu corpo, F(C) > (n+2k+2)/3.

Prova. Seja o corpo de C formado pelos vértices vy, ..., v, € considere vy € viy1 folhas
adjacentes aos vértices vi € Vi1, respectivamente. Se Py, P e P> sdo pacotes de C
definidos por P; = {v; : j = 1(mod 3) para0 < j < k+ 1}, para 0 <i <2, observe que
toda folha de C estd dominada em um dos trés pacotes, com vy € viy| sendo domina-
dos em dois. Ja os vértices pertencentes ao corpo do caterpillar estio dominados em
todos os trés pacotes. Consequentemente, I(Py) + I(P;) + I(P>) > n+ 2k + 2. Assim,
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F(C) > max{I(Ry),1(P1),1(P2)} > (n+2k+2)/3. O

O limite do Teorema 4.6 € atingido pela drvore T}, obtida através da estrela K ;
de vértice central v, anexando 3j — 1 vértices a v e 2j vértices a cada folha de K| ;, onde
j > 2. Consequentemente, n =2j>+4je F(T;) =4j=/8(n+2) — 4.

Por outro lado, seja C € um caterpillar com corpo vy,...,v3,. Se cada vértice v;
¢ adjacente a j folhas, para 2 < j <3h—1, e v| e v3; adjacentes a j — 1 folhas, entdo
n=3hj+3h—2,k=3h,e F(C)=h(j+3) = (n+2k+2)/3.

4.7 Algumas Caracterizacoes

No ano de 1993, Clark [33] demonstrou por meio de métodos probabilisticos que
quase todos os grafos ndo sdo eficientemente domindveis. Entretanto, a determinacdo de
condicdes necessdrias e suficientes para a existéncia de conjuntos dominantes eficientes
em um grafo € um problema que continua a ser discutido na literatura e, no decorrer desta
se¢do, serdo apresentados alguns dos resultados que abordam esse topico.

Uma caracterizagdo construtiva de arvores eficientemente domindveis foi des-
crita por Bange, Barkauskas e Slater [7], através de processos denominados “fusdo” e
“divisdo”. Nesse contexto, a fusdo de duas drvores A| e A,, com suas respectivas raizes r

e rp, consiste na formacao de uma nova arvore A da seguinte forma:

V(A) = {V(A)—n}U{V(A2) —n}tu{r=r=nr}
E(A) = E(A1)UE(A2)

De maneira similar, a divisdo de uma arvore A consiste, inicialmente, na escolha
de um vértice r de grau d(r) > 2. Se N(r) = {v1,...,v4( }, 0 Vértice r pode ser “dividido”
em vértices r; e rp, de modo que N(r1) UN(r2) = N(r), N(ri) NN(r2) =0, N(r1) # 0
e N(r) # 0. Logo, r e ry enraizam duas drvores A; e A que podem formar A em uma

operacdo de fusdo. Observe que se d(r) = 2, entdo a divisdo de A serd tnica.

Teorema 4.8 (Bange, Barkauskas e Slater [7]) Uma drvore A de didmetro maior ou
igual a trés possui um conjunto dominante eficiente se, e somente se, A puder ser dividida

em duas drvores Ay e Ay de modo que uma das seguintes afirmacoes seja verdadeira:

i) Ay tem um conjunto dominante eficiente que ndo contém ry e A, é da forma ilustrada

na Figura 4.8, para k > 1;

ii) Ay tem um conjunto dominante eficiente que pode ou ndo conter ry e Ay é da forma

ilustrada da Figura 4.9, para k > 1; e,
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Figura 4.9: Arvore Ay para a afirmacao (ii).

iii) Ay tem um conjunto dominante eficiente que ndo contém ry e A, é da forma ilustrada

na Figura 4.10, para j > 2 e k > 1.
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Figura 4.10: Arvore A, para a afirmagdo (iii).

Prova.

i) D=D;U{u,y11,...,yx1} ¢ um conjunto dominante eficiente de A, sendo que D

domina eficiente A; sem utilizar o vértice ry;

i1) Suponha que D; € um conjunto dominante eficiente de A; que ndo contém r;. Logo,

D = D; U{x, V2,15 yk,l} € um conjunto dominante eficiente de A. Por outro lado,

se D contém ry, entdo D = D1 U {y1 1,...,yk,1 } dominard eficientemente A; e,

iii) D = Dy U{x1,y2,1,..-,Yk1} ¢ um conjunto dominante eficiente de A, sendo que D

domina eficiente A; sem utilizar o vértice ry.
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Por outro lado, assuma que A seja eficientemente domindvel. Uma vez que o
diametro de A é maior ou igual a 3, pode-se afirmar que a arvore A € formada pela fusdo
de subarvores de altura 3 que possuem a forma geral ilustrada na Figura 4.11, onde m > 0,

kyjiy.., jx > 1.

Figura 4.11: Forma geral de uma subdrvore de altura 3 enraizada
emr.

Se m > 1, qualquer conjunto dominante minimo deverd conter v. Observe
também que ou x; ou yy ;, para 1 <i < jj, deve pertencer a qualquer conjunto dominante.
Porém, ambos estdo muito préximos de v, o que impossibilita a formac¢ao de um conjunto
dominante eficiente que inclua esse vértice. Considere agora a situagdo em que m = 1.
Observe que a subarvore em questdo serd eficientemente domindvel apenas quando
Jj1 = jo = ... = jx = 1. Caso contrdrio, se j; > 1 para qualquer i = 1,...,k, entdo x;
deverd pertencer a qualquer conjunto dominante minimo D. Nesse contexto, ou u; ou
v devem estar em D. Entretanto, ambos estdo muito préximo de x;. Para m = 0, suponha
JirJx =2 comi# j. Dessaforma, x; e x; deverdo pertencer a qualquer conjunto dominante
minimo. Porém, observe que a distancia entre eles € igual a 2. Portanto, para que v seja
dominado eficientemente, no méximo um inteiro entre ji, ..., jy poderd ser maior do que
1. Consequentemente, se A possui um conjunto dominante eficiente, suas subdrvores
enraizadas de altura 3 deve possuir uma das formas ilustradas pelas Figuras 4.8, 4.9 e
4.10.

Finalizando a prova, pode-se afirmar que r pertencerd ao conjunto dominante
eficiente de uma drvore A somente quando A puder ser divida em subdrvores do tipo ilus-
trado na Figura 4.9. Em qualquer outra situacdo, a inclusdo de r no conjunto dominante

eficiente implica que A ndo serd eficientemente domindvel. U
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Vale ressaltar que, devido a natureza bastante restritiva da dominacao eficiente,
grande parte das caracterizagdes conhecidas consideram grafos regulares. Quando G é
um hipercubo, por exemplo, uma generalizagdo em grafos de um resultado cldssico de
Golay [57] na teoria dos cédigos permite afirmar que tais grafos s@o eficiente domindveis,

conforme o Teorema 4.9.

Teorema 4.9 (Golay [S7]) Um hipercubo Qi é eficientemente domindvel se, e somente
se, k+1=2J, para todo j € 7.

O resultado a seguir caracteriza os toros que possuem conjuntos dominantes

eficientes:

Teorema 4.10 (Gu, Jia e Shen [61]) Sejam j > 3 e k > 2 nimeros inteiros. O toro
Cj x Ci possui um conjunto dominante eficiente se, e somente se, j e k forem miiltiplos de
5.

Os toros sao grafos 4-regulares resultantes do produto cartesiano de dois ciclos.
Na Figura 4.12, tem-se um toro Cs x Cs e seu conjunto dominante eficiente. J4 o produto
cartesiano de dois caminhos geram as grades. No Teorema 4.11 estd enunciada uma
caracterizacdo de grades eficientemente domindveis. Na Figura 4.13 estdo ilustrados

exemplos de grafos que se enquandram neste resultado.
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Figura 4.12: Um toro Cs x Cs.

Teorema 4.11 (Livingston e Stout [87]) Sejam j > 2 e k > 2 niimeros inteiros. A grade

G i possui um conjunto dominante eficiente se, e somente se,
i) j=k=4;ou,
ii) j =2 ekforimpar.

Além do mais, as solugbes sdo tinicas sob fungcoes de automorfismo.
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(a) (b)

Figura 4.13: Grades eficientemente domindveis. (a) Grade 4 X 4 e
(b) Grade 2 x 7.

Livingston e Stout [87] ainda caracterizaram os caminhos conectados em cubos.
No ano de 2007, Obradovic, Peters e Ruzi¢ [96] forneceram uma caracterizagao completa
de grafos circulantes com cordas de comprimento dois que sdo eficientemente domina-
veis. Além disso, estabeleceram condi¢des necessdrias e suficientes para existéncia de
conjuntos dominantes eficientes em grafo circulantes que sdao 3-regulares e 4-regulares.
Dejter e Serra [41] estudaram familias de grafos Cayley que possuem no minimo um con-
junto dominante eficiente. Ao consideram os grafos de cavalo, Sinko e Slater [112, 113]
obtiveram os resultados do Teorema 4.12. O grafo da Figura 4.14 ilustra o caso (iii) desse

resultado.

Teorema 4.12 (Sinko e Slater [112, 113]) Sejam i e j nimeros naturais. O grafo KN; ;.

é eficientemente domindvel se, e somente se:
i)i=lej>1[112];
ii)i=2ej>1[112]; e,

iii) i=3ej=4[113].

0. 6.0

@®

Figura 4.14: Para 3 <i < j, KN, j € eficientemente domindvel se,
e somente se, i =3 e k = 4.

Agora, considere G um grafo simplicial de modo que dois de seus vértices
simpliciais, v; € v;, sejam gé€meos idénticos. Observe que G € eficientemente domindvel
se, e somente se, G — {v;} for eficientemente domindvel. Diante disso, serd apresentada
a caracterizagdo dos grafos simpliciais eficientemente domindveis (Teorema 4.16), obtida
recentemente por Barbosa e Slater [9]. As proposicdes 4.13 e 4.14 sdo uteis na descricido

do resultado.
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Proposicao 4.13 (Barbosa e Slater [9]) Considere: i) G um grafo simplicial livre de
gémeos idénticos; ii) S = {s1,...,8:} o conjunto de vértices simpliciais de G; iii) S» =
{w € V(G) : N*(w) NS # 0} o conjunto de vértices de G que estdo a uma distancia 2
de qualquer vértice simplicial; e iv) um vértice u pertencente aos conjuntos S e Sp. Se
v € S é um vértice simplicial para o qual N*(v) NS = 0, entdo v estard em todo conjunto

dominante eficiente de G.

Prova. Assuma que v € S. Consequentemente, existird um vértice w € N(v) N D. Como
v é simplicial, N[v] C N[u]. Uma vez que G ndo possui gémeos idénticos, existird um
vértice y € N(w) N N?(v). Agora, observe que, por hipétese, y ¢ S, pois N2(v) NS = 0.
Nesse contexto, deverd existir um vértice z € N(y) NS, pois G é simplicial. Dessa forma,

se w € D, entdo N[z] N D = 0, o que é uma contradicao. U

Proposicao 4.14 (Barbosa e Slater [9]) Todo vértice a uma distdncia 2 de um vértice

simplicial ndo poderd pertencer a um conjunto dominante eficiente.

Prova. Seja v um vértice simplicial e y € N2(v). Logo, N[v] C N?(y). Consequentemente,
se y pertence a um pacote D, entdo D nao dominard eficientemente o vértice v, visto que
haverd pelo menos um vértice em N(v) ja dominado por y. Logo, nenhum vértice a uma

distancia 2 de um vértice simplicial pertencera a um conjunto dominante eficiente. U

Dessa forma:

Teorema 4.15 (Barbosa e Slater [9]) Considere: i) G um grafo simplicial livre de gé-
meos idénticos; ii) S = {s1,...,5;} o conjunto de vértices simpliciais de G; iii) Sy =
{w € V(G) : N>*(w) NS # 0} o conjunto de vértices de G que estdo a uma distin-
cia 2 de qualquer vértice simplicial; iv) f(v) = |N(v)NS| a quantidade de vértices
simpliciais adjacentes a v; v) um vértice u pertencente aos conjuntos S e Sy; e Vvi)
X={xeNu): f(x)>fv),VveN(u)}. Se G possui um conjunto dominante eficiente,
entdo existe um unico vértice x € X pertencente a todo conjunto dominante eficiente de
G, de modo que x ¢ S».

Prova. Uma vez que u € Sy, o conjunto ({u} UN?(u)) NS # 0 e também estd contido
em S>. Logo, pela Proposicdo 4.14, u ndo estard em um conjunto dominante eficiente D.
Dessa forma, [DNN(u)| = 1. Suponha, entdo, a existéncia de um vértice w € N(u) tal que
w ¢ X. Observe que w € S, pois o fato de ndo pertencer a X implica que algum vértice
em X possui um vizinho simplicial ndo adjacente a w. Assim, pela Proposi¢ao 4.14, w nao
estard em um conjunto dominante eficiente D. Consequentemente, se G € eficientemente

domindvel por um conjunto D, entdo DN (X — ;) # 0.
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Agora, considere x € X, tal que w ¢ S>. Se |[X — S»| = 1 a prova estard concluida.
Diante disso, considere x, € X — S, tal que x # xp. Se N(x) = N(xz), entdo se tem
uma contradi¢do, pois essa situagdo implicaria que tais vértices sdo gémeos idénticos.
Assuma que f(x) = f(xp) =d >2 e que N(x) NS = {u=vy,...,vg}. Se algum vértice
vj € N(x2) NS, para d +1 < j <t, entdo x pertencerd a S», gerando uma contradigao.
Dessa forma, N(x) NS = N(x2) N S.

Suponha, entdo, y € N(x») tal que y ¢ S. Se s é um vértice simplicial em N(y),
d(x2,5) <2 e, como x3 & Sz, (x2,5) € E(G). Como s € N(x2) NS, logo s € N(x) NS,
implicando que (x,s) € E(G). Escolhendo y € N(x) tal que y ¢ S, um argumento similar
poderi ser utilizado, demonstrando que N|[x] = N[x], o que é uma contradic@o, ja que G

¢ livre de gémeos idénticos. U

Concluindo esta se¢do, tem-se a caracterizagao dos grafos simpliciais eficiente-

mente dominaveis.

Teorema 4.16 (Barbosa e Slater [9]) Considere: i) G um grafo simplicial livre de gé-
meos idénticos; ii) S = {s1,...,5:} o conjunto de vértices simpliciais de G; iii) Sy =
{w € V(G) : N>(w) NS # 0} o conjunto de vértices de G que estdo a uma distancia 2
de qualquer vértice simplicial; e, iv) D' um conjunto dominante construido da seguinte
maneira: para cada vértice simplicial s, se s ¢ S, entdo D =D'U {s}. Se s € 8, entdo
D' = D' U{x}, onde x é o vértice identificado no Teorema 4.15. Além do mais, se ndo exis-
tir tal vértice x, G ndo é eficientemente domindvel. Assim: G é eficientemente domindvel

se, e somente se, seu conjunto dominante D' também for um pacote.

4.8 Aspectos Algoritmicos e de Complexidade

O tradicional problema de decisdo envolvendo os conceitos de dominagdo e
eficiéncia em grafos foi proposto por Bange, Barkauskas e Slater [7], em 1988, e pode

ser expresso da seguinte forma:

PROBLEMA DE DOMINACAO EFICIENTE
Instancia: Um grafo G = (V,E)
Questio: G ¢ eficientemente domindvel, isto é, F(G) = n?

Cabe ressaltar que, ja ¢ bem difundido e aceito o fato de que o problema da
dominago eficiente é A\P-Completo para grafos gerais [7]. Em 1991, Fellows e Hoover
[49] determinaram a A P-Completude para grafos planares de grau maximo 3. Quando
G € um grafo bipartido ou cordal, esse tipo de resultado também foi obtido por Smart e
Slater [115], no ano de 1995.
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Por outro lado, na situagdo em que G € uma arvore A, Bange, Barkauskas e
Slater [7] demonstraram a existéncia de um algoritmo linear que determina seu nimero
de dominacao eficiente, decidindo se A € ou ndo eficiente domindvel. Nesse contexto, para
algum vértice v € V(A), considere Ds(v) e FI(v) os conjuntos de descendentes e filhos de

v, respectivamente. Além disso, sejam f1(v), f2(v) e f3(v) fungdes de v, tais que:

h) = 1+|FIW|+ ), fr(w) (4-1)
weFI(v)
L) = 1+ ernFal?v)(fl (w) —max(f2(w), f3(w)) +
Y max(f(w), f3(w)) (4-2)
weFI(v)
) = )Y max(fa(w), f3(w)) (4-3)
weFI(v)

A fungdo fi(v) corresponde ao nimero maximo de vértices eficientemente
domindveis em Ds(v) por algum conjunto D C Ds(v), de modo que v € D. Ja f»(v)
representa a quantidade méaxima de vértices eficientemente domindveis em Ds(v) por
algum conjunto D C Ds(v), com algum filho de v inserido em D. Finalmente, f3(v) é
o nimero maximo de vértices eficientemente domindveis em Ds(v) por algum conjunto
D C Ds(v), tal que DNN[v] = 0. Observe que, para toda folha w, fi(w) =1e fo(w) =
f3(w) =0. Além disso, se r é o vértice raiz de A, entdo F(A) = max(fi(r), f2(r), f3(r)).

No grafo da Figura 4.15 estd ilustrada uma arvore eficientemente domindvel.
Observe que cada vértice v estd acompanhado por uma tripla que contém, respectiva-
mente, o valor para f1(v), f2(v) e f3(v). Conforme indicado por Bange, Barkauskas e
Slater [7], a obtencdo de todas as triplas pode ser realizada em tempo linear: a partir
da raiz r, realize um percurso em pds-ordem. ApOs a avaliagdo de todos os vértices, se

max (fi(r), f2(r), f3(r)) =|V(A)| entdo A € eficientemente dominavel

(8,78
{6,4,6)

i3,6,4)
2, .’,m/ \U..’.w

®)
H.ﬂ.ﬂ/ U,D.ﬂ/ \(J‘.MW
® ®

Figura 4.15: Arvore  eficientemente ~ dominada, onde cada
vértice v estd acompanhado por uma tripla

(fi(v), 2(v), f5(v)).

Além das arvores, o problema de dominacdo eficiente pode ser resolvido em
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tempo linear quando o grafo esta restrito as seguintes classes: série-paralelo generalizado
[59], de trapezodides [85] e de permutacdo [85]. Nesse ponto, convém ressaltar que a
identificacdo e o reconhecimento de vértices e grafos simpliciais pode ser realizada em
tempo polinomal [30]. Diante desse fato, observe que o Teorema 4.16 permite decidir se
F(G) = n quando G é um grafo simplicial livre de gémeos [9]. Apesar disso, decidir se
F(G) >k, onde k < |V(G)|, é um problema A_P-Completo, mesmo quando restrito aos
grafos simpliciais, conforme demonstrado por Barbosa e Slater [9].



CAPITULO 5

Muiltipla Dominacao Eficiente em Grafos

5.1 Apresentacao

Nos capitulos anteriores, foram abordados topicos relacionados a dominagao
classica e a dominagdo eficiente em grafos. J4 o presente capitulo discorre sobre uma
situacéio especifica da (j,k)-dominacdo eficiente [105], em que o inteiro j estd fixado
em 1. Tal variacdo € denominada Miiltipla Dominacdo Eficiente e, conforme sera visto,
esse conceito pode ser interpretado como uma generalizacio da dominacao eficiente
em grafos. O texto estd apresentado em uma Unica secdo que aborda propriedades de
conjuntos multiplos dominantes eficientes, algumas caracteriza¢des e a complexidade de

um problema de decisdo relacionado.

5.2 Conjuntos k-Dominantes Eficientes em Grafos

Considere um inteiro k de modo que 1 < k < n. Diz-se que D C V(G) é um
conjunto k-dominante eficiente de G se para todo vértice v € V a condigdo |[N[v|ND| =k
for satisfeita, definindo G como um grafo eficientemente k-domindvel. Na Figura 5.1 esta

ilustrado um grafo eficientemente 3-domindvel pelo conjunto D = {vy,...v7}.

® @
7N

Q(W
i) @

Figura 5.1: Grafo com um conjunto 3-dominante eficiente.

Se D € um conjunto k-dominante eficiente, entdo a seguinte proposicdo € uma

condi¢do necessdria para a sua existéncia em um grafo G qualquer:
Proposicio 5.1 Se G é eficientemente k-domindvel, entdo 8(G) > k — 1.

Prova. Para que um vertice v € V(G) seja eficientemente k-dominado, uma de duas situa-
¢oes deve ocorrer. Se v € D, [N(v) ND| =k — 1. Por outro lado, se v ¢ D, [N(v) ND| = k.
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Dessa forma, se existir um vértice w € V(G), tal que d(w) = k — 2, entdo w ndo pode ser
eficientemente k-domindvel. Assim, 8(G) > k— 1. O

Consequentemente, se um vértice v € V(G) possui grau k — 1, sua vizinhanga

fechada N[v| deverd estar incluida em qualquer conjunto k-dominante eficiente:

Proposicdo 5.2 Seja v € V(G) um vértice de grau k — 1. Qualquer conjunto k-dominante
eficiente D de G deverd incluir N|v).

Prova. Suponha que v ndo pertenga a D. Se N(v) C D, v serd eficientemente (k — 1)-
dominado. Logo, qualquer conjunto k-dominante eficiente D s6 dominard v k vezes se
N[v] C D. O

Agora, observe que o subgrafo G[D] induzido pelos vértices de um conjunto
k-dominante eficiente D é (k — 1)-regular. Logo, quando k = 1, G[D] é um conjunto
independente. Similarmente, na situacdo em que k = 2, G|D] induz a um emparelhamento
e, quando k = 3, G[D] é constituido de uma ou mais componentes isomorfas aos ciclos.
Nesse ponto, cabe ressaltar que decidir se um grafo G possui um subgrafo r-regular é um
problema A P-Completo, conforme demonstrado por Chvital et al. [31] para r > 3. No
grafo da 5.2, tem-se um grafo e seu conjunto 4-dominante eficiente.

P

Figura 5.2: Grafo com um conjunto 4-dominante eficiente de car-
dinalidade 8.

Proposicao 5.3 Seja G um grafo eficientemente k-domindvel por um conjunto D. O

subgrafo G[D) induzido pelos vértices do conjunto k-dominante eficiente é (k—1)-regular.

Prova. Seja D; = {vy,...,v;} um conjunto k-dominante eficiente de G, onde k <[. Se G
¢ um grafo eficientemente k-domindvel, G[D;| também serd. Isto s6 é possivel se cada
vértice v; de D; for adjacente a outros k — 1 vértices pertencentes a D; — {v;}. Dessa

forma, G[D;| é um grafo (k — 1)-regular. O

No capitulo anterior, foi visto que qualquer conjunto dominante eficiente de um
grafo G possui a mesma cardinalidade. Um resultado similar para a multipla dominacio
eficiente foi obtido por Rubalcaba e Slater [105]:
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Teorema 5.4 (Rubalcaba e Slater [105]) Se G possui um conjunto eficientemente k-
domindvel D C V, entdo |D| = Yxx(G). Em particular, todo conjunto eficientemente k-

domindvel possui a mesma cardinalidade.

Prova. Seja D C V(G) um conjunto eficientemente k-domindvel de um grafo G. Por
defini¢do, o nimero de k-dominac@o Y.«x(G) satisfaz y.x(G) < |D|. Considere, entdo,
S CV como um conjunto k-dominante minimo de G. A demonstragdo consiste em
verificar que |S| > |D|, implicando em |D| = |S| = yxx(G). Para tanto, lembre-se que
cada vértice v € D possui kK — 1 vizinhos em D e, além disso, cada vértice veV —D
possui k vizinhos em D. Consequentemente, cada vértice v € S — D possui exatamente k
vizinhos em D. Para facilitar a compreensdo desta prova, considere também a Figura 5.3,
na qual ¢ ilustrado um esquema que visa representar o relacionamento entre vértices x e y
(pertencentes aos conjuntos SN D e D — S, respectivamente) com a quantidade de vizinhos
que eles possuem nos conjuntos S—D, SND e D —S. O vértice x, por exemplo, possui
d>(x) vizinhos em SN D.

Figura 5.3: Esquema que relaciona os vértices x e y com as suas
respectivas quantidades de vizinhos nos conjuntos S —
D, SNDeD-S.

Agora, considere x € D— S, di(x) = [N(x)N(D—S)| e da(x) = [N(x) N (DNS)|.
Observe que d)(x) e da(x) correspondem, respectivamente, & quantidade de vizinhos de
x € D — S que estdo somente em D, e em D e S ao mesmo tempo. Logo, d (x) +da(x) =
k—1. Uma vez que x é k-dominado por S, |[N(x) NS| > k e, entdo, [N(x)N(S—D)| >
(k—dy(x)) =1+4+d;(x). Paracaday € DNS, sejada(y) = |[N(y) N (D —S)| a quantidade
de vizinhos de y que estdo apenas D. Nesse caso, note que |[N(y) N (S—D)| > da(y), pois

y tem pelo menos k — 1 vizinhos em S e exatamente k — 1 vizinhos em D. Se (S— D, D) é

o conjunto de arestas entre S — D e D, entdo:

(S=D,D)| > ) (I+di(x)+ ) ()

xeD-S yeDNS
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(S=D,D)| >} (I+di(x)+ ), (da2x))

xeD—-S xeD-—S
(S—=D.D)| > Y (1+di(x)+da(x))=k|D—S]. (5-1)
xeD—-S

Como cada vértice de S — D tem k vizinhos em D e |(S— D,D)| > k|D — S|,
entdo k|S — D| > k|D — S|, o que s6 é possivel se |S| > |D|. Portanto, |D| = |S| = Y« (G). O

A cardinalidade de um conjunto k-dominante eficiente pode ser estimada através
de limites superiores. O limite do Teorema 5.5 estd em fun¢do de k, da ordem n e grau
maximo A(G) de G. Ja o limite do Teorema 5.6, além de envolver o inteiro k e a ordem n,

considera o tamanho m do grafo. Ambos os limites s@o atingidos pelo grafo K.

Teorema 5.5 Se G é eficientemente k-domindvel por um conjunto D, entdo

|D\ S kn
“AG)+1

Prova. Seja t o nimero de arestas entre D e V — D. Uma vez que A(G) > d(v) e
IN(v)ND| =k — 1 para todo v € D, entdo:

t <(A(G) - (k—1))|Dl. (5-2)

Como todo vértice em V — D € adjacente a k vértices de D, entdo:

t=k|V—-D|. (5-3)
Substituindo 5-3 em 5-2:
klV—D| < (A(G)—k+1)|D|
klV|—kD| < A(G)|D|—k[D[+|D|
kn < A(G)|D[+|D|
kn
Dl > ——. 5-4
Dl = A(G)+1 (-4
O

Teorema 5.6 Se G ¢ eficientemente k-domindvel por um conjunto D, entdo:

2nk —2m

D| >
k+1
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Prova. Seja |D| um conjunto k-dominante eficiente. Cada vértice v € V — D possui k

vizinhos em D. Além disso, cada vértice de D tem k — 1 vizinhos em D. Logo:

k—1)|D
w s o 82D
k|D|—|D
R
2m > 2k|V|—2k|D|+k|D|—|D|
2m > 2kn—k|D|— |D|
2m > 2nk—|D|(k+1)
ID|(k+1) > 2nk—2m
2nk —2m
Dl > —— 5-5
bl = P 55)
O

Define-se como o niimero de k-dominagdo eficiente e denota-se por Fi(G) a
quantidade de vértices eficientemente k-domindveis em G. Quando G é um grafo k-

regular, Fi1(G) = n, conforme verificado no Teorema 5.7.

Teorema 5.7 Todo grafo G r-regular é eficientemente (r+ 1)-domindvel. Além disso, se

G é o complemento de um grafo r-regular, entdo G é eficientemente (n — r)-domindvel.

Prova. Suponha G r-regular. Se todo v € V(G) pertencer ao conjunto dominante D, cada
vértice serd dominado exatamente r + 1 vezes por D. Portanto, D € um conjunto que
domina todos os vértices do grafo exatamente r + 1 vezes. Considere, entdo, o comple-
mento G do grafo G. G também é um grafo regular, mas de grau n —r — 1. Logo, G é

eficientemente (n — r)-dominével O

7 e @ AN
I\ /I ‘\\%f//

() (b)

Figura 5.4: (a) Um grafo G de ordem 8, 2-regular e eficientemente

3-domindvel (b) G eficientemente 6-domindvel.

Considere n; € r; a ordem e o grau do i-ésimo grafo linha iterado L/(G) de um

grafo G de ordem ng e ro-regular.
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Corolario 5.8 Se G = Go um grafo de ordem ny e ro-regular, onde r; > 3 para 0 <i <k,

entdo, L¥(G) é eficientemente (2r_1 — 1)-domindvel.

Prova. Suponha G ro-regular. Logo, G é eficientemente (rp -+ 1)-dominével, pelo Teo-
rema 5.7. Observe, entdo, que o grafo L(Gy) possui nrg/2 vértices. Como cada aresta
de Gy ¢ incidente a outras 2(rp — 1) arestas, entdo cada vértice de L(Gy) serd regular de
grau 2(ro — 1). Em particular, L*(Go) é um grafo de ordem n; = ny_1ry_1/2 e regular
de grau ry = 2ry_1 — 2, de acordo o Teorema 2.2. Portanto, Lk(G) é eficientemente
(2r,—1 — 1)-dominavel. A restri¢do r; > 3 justifica-se pelo fato de que o grafo linha de

um grafo 0, 1 ou 2-regular serd um grafo vazio (para 1 <r; <2) e um ciclo (parar; =2).

Durante este trabalho, foi proposta uma conjectura que consistia na determinacao
de classes de grafos que possuiam, ao mesmo tempo, conjuntos i-dominantes eficientes
e j-dominantes eficientes, sendo i # j. Conforme pode ser verificado na Figura 5.5, nem
todos os grafos se enquadram nesse problema. J4 a Figura 5.6 ilustra um grafo e seus
conjuntos k-dominantes eficientes, para 1 < k < 2. Ainda nesse contexto, Rubalcaba e
Slater [105] obtiveram um importante resultado para grafos regulares (Teorema 5.9), ao

estudarem a (j, k)-dominagdo eficiente.

S
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Figura 5.5: Fi(G) #neF,(G)=n
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Figura 5.6: Grafos k eficientemente domindveis, para 1 < k < 2.
(a) F1(G)=ne (b) 1(G)=n.

Teorema 5.9 (Rubalcaba e Slater [105]) Para um grafo r-regular G e 1 <k <r, G é
eficientemente k-domindvel se, e somente se, exister o conjunto D C'V cujo subgrafo

induzido G|D] é regular de grau k — 1 e o subgrafo G|V — D] for regular de grau
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r—k. Além do mais, G é eficientemente k-domindvel se, e somente se, for eficientemente
(r —k+ 1)-domindvel.

Prova. Seja D um conjunto k-dominante eficiente. Pela Proposi¢do 5.3, G[D] é regular de
grau k — 1. Além disso, todo vértice em V — D possui k vizinhos em D. Logo,G[V — D] é
um grafo regular de grau r — k, e cada vértice de D ¢ adjacente a exatamente r — (k— 1)
vértices em V — D. Portanto, V — D é um conjunto que domina eficientemente todos os
vértices de G r — k+ 1 vezes. U

O grafo da Figura 5.7 se enquadra no resultado anterior, parar =7 e k = 6.
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Figura 5.7: Um grafo G e seu conjunto duplo dominante eficiente
D = {v4,v8,v9,v13}. Observe que V — D é um conjunto
6-dominante eficiente.

Em 2005, Chellali, Khelladi e Maffray [28] construiram uma colecao A4 de ar-
vores que possuem um tnico conjunto 2-dominante eficiente. Além disso, demonstraram
que todas as arvores eficientemente 2-domindveis pertencem a 4. A descri¢do de tais

resultados considera a proposicdo a seguir:

Proposicao 5.10 (Chellali, Khelladi e Maffray [28]) Se um grafo G possui um conjunto
2-dominante eficiente, entdo todo vértice de suporte serd adjacente a uma unica folha e

ndo existem dois vértices de suporte adjacentes.

Prova. Seja v uma folha e w seu vértice de suporte. Observe que qualquer conjunto
2-dominante eficiente D devera incluir v e w. Consequentemente, se existir duas ou mais
folhas adjacentes a w, tal vértice serd dominado mais do que 3 vezes. Além disso, como
cada vértice de suporte deve ser eficientemente dominado por si mesmo e por sua unica

folha, ndo existirdo dois vértices de suporte adjacentes. U

Considere o conjunto D(A) C V(A) estabelecido para cada drvore A € 4. A
colecdo A4 pode ser definida da maneira como se segue. Primeiramente, A} € 4 é uma

arvore com dois vértices x e y, de modo que D(A;) = {x,y}. Em sequéncia, se A’ € 4,
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toda drvore A a ser incluida na cole¢@o deve ser obtida a partir de A’ por meio das seguintes

operacoes:

i) Operacdo do Tipo-1: Anexe um caminho P, = (u,v,w), em que u,v,w & V(A'),
através da adi¢do de uma aresta entre w e algum vértice de D(A’). Faga D(A) =
D(A")U{u,v};e,

ii) Operacao do Tipo-2: Anexe um caminho Py = {ajy, ....,as), emque ay, ....,as ¢ V(A’),
através da adi¢do de uma aresta entre a3 e algum vértice de V(A") — D(A’). Faga
D(A) =D(A")U{ay,az,a4,as}.

Lema 5.11 (Chellali, Khelladi e Maffray [28]) Se A € 4, entdo D(A) é o inico con-

junto 2-dominante eficiente de A.

Prova. Seja A € 4. Por definicdo, A pode ser obtida através de uma sequéncia
A1,Ap, LA = A(j > 1) de arvores da colecdo 4, sendo que cada arvore A,y é cons-
truida por meio de A; utilizando uma das duas operacdes previamente definidas, para
1 <i< j—1. A demonstracdo serd realizada através de um processo de indugdo sobre j.
Se j =1, entdo D(A) é o tinico conjunto 2-dominante eficiente de A. Para j > 2, assume-
se a veracidade para todas as drvores de A construidas através de j — 1 aplicagdes de

operacdes do Tipo-1 e Tipo-2. Seja A’ = A;_. Considere os seguintes casos:

e Caso (a): A é obtida de A’ utilizando a operagéo do Tipo-1.

Observe que D(A) = D(A") U {u,v} é um conjunto 2-dominante eficiente de A,
uma vez que, pela hipétese de indugdo, A’ € eficientemente 2-dominével. Frente a
construcdo, w serd adjacente a um vértice de D(A’) e a um vértice de {u,v}. Além
do mais, como D(A’) € tnico, entdo D(A) também preservard a unicidade pela

hipétese de indugdo.
e Caso (b): A é obtida de A’ utilizando a operacdo do Tipo-2.

Observe que D(A) = D(A")U{ay,a2,a4,as} é um conjunto 2-dominante eficiente
de A. Pela hipétese de indugio, A’ é eficientemente 2-domindvel. Note, também, que
o caminho P4 foi anexado 2 drvore A através da aresta entre o vértice a3 e um vértice
que ndo pertence a D(A). Portanto, fazendo D(A) = D(A") U{ay,az,a4,as}, A serd
eficientemente 2-domindvel. Como D(A’) € tinico em A’, D(A) também preservara

a unicidade pela hipétese de indugao.
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Teorema 5.12 (Chellali, Khelladi e Maffray [28]) Uma drvore A é eficientemente 2-

domindvel se, e somente se, A € 4.

Prova. Pelo Lema 5.11, toda drvore de 4 € eficientemente 2-dominével. Agora, considere
A uma arvore de ordem n eficientemente 2-domindvel por um conjunto D. Observe que
n>2 Sen=2,entdo A € 4. Se n € {3,4}, ndo existem darvores eficientemente 2-
domindveis, conforme a Observacao 5.10. Se n = 5, a Unica arvore eficientemente 2-
domindvel € isomorfa a um Py e, portanto, pode ser obtida de A através de uma operacao
do Tipo-1.

Para n > 6, assuma que toda drvore de ordem n’ eficientemente 2-domindvel estd
em A4, para2 <n’' < n.Enraize A em um vértice r. Seja u uma folha que esteja a distancia
maxima de r, e considere v o pai de u e w o pai de v. Conforme a Observacao 5.10, u é
o filho unico de v e, assim, {u,v} € D e w ¢ D, sendo que w também ndo pode ser um
vértice de suporte. Diante disso, todos os filhos de w devem ser vértices de suporte, sendo
a quantidade limitada em, no maximo, 2 filhos, pois, caso contrario, w seria dominado
mais do que duas vezes. Note que w # r, pois a arvore induzida por w e seus descendentes
possuem 5 vértices. Portanto, seja z o pai de w na drvore enraizada.

Se w possui exatamente um filho, considere A’ = A — {u,v,w}. Uma vez que
{u,v} CDew¢ D, entdo z € D. Além disso, D — {u,v} é um conjunto 2-dominante
eficiente de A’. Pela hipétese de indugdo, A’ € 4 e, pelo Lema 5.11, D — {u,v} = D(A) é
o tinico conjunto 2-dominante eficiente de A’. Assim, A pode ser obtida a partir de A’ por
meio da operagdo do Tipo-1, utilizando o caminho (u, v, w), fazendo com que A € 4.

Por outro lado, se w possui exatamente dois filhos v e V/, seja T,, a subdrvore
induzida por w e seus descendentes, de modo que w seja a raiz. Pela Observagdo 5.10,
cada filho de w deve ter exatamente um filho. Considere u filho de v e «’ filho de V.
Logo, T,, € um P4 dado pela sequéncia (u,v,w,V,u’). Uma vez que v e V' s@o vértices de
suporte e como u e u’ sdo suas respectivas folhas, {u,v,v',u} CD,w ¢ D e z ¢ D. Dessa
forma, o vértice z deve estar eficientemente dominado 2 vezes por DN A’. Pela hipétese
de indugdo, A’ € 4 e, pelo Lema 5.11, DNA’ = D(A’) € o tnico conjunto 2-dominante
eficiente de A’. Assim, A pode ser obtida de A’ por meio da opera¢do do Tipo-2, utili-

zando o caminho (u,v,w,V' i), fazendo com que A € 4 e completando a demonstragio. [J

Uma vez que as arvores sdo grafos aciclicos, a k-dominagdo eficiente em arvores
ndo estd definida para k > 3. Dessa forma, como consequéncia dos Teoremas 4.8 € 5.12, as

arvores eficientemente k-domindveis estdo completamente caracterizadas, onde 1 <k <2.

Teorema 5.13 (Chellali, Khelladi e Maffray [28]) Seja G um grafo 3-regular. G possui
um conjunto 2-dominante eficiente se, e somente se, G possuir um emparelhamento

perfeito de tal modo que Gy seja um grafo igualmente bipartido.
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Prova. Seja G um grafo cubico eficientemente 2-dominédvel por um conjunto D. Entéo,
G[D] é um grafo 1-regular cujas arestas definem um emparelhamento M;. Observe que
todo vértice de G tem dois vizinhos em V — D. Logo, o subgrafo G[V — D] é um 1-
regular e também define um emparelhamento M5. Portanto, G admite um emparelhamento
perfeito M = M1 UM,. Agora, note que cada aresta de E — M liga um vértice de D a um
vértice de V — D e que o subgrafo bipartido (D,V — D;E — M) é 2-regular, implicando
em |[D| = |V —D| e |M;| = |M;|. Portanto, o grafo Gy, é igualmente bipartido com as
particoes M1 e M».

Por outro lado, considere M um emparelhamento perfeito de um grafo cubico G,
de modo que Gy, seja igualmente bipartido nas particoes A e B. Seja Ay (respectivamente
Byy) os vértices de G que estdo contidos nas arestas correspondentes aos vértices de
A (respectivamente B). Desde que A (respectivamente B) seja independente em Gyy,
G[Ap] (respectivamente G[Byy]) é regular de grau 1. Isso implica que todo vértice de Ay,
(respectivamente Bjy) possui dois vizinhos em By (respectivamente Ayy), uma vez que G
€ cubico. Consequentemente, Ay € By sdo dois conjuntos eficientemente 2-domindveis
de G. U

Conforme ja descrito, o problema de determinar se G possui um conjunto
dominante eficiente é A/P-Completo. Para finalizar este capitulo, generalizamos esse
problema, definindo um problema de decisdo sobre multipla dominacdo eficiente em

grafos:

PROBLEMA DA MULTIPLA DOMINACAO EFICIENTE
Instancia: Um grafo G = (V,E) e um inteiro k < n
Questio: G é eficientemente k-domindvel, isto é, Fi(G) = n?

Teorema 5.14 Determinar se G possui um conjunto k-dominante eficiente é um problema

N P-completo.

Prova. Dado um grafo G = (V,E), um conjunto D C V e um inteiro k, a verificacdo de
que todo vértice v € V satisfaz a condi¢do |N(v) N D| = k pode ser realizada em tempo
polinomial, significando que esse problema pertence a classe A P. Para provar que o
problema também é A/ P-Dificil, serd demonstrada uma redug@o a partir do problema da
dominacao eficiente.

Considere G = (V,E), tal que V = {vy,v2,...,v,}, € D um conjunto dominante
eficiente de G. O grafo G’ = (V' E’) para o problema da miiltipla dominagdo eficiente

deve ser construido a partir de G observando os seguintes passos:
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e Passo (a): Criam-se k cépias de G, cada uma denotada por G; = (V;, E;), onde V; =
{vi1,vi2,...,vin}, para 1 <i<k. A unido de todas as k copias de G define o grafo
G, = (V/,E!),em que V) = {V, U...UV;} possui kn vértices e E' = {E; U...UE}}
possui km arestas. A Figura 5.8 exemplifica esta etapa, considerando k = 2.

Passo (a)

aNaN

Grafo G Grafo G/

Figura 5.8: Primeiro passo da reducdo.

Observe que este passo pode ser realizado por um algoritmo cuja complexidade
de tempo é O(n+m), uma vez que é suficiente percorrer uma tnica vez o conjunto

de vértices e o conjunto de arestas.

e Passo (b): Dado o grafo G/, este passo consiste em adicionar arestas entre todo
par de vértices v; s e v;, pertencentes a V, que satisfacam i # j e s = ¢. O grafo
resultante desta operagdo serd denominado G, = (V}, E; ). A Figura 5.9 exemplifica

esta etapa, considerando G/, como sendo o grafo resultante da Figura 5.8 e k = 2.

f Passo (b) . .

Grafo G, Grafo G,

Figura 5.9: Segundo passo da reducdo.

A seguir, tem-se um algoritmo para a criagdo do grafo G} de complexidade de
tempo O(nk?). Os lagos de repeticdes declaradas nas linhas 1,2 e 3 sdo responsaveis
pelo fornecimento dos indices dos vértices que serdo conectados por uma nova

aresta, conforme a descri¢do da operagdo do Passo (b).
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Algoritmo 5.1: Aplicacdo do Passo (b) do processo de reducdo

Entrada: Grafo G/, n e k > 0 inteiros.
Saida: Grafo G,

1 paral < 1 até n faca

2 parai« | até k— 1 faca

3 para j — i+ 1 até k faca

4 adicione a aresta (v;;,vj;)
5 fim

6 fim

7 fim

s retorna G,

Seja T'(n,k) uma fung¢do que avalia a complexidade de tempo do algoritmo
anterior, considerando como parametros de entrada a ordem n > 0 do grafo e um
inteiro k > 0. A justificativa para a complexidade de tempo O(nk?) é dada pelos

somatorios referentes aos lacos das linhas 1, 2 e 3:

n [k—1 k
o3 ()
=1 \i=1 \Jj=i+1
n k—1
= k—1i
l—zl i=1 )
W k(k—1)
IR
nk? — nk

e Passo (c): Se (vs,v;) € E para s < n e t < n, adicionam-se arestas entre v; €
vjs ao grafo GZ, com 1 <i<k—1,1<j<keiz#j. Para cada aresta de E
serdo necessdrias, no maximo, k> operagdes. Portanto, este passo tem seu nimero
de operagdes limitado em mk?>. O grafo resultante é o grafo G’. A Figura 5.10
exemplifica esta etapa, considerando G como sendo o grafo resultante da Figura
59ek=2

Logo ap6s a Figura 5.10, tem-se um algoritmo que descreve as operacdes deste
passo e possui a complexidade de tempo O(mk?) que pode ser verificada de maneira

similar a avaliacdo da complexidade de tempo do algoritmo do passo anterior.
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. . FPasso (c)

&) IS 2

G, G; G, G,
Grafo G/ Grafo G’

Figura 5.10: Terceiro e iiltimo passo da redugdo.

Algoritmo 5.2: Aplicacdo do Passo (c) do processo de redugdo

Entrada: Grafo G, m e k inteiros.
Saida: Grafo G'.

1 para/ < 1 até m faca

2 s « indice s do vértice vy;

3 t < indice ¢ do vértice v;;

4 parai«< 1 até k— 1 faca

5 para j — i+ 1 até k faca

6 adicione as arestas (i, vj;) € (Viz,Vjys)
7 fim

8 fim

9 fim

10 retorna G’

Como o valor de k € limitado por n, todos os passos acima podem ser aplicados
em tempo polinomial. Agora, resta mostrar que G = G possul um conjunto dominante
eficiente se, e somente se, G’ possuir um conjunto k-dominante eficiente. Pelo Passo
(a), cada subgrafo G'[V;] possui D} como conjunto dominante eficiente, uma vez que
sdo copias idénticas do grafo G = G1. Com a aplicacdo do Passo (b), todos os vértices
dos conjuntos D; serdo dominados eficientemente k vezes. Ja o Passo (c) adiciona ares-
tas ao grafo G’ de modo que os vértices pertencentes a V' — D! sejam eficientemente
k-dominados, para 1 < i < k. Como todos os vertices de G’ foram dominados exatamente
k vezes pelo conjunto D' = Ule D!, entdo G’ é um grafo k-dominado eficientemente. Por
outro lado, suponha que G’ possui um conjunto k-dominante eficiente. Dentre todos os
conjuntos k-dominantes eficientes do grafo, escolha D’ de modo que |D’' NV;| = [, para
todoide lat€ ke, sev; € D', entdo v j,» também estard em D', para todo i # j. Observe

agora que cada subgrafo induzido G’'[V;] é isomorfo ao subgrafo G; e, que D' NV; é um
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conjunto dominante eficiente de cardinalidade / para G'[V;], com 1 <i < k. g



CAPITULO 6

Conclusoes e Consideracoes Finais

Neste trabalho, foi realizado um estudo sobre a dominacdo em grafos, com
énfase em uma variagdo denominada dominacdo eficiente. Para ambos os conceitos,
foram apresentadas contextualizagdes histdricas, variagdes sobre a definicdo original,
aplicagdes praticas no mundo real e resultados tedricos que se referem as propriedades
de conjuntos dominantes e conjuntos dominantes eficientes, limites para y(G) e F(G),
bem como resultados algoritmicos e de complexidade. Além disso, abordou-se a multipla
dominacdo eficiente, para a qual foram fornecidos alguns resultados obtidos durante o

desenvolvimento desta dissertagdo:

e Limites para o tamanho de um conjunto k-dominante eficiente (Teoremas 5.5 e 5.6);

e A relacdo entre grafos regulares eficientemente k-domindveis e seu complemento
(Teorema 5.7);

e A relacdo de um grafo regular eficientemente k-domindvel e seus grafos linha
iterados (Teorema 5.8); e,

e A caracterizagdo da A P-completude do problema da miltipla dominago eficiente

em grafos arbitrarios (Teorema 5.14).

Nesse contexto, devido a importancia tedrica e pratica da dominagdo eficiente,

emergem diversas questdes relevantes para anélise em estudos posteriores. Por exemplo:

e A caracterizacdo de grafos eficientemente k-domindveis. Em particular, determinar
quais grafos sdo eficientemente i-domindveis e j-domindveis a0 mesmo tempo.

e A caracterizacdo de classes de grafos cuja quantidade de vértices eficientemente
k-domindveis (bem como a identificacdo dos mesmos) possa ser feita em tempo
polinomial.

e A investigacdo de novos limites sobre o tamanho de um conjunto k-dominante
eficiente.

e A determinacao de classes de grafos para as quais o problema da multipla domina-

¢do eficiente permanece A P-Completo.
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Cabe ressaltar, ainda, que alguns desses problemas foram estudados no decorrer
desta dissertacdo, no entanto ndo foram obtidos resultados conclusivos. Sendo assim,
espera-se que o presente trabalho forneca subsidios tedricos para estudos futuros voltados

a dominacdo eficiente, bem como a resolug@o dessas questdes em aberto.
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das rainhas, 38
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