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Resumo

Neste trabalho, utilizamos métodos topoldgicos para estudar existéncia e multiplicidade
de solucdes de Problemas de Contorno Elipticos Nao Lineares de 4* ordem. Mais
precisamente, utilizamos resultados sobre componentes conexas de pontos fixos e tambem
bifurcagao global, para provar existéncia e multiplicidade de solucdes fracas de Equagdes
Diferenciais Parciais, envolvendo o Operador Binarmonico, sob condi¢des de fronteira de
Navier. As demonstragdes dos resultados abstratos que utilizamos, sdo apresentadas em
detalhes.

Palavras—chave
Grau Topologico, Bifurcacdo Global, Condicdo de Navier, Operador Bihar-

monico



Abstract

In this work, we employ topological methods in order to study existence and multiplicity
of solutions, of nonlinear boundary value problems of the fourth order. More precisely,
we make use of results on connected components of fixed points, as well as global
bifurcation, to show existence and multiplicity of weak solutions of Partial Differential
Equations, involving the Biharmonic operator under Navier boundary conditions. Proofs

of the abstract results used, are presented in detail.

Keywords
Topological degree, global bifurcation, Navier boundary condition, Biharmonic

operator
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Lista de Simbolos

RN

Q

oUu

U
int(U)
conv(U)

deg(f,2,0)
ind(f,0)
dist(-,-)

Il

dim(X)
(xn )

wkr(Q)

{(x1,x2,..c,xn): ; € R, Vi=1,...,N}.

dominio limitado em RY.

fronteira de U.

fecho de U.

interior de U.

{YF  Mixi: x; €U, M€ [0,1) e XX | A =1, k finito} (envoltéria
convexa de U).

grau da fung¢do f, no dominio Q, com respeito a 0.

indice da funcdo f com respeito a 0.

distancia entre pontos, ou conjuntos, ou ambos.

norma no espaco E (omiti-se E quando o espago fica subenten-
dido).

dimensao do espago vetorial X.

sequéncia em algum espaco.

convergéncia fraca.

primeiro autovalor do Laplaciano.

primeiro autovalor do biharmonico.

espaco da funcdes k vezes diferencidveis em Q.

espaco da funcgdes k vezes diferencidveis em €2, que podem ser
estendidas k-diferencidvelmente ao fecho de Q.

espaco da fungdes k vezes diferencidveis em €, com suporte

compacto.
N C(Q).
i=1

espaco de Sobolev.
espaco de Sobolev cujas derivadas até ordem k — 1 se anulam na

fronteira.
Wk.2 ( Q) )



Introducao

Nesse trabalho utilizaremos métodos topoldgicos (técnicas envolvendo teoria do
grau topoldgico, componentes conexas de pontos fixos e bifurcacdo global) para estudar

existéncia de solugdes fracas, de problemas de contorno do tipo

{ Lu= f(x,u,Au) em Q, ©0-1)

Bu=0 em 0Q,

onde Q C RN dominio limitado regular, L é o operador linear
Lu = aA’u+ BAu,
sendo a, B constantes, f uma fungdo mensurdvel e Bu, o operador de fronteira dado por

Bu=u sea=0ef >0,
Bu = (u,Au) sea > 0.

O nosso primeiro teorema trata o caso em que

S e u, Au) = h(x) + pru—g(x,u),

onde u; € o primeiro autovalor de (cf. Capitulo

{ OAZu + BAu=puu em Q, 0-2)

Bu=0 em 0Q,

g:Q xR — R é mensurével limitada e h € L?(Q). Problemas desse tipo sdo chamados
ressonantes. Daremos mais detalhes no Capitulo [3
Enunciamos a seguir um resultado (Cf. [4]) sobre existéncia, ndo existéncia e

multiplicidade de solu¢des para o problema ressonante

(0-3)

A’ u+BAu—puiu+g(x,u) =h emQ,
Bu=0 em 0Q,
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Teorema 0.1 Suponha o0 > 0 e —oo < B < A0, onde A é o primeiro autovalor de
(—A,HL(Q)). Seja f € L2(Q) com f =101 +h, [¢1h=0, t € R. Suponha que g satisfaz

as condicoes de Carathéodory e
g(x,s)| < h(x), x € Q, s €R, para algum h € L(SQ). (0-4)

Entdo,
(i) existe um conjunto limitado Ay, C R tal que o problema admite solucdo
fraca u € H} (Q) NH?*(Q) se e somente set € Ay,

Ademais, se

5g(x,5) <0, x€Q, seR, (0-5)
entdo
(i) admite solugdo fraca u € Hy (Q)NH?*(Q) set =0e h € L*(Q).
Além disso,
(iii) se h € L™ e g satisfaz
sg(x,s) <O paraxecQels| > T, para (0-6)
algum T > 0,com g continua em Q x (—=T,T),
e
g(x,s) SoEe 0, gt.p.xeQ (0-7)

entdo, existem niimeros reais a,b, com a, < 0 < b, tais que
AL = [a,,0)U(0,b] C Ap,

e[0-3admite pelo menos duas solugoes set € Aj.

A demonstragdo do Teorema serd feita no Capitulo [5 e utilizard o proximo

teorema (cf. [25]]), que é demonstrado no Capitulo 2|

Teorema 0.2 Seja X espaco de Banach, U C X aberto limitado e f : R xU — X compacta

continua tal que
i) x 7 F(x) ¥ (Ax) € [—oo,e0] x QU
ii) deg(I— f,,U,0) # 0 para algum Ly € R

Entdo

S ={(Ax) eRxU; x=f(Ax)},

contém uma componente conexa < tal que

CNA xX) £0V L ER.
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No préximo teorema (cf. [13]]), estudamos [0-1]sendo f : Q x [0,00) X (—o0,0) —
R assintoticamente linear na origem no sentido

H1- existem constantes ag, bo,a®,b° com
0 0
ag+byg>0,a +b" >0,
tais que

aou_b()p_gl(xﬂ'tvp) < f(xau7p) < aou—bop—l-&z(x,u,p)’

para (x,u, p) € Q x [0,00) X (—o0,0], onde
&17&2 1 QX [0700) X (_0030] — [O)oo)’
sao fungdes continuas satisfazendo

=0 para cadax € Qe j=€ {1,2},
|wp)l=0 [ (; p)|

15 (x,u, p)|

p) <v;(x) para cada x € Q, |(u,p)| >0, j€{1,2} ey; € L”(Q),

(observamos que |(u, p)| = /u?+ p?), assintoticamente linear no infinito no
sentido

H2- existem constantes Coo,deo,c”,d” com
Cootdow >0, c”+d” >0,

tais que
Coolt — doop =M1 (X, 1, p) < f(x,u, p) < u—d”p+ma(x,u,p),

para (x,u,p) € Q x [0,00) X (—o0,0], onde
Ni,M2: Q x [0700) X (_0070] — [0700)7
sao funcdes continuas satisfazendo

=0paracadaxe Qe je {1,2},
(@p)l=0 |, p)|

n;(x,u,p)|

p) <{;(x) para cada x € Q, |(u,p)| >0, j€{1,2} e {; € L*(Q).
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Definimos A
0.0)= "

onde 6, { sdo niimeros reais ndo negativos tais que
0+C>0.

Teorema 0.3 Suponha HI, H2 e

H3- existem niimeros reais ndo negativos ay,a; com ay + ay > 0 tais que
f(x,u,p) > ayu—azp, para cada (x,u,p) € Q x [0,00) X (—e0,0].
Se além disso, ou
1 (Conydeo) < 1< g1y (a®,5°),

ou

,ul(a(),b()) <1 <,u1(c°°,d°°),
entdo, o problemaadmite pelo menos uma solugdo fraca positiva u € H} (Q) NH?(Q).
Teorema 0.4 Seja X espaco de Banach real e f: R x X — X compacto continuo.
Seja (A, u) =u— f(Mu) e faga Py (u) = P(Au).
Suponha que ®(A,0) =0V AL eR.

Seja a,b € R, a < b tal que a e b ndo sdo pontos de bifurcacdo da equagdo
d(A,u) =0,

com relagdo a curva (A,0) de solugdes triviais.
Suponha que
ind(®,,0) # ind(®p,0).

Seja

So={(Mu) eRxX; ®Au)=0, u#0}U([a,b] x{0})

Seja €y a componentes conexa de & que contém [a,b] x {0}.

Entdo, ou

I) & é ilimitada em R x X, ou,

I1) €N (R x [a,b]) x {0}) # 0.
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A demonstragdo do Teorema [0.3] serd feita no Capitulo[6] e utilizard o Teorema
[0.4] (Cf. [24]]), que é demonstrado no Capitulo 3]

No Capitulo[I} faremos uma revisdo sobre a teoria do grau topoldgico, incluindo
as principais propriedades e demonstraremos o teorema da invaridncia por homotopia
generalizada (cf. Teorema[[.6]no Capitulo[I]e pag. 55 de [2])).

Nos Capitulos[2]e[5]apresentaremos motivagdo e aspectos histéricos relativos aos
Teoremas [0.1] ¢ [0.2] e nos Capitulos [3] e [f] apresentaremos motivagdo e aspectos histéricos
relativos aos Teoremas[0.3le



CAPITULO 1

Teoria do Grau Topologico: Uma Revisao

Nesse capitulo, faremos um resumo da teoria do grau topoldgico, evidenciando
aquelas propriedades que nos serdo mais necessdrias.

O grau € um invariante topoldgico, que nos permite de uma maneira "genérica",
saber se uma determinada equagao possui solu¢do. Para um texto introdutério, recomen-
damos [6] e para uma melhor compreensao sobre o assunto, recomendamos [7] e [12].

Seja Q C RN um aberto limitado.

Seja CK(Q) com k € N, o conjunto de todas as fungdes f : Q — RN, que
possuem k derivadas continuas até a fronteira, isto €, as derivadas podem ser estendidas
continuamente até a fronteira de €.

Suponha que f € C2(Q), 0 ¢ £(0Q) e 0 ndo & valor singular de f, isto é, V x € Q,
tal que f(x) = 0, temos que det f'(x) # 0.

Definimos o grau de f em Q com relacdo a O por

deg(f,Q.0)= Y  sgn(detf'(x)), (1-1)
xef~1({o})

onde sgn € a fun¢do sinal. Convencionamos Z =0.

0
Antes de mais nada, devemos mostrar que essa definicdo é consistente, isto &,

a soma em questio faz sentido. Afirmamos que f~!({0}) é finito. De fato, suponha por
absurdo que f~1({0}) seja infinito. Ora, como Q é compacto, segue que existe x € Q e
uma sequéncia (x,) C Q tal que

X, — X.

Segue da continuidade de f que x € £~1({0}). Como x é um valor regular, e
fec? (Q_), concluimos utilizando o teorema da fun¢do inversa que existe um aberto U

contendo x, e um aberto V contendo O tal que
f|U U — V,

¢ um difeomorfismo.
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Impossivel, pois existem pontos x, € U (x, # x) tais que f(x,) = 0, portanto,

F71({0}) é finito.

Para exemplificar, considere a fungdo f : [—2,2] — R definida por

flx)=x*—1.

Note que f € C*(Q) e 0 ndo é valor singular de f, portanto, podemos calcular o

grau de f. Segue da definicao que

deg(f.(~2,2),0) = sgn(f'(1)) +sgn(f (~1)) = 0.

O grau definido dessa forma, tem suas aplicagdes, mas ainda nao nos € muito
util, pois em geral, resolver um dado problema, significa trabalhar com func¢des que
ndo precisam ser diferencidveis. Deste modo, estenderemos o grau para funcdes apenas
continuas e, para valores singulares. Nao faremos todo o processo aqui, entrentanto,
indicaremos os passos a serem dados.

1° passo: O grau para valores singulares.

Para poder considerar valores singulares, ao invés de valores regulares, uti-
lizamos o teorema de Sard que nos diz que sob determinadas condi¢des, a medida do
conjunto de valores singulares € zero. No nosso caso, essas condi¢des sdo satisfeitas, de
modo que, a extensao consiste em tomar valores regulares proximos do dado valor singu-
lar e calcular o grau para esse valores regulares. Para terminar a extensdo, basta mostrar
que o grau ndo depende do valor regular que vocé tome desde que, a distancia entre o
valor regular e o singular seja pequena.

2° passo: O grau para func¢des continuas.

Seja f € C(Q). Utilizando teorema de aproximagdes de fungdes, como por
exemplo, o teorema de Weirstrass, podemos aproximar a funcio f por fungdes de classe
C%(Q), logo, definimos o grau f em Q com relagdo a 0, como sendo o grau de qualquer
funcdo g € C%(Q), que esteja préxima de f. Para terminar a extensio, basta mostrar que o
grau ndo depende da funcdo g que tome, desde que a distincia entre a funcio g e a funcdo
f seja pequena.

Concluimos dos passos precedentes a seguinte definicao:

Definiciio 1.1 Seja f € C(Q) e 0 ¢ f(0Q). Definimos deg(f,Q,0) = deg(g,Q,0), onde
g € C*(Q) é qualquer funcdo tal que ||g — flli=(q) < dist(0, f(0Q)) e deg(g,,0) é dado

pelo passo 1.
Listamos abaixo a trés principais propriedades do grau.

e Normalizagio - deg(1,Q,0) =1se 0 € Q,
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Aditividade - deg(f,Q,0) = deg(f,Q1,0) + deg(f,€,,0), onde Q; e Q) sdo
abertos do RV tais que @ NQ =0e 0 ¢ f(Q\(QUQ)),

Invariancia por Homotopia - Seja H : [0,1] x Q — RY tal que H € C([0,1] x Q).
Entao,
deg(H(t,-),Q,0) = constante, ¥t € [0,1] se 0 ¢ H([0,1] x o).

Segue imediatamente das propriedades acima, as seguintes propriedades:

Solucio - Se deg(f,Q,0) # 0 entdo, existe x € Q tal que f(x) =0,
Excisdo - Seja U C Q um aberto. Se x ¢ f(Q\U) entdo, deg(f,Q,0) =deg(f,U,0).

Enunciamos uma tltima propriedade, que nos sera util adiante.

Produto Cartesiano - Suponha Q = Q; x Q; é um aberto limitado de RN com Q
aberto em R? e Q, aberto em RY, p 4+ ¢ = N. Suponha que f : Q| x Q, — RP x RY
seja tal que f(x) = (f1(x), f2(x)), onde f : Q1 — R?, f> : Q; — RY sdo continuas.
Suponha que 0 ¢ f;(0Q;), i = 1,2. Entdo,

deg(f,Q,0) =deg(f1,Q21,0)deg(f2,,0).

Todas as propriedade acima, utilizadas em conjunto, nos fornecem ferramentas

poderosas para estudar o conjunto solucio de determinadas equacgdes. Observamos que o

grau que ficou definido acima, € conhecido como o grau de Brouwer.

Segue como uma aplicagdo imediata do grau de Brouwer, o seguinte teorema:

Teorema 1.2 (Brouwer) Seja C C RN um conjunto limitado, fechado e convexo. Suponha

que F : C — C é continua. Entdo, existe x € C tal que F(x) = x.

Demonstragdo. Defina T : C — C por

T(x) =x—F(x).
Suponha que C € uma bola, isto é,
C={xcR": |x|| <R},R>0.

Suponha que 7 (x) # 0 com x € dC, caso contrdrio, o teorema para o caso da bola

esta provado.

Defina H : [0,1] x C — C por

H(t,x) =x—tF(x).



17

Afirmagdo 1: H(t,x) # 0 se (t,x) € R x dC.

De fato, o caso ¢ = 0 € imediato, enquanto o caso t = 1 segue da hipodtese:
T(x) # 0 com x € dC.

Suponha por absurdo que exista (z,x) € (0,1) x dC tal que

x=1tF(x),

logo,

]

IF(x)[l === = |lx]| =R, (1-2)

absurdo, pois F(x) € C.

Segue da Afirmacdo 1 e da propriedade de invariancia por homotopia que
deg(Id,int(C),0) =deg(H(1,-),int(C),0) =1,

portanto, utilizando a propriedade de solugdo, concluimos que existe x € int(C)
tal que F(x) = x. Isso demonstra o teorema para o caso onde C éuma bola.

Se C ndo for uma bola, entdo como C € limitado, existe uma bola B que contém
C. Como C ¢ fechado e convexo, segue do teorema de Dugundji (cf. Teorema que
existe F : B — B tal que

1 Fé continua,
2 }f;‘c - F,

3 F(C) C comv(F(C)) C C.

Segue do item 3, que ndo existe x € 9B tal que F(x) = x, logo, utilizando a
primeira parte da demonstracdo, concluimos que existe x € inf(B) tal que F (x) =x.

Utilizando o item 3 novamente, obtemos que
F(x) =x.
Isto conclui a demonstragao. 0

Passamos agora a extensdo do grau para espacos de dimensdo infinita. Essa
extensao € conhecida como o grau de Leray-Schauder. Como fizemos acima, apenas
comentaremos 0s passos, sem no entanto, dar provas apoditicas.

Seja X um espago de Banach e Q C X um conjunto aberto limitado. Seja
F : Q — X um operador compacto, isto é, F é continuo e transforma conjunto limitados
em conjuntos relativamente compactos. Suponha que 0 ¢ (I — F)~'({0}).

Passo 1: O grau ndo depende da base escolhida.
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Notamos primeiro, que para qualquer espaco vetorial X isomorfo a RY, o grau
estd bem definido. De fato, basta usar o isomorfismo. Do mesmo modo, usando a matriz
de mudanca de base (que € um isomorfimo), € possivel provar que o grau nao depende da
base.

Passo 2: Se o posto de F € finito entdo, estd bem definido o grau para funcdes da
formal—F.

Se o posto de F ¢é finito entdo, existe um subespago de fimensao finita U, que
contém 0, tal que R(F) C U (R(F) é a imagem de F). Definimos o grau de I — F,
como sendo o grau de Brouwer de (I — F )@ﬂU em €2 com respeito a 0. Para completar a
definicdo, basta provar que o grau ndo depende do subespaco U escolhido.

Passso 3: O grau estd bem definido para funcdes da forma [ — F'.

De fato, € possivel provar que F' pode ser aproximado por operadores compactos
de posto finito. Definimos o grau de I — F, como sendo o grau de I — F; em  com
respeito a 0, onde F; € um operador compacto de posto finito, que estd préximo de F.
Para completar a demonstracdo, basta provar que o grau ndo depende do operador Fi
escolhido.

Com os trés passos acima temos a seguinte defini¢do:

Definiciio 1.3 Seja F : Q — X um operador compacto e 0 ¢ (I — F)~1({0}). Definimos
deg(I — F,Q,0) = deg((I — F1)q,,Q1,0), onde F\ é um operador compacto de posto
finito tal que sup ||Fix — Fx|| < dist(0,(I — F)(9Q)), Q1 = QN X, onde X é qualquer

Q
subespago de X tal que dim(X;) < oo, 0 € Xj, R(F1) C X| e deg((I — F1)g,,Q1,0) € 0

grau de Brouwer.

Observamos que todas as propriedade enunciadas acima para o grau de Brouwer,
continuam vélidas para o grau de Leray-Schauder. O operador I — F com F compacto, é

chamado de perturbacido compacta da identidade. Ademais, temos o andlogo do Teorema

L2t

Teorema 1.4 (Schauder) Seja X um espaco de Banach e C C X um conjunto limitado,
fechado e convexo. Suponha que F : C — C é compacto. Entdo, existe x € C tal que
F(x) =x.

Demonstragdo. Defina T : C — C por
T(x) =x—F(x).
Suponha que C é uma bola, isto é,

C={xeR": |x|| <R},R>0.
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Suponha que 7 (x) # 0 com x € dC, caso contrdrio, o teorema para o caso da bola
estd provado.
Defina H : [0,1] x C — C por

H(t,x) =x—1tF(x).

Afirmagdo 2: H(t,x) # 0 se (¢,x) € R x dC.

De fato, o caso t = 0 é imediato, enquanto o caso ¢ = 1 segue da hipdtese:
T(x) # 0 com x € dC.

Suponha por absurdo que exista (¢,x) € (0,1) x dC tal que

X =1F(x),

logo,
Fol = 2 s ) = R 1-3
IF@)I === =l =&, (1-3)
absurdo, pois F(x) € C.
Segue da Afirmacdo 1 e da propriedade de invariancia por homotopia que

deg(ld,int(C),0) =deg(H(1,-),int(C),0) =1,

portanto, utilizando a propriedade de solugdo, concluimos que existe x € int(C)
tal que F(x) = x. Isso demonstra o teorema para o caso onde C éuma bola.

Se C ndo for uma bola, entdo como C € limitado, existe uma bola B que contém
C. Como C ¢ fechado e convexo, segue do teorema de Dugundji (cf. Teorema que
existe F : B— B tal que

1 F ¢é continua,
2 ﬁ:‘C:F,
3 F(C) C conv(F(C)) C C.

Concluimos do item 3 e do Teorema de Mazur (cf. Teorema que F é
compacto. Além disso, ndo existe x € 0B tal que F(x) = x, logo, utilizando a primeira
parte da demonstragdo, concluimos que existe x € int(B) tal que F (x) = x.

Utilizando o item 3 novamente, obtemos que
F(x) =x.

Conclui-se aqui a demonstragdo do teorema. 0
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Observamos que os teoremas de Brouwer e Schauder, continuam validos para
conjuntos hemeomorfos a conjuntos limitados, fechados e convexos.
Daremos agora outro resultado sobre pontos fixos, conhecido com o teorema do

ponto fixo de Scheffer.

Teorema 1.5 Seja X um espaco de Banach e F : [0,1] x X — X um operador compacto.
Suponha,
F(0,u)=0,VxeX.

Suponha que exista R > 0 tal que
x=F(s,x) = ||x|| <R, ¥ (s,x) € [0,1] x X.
Entdo, para todo s € |0, 1], existe x = x; € BR(0) = {x € X : ||x|| < R} tal que
x=F(s,x).
Demonstragdo. Seja H : [0,1] x Bg(0) — X definido por

H(s,x) =x—F(s,x).

Afirmagao 3: 0 ¢ H([0,1] x dBg(0)).
De fato, se existisse (s,x) € [0, 1] x dBg(0) tal que

H(s,x) =0,

entdo, seguiria das hipéteses que ||x|| < R, absurdo, pois, x € dBg(0).

Logo, utilizando a propriedade da invariancia por homotopia, concluimos que
deg(1d,Bg(0),0) =deg(H(s,-),Br(0),0) =1, Vs € [0,1],
donde, pela propriedade de solug¢do , obtemos que
Vs e [0,1], 3x=x; € Bg(0) tal que x = F(s,x).

O

Para concluir esse capitulo, provaremos o seguinte teorema (cf. [24] ou [2] pag.

55), que nos serd bastante Ttil:

Teorema 1.6 (Principio da Invariancia por Homotopia Generalizado) Sejam X es-
pago de Banach, O C |a,b] x X aberto, limitado e F : O — X compacto.
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Seja
D) (x) = P(A,x) =x—F(A,x).

Suponha que
D, (x) £0, V (A,x) € 0. (1-4)

Entdo, se A € |a,b], temos que
deg(®y,0,,0) = constante se A € [a,b],
onde, O) ={x€X: (A,x) € O}.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, suponha que O # 0. Podemos também supor
que
a=inf{A: Oy #0} e b=sup{A: Oy #0}.

Dado € > 0, defina

A

O=0U(a—¢g,a] x 0,)U([b,b+€) X Op).

Note que O é um aberto limitado de R x X. Aplicando o teorema de Dugundji
(cf. Apéndice Teorema a funcdo F, podemos estendé-la a uma fungdo F:RxX—X

continua.

Como F(0O) C conv(F(0)), e pelo teorema de Dugundji (cf. Apéndice Teorema

, temos que F (R x X) C conv(F(0)), concluimos usando o teorema de Mazur (cf.
Apéndice Teorema que F também é compacto.
Seja,

D(\,x) = (A=A, x—F(Ax)), a <A <b fixo.

Afirmacdo 1: ®(A,x) # (0,0) se (A, x) € 90.
De fato, se ®(A,x) = (0,0) entdo,

A=A"e x=F(\A"x),

entretanto, F (A*,x) = F(A*,x), pois, F é uma extensio de F, donde, utilizando
concluimos a Afirmagao 1.

Segue da Afirmacdo 1 e do fato que @ é uma perturbacdo compacta da iden-
tidade, que deg(®,0,0) estd bem definido para todo A* € [a,D] e além disso, pela pro-

priedade da invariancia por homotopia,

deg(®,0,0) = constante ¥ \* € [a, b). (1-5)
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Considera a homotopia H : [0,1] X [a,b] x X — R x X definida por
H(t,A,x) = D, (A, x) = (A= A" x—tF(A,x) — (1 —1)F (A, x)).

Afirmagdo 2: @, (), x) # (0,0) V (A,x) €90 e € [0, 1].
Com efeito, se ®; (A, x) = (0,0) entdio,

A=L"e x=F(\",x),
mas, como vimos anteriormente, isso ndo ocorre em 90, logo,

@, (A, x) # (0,0), V (A,x) €30 e € [0,1].

Pela propriedade da invariancia por homotopia, podemos concluir da

Afirmacdo 2 que
deg(&v)l,0,0) = deg(&D.O,O) = deg(glv)o, 0,0). (1-6)

Como ®y(A,x) = (0,0) < x € 0y- entdo, pela propriedade da excisdo, conclui-
mos que
deg(Dg,0,0) = deg(Py, (a—e,b+€) x Oy,0). (1-7)

De temos que 0 & (x — F(A*,x))(90y+). Por outro lado, A — A* # 0 se
A € {a—¢,b+¢}, logo, pela propriedade do produto cartesiano,

deg(®y, (a—e,b+€) x Oy+,0) = deg(h—\*, (a—e€,b+¢),0)deg(Py-,0;+,0). (1-8)

Pela propriedade da normalizacdo, temos que

deg(A—\*, (a—e,b+€),0)=1. (1-9)
Segue de[I-§]e[I-9 que
deg(®y+, 0+,0) = deg(Py, (a—€,b+¢€) X 0y+,0), (1-10)

portanto, de [I-5] [I-6]e[I-7 concluimos,
deg(®y+,04,0) = deg(P,0,0) = constante, ¥ \* € [a, b).

A utlima igualdade conclui a demonstragdo do teorema. 0
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Concluimos aqui o Capitulo [I} que serd muito importante, principalmente nos
Capitulos 2]e 3]



CAPITULO 2

Componentes Conexas de Pontos Fixos

Esse capitulo tratard sobre a topologia de determinado conjunto, a saber, o
conjunto solugdo para uma dada equacdo. Ficard mais evidente a importincia desse
capitulo, no Capitulos 5, no entanto, vale a pena observar que os resultados obtidos aqui,
sdo de per si muito importantes. Para ter uma idéia disso, notamos que o primeiro lema
que € o teorema da continuacdo de Leray-Schauder, foi demonstrado a mais de um século
atrds, e até hoje continua sendo usado por diversos matematicos. Para mais detalhes o
leitor pode conferir [22].

Passemos agora aos resultados. Primeiro demonstraremos o teorema da continu-
acao de Leray-Schauder (cf. [24]).

Teorema 2.1 (Continuacio de Leray-Schauder) Seja X espaco de Banach e D C X
aberto limitado. Suponha que f : [0, B] X D — X com o < B seja compacto.
Defina @ : [, B] x D — X por

D(s,x) =x— f(s,x).

Assuma

i) ®(s,x) #0Vse|o,p]exeadD,
ii) deg(®(s,-),D,0) # 0 para algum s € [a, B].

Defina
Sop = {(5,x) € [o,B] x D : P(s,x) = 0}.

Entao, existe Cy g componente conexa tal que

CopN ({0} x D) #0, -1

Co N ({B} x D) #0. 2-2)
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Demonstragdo. Por 1) e i1) concluimos utilizando a propriedade de invarincia por homo-

topia generalizada (cf. Teorema([I.6) que
deg(q)(sa ')7D70) 7& 0Vse [G,B].
Deste modo, utilizando a propriedade de solug@o (cf. pag. [I6), conclufmos que

A= Sepn({a} x D) #0,

B=S,5N ({B} x D) #0.

Como f é compacto entdo, P € proprio, logo,
Sap= (@ 1({0}) é compacto.

Note que A,B sdo fechados em S g, pois, sdo interseccdo de fechados.

Suponha que néo existe Cy g conjunto conexo satisfazendo @ e @

Entdo, pelo lema de Whyburn (Cf Apéndice Teorema [7.5), existem compactos
My e Mp tais que

A C My, BC Mg, MAﬂMBZQeMAUMB:Saﬁ.

Seja
d= disl‘(MA,MB) > 0.

Seja U uma %—Vizinhanga aberta de M4 em [a,B] x D.
Note que:
Se x € dU = dist(x,My) = dist(x,Mp) = ‘7’, portanto,

UNSp=0eACMyCU.
Pela invariancia do grau por homotopia generalizada, obtemos
deg(®(s,-),Us,0) = constante, se s € o, B,

onde Uy={xeX:(s,x) €eU}.

Como A C U, concluimos pela propriedade de excisdo que

deg(®(a,-),Uy,0) = deg(®P(a,-),D,0) #0.
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Por outro lado
deg(®(B,-),Up,0) =0, pois UgNB = 0.

Absurdo, logo existe Cq g componente conexa que satisfaz 2-Tje[2-2]
0

z

O préximo resultado, € uma aplicacdo direta do teorema da continuacido de
Leray-Schauder (Conferir [3]).

Teorema 2.2 Seja X um espaco de Banach real e C C X convexo, fechado e limitado.

Seja
K:o,B]xC—C, a<B, K compacto

Sop = 1(s,x) € [a,B] x C: K(s,x) = x}.

Entdo, existe uma componente conexa € que conecta
{a} xCa{B} xC.
Demonstragdo. Considere a envoltdria convexa de K([o, B] x C), i.e.,

conv(K([o,B] x C)).

Faca Cy = conv(K ([a,B] x C)).
Pelo teorema de Mazur (Cf Apéndice Teorema([7.3), Cp é compacto.
Tome uma bola aberta com centro na orgiem B C X tal que C C B.

Pelo teorema de Dugundji (Cf Apéndice Teorema(7.1]), temos que existe
K : [o,B] x B — Cy,

tal que Ké coritfnuo e I?| @fxC = K.

Seja S = {(s,x) € [o,B] X B: K(s,x) = x}.

Afirmacao 1: Ké compacto e S= Sop-

De fato, como a imagem de Ké compacta, segue que Ké compacto. Por outro
lado, como S, g C S, basta mostrar que Sc Sap- Mas, se (s,x) € S entio K (s,x) =x. Ora,
como x € Cy e Cp C B, s6 podemos concluir que x € C, donde, (s,x) € S .

Afirmagdo 2: K(s,x) # xV s € [o,B] e x € OB.

Com efeito, se Cy C B, entdo é impossivel que K (s,x) = x para algum x € 0B.



27

Considere a homotopia @ : [, B] x B — X dada por
(s, x) =x—K(s,x).

Seque da Afirmacdo 2 que 0 ¢ ®([a, B] x dB).

Pela propriedade de invariancia por homotopia do grau de Leray-Schauder,

temos
deg(®(s,-),B,0) = constante Vs € o, f].
Dai,
deg(q)(sa )7870) = deg((l_g)((x7 ),B,O) =dp.
Afirmacao 3: dy # 0.
Considere a homotopia ®; : [0,1] x B — B dada por
@ (t,x) = x—tK(o,x).
Note que 0 ¢ ®;([0,1] x dB).
De fato, perceba que se
0= dDI(to,xo), ) € [0, l] e xy € 0B
entao,
X0 = l‘oK(l‘o,Xo).
Donde,
[1x0[| = to[|K (20,x0) ||
Portanto, fg # 0.
Dai,
Ixoll _ =
—— = [ K(0,x0) || < [xol-
Impossivel.
Pela propriedade de invariancia por homotopia, segue que
deg(®(0,-),B,0) = deg(P(1,-),B,0),

donde,

do # 0.

Utilizamos a seguir o teorema da continuagdo de Leray-Schauder
(Cf Teorema[2.1)).
Note que K : [0, f] x B — Cy C B.
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Temos que

e ®=7—K,ondeK ¢ compacto
o 04 ([0, B] x 3B)
o dy=deg(P(a,-),B,0)#0

Portanto, existe € C S, g componente conexa tal que

¢n({a} xB) #0,

e
¢N({B} xB) #0.
Dai (pois como vimos k(s,x) = x se e somente x € C),
cn({a} xC)#£0,
e

en({B} xC) #0.
0J

O préximo teorema estende o teorema da continuacdo de Leray-Schauder, no
sentido que ao invés de intervalos compactos, podemos encontrar componentes conexas

cuja projecao na reta, € toda a reta (confira [25]).

Teorema 2.3 Seja X um espaco de Banach e U C X aberto limitado. Suponha que
f:RxU — X é compacto.
Defina ®: R x U — X por

D(s,x) =x— f(s,x).

Assuma
i) ©(s,x) #0V (s,x) € Rx U,
ii) deg(®(s,-),U,0) # 0 para algum s € R.

Defina
Seo = {(5,x) € (—o00,00) X U : ®(s,x) = 0}.

Entdo, existe uma componente conexa &€ C S tal que

CN({s} xX)#0,VsecR.
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Demonstragdo. Note que fii_, ., n > 1 inteiro, satisfaz as hipdteses do Teorema 2.1}

portanto, para cada n, existe uma conjunto conexo &, tal que

¢, ({—n} xU) £0, (2-3)

¢, ({n} x U) #0. (2-4)

Afirmagao 4: Va, B, —oo < ot < B < o0, 0 conjunto

o)

(J&)n(le,B] x V),

1

¢ relativamente compacto em R x U.

De fato, note que

e (Bl x V) C fily ({0},
1

Mas, f‘[a B]xT € propria, logo, da inclusdo anterior concluimos que

o)

(J&) N ([, B] x V),

1

€ compacto.
Defina

D=@€n:{x€RxU: 3 (n;) C (n) e xy, € Cy, tal que x,, — x}.

Afirmacgdo 5: D é fechadoem R x U.
Com efeito, basta usar o método da diagonal de Cantor.

Daqui em diante, vamos provar que existe C* componente conexa em D tal que
C'N({s}xU)#0, Vs e R.

Afirmacdo 6: Vz € D, a componente conexa C, que contém z € D satisfaz pelo

menos uma das duas assercoes:
inf{s: (s,x) € C;} = —co, (2-5)

ou
sup{s: (s,x) € C;} = oo, (2-6)
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De fato, suponha por absurdo que [2-5]e [2-6| ndo sdo satisfeitas, isto &,

inf{s: (s,x) €C,} =d > —oo, (2-7)

sup{s: (s,x) €C;} =b' < oo. (2-8)
Escolha ny de modo que

n>nyg = —n<den>"b.
Seja U; uma d-vizinhanga de C, tal que

U, C (—ng,np) x U.

Temos dois casos:
1° caso: U ND # 0.
Note que DN U; é compacto, pois (Iembre que D € fechado pela Afirmagio 5)

DN U, é fechado,

DNU; C U &y X ([—no,no) X U).

n=1

Segue da Afirmagio 4 que DN U, é compacto.

Note também que C, e dU; N D sdo fechados em D N Uj. De fato, como C, é
componente conexa em D entdo, C; € fechado em D, consequentemente, C, é fechado em
R x U. Como

C,=C,Nn(DNUY),

oU;ND =9U; N (DNUy),

segue que C, e oU; N D sdo fechados em DN Uj.
Note que C, N (dU; N D) = 0, pois

dist(x,C;) = 3, se x € dUj.

Note que ndo existe componente conexa que contenha C, e dU; N D ao mesmo

tempo, pois, C; € por si uma componente conexa, logo, aplicando o lema de Whyburn (Cf
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Apéndice Teorema com

M=DNU;,A=C,eB=0U ND,

temos que existem componentes conexas My, Mp C M tais que

ACMy, BC Mg, M\ UMp=M e MgaNMp=0.
Note que
dist(My,Mp) > 0.

Sejam € = dist(My,Mp), U, uma g—vizinhanga de My e U' =U;NUs.
Entao,
C,cU,oUND=0eU’' C(—ng,ng) xU. (2-9)

De fato, basta provar que

oU'ND =0,

mas, pela forma como U, foi construido (dist(U,,Mp) = %), temos que

logo

oU,ND =0,

oU'ND = 0.

2°caso: U1 ND =0
Neste caso, basta tomar U’ = U; e[2-9| ser4 satisfeito.
Pela defini¢do de D, 3(n;) C (n) e zn, € G, tal que

Zn; — 2
Como U’ é uma vizinhanga de z, podemos supor sem perda de generalidade que
(z4;) CU', Vi.

Afirmamos que C,, NU’ # 0 Vn; > ny.

Suponha por absurdo que

Gy, NOU' =0 para algum i com n; > ny.
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Entdo, temos a seguinte cisdo para C,:
Coy = (G NU") U [Cry N (R X U)\U)]

De fato, note que os conjuntos da cisdo sdo, por defini¢do, abertos em C,,
e ambos s3o ndo vazios, pois, por um lado existe z,, € C,, NU’ e por outro, como
U C (—ng,np) x U, de e podemos concluir que existem pontos C,,, fora de U’
Mas isso € um absurdo, pois C,, € conexo, logo,

C,, NOU’ # 0 Vn; > ny.

Agora, escolhemos para cada i, y,, € Cy, NOU".
Note,

(o)

{n} C (U)ﬂ([_HOaHO] xU),

n=1
donde,

{Vn; }€é compactoem R x U.

Logo, como dU’ é fechado, deve existir y* € dU’ e uma subsequéncia que

denotaremos por (yy,) tal que

Yo =y

Mas, por definicao,
y*eD.

Absurdo, pois de [2-9|temos que
DNoU’' =0,

portanto, a Afirmacdo 6 estd provada.

A partir daqui, vamos provar que ao menos uma das componentes conexas da
Afirmagdo 6, satisfaz [2-5]e [2-6]ao mesmo tempo.

Fixe c € (—1,1) e seja

D(c) =Dn({c} xU).

Note,

[}

D(e) c ()N ([=1,1] x V),

n=1

portanto, como D(c) é fechado (pois D é fechado pela Afirmagdo 5 e {c} x U é fechado),
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concluimos utilizando a Afirmacdo 4 que
D(c) é compacto.
Como ¢, é conexo e satisfaz2-3e 2-4] concluimos que
C,N({c}xU)#0,V n.

Vamos provar que D(c) é ndo vazio.
Para cada n, escolha y, € €, N ({c} x U). Note,

o)

Ut} € (U e)n(=1,1]x0),
n=1

n=1

portanto,

U {yn} é compacto,

n=1

donde, existe y* € {c} x U e uma subsequéncia (y,,) C (y) tal que
Yy — y*-

Mas por defini¢do,

*

y €D,

donde,
D(C) #0.

Agora, fixe (c,v) € D(c) e seja E(v) a componente conexa em D contendo (c,v).

Sejam

A(v) = inf{A: (A, x) € E(v)},
A(v) = sup{A:(A,x) €E(v)}.

Ora, se para algum (c,v) € D(c) tivermos

Ac)=—e X(V) = oo,

entdo, o Teorema [2.3|esté provado, portanto, suponha que para cada (c,v) € D(c)
AMc) > —o0 e A(v) < oo

A Afirmagdo 6 nos garante que ao menos um dos dois deve ser ilimitado.
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Sejam
A =
B
Dado (c,v) € A, tome E'(v) como a componente conexa em E (v) N ((—oo, 1] X U)
que contém (c,v) e seja U'(v) uma d-vizinhanga de E'(v) em (—oo,1] x U tal que
U'(v)C (-M 1] xU.
Temos dois casos:
1° Caso: oU’(v) N D # 0.

Procedendo como no primeiro caso da Afirmagdo 6, podemos encontrar U (v)

aberto em (—oo, 1] x U] tal que
E'(v)cU®W),dU(v)ND=0e inf{A: (A,x) €U(v)} > Av), (2-10)

onde oU e U denotam a fronteira € o fecho de U em (—oo, 1] x U.
2° Caso: oU'(v)ND = 0.
Nesse caso, basta tomar U(v) =U’(v) e serd satisfeito.
De modo andlogo, para cada (c,v) € B, obtemos um conjunto V(v), aberto e

limitado em [—1,0) x U tal que
E'"v)CcV(v),aV(»)ND=0e sup{L: (A, v(€EV(v)} < oo, (2-11)

onde E”(v) é a componente conexa que contém (c,v) € Bem ([—1,00) X U)NE(v).

Note que a seguinte familia é uma cobertura de abertos para D(c):
{UW)N{c} xU):(c,v) eAU{V(v)N({c} xU) : (c,v) € B},
logo, como D(c) é compacto, existem
Viseeos Vins Vint 1y -5 Vpy, P > M
tais que (c,v;) €A (1 <i<m), (c,vi) € B(m+1 <i< p)e afamilia de abertos
{Uv)N{e}xU:i=1,.m)}U{Vvi)Nn({c} xU)i=m+1,....,p}

cobre D(c).

Sejam
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Entdo, U; é um aberto limitado de (—oo, 1] x U, e de segue que
dUIND=0e¢ inf{A: (A,x) €U} > —oo. (2-12)
Da mesma forma, V; é um aberto limitado de [1,e0) x U, e de segue que
ViND=0e sup{r: (A, x) €V} < oo. (2-13)

Seja
J=0oUUdViU(({c} xU)\(U UW)).

Segue de2-12|2-13[e DN ({c} x U) C ({c} x U)\ (U1 UV1) que
JND=0. (2-14)
Note que deve existir ' tal que
n>n — ¢,NJ=0.
de fato, se tal n’ ndo existisse, terfamos uma subsequéncia (n) C (n) tal que
C, NI =0k,
entretanto, de [2-14] isso é¢ um absurdo, pois, implicaria que (jd que J ¢ fechado)
DNJ #£0.
De [2-12]e[2-13] temos que existe n” tal que se n > n”,
—n<inf{A: \x) €U }e n>sup{h: (A\,x) €V }. (2-15)

Seja n* = max{n’,n"}.

Sejam

P, = &,N{(—oeo,c] xU\int(Uy)Uint(V1)},
Q, = &,n{Vi\(int(Uy)Nint(Vi))N((—=1—¢,c) xU)},
P = &,n{[c,] x U\int(Uy)Uint(Vy)},
OF = &,N{U\(int(Uy)Nint (V1)) N ((c,1+€) xU)},

onde € >0,V éofechode VemR x U eint(V) é ointeriorde VemR x U.
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Seja,
¢, =P, UQ, e ¢ =P UQ;.

Vamos provar que se €, N ({c} x U)NU; NV} =0 para n > n*, entdo
¢, =¢, ue
¢ uma cisdo nao trivial para &,, o que € um absurdo, pois, &, é conexo, logo,
C,N{cxU)NUINVI#0Vn>n".

Provaremos que os seguintes itens sdo satisfeitos:
1- ¢, Ue =¢,
2- ¢, NE¢H =0,
3- €, e ¢ sdo ambos ndo vazios,
4- €, e €I sdo abertos e fechados em €,

Item 1- note que
¢, = {&,N[int(Uy) Uint (V)] }u{€, N (U UV1)}.
Por um lado, temos que::
P, UPS = ¢, NJint(Uy) Uint(V})]°.
De fato, note que

PrUPE = {&n{(=o0,d] x U\int (Uy) Uint (Vi) }} U L€ 0 {[c, 0] x UNint (U1) Uine (V1)},
— &N [(R x U\int(U)) Uint(V)],
= ¢,N [il’lt(Ul) Uint(Vl)]c.

Resta provar que
0, U0 =¢,Nn(T,uV)).

A inclusdo
Q, U0, c¢,nU UV))

¢ imediata. Vamos provar a outra inclusdo. Ora, se u € €, N (Ul U Vl), entao

uec Q:nﬂvl ou Q:nﬂvl.
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Se u € €, U, vamos considerar dois caso:
Caso l:u e €,N(U\Vy).
Nesse caso, temos que u € Q;'.
Caso2:u € €,N (U NVy).
Nesse caso, temos duas possibilidades, ouu € €,N (U1 NV )N ((—1—¢,¢) xU),
€ portanto,
u€ oy,

ouue€&,NUNV)N((c,1+€) xU), e portanto,
ueQ,.

Em ambos 0s casos, temos

ueQ, ug,.

Se u € €, NV, entdo, de maneira analoga provamos que
ue 0, uo,.
Item 2- Vamos provar que
P, NP =P N0y =0, NP =0,NQ; =0,

€ consequentemente,
¢, N, =0.

o-P NP =0.
Ora, se existisse intersec¢do entre P, e P, entdo, essa intersec¢do devera ocorres
em ({c} x U)N[int(Uy) Uint(V})]¢. Mas, por hipétese, se n > n* entdo,

¢,NJ =0,

logo,
P, NP =0.

o-P, NQ=0.
Se existir intersec¢do entre P, e Q,J{ entdo, ela devera ocorrer na fronteira de U,
na topologia de R x U, entretanto, isso s6 é possivel (pois &€, NJ =0 se n > n*), se essa

intersec¢do for em
{1} xU,
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no entanto, ndo existe pontos de {1} x U em P, logo,
P, NQ =0.

-0, NP =0.

Anélogo ao caso P, NQ;'.

«-0, N =0.

Suponha que u € Q,,. Entdo, temos duas possibilidades :
1 ue€&,nN(Vi\Up).

Nesse caso, temos que

0 0.
22 uec e, N (71 ﬂUl).
Nesse caso, devemos ter
ue(c,1+¢)xU,
logo,
ué Qy,

donde,
0, N0y =0.

*

item 3- Suponha por absurdo que €, = 0 paran > n*.

Sabemos que:

a) €,N({—n}xU)#0,
b) inf{A: (A,x) €U} > —n.

De a), concluimos que (pois €, UC, = €&,),
Oy N({—n} xU) #0,
mas, por b), isso € um absurdo, portanto,
¢, #0 paran>n".

O caso €, é andlogo.

Item 4- Por construgdo, temos que
¢, e ¢ sdo fechados em €,

logo, também sdo abertos em &,,.
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Segue dos itens 1, 2, 3 e 4 que
¢, =¢ U

€ uma cisdo nio trivial para &, se n > n*.

Impossivel, logo,
C,N{c}xU)NUINV 0V n>n". (2-16)
Segue da defini¢do de D e[2-16|que
Di(c)=D(c)NU NV #0. (2-17)
Sejam

A = {(c,v) €A A(v) > —1},

Ap = {(e,v)eA:—(n—1)>Mv)>—n, n=2,3,...},
(c,v)
(c,v)

By = {(c,v)€B:Av) <1},
B, = {(ec,v)eB:n—1<Av)<n, n=273,..}.

Note, .
A={Je B=J. (2-18)
n=1 n=1

note que D (c) é fechado, pois,
Di(c)=D(c)NU;NVy,
logo, utilizando a Afirmacdo 4, concluimos que
Di(c) é compacto.
Se (¢,v) € Di(c) e (¢,v) € A entio,
inf{A: (\,x) € E(v)} < —1. (2-19)
De fato, basta usar a conexidade de E(v) e o fato que

ViND=0

para provar [2-19]
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Segue de 2-19]que
(c,v) ¢ Ay.
De modo andlogo, conluimos que se (c,v) € Di(c) N B, entdo
(c,v) & B,
donde,
D](C)ﬂ(A]UBl) =0. (2-20)

Trocando D(C) por Di(c), —1 e 1 por —2 e 2, concluimos usando a mesma

demonstrac¢do que existe um compacto ndo vazio D;(c) C Dj(c) tal que
Dy(c)N(A2UBy) =0, (2-21)
logo, por indugdo, existem compactos D, (c) néo vazios, tais que

Dy(c) C Dp—1(c),

e
D,(c)N(A,UB,) = 0. (2-22)
Seja
D* = () Dulc)
n=1
Entdo,
D*#0e D" CD(c).
Segue de[2-20} 2-21|e 2-22] que
D*N(A,UB,)=0VYn,
logo,

D*N(AUB) =0,

entretanto, como A UB = D(c), temos que
D*ND(c) = 0.

Impossivel, pois
D*#0e D" CD(c).
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Chegamos a esse absurdo por supor que para cada (c,v) € D(c),
Ac) > —o0 e Mv) < oo,
logo, existe (c,v) € D(c) tal que
A(c) = —oo e A(v) = oo
Note que encontramos um conjunto conexo € em D que satisfaz
CN({s}xX)#0,VseR.
Para completar a demonstragdo do Teorema[2.3] devemos provar que
H(s,x) =0 se (s,x) € €,
entretanto, se (s,x) € € entdo, existe (s,,x,) € €, tal que
($n,%n) — (8,%).
Usando a continuidade de H concluimos que
H(s,x)=0.
O

O préximo teorema € o resultado principal desse capitulo. Ele € uma aplicagdo
direta do Teorema [2.3] Note que de modo andlogo ao Teorema [2.3] o préximo teorema
estende o Teorema

Teorema 2.4 Seja X um espaco de Banach real e C C X convexo, fechado e limitado.

Seja
K:RxC— C, K compacto

Sk = {(s,x) e RxC: K(s,x) =x}.

Entdo, existe uma componente conexa € C Sy tal que

CN({s} xX)£0.VseR.



42

Demonstragdo. Considere a envoltdria convexa de K(R x C), i.e.,

conv(K(R x C)).

Faca Cy = conv(K(R x C)).
Pelo teorema de Mazur (Cf Apéndice Teorema [7.3)), Cop é compacto.
Tome uma bola aberta com centro na orgiem B C X tal que C C B.

Pelo teorema de Dugundji (Cf Apéndice Teorema(7.1]), temos que existe
K :RxB— Cy,

tal que K é continuo e I?thc =K.

Seja S = {(s,x) e RxB: K(s,x) = x}.

Afirmacdo 1: Ké compacto e S = Sg.

De fato, como a imagem de Ké compacta, segue que Ké compacto. Por outro
lado, como Sr C S, basta mostrar que ScC Sr. Mas, se (s,x) € S entiio K (s,x) = x. Ora,
como x € Cy e Cy C B, s6 podemos concluir que x € C, donde, (s,x) € Sg.

Afirmacio 2: K(s,x) #xV s € R e x € 0B.

Com efeito, se Cy C B, entdo é impossivel que K (s,x) = x para algum x € 0B.

Seja ® : R x B — X dada por

®(s,x) = x— K(s,x).

Seque da Afirmacéo 2 que 0 ¢ ®(R x dB), portanto, restringindo ® a qualquer
subconjunto da forma [o,B] x B com o < B, temos pela propriedade de invariancia por

homotopia do grau de Leray-Schauder que
deg (g p)«5(5:"), B,0) = constante V' s € [o, B],

donde,
deg(®(s,-),B,0) = constante ¥V s € R.

Dai,
deg(®(s,-),B,0) = deg((I—K)(a,-),B,0) = dy, para algum o.€ R fixo.

Afirmacio 3: dy # 0.
Considere a homotopia @ : [0,1] x B — B dada por

@ (t,x) = x—tK(o,x).
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Note que 0 # P ([0, 1] x 9B.

De fato, perceba que se

0= CIDI(tO,xo), ) € [0, 1] e xy € 0B

entao,
Xo = l‘()K(t(),xO).
Donde,
[1xo]| = t0[|K (20,x0) ||
Portanto, fg # 0.
Dai,
X0 ~
u :K(l‘o,xo) < HX()H
1o
Impossivel.
Pela propriedade de invariancia por homotopia, segue que
deg(q)l (07 ')7370) = deg(q)l(la ')7B70)7
donde,

do # 0.

Utilizamos a seguir o Teorema Para isso vamos verificar que as hipéteses
sdo satisfeitas.
Note que K : R x B— Cy C B.

Temos que

° CD:I—E, ondeIZécompacto
e 0+ ®(R x9B)
hd dOZdeg(q)(a7')7B>0) 7&0

Portanto, existe € C Sg componente conexa tal que
CN({s} xB), VseR.
Dai (pois, como vimos k(s,x) = x se e somente se x € C),

en({s} xC) £0, Vs € R.
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Finalizamos aqui o Capitulo 2.



CAPITULO 3

Bifurcacao Global

Nesse capitulo estudaremos um resultado de bifurcagdo para perturbacoes com-
pactas da identidade. Antes de mais nada, precisamo definir o que vem a ser uma bifur-
cacao.

Sejam X e Y espacos de Banach. Seja 7 : R x X — Y. Queremos estudar o
conjunto solu¢do do problema

T(A,x)=0.

Suponha que
T(A,0)=0,VAeR.

Os pontos (A,0) sdo denominados solugdes triviais de T'.
Seja
S={(Ax) eRxX, x#0: T(A,x)=0}.

Os pontos de G sdao denominados soluc¢des ndo triviais de 7.

Definicao 3.1 Dizemos que \* € R é um ponto de bifurcagéo para T, com relagdo a curva
de solugaes trivias, se existe uma sequéncia (Ay,u,) € Rx X comu, #0 e T (Ay,u,) =0
tal que

(7\’"71/[") — (7"*70)'

Passemos agora a demonstracdo do principal resultado desse capitulo (Conferir
[24]).
Seja X espaco de Banach e @ : R x X — X definida por

®(s,x) =x—F(s,x), F compacto.

Suponha que F(s,0) =0, Vs € R.
Considere a equacao
d(s,x) = 0. (3-1)

Teorema 3.2 Seja ®;(u) = D(s,x).
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Seja a,b € R, a < b tal que a e b ndo sdo pontos de bifurcacdo da equagdo
Suponha que
ind(®,,0) # ind(Pp,0). (3-2)

Seja

So={(s;,x) e RxX: D(s,x) =0, x #0} U([a,b] x {0}).

Seja € a componente conexa de & que contém |a,b] x {0}.
Entdo, ou
¢ éilimitada em R x X, (3-3)

ou

N ((R\[a,b]) x {0}) # 0. (3-4)

Observamos que
ind(®,,0) = limdeg(®,,B,,0),
r—0

onde B, = {x € X ||x|| < r}, e o limite acima estd bem definido, pois, (a,0) é uma soluc¢io
isolada no conjunto {a} x X.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que € ndo satisfaga[3-3|nem [3-4] isto &,
¢ é limitado e €N ((R\ [a,b]) x {0}) = 0. (3-5)

Seja
¢ =N (R xX)\((a,b) x B(0))),

onde B,(0) ={xe€ X : ||x|| <r} e{a} xB,, {b} x B, sdo vizinhangas isoladas da solucdo
trivial (Ilembre que tais vizinhancas existem, pois os pontos a e b ndo sdo de bifurcagao).
Como € ¢ limitado, existem o, B € R tais que

¢C q’ﬁé,mxx({o})'

Mas @i, p)x € propria, pois, F € compacto, logo, q)ﬁot,mx +({0}) é compacto.
Como € ¢ fechado, segue que € € compacto.
Note também que €’ é compacto, pois € a intersec¢do de um compacto com um
fechado.
Como €' é compacto, a e b ndo sdo pontos de bifurcagio e vale podemos
concluir que
dist(€' R x {0}) > 0.
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Logo, é possivel encontrar um conjunto aberto e limitado em R x (X\{0}) que

denotaremos por €2, tal que
0Q.. N (R x (X\{0})) #0e ¢ C Q... (3-6)

Sejam Qy = [a,b] X B,(0) e Q = Qp N Qoo
Por costrucao,
cCQ.

Vamos considerar dois casos
Caso 1: (9Q\(({a} x B,(0)) U ({b} x B-(0)))n®~'({0}) # 0.

Nesse caso, defina

o Bo=0\(({a} x B(0) U ({5} x B,(0),
o K= @71(0) nQ.

Da mesma forma que mostramos a compacidade de €, podemos mostrar que K
€ compacto. Além disso , Bg e € sdo fechados em K, pois, Bg contém pontos de fronteira
de K e € € componente conexa.

Pelo lema de Whyburn (Cf Apéndice Teorema7.5]), existem compactos Kp,,, K¢
tais que

Bo C Kp,, € C K¢, Kp, UKe = K e Kp, NK¢ = 0.

Sejam m = dist(Kp,,,Kg) > 0, n = dist(Kp,,R\{0}) > 0,1 = min{m,n} e V,U-{
vizinhangas de Kp,,, K¢ respectivamente.

Sejam Q), = (QuNU)UV e Q* =QyUQL.

Por construgdo temos que dist(V,R x (X\{0})) > £ > 0, portanto, Q[, é um
aberto limitado que contém ¢’ e também satisfaz

Alg disso, Q € tal que

CC Q" eBgo=0. 3-7)
Considere,
Q"N ([a,b] x X) como um aberto de [a,b] x X, (3-8)
Q! N (]a,A] x X) como um aberto de [b,A] x X, (3-9)
Q. N ([A,b] x X) como um aberto de [A,b] x X, (3-10)

onde,

A =sup{s: (s,x) € Q*},
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A=inf{s: (s,x) € Q"}.

De [3-7| e [3-8] temos que (utilizando invaridncia por homotopias generalizada
(Conferir Teorema/[I.6)):

deg(®P4,Q,,,0) = deg(Pp,Q5,0),

onde
Q= {(s,x) : (5,x) € Q}.
Sejam
AT = Q\(Q, N ({a} x B(0))),
e
> = Q\ (@51 ({b} x B,(0))).
Pela propriedade da excisdo e da aditividade, temos que
deg(®,,Q,0) = ind(D,,0) + deg(P,,A%,0), (3-11)
e
deg(Dy,Q;,0) = deg(Py,0) +deg(Py,A”,0). (3-12)

de 3-7|e[3-9temos que (pois, (€, )5 ndo contém pontos de ' ({0})
deg(®y), (QL,)5,0) = deg(Py, (Q)5,0) = 0.
por outro lado, temos
deg(®p), (Q.)p,0) = deg(®y),A”,0) = 0.
De modo andlogo, concluimos usando [3-7]e [3-10|que
deg(®,),A?,0) =0.
logo, por[3-11]e[3-12] obtemos
ind(®,,0) = ind(®p,0).

Absurdo, logo, € satisfaz [3-3|e
Caso 2: BoN®~ ({0} = 0.
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Nesse caso, basta proceder como no caso 1 sem utilizar o lema de Whyburn e
novamente chegar a um absurdo.
Concluimos que € satisfaz[3-3|[3-4 O

O teorema [3.2] serd essencial na demonstra¢ao do resultado do Capitulo [6] mas,
para dar uma idéia da forca desse teorema, daremos aqui a demonstragdo do famoso
teorema de bifurcacio global de Rabinowitz.

Seja L : X — X um operador linear. Dizemos que u € valor caracteristico de L, se
existe x € X, x # 0 tal que

x=uLx, i.e., u~' é auto valor de L.

Denotamos por r(L), o conjunto dos valores caracteristicos reais de L.
Suponha a partir de agora que F(s,x) = sLx+ A(s,x), onde, L é linear compacto

e A(s,x) = o(||x||) uniformemente em intervalos limitados, com A compacto.
Lema 3.3 Se (u,0) € ponto de bifurcacdo da equacdo entdo, u € r(L).

Demonstragdo. Veja [23] e suas referéncias. 0

Passemos agora ao teorema (Conferir [24] pag. 59 ou [23]).

Teorema 3.4 Suponha que u € r(L) tem multiplicidade impar. Entdo, existe um contin-

uum € de solugoes ndo triviais de que bifurca no ponto (u,0) tal que
i) € é ilimitado,

ou,

ii) € também bifurca no ponto (,0), onde ) € r(L).

Demonstragdo. Como os valores caracteristicos de um operador linear compacto, sdo
isolados, podemos encontrar € > 0, tal que, o intervalo [u— €, u+ €] ndo contém outros
valores caracteristicos, além de u.

Segue do Lema que ind(P(u—¢€1,-),0) e ind(P(u+¢€p,-),0) estdo bem
definidos.

Note que u — €1 e u+ € estdo no resolvente de L, logo, estdo bem definidos, os

operadores lineares continuos

(I—(u—e)L) ™ e (I~ (u+e)L) ™"
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Ademais, segue da defini¢io de A, que podemos encontrar & > 0 (esse O é

escolhido de modo que a defini¢ao de indice faca sentido) tal que

||A((‘u_8l7x)|| 1 ||x|| <$
]l (= (u—e)L)~ " 7"~ 7
(&
HA((H+817X)H 1 ||x|| <8
]l (= (u+e)L)~ 1" " =
Afirmacdo 1:

ind(®(u—¢y,-),0) = ind(I—(u—=e)L,0)
ind(®(u+e,-),0) = ind(I—(u+e1)L),0)

Provaremos apenas Com efeito, defina H : [0,1] x B5(0) — X por

H(t,x)=x— (u—¢€;)Lx—tA(u—gy,x).

Vamos provar que 0 ¢ H([0, 1] x dBg(0)).

(3-13)

(3-14)

(3-15)
(3-16)

Set =0 out =1 o resultado é imdediato, portanto, suponha por absurdo que

exista (z,x) € (0,1) x dBg(0) tal que
x—(u—g))Lx=tA(u—¢1,x),
logo,
x=(I-(u—e)L)” (A(u—e1,x)),

donde,
x| < (T = (u—e0)L) " [[[JA(u—e1,2)]],

portanto, utilizando [3-13] segue que
1<1.

Absurdo. Concluimos utilizando a propriedade de invaridncia por homotopias

que

deg(P(u—e1,-),{u—e1} x B5(0),0) = deg(I — (u—e1)L, {u—e1} x B5(0),0),

donde,
ind(®(u—ey,-),0) =ind(I — (u—¢€;)L,0)
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Além disso, podemos escolher um €; (Conferir [26] pdg 619) tal que
ind(I — (u—e)L,0) = (—1)Bind (I — (u+&>)L,0), (3-17)

B é a multiplicidade do valor caracteristico u.
Seja € = min{€y, €, }. Tomando a = u—¢€e b = u—+¢, temos de (ja que P é impar)

B-15} B-T6]e3-17 que

ind(®(a,),0) # ind(®(b,),0).

Segue do Lema [3.3]e do Teorema [3.2] o resultado desejado. O

Para finalizar esse capitulo, mostraremos que existe uma componente conexa de

solucdes da equacdo
2
u
—Auz?»(? —I—u), em Q, (3-18)
u=0, em 0Q),

que bifurca do ponto (A1,0), onde A; é o primeiro auto valor do problema (—A, H} (Q)),

e Q C RY é um dominio limitado regular.

2
De fato, Seja G : L>(Q) — L*(Q) o operador de Nemytskii associado a % +u,
isto €,
2
Gu(x) = - éx) + u(x).

Observamos que de fato, a imagem de G estd em L?(Q), donde segue (Conferir
[1'7]) que G € continuo.

Seja S : L*(Q) — HI(Q) o operador solugdo associado ao problema
(~AHY ().

Segue que o operador ASG : L?(Q) — L*(Q) é compacto. Usando a definigdo de

derivada de Fréchet, podemos escrever
ASG(u) = ASu+ Ao(||u||),

onde, o(||u||) é compacto.

Sabemos que A; é um auto-valor de multiplicade 1 para S, logo, utilizando o
Teorema [3.4] concluimos que existe um componente conexa de solucdes de [3-18] que
bifurca em (A;,0).

Concluimos aqui esse capitulo.



CAPiTULO 4

Problemas Elipticos Lineares: Uma Revisao

Considere o seguinte problema:

(@-1)

oAZu + BAu=f emQ,
Bu=0 emoQ,

onde Q@ C RY é um dominio limitado com fronteira regular, f € L>(Q), > 0e
—o0 < B < ok, com A primeiro autovalor de (—A,H] (Q)). O operador fronteira Bu é

Bu:{( u sedo =0,

dado por:

u,Au) se o> 0.

Nesse capitulo, vamos estudar existéncia e unicidade de solu¢des para o prob-
lema [d-1] Também estudaremos seu espectro.
Seja H = H} (Q) NH?*(Q).

Lema 4.1 H é um espaco de Hilbert com o produto interno

() : HxH — R
(u,v) > o Audv—B [o VuVy

Demonstra¢do.Devemos provar que
i) (u,v)=(u), Vu,veH,
ii) (-,-) é bilinear,
iii) (u,u) >0VuecHe (u,u)=0 < u=0,
iv) H é completo com a norma ||u||g = (u,u)%

Note que i) e ii) sdo imediatos, portanto, resta provar iii) e iv).
iii) Consideraremos dois casos:
Caso 1: a > 0.
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Temos que
:a/ |Au|2—B/ Va2, VueH. (4-2)
Q Q
Lembramos que uma das identidades de Green generalizada é (cf. Apéndice
Teorema [7.6)
/ VuVy = —/ ulv, Y u,v e H,
Q Q
logo,
/ IVul? = / Vuvu,
Q Q
= — / uAu,
Q
< [ Jullaw)
Q
S |M‘L2’Au’L2. (4'3)
De [4-3temos
(196l < (ol 2

Usando a desigualdade de Poincaré, segue que

1
JIvulP < - [ 18uP, vuen,
Q M Jo

donde,
/IAulzzklf |Vu|?, YucH. (4-4)
Q Q

Utilizando4-2]e concluimos
() = o [ [VulP=B [ Va2,

= (@M —B) [ [Vul®
= (00”1 _B)HMHH(%(QV YueH.

Portanto, usando o fato que (ah; —3) > 0, obtemos que
(u,u) >0VuecHe (uu)=0< u=0.

Caso 2: o =0.

Nesse caso temos que

(wu) = =B [ |Vul>VueH,
Q
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isto é,
_ 2
(u,u) = _BHMHH&(Q)

Como —f > 0, o resultado segue trivialmente.

iv) Seja (u,) C H uma sequéncia de Cauchy, isto é,
|ty — tt|| 5t — O s€ NymM —> 00,
Seja Wom = Uy — Uy € =AWy = frum € L?(Q). Entio,
MWy = fum, em Q,
{ Wom € H& (Q).
Segue que (cf. [1] sec. 15) existe C > 0 tal que
[Waml| 2 () < Cll fumll12(q) ¥ nym € N (4-5)

De [d-4]temos que

Il = o [ |Awan2 =B [ [V

> a [ il [
Q A Jo

= (@) 8wl
= (@ D)l

logo, || fumllz2(q) — 0 se n,m — oo, pois, uy, € de Cauchy.
Segue de M-5que

|Waml| g2 — 0, se n,m — oo,
Como H?(Q) é completo, deve existir u € H*(Q) tal que
U, — u em L.

Agora vamos provar que u € H& (Q). Da teoria do trago, existe
T : H*(Q) — L?(0Q) operador linear continuo. Como (u,) C Hj (Q), temos que

T(up)=0,VneN.
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Usando a continuidade de 7', temos

17 (n) =T ()|l r200) < Cllun = ullp2() — 0, sen— o,

logo,
1T (u)ll200) < Cllun—ullpg2@) — 0, sen — e,
portanto,
1T ()] 230) =0,
donde,

T(u) =0.

Concluimos da dltima igualdade que u € H} (Q) N H?(Q), portanto,

u, —uemH.

cont comp

Lemad.2 H — H}(Q) — L*(Q)

Demonstragdo. Na demonstragao do Lema . 1], obtemos

Julfy > (00t — B3y > ¥ e € H,

logo,
Nl <~ ullir, ¥ 0 € H
u ] S —F——||U||H, u 5
Hy (Q) /o — B
portanto,

cont 1

Hy(2)
Por outro lado, pelo teorema de Rellich-Kondrachov, temos

comp o

Hy(Q) = L*(Q)

OJ

Seja o, > 0. Mostraremos que para cada f € L?(Q), existe um tinico u € H(} Q)N

H*(Q) solugio de Observamos que o caso o = 0 € bastante conhecido.

Lema 4.3 Se u € H satisfaz

OL/AuAv—B/ Vqu:/fv,‘v’veH,
Q Q Q
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para algum f € L*(Q) entdo, u € H*(Q) e
u=Au=0emIQ.

Demonstragdo. Note primeiro que se f € L?(Q) entdo, 3! w € H tal que

Aw=f em Q,
weH

logo,
Oc/AuAv—B/Vqu:/fv:/va,VveH.
Q Q Q Q

Como u,v,w € H entdo, valem as identidades de Green generalizadas (cf.
Apéndice Teorema 7.6):

VuVv = — / uAv,
Q

Awy = / WAV,
Q Q

donde,
Oc/ AuAv—H.’)/ I/LAVZ/WAV, VveH,
Q Q Q
ou seja,
B w
Oc/ <AuAv—|——u——>Av:0,‘v’v€H. (4-6)
Q o o
Note que para cada ¢ € L2(Q), 3! v € H tal que
Av=¢ emQ,
v=0 emodQ,
donde,

oc/gz(Aqugu—g)(b:O, Vo e L2(Q).

Como Cy C L? (Q), segue do teorema de P. du Bois-Raymond que

w P
Au=——=u, q.t.p. em Q.
o o qt.p

Como w,u € H}(Q), obtemos que

Au =0 em Q.



57

Ademais, como w,u € H*(Q), segue da teoria da regularidade que
uc HY(Q).

O

Utilizando o Lema .3 fica fécil definir solugdo fraca para[d-1] De fato, dizemos
que u € H é solugdo fraca de[d-1|se

Oc/AuAv—B/ Vqu:/fv,‘v’veH.
Q Q Q

Note que se u € H ¢ solucdo fraca de -] entdo, pelo Lema[4.3] u é solugdo de
4-1l

Lema 4.4 O problema tem uma tinica solucdo fraca u € H para cada f € L*(Q).

Antes de demonstrar o Lema[4.4] provaremos a seguinte afirmagao.

Afirmacdo 1: Se u € H entdo, existe C > 0 tal que

/Quz§C<OL/Q\AL¢|2—B/QHVMH2>.

Para provar a Afirmacgdo 1, consideramos 3 casos.
Caso 1: B < 0.
Note (pois —f3 > 0),

ocxl/u2 < g/ |Aul?>, VueH, (4-7)

Q M Jo

B[ < 32w vuen @8)
Q M oJa

portanto, somando {-7] e -8 membro a membro, obtemos

/gzuzg—kl((xkll—ﬁ) (oc/Q|Au|2—[3/Q||Vu||2>,VueH.

Caso 2: B =0.
Nesse caso, basta tomar C = —BA;.
Caso 3: > 0.
Utilizando temos,
(ah — B)/ 2 o< P / Aul?,
Q A Ja

IN

1 2 2
(o[ 18 =p [ |vul?). we
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Notamos que em ambos os casos, C pode ser tomado como
C= 7»1(0(.7\,1 — B)

Passemos agora a demonstra¢do do Lema[4.4]

Demonstragdo. Considere o funcional energia associado ao problema[d-1] isto é,

I(M):%[a/ﬂ|Au|2—B/Q||vu||2}—/gfu,\meH.

Afirmacdo 2:

i) I¢é limitado inferiormente com a norma || - ||z,
ii) Existe up € H tal que I(up) = inlgl(u),
uc

iii) ug € solugdo fraca de[d-1]
i) Note,
1 2
M) = Slulf— | fu
Q
1 2
= Sl = 1120 1l 2@)-
Segue da ulitma desigualdade e da Afirmacdo 1, que existe C > 0 tal que
L)
I(u) =z 5 |lullf = Cllulle, VueH,
portanto, I é limitado inferiormente, ou seja, existe m > 0 tal que
I(u)>m,YueH.

ii) De 1), temos que o nimero, Iy = inIfI I(u) , estd bem definido. Tome uma
uc

seguéncia minimizante em H, isto é, uma sequéncia (u,) C H tal que
I(uy) — Iy, se n — oo.

Usando a defini¢do de infimo e reenumerando a sequéncia se necessario, temos
que
Io <I(u,) <Ih+1,Vn,

logo,

1
m < S llunllfy = Cllunlln < To+1, ¥ n.
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Segue da ultima desigualdade que (u,) é limitada em H. Como H é um espago
reflexivo entdo, existe uma subseguéncia de (u,) que continuaremos denotando por (uy,)
tal que

U, — ug, em H,

para algum ug € H.
Como H estd imerso compactamente em L? (), segue que existe um subsequén-

cia de (u,) ainda denotada por (u,) tal que
Uy —> ug, em L*(Q).
Ademais, sabemos que (reindexando a sequéncia novamente)
up(x) — u(x), gt.p.x € Qe |uy(x)| <h(x),
para alguma h € L?(Q). Observamos também (pois u, — ug, em H) que
lluol|zr < liminf ||u, |5

Segue que

o) = o [ swf =B [ [Viol?] - [ s
— luolfy— [ suo

1
< —limianunH%,—lim/fun,
2 Q

1
= —limianunH%{—liminf/ fitn,
2 Q

= I

Concluimos da tdltima desigualdade (pois, Ip < I(up)) que
1 (uo) = 10.

iii) Segue da definicao de infimo que

I(ug+1v) —I(ug)

; >0,Vt>0eVveH. (4-9)
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Note,

1(”0+fvt>_1(”0) — ;{%[(x/g(2tAu0Av+t2]Av|2)—B/Q(thMOVV‘HZHVVHZ)] —/fov}’

— %[a/ﬁ(zAquvaAv\z)—B/Q(zvroertHVsz)} —/va,

t t
_ a/(Aquv+—\Ayv2)—B/(vuovV+—HvVuz)—/fv.
Q 2 Q 2 Q

Fazendo t — 0 e usando 4-9| obtemos

Oc/Aquv—B/ VMOVVZ/fv,VVEH.
Q Q Q

Trocando v por —v na ultima desigualdade, segue que

(X/Aquv—B/ VMOVv:/fv,VVEH,
Q Q Q

donde, usando o Lema[4.3] concluimos que uo é uma solug@o fraca de[-1I] Para completar
a demonstracdo devemos provar que ug € unica. Para isso, suponha que w € H também ¢é

solugdo fraca de [d-1] Temos

OL/AMOAV—B/ Vu()Vv:/fv,VVEH,
Q Q Q

e
Oc/ AWAV—B/ VwVv:/fv, VveH.
Q Q Q
Subtraindo as duas tltimas igualdades membro a membro, obtemos
OL/ A(uo—w)Av—ﬁ/ V(ug—w)Vv=0VvEH.
Q Q
Tomando v = up — w na dltima igualdade, concluimos que
luo —wll7; =0,
donde,
Uy =Ww,

portanto, o Lema .4 estd demonstrado. O

Com base no Lema [4.4] definimos o operador solugdo S, do problema -1} isto
é, dado f € L*(Q) entido, Sf é a solugio fraca de

Lema 4.5 O operador S : L*(Q) — H é linear e satisfaz
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I- Existe C > 0 tal que

ISflle < Cllf 2@ £ € L3(R),

II- §:L*(Q) — L*(Q) é compacto,

- S é simétrico em L*(Q), isto ¢,
| sfe=[ 156, 1.8 ().
Q Q
Demonstragdo. Primeiro vamos provar que S é linear. Dado f,g € L?>(Q) e 8 € R, temos

OL/QASfAv—B/QVSva:/va,‘V’VGH,

OL/ASgAv—B/ VSgVVZ/gv,VVEH,
Q Q Q

donde,
OL/QA(GanLSg)Av— B/QV(BSf—i—Sg)Vv _ /Q(ef+g)v, VveH.
Segue da unicidade de solucoes (Conferir Lema[d.4) que
S(Of+g)=0Sf+Sg, VO cReVf,gcH.

Passemos agora a demonstragao dos itens.
I- Dado f € L*(Q), f # 0, temos

2 2 2
IsAIf = o | lasr2=p [ [9ssIP,

— / £Sf,
Q
< [ISfll2@llfllz2)-

Segue do Lemaf4.2]e da ultima desigualdade que

ISFI7 < ClUSFlalfllze),
portanto,
1Sf e < Cllfll 2

II- de I-, temos que S : L>(Q) — H é continuo. Por outro lado, vimos no Lema

que H estd imerso compactamente em L?(Q), ou seja, existe i : H — L?(Q) compacto,
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tal que

i(u) = u.

Segue que
S=Soi:L*(Q)— L*(Q) é compacto.

II- Dado f, g € L*(Q), temos

OL/QASfAv—B/QVSva:/va,‘v’vEH,

OL/ ASgAv—B/ VSng:/gv, VveH.
Q Q Q
Tomando v = Sg na primeira igualdade e v = Sf na segunda, segue que
| ste=[ rse.v r.gcl?@).
Q Q

0J

Segue do Lema [4.5] e da teoria espectral, que existe uma seguéncia ortonormal
(0,) C L*(Q) e uma sequéncia (f7,) C R tal que

SO = HnOn € Ty — 0.

Afirmacao 3: i, > 0.

De fato, como S¢,, = u,0,, segue que

,LT,,<0L/QA¢,,AV—[3/QV¢,,VV> :/qu, VveH,

portanto, tomando v = ¢,,, segue que

i (o [ 1802 =B [ 1¥6uI) = [ 63
Q Q Q
Como (pois 0 ndo é autovalor) ¢, # 0 e & [, |Adn|> — B [o [[VO]|? > 0, segue que
i, > 0.

Seja u, = —. Concluimos que y,, > 0, y, —> ¢

1
in

0A%0, + BAD, = 1,0, em Q,
B, =0 em 0Q.
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Lema 4.6 Os autovalores do problemald-1| satisfazem
i) tn =M (0th, — B), onde () sdo os autovalores de (—A, H (Q)). As correspondetes
auto fungées ¢y sdo as mesmas de (—A,H} (Q)),

i) f aHAVHiz(Q) _BHV"Hiz(Q)
= n
YT o Wz

i) 111 Jo V2 < o |AVE =B o | V]2, ¥ v e H,
iv) #ZfQ|V|2 < (XfQ‘AVF—BfQHVHZa VveEHe [ovo; =0.

)

Demonstragdo. i) Suponha que u seja um autovalor do problemaf-1] isto &,

aA’0+BA) —udp =0 em Q,
Bd=0 em 0Q.

Note,

0A20 + PAG — b = a(A2+§A— g)q)

- e by ) (s o

portanto,
B/ o/ ]
[(A‘L 20 >O<A+ 20 )}q)_o em &, (4-10)
Bo=0 em 0Q.
Seja

- (o B

Note que y # 0, caso contrdrio, B vB rdou ”E;HOW seria autovalor de (—A,H}(Q)), o
BovB o ) Jogo, de 4-10

que € um absurdo, pois,
(—A,H} (Q)), isto &,

segue que Y € autofuncdo de

(a4 B VPR
200

Jw=o,

donde, A = PV F tdau VE;MOW é um autovalor do problema (—A, H} (Q)). Segue que

=20 —p).

Para demonstrar ii), ii1) e iv), note que S € um operador positivo, isto €,

(Sf, 2@ =20,V f € LP(Q).
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De fato,

SF Dy = [ IS,

2 2
o[ 1asfR 8 [ IVssIP

= |ISfll7,
> 0.

Como H € um espaco de Hilbert de dimensao infinita, S € auto-adjunto e pos-
itivo, segue do método de Raylegh-Ritz (Conferir [3] Problema 36) que ii) é valido.
Note que iii) decorre imediatamente de ii), enquanto, iv) decorre imediatamente de uma

propriedade andloga a ii) e que pode ser provada também utilizando o mesmo método. [

Vale a pena observar que o item iii) do Lema[4.6/¢ o mesmo que a Afirmacdo 1.
De fato, basta tomar C = yj.

Concluimos aqui o Capitulo 4. Esse capitulo serd de extrema importancia para
noés, principalmente por causa do estudo espectral feito aqui. O fato de que as auto
funcdes, associadas ao problema sdo as mesmas do problema (—A, H} (Q)) é bastante
relevante. Com efeito, lembramos que a primeira auto fungdo ¢ é extritamente positiva
emQe % < 0 se x € 0Q. Essas informagdes a respeito de ¢, juntamente com outras,
nos fornecerdo ferramentas apropriadas para resolver o problema ressonante do Capitulo

5, e o problema assintoticamente linear do Capitulo 6.



CAPITULO 5

Problemas Elipticos Ressonantes

Nesse capitulo, estudaremos o seguinte problema ressonante eliptico de quarta

ordem sob condic¢des de fronteira de Navier (cf. [4]]):

{ A% u -+ BAu — puju+g(x,u) = f em Q, 5-1)

Bu=0 em 0Q,

onde @ C RY é um conjunto aberto, limitado com fronteira regular; f € L>Q, o > 0,

—o0 < B < 0thy, A € 0 primeiro autovalor de (—A, H} (Q)). O operador fronteira é definido

Bu:{u sea=0

por

(u,Au) seo>0

e u; € o primeiro autovalor de

(5-2)

OA%u+BAu = em Q,
Bu=0 em 0Q.

Assumiremos que g :  x R — R satisfaz as condi¢des de Carathéodory. Além
disso,
8(x,5)] <h(x), x€Q, sER, (5-3)

para algum h € L*(Q)e
sg(x,s) <0, x€Q, seR. (5-4)

Casos particulares do problema [5-1] foram bastante estudados na literatura. Por

exemplo, se a =0 e f = —1, temos o problema

{ —Au—Mu+g(u)=f emQ, (5-5)

u=>0 em 0Q.

Landesman e Lazer (cf. [18]) provaram que se g(¢) — g+ quando ¢ — +oo entdo,

¢ [or< [ rbi<e [ on

[5-5]admite solugdo se
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onde ¢; é a auto-fungdo associada a ;.

Ademais, se g_ < g < g, a condi¢do

¢ o< [ rbr<e [ on

€ necessdria para existéncia.

O problema

—Au—Mu+g(u) =td;+h emQ,
u=>0 em 0Q,

sob as condi¢des

5g(s) <0,s€Re g(s) > 0se|s| — oo,

foi estudado por diversos matematicos (cf. [L1], [14] e [S]]).
Ma & Yang (cf. [21]) utilizaram o método de Lyapunov-Schmidt, combinado
com argumentos envolvendo componentes conexas de pontos fixos para resolver o prob-

lema:

{ W' (1) +mPu+a(t)g(u) = f em (0.1),
u(0)=u(1) =0,

onde,
tg(t) >0eg(t) — 0, se |t| — oo.

Ling (cf. [19]) provou resultados de multiplicidade de solugdes para

{ ut + B —Mu=g(t,u) + f(t) em (0,1),
u(0)=u(1)=u"(0) =u"(1) =0,

onde B e g satisfazem (dentre outras condigdes técnicas)
B(t) <, ug(t,u) >0, uc R, g(t,u) — 0 se |u| — oo, £ €[0,1].
Segue agora o resultado principal desse capitulo (cf. [4]).

Teorema 5.1 Seja f € L*(Q) com f =td1+h, ¢; Lh, t €R.

1% Parte: Suponha que g satisfaz[5-3) entdo existe um conjunto limitado A, C R
tal que o problema admite solugdo se e somente set € Ay,

2% Parte: Ademais, admite solugdo parat =0 se vale e h € L (Q).
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3% Parte: Ademais, se h € L™ e g satisfaz

sg(x,s) <O paraxeQels| > T, pataalgum T > 0,com g continua em Q x (—T,—T)°,
(5-6)

g(x,s) S 0, gt.p.x€Q. (5-7)
Entdo existem niimeros reais a.,b, com a, < 0 < b, tais que
A}, =[a,0)U(0,0"] C Ay,
e admite no minimo duas solugoes set € A;.

Para provar o Teorema faremos uso do método de Lyapunov-Schmidt e do
Teorema 2.4

Seja D(L) = {u € H*(Q) : u= Au =0 em 0Q} e defina o operador linear
L:D(L) C L*(Q) — L*(Q) por

Lu = 0A%u + BAu — pyu.

Afirmacdo 1: L € um operador desamente definido, fechado e simétrico.

e Densamente definido: De fato, suponha que u € L?(Q) é tal que
(u,v) = /qu =0VYveD(L).
Como C;(2) C D(L), segue que
(u,v) = /qu =0WeCy(Q),
portanto, u = 0 g.t.p em Q, donde, D(L) é denso em L?(Q).

e Fechado: Veja [10].

e Simétrico: Devemos provar que

/Luv:/uLvVu,veD(L),
Q Q

mas, como u = Au=0em dQ e u € H* entio, valem as identidades de Green generalizadas
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(cf. Apéndice Teorema[7.6), logo,

/Luv = /(GA2M+[3AM—y1M)V
Q Q

= /OcAuAv—i—/BuAv—/yluv
Q Q Q

= / u(oA?y 4 BAY — uyv)
Q
= / uLv, Yu,v € D(L).
Q
Segue da teoria dos operadores e do fato que L?(Q) é Hilbert que
R(L) =N(L")* =N(L)* e L*(Q) = N(L) ®R(L).

Observamos que R(L) = {s¢; : s € R}, onde ¢; ¢ a primeira auto fungdo de[5-2|

Considere o operador de Nemytskii associado a fungdo g, i.e.,
Gu(x) = g(x,u(x)), gt.px € Q, uec L*(Q).

Afirmacdo 2: G é um operador continuo e limitado cuja imagem estd em L*(Q).

De fato, basta apenas mostrar (Cf [17]) que
GueL*(Q), Vuel*(Q),
entretanto, gragas a[5-3|temos que

J1GuP = [ gt

donde, Gu € L*(Q).

Utilizando L e G podemos reescrever [5-1] da forma
Lu+Gu=f,uecD(L). (5-8)
Escrevendo

u=s6y+w, weR(L),
f=tdb1+h, heR(L),

segue que (pois Lo =0)

Lw+G(s01 +w) =101 +h.
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Sejam P: L2(Q) — N(L) e Q : L>(Q) — R(L) as projecdes ortogonais associadas
a decomposi¢io L2 = N(L) ®R(L).
Aplicando P e Q em [5-8| obetmos

OLw+ QG(s0; +w) = h,
PLw+ Pg(sd; +w) =10y,

no entanto, QLw = Lw e PLw = 0, pois, Lw € R(L), logo,

Lw+QG(so1 +w) = h, (5-9)

PG(s¢1 +w) =101. (5-10)

Note que somando membro a membro [5-9] e [5-10, obtemos [5-8 portanto,
resolver o problema ¢ equivalente a resolver o sistema - O método de

Lyapunov-Schmidt consiste em explorar tal sistema de modo a encontrar uma solug¢do

para[5-8|
Defina S, C R x R(L) por

Sp={(s,w) ERXR(L): Lw+ QG(s0; +w) = h}.

Antes de mais nada, devemos provar que Sj, € ndo vazio, entretanto, vamos supor por hora
que Sy, € ndo vazio e ver o que se pode deduzir disso. Mais adiante provaremos que Sy, 7~ 0.
Defina @(s,w) =< G(s¢1 +w),01 >;2(q), (5;w) € R X R(L), isto €,

D(s,w) = /Qg(x,sq)l +w)dy, (s,w) € RxR(L).
Afirmagdo 3: O sistema[5-9]- [5-10] é equivalente a equagio
D(s,w) =t, (s,w) €S}. (5-11)
De fato, se (s,w) € R x R(L) resolve o sistema, entdo, de[5-9] (s, w) € Sj. Segue

de[5-10|que
< G(s01+w)—101,v>=0VveN(L),

portanto, tomando v = ¢, temos
d(s,w) =1, (s,w) € Sp.

Reciprocamente, se ¢ satisfeito entdo, pela definicdo de Sj, temos que [5-9]é
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satisfeito. Ademais,
< G(sd+w)—td1,a0; >=0, Vo e R,

portanto, [5-10] ¢ satisfeito.
Provaremos agora que Sy, # 0. De fato, note que Lig(y) € injetor, portanto, estd

bem definido o operador linear

S = L‘}'(L) :R(L) = R(L)ND(L) C L*(Q).

Devemos entdo provar que existe (s,w) € R x R(L) tal que
w=S[h—0G(sd; +w)].
Defina
K(s,w) =S[h—QG(s¢1 +w)], (s,w) € R x By,

onde p € determinado mais adiante, na Afirmacdo 7. Segue da Afirmacdo 9 (mais adiante),
que K é compacto e R(K) C Ep. Portanto, fixado s € R, obtemos, utilizando o teorema do
ponto fixo de Schauder (cf. Teorema[L.4), que existe w € R(L) tal que

Lw=h—0G(s01 +w).

Observe que com a linguagem acima, resolver o problema [5-1] é equivalente a
resolver portanto, nosso foco agora, serd em entender a equacéo e para isso
(consequentemente para a demonstragdo do Teorema [5.1]), precisaremos de alguns lemas

técnicos, mas, que no entanto sdo de facil demonstracao.

Lema 5.2 Suponha Q regular e limitado. Seja W C H(} (Q) limitado com respeito a norma
de C'(Q). Entao, existe um niimero B = (W) > 0 tal que

sO1(x) +w(x) >0e —s501(x) +w(x) <0g.t.p.x€Q,

paracadas > eVYweW.

Demonstragdo. Dado w € W, existe C > 0 tal que
Iwller ) < C.

logo,
ow —
—ng(x)gCe—ng(x)gC,xEQB, (5-12)
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onde Q5 = {x € Q: dist(x,0Q) < 8} e & é escolhido de modo a justificar todas as

passagens seguintes. Note que se d é pequeno entdo, a derivada normal estd bem definida,

pois Q é regular.
Como a% < 0 em dQ entdo, usando a compacidade de d€2, segue que (esco

Ihendo um J conveniente)

991

K =sup——
o ov

(x) <O.

Defina H(x) = s¢;(x) +w(x), s >0 e x € Qg.

Note,
oH| 0, ow —C
—(x) = s —"— — < < > — .
e (x) sav(x)+av(x)_sK+C_0,ses_ X >0exe Qs

A desiguladade acima nos diz que na dire¢do normal, H; € decrescente. Uma vez

que
H,({0Q}) = {0},
segue que
—C
Hi(x) >0sexeQg, es> A
logo,
—C
5O01(x) +w(x) >0ses> N x € Qs. (5-13)
Analogamente defina Hy(x) = —s01(x) +w(x), x € Qg e s > 0. Note,
oH. 0 0 —C
a—\f(x)zs%(x)—k%(x) <sK+C<0, ses> 2 >0exeQs.
Como H,({0Q}) = {0}, segue que
—C
H>(x) <0, ses> e >0exe Qg
donde c
— 501 (x) +w(x) >0, ses2%>06x695, (5-14)
Por outro lado, como ¢ > 0 em Q, temos que
-C _w _C
Y e vre 0\,
T TR} \
logo
—C w

SuPg\, 01— 01 info\o, 01 \
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portanto, existe M > 0 tal que

w(x)

01(x)

—M < SM,XEQ\Q&

donde,
Mop(x)+w(x) >0e —Moi(x) +w(x) <0, Vxe Q\Qs. (5-15)

Segue de[5-13] [5-14] e [5-13| que tomando

B(W) :max{M,—%},

o lema esta provado.

Lema 5.3 Suponha e Se W C H(Q)NCY(Q) ¢ limitado com respeito a

norma de C'(Q) entdo, existe um niimero positivo By = B1 (W) tal que
P(s,w) <0eP(—s,w) >0 paracadas>PreVweWw, (5-16)

D(s,w) >0e P(—s,w) <0 paracadas < —PreVweW. (5-17)

Demonstragdo. Tome p = B(W) como no Lemal[5.2)e defina

T+ sup [lwllc g
weW

Bo = max; :
Q
onde T é dado em
Defina
B1 =B+ Bo.
Segue do Lema[5.2|que

(s—PBo)o1(x) +w(x) >0, Vs>PreweW,

—(s—B0o)d1(x) +w(x) <OVs>PreweW,

logo,
501 (x) +w(x) >Podi(x) Vs >PreweW,

—501(x) +w(x) < —PBodp1(x) Vs >PreweW.
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logo,

logo,

De [5-4|temos que

tg(x,t) <0OVxeQ, Vi eR,

(501 (x) +w(x))g(x,501(x) +w(x)) <0OVxeQ, seR,

(501 (x) +w(x))g(x,501(x) +w(x)) <0, VxeQ, seR.

Se s > B entdo,

so1 +w(x)=Bod1(x) >0V x e Q,

portanto,

g(x,501(x) +w(x)) <0ses>PyexeQ.

Do mesmo modo, se B > B entdo,

=501 (x) +w(x) < —PBod1(x) <OVxeQ,

portanto,

g(x,—sd1(x) +w(x)) >0ses>PjexeQ.

Segue que

P(s,w) = / g(x, 501 +w)oy, seR, weWw
Q

¢ tal que (pois ¢; > 0)

P(s,w) <0 e P(—s,w) >0ses>Py.

Afirmagao 4: ®(s,w) <0V s> By.
Seja xop € Q tal que
01(x0) = max [y |

Seja K > 0 tal que

sup [[w|ci () > K.
wew
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Note,
s01(x0) +w(xo) > Bomgxllmﬂa
> BomélXH%H —K,
> T
> 0,Vs>PBreweW.
De [5-6|temos,

(501 (x0) +w(x0))g(x0,501 (x0) +w(x0)) <0, Vs>PreweW,

logo,
g(x0,501(x0) +w(xp)) <O.

Segue também de que existe paraca cada s > B; fixo, uma vizinhanga
V =V(s,xp) de xo tal que

g(x,501(x) +w(x)) <0, VxevV,

donde
P(s,w) <0ses>PreweW.

Para demonstrar [5-17] note que
—s—Po > P ses < —Pu,
logo, pelo Lema[5.2] segue que

_(S+BO)¢1+WZOVSS_B17 WEW?

e
(s+Bo)01 +w>0Vs< —By, weWw,
donde
—s01 +w>Bod1 Vs < P, weW,
e

s +w > —Bod1 Vs < —Pi, weW.

De [5-4|temos que

tg(x,1) <0, VxeQ, teR.
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De modo anédlogo ao que fizemos anteriormente, concluimos
D(s,w) >0e D(—s,w) <0ses<—Py.

Afirmagdo 5: ®(s,w) >0 paras < —BreweW.

Basta notar que

sP1(xo) +wlxo) < —Pomax o],
< —Bom§X||¢1|| +K,
< =T
< 0,Vs>BreweWw,
e proceder de maneira andloga a demonstragio de[5-16] O

Passemos agora a demonstragdo do Torema

Demonstracdo. 1* Parte: Sabemos que [5-1]é equivalente a
D(s,w) =1, (s,w) € Sp.

Defina
A =D(Sy).

Entéo [5-1] admite solugdo se e somente se 1 € Ay,.
Afirmagdo 6: ® é uma fun¢do continua limitada.

De fato, note

D)l < [ leestn+w)on

| o]

|01 ]]oo]| 2] 1,

IN

IN

donde, @ € limitada.

Para provar a continuidade de ®, basta usar o fato que g é Caratheodory e satisfaz
e depois, aplicar o teorema de Lebesgue. Com a Afirmacao 6, concluimos a 1* Parte,
pois, sendo ® limitada, temos que a imagem de S, por ® € limitada.

22 Parte: Defina

W =A{w: (s,w) €Sy para algum s € R}.

Afirmacdo 7: W é limitado em L?(Q).
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De fato, se w € W, entdo

Lw+QG(s01 +w) = h,

logo,
Lw=h—Q0G(s0; +w).
Como h — QG(sh; +w) € L?, segue de [16] que existe uma constante C > 0 tal
que
Iwllz2@) < Cllh— QG (sd1 +w)ll2(q)
Observamos que
ud;
Pu = fQ 3 0] = (/ u¢1)¢1,
Ja 01
;  Joud
_ QU01 /
u=u 1 =u— u )
logo,

= 0G(ston + W) = [ Ih=glr.son+w)+( [ glr.so+w)onoil
< {lhl+ Gt +) +1( [ g0+ wion)only,
<[ AUl B+ 001}
Segue da dltima desigualdade que existe p > 0 tal que

Wiz <C, VweWw,

donde concluimos que
W C B, C L*(Q).

Afirmacdo 8: W é um subconjunto limitado de C!(Q) se h € L™(Q).

Com efeito, se w € W, entao
Lw+QG(s01 +w) = h,

logo,
Lo = =g+ )+ [ (gl i +w)on)ou.

Como h,g(-,s01 +w),d; € LP(Q) V p, segue de [16] que existe uma constante
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C > 0 tal que

[wllwssa < Cllh—g(-os01-+w)+ [ (s(r01 w0001 (0

De modo andlogo ao que fizemos anteriormente, concluimos que existe uma
constante C, > 0 tal que

HWHW‘W(Q) <Cp, Vp=1
Como W*P(Q) estd imerso compactamente em C' (Q) para 4 > %’, segue que W
é limitado em C!(Q).
Pelo Lema|[5.2] existe p = B(W) > 0 tal que
s01+w>0e —sO01+w<0g.t.p.xeQ, s>p.
Segue de [5-4 que
D(PB,w) <0ed(—P,w) >0.
Como & € continua (cf. Afirmagao 6), concluimos que

0€ Ay,

portanto, a 2% Parte estd demonstrada.

3% Parte: Note que Lg(;) € injetor, portanto, estd bem definido o operador linear
:R(L) = R(L)ND(L) C L*(Q).

Note que D(L) estd imerso compactamente em L?(Q), portanto, S é um operador
compacto de R(L) em L?(Q).
Defina

K(s,w) =S[h—QG(s¢1 +w)], (s,w) € R X By.

Afirmagdo 9: K é compacto e R(K) C By.
De fato, K é compacto pois é a composi¢do de um operador compacto com um

operador continuo. Por outro lado, se u € R(K), entdo existe (s,w) € R X By, tal que
u=Sh—0G(sdp; +w)],

donde,
Lu=h—0G(sd; +w).
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Mas, como vimos anteriormente,

[ull 2y < p-
Pelo Teorema [2.4] existe um continuum de pontos fixos de K, €., C S, tal que
CoN({s} xBp) #0, Vs eR.

Pelo Lemal[5.3] existe B; > 0 tal que

D(s,w) >0V s< —PreVweW, (5-18)

P(s,w) <OVs>PrevVweW. (5-19)
Seja

a= inf  Pe b= sup P.
€N ([—B1,B1]xBp) €N ([B1,B1] xBp)
Segue de[5-18]e[5-19|que
—e0<a<0<bh <o

Temos de [5-7|que

®(s,w) =0, wE W, 5 — Foo. (5-20)

Segue de[5-16] [5-17]e[5-20} que existe y > B; tal que

g < B(s5,w) <OV (5,w) € o ((Y,50) x By),

0<d(s,w) < g V (s5,w) € €N ((—o0,—Y) X Byp).

Defina

a, = inf = P,
CeaN((Y,00) X Bp)

b* = sup d.
Ceo((—o0,~Y) xBp)

Segue das ultimas desigualdades que

—o<a<a, <0<b" <b< oo,
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portanto, para cada t € [a*,0), existe (s1,w) € €N ([—P1,P1] X Bp) tal que P(s1,wi) =1
e existe (s2,w2) € €o N ((Y,00) X Bp) tal que P(s2,wr) = ¢. Concluimos o mesmo se
t € (0,b%].
Definindo
A} = [as,0) U (0,07,

segue que a 3 Parte estd demonstrada. 0



CAPITULO 6

Problemas Elipticos Assintoticamente Lineares

Considere o problema (cf. [15]):

(6-1)

A’u = f(x,u,Au) em Q,
u=Au=20 em 0%,

onde Q@ C RY é um dominio limitado com fronteira regular, A é o operador biharménico

e f:Qx[0,00) x (—o0,0] = [0,00) é uma fun¢do continua assintoticamente linear tal que

flxu,p) >0, x€ Qe (u,p) € ([0,00) x (—o2,0)\{(0,0)}.

O termo assintoticamente linear, significard para nés as hipoteses H1 e H2:

H1- Existem constantes ag, by, a’,b° com

ao+bo >0, a+b° >0,

tais que
aou_bop_gl (X,M,p) S f(x,u,p) S aou_b0p+§2(x7u7p)7

para (x,u,p) € Q x [0,00) X (—o0,0], onde
&1,82 1 Qx[0,00) X (—e0,0] — [0, 0),

sdo funcdes continuas satisfazendo

lim M =0 para cadax € Qe j=€ {1,2},
(wp)|=0  [(u,p)]
%—Zﬁ” <7;(x) para cada x € Q, |(u,p)| >0, j€{1,2} eyj € L”(Q).

Observamos que |(u, p)| = /u? + p2.
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H2- Existem constantes Ce,dw,c”,d” com
Cootde >0, c”+d” >0,

tais que
ot = doop =M1 (%,10, p) < (¥, 10, p) < Pu—d=p+Ma(x,u, p),

para (x,u,p) € Q x [0,00) X (—o0,0], onde
MNi,M2: Q X [0700) X (_0070] — [0700),

sdo funcdes continuas satisfazendo

lim WP o cadaxe Qe e {1.2),
|(u.p)| = |(u, )]
€
% < {j(x) para cadax € Q, |(u,p)| >0, j€{1,2} e {; € L™(Q).
Definimos

,Ul(e,C) = ﬁ:

onde 0, { sdo nimeros reais nio negativos tais que
0+C>0.

Ruyun Ma & Jia Xu (cf. [20]) estudaram o seguinte problema

{ " = f(x,u,u”) em (0,1),
u(0) =u(1)=u"(0) =d"(1) =0.

O resultado principal desse capitulo, estd resumido no préximo teorema (cf.

(LS.

Teorema 6.1 Suponha HI, H2 e

H3- Existem niimeros reais ndo negativos ai,a; com ay +ap > 0 tais que
f(x,u,p) > ayu—azp, para cada (x,u,p) € Q x [0,00) X (—e0,0].
Se além disso, ou

11 (Ceoy doo) < 1 < 1y (a°,6°),
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ou
yl(a(),b()) <1 < U1 (Coo,doo),

entdo, o problema [6-1| admite no minimo uma solugdo positiva.

Para demonstrarmos o Teorema faremos uso do Teorema [3.2] Para isso, de-
vemos mostrar que resolver o problema [6-1] € equivalente a resolver uma equagao envol-
vendo um dado operador compacto, portanto, nas linhas que se seguem, desenvolveremos
a linguagem apropriada.

Defina f : Q x R x R — [0,00) por

( ) sexeQ,u>0ep<0,
( ) sexeQ, u<0ep<0,
f(x,u,0) sexeQ,u>0ep>0,
( ) sexeQ, u<0ep>0.

Note que f € uma extensdo continua de f.

Considere a seguinte familia de problemas

.
{ A*u=Af(x,u,Au) em Q, 6-2)

u=Au=20 em 0Q,

onde A > 0 é um parimetro.
Seja H = H} (Q) NH*(Q) e F o operador de Nemytskii associado a f, isto ¢,

Fu(x) = f(x,u(x),Au(x)), Yu € H.
Definimos em H o produto interno (cf. Capitulo )
(u,v) = / Aulv, u,v € H,
Q

e lembramos que H € Hilbert com esse produto interno.
Afirmacdo 1: F : H — L2(Q) é continuo e limitado.
Antes de provar a Afirmagdo 1, observamos que f(x,0,0) =0, Vx € Q. Com

efeito, temos de H1 que
185 (x,u, p)| <v;(x)|(u, p)| para cada x € Q, j € {1,2} e|(u, p)| >0,
portanto, usando o fato que &; € continua, obtemos fazendo (u, p) — (0,0) que

€;(x,0,0) =0, para cadax € Qe je {1,2}.
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Fazendo (u, p) — (0,0) na desigualdade

aou—bop—él(xauap) < f(X,u,p) < aou_b0p+§2(x7u7p)a

concluimos que
f(x,0,0) =0, Vx € Q.

Passemos agora a demonstracdo da Afirmacdo 1. De fato, note que
=2 = 2
1Fulldg = [ |Fubu)P,
= o 0P e ) +
[4>0, Au>0] [u>0, Au<0]
[ fm00)P 70,0, 80)P,
[u>0, Au>0] [u<0, Au>0]

< [ e an P+ [ 0P+ [ 10,80

< /Q{[aou—bo—l—iz(x,u,Au)]z—f—[a0u+§2(x,u,0)]2+[—bOAu—l—iz(x,(),Au)]z},

@)? 4, C 2a°°  24° |cC )
< + @)+ 5 +C+—=—+"— | +C||Au]”+
_/Q[k% 0PI+ 3 n | e

[ C (a®)? 24" )
+/ 20°, | 5 +C+ + S5V |Au)? +
a7 \22 2tz Vel
_C 042 0 2
+/ ?—F(b) +20°VC+C||Aul?, ue H,
Q| M

onde C = ||||% e nas desigualdades acima foram utilizados a hipStese H1 e as seguintes
desigualdades (cf. Capitulo H):

[1auP = [ valPe [ s =23 [ uP uen.
Q Q Q Q
Segue que existe C > 0 tal que

1Full < |lull, Vu e H.

Da ultima desigualdade concluimos que F:H— L?(Q) é continuo e limitado.
Seja P : R x H — H definido por

Dy (u) =P(Au)=u—T(Au),
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onde 7 : R x H — H € definido por
T(\u) =AS*Fu,

e S é o operador solugio definido no Capitulo 4]
Observamos que S2 f = u para f € L?(Q) é equivalente a

/AuAv:/fv, YveH.
Q Q

De fato, suponha que s2 f = u. Note que u = S(Sf), donde,
u € HY(Q)NH*(Q), pois, Sf € H. Além disso, Au = 0 em 9Q, pois, como u = S(Sf)
entdo, —Au = Sf, g.t.p. em Q, entretanto, Sf € H, logo, Au = 0 em 0Q. Utilizando a
identidade de Green generalizada (cf. Apéndice Teorema(7.6)), obtemos

/AuAv = —/V(Au)Vv,
Q Q
= /VSva
Q
= /fv, YveH.
Q

Reciprocamente, suponha que

/AuAv:/fv, YveH.
Q Q

Segue do Lemaque u € H} (Q)NH*(Q) e Au=0em 9Q, portanto, utilizando
a identidade de Green generalizada (cf. Apéndice Teorema[7.6)), temos que

—/QV(AM)V\/:/va, VweH.

Note que

/QV(Sf)Vv:/va, YweH,

logo, subtraindo as duas tultimas igualdades membro a membro, obtemos
/QV(AquSf)Vv —0,WeH,
mas, tomando v = Au+ Sf (lembramos que Au+Sf € H), temos
1Au+Sf1 3 () = 0,

donde, Sf = —Au. Segue da identidade de Green generalizada (cf. Apéndice Teorema(7.6)
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que
S?f = S(—Au) = u.

Afirmacdo 2: ® é uma perturbagcdo compacta da identidade.
Devemos provar que 7 é compacto. Para isso, seja (A,,u,) C R x H uma
sequéncia limitada, isto €,
Anl + l[unllr < M, V.

Da desigualdade acima, concluimos que existe uma subsequéncia (A, ) C (A,) tal que
Ay, — AER.

Por outro lado, como F é um operador limitado, segue do fato que [|u,| é
limitado que
| Futn, || < My, VE. (6-3)

Usando a compacidade do operador S : L?(Q) — L?(Q), concluimos que existe

uma subsequéncia, que também denotaremos por F uy, tal que
Szﬁunk —s v, em L*(Q). (6-4)

Sejawy, = Fuy, € v, = Szwnk.

Como vimos na dltima observacao,

/ Av,, A® = / W, ®, VO € H,
Q Q

logo,
/ AV, — v, ) A = / (W, —wn,)®, Yo € H e Vk,r,
Q Q

portanto, tomando ® = v,, —Vv,,, segue que

180w =) = [ )o=)W
Q Q
Concluimos utilizando [6-3] e [6-4] que

2 2
vw=vn = [ 180m =)

Wi = wa, [l 20) IV = Vil 12(@) — 0, se rk — oo,

IN

portanto,
knkSzﬁunk — A\, emH,

donde T € compacto.
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Afirmagdo 3: u € H é solugdo fraca de[6-2] se e somente se,

D) (u)=0,uc HerheR.
De fato, se u € H ¢é solugdo fraca de [6-2 entdo,
/ AuAv:k/ Fuv, Vv € H,
Q Q
logo, do mesmo modo que na dltima observacao, segue que
AS?Fu=u,

donde,
dJ;b(u) = 0

Reciprocamente, se @) (1) = 0 entdo,

AS?Fu=u,

donde, utilizando novamente a tltima observagdo, concluimos que u € solugdo fraca de

6-2)

Antes de fazer alguns comentdarios dobre as Afirmagdes 2 e 3, enunciamos e

provamos, uma versao do principio do maximo, para o operador biharmonico, que nos

sera muito util.

Proposicio 6.2 Seja u € H} (Q) NH*(Q) uma fungdo tal que

A%u>0 em Q,
u=Au=0 emdQ.

Entao,
u(x) >0, Au(x) <0, g.t.p. x € Q.

Demonstragdo. Defina v = Au. Entdo,
vEHN(Q)NH*(Q) e Av>0em Q
. Segue do Principio do Maximo que

supv < supvt =0,
Q oQ

logo,
ue H}(Q)NH*(Q) e Au<0emQ.
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Novamente pelo Principio do Mdximo, temos

infu > infu™ =0,
Q 0Q
donde,
u>0emQ.

O

Segue da Proposigﬁoque se u € H} (Q)NH*(Q) é solugio fraca de[6-2|entdo
(pois, ?»f(x, u,Au) > 0), u >0 e Au < 0, portanto, utilizando a defini¢do de f temos que u

satisfaz

A%u=\f(x,u,Au) em Q,
u=A~Au=0 em 0Q.

De sorte que se A = 1 entdo, o problema [6-1] est4 resolvido.
Segue das Afirmagdes 2 e 3 e do ultimo pardgrafo, que devemos obter uma
solucdo para a equagdo
P (u)=0.

Notamos que ® é o nosso operador compacto mencionado mais acima, € que noés
usaremos o Teorema nesse operador. Antes, devemos mostrar que todas as hipdteses

do Teorema [3.2]sdo satisfeitas, e para isso precisaremos de alguns lemas.

Lema 6.3 Suponha HI e H2. Seja (u,) C H uma sequéncia tal que ||u,||g >0 e (H u,|l| )
Un||H
converge em H. Entdo,
i Ogj _/ & (x, tn-Auyp)
|

/T]j X unAun)

201 — 0, se [|up|lg — 0, j=1,2,

i) on 01— 0, se [[up||p — o, j=1,2.

Na demonstragdo do Lema [6.3] precisaremos por diversas vezes, tomar subse-
quéncia de uma dada sequéncia, entretanto, ndo mudaremos a indexag¢do, por questdes
de conveniéncia. Lembramos que ¢; é a primeira auto funcdo associada ao problema
(—A,Hy(Q)).

Demonstragdo. Seja v, = Por hipétese, temos que

|| n”H
v, —vemH.

Como H estd imerso compactamente em L?(Q), segue que

Vo= ve Av, — Avem L*(Q).
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Ademais (conferir [3]]), existem hy,hy € L?(Q), tais que
Vn =, [vn| < hyp q.t.p. e Avy — Av, |Avy| < hy g.t.p..

Note,

q)léj(xa un,Aun)
(2, U, Auy
%qﬁ = | (tt, Ay )|
n||H 0

|(Vi, Avy) | se |(un, Auy)| # 0,

se | (un,Aup)| = 0.
i) Defina H (x) = max{h(x),h2(x)}. De[6-6] temos que

&j(x7 urhAun)

<0ivH(x), j=1,2.
[l 2

Note que ¢01Y;H € L*(Q), pois ¢1,H € L*(Q) e y; € L*(Q).

(6-5)

(6-6)

(6-7)

Por outro lado, temos que (pois, ||u,||z — 0 e H estd imerso compactamente em

L*(Q))
Uy — 0, e Aup, — 0 em L2(Q),

donde,
u, - 0eAu, — 0, g.t.p..

Segue de H1,[6-5] [6-6] ¢ [6-8| que

&j(xﬂ/tnaAun)

— 0, g.t.p.
|2

Segue de[6-7][6-9)e do teorema de Lesbegue que

/ ?3,] X un,Aun 50,

Nl

ii) Defina
Qo ={xeQ:v(x)=0}.

Segue que, (Conferir [13], Lema 7.7)
Av=0, g.t.p.x € Q.

Note,

1M (x, up, Autyy)
m(x, un,Aun)q)] _ [CTS] |(Vi, Avy)| - se [ (un,Auy)| # 0,

[un 0 se | (un,Auy)| = 0.

(6-8)

(6-9)

(6-10)

(6-11)



89

Segue de H2,[6-5] [6-10]e [6-1T| que

T]j(% Un, Aun)

— 0, g.t.p. x € Q. (6-12)
[[etn]| 72

Por outro lado, se x € £ entdo,
Uun(x) = ||tn||5vn(x) —> oo, g.t.p. x € Q,

logo, de H2,[6-5]e [6-11] segue que

T]j(% I/ln,AI/tn)

—0, g.t.p. x € Q0. (6-13)
[utn | 1

Ademais, de H2 e[6-T1], temos

nj(-xa l/ln,AMn)

<0:1(;H, gt.p.. (6-14)
et |

Concluimos de[6-12] [6-13] [6-14] e do teorema de Lebesgue que

n> Atty)
/njxu u 0.

[[etn| 22
O
Lema 6.4 Assuma HI. Seja (A,0) € R x H um ponto de bifurcacdo da equacdo
CI);L(M) =0,ucH.
Entdo,
p1(a®,6°) <A < i (ao, bo).
Demonstragdo. Dividiremoas a demonstracdo em duas partes.
12 parte: A <y (ao, bo).
Como A > 0 é ponto de bifurcagdo, existe (u,) C H e (A,) C RT tais que
e o~
A%y = o f (X, Auty Q,
u 1 f(xu4 u,) em (6-15)
up, € Hy(Q)NH*(Q).
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Segue da Proposicao|[6.2]e de[6-15|que
up, >0, Au, <0, x € Q,

logo, [6-15] pode ser reescrito como

Az n — \n ’ mA n Q,
{ up = Mo f (X, 1, Aut,)  em (6-16)

uy € H (Q) NH*(Q).

Un Ly . , . . .
———. Como v, é limitada e H € reflexivo, existe uma subsequéncia

[t || 2
que denotaremos por v, tal que

Defina v, =

v, —=vemH.

Como H estd imerso compactamente em L?(Q), segue que
Vg — vem L*(Q).

Ademais, de [6-16]temos que

f(-x7 um Aun)

A%, =\,
| 2

em L. (6-17)

Afirmagao 4: (v,) possui subsequéncia que converge em H.

De fato, temos de que

F
Vn:an2< tn >,
| 2

logo, como S é compacto e F ¢ limitado (conferir Afirmacao 1) segue que existe v € H tal
que
v, —vemH.

Multiplicando por 0;, temos

Aty
PP RPN CLEC ) PO

[l |2

Integrando a ultima igualdade, usando H1 e notando que
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JoAD1AV, = [o A3 [o 01V, segue que

}"%/an)l = /sznq)la
Q Q

M
= —- 5 naA n )
||un||H/Qf(x Un, Aup )01
> i /(Cloun—bOA“n_al(x’u"'Au”))q)]’
||un||H Q

= 7~n/(ao¢1—b0A¢1)Vn—7»n0§l(1),
Q

= 7»,,/(a0+b07»1)¢1vn—7»n0§‘(1),
Q

donde,
_ ady > ——— 51 (1).
(ao—f—bo)\,])/g 01 = ao + bohi " ( )
Fazendo n — oo e usando o Lemal6.3] obtemos da tltima desigualdade que
M
_ vdp > 0.
<a0+b0k1> /g 01 =
Como v e ¢ sd3o nao negativas e ndo nulas (v € ndo nula, pois ||v||z = 1), segue
que

A< (a(),b()).

22 parte: u; (a°,h°) < A
A demonstracdo € andloga a que fizemos na 1? parte. 0

Lema 6.5 Assuma HI. Se A C R" é compacto e
(1 (a%,6%), 1 (a0, bo)] N A =0,
entdo, existe 81 > 0 tal que
Dy (u) #0, se 0 < ||lul|lg <8, Ae A, 0<d<9.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que existam sequéncias (u,) C H e (A,) C A tais
que
1
D), (un) =0, 0 < |Jun|lg < .

Tomando subsequéncias se necessario, existe A € A tal que

A — A
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un .
———. Procedendo como no lema anterior, podemos provar que

Defina v, = Tl
n

w1 (a®,6°) < A < i (ag, bo).
Absurdo, pois A ¢ [u1(a®,b°), u1 (ao, bo)], logo, existe §; > 0 tal que

Dy (u) £0, se0< |lully <8, AEA, 0<5<8,.

Lema 6.6 Suponha HI. Entdo,
deg(Py,B5,0) = 1,
onde 0 < 8§ < & com0 < A < uy(a®,b0).
Demonstragdo. Considere a homotopia N : [0, 1] X Bs — Bg definida por
N(t,u) = u—MS*Fu.

Afirmagdo 5: N(t,u) #0, Vt € [0,1] e u € dBs.
De fato, suponha que 7 € [0, 1] e u € dBg. Considera a equagao:

N(t,u) =0,

ou, equivalentemente,
Como At € [0,A] e [0,A] N [ur(a®,6°),u1(ao, bo)] # 0, pois, A < uy (a®,b°), segue
(note que [0,A] é compacto) do Lema que ndo existe u € By tal que
CI)}L[(L{) = 07
donde,
N(t,u) #0, Vt € [0,1] e u € 9Bs.

Concluimos utilizando a Afirmagdo 5 e a propriedade da invariincia por homo-

topia do grau de Leray-Schauder que

deg(N(Ov')7BS7O) = deg(N(l,-),Bg,O),
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ou seja,
deg(®y,B;s,0) = deg(I,B;,0) = 1, VA € (0,11 (a®,0%)).

Lema 6.7 Suponha HI e A > uj(ag,bo). Entdo, existe &, > 0 tal que
D) (u) £ 1d1, 0 < ||ul|lg <93, 0<d< .

Demonstra¢do. Suponha por absurdo que existem sequéncias (u,) C H E (t,) C [0, 1] tais

que
1
D (tn) = w1 € 0 < |lun|ln < e

Temos (tomando subsequéncias se necessario) que,
y = 0emH, u, —0em L*(Q), up — 0 q.t.p. em Qe |uy| < h, h € L*(Q).
A equacdo acima pode ser reescrita como
Up = kszﬁun +Tu01,
ou equivalentemente,

{ A2y = Nf(x,tn, Atty) +T,A%01  em Q, (6-18)

uceH.

Note que u, € H*(Q) e Au,, € H} (Q), pois ¢1 € C3(Q) e do Lematemos que
S2Fu, € H*(Q) e AS?*Fu,, € H}(Q). Como u, = ASZF 1, +T,01, segue que u, € H*(Q) e
Au, € H} (Q).

Segue de e da Proposicdo [6.2] (note que Af(x, un, Atty) + T,A20; > 0 em Q)

que
Ay, = Af(x, up, Auy,) —I—TnA2¢1 em Q, (6-19)
ucH, u, >0eAu, <0, emQQ.
Sejav, = M Note que
[un |l
S2F T
Yy = A T (6-20)

lunller Nuanl|

Szfun

Usando a compacidade de S e a limitagdo de F, segue que W
n||H

converge em
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2=

S°F T
H, logo, <|| |l’4 ) ¢ limitado em H. Como (v,) ¢ limitada em H, obtemos que <H ’h )
¢ limitada, portanto, existe v € H tal que (tomando subsequéncia se necessario)
v, —vemH.
De [6-19]temos,
A T
A2un — }\/f(x’ Un, un) + n A2¢1. (6-21)
[[e4n| 2 [unl| 1
Multiplicando [6-21| por ¢y, integrando, notando que T, [ <|)”1 H > 0 e usando
Un||lH
H1, segue que
A2 /Q vab1 = / A2,01,
_ 7\’/ f X umAun q)lAzq)l
[t | "o llualla
A A’
> 7»/ (aovn—boAvn — —il(x,un, un)>(l)1 + Ty L 1»
o o] 22 Q |[unlla
A
> k/ (aovn —boAv, — 51, Autn) un>>¢1,
Q o] 22
~ /Q (a0®1 — boAdy v, — Ao (1),

donde, fazendo n — oo,

portanto,

obtemos

7\,%/ Vo1 —7\./ (ao+bo7u1)¢1v20,
Q Q

M
ao + boM

( —x)/qu)lzo.

Comov >0,v#0e ¢ >0, segue que

Impossivel.

Lema 6.8 Suponha HI e A € (u;(ag,bo),

M < wi(ao,bo).

). Entdo,

d€g<q>x,35,0) =0,0<98<0,.
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Demonstragdo. Considere a homotopia M : [0, 1] x Bs — Bg definida por
M(t,u) =Py (u) — 191

Segue do Lema 6.7 que
M(t,u) #0, Vt € [0,1] e u € Bs.

Utilizando a propriedade de invariancia por homotopia do grau de Leray-Schauder,
concluimos que
deg(M(07 ')7B870) = deg(M(17 ')7B570)7

donde,
deg(q)X?B&O) = 07 VA € (.ul (a07b0)>°°)-

O

Para provarmos o Teorema [6.1] precisaremos do préximo lema, mas antes disso,
precisamos de uma defini¢ao.

Tome n de modo que
0 40 1
,Lll(a ,b )—;l>0.

Defina 1 1
an = m (a”,b%) — e by =p(ao,bo) + .

Lema 6.9 Suponha HI. Entdo, existe uma componente conexa ilimitada &, de solugoes
positivas da equagdo
D) (u)=0,A,eR, ucH,

tal que [an,b,] x {0} C €, e

€ O {{R\[an, ba]} x {0}} = 0.

Demonstragdo. Como a,, < u1(a®,b°) e b, > uy(ag,bo), segue do Lema que a, e by

nao sdo pontos de bifurcagao da equagao
<I>;b(u) = 0
Ademais, se definirmos §= min{d;,d, }, temos dos Lemas e que

ind(®,,,0) =1 e ind(®y,,0) =0.
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Defina

S, ={(s,u) eRxH: ®(s,u) =0, u#0}U([an,bn] x {0}).

Segue do Teorema [3.2|que existe uma componente conexa ¢, C G, que contém
[an,by] x {0} tal que

i) ¢, éilimitadaem R x H,

ou,

ii €, N{{R\[an,bn|} x {0}} #0.
Para concluir a demonstracdo, resta provar que ii) ndo € satisfeita. Mas isso segue

imediatamente do Lema[6.5] pois, se A C R\[ay,b,] € um conjunto compacto entdo,
D (u) £0, 0< ||ully <8, ucH, LeA,
donde ii) ndo € satisfeito. ]

Passemos agora a demonstragdo do Teorema
Demonstragdo. Como vimos anteriormente, devemos encontrar uma solu¢do para a
equacgdo
®;(u)=0.

Ora, basta provar que

¢,N ({1} x H) #0. (6-22)
Para demonstrar [6-22] tome uma sequéncia {(0k,ux)} C €, tal que

O + ||uk|| g — oo.

Como
€, N{{R\[an, by} x {0}} =0,

segue que existe uma subsequéncia, ainda denotada por {(oy,uy)} tal que uy # 0.
Afirmacao 6: 6 > 0.

Com efeito, como (Gy, u;) € €, entdo,
A’y = ka(x,uk,Auk) em Q, uy € H(; (Q) ﬂH4(Q). (6-23)

Ora, se o = 0 entdo, de [6-23| obtemos que u; = 0, absurdo. Por outro lado, se
o < 0 entdo, como €, é conexo, segue que &, N ({0} x H) # 0, absurdo, logo, 65 > 0.
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Como f> 0 e vale a Afirmacdo 6, segue da Proposi¢do|6.2|que
up > 0e Ay <0.
Segue que [6-23] pode ser reescrito como
Au = O f (x, up, Auy) em Q, uy € HY (Q) NHY(Q). (6-24)

Afirmagdo 7: (oy) é limitada.
De fato, usando H3 e [6-24] temos que

Azuk > oy (ajux — axAuy).
Multiplicando a dltima equagdo por ¢; e integrando, segue que

X%/ukq)l = /Azukq)l;
Q Q
Gk/g(aluk—QZAuk)q)l,

= Ok /9(01(1)1 — a2 AQ1)uy,
= orla; +ah) /Qukq)l. (6-25)
Como uy > 0 e ug # 0, temos que [, ux®; > 0, portanto, segue deque
0 <o <ui(a,ap) < oo.

Concluimos da Afirmacdo 7 que existe uma subsequéncia, que denotaremos por

{(ok,ur)} tal que
O —0e¢e ||ukHH — 00,

Seja
Ug
Vi = .
oai ]|
Segue de[6-24] que
A
x| 12 (6-26)

vi € H, v >0, Ay, <0.

Novamente, utilizando a compacidade do operador S e a limitagdo do operador
F, segue, de maneira andloga ao que fizemos no Lema ou, no Lema que existe
h € H tal que
vi—vemHe |v|g=1.
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Consideraremos dois casos.
Caso 1: p1) (Cooydeo) < 1 < iy (a®,B0).
Multiplicando [6-26| por ¢, integrando e utilizando H2, segue que

7»%/%4)1 = /szk¢1,
Q Q
> Gk/ (Coovk_dooAvk)q)l —Gkogl(l),
Q
= Gk/Q(Cooqn _deq)l)vk_GkOEl(l),

= Gk(Coo—'l_doo?\dl)/gzq)lvk_Gko}gl(l).

Fazendo n — oo e aplicando o Lema [6.3] obtemos que

(ﬁ—(f)/qu)l >0,

V”H: 1)

portanto, (lembramos que v > 0 e v # 0, pois,
6 < 1 (Cooydoo) < 1 < puy (a®,5°).
Concluimos da tultima desigualdade que
(o,u1(a’,b%)) C Projg+€,,

donde,
C,N({1} xH)#0.

Caso 2: uy(ao,bo) < 1 < py(c™,d>).
Andlogo ao Caso 1.

Isso conclui a demonstragido do Teorema6.] O



CAPITULO 7/

Apéndice

Nas demonstragdes de vérios resultados dos Capitulos I}, [2| e [3] foi preciso usar
alguns resultados auxiliares, que estdo enunciados e demonstrados aqui.

Primeiro demonstraremos uma versdo para espagcos de Banach, do teorema da
extensdo de Dugundji, que originalmente foi demonstrado por Dugundji, para espagos
vetoriais topoldgicos localmente convexos, e além disso, notamos que o teorema de

Dugundji, generaliza o teorema da extensdo de Tietze (Conferir [[7] e [8]).

Teorema 7.1 (Dugundji) Sejam E,X espacos de Banach, C C E fechado, K C X convexo
e f: C — K continua. Entdo, existe f: E — K continua tal que

fu)=f(u) seueccC. (7-1)

Para demonstrar esse teorema precisaremos do seguinte lema:

Lema 7.2 Seja M um espaco métrico. Entdo, toda cobertura aberta de M possui um

refinamento local, i.e., se {Vy} € uma cobertura de M, temos que:
i) {0y }ren tal que M C Uy 0y,
ii) YA€ A, AVy tal que Oy C V),
iii) {0y} locamente finita.

Lembramos que uma cobertura € dita localmente finita, se para cada ponto x
do espaco M, existe uma vizinhan¢a de x que intersecta apenas um ndmero finito de
elementos da cobertura. Notamos que a condigdo iii) implica, que existe apenas um
numero finito de O&S que contem Xx.

Passemos a demonstra¢do do Teorema

Demonstragdo. Para cada u € E\C seja,

1
ru = §dist(u, C),

By,={veE:|v—ul <rj}.
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Note que a familia {B, },cp\c € uma cobertura aberta de E\C . Do Lema
existe uma familia {0y })ca de abertos E\C de tal que:

) M= E\C C Upen Oy,
ii) VA € A, 3B, tal que Oy, C B,

iii) {0, } € localmente finita.

Defina g : E\C — (0, ) por

=Y dist(u,E\Oy)
LeA

Afirmacao: q é continua.
De fato, sejau € E\C e (u,) C E\C tal que

Uy — U.

Por iii) existe apenas um numero finito de O&S que contém u, digamos,
O3, 0%y -+, Oy,
Seja

c

Como u,, — u, 3N tal que
n>N=u,c<O0.

Paran > N, escreva

q(u Zdzst u,, E\O,) + Z dist(u,,E\Oy).
r=1 r=k+1

Note que

dist(u,, E\O,) < dist(up,u)+dist(u,E\O,),
< dist(uy,u), sere{k+1,....5,},

logo,
k
Zdlst un, E\O,) + Z dist (uy,u).
r=1 r=k+1

Como a fungdo distancia é continua, para concluir basta provar que (s,) € limi-

tado. De fato, se (s,,) fosse ilimitado entdo, como n > N, temos que existe uma vizinhanga
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de u (podemos tomar O ), que intersecta um nimero ilimitado de 0§»s, absurdo, pois a

familia {0, } é localmente finita, portanto, q é continua.

_ dist(u,E\Oy)

Seja p) (u) = T AeAeucE\C.
Note que

0<pp<1VAeAeucE\C.
Ademais

Y pa(u) =1.
AEA
Afirmagdo: Para cada A € A, existe uy, € C tal que
dist(uy, 0;) < 2dist(0y,C) (7-2)
De fato, dado € = dist(C, 0,) existe (pela definicdo de distancia) ¢ € C tal que

dist(Oy, ¢ < dist(c,0,) < 2dist(0y,C)

Portanto, basta tomar u), = c.
Seja f: E — K definida por

_ f(u) seu € C,
JW=Y"Y palw)f(u) seueE\C.
AEA

Note que

Afirmagdo: f € continua.

f = f emC ¢é continua em C

f= Z P (u)f(uy) é continuaem E\C.
Aer

Resta mostrar que fé continua em dC.
Dadou € dC e v € E\C, temos
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If@)=FWI = If@w) ;Px

= Hpr V)f () = Y P (v)f ()|

A
= pr IS () = f () | (7-3)

AEA

Sepa(v) #0
dist(v,E\Oy) > 0=v € 0y.

Se w € 0y, entdo
v —w | < v =wll+[lw—wu]l.
Note que
lv—w| < diamO,,.

Logo
|V0uy || < diamOy, + ||w —uy || Yw € Oy,

De 11) existe B, tal que
0, C B,.

Logo
diamO,, < diamB,,.

Afirmagéo: diamB,, < dist(B,,C.
De fato, se x € B, € ¢ € C, entdo

dist(u,x) <r, e dist(u,c) > dist(u,C).

Como
dist(u,c) < dist(u,x) + dist(x,c),

segue que
dist(u,C) < r,+dist(x,c).

Tomando o infimo em C concluimos que
dist(u,C) < r,+dist(x,C).

Como
dist(u,C) = 3r, e dist(x,C) < dist(B,,C).
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obtemos
diamB,, < dist(B,,C).
Portanto
diamO,, < dist(B,,C) < dist(0y,C).
Donde
lv—uy|| < dist(Oy,C) +dist(uy,0y).
Por[7-2]

lv—uy|| < dist(C,0,)+2dist(C,0,)
= 3diSt(C,0;b)
= 3|v—ullve Oy eucdC

Dali, para cada A € A tal que

pa(v) # 0,

temos

e = wp ]| < e = vl +[]y = |-

Por[7-4]

lu—wup ]l < = vl +3[u—v]
= Alu—v]

Como f € continua, temos que dado € > 0, 36 > 0 tal que

Ju—wp ]l <& = |1 (w) = fup)|| <e.

Portanto, dado € > 0, tome |ju —v|| < g.
Temos
llu—uyll < 9.

Logo,
1S () = fup)|| <&

(7-4)
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Por[7-3|segue que
~ ~ )
170 = FOll <& se Ju—v] < 3,
provando que fé continua. U

Demonstraremos agora o teorema de Mazur (Conferir [9]).

Teorema 7.3 (Mazur) Seja E espaco de Banach e A C E compacto. Entdo,

conv(A) é compacto.

Para demonstrar o Teorema precisaremos do seguinte lema (cf DUNFORD
& SCHAWRTZ Pag 22):

Lema 7.4 Seja M um espago métrico. Entdo, K C M é compacto se e somente se K é

totalmente limitado e K é completo.

Passemos agora a demonstragdo do Teorema|/.3]

Demonstragdo. De fato, como E é completo e conv(A) é fechado em E, segue que

conv(A) é completo.

Como A ¢é compacto, segue do Lema que A ¢ totalmente limitado, isto &,

dado € > 0, existem z1,...,z, € A tal que

AC LnJB (7).

H
Seja K = conv({z1,...,20})-
Sejav:A —{1,...,n} tal que, se x € A, entdo

€
|X_Zv(x)| < 4_1

Note que se y € conv(A) entio,

m n
y:ZaiyzwinA, a;i>0e ) ai=1.
._1 '_1

1= 1=

Logo,
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m mn n
|y - Z aizv(y,')l = | Z aiyi — Z aiZV(Yi)|
i=1 i=1 i=1

m
< Z ai|yi — Zyu(y) |
i=1

Concluimos que

Donde

(k). (7-5)

Note que
n n
K:{kik:ZaiZi, a;>0e ZaiZI}.
i i

Seja¥:B=1[0,1] x...x[0,1] x {z1} X ... X {zx} — K definida por
n
W(ar,...,an, 21500 20) = Y, GiZi.
i=1

Note que:

1) ¥ é continua,

i) W € sobre.

Como B é compacto, obtemos de i) e ii) que K é compacto.

Se K é compacto entdo, existem ki, ..., k,, € K tal que
m
K C |JB: (k). (7-6)
i=1
Segue de[7-5]e[7-6|que
conv(A).

Passamos agora a demonstracdao do lema de Whyburn (Conferir [7]).
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Teorema 7.5 (Lema de Whyburn) Seja M um espaco métrico compacto, A,B C M
fechados disjuntos e A, B # 0.

Entdo, ou
i) AM,M> C M compactos tais que, A C My, BC My, MiUMy =M e M1 NMp =0,

ou

it) 3 uma componente conexa € C M tal que ENA#0 e ENB # 0.

Demonstragdo. Suponha que ii) ndo seja satisfeito, isto &, ou A ou B é componente conexa
e ANB = 0. Em particular, vamos supor que A é componente conexa.
Dado € > 0, defina

Ae ={x €M : Ja € A tal que x e a sdo ligados por uma € — cadeia}.

Note que
A CA..

Afirmacdo: A¢ € aberto e fechado em M.

De fato, tome y € Ag. Se z € Be(y), entdo dist(z,y) < €, 10go z € Ae.

Por outro lado, tome y € M\Ag. Se z € Be(y), entdo dist(z,y) < €,10g0 z & Ae.
Note que se BNAg = 0 para algum € entdo, definindo

M] :Ag €M2 :M\Ag,

temos
MiNM, =0, MiUMy, =M, ACM;eBC My,

ou seja, 1) € satisfeito.
Afirmacdo: BNAg = 0 para algum €.
Com efeito, suponha por absurdo que para todo € > 0, BNAg # 0.
Sejam
€, — 0, (an) CAe(b,) CB,

tais que a, e b, sao ligados por uma €,-cadeia.
Como A e B sdo compactos, existem subsequéncias que denotaremos pelos

mesmos sub-indices tais que
(an) —ap €A e (b,) — by € B.

Note que ag e by podem ser ligados (pois dist(a,,ag) — 0 e dist(by,,by) — 0) por

uma €,-cadeia M,,, Vn.
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Seja
My={xeM:x= klimxnk, Xn, € My, }.
—o0

Afirmacgdo: M é fechado.
De fato, se (x,) C My é tal que

Xn — X,

entdo para cada n temos

Xp = lim X, 1, .
k—oo

Se usarmos o processo de diagonal de Cantor, ou seja, para cada n tomarmos o

elemento

Xn,m, € (xn.,mk ) s

obteremos uma nova sequéncia tal que
x = lim x, ,.
n—eo

Portanto x € My, donde M € fechado.
Afirmacdo: My é conexo.
Suponha por absurdo que My ndo € conexo.

Entdo, existem componentes conexas C; e C; tais que
My=CiUCreCiNCy, =0.

Note que C; e C; sao compactos, pois, My é fechado no compacto M, portanto,
My é compacto, e como C; e (; sdo fechado em M), segue a compacidade.

Logo, existem 0 — vizinhanas U e V de C; e C; respectivamente tais que
UNV =0edist(U,V)>0.

Se €, < 9, entdo V¢ € C; e Vo € Cy, ndo pode existir (pois dist(cy,Cr) >
d e dist(cp,Cy) > & uma g,-cadeia ligando ¢ a c;.

Impossivel, pois, todos os pontos de My podem ser ligado por €,-cadeias, logo,
My € conexo.

Como ag € MpNA e A € componente conexa entdo, My C A, pois My tmabém ¢é
componente.

Logo, como by € My, entdo by € A, portanto

ANB#0.
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Absurdo, logo 3 € > 0 tal que

BﬂAg 20.

Demonstraremos agora, o teorema da identidade de Green generalizado.

Teorema 7.6 Sejam u,v € H*(Q)NH}(Q). Entdo,

/ vAu = / uAv,
Q Q
/Vqu:—/ Auv.
Q Q

Demonstragdo. Primeiro vamos provar que

/Vqu: —/ Auv.
Q Q

Como v € H} (Q), segue que existe (¢,) C Cq(Q) tal que
O =5 v, em HY(Q).

Note, (utilizando a definicio de H?(Q))

N u
A n = N o Yno
/Q “ ;/gax%q)
S i
N i=1 an,' axl"
Segue de[7-7]e[7-8 que

/Vqu: —/ Auv.
Q Q

(7-7)

(7-8)

Para demonstrar a outra igualdade, basta notar que um raciocinio andlogo, nos

mostra que

/Vqu:—/ Avu,

Q Q
/vAu:/uAv.
Q Q

donde,
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Concluimos aqui o apéndice.
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