N
““
UFG

Universidade Federal de Goias

Instituto de Fisica

P6s-Graduagao em Fisica

Dinamica e Decaimento de sélitons
escuros em condensados de Bose-Einstein
atomicos quase-unidimensionais

Hugo Leonardo Carvalhaes Couto

Dissertacao de Mestrado

Goiania
11 de fevereiro de 2014



Universidade Federal de Goias

Instituto de Fisica

Hugo Leonardo Carvalhaes Couto

Dinamica e Decaimento de solitons escuros em condensados
de Bose-Einstein atomicos quase-unidimensionais

Trabalho apresentado ao Programa de Pos-Graduacdo em
Fisica do Instituto de Fisica da Universidade Federal de
Goids como requisito parcial para obtencdo do grau de

Mestre em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Wesley Bueno Cardoso

Goiania
11 de fevereiro de 2014



Ficha catalografica elaborada
automaticamente com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

Couto, Hugo Leonardo Carvalhaes

Dinamica e Decaimento de soélitons escuros em condensados de Bose
Einstein atdbmicos quase-unidimensionais [manuscrito] / Hugo Leonardo
Carvalhaes Couto. - 2014.

vii, 83 f.: il.

Orientador: Prof. Dr. Wesley Bueno Cardoso.
Dissertacdo (Mestrado) - Universidade Federal de Goias, Instituto de
Fisica (IF) , Programa de P6s-Graduacédo em Fisica, Goiania, 2014.
Bibliografia. Apéndice.
Inclui gréfico, tabelas, lista de figuras.

1. Condensado de Bose-Einstein. 2. Sdliton. 3. Dark solitons. 4.
Interacéo soliton-som. 5. Equacgdo de Mufioz-Mateo e Delgado. I.
Cardoso, Dr. Wesley Bueno, orient. II. Titulo.




Agradecimentos

Agradeco a meus familiares pelo suporte que me deram, a meus amigos e colegas do Ins-
tituto de Fisica pelo apoio e a Gabriela pelo companheirismo. Agradego ao Prof. Dr. Wesley
Bueno Cardoso por ter me orientado e por ter acompanhado sempre de perto a realizacio desse
trabalho, ajudando sempre que necessario. Por fim, gostaria de agradecer a CAPES e ao CNPq
pelo apoio financeiro.

11



Ah a frescura na face de ndo cumprir um dever!

Faltar é positivamente estar no campo!

Que refiigio o ndo se poder ter confianca em nos!

Respiro melhor agora que passaram as horas dos encontros.
Faltei a todos, com uma deliberacdo do desleixo,

Fiquei esperando a vontade de ir para ld, que eu saberia que ndo vinha.

—FERNANDO PESSOA (heterdnimo Alvaro de Campos, 17/06/1929)



Resumo

Sélitons sdo estruturas que se propagam em sistemas ndo lineares sem se dispersarem. Os
sOlitons escuros formam um tipo especifico de sélitons caracterizados por uma depressdao na
densidade do campo e por uma variacdo repentina da fase na regido da depressdo. O es-
tado de condensacdao de Bose-Einstein em gases atdmicos fracamente interagentes obedece
de maneira aproximada a equacao ndo linear de Schrodinger conhecida por Equagdo de Gross-
Pitaevskii (EGP). Estudos tedricos e experimentais revelam que sélitons escuros propagando
em condensados de Bose-Einstein (BEC) sdo instdveis. Quando o BEC tem geometria quase-
unidimensional, a principal fonte de instabilidade na dindmica do séliton € a interacao séliton-
som, responsédvel pelo decaimento e pela eventual perda do séliton. O modelo ctbico, dentre
todas as redu¢des dimensionais da EGP para uma dimensao, é o modelo mais frequentemente
usado para o estudo desses sistemas. Em 2008 [1], Mufioz Mateo e Delgado propuseram um
modelo mais preciso que o modelo cubico e que os principais modelos unidimensionais propos-
tos até entdo. No presente trabalho comparamos a dindmica e o decaimento de sélitons escuros
em BECs segundo os modelos cibico e de Muiioz Mateo e Delgado (MMD). Avaliamos as
diferencas relevantes nas trajetérias e nos tempos de vida dos sélitons e em que condi¢des

ocorrem.

Palavras-chave: Condensado de Bose-Einstein, Séliton escuro, Equacdo de Gross-Pitaevskii,
Equagdo ndo linear de Schrodinger, Equacao de Muifioz Mateo e Delgado, decaimento de soli-

tons escuros
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CAPITULO 1

Introducao

Em 1924, Bose publicou um artigo que descrevia a estatistica de um gés de fétons [2]. Em
1925, Einstein estendeu essa estatistica a um gas ideal de particulas massivas com spin inteiro
e previu o fendmeno que a partir de entdo seria conhecido por condensacdo de Bose-Einstein
[3, 4, 5]. Einstein previu que abaixo de uma temperatura de corte, o nimero de ocupacao do
estado de particula fundamental do gés cresceria rapidamente com a diminui¢do da temperatura,
até que, a T = 0, todas as particulas se condensariam no referido estado.

A condensacdo de Bose-Einstein pode ser definida em termos da matriz densidade reduzida

do estado de um gés de bosons, seja ele ideal ou ndo [6]. Essa matriz € definida pelos elementos
paa’<r7r/7t> = <Wgc(l’7l)‘l’a’(r/af)> )

em que W, (r) e Wy (') sdo respectivamente o operador criagdo de uma particula no estado |or)
na posi¢do r e o operador aniquilagéio de uma particula no estado |a’) na posi¢do r’. Ortogona-

lizando esse operador, € possivel escrevé-lo na forma
Poc (r,Y,1) an DL

na qual {x’} é uma base de estados de particula e n; é o nimero esperado de particulas no
estado x’,. Diz-se que o sistema apresenta condensagdo de Bose-Einstein se pelo menos um
n; for da ordem de grandeza do numero de particulas, isto €, se um niimero macroscopico de
particulas ocupar o estado x,.

O que faz dos condensados de Bose-Einstein (BEC) sistemas tdo interessantes € o fato de
todas as particulas condensadas se comportarem da mesma maneira, o que implica na ampli-
ficacdo da sua funcdo de onda [6] a ponto de que a densidade de particulas do condensado
possa ser medida diretamente. De fato, a evolug@o temporal do estado de um sistema quantico
¢ determinada pelo operador hamiltoniano que, por sua vez, é determinado pelas interacdes
do sistema. Um sistema de poucas particulas € tdo pouco energético que a sua interacdo com
um feixe (de observagdo) nao pode ser negligenciada, uma vez que ela modifica de maneira

expressiva a evolugdo temporal do estado. Num sistema de muitas particulas, pelo contrério, a
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interacao com o feixe € uma perturbacdo que pode ser desprezada sem maiores consequéncias.
A interacdo com os fétons do feixe e a sua absor¢do pelos dtomos do condensado ndo interfere,
portanto, de maneira significativa na evolu¢ao da funcdo de onda do condensado; razdo porque
€ possivel medir “diretamente” a funcdo de onda.

Desde a sua previsdo na década de 1920, até a sua observacdo em 1995 [7, 8], a pesquisa
experimental na obten¢do de BECs em gases atdmicos diluidos envolveu o enfrentamento de
grandes desafios, como o resfriamento de &tomos neutros até temperaturas da ordem de uK —
nK e o aprisionamento desses gases a densidades suficientemente pequenas, além da escolha
das espécies atdmicas mais suscetiveis a condensacdo. Atualmente, BECs de metais alcalinos
como BNa, "Li, K, ¥’ Rb, 133Cs, dentre outros [3], sdo produzidos rotineiramente em diversos
laboratérios ao redor do mundo [9]. Algumas das razdes por que os metais alcalinos tenham
sido escolhidos nessa classe de experimentos so [7]: a) os metais pesados dessa espécie (como
o 8’Rb) podem ser facilmente resfriados e aprisionados com técnicas de lasers; b) as suas
interacdes inter-atdmicas sdo fracas e bem entendidas, além do que podem ser controladas por
meio da densidade da amostra e da aplicagdo de campos externos; e c) € facil excitar um dtomo
alcalino, de maneira que podemos usar o espalhamento da luz para determinar a densidade de
particulas em diferentes pontos da amostra.

Um exemplo de procedimento experimental para obtencdo de um BEC pode ser o que segue

[5]:

1. Um forno emite um feixe de atomos de sédio a ~ 600K

2. Esse feixe atravessa um desacelerador (Zeeman slower), do qual emerge a uma tempera-
tura de ~ 1K;

3. O feixe € entdo capturado por uma armadilha magneto-6ptica, onde € resfriado até ~
100uK;

4. O laser € desligado e uma armadilha magnética € ligada;

5. Um terceiro e dltimo resfriamento, esse evaporativo, € realizado L

Do ponto de vista tedrico, a descri¢do do condensado atomico nao € um problema simples;
como qualquer problema de muitos corpos em Mecanica Quantica, € necessario fazer uso de
aproximacgoes. Para comecar, argumenta-se que nesses gases, o alcance do potencial de intera-
¢do entre particulas € bem menor que a distdncia média entre elas; isso faz da interagdo simul-

tanea entre trés ou mais particulas um evento extremamente improvavel, podendo-se desprezar

'Uma breve discussio das interacdes e principios basicos que envolvem cada uma das técnicas de resfriamento
e aprisionamento envolvidas nesse procedimento é apresentada no apéndice A.
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a parte correspondente do hamiltoniano. Diz-se também que, dada a energia extremamente
baixa do gés, o espalhamento de uma particula pelo potencial de outra pode ser modelado com
uma boa aproximagao pelo espalhamento devido a um potencial de contato [5, 10]. Como ter-
ceira consideracdo temos a seguinte: uma vez que nesse limite de temperatura a maior parte
das particulas estd no condensado, podemos desprezar as excitagdes. Valendo-se de tudo isso,
obtemos uma equac¢do de evolugdo para o condensado, chamada Equacao de Gross-Pitaevskii
(EGP)” [11],

—K?
oy = — —V2y+V(r)y+eN|yl'y. (1.1)

y(r,t) é a fungdo de onda do condensado; N é o nimero de particulas condensadas; 7 € a
constante de Planck dividida por 27; V(r) é o potencial de aprisionamento do gés; e o termo
ndo linear gN | w\z modela a interacdo interatdmica. Por fim, a intensidade da ndo linearidade
g = 4nh’a /m é dada em termos do comprimento de espalhamento a do orbital s e da massa
atdmica m. Quanto a funcio de onda, existe mais de uma definicdo para ela na literatura, a
mais simples € a de que ela é a fun¢do de onda de particula tnica do estado sobre o qual ha
condensacao [6].

Quando o armadilhamento tem simetria cilindrica e forma de charuto — aprisionamento
radial muito mais forte que o axial — o condensado assume uma forma alongada na direcao
axial. Nesse limite, a dindmica do condensado torna-se quase-unidimensional, de modo que
faz sentido substituir a fungcdo de onda e sua equacgdo de evolugdo tridimensionais por corres-
pondentes unidimensionais. Algumas redu¢des dimensionais foram propostas nos ultimos anos
[12], como por exemplo a equagdo ndo linear de Schrodinger 1D [13] e a equacdo de Salasnich
et. al [14].

Pressupondo que o aprisionamento radial fosse harmo6nico e bem mais estreito que o apri-
sionamento axial e que a interagdo interatomica fosse repulsiva, Mufioz-Mateo e Delgado [1]

obtiveram a equacgdo de evolucao axial:

—K2
iha,w:%QZZZI//—FVZ(Z)IV—#ha)M/I+4aN\w\2l//, (1.2)

que, além de ser mais simples que outras propostas, apresenta resultados mais préoximos dos
obtidos da evolucdo da EGP tridimensional [1]. V,(z) é o potencial que aprisiona o gds na
direcdo axial, @, € a frequéncia angular do potencial radial harmoénico e y € parte axial da
funcdo de onda do condensado.

Se o géas for suficientemente rarefeito e o potencial de interacdo for suficientemente fraco,

2No capitulo 2 detalhamos mais as consideragdes e aproximacdes envolvidas na dedugdo da EGP para conden-
sados atomicos.
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de maneira que 4aN |y|* = m/mh>N |y|* [ d°F'V (r') < 1, truncamos a expansdo em série de
poténcia da raiz quadrada em (1.2) e obtemos a equagdo cubica usualmente utilizada nas simu-

lagdes de sistemas quase-unidimensionais [1],

—K2
iho,y = %afzwr (Vy(z) +hew, ) W+ 2k aN |y v . (1.3)

Se, pelo contrério, o gs € denso o bastante para que 4aN |l//|2 > 1 (regime de Thomas-

Fermi), obtemos a equacdo quadratica

. —h?
iho,y = %azzzl[/-FVZ(Z)l[/—l-zh(l)L\/aNhﬂ V. (1.4)

As equacdes (1.3) e (1.4) tem regimes de validade mais estreitos que (1.2) e podem apresentar
desvios de comportamento considerdveis fora de seus respectivos regimes quando comparadas
com (1.2).

O termo cinético da EGP e das equagdes axiais (1.2), (1.3) e (1.4) dispersa as solugdes,
ainda assim, os condensados que elas descrevem podem apresentar certas estruturas que evo-
luem sem se dispersarem. Essas estruturas unidimensionais sdo excitacdes para as quais a
dispersdo cinética é contrabalanceada em justa medida pela ndo linearidade evoluindo com
preservacdo da forma. Essas estruturas sdo chamadas solitons [15, 5, 16] e tem despertado
um interesse particular da comunidade académica. Particularmente os sélitons escuros (dark
solitons) se caracterizam por uma variacdo repentina na fase do campo e por uma depressdao
acentuada do seu modulo nessa regido [17] (veja Fig. 1.1). Essa espécie de sdlitons € dividida
em duas classes: os black solitons, que s@o solugdes estiticas nas quais o minimo da densi-
dade € zero, e os gray solitons, solugdes que se propagam e cujo minimo € diferente de zero.
Os sdlitons escuros foram observados em diversos sistemas fisicos além dos condensados de
Bose-Einstein [17, 18, 19], como em fibras 6pticas [20, 21], superficies liquidas [22], filmes
magnéticos [23].

Os solitons escuros foram sugeridos pela primeira vez em 1971 por Tsuzuki [24, 12] que
obteve solugdes desse tipo para a equagdo de Gross-Pitaevskii com potencial nulo. A primeira
observacao experimental sé foi ocorrer em 1987 na forma de um “pulso negativo” transmitido
em uma fibra 6tica [12]. Quanto aos BECs, somente em 1999, Burger ef al. os observaram em
um condensado quasi-unidimensional de rubidio-87 [17, 12].

Um dos métodos usados para gerar um séliton escuro em um BEC é o método de impressao
de fase (phase imprinting method) [5] que consiste em iluminar somente uma parte do conden-

sado com um laser de frequéncia especifica durante um intervalo de tempo. Devido ao fato
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fase
densidade

z z

(a) uma variag@o repentina na fase (b) e por uma depressdo acentuada da sua
densidade nessa regido.

Figura 1.1 Os sdlitons escuros sio caracterizados por

de que a incidéncia de radiacdo sobre um dtomo com frequéncias de transi¢do bem distintas
da frequéncia incidida promove um desvio na energia do d&tomo de maneira que a evolugdo
temporal da sua fase muda, o procedimento gera um gradiente na fase da solucdo em torno da
interface entre a regido iluminada e a ndo iluminada. A radiacdo também perturba a densidade
em torno da interface. Essa perturbacdo na fase e na densidade evolui para um séliton escuro,
ou um conjunto deles, mais as ondas de choque [5].

Os soélitons escuros sdo estruturas fundamentalmente unidimensionais. Quando o confina-
mento radial ndo é suficientemente forte e a dinamica do sistema ndo é mais quasi-unidimen-
sional, o séliton escuro, uma vez criado, a medida que evolui, vai se deformando até decair em
outras estruturas mais estaveis, como vortices e ondas de som [15]. Essa fonte de instabilidade
€ chamada de snake instability e € um dos efeitos que pode abreviar o tempo de vida do séliton.
Agora, quando o confinamento radial € bastante estreito, a dindmica do condensado passa a ser
genuinamente quasi-unidimensional, o séliton torna-se dinamicamente estdvel.

Outra fonte de instabilidade para o séliton € a sua interacdo com o som. De fato, quando
submetido a um potencial externo, como o potencial que aprisiona o condensado, o séliton
emite som, que nada mais € que um outro tipo de excitacao pouco energética [5] que se propaga
pelo condensado, assim como o séliton. Por outro lado, quando o séliton colide com uma onda
sonora, ele pode reinteragir com ela, absorvendo-a. A taxa de emissdo sonora € proporcional ao
quadrado da aceleragdo do séliton [15, 25]. Se ndo houver equilibrio entre os mecanismos de
emissao e absorcao, o sdliton vai ganhando velocidade por anti-amortecimento (anti-damping),
se tornando cada vez mais raso, até evanescer tornando-se indistinto da densidade de fundo,
restando essa densidade e outras excitacdes que nao o séliton.

O potencial de que se tem conhecimento onde esse equilibrio ocorre € o potencial harmd-
nico. Quando submetido a ele, o séliton é realimentado pelas ondas sonoras que ele mesmo

emitiu, oscilando dentro da armadilha sem nunca evanescer [15, 25].
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No presente trabalho comparamos a evolugdo do séliton no condensado segundo os modelos
cubico, Eq. (1.3), e de Mufioz-Mateo e Delgado, Eq. (1.2), e estimamos os seus tempos de vida
em cada modelo, apontando o regime em que os dois modelos se assemelham e o regime em que
diferencas significativas sdo observadas. No capitulo 2 apresentamos uma breve exposi¢cao das
condi¢Oes que envolvem a derivagao da equacdo de Gross-Pitaevskii, sua redugdo dimensional,
bem como a construcao de fungdes de onda com sdlitons escuros. No capitulo 3 expomos os

resultados obtidos das simulacdes e a sua discussao.



CAPITULO 2

Solitons escuros em condensados de Bose-Einstein

2.1 Condensados atomicos

No contexto da Mecanica Quantica, um gas de 4tomos € um sistema extremamente compli-
cado. Elétrons, prétons e néutrons interagem uns com os outros a todo momento, dificultando
até a impossibilidade a determinacdo mesmo numérica dos autoestados do hamiltoniano. Em
condig¢des extremamente especificas, entretanto, alguns desses gases apresentam a formacao de
condensados atdmicos, os quais, devido a singularidade da distribui¢do do niimero de ocupacgao
de estados de particula, sdo sistemas bem mais simples, o que possibilita o cdlculo aproximado
de suas propriedades.

O estado de particula sobre o qual um géds atdmico rarefeito com interacdes interatomi-
cas fracas se condensa (suposto que seja tnico) satisfaz de maneira aproximada a equacgdo de
Gross-Pitaevskii, (2.19), que determina a sua evolucdo. Como, atualmente, esse estado pode
ser observado diretamente através de experimentos [7] e como dele podemos extrair diversas
propriedades do condensado [16], essa equagdo tem sido objeto de grande interesse da comuni-
dade cientifica' . Além disso, a equaciio de Gross-Pitaevskii aparece em outras 4reas da fisica,
como Optica ndo linear.

A dedugdo rigorosa dessa equacdo nao € uma tarefa trivial e tem sido tema de trabalhos
desde a sua descoberta em 1961 [26] até os dias de hoje [27, 28, 29, 30, 31]. As secdes
seguintes apresentam as principais ideias e consideracdes envolvidas na obteng¢do da equacao
de Gross-Pitaevskii, com o objetivo duplo de explicitar o seu regime de validade.

O problema original, a dindmica de um sistema de muitos corpos, apresenta duas dificulda-
des bésicas, a complicacao da parte interativa do hamiltoniano e o nimero de graus de liberdade
que determina o estado. A primeira eliminamos em dois passos: primeiramente supomos que
todos os 4&tomos ocupam um mesmo estado interno estaciondrio e integramos a dependéncia
das interagdes com relacdo aos graus de liberdade internos; depois, admitimos que o alcance

das interagdes interatdmicas ¢ bem menor que a distancia média entre os 4&tomos, 0 que nos

'Uma busca simples da expressio “gross pitaveskii” no Web of Science (http://www.
webofknowledge.com) revela que s6 no ano de 2013 foram publicados pelo menos 205 trabalhos
cientificos na 4rea.
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permite substituir um potencial de interagdo dependente da distancia por um potencial de con-
tato. A segunda dificuldade, o nimero de graus de liberdade do estado do sistema, € suprimida

ao admitirmos que a maioria esmagadora dos dtomos se encontra no estado de condensado.

2.1.1 Interacio de van der Waals

Dentre todas as espécies atOmicas, os metais alcalinos de spin inteiro talvez sejam hoje
as mais adequadas para o estudo do fendmeno da condensag¢do de Bose-Einstein. Por dois
motivos: as interacdes interatdmicas de um gas alcalino sdo bem conhecidas e sabidamente
fracas, o que facilita a descri¢do tedrica, e, com o aprimoramento das técnicas de resfriamento
e aprisionamento de 4tomos neutros, as condi¢des experimentais propicias ao aparecimento da
condensacdo nesses gases bem como evidéncias da condensag¢do ja puderam ser obtidas desde
1995 [7]. Com essas consideragdes em mente, nesta se¢do vamos simplificar o potencial de
interacao eletrostética entre dois 4tomos alcalinos suprimindo a sua dependéncia com os graus
de liberdade internos de cada dtomo. Obteremos, no limite em que a distancia entre os &tomos
€ bem maior que o raio de Bohr, a interacdao de van de Waals, cuja dependéncia com a distancia
interatdmica é muito mais simples que a interagdo eletrostatica.

Se considerarmos que os graus de liberdade internos dos dtomos do gés estejam congelados,
veremos que eles ndo vao influenciar na dindmica do géds sendo na determinacdo das interacoes
interatdmicas e das interacdes com o potencial de aprisionamento externo, quero dizer, esses
graus de liberdade nio evoluirdo com o tempo e podem ser ignorados na evolugdo do sistema.
Essa simplificacdo nos permite tratar os 4&tomos como particulas distintas, uma vez que cada
atomo interage segundo o seu estado interno. Se, mais do que isso, 0s &tomos ocuparem um
mesmo estado interno, eles poderdo ser entendidos como particulas de um mesmo tipo sub-
metidas a um mesmo potencial de interacdo que é fungdo exclusivamente dos seus graus de
liberdade externos.

A distribuicio eletronica do estado fundamental de um metal alcalino € caracterizada pelo
preenchimento completo das camadas menos energéticas, restando o dltimo elétron para ocu-
par a camada seguinte. O modelo do atomo hidrogendide, Fig. 2.1 — formado pelo nucleo
eletrostaticamente blindado pela nuvem eletronica das camadas interiores e pelo elétron da ca-
mada mais externa — é adequado para a descri¢do desse sistema. A interacdo eletrostatica entre

dois d&tomos nesse modelo € simplesmente a soma das interagdes nicleo-nucleo, nicleo-elétron,
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elétron-niicleo, elétron-elétron?,

V= VNlNZ + VNlez + ‘A/elNz + ‘76’162 :

e2

o N2

O

Figura 2.1 Dois atomos hidrogenéides, com nicleos N; e N, e elétrons ¢ e ey, respectivamente.

Uma vez que a interacao eletrostética entre duas particulas,

o _ 1 quqy
Y dmey [By — Ry

¢ uma funcdo da distancia entre elas,’

A quq 1
Voo = ey | 5 |00 Y

o potencial da interacdo eletrostdtica entre dois 4&tomos,

3 3 3 3 3
Vv :/d ra/d rb/d rc/d rd\rarbrcrd)NlNzelezV(ra,rb,rc7rd) 6261N2N1<1‘d1’c1'b1’a| ,

2Todo observavel fisico, isto é, todo operador, sera representado por uma letra com um acento circunflexo, £.
30 indice nos kets (bras), >w «{ |, indicam a particula a que o estado se refere. Quando aparecer mais de um
indice, temos o produto de kets (bras) de particula.

|a1a2...>ulu2m = |al>ul |‘12>u2“'

ww. (@ .| = (a1] (aa]...
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serd funcao das distancias entre as particulas atdmicas,

Vet — o2 1 1 1 . 1
NiyINy tepstey _477:8() |rN1—rN2| |rN1_rez| |re1_rN2’ |re1_r€2| .

Na maior parte do tempo de interacdo, sendo durante todo ele, a distancia entre os nucleos
atdmicos, ryy 1= ry, —Iy,, € bem maior que a escala atdmica de distancias ag (raio de Bohr),
de modo que as distancias que definem as contribuicdes de cada uma das interagdes nao se

desviam muito da distancia entre os nicleos?,

r
|r er | ~1 (Vu € {Nl,el} ,VV c {Nz,ez}) . (2.1)
u v

Em primeira ordem, a expansdo do potencial eletrostatico em 1/rj, resulta nula. Duas

ordens acima, uma vez que

~1/2
1 1 |ru—rv|2—r%2
- = 14— £ e {N € {N,, ,
’I'u_l'v’ rlZ( V%Z (u { l’el}ev { 2 62})

que (2.1) e que

3
(1+x)_1/2%1—)—2€+§x2 (x —0),

o) A ~

N e A n Iy ~ ryp2

A
4meg|ty)? [ |t12] t12]

€ ndo nula, decai com a terceira poténcia da distincia interatdmica e apresenta tal dependéncia

a expansao

com os momentos de dipolo elétrico dos 4tomos, er| := er., —ery, € era := er,, — ery,, que
configura o potencial de interagcdo entre os dipolos atdmicos.

A energia total do sistema é dada pela soma das energias cinéticas das particulas, 7}, das
energias de interacdo delas com o potencial externo que as aprisiona, Vl-e’“, e das energias de

A

interagdo entre elas, V,

>

N vext B
A= Y T+V™+V.
lE{Nl 1"'762}
Dado que a interacdo eletrostdtica entre elétron e niicleo de um mesmo atomo € da ordem de
1 /ag e que a interagdo dipolo-dipolo é da ordem de a% / rfz, a interacdo dipolo-dipolo € somente
uma perturbacdo da energia do sistema ndo interagente, Hy = Yic(n,,....e,} Li T V.

Facamos uma estimativa dos autoestados do sistema ndo interagente e apliquemos a teoria

4Para todo vetor v, a varidvel v indica o seu médulo.
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de perturbacdo [32, 33, 34] para estimar a energia do sistema com interacdo. Para tanto, con-
vém substituirmos a representacio das particulas atdmicas pela representacao equivalente da

particula de centro de massa e da particula relativa.

myEN, +met, dR

Ci M =my +me, R;:= l]u ) P;:= dtl
(i=1lei=2)

1.1 1 PN . di;

Fit =gy T Tii=Te Iy Pi:=g

A energia cinética de um 4dtomo € a soma da energia cinética da particula de centro de
massa, Tc,« = f’i /2M, com a energia cinética da particula relativa, T,i = P;/21. Em situacdes
experimentais usuais, o gradiente do potencial de interagao externo tem escala muito maior que
a dimensao do 4tomo, o que significa que o potencial € aproximadamente constante em toda a
regidao do d&tomo. Como o valor dessa constante vai depender fundamentalmente da posi¢ao do

atomo, o potencial externo pode ser aproximado a um operador do centro de massa atomico,
(yext (7eXt ~ 17 . P —
Ni+V€i ~ Ug; (1—161—2).

Com isso, o hamiltoniano nao perturbado € a soma entre operadores unicamente de centro de

massa e operadores unicamente de particula relativa’

A A A A A

HAOZT6‘1+ C]+TCQ+ 62+Tr1+ r1+Tr2+ o

efetivamente o hamiltoniano de um sistema de quatro particulas ndo interagentes cujos autoes-

tados s@o os produtos dos autoestados de particula,

As particulas relativas sdo particulas se movendo em um potencial central de Coulomb,

e—iE()t/h

seus autoestados, (r |0) = yp(r) , sdo idénticos ao estado fundamental do dtomo de

hidrogénio
1 1

_eir/ao

Yo(r) = ﬁayz ’
0

uma funcdo par em cada uma das coordenadas cartesianas, r = xi + yj + zk, da posicdo. Em
decorréncia da grande diferenca entre as massas do nucleo e do elétron, os centros de massa

Defina-se Vi = Ve
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atdmicos estardo sempre muito proximos dos seus respectivos nicleos,
3, A Me s~ & s SR Mo 0 4
R, =TIy, + 371 = Iy, R, =TIy, — 372 R®In,,

0 que, por sua vez, faz do potencial de dipolo (até entdo uma funcdo impar das coordenadas
cartesianas da distancia entre os nucleos atdmicos e das coordenadas relativas, Eq. (2.2)) uma

fun¢do impar das coordenadas cartesianas dos centros de massa e das coordenadas relativas,

e? . . R-R\/. R -R
~ = ~NE) r -3 —7F rp———=— .
471'80’R1 —R2| ‘RI —Rz‘ ‘RI —R2|

Essas relacdes de paridade implicam na nulidade da energia de perturbacdo de primeira ordem

A

da interagdo de dipolo de um autoestado |a00),. .., ,, qualquer,

V(l) = e <[30€00| 14 ‘Ooaﬁ>r1r2€lcz )

Desse modo, faz-se necessdrio o célculo da energia de perturbacao de segunda ordem,
Ba00| V |mnys) ?
EocﬁOO - Ey5mn

rircic;

V(z) _ Z ‘ c2c1r2r1<

Y

naqual Eys,,, = Ey+Es+En+Ey€ Y € a soma sobre todos os autoestados exceto (¥, §,n,m) =
{(e,3,0,0),(B,x,0,0)}. Como as intera¢des dentro do niicleo sdo muitas ordens de grandeza
mais fortes que a interacio nucleo-elétron, esta dltima é uma perturbacao desprezivel na de-
terminacdo dos autoestados nucleares e, por isso, ndo deve influenciar significativamente na
dinamica do nicleo. Assim, do ponto de vista do elétron o nicleo é quasi-estatico, as autofun-
coes eletronicas quase coincidem com as autofuncgdes da particula relativa e as autofunc¢des do
centro de massa quase coincidem com as autofunc¢des nucleares. Como as autofuncdes nucle-
ares sdo bastante localizadas, as autofuncdes do centro de massa sdo quase autofuncdes de R;.

Fazendo uso dessa consideracao no cdlculo da energia de perturbagao

/

v@:/fm/fmil

() ER R,00 ~ ERyRymn

<1A121A{100‘ 1% ‘mnR3R4>

20121 ryracicz

(onde (R3,R4, n,m) # {(Rl .R,,0, 0), (ﬁz, R;,0, 0)}) e da ortonormalidade dos estados na base
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de R, calculamos a energia de perturbacao do estado ‘ﬁ1ﬁ200>r2,

yo___ ¢

-__°c 2.3
R, —R,| (2.3)

2 2
[ 1 A A & R-Ry\ (s  R-R
€= (4”80 Z En+En—2Ey r1r2<00’ Fy-Tp—3(Fr Ri—Ry[ ) \127 [Ri=K;] |aﬁ>r1r2
(m,n)#(0,0)

Como os estados |@), |B),, do sistema ndo perturbado independem de R; —R; e como o estado
fundamental |0),, |O>,2 ¢ esfericamente simétrico, a soma na defini¢cdo de C deve independer
dessa dire¢do. Logo, a unica dependéncia da energia de perturbagdo com a distancia entre os
atomos é aquela explicita na Eq. (2.3).

Uma vez que todos os dtomos do gas estdo no estado fundamental e que ndo devem evoluir
para nenhum outro, podemos substituir no hamiltoniano do gés a energia da interacao de dipolo-
dipolo dependente do estado interno dos dtomos, Eq. (2.2), pela energia da interacdo de van
der Waals

po____C¢ (2.4)
Ry —Ry|

que depende exclusivamente da distancia entre eles.

2.1.2 Potencial de contato

Se o gas for rarefeito ao ponto de o raio de a¢do do potencial de interacdo interatdbmico
ser bem menor que a distancia média entre os 4tomos, as interagdes entre trés ou mais 4&tomos
serdo praticamente suprimidas. Com isso, os d&tomos do gds serdo espalhados uns pelos outros
dois-a-dois. Uma vez que suprimimos a dependéncia do hamiltoniano do sistema de dois ato-
mos com os graus de liberdade internos, podemos tratar esse problema como o espalhamento
de duas particulas. Se desconsiderarmos a formagao de moléculas, poderemos estimar o com-
portamento assintdtico dessas particulas a cada interacdo e, desse comportamento, definir uma
interacao de contato que espalhe os &tomos como a interacao de van der Waals.

O hamiltoniano de duas dessas particulas é composto pelos termos cinéticos, 7;, os termos
de interacio com o potencial externo, U; = U (li,-), que € funcdo da posi¢do da particula, e o
termo da interacdo de van der Waals, v =y@ (ﬁl — ﬁz), que € funcdo da distancia entre
elas. Se o comprimento caracteristico das variagdes do potencial externo for muito maior que o
alcance da interacdo entre as particulas, como € usual, entdo, durante a interacdo — quando elas

estdo proximas o suficiente para que V@ ndo seja desprezivel — o potencial externo, tanto na
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posicdo de uma particula, quanto na posi¢io da outra, ou ainda no centro de massa do sistema®,

terd um mesmo valor. O hamiltoniano, entdo, pode ser escrito como uma soma entre operadores

de centro de massa e operadores da particula relativa,
A= Ton+ UR) + T VO (8)

e os autoestados do sistema sao produtos entre autoestados do centro de massa e autoestados

da particula relativa,
(CM+UR)’ :E(X’a>cm7
(mﬁWWMMm=&wm-

Uma vez que a equacio diferencial da evolugio para um estado |y, ) da particula relativa’,
J ; 5 2) (2
ih=ly,1))=Hly,r)  (H:=T+V(t)),

€ uma equacao de primeira ordem no tempo e que H ndo tem dependéncia explicita com o
tempo, formalmente a sua solu¢do pode ser escrita como a evolu¢do de um estado em um

instante arbitrario fg,
|w,1) = exp[—iH (t —10) /A] |y to) -
Para nos certificarmos de que esta soluc@o seja uma evolugdo a partir de um instante anterior

(to < t), a multiplicaremos pela fun¢ao degrau @(r —1y),

0 , <0
1, >0

Projetando-a sobre um vetor da base de posicéo, (r

onda
Ot —19)y(r, /d3r’K 4 1) w(r 1) (2.5)

®Definimos o centro de massa e a particula relativa respectivamente por
cm: M :=2M, R:= Rtk P.=MmR
rel : 1/up:=2/M, t:=R;—R; f)::uz%.

7A partir deste ponto até o final da se¢dio suprimiremos o indice indicativo da particula, “,;”, nos operadores e
estados, considerando, até que se diga o contrdrio, que se referem a particula relativa.
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em termos do propagador
K(r,t;x',19) := ©(r — to) (r|exp[—iH (t — 19) /7] |r')

que é a proje¢do da evolugdo de um autoestado da base de posicdo |r’) sobre outro autoestado
(r|. Atuando a evolugdo temporal exp[—iH (t — to)/h] sobre a expansio de |r’) em termos da

base {|n)} de autoestados de energia e considerando a forma integral da fun¢io @,

—1 e lET/h

O(7) = lim
(7) £—>0+27'El _w E+i€

escrevemos o propagador em termos da sua transformada de Fourier,

K(r,t;r' 1) = — / Kg(r,x)e EC—0)/ngE | (2.6)
cuja forma é dada por
P (cln) (nley 0 1 :
Kg(r,r') = —— lim = lim (r| ——— 1) . 2.7
£ ) ZE—En—l—iS 27t8—>0+< ‘E—H+ie‘ > 2.7)

27 e—0t 5

As relacdes de comutagdo candnicas entre as posi¢des € momentos nucleares e eletronicos
implicam nas mesmas relagdes candnicas para as posi¢cdes e momentos da particula de centro de
massa e da particula relativa do sistema, estas relagdes, por sua vez, implicam em (r|p|y) =

—ihVy (r|y), expressdo que nos permite escrever a equacdo de Schrodinger para a particula

relativa
) —1*
ih—(r,1) = H y(r,1 H = —V24vO(r)) . 2.8
R O N s ALY e8)
Derivando (2.5) por ¢t e tomando (2.8) em consideracdo, obtemos a equagdo de evolucdo do
propagador®
d
ihEK(r,t;r’,to) = H'K(r,1;¥,19) + ih&> (r — )8 (t —10). (2.9)

Substituindo (2.6) em (2.9), obtemos a equagdo de autovalor para a transformagio Kg (r,r') do
propagador’

H K (1) + %53(1« )= E Ke(r,r') 2.10)

Da mesma forma como definimos o propagador associado a H, definimos a sua transfor-

8Fazendo o uso de d@®/dt = §(¢).
9Fazendo o uso de [*_e/%*dg =27 (x).
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mada e encontramos equagdes que essas fungdes devam satisfazer, podemos definir o propaga-
dor K° (r,t;r’ ,fp) associado ao hamiltoniano nao interagente HO := T, calcular a sua transfor-

mada Kg(r, r’) e encontrar equagdes semelhantes aquelas que obtemos anteriormente,

0
ithO(r,t;r’,to) = H"K(r,1;v 1) + i8> (r — )8 (t — 1o) , (2.11)

\/l—;l_jr§3(r—r’) —EK(r,r'). 2.12)

Esta tltima equago, a exce¢do do fator ifi/+/27, é a equacdo que define a fungdo de Green

HYKD (r,x') +

GY(r — 1) associada ao problema de autovalor de H°,
HY¢)(r) = E, 9. (r) , (2.13)

o que significa que K9 = ifi// 27rG%. As funcdes de Green do problema ndo interagente (2.13)

sdo importantes porque com elas podemos construir solugdes

00(5) = Cuo0(e) + V2T [ KD (VO )0 @14

do problema interagente,
Hr¢n(r) = Enq)n(r) . (2.15)

As funcdes de onda dos dtomos sdo pacotes de onda limitados espacialmente, se com a
interacao nao ha formacdo de molécula, entdo a interac@o entre eles se restringe a um inter-
valo finito de tempo (77,73). Em qualquer instante ¢t < T} os dtomos estdo tdo afastados que
efetivamente ndo interagem, suas autofungdes de energia Y, (r,t < Tj) coincidindo com as
autofuncdes do problema nio interagente H” y(r,t) = E,y2(r,t). J4 durante a interagio as
autofungdes W, (r,t > Ty) = @, (r)e "F'/" sdo espalhadas, satisfazendo a expressio (2.14), na
qual o segundo termo corresponde a uma onda esférica se afastando do centro espalhador.
Como este segundo termo tem norma finita, ele ndo contribui para a norma infinita da funcgdo.
A conservacdo da norma durante o espalhamento implica portanto C; = 1.

As autofungdes ¢2(r) sio autofungdes do momento. Escrevendo (2.14) em termos dos

autoestados de momento normalizados (p’ |p) = §3(p’ — p) e substituindo (2.7), obtemos

d3p/ el (r—1')/n
= 1 3./ (2) / /
(rin) <r|p”>+8153+/d r / Qanp B —prjaavie’ X

Podemos resolver a integral em p’ com o método dos residuos e expressa-la em termos de
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10
kn s

d3p/ oip - (r—1')/n —21 eikn|r—r'|
lim [ __ 7
e—0t) (2wh)3 E,—p"?/2uy +i€ R 4m|r—r/|

0 que nos conduz a

pikn|r—r'| 2u2
(rln) = (xlps) /d3 /<_47r!r—r’!> ( h? )<r -

Aplicando essa equacao sobre si mesma

(xn) = (xlpa) + [ () (22O ) x
< [0pa) + [ (~ aean ) (V) ()]

recursivamente obtemos a expansao de Born para o espalhamento.

() = (xlpw)+ J &' (—ier ) (VO (7)) ' lpa) +
-|-fd3l‘/ <_%) <21J2V( )( )) fd3l‘” <_%> <2!J2V( )( )) (0 |pn) +

O primeiro termo da expansao nao depende do potencial, o segundo tem dependéncia de 1¢
ordem, o terceiro tem dependéncia de 2¢ ordem e assim por diante. Como o potencial é fraco,
o espalhamento sera efetuado principalmente pelo termo de primeira ordem (aproximagdo de

Born), isto €,

1 2,“,2 1 / 3 /eikn‘r*l’/‘ 2 . /

rin) =~ (r N e d r V( ) r/ elpn'l'/h.
< | > < |pfl> 471. hz (277,'h)3/2 |r_r/| ( )

Quando 7 > T>, a particula relativa se encontra ja muito distante do centro espalhador e o

termo espalhado s6 tem valores aprecidveis em pontos muito distantes do centro espalhador,

r>r, tais que

r
r—r'| = \/r2—2r-r’+r’2%r—;-l",

- L2 1 &M s i /r) ) (2)
e e chrall KA v,

19Defina-se 0 médulo do vetor de onda do estado |n), k, = /2 E, /A
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Logo se vé que o termo espalhado € proporcional a transformada de Fourier do potencial,

(r[n) ~ (r|pn) — ___Ty(pn/h_knr/r) )

definida por
1 2 iqr ;3
¥ (q) := e / V()T @y

Em um gés a baixa temperatura, as particulas sdo pouco energéticas, o pacote de onda
incidente em uma colisdo € formado por uma combinacdo linear de ondas planas de baixa
energia, o que significa que p,/h = k, = \/2UE,/h é sempre pequeno. Por conseqiiéncia,
os termos da transformada ¥ que determinardo a evolugdo temporal do pacote de ondas sdo
aqueles cujos ¢’s estdo proximos da origem. A fase ¢/4™ nesse limite varia muito lentamente
e, uma vez que o alcance do potencial é limitado, a transformada para pequenos valores de g é

aproximadamente constante.

V(q—0)~ 2%3/2/‘/

Temos, portanto,

a eik,lr
na qual o comprimento de espalhamento a é dado por
— / d*r'v?
47th

Como somente a transformada para pequenos ¢’s determinard o espalhamento, o espalha-
mento ndo deve se alterar se substituirmos o potencial por um outro que conserve o valor da
transformada nessa regido. Introduzimos uma transformada aproximada, cujo valor, constante

no espectro dos ¢’s, definimos por

~ 1 4nha
_(27r)3/2 m

O potencial efetivo € a transformada inversa de Z

~ 1 4rnha -
. —iq-r 43 —iq-r 73
V(r):= 3/2/“// d’q (27[)3 - /e d’q.
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Desde que .
/ e Pdg=2m8(x) ,

o potencial efetivo tem a forma

=~ Amh3a

V(r) 83(r) . (2.16)

m

2.1.3 Equacao de Gross-Pitaevskii

Na secao anterior vimos que o hamiltoniano de um sistema de dois dtomos (em condi¢des
bastante especificas) é dado pela soma das suas energias cinéticas, com as energias de interacao
com o potencial externo (dependente das suas respectivas posi¢des) e com a energia da intera-
cdo efetiva de contato entre os dtomos. Estendendo esses termos a todo um gis de N dtomos,

obtemos efetivamente um hamiltoniano de N particulas aprisionadas e interagentes'':

N N
A=Y T+ +g Y 8 (F— ) ,
J j<k

com g := 4nh’a/m.
Considere uma base de estados de particula tnica {|i) } tal que |0) é o estado sobre o qual o
sistema se condensa. Para qualquer estado |a) podemos escrever um operador de aniquilacdo

em termos de combinagdes lineares de aniquilagcdes da base,

do =Y (ali)a;,

i
Gil...,Ni-1,N;,Niy1,...) =V/Ni|...,N-1,N; — 1, Nz q,...)

Em um sistema com condensagdo, o nimero de particulas do estado fundamental é da ordem do
numero de particulas do sistema, Ny ~ N, de modo que o estado resultante da aplicagdo de dy,
tendo Ny — 1 particulas condensadas, tem propriedades semelhantes ao estado original. Esse € o
argumento-chave que nos permite fazer a substitui¢io ag — /Ny, conhecida por aproximagio

de Bogoliubov [11], na expressao anterior:

Ga ~ \/No (al0) + ¥ (i)
i£0

A temperaturas muito proximas de zero, efetivamente quase todas as particulas estdo no es-

" Achamos conveniente fazer a mudanga de notagdo: R; — ;e U; — VX
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tado de condensacdo, o que significa que a ocupacgdo de outros estados sdo pequenas excitagdes

que podemos ignorar sem maiores consequéncias nesse limite de temperatura,
dg ~ /Ny {(a|0) .

Podemos tirar proveito da proporcionalidade entdo obtida entre a projecdo do condensado so-
bre um outro estado e a aniquilacdo desse estado. De fato, se escrevermos esse operador de
aniquilagcdo na representacdo de Heisenberg e obtermos a sua equacdo de evolugdo, teremos
uma equacao para a evolucao da projecao do estado condensado.

No formalismo de segunda quantizacdo, a soma de operadores de particula de primeira
quantizagdo (os quais conservam ndmero), como a soma das energias cinéticas, sao combina-

coes lineares da aplicagdo sucessiva de uma aniquilagdo por uma criacao:

Tror = Z<J\ T i) d;éi : (2.17)
ij

A soma de operadores de interacao, por sua vez, sdo combinacdes lineares da aplicacdo suces-

siva de duas aniquilagGes por duas criacoes:

. 1 Al A1\ At At A A
Vror =3 Y k| V(| |i) af agaja; . (2.18)
ijkl

A dependéncia do hamiltoniano com as posi¢cdes do dtomos sugere fortemente que utilize-

mos essa base. Em termos da aniquilagdo (e da criacdo) de autoestados de posi¢ao,

I/A/(rat> = dl’@) ~ \/F()<I' ’07t> )

operador também chamado de operador de campo, o hamiltoniano do g4s tem a forma'?

A equagdo de evolucao temporal para o operador de campo

A

in 2 g(0) = [9(0).A]

12Como {|r)} é uma base continua, as somas em (2.17) e (2.18) sdo substituidas por integrais.
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dadas as suas relacdes de comutagdo [32]:

WpEPE) =0  [Y(r), ¥ (1) =8(r-r),
pode ser escrita como

d h?
ihElPO(rat) = —2—V2‘PO(I‘,I) +VEXZ(I‘)‘PO(I‘7I) +gN0 ‘\PO(I‘J)‘ZTO(I'J) ) (219)
m

na qual Wy (r,?) := (r|0,7) é a fungdo de onda do estado de condensagio.

Esta equacdo, que tem a forma de uma equagdo de Schrodinger para a fung¢do de onda
do condensado, € chamada de equacdo de Gross-Pitaevskii [11], foi apresentada independen-
temente por Gross [26] e por Pitaevskii [35] em 1961 e determina a evolucdo temporal do
condensado de Bose-Einstein de particulas fracamente interagentes no regime em que quase
ndo ha deplecdo do condensado. Solucdes do tipo W(r,r) = ¥(r)e !/ estio associadas a
equagdo de autovalor correspondente,

h2
u¥o(r) = — %VQ\PO (r) + V& (r)Wo(r) + gNo o (r)|* Wo(r) , (2.20)

chamada equagdo de Gross-Pitaevskii independente do tempo. A interpretacdo fisica do auto-

valor u fica evidente ao considerarmos autoestados da energia completamente condensados,
IN,0,...;t) = [N,0,...) e BNt/

Uma vez que os elementos de matriz do operador de campo independem da representacdo que

utilizamos (se a de Schrodinger, ou a de Heisenberg),

(...,0,N—1|¥(t)|N,0,...) =(...,0,N — 1;¢

¥ |N,0,...;1)

e que a atuacdo de dp independe de ¢, substituindo ¥(r) = Y W;(r)d; e ¥(r,t) = Y ¥i(r,1)a;
na equacdo anterior, obtemos que ¥(r,7) tem uma dependéncia temporal do tipo exp(—i(Ex —
En_1)t/h). Se assumirmos que o nimero de particulas é suficientemente grande, o autovalor

u se reduzird ao potencial quimico do sistemal[5],

o Ev—Eyo1 _ OE
= lim ——— = — .
H=VN—(v=1)  oN
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2.1.4 Reducio dimensional: Equacao de Mufioz-Mateo e Delgado

A equacdo de Gross-Pitaevskii, uma equagao diferencial parcial ndo linear, nao dispde de
uma solucdo analitica geral. Para estudar as propriedades e evolucao do condensado temos que
recorrer a calculos numéricos. O custo de tempo de processamento dessas operacoes € quase
sempre muito alto, uma vez que temos um problema tridimensional que demanda o uso de
“grids” espaciais com muitos pontos. Em algumas situacdes particulares, no entanto, quando
o potencial de aprisionamento € altamente assimétrico, a dindmica do condensado é pratica-
mente uni ou bidimensional. Diversos autores, ao longo dos anos, tem se dedicado ao estudo
das propriedades dos condensados e obtido equagdes de dimensao reduzida que descrevem
apropriadamente a sua dindmica nessas condic¢oes.

O aprisionamento com simetria cilindrica, V¥*'(r) = V| (r, ) +V;(z), € bastante relevante do
ponto de vista experimental, sendo facil e comumente implementado em armadilhas magneto-
Opticas. Frequentemente as duas partes do potencial podem ser ajustadas de maneira que todo
o intervalo entre um aprisionamento em forma de charuto — no qual o potencial transversal
V| € bem mais estreito que o potencial longitudinal V, — e um aprisionamento em forma de
panqueca pode ser varrido. O aprisionamento em forma de charuto, a cujo estudo nos res-
tringimos nesta dissertacao, se suficientemente estreito, confina o condensado a uma dinadmica
quase-unidimensional[1]. A equacgdo cubica, Eq. (2.25), € a equacdo com dimensdo redu-
zida adequada a esse regime que mais frequentemente se encontra na literatura. A despeito
disso, Mufioz-Mateo e Delgado publicaram em 2008 [1] um trabalho em que deduzem uma
outra equacdo de dimensdo reduzida, Eq. (2.29), que se provou uma aproximacao melhor ao
problema tridimensional original do condensado de particulas repulsivas. Nesta sec¢do, apre-
sentaremos a sua demonstracdo em acordo com o exposto na literatura original [36, 37, 1].

Considere a equagdo de Schrodinger unidimensional,

.0 h? 92
lhgl[/a:—%wl[/a—f—a‘/()@wa,

em que a é uma constante positiva e V(x) é um potencial confinante. Valores de a maiores
do que 1 correspondem a um estreitamento do potencial, valores menores do que 1, a um
alargamento. Fazendo as reescalas do tempo ¢ — #/a e do espago x — x/+/a é facil provar
a relagdo W, (x,t) = yi(y/ax,at) entre as solu¢des do problema com potencial alterado e as
solug¢des do problema com potencial V (x). Isto é, quanto mais estreito (¢ > 1) um potencial,

mais rapidamente a fungio de onda vai evoluir, mais rapida serd a sua dindmica'3.

B3Desde que nio se altere a forma do potencial.
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Se submetermos um condensado a um potencial em forma de charuto bem excéntrico, de-
vemos esperar, portanto, que a escala de tempo da parte transversal da funcdo de onda seja bem
menor que a escala de tempo da parte longitudinal. Com vistas nesta ultima escala, podemos
dizer que a parte transversal se adequa quase que instantaneamente a configuracao da parte
longitudinal da funcdo de onda, de modo que, para a dindmica desta parte, a outra estd quase
sempre em equilibrio, ndo havendo trocas entre as duas partes durante quase todo o tempo. Des-
considerando essas trocas (aproximagdo adiabdtica), podemos propor uma solu¢do da equagdo
de Gross-Pitaevskii (2.19) da forma

\P()(I',t) = (P(I'L,HZ(Z,I>)¢(Z,I) ) (221)

sendo ¢ e ¢ normalizadas para 1 e ¢ tendo dependéncia local com a densidade linear de parti-

culas n;(z,1) := Ny [ d?r | |¥o|*. A substituigio dessa expressdo em (2.19) leva a'4

- (ih‘pt - %‘Pzz - Vz‘p) Q= <_%Vi¢ + VJ_(P —|—gnl‘(P‘2(P> (P - (ih(Pt‘P + ;Tiq)zzq) + %‘Pz‘pz) :
(2.22)
Considerando que, na escala de tempo longitudinal, ¢ tenha dependéncia temporal direta nula
(aproximacdo adiabdtica), ¢; ~ 0, e que a densidade linear varie muito lentamente com g,
O, = @, (n1); = 0 € @z = @y, ()% + @n, (1)), 0 Gltimo paréntese de (2.22) é praticamente
nulo.
Aplicando [ d’r | ¢* sobre (2.22), obtemos

h2
ih¢y = _%(Pzz +Vep+ i (n)¢ (2.23)

em que W é o potencial quimico transversal,

h2
—-Vie+Vie+gnloPe=u.e,

cujo célculo deve determinar a equagdo unidimensional que procuramos.

Uma vez que toda evolugdo temporal da fun¢do de onda estd concentrada em ¢, Eq. (2.21),
o autovalor associado a (2.23) para um ¢ estaciondrio € o potencial quimico u. A questdao agora
¢ obter uma expressao analitica para o potencial quimico que independa da parte transversal da
funcdo de onda. Nao podemos fazer isso, sendo de maneira aproximada para dois regimes

especificos: o regime perturbativo e o regime de Thomas-Fermi.

140 indices , e ; indicam uma diferenciagio parcial com relagdo a estas varidveis.
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Considere primeiramente um condensado com um numero de particulas suficientemente
pequeno tal que a energia de interacdo quase ndo contribua para o potencial quimico. Rearran-

jando os termos na equacdo de Gross-Pitaevskii independente do tempo, Eq. (2.20), obtemos

2

h
P9 = <—%V2¢(P+VL<P> 9 +gNol@[*0[9[%9 .

Em primeira aproximagdo, ¢ € o autoestado de menor energia do problema sem interacao

hz
—%Vi(po—le(po:uﬂ(po. (2.24)

Tomando essa aproximacdo, multiplicando por ¢* e integrando no espago transversal, obtemos
uma expressao analitica independente para (| das coordenadas transversais. Substituindo essa

expressao em (2.23), obtemos a equagdo de evolucao para ¢ no regime perturbativo,

. n*
g = =59+ V-9 + p0 6+ &1No|o 6 (2.25)

uma equagdo de Schrodinger unidimensional com ndo linearidade cubica. A contribui¢do da
parte transversal da fungcdo de onda fica por conta da energia uﬂ do estado fundamental de

(2.24) e da integral da autofunc¢do correspondente, ¢, presente na definicdo de g,

g1 1=8/d211|<Po|4 :
Se o aprisionamento transversal for harménico, V| (r| ) = %ma)iri, entao ,ug =hw, e
g1 =ma, /27h g, e (2.25) se reduz a equagdo ciibica comumente encontrada na literatura.
Por outro lado, no limite oposto, o condensado tem um ndmero tdo grande de particulas
que o termo de interacdo da equacdo de Gross-Pitaevskii, (2.20), € muito maior que o termo
cinético para os autoestados de menor energia. Neste caso, podemos desprezar este ultimo
termo (aproximacgdo de Thomas-Fermi) e obter uma expressao aproximada para a densidade do

estado fundamental do condensado,

— u—v:=vy

\PO 2 )
Wol N

(2.26)
definida na regido circunscrita pela superficie V;(z) +V (r. ) = u. O potencial quimico é
um parametro livre cujo ajuste normaliza Wy e define as dimensdes do condensado. Se V| é

monotonicamente crescente e se V, é par e monotonicamente crescente na parte positiva do seu
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dominio (z > 0), entdo o condensado tem meio-comprimento!® Z = V.~ !(u1) e meia-largura

R= VIl (1). Do célculo da densidade linear de particulas obtemos sua dependéncia com p |,
m _ 2 _ _ -
4an; = P} {HL Vi )] =27 W ()i () + 27 (v I(UL))} ;o (2.27)

na qual ¥ () = [¥dr'V, (') é a primeira primitiva de V| e ¥?) = [Jdr’7(D(r) ¢ a segunda.
Nao é possivel escrever 1 (n;) sem especificar o potencial transversal. A cada potencial

corresponderd uma expressao diferente e, consequentemente, a uma equacao de evolugao dife-

rente para ¢. Enquanto que o potencial harmonico resultard numa equagdo de evolugdao com

ndo linearidade quadratica,
72
ihg, = _%(Pzz +V;¢ +2hw, VaN|¢|o , (2.28)

. L 2 . ~
um potencial quértico, V|, = 1/2V; (mcoiri / 2) , por exemplo, resultard em uma equagao com

nio linearidade de ordem fracionaria,

n 3aNgPa? \
ho — — —— T L 4/3
ihg m O+ V20 + ( Vo ) 91779 .

No intervalo entre o regime perturbativo e o regime de Thomas-Fermi, nem (2.25) € uma
boa aproximagdo para a dinamica de ¢, nem (2.27) € uma boa expressao para o potencial qui-
mico transversal. A primeira porque, a medida que saimos do regime perturbativo, a interagao
vai se tornando cada vez mais significativa e ¢y uma aproximacao cada vez pior de @. A se-
gunda porque, com a diminui¢cdo do nimero de particulas, a regido em que a contribui¢do de
V| para o potencial quimico na aproximac¢dao de Thomas-Fermi, (2.26), € menor que a energia
do estado fundamental em (2.24), V|, < ,uﬂ, se torna cada vez mais significativa, o que acaba

por incrementar o erro no cédlculo de ,
U= /d3r (Vz +V —l—gN()|\P0|2) .

Esse vacuo no calculo aproximado das propriedades do condensado motivou Mufioz-Mateo
e Delgado a estender a aproximagdo de Thomas-Fermi [36] a condensados de tamanho inter-
medidrio tomando o cuidado necessario para que se contabilizasse corretamente a contribuicao
energética do aprisionamento transversal em toda regido do condensado. Eles admitiram a va-

lidade da aproximacdo de Thomas-Fermi na regido em que V; fosse maior que ,uﬁ, definindo

I5Escolhemos a inversa de V, que retorna valores positivos.
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um raio r(i = VJI (,uﬂ) de corte. Dentro do cone r| < r‘i substituiram a contribuicdo de V|
e de ¢ em (2.26) pela que ¢y faria, de maneira que, no limite perturbativo, a aproximagdo de

Thomas-Fermi se reduzisse a aproximagao perturbativa,

Vi (r1) + Va(z) + gNo|Wo? (Vi (u=Vi(2) = rL =V (u?))
u —
10 +V,(2) + g1No| 9|2 (Vi) >rL) .

O cédlculo da densidade linear de particulas'® no intervalo em que V' (1 —V;(z)) > v 1(u9)
leva a uma relagdao com ,uﬁ,

dam = o [V ()] =2 OV )V () + 2P v ) | -

m

n

= S VI W) 2 O W)V ) + 27 v )}
semelhante aquela obtida na aproximagao de Thomas-Fermi usual. Como entao, ndo é possivel
escrever U (n;) sendo para cada potencial V| especifico. Quando VJI (u—V,(2)) = Vil (u9),
W, = ug e n; = 0. Isto €, o condensado tem meio-comprimento Z = V;l (u— ,ug).

Se V| é o potencial harmonico, entdo | (n;) = h, \/1+ 4an; [37] e a equagio de evolugdo
para o condensado unidimensional, equagcdo de Mufioz-Mateo e Delgado [1], é

h2
ih¢g, = _%¢zz+vz¢ +ho /1 +4aN()’¢|2(P . (2.29)

Equacio que se reduz a equagio ctibica (2.25) no regime perturbativo (4No|¢|? < 1), se reduz
a equacio quadrdtica (2.28) no regime de Thomas-Fermi (4Ny|¢|> > 1) e que descreve melhor

que uma e outra a dindmica do condensado no intermédio dos dois regimes [1].

Aproximacdo de Thomas-Fermi

Para cada uma das equacdes com dimensao reduzida, podemos obter uma expressao aproxi-
mada para a densidade axial de particulas se desprezarmos o termo cinético da equacao (apro-
ximagdo de Thomas-Fermi). No regime de Thomas-Fermi, € claro que essa aproximacao serd
muito boa, exceto nas bordas do condensado, onde o termo cinético torna-se significativo.

No caso da equacdo de Mateo-Delgado, Eq. (2.29), a densidade de Thomas-Fermi é dada

16Nd0 dispomos de uma aproximagio para |¥o|? dentro do cone de corte, Vll (uﬁ) > r, tdo s6 de um valor
médio [¥o|*> = (u —u9 —V;)/gNo que usamos no cdlculo de (z).
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por
1
" 4aq

n(z)

2
.u_Vz
(th) 1], (> Vitho),

no caso quadratico, Eq. (2.28), por

() 1(“‘”)2, (V).

:E ho |

e finalmente no caso cubico, (2.25), por

1 =V
nl(Z):%(Hha)lZ_l) , ([LL>VZ—|—FZ(I)L) .

Formulagdo variacional

Um sistema regido por uma equag¢do nao linear de Schrodinger do tipo

. i
oy == -ZW+Vy+F(yl)y, (2.30)

tal como as Eqgs. (2.29), (2.25) e (2.28), pode ser entendido como um sistema dinamico cldssico
com infinitas coordenadas generalizadas independentes, a saber, as partes real, Y, e imagina-
ria, yo, de W = 1/v/2[y; + iy,] em cada um dos pontos do espaco. Podemos definir uma
lagrangiana para o sistema, L = L[y (t), y»(?);¢], que é um funcional-integral das coordenadas

em um determinado instante,

L[‘I/l(t)7ll/2(t);t] :/dZ g(lyl(th)?W2(Z7t)v&ZWI(th)vaZWZ(th)7atllfl(z7t)7atw2<z)7t> )

e define a a¢do S = [ Ldt, cuja extremizagio!’,

oS oS
oS = /dZ (md‘/fl(Z)—F 6W2(Z>dl//2(z)) :0,

1785 /8y (z,1) é a derivada funcional do funcional S[y;, y»] com relacdo a varia¢do de y; no ponto (z,t).
14 Vi, V. 14
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resulta nas equagdes de Euler-Lagrange para cada uma das coordenadas generalizadas,

oS ¢ d 9% d dZ

=5 - =0
ovi(z,t) dyy dzd(dy) 9t d(dy)

5S 0% 0 0Z 0 0%
oV (z,t) dyr dzd(dyn) Jtd(dyn)

=0

Se escrevermos 1, Y», L e . em termos de Y e do seu complexo conjugado y*, obteremos

equagoes semelhantes para estas varidveis,

oS ¢ d dZ d dZ

= - = - = =0
Sy(zr) oy  0z0(0.y) 91 (ay)

§S 9% 9 9% 9 ¥
Syr(zt) oy 929 (0.y) 919 (9 y)

=0

Se definimos a lagrangiana corretamente, entdo essas equagdes nao sao nada mais do que o
complexo conjugado da Eq. (2.30) e a propria Eq. (2.30), respectivamente. A equacdo do
movimento (2.30) ndo define univocamente a lagrangiana. Uma das densidades lagrangianas

compativeis com a Eq. (2.30) € dada por

2

N —E(W‘Ifz o /4 )+%lllelfz +Vyy +/de

Ny

A transformada de Legendre

P 0% 0¥
E:L—/dz(n&,w+7r qy") (n._ &wten._ 81//,)

com relagdo as velocidades generalizadas, d;y e d,y*, define a energia do sistema, em termos

da qual podemos escrever a equagao do movimento para V,

OE
i (z,t) = ——— . 2.31
Il/l‘ ( ) 6 W* (Z, l) ( )
O funcional energia correspondente a Eq. (2.30) é dado pela soma do termo cinético, o termo

de aprisionamento e o termo de interagao,

E 1> F
— = /dz — vy +Vyy' 4+ /ﬂdx : (2.32)
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2.2 Solitons

2.2.1 Soliton livre

A equagdo de evolucdao homogénea nao linear

. s
iy = Y+ F |y )y

apresenta solugdes solitdnicas que, livres de um potencial confinante, se propagam indefinida-

mente com velocidade constante.
v(z,1) =A(E)e® e /M (& =7 y) (2.33)

A amplitude A e a fase 6 evoluem segundo um sistema de duas equacdes acopladas

12 K2 )
A+mAQ = —— A"+ —A(0") +F(AYA
u+;6 hzm +2m(9)+()

vA' = —A'0" + —A0"
m 2m

correspondentes a parte real e a parte imagindria da equagdo de evolugdo origindria. Uma vez
que o soliton € uma estrutura localizada, tanto a amplitude quanto a fase da fun¢do de onda

devem tender a valores limites a medida que nos afastamos da regidao do séliton,

lim A=A, lim 6'=0, (2.34)
&t &+t
condi¢do de contorno suficiente para integrarmos uma vez a segunda das equacdes acopladas e

obtermos uma expresséo para 6’(A),

, My A2
o =" (“E) | (2.35)

A substitui¢ao dessa expressao na outra equagdo resulta em uma equagdo para A indepen-

dente de 0,

2 mv? mv? A%

—A" — |JA-—-"Z =F(A})A 2.36
que ¢ uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem andloga a equacdo do movimento
de Newton

h? dv

_A// —_
m dA
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para uma particula sujeita a um potencial

2 2 A4
V= (u + %) A%+ %% —2.7(A) (y(A) = /F(Az)AdA) (2.37)

dado pela competicdo entre um potencial harménico confinante (o< A2), um potencial repulsivo
de curto alcance (o< 1 /Az) e um potencial repulsivo de longa distancia!® (—2.%).
Tal como naquele caso, a “equacdo do movimento” de A pode ser reduzida a uma “equagao
da energia” de primeira ordem, )
;—m(A’)ZJrV —Ep, . (2.38)

Considerando uma outra vez a localidade do séliton,
A’|é% =0, (2.39)
obtemos uma expressdo para a “‘energia mecanica” em termos do valor limite da amplitude,
Ey= (n+m?)AL - 2.7 (As) .

Mais ainda, a localidade do séliton implica que em um “instante” & — —oo a “particula” estd
parada (A’|— = 0) e que, a medida que o “tempo” passa, ela vai ganhando velocidade aos
poucos e depois a perdendo até parar uma outra vez em & — oo. Isto s6 serd possivel se A,
for um ponto de equilibrio instdvel,
2
Z—X . =0 ZTZ . <0. (2.40)

A composicdo de V, Eq. (2.37), conforme ilustrado na Fig. 2.2, sugere que haja um tnico
ponto assim, o que significa que a particula tem que sair e voltar a um mesmo ponto A_., =
Ao, passando por pontos A mais proximos da origem que A, 0 que bem lembra a forma da
densidade de um soliton escuro — a derivada da fase, alids, monotOnica e nula nas bordas,
também implica em uma fase que salta de um patamar a outro como a fase de um séliton
escuro. Tudo indica, portanto, que a solu¢do que descrevemos seja sim um soéliton escuro.

Da primeira condi¢ao em (2.40) é possivel determinar o valor-limite A em termos do
pardmetro arbitrario ,

1/2

Aw=[F ()] (2.41)

8Supondo F monotonicamente crescente.
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(H+MV2/2)AZ s
mv2/2 A4jpZ ——
-2F(A)

_————
‘,-' ~y
-
-

A

Figura 2.2 Forma do potencial V (A) (azul) e dos termos que o compdem: termo harménico confinante
(vermelho), termo repulsivo de curto alcance (preto) e termo repulsivo devido a nao linearidade (verde).

Da segunda condic@o estimamos um valor-limite para a velocidade de propagagao do séliton
suportado pelo meio,
m? < F'(AZ)AZ . (2.42)

Ainda que tenhamos as condig¢des iniciais (2.34) (e (2.39)), suficientes para definir comple-
tamente a funcdo que satisfaz (2.36) (ou (2.38)), ndo podemos integrar esse problema nume-
ricamente a partir de um ponto infinitamente distante da regido de interesse. Sao necessarias
condi¢des de contorno em um ponto préximo dessa regido, como no ponto A(0) = Ag, ponto
de minima amplitude, no qual a “particula” inverte sua velocidade. Nesse caso, a constancia da

“energia mecanica” implica em V (Ag) = V(A«) e consequentemente na condigao
T 2 2y, T g T 242 22142 M 4
2.7 (Ag)AG— | F(AZ) + - |Ai- [2.7 (Aw) — F(AL)AZ — mv°AZ] A — S AL=0 (243)

que define o valor Ag.
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1° Caso: nao linearidade de Muiioz-Mateo e Delgado No caso da nao linearidade de
Muiioz-Mateo e Delgado, (2.29), o valor-limite da amplitude € dado por

_ | (e
—\ 4aNo \ B2
e a velocidade maxima do séliton por
_ -t
Vlim = 2mu .

A amplitude da depressdo (amplitude minima) corresponde 2 tnica raiz real positiva!® de

2 1 1 2 1 1
gthxg — <§mv2 — gha)LXw) Xg — (mszoo + 5716%) X0 — <§mv2Xi + gha)LXw) =0,

na qual X2 := 1+ 4aNpA?.

2° Caso: Nao linearidade cubica No caso cubico, (2.25), temos

H—nho, [U—ho,
Ao =\ | 37— Viim =\ —————
2ahm | Ny m

e
my?
A=\ —F—F.
2ah® | Ny
Mais do que isso, conhecemos a expressao analitica para o s6liton homogéneo dessa ndo
linearidade,

v? (Z - vt) :
=Aw |i— +4/1— —tanh ¢ t/h
? Viim Vi V2e,

naqual g :=¢/y/1—V2 vk ee:=n/\/2m(u—ho,).

“Dado um polinémio de coeficientes reais agx” +a;x* ! 4 ... +a, e o nimero m de mudancas de sinal de
coeficientes adjacentes ndo nulos, entdo o nimero de raizes reais positivas serd igual a m — 2k para algum inteiro
positivo k < m/2 (Regra dos sinais de Descartes)[38]. No nosso caso, ag > 0, ap < 0 e a3 < 0, o que significa que
s6 hd uma mudanca de sinal: entre ag e a; < 0, ou entre a; > 0 e a, ou ainda entre ag e as, se a; = 0.
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3° Caso: Nao linearidade quadratica No caso quadrético, (2.28), temos

“ 2hm | \/aNy e 2m

e Ap € a Unica raiz real positiva do polindmio
4 2 1 1
Sho L/ aNoAJ + <§hw | /aNoAw — 5mvz) A% —m?ALAg — Emvai —~0.

2.2.2 Soliton aprisionado

Quando o potencial € nao nulo, fica dificil propor uma solucdo-tentativa como (2.33) uma
vez que a dinamica do séliton, longe de ser simples como no caso homogéneo, é desconhecida
a priori. Pior do que isso, desconhecemos quais sejam os perfis iniciais da funcdo de onda
que tem comportamento solitdnico. Em outras palavras, rigososamente ndo podemos estimar
as propriedades dos sélitons aprisionados sequer a posteriori, uma vez que simplesmente nao
sabemos “construir’” solitons.

Sabemos, entretanto, construir solu¢cdes que se comportam como sélitons homogéneos nos
primeiros instantes da sua evoluc@o e que, em tempos de evolucdo maiores, mesmo que nao
saibamos exatamente porqué, parecem conservar de maneira aproximada sua forma. Nesta
secdo vamos nos basear no trabalho de Brazhnyi e Konotop [39] para construir e justificar
parcialmente o cardter solitonico dessas solucdes.

Considere os primeiros instantes da evolu¢do de y segundo a equacdo inomogénea nao

linear
2

, h
iy = — Y+ VY +F(y)y . (2.44)

Escrevamos, nesse intervalo de tempo, ¥ como o produto de duas fun¢des localizadas,

W(th) :H(Z,Z)¢(Z,l) )

uma funcdo de fundo (background), H, solu¢do de uma equacdo de evolucdo semelhante a

(2.44),
2

7
ihH, = —%HZZ+VH+F(|H|2|¢W|2)H, (2.45)

com |Poo| := |9(z — o0,1)| = |¢(z — )|, € uma fungdo ¢ com forma do tipo séliton escuro
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(Fig. 2.3), cuja equagdo de evolucao,

2

e 242y 2, ye P H:
lh¢t—_2m¢zz+F(|H‘ 019)9 — F(|H|"|9e|") 9 qu)z’

tem dependéncia com H. Essa dependéncia se cancela no limite z — oo, onde H é nulo e ¢ é

HI?/|HlZax
~
L d
|O1%/|®[fax

Figura 2.3 Forma das func¢des H (azul pontilhado) e ¢ (vermelho linha cheia).

constante. Se o centro da depressdo de ¢ estiver na regido do pico de H, suposto em z = 0,
entdo essa dependéncia também deve se anular nessa regido, o que pode ser evidenciado se
somarmos e subtrairmos o termo [F(|Ho|*|¢|*)¢ — F(|Ho|*|¢-|*)¢], onde |Ho| := |H(0,1)].
De fato, a equagdo de ¢ assume a forma

hz
WO +ing =~ + F(|Hol*|9[)¢ + R, (2.46)

onde ' := F(|Hp|*|¢|?) e R, definido por

= {[F(HP1*) + F (Hol*|¢=*)] — [F(1Ho*|91*) + F(|H*|9=*)] } ¢ ¢27

se cancela nos dois limites, z — o e z — 0. No intervalo entre essas duas regides, R nao é
identicamente zero e a dependéncia ainda se manifesta. Se ¢ for suficientemente estreito ou H
suficientemente largo de modo que o intervalo em que ¢ varie esteja contido no intervalo central
em que H praticamente € constante, entdo R ~ 0 em todo o eixo z e a equagdo de evolugdo para
¢, (2.46), ¢ uma equacdo homogénea. Nesse regime, as dindmicas de uma e outra funcao so se
correlacionam através de Hy € (.

Se a funcdo de fundo for estaciondria, H(z,t) = H(z)e /" entdo a amplitude do pico
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Hy deve ser uma constante temporal. Escrevendo as equagdes (2.45) e (2.46) em termos das

reescalas
h:=|¢x|H  ¢:=][Hol¢,

obtemos equacdes completamente independentes
wh=—2h, 4 Vh+F(|h]2)h
. 2 )
Wo+ing =3 0 +F(|of)e

uma determinando a forma do background, a outra determinando a dindmica de s6liton homo-
géneo de ¢ nos primeiros instantes.

Em termos dessas reescalas, o perfil inicial da func¢io de onda tem a forma

Nos instantes iniciais esse perfil comporta-se como um séliton se movendo sobre um back-

ground estaciondrio.
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Dinamica e decaimento dos solitons escuros

(In)varidncia da forma do perfil aproximado de Thomas-Fermi Seja P a nio lineari-
dade de qualquer um dos trés modelos, V um potencial (par) de aprisionamento monotonica-
mente crescente no semi-eixo positivo do seu dominio e V! a inversa correspondente a esse
semi-eixo. A aproximacao de Thomas-Fermi estabelece que o nimero de particulas satisfaca a
relacdo

N:/Z dz P71 (V(Z) -V (z) +P(0)) , (3.1)
4

com
Z=v'(u—-P0)) . (3.2)

Em cada um dos trés modelos a dependéncia da nio linearidade P(|y|?) com o comprimento
de espalhamento a e com || é na forma de um produto a|y|?. Isso implica que a forma
funcional de F, definida por F(a|y|?) = P(|w|?), independe de a. A cada par ordenado (x,y) €
F corresponderd um par (x/a,y) € P e a cada par (y,x) € F~! corresponderd um par (y,x/a) €

P~!. Escrevendo a Eq. (3.1) em termos de F ~1, obtemos
z 1
aN = /Zdz F (V(Z)~V(2) +P(0)) .

Uma vez que os limites da integracdo, a fun¢io F~! e o seu argumento independem de a —
observe que P(0) independe de a —, 0 aumento de a, fixando o valor de N, implica no aumento
de Z. Isto é, quanto maior a repulsdo entre as particulas, maior a largura do condensado, o que,
por sinal, é bastante compreensivel de um ponto de vista l6gico.

Considere a aproximagdo de Thomas-Fermi para dois comprimentos de espalhamento dife-

rentes

{ V(Z) =V (z1)+F(a|yi]?)
V(Z2) =V(z2) +F(aa|ya)?)

sendo F (a|y|?) = P(|y|?) — P(0). Queremos descobrir em que condicdes uma fungio de onda

36
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¢ somente uma reescala da outra, por isso impomos

2
w=PBu |W2!2=%.

Substituindo na aproximag¢do de Thomas-Fermi para |y, |, obtemos

V(BZ1) =V (Bz1)+F(as|wi|*/B) -

Se o potencial satisfizer

V(Bz) =7V (2) (3.3)

entdo a ndo linearidade devera satisfazer

Flazlyi|*/B) = vF (a1|w1|?) = F(8ar |y |?) . (3.4)

Os potenciais harmdnico e quértico sdo tais que ¥ = B2 e y = B*, respectivamente. As
ndo linearidades ctbica e quadratica tem 8 = y e § = 72, respectivamente, enquanto que a ndo
linearidade de Mufioz-Mateo e Delgado ndo satisfaz a Eq. (3.4). A forma da aproximacgdo
de Thomas-Fermi (TF) de |y| para os modelos ctibico e quadratico com potencial harménico
ou qudrtico independe do valor do comprimento de espalhamento, enquanto que a forma da
aproximacdo TF para o modelo de Mufioz-Mateo e Delgado transita da aproximacdo TF do
modelo cubico para a aproximagdo TF do modelo quadrético a medida que aumentamos a
(Fig. 3.1).

Comportamento do perfil do estado fundamental com a variacido do comprimento de
espalhamento Do aumento do comprimento de espalhamento esperamos um alargamento,
uma desconcentragdo, da funcao de onda do estado fundamental, uma vez que a concentragdo
do estado € energeticamente desfavorecida. Para tornar essa ideia mais clara considere um

condensado com um nimero

N:/&WF (3.5)

fixo de particulas. A energia ndo linear de interagcdo entre as particulas sempre pode ser escrita

na forma

[z rwh v

Se f for uma constante, entao, a despeito da forma do estado, a energia de interacao sempre tera

um mesmo valor. No caso geral, a forma de f determinard qual perfil minimizara essa energia.
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Figura 3.1 Quando o comprimento de espalhamento € igual 0,01agp (verde), o perfil TF de MMD ¢
bem préximo do perfil TF cibico (preto); quando € igual a 20agp (rosa), € bem préoximo do perfil TF
quadrético (vermelho); quando € igual a agp (azul), € intermedidrio. (Potencial harmonico. agrp € 0
comprimento de espalhamento do estado tripleto do 8 Rb

Mais especificamente, serd o perfil de uma funcdo que admitird tdo-somente dois valores: zero
e |W|min # 0, definido como o valor para o qual f é minimo. A distribui¢do de f por esse dois
valores € tal que satisfaca condicao de normalizacao, Eq. (3.5).

Nos casos dos modelos ctibico e quadratico |W|min — 0, de modo que, quanto mais espa-
lhado for o perfil, menor serd sua energia de interacdo. Dada a dependéncia monotonicamente
crescente de f com a, o estado fundamental — ndo sendo mais do que o resultado da competi-
¢do entre o termo de energia de interagdo e os demais — serd tdo mais largo quanto maior for o
comprimento de espalhamento.

Ja no modelo de Muioz-Mateo e Delgado, f assume a forma

3/2
vl = ( +4a|w|2/3) |

1
w4/
cujo minimo se encontra em |Y|min = 1/v/2a. Esse minimo, atrelado a Eq. (3.5), estabelece a
meia-largura Z = Na 6tima para o condensado, resultado esse que prevé o alargamento espe-

rado. Uma inspec¢do rapida das meias-larguras obtidas para o estado fundamental (ver Tabela

11, = \/h/mw, é o comprimento caracteristico do oscilador harmdnico.
Calculamos a meia-largura como o ponto & partir do qual a densidade |y|?> é menor que a milésima parte do seu
valor maximo.
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a/agy | meia-larg/I.' | Na/l,

0.003 | 3.04 0.0174
0.006 | 3.38 0.0349
0.01 3.69 0.0581
0.05 5.21 0.2907
0.1 6.20 0.5815
0.5 9.59 2.9071
1 11.61 5.8142
5 17.79 29.0714
10 21.18 58.1427
20 25.05 116.2854

Tabela 3.1 Comparagdo entre a meia-largura do estado fundamental e a meia-largura do perfil que
minimiza o termo ndo linear da energia do perfil no modelo de Mufioz-Mateo e Delgado.

3.1) deixa evidente esse alargamento, ainda que, vale notar, de maneira bem mais discreta do
que Na. De fato, valores muito grandes de a resultam em meias-larguras bem menores que Na,
0 que pode ser bem entendido como efeito do potencial de aprisionamento. Do lado oposto,
valores muito pequenos de a resultam em meias-larguras bem maiores que Na, o que, por sua
vez, pode ser entendido como efeito do termo cinético da energia: o condensado se concentra
no centro da armadilha, diminuindo a energia de aprisionamento e aumentando a energia ci-
nética, que é repulsiva como a interagio” e acaba por enlarguecer o condensado além do que

gostaria o termo de interagao.

Comportamento da forma do perfil do estado fundamental com a variacao do com-
primento de espalhamento Quanto maior o comprimento de espalhamento a, mais signifi-

cativo o termo ndo linear de interacdo na minimizacao da energia que define o perfil do estado

2A tendéncia repulsiva da energia cinética fica evidente ao compararmos as energias E| e E» = y2E; de dois
perfis yi e y2(z) = /YY1 (yz) semelhantes. Se y» é uma reescala que desconcentra y; (y < 1), entdo E> < Ey;
se, pelo contrério, Y, concentra ¥ (Y > 1), entdo Ep > Ej.
A funcio de onda com norma N que minimiza a energia cinética, minimizando o funcional

[dz(wel+ 21wP) .

onde A é um multiplicador de Lagrange, é dada por |y| = VN \//'Te_‘/ﬂd. Nao havendo condic¢des de contorno
que determinem A, o determinamos via comparagdo das energias cinéticas

[zl =2

e encontramos A — 0. Isto é, a fun¢do que minimiza a energia cinética é uma exponencial negativa com amplitude
praticamente nula e que leva um tempo praticamente infinito para atingir o zero, em outras palavras, uma funcio
altamente desconcentrada.
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fundamental do condensado. O termo de energia de aprisionamento também torna-se mais sig-
nificativo com o aumento do comprimento de espalhamento, uma vez que o perfil da fun¢do
de onda atinge regides com potenciais maiores. Proporcionalmente o termo cinético da energia
perde significincia e pode, no limite dos grandes a’s, ser desconsiderado. O perfil resultante é

a aproximag¢do de Thomas-Fermi.

a=0,003 app
2400 ‘ 1200
~ 1800 : . ~ 900 |
~_ 1200 1~ 600
=2 600 . =2 300
0 0
3 0 1 2 3 4
z/l,
a=0,3 agp
600 — 140
N 450 T . ~ 105
~_ 300 1~ 70
=2 150 . 2 35
0 | | | | | | | O
01 2 3 45 6 7 8 65 68 7.1 7.4 7.7 8
z/l, z/l,

Figura 3.2 Comparacio entre os perfis |y|> fundamental (vermelho linha cheia) e de Thomas-Fermi
(azul tracejado) para os comprimentos de espalhamento iguais a 0,003agy, (superior esquerdo), 0,03agrp
(superior direito) e 0,3agrp (inferior). (Potencial harmdnico, Modelo de Muiioz-Mateo e Delgado).

No sentido oposto, a medida que diminuimos o comprimento de espalhamento, a energia
cinética do perfil de Thomas-Fermi cresce em proporcdo as demais. A minimizagao da energia
insere bordas mais largas e suaves no perfil fundamental (veja ilustracdo na Fig. 3.3). Essas
bordas sdo regides de concavidade positiva que, a custa de um ligeiro aumento na energia de
aprisionamento, diminui a energia cinética acumulada na regido central (de concavidade nega-
tiva) do condensado. Em outras palavras, com a diminuicao do valor de a, o estado fundamental
se afasta do perfil de Thomas-Fermi (veja Fig. 3.2).

(In)varidncia da forma do séliton homogéneo Considerando a Eq. (2.41),

mv? = v2F' (AZ) A2, com v, < 1 em acordo com (2.42), e a defini¢do A =: AA.., podemos
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Figura 3.3 Distancia angular entre as amplitudes dos perfis fundamental e de Thomas-Fermi para di-
ferentes valores do comprimento de espalhamento. (Potencial harmdnico, Modelo de Muifioz-Mateo e
Delgado).

reescrever (2.36) na forma

n _ _ LF(A2)AZ (]
— A"+ [F(A2) —F(A?A2)|A+vi—"22=2 (A— = | =0. 3.6
A+ [F(AL) — F(A2A2)) A+02 5 T (36)

Sejam dados dois sélitons A| e A, caracterizados pelos comprimentos de espalhamento a;
e ap = aa; e pelos valores-limite da amplitude A1) € Aw(2) = ﬁAw(l), respectivamente. Da
comparacao entre as versoes da Eq. (3.6) de um e de outro sdliton, fica evidente que no modelo

cubico o séliton 2 corresponderd a um enlarguecimento ou a um estreitamento do séliton 1,

_ _ & - _
S1,A1(G)) €A & <—7A1(51) €Ay,
GraEmeh e (75
preservando a sua forma. O modelo quadrético apresenta essa mesma correspondéncia com um

fator de enlarguecimento (estreitamento) diferente,

_ _ & _ _
(1,A1(&1)) €Ay <—7A1(3§1) €A;.
Vvap
O soéliton de Mufioz-Mateo e Delgado, transitando do séliton cubico, no limite de pequenos
a’s, para o soliton quadrético, no limite de grandes a’s (veja Fig. 3.4), ndo apresenta invariancia
semelhante (veja Fig. 3.5).
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Figura 3.4 Dependéncia da distancia entre a amplitude do séliton de Mufioz-Mateo e Delgado e a
amplitude do séliton ctibico (preto) e entre a amplitude do séliton de Muifioz-Mateo e Delgado e a
amplitude do sdéliton quadrético (vermelho) com o comprimento de espalhamento. (Potencial quimico
do estado fundamental do potencial harmonico.)

Invertendo a Eq. (2.41), fica evidente que

af?=1 — mw=u
af?>1 — > u
afr<1l — <

alarp | u/hw, TF | u/ho, Fund. | |Upung — UTF|/ UFund - 100%
0.003 102.345 101.619 0.715179
0.007 103.072 102.708 0.354272
0.02 105.484 105.308 0.166978
0.06 110.907 110.821 0.0777599
0.1 115.092 115.035 0.0494993
0.5 141.26 141.242 0.0131131
0.9 158.71 158.697 0.00822943

4 236.568 236.563 0.00209944

8 296.824 296.82 0.00114053

20 411.375 411.373 0.000469735

Tabela 3.2 Comparagdo entre o potencial quimico da aproximagdo de Thomas-Fermi e o potencial
quimico do estado fundamental do condensado. (Potencial harménico. Modelo de Mufoz-Mateo e
Delgado.)
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Figura 3.5 Transicdo da forma do séliton de Mufioz-Mateo e Delgado para o séliton cibico (superior)
a medida que diminuimos o comprimento de espalhamento. Transi¢do da forma do séliton de Mufioz-
Mateo e Delgado para o séliton quadritico (inferior) 2 medida que aumentamos o comprimento de
espalhamento. (Potencial harmonico. v = 0.5v}jp).

Como veremos a seguir, o Unico séliton que se propaga sem decair abruptamente € aquele
que tem o mesmo potencial quimico que a densidade de fundo (background). Tendo os séli-
tons 1 e 2 o mesmo potencial quimico dos estados fundamentais dos respectivos condensados,
¢ dificil prever qual tem maior potencial quimico. Nos sistemas que temos simulado, entre-
tanto, o valor desse potencial quimico ndao € muito diferente do valor do potencial quimico
aproximado de Thomas-Fermi (veja Tabela 3.2). Nesse caso, sabemos que, quanto maior for o
comprimento de espalhamento, maior serd a largura do condensado e que, quanto maior esta,
maior o potencial quimico de Thomas-Fermi, Eq. (3.2). Logo, quanto maior o comprimento
de espalhamento, mais estreito o séliton. Uma vez que o séliton de Muinoz-Mateo e Delgado
se situa entre o soliton cubico e o séliton quadritico, esperamos que ele tenha comportamento
semelhante.

Comportamento da forma do séliton com a variacdo da velocidade. O valor-limite
A, da amplitude do soliton independe da velocidade (veja a Eq. 2.41). O valor da amplitude
do séliton no centro da depressio, Ay, ¢ definido pela equagdo V(Ag) = V(A«), onde V(A) é
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definido pela Eq. (2.37), e seu valor praticamente é determinado pelo termo mv? /2 A% /A? (veja
a Fig. 2.2 e a Eq. 2.37). Isso significa que quanto maior for a velocidade v de um sdéliton, maior
serd a sua amplitude na depressao Ay.
Através da Eq. 2.38 encontramos que a velocidade dd uma contribui¢do negativa para o

modulo da derivada,

” (A4)% = (A2 —AY) +2[F (A) — F (Aw)] — i (A2 —A2)2

2m * * 242 V7 '
Isto é, quanto maior a velocidade, menor a derivada (para um mesmo A). Logo, sélitons mais
répidos sdo mais rasos e mais largos, atingindo o valor-limite mais lentamente que sélitons

menos rapidos.

Evolucao da forma do séliton. Ao se propagar em um meio inomogéneo, o séliton nao
preserva sua forma. Tanto sua amplitude quanto sua fase se deformam continuamente. De fato
essa deformacao ndo parece ser aleatéria, para haver uma correspondéncia entre o séliton e a
velocidade em que ele se propaga. Ele parece sempre assumir a forma do séliton homogéneo

cuja velocidade de propagacao seja a sua.

Evolucao da fase do séliton Assim como os sélitons homogéneos, numa armadilha os
sOlitons se propagam no sentido de decrescimento da sua fase. Também como naqueles, nestes
quanto maior a velocidade, maior a variacdo liquida da fase. No trajeto do centro até a borda
da armadilha o séliton se desacelera, mudando de forma e de fase até parar. Neste ponto, a
variagdo total da fase é —7 e concentrada em um ponto de densidade nula. Dada a ambiguidade
de k27 na definicdo da fase, A¢ pode tanto ser —7 quanto 7, de modo que no instante seguinte
ele pode assumir uma velocidade diferente de zero no sentido oposto ao anterior sem provocar
mudancas drésticas na funcdo de onda.

Na Fig. (3.8) observamos a evolugdo da fase da fun¢do de onda subtraida a evolug@o natural
da fase

¢0=0+—.

Potencial quimico do sdliton Ainda que os cédlculos da se¢do 2.2.2 nao indiquem ne-
nhuma objecdo quanto a evolugdo de sélitons com potenciais quimicos diferentes dos poten-
ciais quimicos dos backgrounds sobre os quais se propaguem, esses solitons sdo instaveis e
decaem em outras estruturas nos primeiros instantes de sua evolucdo. Enquanto sélitons com

mesmo U decaem lenta e gradualmente em sélitons mais lentos a medida que se afastam do
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Figura 3.6 Correspondéncia entre a velocidade de deslocamento do séliton e a sua forma. A velocidade
correspondente a forma da amplitude do séliton (superior vermelho) apresenta comportamento parecido
ao da velocidade do séliton segundo observagdo da amplitude (superior azul). A velocidade correspon-
dente a forma da fase do séliton (inferior vermelho) apresenta comportamento parecido ao da velocidade
do soliton segundo observagdo da fase (inferior azul). (Modelo de Muifioz-Mateo e Delgado. Potencial
harmonico. a = agp)

centro da armadilha nos primeiros instantes (Figs. (3.9) e (3.12)), sélitons com u’s menores
decaem rapidamente ja logo nos primeiros instantes através da emissao de dois outros solitons
iguais em direcdes opostas (Figs. (3.10) e (3.13)).

Sélitons com potenciais quimicos maiores decaem via emissdo de ondas sonoras (Figs.

(3.11) e (3.14)). As diferencas na evolugdo dos trés solitons pode ser visualizada na Fig. 3.15.

Trajetoria do séliton em condensado com armadilha harménica Como esperado, as
trajetdrias cubica e MMD sao muito proximas uma da outra no regime de pequenos a’s; € as
trajetorias quadratica e MMD se aproximam no limite oposto (Fig. (3.16).

Quando o comprimento de espalhamento € grande, as ndo linearidades MMD e quadrética
sdo praticamente a mesma, enquanto que a superestimacgdo da cubica faz com que o processo
de minimizagdo que resulta no estado fundamental atinja um perfil mais largo, com variacdes
mais lentas. Quando o comprimento de espalhamento € pequeno, as ndo linearidades MMD

e cubica sdo praticamente a mesma, enquanto que a subestimagao da quadratica faz com que



CAPITULO 3 DINAMICA E DECAIMENTO DOS SOLITONS ESCUROS 46

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

v (Izw;)

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

v (Izw;)

t (wl)

Figura 3.7 Correspondéncia entre a velocidade de deslocamento do séliton e a sua forma. A velocidade
correspondente a forma da amplitude do séliton (superior vermelho) apresenta comportamento parecido
ao da velocidade do séliton segundo observagcao da amplitude (superior azul). A velocidade correspon-
dente a forma da fase do séliton (inferior vermelho) apresenta comportamento parecido ao da velocidade
do séliton segundo observacao da fase (inferior azul). (Modelo de Muifioz-Mateo e Delgado. Potencial
quértico. a = agyp)

a sua energia de interacdo seja uma moeda de troca barata na formacdo das bordas do estado
fundamental que diminuem a energia cinética. Isso faz o perfil fundamental quadratico mais
largo que os demais nesse regime.

Esse comportamento dos backgrounds pode nos ajudar a entender a relagdo entre as tra-
jetdrias dos trés modelos. De fato, no regime dos grandes a’s, a amplitude de oscilacdo do
modelo cibico € maior que as amplitudes dos outros modelos (Fig. 3.16), bem como a sua
frequéncia de oscilagdo € menor (Fig. 3.17). Essas mesmas relagdes podem ser observadas
para o modelo quadratico no regime oposto. Isso acontece porque estes sélitons se propagam
sobre backgrounds mais largos e suaves que os dos outros modelos e como as aceleragdes es-
tao relacionadas com as variacdes do background, aqueles que se propagam em backgrounds
mais largos se deslocam mais entre uma oscilacdo e outra (maior amplitude) e oscilam mais
lentamente (frequéncia menor).

Esse mesmo argumento pode explicar porque, dentro de um mesmo modelo, quanto maior

o comprimento de espalhamento, menor a frequéncia de oscilacdo: condensados maiores desa-
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Figura 3.8 Evolucdo da fase do séliton. (Modelo MMD. Potencial harmonico. a = 20agy,)

celeram/aceleram solitons mais lentamente.

3.1 Decaimento de solitons escuros em condensados de Bose-Einstein

A emissdo e absorcdo de som por parte do séliton tem papel preponderante na evolucdo da
sua forma sobre um background varidvel, bem como na sua dindmica. Alguns backgrounds,
como os estados fundamentais dos potenciais harmonico e quartico, aparentemente tem a pro-

priedade de induzir o séliton a ter um comportamento oscilatério, indo e vindo, formando e
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Figura 3.9 Evolucdo da amplitude do séliton com mesmo potencial quimico que o background. Em
verde (tracejado) a amplitude inicial, em vermelho (linha cheia) a amplitude atual. (Modelo MMD.
Potencial harmonico. a = agp)
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Figura 3.10 Evolucdo da amplitude do séliton com potencial quimico menor (0.7u) que o do back-
ground. Em verde (tracejado) a amplitude inicial, em vermelho (linha cheia) a amplitude atual. (Modelo
MMD. Potencial harmonico. a = arp)

deformando, indefinidamente dentro da armadilha em uma espécie de equilibrio entre o séliton

e o som. Outros backgrounds, pelo contrario, tem a propriedade de quebrar esse equilibrio

fazendo com que o séliton decaia em outros sélitons menores ou que as excitagdes sonoras se
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Figura 3.11 Evolucdo da amplitude do séliton com potencial quimico maior (1.41t) que o do back-
ground. Em verde (tracejado) a amplitude inicial, em vermelho (linha cheia) a amplitude atual. (Modelo
MMD. Potencial harmonico. a = arp)
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Figura 3.12 Evolu¢do da derivada da fase do séliton com mesmo potencial quimico que o background.
Em verde (tracejado) a derivada da fase inicial, em vermelho (linha cheia) a derivada da fase atual.
(Modelo MMD. Potencial harmdnico. a = agy)

acumulem de tal forma sobre o background que com o tempo ji ndo seja mais possivel ras-

trear o soliton pela sua assinatura: a depressdo da densidade e a variagc@o repentina da fase.

Um background que reconhecidamente cumpre esse papel € o estado fundamental do potencial
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Figura 3.13 Evolucdo da derivada da fase do séliton com potencial quimico menor (0.7ut) que o do
background. Em verde (tracejado) a derivada da fase inicial, em vermelho (linha cheia) a derivada da
fase atual, em azul (pontilhado) a amplitude atual. (Modelo MMD. Potencial harmonico. a = agy)
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Figura 3.14 Evolucdo da derivada da fase do séliton com potencial quimico maior (1.4u) que o do
background. Em verde (tracejado) a derivada da fase inicial, em vermelho (linha cheia) a derivada da
fase atual, em azul (pontilhado) a amplitude atual. (Modelo MMD. Potencial harmonico. a = agy)

dimple [40].
Nos restringiremos ao caso em que a descontinuidade do potencial esteja fora da regido de

propagagio do séliton harménico, ou seja, V! (Vp) é maior que a amplitude do movimento
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Figura 3.15 Evolucio do séliton com potencial quimico 1.4u (superior), i (centro) e 0.7u (inferior).
(Modelo MMD. Potencial harmdnico. a = agyp)

do séliton no caso do potencial harmodnico. Com isso, pelo menos durante a primeira oscila-
¢do, o sdliton s6 se deslocard no centro da armadilha e o seu eventual decaimento, ou a perda
da sua posi¢do, decorrerd da influéncia do potencial sobre o equilibrio séliton-som. Como
o condensado comumente tem largura da ordem da largura da sua aproximacao de Thomas-
Fermi, utilizaremos essa largura Z = V~!(u — hw,) como parimetro para determinagio do
ponto de descontinuidade do potencial. Simularemos trés potenciais distintos: aquele em que
Vo = urr —h,, onde urr é o potencial quimico da aproximacao de Thomas-Fermi para o po-
tencial harmonico, e cuja descontinuidade se encontra exatamente nos limites da aproximagao
TF; aquele em que Vy = 0.8(Urr —ho, ), cuja descontinuidade estd no interior do perfil TF; e

aquele em que Vo = 1.2(urr — h@ | ), cuja descontinuidade estd fora do perfil TF. No primeiro
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Figura 3.16 Trajetérias dos sélitons em uma armadilha harmonica segundo os modelos cibico (ver-
melho), quadratico (verde) e MMD (azul). a = 20ag;, (superior esquerdo), a = Sagp (centro esquerdo),
a = agp (inferior esquerdo), a = 0.5arp (superior direito), a = 0.lagp (centro direito) e a = 0.01agy
(inferior direito).

caso, o estado fundamental sofre uma pequena influéncia da parte externa do potencial sobre
as suas bordas, no segundo essa influéncia é bem mais relevante e no terceiro, se alguma, essa
influéncia s6 ocorrera quando a for pequeno e o perfil fundamental se afastar suficientemente
da aproximacdo TF.

Como exemplo da influéncia de V; sobre a dindmica e o tempo de vida do séliton, ob-
serve a evolucao da densidade de um condensado com a = 0.1agy, em cada um dos casos (Fig.

3.18). Enquanto que no caso 1.2 perdemos a informac¢do da densidade do séliton no instante
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Figura 3.17 Dependéncia da frequéncia de oscilagdo dos sélitons em uma armadilha harmonica com o
comprimento de espalhamento. (v = 0.5vyjy,)

~ 185.45w,, no caso 1.0 a perda ocorre em ~ 34.35®, € o0 no caso 0.8 em ~ 20.35®,. Observe
que a parte central do background inicial varia muito pouco de uma caso a outro (Fig. 3.19)
e que a trajetoria dos trés solitons durante o primeiro periodo de oscilagdo € praticamente a
mesma. As diferencas comegam a aparecer mais adiante: as trajetdrias dos solitons 1.0 e 0.8
comegam a se abrir mais, indicando que a diferenga estd no padrdo de interacdo com o som.
Quanto maior a influéncia da parte externa do potencial sobre a dindmica do som, maior a sua
interferéncia na interacdo séliton-som e menor o tempo de vida do s6liton.

Como o decaimento e a perda do séliton estdo associados a interagdo séliton-som, devemos
esperar que eles acontecam tanto antes quanto maior for essa interagdo. O volume de emissao
de som estd associado ao tamanho do séliton no condensado: em condensados em que o séliton
€ muito estreito se comparado ao background, como aqueles com a’s relativamente grandes, a
emissdo de som € irriséria e a perda do séliton improvével; no limite oposto, sélitons largos
emitem bastante som quando acelerados e podem eventualmente decair ao reinteragir com essas
ondas (Fig. 3.20). Quando o séliton € excessivamente grande, entretanto, a sua perda pode
ocorrer nem tanto pelo seu decaimento quanto por conta do seu ocultamento por variagdes
abruptas no background. Veja por exemplo o caso de um séliton oscilando em um condensado
com a = 0.01agy, armadilhado por um potencial dimple com barreira Vy = 1.2(ugp, — i, ) (Fig.

3.21). Esse sdliton € perdido quando as variagdes da forma do background momentaneamente
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anulam a depressdo que o caracteriza. Logo apds o séliton € recuperado.

Para observarmos a perda de sélitons por decaimento é prudente que nos restrinjamos ao
regime da equacdo de Mufioz-Mateo e Delgado propriamente dito a ~ agp € a0 regime em que a
equagdo ctibica é aproximadamente vdlida, a S arp, sem que o condensado seja muito pequeno
(a < agrp).

De fato, podemos observar diferencas consideraveis nos tempos de vida dos sélitons cubico
e MMD no regime MMD, as quais, a medida que nos deslocamos para o regime cubico, vao
diminuindo até que praticamente inexistam. Considere, primeiramente, o caso Vo = Urr —h@, .
Enquanto que com a = 0.5agy, o tempo de vida MMD € bem maior que o tempo de vida ctbico
(Fig. 3.22), quando a = 0.1agy, € a = 0.01agy os tempos sdo praticamente o mesmo (Figs. 3.23
e 3.24).

Podemos entender essa sobrevida do séliton MMD da seguinte forma: ambos estados fun-
damentais se encontram praticamente na parte interna do potencial e, quanto a isso, nio se
distinguem do perfil fundamental do potencial harmonico (Fig. 3.22) a menos na borda. Como
o perfil cubico € mais largo que o perfil MMD, o som naquele modelo “sente” mais a anar-
monicidade do potencial, o que resulta em uma interferéncia maior na interacao séliton-som e
num decaimento mais rapido do séliton.

O caso Vp = 1.2(urr — ho ) também apresenta diferencas considerdveis no tempo de vida
do sdliton, s6 que desta vez quem sobrevive mais € o séliton cubico (Figs. 3.25, 3.26 e 3.27).
Uma outra vez o estado fundamental cuibico € mais largo que o estado fundamental MMD, am-
bos invadindo ostensivamente a regido externa do potencial. Diferentemente do caso anterior,
os perfis sdo bastante diferentes na regido central do potencial, na qual o séliton se desloca. O
perfil MMD, mais estreito, varia de densidade mais abruptamente, acelerando o séliton mais
intensamente, emitindo um volume maior de som e provocando um decaimento mais precoce

do sdliton.
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Figura 3.18 Evolucdo do séliton em armadilha dimple com Vy = 1.2(urr — i@, ) (superior), Vo =
1(urr —he, ) (segunda figura) e Vy = 0.8(urp — hw, ) (terceira figura). Comparagdo entre as posi-
¢des dos sdlitons segundo a depressdo na densidade (inferior): Vo = 1.2(urg — he, ) em vermelho,
Vo = 1(frr — ho, ) em verde, Vy = 0.8(trr — i, ) em azul. (Modelo MMD. a = 0.1agyp.)
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Figura 3.19 Perfil inicial de evolugdo do séliton em condensado aprisionado por potencial dimple com
Vo = 1.2(urr — ko, (vermelho), Vo = 1(prg — he, (verde) e Vo = 0.8(Urr — @, (azul).
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Figura 3.20 Densidade renormalizada do condensado na regido do séliton ao inverter pela primeira vez

o sentido de propagacdo. (Modelo MMD. Potencial harmoénico. a = agp, em vermelho, a = 0.1ag, em
verde, a = 0.01agp em azul.)
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Figura 3.21 Evolucéo do séliton em armadilha dimple com Vy = 1.2(ugrp — ho, ) (superior), sua tra-
jetéria segundo a amplitude (inferior esquerdo) e o perfil da funcdo de onda (inferior direito) instantes
antes da primeira perda do séliton (vermelho), durante a perda (verde) e depois de reencontrado (azul).

(Modelo MMD. a = 0.01agp.)
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Figura 3.22 Evolug¢do do séliton em armadilha dimple com Vy = 1.0(ugp — 7@, ) e condensado com
a = 0.5agp segundo o modelo MMD (superior esquerdo) e segundo o modelo cibico (inferior esquerdo).
Comparacao entre as trajetérias e tempo de decaimento do séliton (superior direito) segundo o modelo
MMD (vermelho) e segundo o modelo cubico (rosa). Comparacdo entre os perfis fundamentais do
condensado na armadilha dimple e na armadilha harmonica.
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Figura 3.23 Evolug¢do do séliton em armadilha dimple com Vy = 1.0(ugp — 7@, ) e condensado com
a = 0.1agp segundo o modelo MMD (superior esquerdo) e segundo o modelo cibico (inferior esquerdo).
Comparacao entre as trajetérias e tempo de decaimento do séliton (superior direito) segundo o modelo
MMD (vermelho) e segundo o modelo cubico (rosa). Comparacdo entre os perfis fundamentais do

condensado na armadilha dimple e na armadilha harmonica.
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Figura 3.24 Evolugio do séliton em armadilha dimple com Vy = 1.0(ugrp — 2@, ) € condensado com a =
0.01agp segundo o modelo MMD (superior esquerdo) e segundo o modelo cibico (inferior esquerdo).
Comparacao entre as trajetdrias e tempo de decaimento do sdliton (superior direito) segundo o modelo
MMD (vermelho) e segundo o modelo cubico (rosa). Comparacdo entre os perfis fundamentais do
condensado na armadilha dimple e na armadilha harmonica.
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Figura 3.25 Evolug¢do do séliton em armadilha dimple com Vy = 0.8(ugrp — 7@, ) e condensado com
a = lagy segundo o modelo MMD (superior esquerdo) e segundo o modelo cubico (inferior esquerdo).
Comparagido entre as trajetdrias e tempo de decaimento do séliton (superior direito) segundo o modelo
MMD (vermelho) e segundo o modelo cubico (rosa). Comparacdo entre os perfis fundamentais do
condensado na armadilha dimple e na armadilha harmonica.
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Figura 3.26 Evolu¢do do séliton em armadilha dimple com Vy = 0.8(ugrp — 7@, ) e condensado com
a = 0.5agp segundo o modelo MMD (superior esquerdo) e segundo o modelo cibico (inferior esquerdo).
Comparagido entre as trajetdrias e tempo de decaimento do séliton (superior direito) segundo o modelo
MMD (vermelho) e segundo o modelo cubico (rosa). Comparacdo entre os perfis fundamentais do
condensado na armadilha dimple e na armadilha harmonica.
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Figura 3.27 Evolug¢do do séliton em armadilha dimple com Vy = 0.8(ugrp — 7@, ) e condensado com
a = 0.1agp segundo o modelo MMD (superior esquerdo) e segundo o modelo cibico (inferior esquerdo).
Comparagido entre as trajetdrias e tempo de decaimento do séliton (superior direito) segundo o modelo
MMD (vermelho) e segundo o modelo cubico (rosa). Comparacdo entre os perfis fundamentais do
condensado na armadilha dimple e na armadilha harmonica.



CAPITULO 4

Conclusao

No presente trabalho nos propomos a comparar a dindmica e decaimento de sélitons escuros
em condensados de Bose-Einstein segundo os modelos cubico e de Muinoz Mateo e Delgado
(MMD). Avaliamos primeiramente a trajetdria do séliton sobre o estado fundamental de uma
armadilha harmonica. O resultado foi como o esperado, as trajetérias do modelo MMD se
aproximavam das trajetérias do modelo ctbico a medida que diminufamos a intensidade da
interacao interatdmica (diminuindo o comprimento de espalhamento a) e se aproximavam das
trajetorias do modelo quadratico a medida que aumentdvamos a. Observamos que no limite dos
maiores (menores) valores de a simulados, o modelo ctibico (quadratico) apresentou amplitu-
des de oscilagdo bem maiores e frequéncias de oscilacio bem menores que o modelo MMD.
Atribuimos esse fendmeno a diferencas nas geometrias dos estados fundamentais que serviam
de fundo para a propagacdo do séliton. De fato o perfil do estado fundamental cibico (qua-
dritico) é bem mais largo que o perfil do estado fundamental MMD no limite dos maiores
(menores) valores de a. Essas diferencas geométricas podem ser qualitativamente entendidas
em termos da competicdo das energias envolvidas no processo de minimizagdo que resulta no
perfil do estado fundamental.

O comportamento do perfil fundamental com o valor do comprimento de espalhamento
também nos ajudou a compreender o comportamento da amplitude e da frequéncia de oscilagao
com as variagdes de a dentro de um mesmo modelo. E compreensivel que as variacdes mais
suaves dos backgrounds mais largos impliquem em trajetorias mais largas e lentas.

Estudamos em seguida a dindmica de s6litons em trés potenciais do tipo dimple

2.2
mao;z 1 /2W

2

V(z) = ,
Vo+ "=l (> p an < o)

Um potencial, V) = 1,2(urr — h®, ), cuja parte interna consegue abrangir todo o perfil da apro-
ximac¢do de Thomas-Fermi (TF), outro, V) = urr — A, , cuja parte interna tem exatamente a
mesma largura do perfil TF, e um terceiro, Vy = 0,8(utr — h@, ), mais estreito que o perfil

TF. Mantendo os outros parametros fixos, obtemos tempos de vida menores para as simulacoes
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com a parte interna mais estreita. Acreditamos que isso se deva a influéncia crescente da parte
externa do potencial na determinacdo do background. Quanto menor Vj, maior essa influén-
cia, mais distinto o background do background harmdnico, mais distante o padrdo de emissao
sonora do padrdo harmdnico, mais distante o sistema do equilibrio harmonico da interacao
sOliton-som e mais rdpida a perda do séliton.

As simula¢des dos modelos ctibico e MMD com valores de a muito pequenos retornaram
func¢des de onda muito semelhantes com tempos de decaimento bem préximos. Nas simulacdes
com valores de a intermedidrios, da ordem de agp, as evolugdes apresentaram diferencas rele-
vantes e tempos de vida bastante distintos: por vezes o séliton ctibico sobrevivia mais, outras o
s6liton MMD ¢€ que levava mais tempo para desaparecer. Acreditamos que essas diferencas se
devam a competicdo de dois efeitos que por sua vez decorrem da diferenca nas geometrias dos
perfis fundamentais ctubico e MMD.

A superestimacdo cubica da ndo linearidade, se comparada a ndo linearidade MMD, faz
com que o seu perfil fundamental seja mais largo que o perfil MMD e que seja, por isso,
mais influenciado pela parte externa do potencial dimple. Consequentemente, o padrdo de
interacao séliton-som cubico tende a se afastar mais do equilibrio harmdnico dessa interagao e
abreviar o tempo de vida do séliton ctibico. Por outro lado, a maior desconcentracao do perfil
cubico implica um perfil mais suave na regido de propagacdo do séliton que desacelere mais
lentamente o séliton e que o induza a emitir som a uma taxa menor que o soliton MMD. Com
isso, a intensidade da interagcdo séliton-som ctibica € menor, promovendo um decaimento mais
lento e uma sobrevida ao séliton cubico.

Nas simulacdes com potencial dimple Vy = utr — h@,, ambos os backgrounds avangam
suficientemente sobre a parte externa do potencial para que o equilibrio da interacao séliton-
som seja perdido, mas ndo tanto que altere muito a sua forma na parte interna do potencial.
Mais estreito, o perfil MMD preserva durante um tempo maior o equilibrio séliton-som. O
som, no modelo cubico, avangando mais sobre a regido anarmonica do background, perde mais
rapidamente o padrdo de interagdo harmodnico com o soéliton e abrevia o tempo de vida do
sOliton cubico.

Nas simulag¢des com potencial dimple Vo = 0, 8(utr — hw, ), ambos os backgrounds avan-
cam ostensivamente sobre a parte externa do potencial e perdem completamente o equilibrio
da interacdo séliton-som. Nesse regime, o volume de emissdo de som parece importar mais
que o padrdo de interacio, de modo que o séliton MMD, que emite mais, é perdido antes que o
séliton cubico.

As diferencas por vezes gritantes entre os tempos de vida dos sélitons cubico e MMD ser-

vem de alerta para a usabilidade do modelo ctibico e, de maneira geral, para a usabilidade dos
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modelos unidimensionais. Enquanto que dentro do regime apropriado, esses modelos conse-
guem fornecer boas aproximagdes para o estado fundamental do condensado e descrever bem
as trajetdrias dos sdlitons, dentro desse mesmo regime, eles podem falhar redondamente na
estimativa de propriedades mais sensiveis a forma do background, como o tempo de vida do
sOliton, que € extremamente sensivel ao padrdo de interagdo séliton-som, que, por sua vez, tem
forte dependéncia com a forma do background. O mais prudente, no estudo dessas proprieda-
des, talvez seja fazer uso, sempre que possivel, da equacao tridimensional de Gross-Pitaevskii,
ou, ao menos, o modelo unidimensional mais aproximado, papel atualmente cumprido pelo

modelo de Mufioz-Mateo e Delgado.



APENDICE A

Principios basicos dos métodos experimentais

As etapas de um procedimento experimental para obtencao de um BEC sdo:
1. A emissdo um feixe de atomos de sédio a ~ 600K por um forno;

2. Esse feixe atravessa um desacelerador (Zeeman slower), do qual emerge a uma tempera-
tura de ~ 1K;

3. Uma armadilha magneto-Optica captura o feixe atomico e o resfria até ~ 100uK;
4. O laser € desligado e uma armadilha magnética € ligada;
5. O terceiro e ultimo resfriamento, esse evaporativo, € realizado.

No que segue expomos os principios fisicos bdsicos envolvidos nesse procedimento.

Resfriamento optico

O f6ton tem momento linear no sentido da sua propagacdo. Quando um atomo o absorve,
ele “ganha” esse momento; quando um dtomo emite um féton, ele perde o momento transferido
para o foton emitido. Suponha um feixe de luz monocromdtica incidindo contra um feixe
atdmico, a forca média da radiacdo sobre o feixe atdmico € determinada pelos processos de
absorc¢do e de emissao de fétons.

A forca média devida a absor¢do tem modulo igual ao produto do momento do féton pela
taxa de absorcdo de fétons e tem a dire¢do e o sentido do feixe luminoso, isto &, essa forca
tende a frear o feixe atdbmico. Quanto a emissdo, sdo dois os mecanismos de emissdo, cujas
contribui¢des separamos: a emissdo espontinea, cuja dire¢do € aleatdria e, por isso, tem forca
média nula; e a emissdo estimulada, que ocorre por influéncia da radiag¢do incidente que nao é
absorvida. O féton emitido por emissdo estimulada tem a mesma direcdo, sentido e frequéncia
de oscilagdo da radiacdo incidente. A forca média devida a emissdo estimulada € igual ao
produto do momento do féton emitido pela taxa de emissdo espontinea e tem a direcido e o

sentido do feixe atdmico, acelerando-o [41].
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Depois de um certo tempo, o sistema deve entrar em equilibrio de maneira que as popula-
¢coes de atomos excitados e de dtomos no estado fundamental devam se manter constantes, o
que significa que as taxas de emissao e de absorc¢ao sdo iguais. Como a emissdo espontanea
estatisticamente niao promove nenhuma mudanga no estado de movimento dos d&tomos e a taxa
de absor¢do € maior que a taxa de emissdo estimulada, a forca resultante média terd a dire¢do
e o sentido do feixe luminoso [41], o que diminui a velocidade do feixe atdmico, resfriando-o.

Esse € o principio bésico de resfriamento de feixes atdmicos do Zeeman slower.

N -

Figura A.1 Resfriamento Optico de um géas pela atuacdo de seis feixes luminosos monocromaticos
incidindos sobre os eixos cartesianos (fig. extraida de [41, p.186]).

Considere agora um gas. Os dtomos se movimentam em todas as direcdes. Se quisermos
resfrid-lo, devemos diminuir as velocidades das particulas em todas as dire¢cdes. Suponha que
apliquemos lasers sobre a amostra a partir de cada uma das dire¢des dos eixos de um sistema
cartesiano (ver Figura A.1). Todos os feixes tem a mesma frequéncia (no referencial do labo-
ratorio) e polarizagdo. Suponha que essa frequéncia seja um pouco menor que a frequéncia de
ressonancia da transi¢do atdmica pertinente.

Se a projecdo da velocidade de um dtomo sobre um dos eixos de incidéncia é diferente de
zero, entdo, por efeito Doppler, no referencial do d&tomo, os dois feixes luminosos que incidem
na direcao desse eixo tem frequéncias diferentes. A frequéncia do feixe contrapropagante € um
pouco maior que a frequéncia no referencial do laboratério, ficando mais proxima da frequén-
cia ressonante, e a frequéncia do outro feixe € um pouco menor, se afastando da frequéncia
ressonante. Com isso a taxa de absor¢ao de fétons do feixe contrapropagante torna-se maior

que a do outro feixe, promovendo uma for¢a liquida no sentido contrdrio ao da projecao da
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velocidade atdmica [41]. Fazendo essa consideraciao nas dire¢des de cada um dos trés eixos
fica evidente que o gas serd resfriado em todas as dire¢des na regido de interse¢do dos feixes.
Essa configuragao de feixes luminosos estd presente na armadilha magneto-6ptica, onde, além

de resfriar o gds, o aprisiona por influéncia do campo magnético.

Armadilha magneto-dptica

O laser resfria o gds, mas sozinho nido o pode aprisionar em uma regiao do espago, uma
vez que as forcas atuantes independem da posi¢do. Para criar essa dependéncia, vamos nos
valemos da quebra de degenerescéncia dos orbitais atbmicos com relacdo ao nimero quantico
magnético quando da aplicacao de campo magnético (efeito Zeeman) e da dependéncia dessa

quebra com relacdo a direcdo e intensidade do campo magnético.

Figura A.2 Representacdo esquemadtica de uma armadilha magneto-6ptica formada por seis feixes de
luz monocromdtica incidindo sobre o centro da armadilha e duas espiras paralelas com correntes em
sentidos opostos (fig. extraida de [41, p.192]).

Considere o aparato experimental da Fig. A.2. O campo magnético tem intensidade minima
(B = 0) no centro do sistema de referéncia e tem um gradiente aproximadamente constante em
torno dessa regidao. O campo magnético aumenta linearmente a medida que nos afastamos da

origem, o que significa que a quebra da degenerescéncia dos orbitais também cresce linear-
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mente com o afastamento da origem [41]. A simetria do campo nos garante que, dado o campo
em um ponto r = (x,y,z), 0 campo no ponto oposto, —r = (—x, —y, —z) tem a mesma inten-
sidade e direcdo e sentido oposto. Logo, os desvios Zeeman nas energias dos orbitais em um

ponto e outro sdo invertidos (Fig. A.3).

r 3
Y

J=1

Figura A.3 Representacdo da dependéncia do desvio Zeeman com a distancia do centro da armadilha
(fig. extraida de [41, p.186]).

As regras de selecdo para a transi¢do atdmica impdem que, para uma transicdo em que
AMj =1, o d&tomo deve absorver um féton com uma polarizacdo circular especifica e que,
para uma transicdo AM; = —1, o féton deve ter a polarizacao circular oposta. Tendo isso em
vista, escolhemos as polarizacdes dos lasers de maneira a serem favorecidas as transi¢des que
impulsionem os dtomos em direcdo ao centro da armadilha.

Tome o eixo x como exemplo. Suponha que um atomo, mesmo parado, esteja em um
ponto x > 0. Considerando que a frequéncia do laser € menor que a da transi¢do, a transi-
¢cdo AM; = —1 nesse ponto € favorecida. Para que o dtomo volte para a origem, a radiacdo
propagando no sentido negativo de x deve ser a correspondente a essa transi¢do e a radia¢do
propagando no sentido positivo de x deve corresponder a transicdo AM; = 1. Se o dtomo esti-
ver em uma posicao x < 0, as transi¢des favorecida e prejudicada se invertem, de modo que a

mesma configuracdo de lasers “empurra” o 4&tomo de volta para a origem [41].

Armadilha magnética

Esse tipo de armadilha explora o comportamento dos d&tomos em campos magnéticos ino-
mogéneos. Uma vez que o eixo de quantizacdo do momento magnético atomico € definido pela

direcdo do campo magnético, a energia magnética do 4tomo, — i - B, independe da direcao do
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campo,

VZgFuBMFB R

variando com o ndmero quantico magnético total do estado atdbmico, Mr, e com o mddulo do
campo. Como os dtomos tendem a se mover na dire¢do das regides com menor energia, aqueles
cujos estados tem grMr > 0 tendem as regides com B minimo. Os estados grMp < 0, pelo
contrério, tendem as regides que maximizem B [41]. Como ndo € possivel uma configuragcdo
de campo magnético em que ocorra um mdiximo numa regido sem corrente [5, 41], e como
configura¢des que minimizem B podem ser feitas sem dificuldades, podemos construir armadi-
lhas magnéticas para a primeira espécie de estados atdmicos, mas ndo para as segundas. Estas
espécies, alids, tendem a ser expulsas da armadilha, fato que € o principio chave para um dos

métodos de resfriamento evaporativo.

Resfriamento evaporativo

A ideia chave do resfriamento evaporativo €: permitindo-se que os 4&tomos mais energéti-
cos do gés saiam da armadilha, o gds armadilhado retermaliza para uma temperatura inferior
a original. Podemos realizar esse resfriamento em uma armadilha magnética promovendo a
transicdo dos dtomos mais energéticos do estado grMFp > 0 para um estado grMFp < 0, 0 que
os expulsa da armadilha. Como somente os dtomos mais energéticos chegam as regides mais
afastadas do centro da armadilha e como a energia da transi¢do varia com a intensidade do
campo magnético, podemos aplicar radiacao sobre a amostra com frequéncia tal que essa entre

em ressonancia com a transi¢ao somente na regido das particulas mais energéticas [41].



APENDICE B

Métodos numeéricos

B.1 Método de separacao de operadores

O método de separacdo de operadores € uma estratégia de resolugcdo de equagdes diferenci-

ais que se propde a resolver um problema de valor inicial,

U(0) = Uy

B.1
)= (a+BUG) oY

no qual os operadores A e B sdao independentes de 7, por meio da substituicao desse problema

por problemas de valor inicial mais simples cuja solu¢do se conhece, ou numericamente se

possa obter [42].
du v (B.2)
2 1) = Autr) 2 (1) = Bv(r)

A utilizacdo desse método se justifica quando a solu¢do exata do problema original, formal-
mente
U(t) =exp[(A+B)t|Up (B.3)

nao puder ser calculada. Existem véarios procedimentos que realizam essa aproximagao, a se-
guir apresentaremos dois deles.
Esquema de Lie-Trotter

No esquema de separacdo de operadores de Lie-Trotter, substituimos a evolugdo temporal
devido a operacdo simultanea e aditiva de A e B pela evolucio ndo simultdnea devido a operagdo

de A e aquela devido a operacdo de B. Mais precisamente, substituimos o Problema (B.1) pelo
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seguinte

urr(0) = U(0) v(0) = u(At) (condicdo inicial)

dv
u(0) = urr(0) (condig@o inicial) E(Z) = Bv(1) t € [0, At]
% (t) =Au(t)  t€][0,Ar] urr (Ar) =v(Ar)  (solugdo)

(B.4)

Tomamos u;7(At) como solugdo aproximada de (B.1). O erro dessa aproximagdo pode ser

estimado através da comparagdo entre a expansdo de Taylor da solugdo exata e a expansao da
solugcdo aproximada [42].

Ar?
U(At) = Uy + (A+B)UpAt + (A +B)2U0T +0(AF)
Ar?
urr(Ar) = Uy + (A + B)UpAt + (A% +2BA +192)U07 + O(Ar)

O erro relativo tem dependéncia linear com At.

urr (At) —U(At) At
= |B,A|Uy—
At B,At03

Esquema de Strang

No esquema de Strang melhoramos a aproximacao do método substituindo o problema ori-
ginal por trés outros: a evolugdo temporal da solu¢cdo, em metade do tempo, devido a operagcdao
de A, a evolucido, durante todo o intervalo, devido a operacdo de B e a evolugdo, durante a outra
metade do tempo, devido a A. Matematicamente temos o seguinte problema

us;(0) =U(0)

u(0) = ug(0)  (condigdo inicial) w(At/2) =v(At)  (condigdo inicial)
u
S0 =Ault) 1€ 0,81/2] %_j@) —Aw(r) e [A/2,Al

us; (Ar) = w(Ar) (solug@o)
v(0) = u(At/2) (condigdo inicial)
%(t) = Bv(t) t € [0,Ar]
(B.5)
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Comparando as expansdes de Taylor da solucdo aproximada e da solucdo exata

Ar? AL
U(At) = Uy + (A + B)UpAt + (A+B)2Uo7 + (A +B)3U0? +0(ArY)

Ar?
us;(At) = Uy + (A + B)UpAt + (A +B)2UOT+

3 3 3 3 3 A3
A3+ CA2B 1+ “ABA+TBA2 4+ “B2A+ AB*+ B ) — 1+ o(A*
+( +7AB+5 +BAT+ SB°A+ SAB + TR (AtY)

obtemos um erro relativo quadratico

At?

1 1
= (5 [Bv [B7A]] - Z [A’ [A’B”) UO?

us;(At) — U (At)
At

0 que significa que o esquema de Strang fornece uma aproximacao melhor que o método de
Lie-Trotter [42].
B.2 Método de propagacao em tempo imaginario
Os estados estaciondrios da equacao linear de Schrodinger
iho¥, =HY, ,
satisfazendo a equacgdo de autovalor
iho¥, = E,"¥, ,
tem dependéncia temporal do tipo
W(z.1) = e B My ()

A linearidade de H implica na independéncia da evolu¢do de cada uma das autofuncdes de

uma combinagdo linear

lP(Z>O) = chl//n(z) )
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isto €,
(et) = P(e0)+ [ AWl = Lo (wn @+ [ dwte t’)dt’) .
Em um instante ¢ qualquer, a tinica mudanga que observamos no perfil da funcdo de onda
W(z,1) = che*iE”’/h Y (2)
n

decorre da dependéncia da velocidade angular da fase com a energia, @, = E,/h, maior nas
fases das autofuncdes mais energéticas.
Se, ao invés de evoluirmos a fungdo de onda durante um intervalo de tempo [0,z] real, a

evoluissemos durante um intervalo de tempo [0, —iT] (7 € #Z ) imaginério,
: —Eyt/h
W(z,—it) = Y cae My (2)
n

observariamos que as exponenciais complexas se convertem em exponenciais reais dissipativas.
Quanto mais energética, mais rapidamente uma autofunc¢do seré dissipada, o que implica que,
quanto maior o tempo 7, maior € a contribui¢do relativa dos estados menos energéticos para a
combinacdo. No limite em que T — oo, a tinica contribui¢do significativa é aquela do estado de
menor energia: y(z, —it) — coe F0T/ My (z).

Em sistemas nao lineares, nos quais H tem dependéncia com a funcao de onda, as autofun-
¢des de uma combinagdo linear ndo evoluem independentemente, impossibilitando a determi-
nacao da evolugdo dos seus coeficientes em uma propagacdo em tempo imagindrio.

A formulagdo variacional desses problemas, particularmente a versao imagindria da equa-

¢do de Schrodinger em termos do funcional-energia (veja Eq. (2.31)),

OE

haT‘P(Z, —lT) = —m R

pode nos ajudar a esclarecer o comportamento de ¥ durante a evolu¢do imagindria. De fato,

com a separacao das partes real e imagindria,

OE OE

haﬂ;\Pl (Z, —lT) = —m s haf‘Pz(Z, —lT) = _m )

(lP =¥ + i‘Pz) ,
(B.6)
fica evidente que, quanto maior o crescimento (decrescimento) de E com Wi(z,—iT), mais

W, (z,—i7) vai decrescer (crescer) nos préximos instantes, o mesmo valendo para ¥,. Uma vez
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que E é um funcional de ¥; e de ¥, cada W (z, —i7), e cada W(z, —iT), € uma varidvel com
a qual a “funcdo” E tem dependéncia. A diferencial total desse funcional é dada pelo produto
escalar entre o seu gradiente naquele ponto e um vetor deslocamento no espaco definido pelos
Ws. As componentes do gradiente sdo as derivadas funcionais de E, E/6W, e 0E/0Ws.
A direcdo e o sentido do gradiente, determinados por essas derivadas, indicam a dire¢do e o
sentido de maior crescimento de E. Deslocamentos d¥ = d;:W¥d7 no sentido contrario ao do
gradiente, como em (B.6), conduzirdao W a regides com energias cada vez menores. Em outras
palavras, a propagacdo de W em tempo imagindrio € no sentido de diminuir £ cada vez mais
até que se atinja a funcdo Wy que minimize E.

Nao precisamos, entretanto, da propagacio em tempo imagindrio para descobrir que a fun-
¢do que minimiza E nos casos de Mateo e Delgado, Eq. (2.29), ctbico, Eq. (2.25), e quadratico,
Eq. (2.28), é identicamente zero — basta uma rapida inspe¢do da Eq. (2.32) em cada um dos
casos. Um problema mais interessante € tentar descobrir qual a funcdo Wy que minimiza E,
dada a restri¢io de que W tenha norma fixa N> = [ dz¥;\Wy. Estudemos esse problema.

A variagdo no funcional-energia devido a variagdes na funcao de onda,

SE SE
5E:/dZ(S‘I’(Z,I)SlP(Z’t)+5‘I'*—(Z,l)6T (Z,t)> )

decorrente de uma evolucao temporal real infinitesimal dt € identicamente nula,

OFE 1 OJE ) —1 OJE
t _ - =
OF = dt/a’z {5‘Pzt) (ihS‘I’*(z,t))+5‘I’*(z,t) ( ih 5‘P(Z,t))] 0,

como era de se esperar. A varia¢do devido a uma evolugdo temporal imagindria infinitesimal

—i d7 é ndo positiva,

o= [ae| (5qot) + (sanes) | <0

€ ndo conserva norma,

2d SE £
= e e i) =0 5E s (e gl e )
1z, PACS)

:/dz l}l*(z,t)‘l’(z,t) .
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Em primeira ordem, a variacdo da norma é dada por

SE SE
AN = N' — N———/d W (z, Wz ) =20 ) |
Z( iz >5qq( Nt 2( ”5%@,0)

A re-normalizagdo de W através de um 8¥(z,r —i d7) = 25N 'W(z,t — i dt) implica numa

variacdo positiva da energia, em primeira ordem, igual a

SNE_ Y [/d (3% o (z,t)+%%(z,t)>r >0.

A variagdo total da energia (evolugdo imagindria mais normalizacdo),

SE = 8"E+8VE
N {fd {(5% zt)>2+<5‘I’(ZEzt> } [fd (5\1'61EZ’)‘¥1( )+5\P621(5”)Tz](v )>]2}7

pode, a priori, tanto ser positiva quanto negativa.

Defina-se a funcdo complexa

OE 4 OF
6\111 (Z7 ) SlPZ(Zat) ’

VE(z,t) :=

e a sua projecao sobre W,
¥

(P, %)’
onde (f,g) := [dz f*(z)g(z) é o produto interno entre f e g.

Considerando que

v o) + ()]

ProjyVE = (VE,¥) ——

que

. . SOE \P1 (Z t) OFE ‘Pz Z,
ProjyVE,ProjyVE) = d
< ol Oy |:/ ¢ (5‘1’1 Z t N + 5‘1’2 Z l‘

[/d2<6‘P§1Ezt ‘PZJ(V : 5\12?; 1) %1\? ))}

e que a norma de um vetor (fun¢do) € maior ou igual a norma de sua proje¢do sobre um outro
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vetor (fungdo), temos que

[ (sie) + () |2 [ o< (o 22+ ey 222

e que, portanto, 0E < 0. A igualdade ocorrendo quando VE o« ¥ , o que, por (B.6), implica

que, nesse instante, a evolu¢do em tempo imagindrio ndo altera a forma de W, tdo-somente a
sua norma. Como o estado fundamental € aquele cuja variagdo s6 varia a energia através da

norma,

AE = /dz (—51//1+ 36‘V 51//2> gfldN Uy,
e como isso implica em VE o y, o estado atingido pela propagacdo em tempo imagindrio
evidentemente € o estado fundamental do sistema.

Esse resultado é importante porque dele derivamos um método para obten¢do do perfil do
estado fundamental do sistema com um nimero especifico de particulas, o método de propaga-
cdo em tempo imagindrio, o qual consiste em alternar evolucdes imagindrias do sistema com
re-normalizacdes da fun¢do de onda até que a forma do seu perfil se mantenha, quando entdo

julgamos que a fun¢do de onda tenha atingido o perfil do estado fundamental procurado.
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