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And why do we fall, Bruce? So we can learn to pick ourselves up.
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Resumo

de Morais Neto, Jorge Peixoto. Aceleracao de uma variacao do problema k-
nearest neighbors. Goiania, 2014. 98p. Dissertagdo de Mestrado. Instituto de

Informatica, Universidade Federal de Goias.
Seja M um espaco métrico e P um subconjunto de M. O conhecido problema k vizinhos

mais proximos (k-neareast neighbors, KNN) consiste em encontrar, dado g € M, os k
elementos de P mais proximos de g conforme a métrica de M. Abordamos uma varia¢ao
do problema KNN para uma classe particular de espacos pseudo-métricos, descrita a
seguir. Seja m € N um natural e seja d a distancia euclidiana em R"”. Dado um vetor
p € R™

p=(pts---:Pm)

seja C*(p) o conjunto das m rotagdes das coordenadas de p:

C*(p> = {(p]7"'7pm)7(p27'~'7pl’l’l7p1)7"'7(le7pla"'7pm—1)}

definimos a distancia especial d, como:

de(p,q) == min d(p',q).
p'eC*(p)
d, é uma pseudo-métrica, e (R™,d,) é um espago pseudo-métrico. A classe de espacos
pseudo-métricos abordada é
(R™,d,) | m e N.

A solucdo por forga bruta € cara demais para instincias de tamanho pratico. N6s apresen-
tamos uma solu¢@o mais eficiente empregando paralelismo, a FF'T (transformada rdpida
de Fourier) e a elimina¢do répida de vetores de treinamento desfavoraveis. Desenvolve-
mos um programa — chamado CyclicKNN — que implementa essa solucdo. Reportamos
o speedup desse programa em comparacdo com a forga bruta sequencial, processando

bases de dados de referéncia.
Palavras—chave

aceleracdo, andlise de dados multidimensionais, k-nearest neighbors, k vizinhos
mais proximos, matriz circulante, processamento de imagem, programacgdo paralela,

transformada rapida de Fourier



Abstract

de Morais Neto, Jorge Peixoto. Acceleration of a variation of the k-nearest
neighbors problem. Goiania, 2014. 98p. MSc. Dissertation. Instituto de Infor-
matica, Universidade Federal de Goias.

Let M be a metric space and let P be a subset of M. The well known k-nearest neighbors

problem (KNN) consists in finding, given g € M, the k elements of P with are closest to
q according to the metric of M. We discuss a variation of KNN for a particular class of
pseudo-metric spaces, described as follows. Let m € N be a natural number and let d be
the Euclidean distance in R”. Given p € R™:

pP= (pla"'vpm)

let C*(p) be the set of the m rotations of p’s coordinates:

C*(p) = {(plv"'apm)7(p27' "7plmp1)7"'7<pmvpla"'7pm—1)}

we define the special distance d, as:

de(p,q):= min d(p’,q).
P'eC(p)
d, is a pseudo-metric, and (R™,d,) is a pseudo-metric space. The class of pseudo-metric

spaces under discussion is
{(R™,d,) |meN.}

The brute force approach is too costly for instances of practical size. We present a more
efficient solution employing parallelism, the FFT (fast Fourier transform) and the fast
elimination of unfavorable training vectors. We describe a program — named CyclicKNN
— which implements this solution. We report the speedup of this program over serial brute

force search, processing reference datasets.

Keywords
acceleration, k-nearest neighbors, circulant matrix, image processing, fast Fou-

rier transform, multidimensional data analysis, parallel programming
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Notacao, nomes e abreviaturas

Observagdo. As seguintes defini¢Oes estdo em ordem alfabética. Por isso, algumas defi-

nicdes fazem referéncia a defini¢des posteriores.

Notacao

2X O conjunto de todos os subconjuntos de X.
|X|  Para um conjunto X, |X| é o seu nimero de elementos.
|x|  Para um nimero x (real ou complexo), |x| é o seu médulo.

lpll Norma (comprimento) do vetor p:

Ipll = v/ {p:p)

Definido em 3.2, pdgina 32.
[a;b] Intervalo de a até b, incluindo a e b. Dependendo do contexto, pode ser um
intervalo de nimeros inteiros ou um intervalo de ndmeros reais.
la;b| Intervalo de a até b, excluindo a e b. Dependendo do contexto, pode ser um
intervalo de nimeros inteiros ou um intervalo de ndimeros reais.
a:=b aédefinido por b.
z Conjugado do nimero complexo z.
]? Transformada discreta de Fourier (DFT); definida em 3.11, pagina 37.

f(x) € O(g(x)) fédaordemde g.
f(x) €o(g(x)) ftem “crescimento assint6tico” estritamente menor que g:
lim @ =0
x> g(x)

X xY Produto cartesiano dos conjuntos X e Y.

X\Y Diferenca de conjuntos:

X\Y = {xeX[x¢ Y}
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pP-q

fj

C*(p)

d(p,q)

Produto interno candnico entre os vetores p,q € R™:

P q=p1q1+- -+ DPmdm

definido em 3.1, pdgina 31.
Para p € R™ e ¢ € Z, definimos

C

p¢i=Cp.

Essa notacdo é usada em algumas partes desse trabalho para abreviacao.
Para uma func@o f e um nimero natural j, definimos f/ como a composicio de
J funcdes iguais a f:
fli=forof.
Definimos também £~/ como a composicdo de j funcdes iguais a £~

f_j::f_lo---of_l.

Definido em 2.7, pagina 22.

Para um conjunto X e uma fun¢do f cujo dominio contém X, definimos:

fX) ={f(x) [xeX}.

Em particular, se D é o dominio de f entdo f(D) é a imagem de f.

Operador linear R™ — R™. Dado p = (p1,...,pm)T € R™,
C(p) = (p2s--,Pmp1)"
definido em 2.5, pagina 22. C(p) também € representado sem os parénteses:
Cp=C(p)
Para p € R", C*(p) é um conjunto de m vetores definido por:
C*(p) = {p.Cp,....C" 'p}

Definido em 2.10, pagina 23.
Distancia euclidiana entre p,q € R

d(p,q) = \/(611 —p1)* £+ (G — pm)?
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d.(p,q)

norma

Pi(q)

R>o
ve(P,q)

distancia especial entre os vetores p,g € R™:

de(p,q) = min d(p',q)
p'eC*(p)

d, é uma pseudo-métrica em R”. E definida em 2.12, pagina 23.
Matriz correspondente a DFT em C™. Definida em (3-40), pdgina 38.
Numero de vetores de treinamento mais préximos que se deseja encontrar para
cada vetor de consulta.
Dimensao do espago vetorial real que contém todos os vetores de treinamento e
de consulta. Esse espacgo vetorial € R™.

Numero de vetores de treinamento:
n:=|P|

Ver | p|.

Conjunto dos vetores de treinamento. E subconjunto de R™.

Conjunto dos k vizinhos mais proximos de g dentre os elementos de P. Definido
em 2.17, pagina 25.

Conjunto dos vetores de consulta. E subconjunto de R™.

Numero de vetores de consulta:

r==10)|

Conjunto dos numeros reais ndo-negativos (incluindo 0).
Rotacdo vizinha. E o elemento de C* (p) mais préximo (conforme a distincia
euclidiana) de g. Definido em 2.14, pdgina 24.

A m-ésima raiz primitiva da unidade:

_j2n
W:=¢ m

Observagdo. Neste trabalho usamos a virgula para separar elementos de um conjunto ou

sequéncia:

Divisores de 6: {1,2,3,6}

€ usamos o ponto para separar a parte inteira da parte fraciondria de um nimero real:

7~ 3.141592
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Nomes e abreviaturas

C++

DFT

Distancia especial
FFT

IDFT

KNN

Uma linguagem de programagdo conhecida pelo excelente desempenho. Seu
ultimo padrao € o C++11, langado em 2011.

discrete Fourier transform, transformada discreta de Fourier. Definida em 3.11,
pagina 37.

Ver d.(p,q).

fast Fourier transform, um algoritmo eficiente para calcular a DFT e a IDFT.
inverse discrete Fourier transform, a transformada inversa da DFT.

k-nearest neighbor, busca dos k vizinhos mais proximos.



CAPITULO 1

Introducao

Neste trabalho estudamos uma variagao do problema KNN (k-nearest neighbor,
busca pelos k vizinhos mais préximos). Achar o vizinho mais préximo de um ponto
conforme uma métrica dada € um problema matematico cldassico com muitas aplicagdes
praticas. Algumas dessas aplicagdes incluem buscas em banco de dados, em particular
para dados complexos como dados multimidia ou estruturas bioldgicas, por exemplo em
estruturas de proteina ou dados de genoma. Outros usos sdo em compressao de dados com
perda, em que o dado pode ser codificado (encoded) pelo representante mais proximo
de um conjunto fixo de representantes, e aprendizagem de mdaquina [2]. Comparar dois
pontos pode ser caro, e deseja-se usar estruturas de dados que permitam a busca por
vizinho mais préximo com um ndmero pequeno de comparagdes [6] (neste trabalho,
oferecemos uma solucdo que rapidamente exclui vetores de treinamento desfavoraveis).

A variacdo do KNN abordada neste trabalho tem aplicagao em reconhecimento
de padrdao em imagem. Reconhecimento de padrdo € um aspecto fundamental de muitos
problemas em visao computacional, como reconhecimento de cena ou objeto, construgcao

de estrutura 3D a partir de multiplas imagens, e outros. [10]

1.1 Roteiro do trabalho

O capitulo 2 apresenta o contexto do trabalho na literatura, define formalmente
o problema e oferece uma aplicacdo em vis@o computacional.

O capitulo 3 apresenta a nossa contribui¢do para a aceleracdo da variacao do
KNN. As se¢des 3.1 e 3.2 apresentam técnicas que, em conjunto, aceleram drasticamente
o problema.

O capitulo 4 descreve uma implementacao paralela em C++11 da solucdo apre-
sentada no capitulo 3 e apresenta o desempenho e o speedup empiricos de tal programa.

O capitulo 5 apresenta uma outra tentativa de célculo eficiente da distancia
especial: interpretacdo geométrica. Até o momento ndo soubemos tirar proveito dessa
abordagem.

O capitulo 6 conclui o trabalho e propde trabalhos futuros.



CAPITULO 2

O KNN tradicional e uma variacao

Este capitulo apresenta o contexto do trabalho na literatura, define formalmente

o problema e oferece uma aplicacdo em visdo computacional.

2.1 Espaco métrico e espaco pseudo-métrico

Definicao 2.1 (Métrica). Uma métrica em um conjunto M é uma funcdo d: M x M — R
que associa a cada par ordenado u,v € M um niimero real d(u,v), chamado a distancia

de u a v, de modo a satisfazer as seguintes condicdes para quaisquer u,v,w € M:

d(u,u) =0;

u#v = d(u,v) >0;
d(u,v) =d(v,u)

d(u,w) <d(u,v)+d(v,w).

A Db~

A condigdo 4 é conhecida como desigualdade triangular ou desigualdade do triangulo. /8]

A distancia especial proposta neste trabalho nao satisfaz a condicdo 2 (ha um

contraexemplo no apéndice, teorema A.2) e, portanto, ndo ¢ uma métrica.

Defini¢do 2.2 (Espago métrico). Um espago métrico é um par (M,d) onde M é um

conjunto e d é uma métrica em M.

Definicao 2.3 (Pseudo-métrica). Uma pseudo-métrica em um conjunto M é uma funcdo
real d: M x M — R que cumpre as condi¢des de uma métrica, exceto que d(u,v) pode
ser 0 mesmo quando u # v. Mais precisamente, uma pseudo-métrica satisfaz as seguintes

condigoes para quaisquer u,v,w € M:



2.2 KNN 22

Definicao 2.4 (Espaco pseudo-métrico). Um espago pseudo-métrico é um par (M ,d) onde

M é um conjunto e d é uma pseudo-métrica em M. [8]

A condi¢do 1 da definicdo 2.3 ¢ satisfeita pela nossa distancia especial, como
pode ser trivialmente verificado. As condi¢des 2, 3 e 4 também sdo satisfeitas (provas
em A.1, A.4 e A.6 respectivamente). Portanto a nossa distancia especial € uma pseudo-

métrica.

2.2 KNN

Seja M um espaco métrico e P C M o conjunto de treinamento; os elementos
de P sdo os vetores de treinamento. O conhecido problema k vizinhos mais proximos (k-
neareast neighbors, KNN) consiste em, dado um vetor de consulta g € M, encontrar os k
vetores de treinamento mais proximos de g conforme a métrica de M. Como vimos acima,
a distancia especial abordada neste trabalho é uma pseudo-métrica, ndao uma métrica, e,
portanto, convém ter cuidado ao aplicar solugdes propostas na literatura para espagos

metricos.

2.3 Variacao do KNN

Esta secao define formalmente o problema abordado neste trabalho.

Definicao 2.5 (C). Seja m um natural. Seja
C: R" - R" (2-1)
a fungdo tal que, dado p = (py,...,pm)T € R™,

C(p) = (p2,---,pm:P1)". (2-2)

O nome “C” vem de “circular”, pois C desloca as coordenadas do vetor uma posi¢cdo

para cima (considerando o vetor como vetor-coluna) mantendo a ordem circular.

Observacdo 2.6. Quando ndo houver perigo de confusdo representaremos C(p) sem os
parénteses:
Cp=C(p) 2-3)

Definicao 2.7 (Numero sobrescrito como indice de composicdo). Sejam D, C dois

conjuntos, e f: D — C uma fungdo. Seja f° a fungdo identidade:

Vx €D, fO(x) = x. (2-4)
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Para j € N seja
fli=fof™! (2-5)
Seja £~ a funcdo inversa de f (se existir):
vxeD, T (f(x) =x. (2-6)
Para j € N seja
fl=ftof U, 2-7)
Exemplo 2.8.
fP=rof (2-8)
fr=rtef! (2:9)
Observacao 2.9. Para uma fungdo f: D — C:
e Para j > 2, f/ s6 estd bem definida se f(D) C D.
o ! 56 existe se f for injetiva.
e Para j >?2, 7 56 existe se D C f(D).
Definicao 2.10 (C*). Dado um ponto p € R™, seja
C*(p) = {p,Cp,...,C" ' p}. (2-10)

C*(p) é um conjunto de m elementos. Ou seja, C*(p) é o conjunto de todos os pontos de

R™ que tém as mesmas coordenadas que p na mesma ordem circular. Cada elemento de

C*(p) é chamado uma rotagéo de p.

Exemplo 2.11. Se

entio
C*(p) = {(17273)T7 (2737 I)Tv (37 172)T}

Definicao 2.12 (d,). d.: R" x R™ — R é a funcdo tal que, para p,q € R™:

de(p,q) == min d(p',q)
p'eC*(p)

@2-11)
(2-12)

(2-13)

(2-14)

onde d(p',q) é a distancia euclidiana entre p' e q. Chamamos d,(p,q) de distancia

especial entre p e q.
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Exemplo 2.13. Se
m=73 (2-15)
p=(1,2,3)" (2-16)
q=(23,1)" (2-17)
entao
de(p,q) =0 (2-18)
Definicao 2.14 (Rotacdo vizinha). Seja
ve: R" x R™ — R™ (2-19)
uma funcdo funcdo tal que, dados p,q € R™
d(ve(p;q),9) = de(p,q) (2-20)

Ou seja, v.(p,q) é um elemento de C*(p) que minimiza a distdncia euclidiana a q. Se

houver mais de um elemento de C*(p) que minimiza a distancia euclidiana a q, a escolha

¢ arbitrdria.

Exemplo 2.15. Se

entao:

Exemplo 2.16. Se

(2-21)
(2-22)
(2-23)

(2-24)
(2-25)
(2-26)
(2-27)
(2-28)
(2-29)

(2-30)
(2-31)
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q=(3,1,2)" (2-32)
entdo:

Cp=(1,2,0)T (2-33)

Clp=(2,0,1)T (2-34)

C*(p) = {p,Cp,C"‘p} (2-35)

d(p.q) = (2-36)

d(Cp,q) =3 (2-37)

d(C’p,q) = V3 (2-38)

de(p,q) =3 (2-39)

ve(p,q) =C?p (2-40)

Calcular d, e v, por forca bruta sequencial tem complexidade de tempo O (mz)

Veja o algoritmo 2.1.

Algoritmo 2.1: Célculo de d, e v, por for¢a bruta

Entrada: Vetores p,q € R™
Saida: d.(p,q) e ve(p,q)
1 ¢ min+0
2 distancia_min < d(p,q)
3 para cada inteiro c tal que 1 < ¢ < m faca

4 d_c+d(Cp,q)

5 se d_c < distancia_min entao
6 distancia_min < d_c

7 c_min <+ c

8 fim

9 fim

10 d.(p,q) < distancia_min
1 ve(p,q) p

Cc_min

O passo 4 demora O(m) pois os vetores t¢ém m dimensdes. O condicional 5
demora O(1). Portanto cada iteragdo do laco 3 demora O(m) e as m — 1 iteragdes

demoram O (m?). O passo 2 demora O (m). Portanto o algoritmo 2.1 demora O (m?).

Definicao 2.17 (P, as k rotacdes mais proximas). Sejam P e Q dois subconjuntos de R™.
Seja k um natural. Seja
P Q— 2% (2-41)
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a fungdo tal que, dado q € Q:

Pyc(q) =A{ve(p,q) | p € P} (2-42)

Seja
Pe: 0 — 2R (2-43)
a fungdo tal que, dado q € Q, Py(q) é o conjunto dos k elementos de P,.(q) que estdo mais

proximos de q. Esses k elementos sdo chamados os k vizinhos mais préximos de g. Ou

seja: para q € Q, Pr(q) é um conjunto tal que:

Pi(q) € Pie(q) (2-44)
|Pe(q)| = k (2-45)
Vv,u € Poe(q),v € P(q) Nu ¢ P(q) = d(v,q) <d(u,q) (2-46)

Exemplo 2.18. Se

m=2 (2-47)
p={0,0), a,-n a,2)"} (2-48)
g=(0,1)" (2-49)
k=2 (2-50)
(2-51)

entao
Pi(q)={(0,1)",(~1,1)"} (2-52)

O problema abordado neste trabalho consiste em calcular Py(q) para cada g € Q.

A solucdo intuitiva € a busca exaustiva, conforme o algoritmo 2.2:
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Algoritmo 2.2: Busca exaustiva pelos vizinhos mais préximos

Entrada: Natural &, conjuntos P,Q C R™
Saida: Para cada g € Q retorna P,(q) (conforme a defini¢do 2.17).

1 para cada g € Q faca

2 para cada p € P faca

3 d' < de(p,q)

4 V= ve(p,q)

5 vizinhos + vizinhos\J{v'}

6 fim

7 Dentre os elementos de vizinhos, selecione os k mais préximos de g

8 Construa o conjunto Py (q) com os k vizinhos selecionados no passo 7
9 Adicione Py (g) a saida

10 fim

Sejam

n—|P| (2-53)
r:=|Q| (2-54)

e seja c¢g a complexidade de tempo combinada dos passos 3 e 4. Se a complexidade de
tempo do passo 5 (uma simples inser¢do em conjunto) for O (c,) entdo a complexidade
de tempo de cada iteragdo do lago 2 é O(cy) e as n iteragdes t€ém complexidade total
O (ncy). Para selecionar os k vizinhos mais préximos de ¢ no passo 7, pode-se construir
uma heap de minimo — complexidade O (n) — e extrair k vezes o minimo da heap —
complexidade O (klogn). Assim a complexidade de tempo do passo 7 é O(n+klogn).
Os passos 8 ¢ 9 tém complexidade O (k). Assim cada iteragdo do lago 1 tem complexi-
dade O(ncy+n+klogn+k) = O(ncy+klogn). As r iteragdes tém complexidade total
O (rncq + rklogn).

Se d, e v, forem calculados pelo algoritmo 2.1 entdo c¢; = O(mz) e o algo-
ritmo 2.2 tem complexidade O (rnm2 + rklog n)

Desejamos resolver rapidamente instancias em que k = 50, m = 200, r = 100 e
n = 107. Por isso a complexidade O (rnm? + rklogn) é muito ruim.

Neste trabalho abordamos duas contribui¢des para acelerar o algoritmo 2.2:

e Calcular P;(g) sem calcular d,(p,q) e v.(p,q) para todo p € P.

e Acelerar o cilculode d, e v..

Ambas contribui¢des sdo descritas no capitulo 3.
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2.4 Aplicacao em visao computacional

Reconhecimento de padrdao em imagem € um aspecto fundamental de muitos pro-
blemas em visdo computacional, como reconhecimento de cena ou objeto e reconstrucao
de estrutura 3D a partir de multiplas imagens. [10]

Uma operagao importante em processamento de imagem € extrair caracteristicas
(features) de um objeto em uma imagem de referéncia e procurar caracteristicas semelhan-
tes em um conjunto de imagens de treinamento. O nimero de caracteristicas extraidas da
imagem de referéncia costuma ser pequeno (da ordem de 10 ou 100) mas o nimero de ca-
racteristicas extraidas do conjunto de treinamento pode ser muito maior. Assim, deseja-se
métodos eficientes.

O artigo [10] apresenta um método eficiente e eficaz para extrair caracteristicas
distintivas invariantes de imagens. Tais caracteristicas sdo chamadas SIFT features (SIFT:
Scale-Invariant Feature Transform) e sdo Uteis para casamento confidvel entre vistas
diferentes de um objeto ou cena. Elas sdo invariantes a rotacdo e mudanga de escala,
e proveem casamento robusto a distorcdo afim, mudanga de ponto de vista 3D, ruido,
e mudanca de iluminacdo. Elas sdo fortemente distintivas: uma SIFT feature pode ser
corretamente casada — com alta probabilidade — com um grande banco de dados de
SIFT features extraidas de muitas imagens. O artigo descreve brevemente uma abordagem
(usando busca aproximada por vizinho mais proximo) para usar essas caracteristicas para
reconhecimento de objeto, e apresenta dois exemplos bem-sucedidos.

Uma medida de similaridade — baseada em dual trees e em transformada
wavelet orientada complexa — desenvolvida recentemente mostrou-se benéfica para
processamento multi-dimensional de imagem. [11] Essa medida tem alguns aspectos
vantajosos em comparacdo com a SIFT proposta em [10], e usa a distancia especial
abordada neste trabalho.

A principal razdo do uso da distancia especial nesse contexto é que objetos po-
dem ser representados rotacionados. Depois de translacdo, rotagdo e mudanga simples de
escala sdo os dois graus de liberdade mais importante para objetos estaticos. Depois disso
vém shear distortions, inclusive mudancas diferenciais de escala nas duas coordenadas
cartesianas, e efeitos de perspectiva. Todas essas transformacdes, exceto efeitos de pers-
pectiva, podem ser acomodados por um modelo de distor¢do afim 2D, com seis graus de
liberdade, dos quais os dois graus de translagc@o e o grau de rotacio e o grau de mudanca
de escala tendem a ser os mais importantes para mudancas moderadas de ponto de vista.

Hé duas abordagens gerais para lidar com rotagdes em um descritor. A primeira,
usada pelo SIFT, alinha o descritor com uma dire¢do dominante de gradiente no ponto
de consulta. Para essa abordagem ter sucesso, o ponto de treinamento correspondente

deve ter uma direcio dominante de gradiente similar. A segunda abordagem, usada
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nos descritores introduzidos recentemente por [11], tenta casar o ponto de consulta
com o ponto de treinamento usando todas as possiveis rotagdes (dentro de um limite
de resolug¢do) do ponto de consulta através de um processo de casamento eficiente. A
abordagem SIFT tende a falhar se o ponto de consulta ndo tem uma direcao dominante de

gradiente.

2.5 Estruturas de dados na literatura

Como vimos no capitulo 1, o KNN é um problema matematico cldssico com
muitas aplicagOes préticas. Na literatura (pelo menos até 2002) a maior parte da pes-
quisa em algoritmos de busca de vizinhos mais préximos focou no caso euclidiano, que
¢ particularmente importante porque muitas aplicagdes praticas lidam com vetores de ca-
racteristicas (feature vectors) que sdo naturalmente embutidos em um espaco euclidiano.
Porém, em muitos problemas praticos de busca, assim como no nosso caso, a métrica é
ndo-euclidiana. Algoritmos exatos de busca de vizinho mais préximo para espagos métri-
cos gerais sdo bastante lentos, o que motiva a busca por outras classes de espacos métricos
onde a busca € tratdvel. [6] Também ha solu¢des aproximadas [10].

Foram desenvolvidas muitas estruturas de dados com muito bom desempenho
(tempo logaritmico por operagdo) para espacos euclidianos de baixa dimensdo. [6] No
problema abordado pelo presente trabalho, o espaco métrico ndo é euclidiano, e a

dimensdo € alta.

2.5.1 Metric skip list

O artigo [6], desenvolve uma estrutura de dados eficiente para buscas de vizinho
mais proximo em uma classe especial de métricas chamada growth-constrained. Seja

M = (M,dy) um espago métrico, seja P C M e seja

By(x) ={p € Pldu(p,p’) <x} (2-55)

Dizemos que P é growth-constrained se existem p, ¢ tais que para qualquerx >0e p e M
vale
|By(x)| > p = |Bp(2x)| < c|Bp(x)| (2-56)

A estrutura de dados apresentada, a metric skip list, permite busca de vizinho mais pré-
ximo em tempo logaritmico em # (n € o nimero de vetores de treinamento) e polinomial
na taxa de expansdo c (que infelizmente pode ser exponencial na dimensdo do espaco
métrico) com alta probabilidade. O artigo ndo menciona uma implementacido disponi-

vel. A estrutura de dados consome espago co(l)nlogn [2] o que é muito desencorajador
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quando n ~ 10’ e m = 200 (¢ pode ser exponencial em m!). Nesse quesito, essa estrutura
de dados perde para a cover tree, que gasta apenas espago O (n). O tempo de construgio
é co(l)nlogn e o tempo de consulta é O logn; nesses quesitos, nao fica claro se ela
ganha ou perde da cover tree. A implementacao seria dificil; o algoritmo supde algumas

premissas ndo-triviais, que ndo fomos capazes de verificar para o nosso problema.

2.5.2 Cover Tree

O artigo [2], apresenta uma estrutura de dados em arvore para operagdes de vi-
zinho mais proximo rapidas em espagos métricos gerais de n pontos (onde o conjunto de
dados consiste de n pontos). A estrutura de dados requer espaco apenas O (n) indepen-
dente da estrutura da métrica — de fato, é focada em economia de espagco — mas mantém
todas as propriedades de desempenho de uma navigating net. Se o conjunto de pontos
tem uma constante de expansao limitada ¢, que € uma medida da dimensionalidade intrin-
seca (como definida em [6]) a estrutura de dados cover tree pode ser construida em tempo
) (c6nlog n) Buscas de vizinho mais proximo sao feitas em tempo apenas logaritmico
emn: O (c12 log n) Esses limites sdo preocupantes pois ¢ pode ser exponencial em m [6],
e queremos resolver um problema em que m = 200. Os resultados experimentais do artigo
mostram speedups (em relagdo a busca exaustiva) entre uma e vdrias ordens de grandeza

em bases de dados naturais de aprendizado de maquina.



CAPITULO 3

Aceleracao da solucao da variacao do KNN

Este capitulo apresenta as nossas contribui¢cdes para a aceleragcao da variagao do
KNN abordada neste trabalho. A sec@o 3.1 apresenta uma técnica (empregando a FFT)
para acelerar drasticamente o célculo de d, € v.; a se¢do 3.2 apresenta uma técnica para
calcular Pi(g) sem calcular d, e v, para cada elemento de P x Q. Desenvolvemos um
programa, chamado CyclicKNN, implementando essa solu¢do em computacao paralela.

Ele € apresentado em 4.1.

3.1 Aceleracio do célculo de d, e v,

d, e v, podem ser calculados muito mais rapidamente (do que por forca bruta)
por um algoritmo que tira proveito da estrutura de matrizes circulantes. Para chegar 14

precisamos de algumas defini¢des e teoremas:

Definicao 3.1 (Produto interno). Seja E um espaco vetorial cujo corpo é R ou C. Um
produto interno em E é uma funcdo que atribui a cada par de vetores u,v € E um
escalar (u,v) e satisfaz as seguintes propriedades para quaisquer vetores u,v,w € E e

para qualquer escalar x:

1. (u+v,w) = (u,w) + (v,w)
2. (xu,v) = x(u,v)

3. (u,v) = (vu)

4. u#0 = (uu) >0

Se o corpo é R, a condicdo (3) pode ser simplificada para
(u7v> = <V7 I/t> (3'1)

[5]
Dado um espaco vetorial E, pode haver vdrias fungdes que satisfazem as

condicoes acima. No espaco euclidiano R™, define-se o produto interno candnico dos
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vetores

U= (ul,...,um)T (3-2)

V= (vl,...,vm)T (3-3)
por

UV +- -+ U, (3-4)
[9]

Dados u,v € R™, denotamos o seu produto interno canénico por u-v.' Portanto:
u-v=uvi+-+uuvm (3-5)

Definicao 3.2 (Norma). Dado um espaco vetorial E munido de produto interno, entdo

para u € E o niimero real ndo-negativo
[l := v/ ut, ) (3-6)

chama-se a norma ou o comprimento de w2 [9]

Definicdo 3.3 (Distancia definida pela norma). Em um espaco vetorial E munido de

produto interno, definimos a distancia entre os vetores u,v € E como
d(u,v) = ||v—ull. (3-7)

[9]

Observacao 3.4. Num espaco vetorial real a distdncia definida em 3.3 satisfaz a propri-
edade:
Vi € E, d(u,v) = [l + VP = 2(u,v) (3-8)

Para verificd-la, bastam manipulacoes algébricas simples:

d*(u,v) =

v —ul® = (v =), (v =) = {v) = {vu) = (w,v) = (w1, —u) =
lal* + V1> =2, v) (3-9)

"' A notacio u-v é comumente usada para o produto interno candnico de R™. [5]
2Aqui adotamos a notacio de [5] e fazemos uma escolha diferente de [9], que denota a norma de u por
Jul.
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Observacio 3.5. No dominio R a fungdo f(x) = x> é estritamente crescente:
Vx,y €Rs0,y >x = y* >x° (3-10)
Portanto, dado um conjunto X € R>q e sendo X' = {x*> | x € X}, temos
min(X') = (min(X))?. (3-11)

Ou seja, o quadrado do minimo é o minimo dos quadrados. Resultado andlogo vale para

0 mdximo.

Teorema 3.6. Sejam E um espago vetorial real munido de produto interno, t € Rx,
m e NeU CE tais que
uel = |ul|=1 (3-12)

Ou seja, U é um subconjunto de E cujos elementos tém todos a mesma norma.

Seja q € E e seja up, € U tal que:

d(Umin,q) = mind (u,q) (3-13)
uelU
Entdo
<umina q) = rl?eal;( <ua Q> (3'14)

Ou seja, quando maximizamos o produto interno (u,q) (para u € U) nds minimizamos a

respectiva distancia.

Prova. Como vimos na observacao 3.4,
d*(u,q) = ull” + llal* = 2(u.q) (3-15)
Para u € U, por hipétese temos ||u|| = ¢, portanto
d*(u,q) = (" +|q|*) = 2(u,q). (3-16)

Na ultima expressdo acima (o lado direito da ultima equacdo), colocamos entre
parénteses os termos que independem de u. Note que d?(u,q) é uma funcio estritamente
decrescente de (u,q). Portanto d?(u,q) é minimo quando (u,q) é miximo. Como +/x
é uma fungdo estritamente crescente de x entdo o minimo de d?(u,q) corresponde ao

minimo de d(u,q). O

30u seja, X’ é o conjunto dos quadrados dos elementos de X.
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Lema 3.7. Os quadrados da norma de todos os vetores p € P e de todos os vetores g € Q

podem ser computados em tempo O (m(n—+r)).

Prova. A complexidade de tempo de calcular o quadrado da norma de um vetor de R ¢
O (m):
lull? = ui + -+ (3-17)

Sdo n vetores em P e r vetores em Q; n+ r vetores no total. Portanto a complexidade de

tempo total de pré-computar todos os quadrados das normas é O (m(n+r)). O

Observacao 3.8. Os quadrados das normas de todos os vetores p € P e g € Q podem ser

pré-computados antes do laco mais interno.

Teorema 3.9. Suponhamos que os quadrados das normas de todos os vetores p € P e
q € Q sdo conhecidos (vide 3.7 e 3.8).

Para p € P e g € Q, seja maxp(p,q) o mdximo do produto interno candnico entre
as rotagoes de p e q:

maxp(p,q) = max C°p-q (3-18)

Seja c;, a complexidade de tempo média do cdlculo de maxp(p,q). Entdo o cdlculo de

d.(p,q) tem complexidade média c,, + O (1).

Prova. Pela defini¢do de v, temos

d(ve(p,q),q) = min d(p',q) (3-19)
p'eC*(p)

Do corolario 5.7 e do teorema 3.6 segue que

ve(p,q) -q =maxp(p,q) (3-20)

Disso e da prova do teorema 3.6 segue que

de(p,q) =d(ve(p,q),q) = \/HqH2 —2ve-q+ | pll* = \/HCIH2 —2maxp(p,q)+ || p|I’
(3-21)

Assim:

do(p,a) = \/ lal> = 2maxp(p,q) + ||| (3-22)

Portanto o calculo de d,(p,q) tem complexidade c,, + O(1). O]
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3.1.1 Matriz circulante

Dados p € P, g € Q, queremos calcular

de(p,q) = min d(r,q) (3-23)
reC*(p)
conforme as definicdes de 2.3. Pelo teorema 3.9, se soubermos o méaximo do produto

interno

maxp(p,q) = Olglcgm(ccp) q (3-24)

entdo podemos calcular d,(p,q) com um custo adicional de apenas O(1).

Se p=(p1,--.,Pm)"’, seja M, a matriz

Pm P1 v Pm—1
1 ... )
M, = | Pt P P (3-25)
D1 p2 ... DPm

Ou seja, a j-€sima linha de M), € igual a C™ Jp. Entio podemos calcular todos os m

produtos internos (Cp) - g (para 0 < ¢ < m) através de um produto de matriz por vetor:

Pm D1 - DPm—1\ [@1 (C™1p)-q
-1 -2 ) Cm_2 .

e R | S R BEES
D1 p2 ... DPm 4dm P-q

Portanto as m coordenadas do vetor-coluna M,q sdo os m produtos internos
(C°p)-q para0 < c < m.Portanto maxp(p,q) é o maximo de tais coordenadas; o célculo
do mdximo de m niimeros reais custa m — 1 comparagdes. Assim, a partir de Mg podemos
calcular d,(p,q) em tempo O (m). Portanto se pudermos calcular o produto M, g em tempo
o(m?) (possivelmente apSs um pré-processamento) entiio podemos calcular d,(p,q) em

tempo o(m?) através do algoritmo 3.1:



3.1 Aceleracao do cdlculo de d, e v, 36

Algoritmo 3.1: Cilculo da distancia especial através do produto de matriz

circulante por vetor

Entrada: Vetores p,q € R™
Saida: d.(p,q) e v¢(p,q) (conforme a defini¢do 2.14)

1 produto <— Mq
2

max <— arg max (produto|j]) (3-27)
Je(tym]

3 de(p.q) < |p|I* +l4|* =2 produto[max]

4 C<— m—max

5 ve(p,q) < Cp

De fato o produto M ,q pode ser calculado em tempo o(m?*) — especificamente,

em tempo O (mlogm) — se aproveitarmos a propriedade de M, ser uma matriz circulante.

Definicao 3.10 (Matriz circulante). Segundo [4] e [7] uma matriz circulante (circulant
matrix) é uma matriz quadrada em que cada vetor-coluna é uma versdo “deslocada

ciclicamente uma posicdo pra baixo” do seu predecessor. Precisamente: em R seja
Sm: R" — R™ (3-28)

o operador linear que desloca ciclicamente uma posicdo para baixo as coordenadas de

um vetor. Ou seja, se (ey,...,ey) € a base canonica de R™ entdo:
Smel =e (3—29)
(3-30)
Smem—1=en (3-31)
Snen = el (3-32)

Entdo a matriz circulante que tem v como o primeiro vetor-coluna é

(v, Sy, ..., Sm—1y) (3-33)
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Por exemplo uma matriz circulante 4 X 4 tem a forma:

Vi V4 V3 V)
V2 Vi V4 V3 ( 3.3 4)
Vi V2 Vi V4

V4 V3 V2 Vg

O produto de uma matriz circulante m x m por um vetor m x 1 pode ser feito
em tempo O (mlogm) através da FFT (fast Fourier transform, transformada rdpida de

Fourier).

3.1.2 Matriz circulante e FFT

FFT (fast Fourier transform) € um algoritmo eficiente para calcular a DFT
(discrete Fourier transform, transformada discreta de Fourier) e sua inversa, a IDFT
(inverse discrete Fourier transform), com apenas O (mlogm) multiplicagdes complexas.
A seguir apresentamos a DFT e como o produto de matriz circulante por vetor pode ser
calculado em tempo O (mlogm) através da FFT.[7]

Na defini¢cdo seguinte, contamos as coordenadas dos vetores a partir da posi¢ao
0 (e ndo da posi¢ao 1 como no resto deste trabalho). Seja

27t

w:=e m (3-35)
Definicao 3.11 (DFT). Seja f € C™:
fi=foreeosfnr)’ (3-36)

Segundo [7] e [3] a transformada discreta de Fourier em uma dimensdo de f é um vetor
fecm:

=0 fu1)" (3-37)
definido por:
fi=Y olf; (3-38)
j=0

paral € [0;m—1].

Essa transformada € conhecida como DFT (Discrete Fourier Transform). Ela

pode ser representada em notacdo matricial. A matriz de DFT de dimensao m € dada por:

Vj,l € [0;m—1], (Fp) = o (3-39)
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ou seja:
1 1 1
| O L o™ !
Fn=1. . . . . (3-40)
1 o ! co(m—l)(m—l)
Entao
f=Fnf. (3-41)
A inversa de [F,, é dada por
F,!=1p: (3-42)

onde [}, € a conjugada transposta de FF.

Definicdo 3.12 (diag). Se ¢ é um vetor de m coordenadas, entdo denotamos por diag(c)

a matriz diagonal m X m cuja diagonal principal é igual a c:

vi 0 ... O
0O vw ... 0

diag(vi,...ovm)=| . (3-43)
0 0 ... vy

Se M), € uma matriz circulante m X m, entdo seus autovetores sdo as colunas de

[F,,. Portanto uma matriz circulante é diagonalizada por [F,, — sendo ¢ a primeira coluna
de M, temos:

M, =T, diag(F,,c)F,, (3-44)

[7]

Definicao 3.13 (Produto de Hadamard). Dados p,q € R™, denotamos por p ® q o produto
de Hadamard (Hadamard product) entre p e g:

POG=(P1q1s-- -, Pmgm)" (3-45)

Essa fatoracdo de M, propicia multiplica¢do eficiente de M, por vetor. Seja

g € R™ e seja M, uma matriz circulante m X m cuja primeira coluna € c. Entdo:
M,q =T, diag(Fpuc)Frg = T, (Fruc © Fruq) (3-46)

No nosso caso as transformadas [F,,c e [F,,¢g podem ser pré-computadas e arma-
zenadas. No lagco mais interno, sé precisamos calcular o produto de Hadamard (que custa
tempo O(m)) e a IDFT.
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3.1.3 Custo de memoria

Devemos saber o custo de memoria de armazenar a DFT de todos os n+ r vetores
de PJQ. A DFT p de um vetor real p € R™ satisfaz a simetria hermitiana [3]:

PI=Pm-1 (3-47)

Portanto os valores {pu1,...,pn—1} s@o redundantes e ndo precisam ser computados
nem armazenados, reduzindo o custo — tanto de memdria quanto de processamento
— praticamente pela metade. A biblioteca FFTW 3, usada no software CyclicKNN
apresentado nesse trabalho, tira proveito dessa simetria. Assim, para cada vetor sdao
armazenados 7 + 1 nimeros complexos. O CyclicKNN armazena cada nimero complexo
com parte real e imagindria em precisdo simples (4 bytes para cada parte). Assim, o
custo de meméria é 8(’ +- 1) bytes por vetor. Aproximadamente, 4m bytes por vetor,
ou 4m(n + r) bytes para todos os vetores em P|JQ. Apds a transformada DFT, as
coordenadas reais dos vetores ndo sdo mais usadas. O CyclicKNN libera a memoria das

coordenadas reais de cada vetor imediatamente apds calcular a DFT.

3.2 Eliminacao rapida de vetores de treinamento desfa-

voraveis

Mesmo com a grande aceleragdo exposta na secdo 3.1.2, a solucdo por busca
exaustiva ainda demora tempo O (nrmlogm + rklogn). Em um Laptop com processador
Intel Core i3 com clock méximo de 2.27GHz, o programa demorou 3.4s para processar
512 vetores de consulta e 4096 vetores de treinamento de dimensdo 200. Como o tempo de
execucgdo € proporcional ao produto nr, entdo estimamos que para processar 100 vetores
de consulta com 107 vetores de treinamento levarfamos 27 minutos. Por isso queremos
uma solug@o que nao precise calcular a distancia especial (mesmo através da IDFT) para
todos os vetores de treinamento. Isso € possivel se eliminarmos vetores de treinamento
desfavordveis — que ndo podem estar entre 0s k mais proximos.

Em um espago vetorial £ munido de produto interno, o produto interno define

uma norma, e essa norma define uma distancia que satisfaz a propriedade:
2 _ 2 2
VYu,v € E, d”(u,v) = ||u||”+||v||" —2u-v (3-48)

conforme a observacgdo 3.4. Isso vale em particular para R™ com o produto interno cand-
nico e a distancia euclidiana. Como vimos anteriormente, as normas podem facilmente
ser pré-computadas, e o unico desafio restante para o cdlculo da distincia especial é o

célculo do produto interno maximo.
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Se soubermos um limite superior para o produto interno maximo, entao sabemos
um limite inferior para a distancia especial. Dados g € Q e p € P, se o limite inferior de
d.(p,q) for muito alto entdo sabemos que g ndo estd entre os k vizinhos mais proximos

de g. Procuramos entdo uma funcao

t: R"xR" 5 R (3-49)
tal que:
Vp,q e R" Ve e [0;m—1], (Cp)-q <t(p,q) (3-50)
Sabemos que
d*(Cp,q) = ||p|* + llq]* —2(C°p) -q (3-51)
portanto:
d*(Cp,q) > ||plI* + llqll> — 2t (p,q) (3-52)
portanto:
d2(p.q) = |p> +llqll* —2t(p.q) (3-53)

Para que essa abordagem seja frutifera, ¢ deve ser facil de calcular. Calcular todos
os m produtos internos da forma (C¢p) - g custa tempo O (mlogm) com a FFT; s6 vale a
pena calcular ¢ se for significativamente mais rdpido do que a FFT. Por outro lado, ¢
precisa ser um limite superior “justo”, que elimine muitos vetores de treinamento. Nao
adianta definir que ¢(p,q) = 10'°||p||I4||.

Uma primeira ideia € a desigualdade de Cauchy-Schwarz [5]. Ela diz que para
qualquer espaco vetorial E (real ou complexo) munido de produto interno e para quaisquer

p,q € E, vale:
lp-al <lipl 4l (3-54)

A partir dela e algumas manipulacdes algébricas simples, concluimos que

de(p;q) = lllpll = ll4ll| (3-55)

conforme o teorema B.1 do apéndice B.

Esse primeiro resultado pode ser ttil. Como ja observamos, as normas de todos
os vetores podem ser pré-computadas e armazenadas, a custo baixo. Porém esse limite
superior € “frouxo” e elimina poucos vetores de treinamento. Queremos eliminar muitos
vetores de treinamento sem prejudicar a exatidao da resposta. Queremos um limite inferior
mais justo para d,. Uma tentativa € analisar mais cuidadosamente a DFT dos nossos

vetores.
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Seja
F, = —=Fn (3-56)
IF;n ¢ uma matriz unitdria [12] e portanto [5] preserva o produto interno hermiti-

ano de uma espaco vetorial complexo E:

Vp,q €E, (p,q) = (F,,p,Frq) (3-57)

Substituindo a equacao (3-56):

(p.q) = {J=Fup, 7 Fna) (3-58)
portanto:

Essa ultima férmula vale em particular para vetores de R, e em particular quando um

dos vetores € Cp:
Ve € Z,Yp,q e R", m(C°p)-q=m(Cp,q) = (FuCp,Frnq) (3-60)

Se definirmos

p=Fnp (3-61)
qg:="Fug (3-62)
p*=Cp (3-63)
pei=Fup® (3-64)

entao:
mp‘-q = (p°,q) (3-65)
Podemos expressar EC em termos de p. Sejam py, ..., pu—1 as coordenadas de p:
p=(Pos---sPm-1) (3-66)

Entao
P=w0"p (3-67)

conforme o teorema B.2 do apéndice B.
Das equacgdes (3-65), (3-67) e da definicdo de produto interno hermitiano segue
que:

m—1
mp®-q=Y o “pg (3-68)
=0
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portanto:
1 "= 1

pirg=—Y o “pg (3-69)
m =

Agora € ficil achar um limite superior para o produto interno p¢ - g. Para qualquer

ntimero real x € R temos x < |x|, portanto

P a<|pq (3-70)
Por sua vez:
1 m—1 } .
p°-ql=—=1Y o “pig (3-71)
m
1=0
portanto
1 m—1 | o
pirg<—1Y o “pyg (3-72)
miiZo

Para qualquer sequéncia de nimeros complexos (x;)jcs, 0 médulo da soma é menor ou

igual a soma dos médulos:

<Y || (-73)

jes

)

jes

Isso vale em particular para a sequéncia (m /¢ ﬁla)le[o;mfl]i

m—1 o m—1 o = m—1 ]
Y o pa| < Y o Bia| = X |0 17l @l (3-74)
=0 =0 =0

como |®| = 1 entdo

m—1
pillal =Y |pil1ai] (3-75)
=0

m—1
Z ‘ (D—lc
=0
Portanto:

m—1 / o m—1
Y o “pa| < Y |pillal (3-76)
=0 1=0

Combinando com a desigualdade (3-72) temos:
1 m—1
piog<— Y Ipllal (3-77)
miZo

Conforme a desigualdade (3-53), isso significa que:

2m—1 R
4z (p.9) = lIpI* +llall* ==} |71l lai (3-78)
=0

Assim chegamos ao algoritmo 3.2, que é uma melhora do algoritmo 2.2 (busca



3.2 Eliminag@o rdpida de vetores de treinamento desfavoraveis 43

exaustiva). Nesse algoritmo, a partir da sua inicializagdo o conjunto P(g) descreve os
k vizinhos mais proximos dentre os vetores de treinamento analisados até entdo. Cada
elemento de P;(g) contém o indice do respectivo vetor, o indice da rotagdo que minimiza
a distancia, e o valor de d2(p,q). Para maior eficiéncia, P;(q) é implementado como uma
heap de maximo, permitindo inser¢@o e remog¢do de um elemento em tempo O (logk), e
leitura do maximo em tempo O(1). Denotamos por d*? o valor de d2(p,q) para o pior
vizinho em P[(g). Ou seja:

d*? = max d*(p,q) (3-79)
PEP(q)

Algoritmo 3.2: Eliminacio de vetores de treinamento desfavoraveis

Entrada: Natural &, conjuntos P,Q C R™
Saida: Para cada ¢ € Q retorna Py(q).

[5=Y

Pré-compute e armazene a norma e a DFT dos elementos de P e Q

2 Compute e armazene os (%5 + 1) médulos ndo-redundantes de cada DFT
computada na linha 1

3 para cada g € Q faca

4 para cada j € [1;k] faca

Compute d2(p;,q)

Adicione a P[(g) os respectivos indices e as respectivas distdncias
7 fim

8 Transforme P, (¢) em uma heap de maximo

9 | d ¢ max,ep (g d2(p:q)

10 | paracada € [k+1;n)faca

1 se (HpJ-H—||q||)2<d*2 entdo

12 se (||p||2+Hq||2—%z;";01 |ﬁ,||cm) < d* entio
13 d” «d;(pj,q)

14 se d’?> < d*? entdo

15 Insira (j,d"*) em P/(q)

16 Remova de P;(g) o pior vizinho
17 d*? < max,ep)(q) dz (P, q)

18 fim

19 fim

20 fim

21 fim

2 | Pg) < Pq)
23 fim
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Observagoes:

e As normas sio pré-computadas antes do lago da linha 3.
e As linhas 15-17 custam apenas tempo O (logk) pois P (g) é uma heap de médximo.
e A linha 12 € conceitual; o programa otimiza o célculo sabendo que praticamente a

metade dos modulos € redundante.

Podemos melhorar esse algoritmo. O lago da linha 4 inicializa P/(g) com os
k primeiros vetores de treinamento. Na linha 12, nés comparamos o limite inferior da
distancia especial atual com o pior vizinho de P;(g). Se todos os elementos de P;(q)
forem horriveis, entdo a linha 12 ndo eliminara o vetor. No pior caso, P estd ordenado em
ordem decrescente de d,(p,q); nesse caso a linha 12 ndo eliminard um tnico vetor.

Entdo uma melhoria simples para o algoritmo 3.2 € tratar primeiro os vetores
mais favordveis. Para tal, uma tética simples € ser otimista: ordenar P pelo limite inferior
de d,(p,q) (calculado conforme (3-78)) e supor que, provavelmente, os primeiros vetores
de P (conforme a nova ordenacdo) serdo de fato bons vizinhos. Isso em nada altera a
resposta; apenas muda o tempo de execugdo do programa (presumivelmente para melhor).

Nés ndo queremos, porém, modificar P para cada vetor de consulta. Para obter
bom desempenho, nds queremos paralelizar o programa, e a maneira mais natural de
fazé-lo € designar threads diferentes para analisar vetores de consulta diferentes. Para
minimizar o custo de memoria, queremos que todas as threads compartilhem o mesmo
conjunto de treinamento P. Entdo ao invés de modificar P, criamos registros com dois

nameros

1. O indice j do vetor de treinamento correspondente;
2. O limite inferior de d?(p i»q) (conforme a equagéo (3-78)).

Criamos um vetor com n tais registros (um para cada vetor de P), e ordenamos esse vetor

antes do lago da linha 3.

3.2.1 Custo de memoria

Para que essa ultima desigualdade seja proveitosa, queremos calcular o lado di-
reito muito rapidamente. Calcular o médulo de um niimero complexo € significativamente
mais custoso do que fazer uma multiplicagdo real. No nosso programa, se calculdssemos
os médulos no lagco mais interno, sem otimizacao, teriamos que calcular o médulo de nrm

nimeros complexos. Para reduzir esse custo, podemos pré-computar os valores

(1pols---s|Pm=11) (3-80)
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para cada vetor em P|JQ. Aparentemente isso consumiria meméria demais. Porém, a

DFT p de um vetor real p € R” satisfaz a simetria hermitiana:

P = Pm—i (3-81)

portanto:
21| = |Pm—i (3-82)
Portanto os valores {’ pri ’ s+++s|Pm—1|} s@o redundantes e ndo precisam ser computados

nem armazenados. Assim, precisamos armazenar 7 + 1 valores reais para cada vetor em
PJQ. Como o CyclicKNN usa precisdo simples (4 bytes por nimero real), o custo de
memdria em questdo € 4(7 + 1) bytes por vetor, ou aproximadamente 2m bytes por vetor.
Como sdo n+ r vetores, o custo de armazenar os médulos em questdo é 2m(n+r). Como
vimos em 3.1.3, o custo de memdria para armazenar a DFT de todos os vetores de P|JQ
¢ aproximadamente 4m(n+ r). Assim, o custo total de memoria do CyclicKNN em bytes
€ aproximadamente

dm(n+r)+2m(n+r)=6m(n+r) (3-83)

Para m = 200, n = 10° e r = 100, isso é aproximadamente 115MB.



CAPiTULO 4

Implementacao e experimentacao

Este capitulo descreve uma implementacdo paralela em C++11 da solugdo apre-
sentada no capitulo 3 e apresenta o desempenho e o speedup empiricos de tal programa,
chamado CyclicKNN.

4.1 Implementacao

Para implementar a FFT e sua inversa usamos a biblioteca FFTW 3.3.3. A
arquitetura da FFTW ¢é descrita no artigo [3], publicado no IEEE e citado por mais
de 800 artigos. A FFTW se adapta ao hardware para acelerar o desempenho. Tira
proveito inclusive de instrucdes SIMD, como SSE e até AVX. E cédigo aberto, muito
réapida, muito flexivel e largamente utilizada. Seu desempenho € competitivo até com
programas otimizados por fabricantes de hardware, mas com a vantagem de rodar bem
em vdrias mdaquinas diferentes. A biblioteca decompde recursivamente um problema
em subproblemas mais simples do mesmo tipo. Problemas suficientemente simples sdo
resolvidos por codigo straight-line otimizado.

Para maior desempenho, o CyclicKNN usa ponto flutuante de precisdo simples.
Foi desenvolvido em C++11 com o compilador GCC 4.8. Foi desenvolvido em Linux

(Ubuntu 13.10) mas ndo depende de funcionalidades especificas de Linux.

4.1.1 Computacao paralela

Para reduzir o tempo de execugdo, implementamos paralelismo (usando a bibli-
oteca de threads do C++11) particionando o conjunto de consulta. Cada particao exceto a
ultima tem o mesmo nimero de vetores de consulta (a dltima particao pode ser menor, se
o numero de vetores de consulta ndo for multiplo do tamanho de parti¢dao desejado). Cada
particdo é processada em sua prépria thread.

Em computagdo paralela, um problema dificil e trabalhoso € a comunicagdo e
sincronizagdo entre tarefas, que deve ser correta e eficiente. No nosso problema com

a tatica de paralelizacdo descrita acima nés ndo enfrentamos esse problema potencial.
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Base de dados | Vetores de consulta | Vetores de teste | Dimensao (m)
Pendigits 3498 7494 16
Optdigits 1797 3823 64

Mnist 10000 60000 784

Tabela 4.1: Bases de dados para medida de desempenho

Threads diferentes acessam o mesmo conjunto de treinamento, mas esse acesso € somente
leitura e facilmente gerenciado. As diferentes threads escrevem sua saida em posi¢des de
memoria diferentes, o que também € facil de gerenciar. A unica ‘“sincronizacido” foi a
thread mestre esperar o término de todas as outras, para ter certeza de que o resultado estd
pronto. Isso € trivial com a biblioteca de threads C++11.

Em conclusdo, a paralelizagdo do nosso programa foi fécil e resultou em um
speedup excelente. A limitacdo dessa tdtica € que nao podemos usar mais threads do que
o nimero de vetores de consulta.

A implementac¢do de paralelismo teve boa relacdo beneficio x custo — o benefi-
cio foi uma excelente aceleracao, e o custo foi um moderado tempo de desenvolvimento.
Por esse motivo, nés implementamos paralelismo antes mesmo de ampliar os esfor¢os na
busca de uma estrutura de dados otimizada para o problema abordado — que fica como
trabalho futuro. Além disso, deseja-se combinar a aceleracdao advinda da estrutura de da-
dos com a acelerag@o do paralelismo; para comparar tal solugdo com um algoritmo mais
simples, desprovido de estrutura de dados especializada — para determinar se tal estru-
tura é proveitosa — € necessario que esse algoritmo mais simples seja paralelo, para a

comparagao ser justa.

4.2 Experimentacao

Para medir o desempenho, nés compilamos e executamos o programa em um

computador com as seguintes caracteristicas:

Dois processadores Intel Xeon ES506 @ 2.13GHz, cada um com 4 nucleos

Sistema operacional Linux, openSUSE 12.3 (rodando em 64 bits)

Compilador g++ 4.7.2
Biblioteca FFTW 3.3.3

N6s processamos trés bases de dados, descritas na tabela 4.1.

A base MNIST esta disponivel em http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
e as outras duas estdo disponiveis no UCI Machine Learning Repository (http://
archive.ics.uci.edu/ml/).

O processamento da base MNIST com o algoritmo forca bruta é muito lento;

por 1sso, o processamento com o for¢a bruta foi limitado aos primeiros 3600 vetores de


http://yann.lecun.com/exdb/mnist/
http://archive.ics.uci.edu/ml/
http://archive.ics.uci.edu/ml/
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k Numero de threads Algoritmo
o1 o1 e Forca bruta
o 7 o 2 e Acelerado com FFT
e 50 o 4 e Acelerado com FFT e exclusdo de
e 8 vetores de treinamento

Tabela 4.2: Pardmetros de medida de desempenho para cada base

de dados
Numero de threads | Tempo de execucdo | Speedup
1 1293s -
2 798s 1.6
4 462s 2.8
8 365s 3.5

de treinamento

Tabela 4.3: Speedup de paralelismo para a base Mnist, k = 7, com
o algoritmo acelerado com FFT e exclusdo de vetores

Numero de threads | Tempo de execucdo | Speedup
1 2319s -
2 1286s 1.8
4 709s 33
8 500s 4.6

Tabela 4.4: Speedup de paralelismo para a base Mnist, k = 50,
com o algoritmo acelerado com FFT e exclusdo de
vetores de treinamento

consulta. Mesmo com esse limite, o forca bruta com uma thread levou 20h para cada valor
de k.

O programa foi medido com todas as combinacdes dos parametros descritos na
tabela 4.2 (mas apenas alguns dos resultados foram expostos nas tabelas abaixo).

Os resultados estdo nas tabelas abaixo:
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Numero de threads | Tempo de execucdo | Speedup
1 2.3s -
2 1.2s 2
4 0.62s 3.6
8 0.33s 7.1

Tabela 4.5: Speedup de paralelismo para a base Optdigits, k =
7, com o algoritmo acelerado com FFT e exclusdo de

vetores de treinamento

Numero de threads | Tempo de execucdo | Speedup
1 3.7s -
2 1.9s 2
4 Is 3.8
8 0.51s 7.3

Tabela 4.6: Speedup de paralelismo para a base Optdigits, k =
50, com o algoritmo acelerado com FFT e exclusdo

de vetores de treinamento

FFT (8 threads) | FFT e exclusdo (8 threads)

Forga bruta sequencial | Forca bruta (8 threads)
179s

71340s 8967s 252s

Tabela 4.7: Tempo de execugcdo de cada técnica processando a
base Mnist (limitada aos 3600 primeiros vetores de

consulta), k =7




CAPITULO 5

Tentativa de aceleracao com interpretacao

geométrica

Na secdo 3.1.1 o produto M,q (usado para calcular a distdncia especial) calcula
m produtos internos, € sO aproveita o maior deles. Isso sugere que hd computacio
desnecessdria e oportunidade para uma aceleracao maior.

Esse capitulo apresenta uma outra abordagem para o célculo eficiente da distan-
cia especial: interpretacdo geométrica do operador C. Vemos que para m < 3 podemos
resolver o problema em tempo O (m) e tentamos estender esse resultado para o caso ge-
ral. Até o momento ndo conseguimos tirar proveito dessa abordagem, e ndo conseguimos

provar a conjectura 5.2.

5.1 Casos particulares m=1,m=2em =3

Para m < 3, d.(p,q) pode ser calculada em tempo O(m), assumindo (para
simplificar) que o computador faz aritmética em R em tempo O (1) por operagao.

Para m =1 o problema ¢€ trivial.

Para m = 2, R? estd dividido em dois semiplanos — acima e abaixo da reta
y = x. Dado p € R? a operacio C consiste em refletir p em torno dessa reta. O conjunto
C*(p) tem exatamente um ponto acima dessa reta e um ponto abaixo dela. Dado ¢ € R?, o
ponto de C*(p) mais préximo de g é aquele que estiver no mesmo semiplano (provado no
teorema C.1, apéndice C). Podemos computar o semiplano de cada p com a comparagao
p2 > p1 € podemos computar o semiplano de cada ¢ com a comparacdo g > gj. Assim
d.(p,q) pode ser calculada em tempo O (m).

Para m = 3, a operagcdo C € uma rotacdo de %‘rad em torno do eixo
(\%, \%, %) Para verifica-lo basta substituir os valores adequados na matriz de rotagdo

em torno de um eixo em R>, como foi feito na se¢io C.1 do apéndice C.

Definicao 5.1 (Base ordenada). Dado um espaco vetorial de dimensdo finita E, uma base
ordenada de E é uma sequéncia finita de vetores de E que é linearmente independente e
gera E.[5]
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Podemos mudar a base ordenada do espaco R> para que novo eixo z coincida
com a reta x =y = z. [sso pode ser feito com uma rotag@o de 0.96 rad em torno do eixo
dado por (%, %’ O)l. Essa mudanga de base pode ser feita antes do lago principal e ndo
custaria muito tempo de processamento?. Nessa base ordenada, a transformacio C é uma
rotacao de %T rad em torno do eixo z. Essa rotacdo ndo muda a coordenada z de um

vetor. Portanto temos

P = (pmpyapz) (5-1
Cp = (P, Py, p:) (5-2)
C?p= (P}, py,p2) (5-3)
Logo
do=d(p,q) = \/ (Px—4:)* + (py —ay)* + (P: — 42)? (5-4)
di=d(Cp,q) = \/ (Py = 4x)* + (Py = 4y)* + (P2 = 42)? (5-5)
dy = d(Cp,q) = \/ (P! =42+ (P} — 4+ (P~ 4.)? (5-6)

Queremos o minimo dentre dy, di e d>. Conforme a observagdo 3.5 podemos
comparar os respectivos quadrados da distancias pois 0 minimo dos quadrados corres-

ponde ao quadrado do minimo.

p:—q.) (5-7)
2 / 2 / 2

di = (py—aqx)"+(py— )"+ (P: — q2) (5-8)

& = (P} — 4>+ (P} —ay)* + (p:—q2)’ (5-9)

O termo (p; — qz)2 € o mesmo em todas as trés equacoes acima. Podemos passa-lo para o

lado esquerdo da respectiva equagdo. Assim, para ¢ € {0, 1,2} seja

D = \/d? ~ (p: —¢:)? (5-10)

10.96 rad é arccos (%) % € o cosseno do angulo entre a reta x =y = z € 0 €ixo z, como pode ser

calculado pelo produto interno (%, %, %) -(0,0,1) = % O eixo (%, \_/—%,0) esté contido no plano z =0
e é perpendicular aretax =y = z.

2 A matriz de mudanca de base seria m x m. A mudanca de base seria feita multiplicando essa matriz por
uma outra matriz cujas colunas sio os vetores de treinamento e consulta. O custo de multiplicar uma matriz
m x m por uma matriz m x (n+r) é O (m*(n+r)), pequeno em comparagdo com O (nrm?). Além disso a
multiplicacdo de matrizes ¢ uma operagdo basica e altamente otimizada, inclusive em computacio paralela.
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portanto
D; =d; —(p:—q.) (5-11)
Assim:
DG =d§—(p:—42)* = (px—a:)° + (py—4y)’ (5-12)
Di =di — (p:—q.)* = (pr—4x)* + (P}, — 4y) (5-13)
Dy =di—(p:—q.)" = (P — ) + (P} —ay)° (5-14)

Queremos o minimo dentre Dg, D1, D,.
Seja F: R? — R? a funcdo tal que, dado u € R>:

F(u) := (ux,uy) (5-15)

Intuitivamente, F (u) é a projecdo ortogonal de u no plano z = 0. Temos entao:

Do =d(F(p),F(q)) (5-16)
Dy =d(F(Cp),F(q)) (5-17)
Dy =d(F(C?p),F(q)) (5-18)

Em coordenadas polares:

F(q) = (r4,84) (5-19)
F(p) = (rp,0)p) (5-20)
F(Cp) = (rp 8y~ 5) (521)
F(C?p) = (rp,0,— %) (5-22)
Ou seja,
Ve €{0,1,2}, F(C°p) = (rp,0p — Zc) (5-23)

Os pontos F (CC p) tém todos a mesma norma, portanto pelo teorema 3.6 o minimo da

distancia corresponde a0 maximo do produto interno. Temos

F(Cp)-F(q) =
FpTq COS (eq — (8, — Z?WC)) =

rprgcos (8, — 0, +Fc) (5-24)
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Portanto queremos achar ¢y € {0,1,2} que maximiza

rprqcos(eq_9p+2?ﬂc) (5-25)
Precisamente:
Cmax = argmax (rprqcos (6, — 6, + ZTHC)) (5-26)
ce{0;1;2}

Se houver mais de um ¢4, que satisfaz a equacao (5-26) entdo escolhemos arbitraria-
mente qualquer um deles.
Lembre que, pelo teorema 3.6, d.(p,q) =d (Ccm‘” D, q).
Seja
a:R—Z (5-27)

a funcdo que arredonda um nimero real para o inteiro mais préximo (e se a parte

fraciondria do ndmero for 0.5, arredonda para o inteiro par mais préximo). Por exemplo:

a(—1.5) = —2 (5-28)
a(0.5) =0 (5-29)
a(0.6) = 1 (5-30)
a(1.5) =2 (5-31)
Seja Ry : R — [—7t; 7] a fungdo definida por
Ron(8) =0 —27a(2:) (5-32)

Note que R é uma fungdo periddica, de periodo 27t. Note também que cos (Rzﬂ(e)) =
cos 6.

Particionemos o intervalo [—7t;7t] em quatro conjuntos:

Rp:iégg[ (5-33)
Ry~ | ;—t;n[ (5-34)
Ry:_—m—g[ (5-35)
Ry = {-m—3555m) (5-36)

Essa parti¢do € ilustrada pela figura 5.1

Vamos supor por enquanto que

Rzn(eq—ep) € R URyUR;3 (5-41)
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%,
%
.
*x

S B
Ry = } g;n[ (5-38)
Ry = } 5 —%[ { (5-39)
Ry = {-m—2:25m) (5-40)

Depois verificaremos que o resultado obtido também vale se Rzn(eq —0 p) € Ry4.
Note que R;, R; e R3 tém, cada um, comprimento 2?” Note também que R; € a

regido de maior cosseno dentre Ry, Ry, R3:

01 €R1,0p €Ry,03 € R; = cosO; = max cosH (5-42)
0c{61,02,03}

Retomemos a equagdo (5-26). Se Ry»(6, —6,) € R; entdo

Ron(8,—0p+ %) ER (5-43)
Ron(8,—6,+ %) €Rs (5-44)

portanto

Ron(6,—6,) ER; = cos(6,—6,) = r{r(l)alxz} cos(6,—6,+ 2?”c) = Cmax =0
ceL, 1,
(5-45)
Se Ryx(8,—6,) € Ry entdo

Ron(8,—6,+ %) €Rs (5-46)
Ron(8,—6,+ %) €Ry (5-47)
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portanto

Ron(8,—0)) ERy => cos(0,—0,+T) = max_cos(6,—0,+Fc) = cpax =2

ce{0,1,2}
(5-48)
Se Ryx(8, —6,) € R3 entdo
Ron(8,—6,+ %) € R, (5-49)
Ron(8,—6,+ %) € Ry (5-50)

portanto

Ron(8,—6,) € R3 => cos (8, — 6, + %) = Cer{%alxz} cos (0, — 0, +Fc) = cpar =1
- (5-51)
Podemos determinar em tempo O (1) se Ry(6,—6,) € Rj ou R2x(0,—6,) €R>

ou Ry (0, —6,) € R3:

Ron(8,—0)) €R| <= 5-Ron(0,—0,) €]-0.5;0.5] <= a(5=Rox(0,—6,)) =0

(5-52)

Ron(8,—6,) € Ry <= 2-Ron(8,—6,) €]0.5;1.5] <= a(=Ran(6,—6,)) =1 (5-53)

Ron(8,—0)) €R3 <= 5-Ron(0,—0)) €]-1.5;—0.5] < a(=Rox(6,—6,)) = —1

(5-54)
Das equacgdes (5-45) e (5-52) concluimos que
a(5=Ron(0,—0,)) =0 = Cpax =0 (5-55)
Analogamente, das equagdes (5-48) e (5-53) concluimos que
a(2=Rom(8—0p)) =1 = Cax =2 (5-56)
E das equacdes (5-51) e (5-54) concluimos que
a(2=Ron(0,—0))) = -1 = cpax =1 (5-57)

Portanto
cmax = (3= a(3:Ron(8;~8,)) ) mod 3 (5-58)
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Até aqui supomos que Ryx(8, —0,) € Ri UR, UR3. A férmula (5-58) satisfaz a equa-
¢do (5-26) também quando R2n(9q — Op) € R4. Para prové-lo basta verificar cada caso,
como foi feito na se¢ao C.2 do apéndice C.

Portanto ¢y, pode ser calculado em O (m). Como d(p,q) = d(C=(p),q), e
d(Cm(p),q) pode ser calculado em O (m), entdo podemos calcular d(p,q) em tempo

O (m) como querfamos demonstrar.

5.2 Conjectura:d,(p,q) pode ser calculado em tempo
O (m)

Nesta secao apresentamos duas conjecturas que, se verdadeiras, podem levar a
uma acelera¢do maior da solucdo do problema abordado neste trabalho. Até o momento

ndo conseguimos provar essas conjecturas.

Conjectura 5.2. Dados P,Q C R, sejam:

n:=|P| (5-59)
r=|0Q| (5-60)

Ap6s um pré-processamento de complexidade O ((n + r)mz), paracadapc Peqgec Q,
d.(p,q) pode ser calculado em tempo O (m).

Ja provamos isso para m < 3. Para m geral a veracidade dessa conjectura é
sugerida pela conjectura 5.3 em combinac¢do com o raciocinio empregado para o caso

m=3.

Conjectura 5.3. Em R"™, a transformacdo C é uma espécie de “rotacdo” de —%rad em
tornodaretax=y=z=...

Essa conjectura é verdade para m < 3. Para m geral, sabemos que:

e (C ¢ um operador linear bijetivo R” — R (teorema 5.4).

o ("p = p (prova trivial).

e ( preserva distancias entre pontos (teorema 5.5).

e Os pontos de C*(p) tém todos a mesma norma (coroldrio 5.7).

e Sejauareta py = pp =--- = p,. Entao
VpeR"Cp=p < p€u (5-61)

Ou seja, u € o conjunto de todos os pontos fixos de C (prova trivial).
e Os pontos de C*(p) sdo equidistantes da reta p; = p» = --- = p,, (teorema 5.9).

e ( preserva o produto interno (teorema 5.10)
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e ( preserva angulos (coroldrio 5.11)

e Dado um inteiro ¢ tal que 0 < ¢ < m, o angulo entre C°p e C*! p é igual ao angulo
entre p e Cp (segue imediatamente do coroldrio 5.11 por indugdo finita).

e Dado p € R™, todos os pontos de C*(p) pertencem a um hiperplano de dimensao

m — 1 que é perpendicular a reta p; = p» = --- = p,, (teorema 5.12).
Teorema 5.4. A transformacdo C é um operador linear bijetivo R™ — R™.

Prova. Dado p € R™, se interpretarmos p como um vetor coluna, temos Cp = M p, onde

M é a matriz m x m dada por:

0 1 0
M=\ (5-62)
00 --- 1
10 0

A primeira coluna de M tem 1 na tltima linha, e para 2 < j <m a j-ésima coluna
de M tem 1 na (j — 1)-ésima linha. Todas as outras entradas so 0.

Como C € uma multiplicagdo de matriz por vetor, segue imediatamente que C é
um operador linear. E como os vetores-coluna da matriz M s@o linearmente independentes

segue que C € bijetiva. 0J

Teorema 5.5. Se u,v € R" entdo d(Cu,Cv) =d(u,v).

Prova. Temos

(5-63)
Temos também
Cu=(up,...,up,uy) (5-64)
Cv=v2,...,Vm,V1) (5-65)
(5-66)
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Corolario 5.6. Vp € R",

Cpll = p.
Corolario 5.7. Dado p € R™, todos os pontos de C*(p) tém a mesma norma.

Prova. Segue trivialmente do corolério 5.6 por indugao finita. 0

Observacao 5.8. Como C: R™ — R é uma funcdo bijetiva (conforme o teorema 5.4) e

preserva distancias (teorema 5.5) entdo C é uma isometria [8].
Teorema 5.9. Dado p € R™, os pontos de C*(p) sdo equidistantes da reta py = - -+ = pp,.

Prova. Sejau areta p; = --- = p,,. Ou seja, u € o conjunto de todos os pontos de R que
tém a forma (¢,...,7) parat € R. Note que v € u = Cv =v. Dado o € C*(p) temos,

pela definicdo de distancia entre ponto e reta,

d(o,u) = mind(o,v) (5-67)

veEu

Temos

d(Co,u) =
mind (Co,v) = mind(Co,Cv) = mind(o,v) =

veu veu veu

d(o,u) (5-68)

(a penultima igualdade segue do fato de que C preserva distancias entre pontos). Prova-
mos que o € C*(p) = d(Co,u) = d(o,u); por indugdo finita segue trivialmente que

todos os pontos de C*(p) sdo equidistantes de u. O

Teorema 5.10. Para quaisquer u,v € R™, (Cu)-(Cv) =u-v.

Prova.

u=(up,up,-- ,Up) (5-69)
Cu = (ug,uz,... Uy, uy) (5-70)
v=v1,v2,"* ,Vm) (5-71)
Cv=(v2,v3,-* , Vi, V1) (5-72)
U-v=uvi+upvo+---+ vy, = (5-73)
UpVy + -+ + UV +uU1vy = (5-74)

(Cu) - (Cv) (5-75)
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Corolario 5.11. Para quaisquer u,v € R™ o dngulo entre u e v é igual ao dngulo entre
CueCv.

Prova. Seja 0, o angulo entre u e v. Temos

u-v=|ul|l[v||cos O (5-76)
Portanto
u-v
0, = _— 5-77
o a“’“’S<||u||||v||) G770

onde arccos 6 € a fungdo de [—1;1] em [0; 7] tal que

V8 € [0; 7], arccos (cosB) = 6 (5-78)
Analogamente
Cu-Cv
8/ = arccos (—) (5-79)
" [Cull[[Cv]

onde 8/, é o angulo entre Cu e Cv. Pelo corolério 5.6 temos

[Cul| = [Ju]] (5-80)
[Cv[| = []vll (5-81)
portanto
O =
arccos ( Cu-Cy > =
([uel [[[ V1]
u-v _
arccos (nunnvn) -
0, (5-82)
]

Teorema 5.12. Dado p € R™ todos os pontos de C*(p) pertencem a um hiperplano de

dimensdo m — 1 que é perpendicular a reta py = py =+ = pp.

Prova. Seja U : R™ — R o operador linear dado por

U((p1--sPm)) = p1+ -+ Pm (5-83)
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Todos os pontos de C*(p) tém o mesmo conjunto de coordenadas; portanto
e C(p),U(v)=U(p) (5-84)
pois a adi¢do € comutativa e associativa. Dado p € R™ seja
T,={veR" | U()=U(p)} (5-85)

De (5-84) e (5-85) segue que C*(p) C T,. Provemos que 7, ¢ uma variedade afim de
dimensdo m — 1 e perpendicular a reta p; = --- = p,,. Seja O a origem de R". Note que
U(0) =0. Seja

To={veR"|U(v)=0} (5-86)

Da definicao do operador U segue trivialmente que

Vs € Tp,s- ( =0 (5-87)

L L)
T T
Portanto Ty € perpendicular a reta p; = --- = p,,,. Temos
veTl, <= U(v)=U(p) <= U(u)-U(p)=0 <= U(v—p)=0 (5-88)
portanto
vel, <= v—peclp (5-89)

portanto
veT, <= IweTp|v=p+w (5-90)

Portanto 7}, € a translacdo de Tp por p. Como Tp € um espago vetorial de dimensdo m — 1
(pelo teorema do niicleo e da imagem [9]) entdo 7}, € uma variedade afim de dimensao
m—1. 0

5.3 Desenvolvimento matematico

Nessa se¢@o apresentamos uma tentativa de provar as conjecturas 5.3 e 5.2.
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5.3.1 Matriz de C na forma canonica de Jordan

Como vimos na prova do teorema 5.4, o operador C: R™ — R corresponde a

matriz
01 --- 0
M=\ o (5-91)
00 --- 1
1 0 --- 0

A primeira coluna de M tem 1 na dltima linha, e para 2 < j <m a j-ésima coluna
de M tem 1 na (j — 1)-ésima linha. Todas as outras entradas so 0.

Para descrevé-la como uma rotagdo m-dimensional (na verdade uma sequéncia
de vdrias rotagdes bidimensionais, mais uma reflexdo unidimensional se m € par) € util
colocé-la na forma candnica de Jordan. A matriz na forma candnica de Jordan € uma
matriz muito simples dentre as varias matrizes (referentes a diferentes bases ordenadas)
para um dado operador linear. Ela € ttil no estudo de questdes que envolvem poténcias
sucessivas de um operador [9] como € 0 nosso caso.

Para calcular a forma candnica de Jordan do operador C, comecemos calculando
os seus autovalores. Para calcular seus autovalores, calculemos o seu polindmio caracte-
ristico p(A) := det(M — AI), onde I é a matriz identidade. Temos

A 1 0 0 0
0 A 1 0 0
M-\ 0 0 & 1 0 5.92
YTl 0 0 = 0 (5-92)
1 0 0 0 - —A

Fazendo o desenvolvimento de Laplace ao longo da primeira coluna, temos

det(M — M) = —Adet(A) + (—1)" ! det(B) (5-93)
onde
-2 1 0 0
0 —r 1 0

A=]10 O —-A --- O (5-94)
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1 0 0 0
A 1 0 0

B=| 0o -r 1 0 (5-95)
0 0 A1

Como A é uma matriz triangular superior, entdo det(A) é o produto dos elementos da

diagonal principal. Ou seja, det(A) = (—A)" 1. Logo

det(M — M) = —\ det(A) + (—1)"* ' det(B) = (—A)" + (— 1)1 det(B)

(5-96)

Como B é uma matriz triangular inferior entdo det(B) é o produto dos elementos

da diagonal principal. Ou seja, det(B) = 1”1 = 1. Logo

det(M —Al) =
(=W 4 (=1)™ det(B) = (—A)" 4 (—1)™11 =
()" + (=)™ = (=)™ + (= 1)"(—1) =
(=D"(A"—1)

Para achar os autovalores, igualamos o polindmio caracteristico a 0:

p(A) =0 =
(C1MA"—1) =0 <= W"—1)=0 <
AT = 1

Portanto os m autovalores sdo os m nimeros complexos da forma
=
Ai=o

onde ® == eijzﬁﬂ e 1 < j<m.Note que A,, = 1.

Dado um natural j tal que 1 < j < m, temos

=
Ai=w

}\fm—j = (Dm_j

Portanto

) = Am—j| =1

(5-97)

(5-98)

(5-99)

(5-100)
(5-101)

(5-102)
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A j =0/ 0" =@/ =" =1 (5-103)

Ou seja,
Aihp—j =1 (5-104)

As equagdes (5-102) e (5-104) significam que A, ; = k_J

Se m é impar, podemos entdo colocar os autovalores na ordem

(177\'117\'}%717}\'237\'"1*27'"77\"”7*177\‘”1,’"7*1) (5'105)

2

Como A,,—j = A; entdo a lista acima ¢ igual a

(1,xl,fl,x2,x_2,...,me4,me4) (5-106)
Se m € par entdo k% = —1 e podemos colocar os autovalores na ordem
(LA, Ap—1, A2, A—2, - . ,}\,L—z,kmimz—z,—l) (5-107)
Como Ay—j = 7\,_] entdo a lista acima € igual a
(LALLM A2, A2, A2, Az, — 1) (5-108)

) )

Para todo operador linear A em um espago vetorial real de dimensao finita, existe
uma base ordenada na qual a matriz de A tem a forma candnica de Jordan. No nosso
caso particular, em que a multiplicidade algébrica de todos os autovalores € 1, a matriz

na forma candnica de Jordan é ainda mais simples do que no caso geral. Cada autovalor

real aparecerd na diagonal principal. Para cada par de autovalores complexos conjugados

o B
(—B a) (5-109)

aparecerd ao longo diagonal principal. No nosso caso, A; = o, portanto

Aj=o;+iBje);=a;—if;, obloco

o; = cos () (5-110)
B, = sin (j2X) (5-111)
Seja
m—1

se m é impar
m = (5-112)
5= semé par

\
N‘

7
\S}
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Portanto para m impar a matriz da operacdo C na forma candnica de Jordan é:

1 0 0 0 0
0 cos (%) sin (%) 0 0
yo |0 Tl s 0 " (5-113)
0 0 0 cos (m’ %) sin (m’ %”)
0 0 0 —sin (m’%‘) cos (m’%‘)

1 0 0 0 0 0
0 cos (%) sin (%T) 0 0 0
0 —sin (%T) cos (%T) 0 0 0
J=1: : : : : : (5-114)
0 0 0 cos (m’ %) sin (m’ %‘) 0
0 0 0 —sin (m’ %‘) cos (m'’ %T) 0
0 0 0 0 0 —1
J=J=

5.3.2 Base ordenada ‘B correspondente a forma canonica de Jordan

Precisamos agora conhecer a base ordenada B de R™ que deixa a matriz de C na
forma candnica de Jordan. Para isso precisamos calcular os autovetores complexos de C.
Como C tém exatamente m autovalores complexos, e todos t€m multiplicidade 1, entdo C
tem exatamente um autovetor para cada autovalor.

Sejam vy o autovetor correspondente ao autovalor 1, v_; o autovetor correspon-
dente ao autovalor -1 (se m é par)e v; e b;- os vetores correspondentes ao par conjugado
Aj= o /e )\,_j = ®/. Aqui a notacio v; significa ““o autovetor correspondente ao autovalor
1” e ndo “a primeira coordenada do vetor v’; dado um natural 4 tal que 1 < h < m, seja
v, a h-ésima coordenada do vetor v ;.

Assim a base ordenada B €, para m impar:
Qg:{vl,m,t)/l,...,t)ml,t);n/} (5-115)

3 E para m par:
B={vi,01,0],...,0,,0,v_1} (5-116)

3Lembre que m’ é definido pela equacio (5-112).
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Comecemos calculando v;.
Cvi =1y
V12 V1,1
V1,3 V12
= <
Vim V1i,m—1
V1,1 Vi,m
VIl ="""=Vim (5-117)

Temos um grau de liberdade para escolher vy ; (que € igual a todas as outras coordenadas).

Escolhamos vy | = \/Lﬁ, para que ||vi|| = 1. Assim,

s-§-

V) =

§|_

Agora descubramos v_; (aqui vamos supor que m & par).

Cv 1=—-1lv | <
V_12 —V_11
V-1.3 —V-1.2
= <
V_1,m —V_1m—1
V-1, —V_1m
Vo1 =V_12= —V_13= = —V_Im-1=V-Im

(5-118)

(5-119)

Temos um grau de liberdade para escolher v_j | (que determina todas as outras coorde-

nadas. Escolhamos v_; | = \/Lﬁ para que |[v_;|| = 1. Assim,

E =

Vo1

o

(5-120)
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Agora descubramos v e U’j (aqui, m pode ser par ou impar). Seja tv; 0 autovetor

complexo correspondente ao autovalor A ;. Temos

W, =v;+iv’ (5-121)
Cho; =Ajto; <=
;2 Ajtoj1
;3 Ajrojo
= : (5-122)
10 jm Ajtojm—1
;1 Ajt0jm

A igualdade acima é equivalente ao conjunto das duas seguintes equacdes*:

Lowj1=Ajwjm
2. VkeN|1<k<mmw;r=M"w;,

Sejap; = || eseja®;=arg(w;),de modoque ;| =p;e®. Comod; =/

entdo da equacdo (2) concluimos que, para todo natural & tal que 1 < k < m:

;=

. .21
k—1 ink—1 . i0; k—1)j<Z+0
7“,' = () pe® = pjel(( )i, T0) _

pjcos ((k—1)j2Z 40)+ip;sin ((k— 1) j2Z +6) (5-124)

Das equacdes (5-121) e (5.3.2) segue que, para todo natural & tal que 1 < k < m:

Vagk = Pjcos ((k—1)j22 +6) (5-125)
vax = Pjsin((k—1) 7% +6) (5-126)
Para que HnjH =1 temos
\/Z (pjcos ((k— 1) +8)) =1 (5-127)
k=1

4 Note que a equacio (1) combinada com a equacio (2) significa
w01 = Ao =AM g = Ao

portanto, como tv ;1 # 0, (pois se fosse tv;; = 0 entdo todas as coordenadas de tv; seriam nulas e tv; ndo
seria um autovetor) é necessdrio que 7»’]’-1 = 1. Isso de fato ocorre, pois

N = (o))" = (") =1 (5-123)
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portanto
Y picos ((k—1)jZ+6)) =
k=1
m
Y cos® ((k—1)j2Z +6;) = (5-128)
k=1 P j
2 2 1+cos (28;)
Sabemos que V8; € R, cos (20;) = 2cos”0; — 1, portanto cos”0; = ———L-.
Observacao 5.13. Para qualquer © € R,
e'® = cosf+isind (5-129)
portanto
cos® = Re{e'®} (5-130)
sin® = Im{e®} (5-131)
Portanto
Z cos? JEZ+0) =
m ;2
3 1+ cos (2 ((k—1)j2+0)) _
k=1 2
m 1 &
- 2 21
24—2211005( (k—1)jf+0))
m 1 & 2((k—1) 2% +9)
> + 5 1;1 e{e b=
m 1 2((k—1)j 2% +0)
E zRe{kZ] el Jm } (5_132)
Analogamente, para que ‘ n’j
m
Y sin® ((k—1)j22+6;) = — (5-133)
k=1 Pj
Sabemos que VO € R, cos (20) = 1 — 2sin” @, portanto sin> @ = 1_%5(26).

Portanto

Zsinz((k—l)j%”—i—e) =
k=1
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1—cos (2((k—1)j2Z +9))

i 2 -

k=1
m 1 _
7735 Zcos(2((k— 1)]%—#6)) =
k=1
1 & ; 2T
T =5 Y Re{e?* D710y
k=1
mo 2
M _ 1 Ref Y 26050y (5-134)
2 2 5
Das equacdes (5-128) e (5-132) temos
1 LOu. 2T o 1
T+_Re{zel2<<k—mm+9ﬂ} = . (5-135)
2 2 = P;
Das equacgdes (5-133) e (5-134) temos
mo 2
"L ety Ny - L (5-136)
2 2 = p;
Seja
m. . .21
o= Y e2(k-Dii0) (5-137)
k=1
de modo que
m 1 1
—+-Re{c;} = —, (5-138)
2 2 7 p?
m 1
J
Note que G € uma progressao geométrica. Portanto
, 2
5. — o212 10)) (2D +0)ym
.= m =
/ 2125105
ei2((k-1)j%+ej) ei2((k=1)j2re+m8;) _ | _
2012 10))
i2m0;
e2(-n)vey) € 7] (5-140)

S2(k-1)j3 40

As contas ficam muito mais simples se 6; = 0. Procuremos uma solu¢ao com 6; = 0 (se
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for impossivel, retomamos os calculos a partir daqui). Com 0; = 0, temos

- .21 01
6; = e2((-1i%) € - —0 (5-141)
e2((k=1)J%0)
portanto, pela equagdo (5-138), temos
1
25 (5-142)
2 P;
portanto
2 _ 2
m = Pj

pj==£\/2. (5-143)

Entre as duas alternativas, escolhemos (arbitrariamente)

pi=y/2 (5-144)

Note que a equacdo (5-139) também € satisfeita.

Sabendo que 6; = 0, entdo das equagdes (5-125) e (5-144) segue que

0k = \/%cos ((k—1)7) (5-145)

E das equacdes (5-126) e (5-144) segue que

v = \/gsin((k— 1)) (5-146)

Para expressar a distancia entre dois vetores em termos das suas ‘B-coordenadas,
desejamos que ‘B seja ortonormal (ou seja, que todos os vetores de B tenham norma 1
e que cada par de vetores distintos seja ortogonal). Ja4 sabemos que os vetores de B t€ém
norma 1, por construcdo. S6 falta verificar que sdo mutuamente ortogonais. Isso foi feito

detalhadamente na sec¢do C.3 do apéndice C.

5.3.3 Calculo de distancias na base ordenada B

Lembre que para m impar:

B={01,0],...,0,,0 v} (5-147)
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onde m’ € definido pela equacdo (5-112). E para m par:
B={01,0],...,0,,0 1, vi,v_1} (5-148)

Para cada j € N tal que 1 < j < m’ seja Hj o subespago de R™ gerado pelos
vetores v € n'j. H; ¢ um hiperplano de dimenséo 2. Seja I o subespaco de R™ gerado por
v1; I € o autoespago correspondente ao autovalor 1. Se m € par, seja J o subespaco de R”
gerado por v_p; J é o autoespaco correspondente ao autovalor -1. Todos esses subespacos

(I, J, e todos os H;) sdo ortogonais entre si e a soma direta deles ¢ R™. Se m € impar:

m/

(PH)) o1=R" (5-149)
j=1
Se m € par:
ml
(PH))®1dJ=R" (5-150)
j=1

Analisando a matriz de C na forma candnica de Jordan (equacdes (5-113) e
(5-114)) vemos que todos esses subespagos sdo invariantes por C.

Se m € impar entdo para cada p € R™ temos pelo teorema 5.14:

ml

p= (Y pa0j+pPy,05) +pivi (5-151)

j=1

onde

Py, =P Y (5-152)
Py, =PV (5-153)
P1=p-Vi (5-154)

Teorema 5.14. Dado um espago vetorial E munido de produto interno, se ‘D é uma base
ortonormal, as ‘D-coordenadas de um vetor qualquer podem ser obtidas pelo respectivo

produto interno. Ou seja, se
D={d,...,dn} (5-155)

é uma base ortonormal de E entdo

m
VueEu=Y (u-dj)d, (5-156)
j=1

[9]
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Prova. Como D é uma base de E entdo para qualquer u € E existem escalares Ol ..., 0y,
tais que

u=oud+--+ydny (5-157)
Dado j € N tal que 1 < j < m podemos fazer o produto interno de ambos os lados da

equagdo (5-157) por d;:

u-d; = (Otdy 4+ Cyudly) -dj =
OCl(dl 'dj)—|—"-—|—06m(dm-dj) (5-158)

Como D € ortonormal, entdo para todo natural [ tal que 1 <!/ <mel=#j, d;-d i =0,
portanto oy (d; - d;) = 0. Portanto a equagdo (5-158) fica

M-dj:()(.jdj-dj:o(.j (5-159)
Como D € ortonormal, d; -d; = 1, portanto
u-dj:ocj(l):ocj (5-160)

OJ

Se m é par entdo para cada p € R temos

m/

p= (Y paoj+p500) +p-1v1+pivi (5-161)

j=1

Em ambos os casos (;m par e m impar) definimos Py, (p) como a projecdo ortogonal de p
sobre H;:

Pu;(p) = pa,0j+ Ph,v) (5-162)
Dados p,q € R™ seja d(p,q) a distincia euclidiana entre p e g e seja

dr(p,q) = d(Pu,(p),Pu;(q)) (5-163)

Claramente temos

— _ 2 ) B}
i, (p.4) = \/(ar, = pa, P+ (a5, — P} (5-164)
Analogamente, seja P;(p) := p1v) (a projecéo ortogonal de p sobre I) e para p,q € R™
seja d(p,q) =d(Pi(p),Pi(q)). Temos

di(p,q) = lq1 — p1| (5-165)
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Para m par seja
Py(p) = p-1v-1 (5-166)

(a projecdo ortogonal de p sobre J) e para p,q € R" seja

dy(p,q) =d(P;(p),Ps(q)) (5-167)

Temos
di(p,q) = lg-1—p-1| (5-168)

Se m é impar entdo para cada p,q € R™ temos

d(p.q) =

/

(X (a1, — 2, + (g, — 25 )?) + (a1 — pr )2 =
j=1

3

Z (p.9) +d; (p.q) (5-169)

Analogamente se m € par entdo para cada p,q € R™ temos

d(p,q) = (Z d@(ﬂﬂ)) +d(p.q) +dj(p,q) (5-170)
j=1

Nosso objetivo € achar a distancia minima. Pela observacao 3.5 podemos analisar
os respectivos quadrados da distancias pois o0 minimo dos quadrados corresponde ao

quadrado do minimo. Temos entdo para quaisquer p,q € R™ e m impar:

3

d*(p,q) = (Y dit,(p,q)) +di (p.q) (5-171)
j=1

E para m par:

/

d*(p,q) ZdH (p,q)) +d; (p,q) +dj(p.q) (5-172)
j=1

Analisemos a matriz da operagdo C na forma candnica de Jordan. Observe as

equacdes (5-113) e (5-114). Lembre que em R? o operador linear que rotaciona por angulo

cos® —sin0
) (5-173)
sin® cosO

0 € descrito pela matriz

[5] Entao
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e Dado p € R, C ndo muda a projecdo ortogonal de p sobre I:
P(Cp) = Pi(p) (5-174)

Para todo ¢ € Z:
P(Cp) = Pi(p) (5-175)

portanto para quaisquer p,q € R™ e qualquer ¢ € Z:
2 (C _ 72 _ 2
di (C°p,q) =di(p,q) = (91 — p1) (5-176)

e Dado p € R, C reflete a projecdo ortogonal de p sobre J em torno da origem:

P;(Cp) = —P;(p) = Pi(—p) (5-177)

Para todo ¢ € Z:
P;(C°p) =Pr((—1)p) (5-178)

portanto para quaisquer p,q € R™ e qualquer ¢ € Z:

d}(Cp,q) = d3 (—1)°p,q) = (g—1 — (= 1)°p_1)? (5-179)

portanto
d3(C°p,q) = % + P21 —2q-1(~1)°p_1) (5-180)

e Dado p € R™, C rotaciona Py;(p), — j%ﬂ rad. Se representarmos Py, (p) em coorde-

nadas polares

Pr;(p) = (rpj,0p)) (5-181)
entao
Py (Cp) = (rp},8p) — jo) (5-182)
Para todo ¢ € Z:
Py (C°p) = (rp;,8p; —cjor) (5-183)

Pela lei dos cossenos sabemos que para quaisquer p,q € R?:

&*(p,q) = |IpII* +lgl* = 2|l gl cos (8(p,q)) (5-184)

onde 8(p,q) é o angulo entre os vetores p e g. Sejam (ry;,0,;) as coordenadas

polares de Py;(q). Entdo

diy (C°p,q) = rpj+1g; = 2rpjrgjcos (B — 0, +cj2x) (5-185)
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Se definirmos A; := 6,; — 0,; temos entdo
2 c _ 2 2 - 27T
diy, (C°p,q) = rp;+rg;—2rpjrgjcos (Aj+cjir) (5-186)

Combinando as equacdes (5-172), (5-176), (5-180) e (5-186) concluimos que,

para ¢ € Z e m par:
d*(Cp,q) =

m/
(X rzzlj‘”;j —2rpjrgjcos (Aj+cjZE)) + (g1 — )+ + P 29 1(—1)py
=1

(5-187)
Aglutinando todos os termos que independem de ¢ temos, para m par:
d*(C°p,q) =
(Z ’f:j“fn) (g —p)* g +ph -
j=1
m )
2(2 rpiTqjc0s (Aj+cjZ)) —2q_1p_1(—1)" =
j=1
2 2 i
eI~ + llall” —2q1p1 — 2(2 rpjrqjcos (A; +cj%”) +q-1p-1(—1)°). (5-188)
j=1
Analogamente para m impar:
2 2 a .
d*(Cp,q) = IpII” + llgll* —2g1p1 — 2 (Z rpjrqjcos (A; +CJ%“)> : (5-189)
j=1

5.4 Reducao eficiente do produto de matriz circulante

por vetor ao calculo da distancia especial

Como vimos na sec¢do 3.1.1 o cdlculo da distancia especial pode ser eficiente-
mente reduzido ao cdlculo do produto entre matriz circulante e vetor. Queremos saber
se a reducdo eficiente também ocorre no sentido oposto: podemos reduzir eficientemente
o produto entre matriz circulante e vetor ao cdlculo da distancia especial? Se essa redu-
¢ao for possivel em tempo o(mlogm) e se soubermos como calcular a distincia especial
em tempo o(mlogm) entdo podemos multiplicar matriz circulante por vetor em tempo
o(mlogm). Portanto, se tal reducdo eficiente for possivel entdo calcular a distincia espe-

cial em tempo o(mlogm) é pelo menos tdo “dificil” quanto multiplicar matriz circulante
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por vetor em tempo o(mlogm), o que seria desencorajador.
Essa redugdo, se existir, ndo € obvia. A partir de M,qg o algoritmo 3.1, usa
apenas uma de suas coordenadas (a médxima) para construir d.(p,q). Ocorre “perda de

informagdo” e ndo ¢ facil reconstruir Mg tendo como base apenas d.(p,q) e vc(p,q).



CAPITULO 6

Conclusao

Foram apresentadas técnicas de aceleracao da variacdo do KNN:

e Aceleracdo do cdlculo da distancia especial através da FFT
e Eliminacido rdpida de vetores de treinamento desfavordveis

e Paralelismo

Foi descrita uma aplicagdo em visdo computacional. Foi descrito um programa implemen-
tado em C++11, de desempenho drasticamente melhor do que o forca bruta. O desempe-
nho foi medido e apresentado. Para a base de dados Mnist, o algoritmo mais otimizado e
rodando em 8 threads foi 398 vezes mais rapido do que o forca bruta sequencial.

Quanto a trabalhos futuros, a primeira sugestdo é adaptar uma estrutura de
dados na literatura de KNN a variagdo abordada neste trabalho. Outra sugestdao € obter
uma implementacdo em software da medida de similaridade descrita em [11], acopla-
la ao CyclicKNN, e testar o desempenho e eficidcia da solu¢do em instancias reais de

processamento de imagem.
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APENDICE A

Propriedades da distancia especial

Conforme vimos na definicdo 2.12, para p,q € R™ a nossa distancia especial é

definida como

de(p,q) == min d(p',q) (A-1)
p'eC*(p)

Teorema A.1. A distdncia especial é ndo-negativa:
Vp,q €R",de(p,q) 20 (A-2)
Prova. Seja g € R™. A distancia euclidiana € ndo-negativa, portanto
vp'eR™,d(p',q) 20 (A-3)

C*(p) € R™, portanto:
vp' e C*(p),d(p',q) =0 (A-4)

Portanto, d.(p,q) é o minimo de um conjunto de nimeros reais ndo negativos, portanto
de(p,q) 20 (A-5)

O

Teorema A.2. A distdncia especial fere a propriedade

p#q = de(p,q) >0 (A-6)

Prova. Contraexemplo: p = (1,...,m) e g = (2,...,m,1). Note que ¢ = Cp. Claramente
p # q, porém d.(p,q) = 0. De fato:

de(p,q) = errcl}?p) d(r.q) (A7)
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Temos ¢ = Cp, portanto g € C*(p), portanto o conjunto

{d(p',q) | p' €C*(p)} (A-8)

inclui o elemento d(q,q), que é 0. Todos os outros elementos desse conjunto sdo reais

nao-negativos, portanto o minimo € 0. 0J

Lema A.3. Vc € ZVp,q € R™,d (Cp,C°q) =d(p,q)

Prova. C é um operador linear que preserva distancias (teorema 5.5), ou seja,
Vp,q € R",d(Cp,Cq) =d(p.q) (A-9)
Segue imediatamente que
¥p,q € R", d(C°p,C%q) = d(p,q) (A-10)
e por inducao finita segue que
Ve e N,Vp,q e R", d(C°p,C°q) =d(p,q) (A-11)
Por convencio, C° é a funcio identidade, portanto
¥p,q € R",d(C°p,C%) =d(p,q) (A-12)
Das equacdes (A-11) e (A-12) segue que
Ve € Z>oVp,q € R™,d(Cp,Cq) =d(p,q) (A-13)

Portanto para quaisquer p,q € R™ e qualquer ¢ € Zx>( temos

d(p,q) =d(CC “p,C°C “q) =d(C “p,C“q) (A-14)

ou seja:
Ve € Z>oVp,q e R", d(C “p,C “q) =d(p,q) (A-15)

portanto
Ve € Z<oVp,q € R",d(Cp,C°q) =d(p,q). (A-16)

Das afirmagoes (A-13) e (A-16) segue o que queremos demonstrar. 0
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Teorema A.4. A distdncia especial é simétrica:
Vp,q €R™, de(p,q) = de(q, p) (A-17)
Prova. Temos
de(p,q) == min d(p.q) (A-18)
P'eC(p)
Repetimos aqui a definicao 2.10: dado um ponto p € R™,
C*(p) ={p,Cp,....C" " (p)} (A-19)
ou seja:
C*'(p)={Cp|ce{0,....m—1}} (A-20)
I Portanto da equacio (A-18) temos
de(p,q)=  min  d(Cp,q) (A-21)
ce{0,....,m—1}
Analogamente,
d.(q,p) = in d(Clq, A-22
e(4,P) P (Cq,p) (A-22)
Pelo lema A.3,
de(q,p) = (A-23)
min  d(C'q,p) = A-24
oo™ (C'q,p) (A-24)
in d(C"!Clg,c"p) = A-25
oo™ ( q p) (A-25)
min  d(C"q,C" 'p) = A-26
1€{0,...,m—1} ( K p) ( )
in  d(q,C"'p) = A-27
oo™ (q p) (A-27)
min  d(q,C'p) = (A-28)
je{l,...m}
min  d(C'p,q) = (A-29)
Jje{l,...m}
min  d(C/p,q) = A-30
j€{0,....m—1} ( p (]) ( )
de(P,q) (A-31)

1C*(p) é o conjunto dos pontos C¢p para c inteiro entre 0 e m — 1, inclusive.
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A peniiltima igualdade segue do fato de que C"'p = C%p. 0J

Lema A.5. Vn € Z=g, d.(p,q) <d(C"p,q)

Prova. Para qualquer n € Z>, temos C"p € C*(p), portanto

d(C"p,q) € {d(p'.q) | p' € C*(p)} (A-32)
Portanto
d.(p,g) = min d(p’,q) <d(C"p,q) (A-33)
p'eC*(p)
O

Teorema A.6. d, satisfaz a desigualdade triangular: para quaisquer p,q,s € R™ vale

d(p,s) <d(p,q)+d(q,s) (A-34)

Prova. Dados p,q,s € R™ queremos provar que d.(p,q) +d.(q,s) > d.(p,s). Pela defini-

¢do de d,, existem inteiros ¢ e ¢’ tais que

de (p7 q) = d (Ccpv Q) (A_?)S)
de(q,s) =d(C"q,s). (A-36)
Pelo lema A.3,
d(C’p,q) =d(p,C “q) (A-37)
d(Cq,s) =d(C“q,C ). (A-38)

Combinando as equagdes (A-35), (A-36), (A-37) e (A-38) obtemos

do(p,q) +do(g,s) = d(p,C~°q) +d(C¢q,C~s) >
d(p,C~<s) (A-39)

onde a ultima desigualdade decorre da desigualdade triangular em R para a distincia

euclidiana d. Mas pelo lema A.S5,

d(p,C~““s) >d,(p,s). (A-40)
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Das equacdes (A-39) e (A-40) segue que

de(p,q) +de(q,s) > de(p,s). (A-41)

Teorema A.7. A distdncia especial ndo é invariante quanto a translagcdo. Ou seja, é falso
que
Vp,g,s €ER", de(p,q) =de(p+s5,9+s5). (A-42)

Prova. Contraexemplo: p = (0,1), g = (1,0), s = (0,—1). Para esses valores temos:

d.(p,q) =0 (A-43)
de(p+s,9+5) =d.((0,0),(1,-1)) =v2 (A-44)
Portanto
de(p,q) # de(p+s,9+s). (A-45)
O

Teorema A.8. A distdncia especial é invariante quanto a translacdo por vetores miiltiplos
de (1,...,1)

Prova. Sejau = (t,...,t) um vetor mdltiplo de (1,...,1). Dado ¢ € N temos Cu = u. Por

outro lado,

C(p+u)=Cp+Cu=Cp+u, (A-46)
portanto

C'(p+u)={r+ulrecC(p)}, (A-47)
portanto

de(P+M7Q+”) =

min d(r,q+u) =
reC*(p+u) ( K )

min d(s+u,q+u)=
sec*(p)( q+u)

N o
i 4o

de(p;q)- (A-48)
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APENDICE B

Teorema B.1. Para quaisquer p,q € R™:

de(p:q) = lllpll = ll4ll|

(B-1)

Prova. Para qualquer espacgo vetorial E (real ou complexo) munido de produto interno e

para quaisquer p,q € E, vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz [5]:

lp-al < lIpllllqll

(B-2)

Vale em particular para £ = R™. Em R o produto interno canonico € real. Para qualquer

x € R vale x < |x|, portanto
p-a<|p-q|
portanto, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz:

p-a<lpllqll

Combinando com a desigualdade (3-53) temos:

2 2
d;(p,q) > Ipl” +llall* = 21pll 4]

portanto:
d;(p.q) = (llp = llal)?

portanto:
de(p:q) = [Pl = l4ll]

Teorema B.2. Seja p € R" e sejam po,...,pm—1 as coordenadas de p:

p=(po;---Pm-1)

(B-3)

(B-4)

(B-5)

(B-6)

(B-7)

(B-8)
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Aqui indexamos as coordenadas a partir de 0 e ndo de 1 como no resto desse trabalho.

Seja p = (po, ..., Pm_1) a DFT de p. Sejam!

p =Cp,
p¢i=TFpp° (B-9)
Entdo:
Pi=wp (B-10)
Prova. Pela definicao da DFT (equacdo (3-38)):
m—1
pr="73 op; (B-11)
Jj=0
Temos:
pC:(pca"'7pm—17p07"'7pc—1) (B—12)
Mais precisamente:
hd VJE {Oa"wm_l_c}?p;:pj-l-c
e Vje{m—c,....om—1}, pS=pjic-m
A transformada de p°© é:
~ m_l .
j=0
m—1 )
Wl Z 0)(j-i—c)lp; _
j=0
m—1—c m—1 )
ol Y ot pi+ Y ot p ). (B-13)
j=0 Jj=m—c
Fazendo h = j+ ¢ no somatério Z;.”:_OI_C:
N m—1 m—1 )
f=o | Yoyt Y o pp ). (B-14)
h=c j=m—c
Fazendo h = j — m+ ¢ no somatdrio ):’}1:_,,117 o
(B-15)

m—1 c—1
pi=0"" ( Y o"put Y 03(“’"”17;,) =
h=c h=0

Nesse teorema e na sua prova, o subscrito ¢ em um vetor indica rotagdo e nio exponenciagio.
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m—1 c—1
o 0" pp+o™ Y o"py, | . (B-16)
h=c h=0

Como @™ = 1 entdo:
~ e (& ©
pi=0" Y o"pp+ ) opy| =
h=c h=0

m—1
oY o"py=0"p. (B-17)
h=0
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Teorema C.1. Dividamos R? em dois semiplanos: acima e abaixo da reta py = py. Ou
seja, o semiplano 1 é
(p1,p2) ER* [ p2 < pi (C-1)

e o semiplano 2 é
(p1,p2) €R? | pa > pi (C-2)

A interseccdo dos dois semiplanos é a reta p1 = p>. Dado q = (q1,q2) € R?, 0 ponto de

C*(p) mais proximo de q é aquele que estiver no mesmo semiplano que q.

Prova. Sejam

di = d(p.g) = /(@1 — p)* + (g2~ p2)? (€3)

dy = d(Cp,q) = \/ (@1 — p2)* + (@2~ p1)? (C-4)

Pela observacdo 3.5 podemos comparar d% com d% pois o minimo dos quadrado corres-

ponde ao quadrado do minimo.
b >d = d3>d} — d3—di >0 (C-5)
Temos

d3—di = (q1 —p2)* +(q2—p1)* = (@1 —p1)* + (@2 — p2)*) =
@i —2q102+ Py + 45 — 2q2p1 + P — (41 —2q1p1 + i + @ — 2q2p2 + p3) =
2(qip1+q2p2 — q1p2 — q2p1) (C-6)

logo
dy > dy <= 2(qip1 + 9202 —q1P2—q2p1) >0 (C-7)

portanto
dy > dy <= qip1+qp2—q1p2—q2p1 > 0. (C-3)
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pP2<pi1|p2=p1|Pp2>Ppl1
g2 < g1 Vv AV F
q2 = q1 \" \Y A%
q2 > q1 F \% A%
Tabela C.1: Situacdes em que dr > d
p2<p1|p2=p1|Pp2>Ppl1
g2 < q1 A A\ F
9 =q1 \4 \Y \4
q2 > q1 F Vv AY

Tabela C.2: Situacdes em que p e q estdo no mesmo semiplano

Temos
Qip1 +qp2—qip2 —@2p1 = (@2 —q1)(p2 — p1) (C-9)
Disso e da equacao (C-8) segue:
dy>dy <= (@2—q1)(p2—p1) > 0. (C-10)

Da equacdo (C-10) segue a tabela C.1. Dessa tabela se v& que d; > d; se e somente se p
e g estdo no mesmo semiplano (tabela C.2).

OJ

C.1 Em R’ C é uma rotacio

A matriz de rotagdo de um angulo 6 ao longo do vetor unitario u = (uy, uy,u;) é
dada por

cos® +u2(1 —cosB)
R = | uyuty(1 —cos®)+u,sin®

uxtty(1 —cos0) —u,sin® wuyuz(1—cos0O)+uysind
c0s9+u§(1 —cos0)

uttz(1 —cos®) —uy,sin® wuyu;(1—cosO)+u,sind

uytz(1 —cos®) —u,sin®
cos0 +u2(1 — cos9)
(C-11)
[1]

Substituindo 6 = %T rad e uy = uy = u, = \/Lg, temos

cos0 = —0.5

sin@ = \/§

2

1—cos®=1.5
uizuizu?zuxuy:uxuzzuyuzz%
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—u;Sin® = —u,sin® = —u,sin® = 0.5
uySin® = u,sin® = u, sin® = —0.5. (C-12)
Assim
010
R=10 0 1 (C-13)
1 00

que € a matriz da transformacao C.

C.2 A férmula (5-58) vale também para R,.(6,—96,) € R4

Aqui terminamos o trabalho da se¢do 5.1.

Lembremos que

Ry={-m—%:5;m} (C-14)
Se Ryx(8,—8,) = —m entdo o valor calculado para ¢y, pela formula (5-58) é
Cmax = (3—a(—3)) mod3=2 (C-15)

E para Ry (8, —6,) = —m temos:

cos(8,—0,) =cos(—m) =—1
cos (8, — 6, + %) =cos(—%F) =0.5
cos(eq—ep-i-%”) =cos(5)=0.5 (C-16)

portanto a férmula (5-58) satisfez a equacao (5-26).

Se Ry(8,—8,) = 7 entdo o valor calculado para ¢, pela férmula (5-58) é
cmax = (3—a(3)) mod3=1 (C-17)

E para Ry (8, —6,) = 7 temos:

cos (8, —6,) =cosmt=—1
cos (6, —6,+ 2?“) = cos(%ﬂ) =05
cos (eq—ep+%ﬂ) =cos(5)=0.5 (C-18)

portanto a férmula (5-58) satisfez a equacao (5-26).
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Se Ro(84 —6,) = —3 entdo o valor calculado para cuqy pela férmula (5-58) é
Cmax = (3—a(—0.5)) mod3 =0 (C-19)
E para Ry(8, —6,) = —% temos:

cos (6, —6,) =cos(—%)=0.5
cos(eq—6p+ ) =cos(5)=0.5
41t

3) cos

=

cos (6, —6,+ =—1 (C-20)

portanto a férmula (5-58) satisfez a equacao (5-26).

Se Ry(8, —0,) = 5 entdo o valor calculado para ¢, pela férmula (5-58) é
cmax = (3—a(0.5)) mod3=0 (C-21)
e para Ro (6, —6,) = % temos:

cos (8, —6,) =cos(5) =0.5
cos(Gq—6p+—T‘)=cos7'c:—1
cos (8, — 0, + ) = cos () = 0.5 (C-22)

portanto a férmula (5-58) satisfez a equacao (5-26).

C.3 Ortonormalidade da base ordenada B

Como vimos na sec¢ao 5.3.2, todos os vetores da base ordenada ‘B correspondente
a forma canonica de Jordan t€ém norma 1, por construcdo. Para verificar que B € ortonor-

mal, falta verificar que cada par de vetores distintos é ortogonal. Para isso usaremos o

Lema C.2. Seja Z.( o conjunto dos inteiros ndo-nulos. Seja |l € 7. e m € Z4. Entdo para
todo j € Z vale:

Z sin ( ]lzn = (C-23)
E para todo j € Z.4 vale:

m—1

Y cos(jIZ)=0 (C-24)

1=0
Prova. Seja

27
®w:=e 'm (C-25)

Temos
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® ®=cos (%‘) —isin (%‘)
e ©° =cos (6%‘) —1isin (6%‘)
e 0" =1
Seja agora:
m—1
o(j):=Y o (C-26)
1=0
Temos

m—1 m—1 ]
Z cos (jI2Z) = Z Re{w/'} =
1=0 1=0
m—1
Re{ } o'} =Re{o(j)}. (C-27)
1=0
Também temos

m—1 m—1 )
Y, sin (ji3F) = = ) Im{o/} =
=0 =0

m—1
~Im{ } o'} = —Im{c(j)}. (C-28)
=0
Portanto basta provar que:
1. VjeZ,Im{c(j)} =0
2. Vj € Zo,Re{c(j)} =0
Para j =0:
m—1
c0)=Y o’=m (C-29)
=0

E se j € Z entdo o(j) é o somatério de uma progressdo geométrica de m termos cujo
termo inicial é 1 e cuja razdo é & # 1. Portanto vale a férmula tradicional para somatério

de progressao geométrica:

L 0"—=1 1-1
=T 1" (C-30)
De (C-30) segue imediatamente (2). E de (C-30) e (C-29) segue (1). ]

Agora provaremos a nulidade do produto interno de qualquer par de vetores
distintos de B.

Lembre que para m impar:

B={01,0],...,0,,0 v} (C-31)
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onde m’ € definido pela equacdo (5-112). E para m par:
B={01,0],...,0,,0 1, vi,v_1} (C-32)

Teorema C.3. Se j # [ entdo v;-v; =0.

Prova.

bj-b = %licos((l— 1)jZ)cos (1 —1)I22) = (C-33)

Fazendo o = [ — 1, temos

v = Z cos 0] cos( [ ) (C-34)
Sabemos que Vp € RVq € R,cos pcosg = = (p +q)J2r°°S (P=4) portanto
2 =L eos ((j+1)0ZE) +cos ((j—1)o%E)
0=0
1"
m

Z cos ((j+1)02Z) +cos ((j—1)o2X)) =
T o

((j+Do Z cos ( 02l (C-35)

EIH

J e [ s@o naturais tais que j # [, portanto j+ [ # 0 e j— [ # 0. Portanto pelo lema C.2 o

valor da expressao C-35 é

1 1
—0+—-0=0 (C-36)
m m
portanto v - v; = 0. 0
Teorema C.4. v, 'V&, =0
Prova.
2 ¢ 21
Vi, Wy, = —~ Y (cos ((h—1)jZ)sin ((h— 1)12) (C-37)
h=1
Fazendoo =h—1:
o m-, 1
v, -vgw =— Z cos (0,j22) sin (0l 2Z) (C-38)
Sabemos que Va,b € R, cosasinb = sin (bJra);Sin (b=a) portanto

2m ! sm 12—75+oj2—71)—|—sin(012—“—0j%1)

/o m m m —




Apéndice C

94

pelo lema C.2, a expressao acima € 0.

Teorema C.5. Para m par, vy, v-1=0

Prova.
m

S

) htl
v (cos( W”)(—l) =
h=1

vy V-1 =

Fazendoo=h—1:
vy Vo1 = Z cos (0j22)(—1)°12) =

V2 Z (cos (0j25)(~1)%) =
0=0

N\i

Z cos ( 2t]2”)( 1)2t+cos((2t-|-1)j%‘)(_1)2t+1>:

—_

(cos (2¢j22) — cos (2t + 1) j22)) =

=S
17

=0
m_q
2
Y2 ¥ (cos (21 2F) +cos (2t + 1) j25) — 2cos (20 + 1) X)) =
=0
- 7]
V2 ¥ (cos (2125) +cos (2 +1)j25)) — 22 Y cos (2 +1)j25) =
=0 =0
m—1 % 1
‘n? (cos(x]27T —i Z cos 2x+1)] 70)
x=0 x=0
J € Z, portanto pelo lema C.2 temos
m—1
% ) (cos (xj22) =0
x=0
Portanto
%
Vi, V-1 = Z cos ((2x+ 1) j2 ) =
=0
%

ZRC{C ((2x+1)j ;20 )}

(C-39)

(C-40)

(C-41)

(C-42)
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N\E

(C-43)

Temos j # 0, e 0 somatoério acima é o somatorio de uma progressao geométrica de termo

inicial U, i(2)20
inicial e termos e razdo e' 7é 1. Portanto

m_q
Y S22
x=0
2 im  2TC
2=y m
ei(j%)(el( ],Z))z —1 _
. LLTT
elZitr)
L2 P —1
< m 2T -
elZi%r)
2T —
el 1-1 0 (C-44)
i(2/22)
e m’—1
Portanto vy, -v—j = —% Re{0} =0. O
Teorema C.6. vy, -vi =0
Prova. "
v, vy = Y2 Z )j ) (C-45)
Fazendo n = h— 1, temos
3 m—1
v, v =Y2 Y cos(njX) = (C-46)
n=0
J € Zq portanto, pelo lema C.2
m—1
Z cos (n]%”) =0. (C-47)
n=0
OJ
Teorema C.7. Se j # [ entdo v&j 'V;», =0
Prova. "
2 . . .
v&j -v&l = Z (sin((h— 1)]%‘))(sm((h — 1)1%‘)) (C-48)

h=1
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Fazendo n = h — 1 temos
m—1
Vi Vay = ~ Z‘b(sm (nj22))(sin (nl22)) (C-49)
n:

Para todo 6 € R temos
cos(a—b)—cos(a+b) =

(cos acosb -+ sinasin b) — (cos acosb —sinasin b) =

2sinasinb (C-50)

portanto

1
sinasinb:E(cos(a—b)—cos(a—f—b)). (C-51)

Combinando essa igualdade com a equagdo (C-49) temos

2ml . .
= ZO 2 cos (n(j —1) ) — cos (n(j + 1)) =
1m 1
_ Z COS —l Wﬂ —_ — Z COS ]+l Wﬂ) (C—SZ)

J € I s@o naturais tais que j # [, portanto j—I € Zq e j+1 € Z. Portanto pelo lema C.2

1 1
v&j -v&l = n_1m0 — ZmO =0. (C-53)
O
Teorema C.8. Para m par; v&j v_1=0
Prova. "
v, v =2 (Y sin ((h— 1)) (- 1)), (C-54)
h=1
Fazendon=h—1:
\[mfl 5
V), V-1 = 72 (sin(n]%;‘)( 1)"%)
n=0
m—1
Y2V (sin (nj22)(—1)") =
n=0

% (sin(2oj%”)(_1)20_|_sin((20+1)]'%”)(_1)204—1) _
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\/75 E (sin (ZOj%“) —sin((20+ 1)]%‘)) =

% Z sin ( 20]2”)+sm((20+1)12”) ZSIH((20—|—1)J27T>) =

7"_] m -1
\/75 Z (s1n(20] )+Sln((20+1)j2 ) — 2\[ Z sin((20+1) j2 )

N\§
,_.

% i (sin (gj2Z) — Z sin((20+4 1) j22) (C-55)

J € Zi4, portanto pelo lema C.2 temos

m—1
Y2 cos (gj20) =0 (C-56)
g=0
Portanto
%
v&j-v_l = Z sin((2041)j22) =

m_

Zlem{e ((2041); )}_
0=0

m_

Z\f 2 Im{ Z oi((20+1) Jz,f)} (C-57)
0=0

Temos j = 0, e 0 somatoério acima € o somatdrio de uma progressao geométrica de termo

R jziT) i(2j7, 21 m
inicial e , razo ¢' 7& 1 e 5 termos. Portanto

Y ei((20+1)j%”) _
0=0
2
G2 (€T )E
e m =
i)
G2 P —1
REIEOR
2 _
S0 12 L (C-58)
i2j5)
e m’/—1
Portanto vy, -v—j = —%ﬁlm{O} =0. O

Teorema C.9. v} -v; =0
]
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Prova.

Fazendo o = h — 1, temos
ﬁm—l
v v =Y Z sin (0j22)
0=0

Pelo lema C.2

Teorema C.10. Para m par, v_1-vi =0

Prova.

(C-59)

(C-60)

(C-61)

(C-62)
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