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Resumo

Esta dissertacao trata do emaranhamento genuino nas variaveis espaciais
de um sistema tripartido de fétons e de um sistema quadripartido de fétons.
Cada termo usado na frase anterior foi investigado ao longo da realizacao
deste trabalho e os primeiros capitulos desta dissertagao sao reservados para
discutir o significado desses termos. Os estados de fétons sao alcangados
com o uso de um esquema experimental que usa o fenomeno SPDC, do in-
glés spontaneous parametric down-conversion. Dedicamos algumas paginas
para tratar do SPDC, mas com um objetivo em mente: obter os estados de
fotons. Esses estados sao entao submetidos ao critério de emaranhamento de
van Loock-Furusawa, confirmando que, sob determinadas condicoes, ocorre

emaranhamento genuino.

Palavras-chave: Optica quantica, Informacao e computacao quantica,

Emaranhamento quantico, SPDC.



Abstract

This dissertation deals with the genuine entanglement in the spatial va-
riables of a tripartite photon system and of a quadripartite photon system.
Each term used in the previous sentence was investigated during the course
of this work and the first chapters of this dissertation are reserved to discuss
the meaning of these terms. The photon states are reached with the use of an
experimental scheme that uses the spontaneous parametric down-conversion,
SPDC. We dedicate a few pages to deal with SPDC, but with one goal in
mind: to obtain the tripartite state of photons. These states is then sub-
mitted to the van Loock-Furusawa entanglement criterion, confirming that,

under certain conditions, genuine entanglement occurs.

Keywords: Quantum Optics, Quantum information and computation,

Quantum entanglement, SPDC.



Capitulo 1
Introducao

Esta dissertacao trata do emaranhamento quantico nas variaveis espaci-
ais de um sistema de trés fétons e de um sistema de quatro fétons. Ao longo
deste trabalho, discutiremos emaranhamento e deteccao de emaranhamento
sem, claro, esgotar o tema. Discutiremos também o fenémeno e o aparato
que produz esses estados de trés e quatro fotons. Este capitulo serve como
base para o resto do texto, dando motivacoes e o conjunto de referéncias
usadas para escrevé-lo. Na tltima secao deste capitulo apresentaremos um

resumo da estrutura do texto.
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1.1 Motivacoes

Em 1900, Maz Planck inaugura a (velha) mecanica quantica e ali ji
surge, mesmo que sutilmente, algumas propriedades paradoxais dessa nova
teoria [1]. Depois disso, varios trabalhos levaram a teoria quantica um passo
adiante, culminando numa formulacao coesa dessa teoria em 1925-26 |2, 3].
Essa (nova) mecéanica quantica nao era unanimidade na comunidade cienti-
fica, especialmente por ser muito diferente de tudo que havia de ciéncia até
entao. Dentre o grupo de cientistas que criticavam essa mecanica quantica,
se destaca Albert Finstein, que manteve um frutifero debate com Niels Bohr
a esse respeito. E justo dizer que o artigo de Einstein, Podolsky e Rosen [4]
foi o mais importante resultado dessa discussao, ja que trouxe o emaranha-
mento quantico ao palco da mecanica quantica, um aspecto até entao nao
explorado®.

Além de ser fundamental para os fundamentos da teoria quantica [5], o
emaranhamento quantico é um recurso valioso para a computacao e a in-
formagdo quantica [6]. Na computagdo quantica, o estado de um sistema
quantico é alterado por meio de portas que, basicamente, sao operagoes uni-
tarias no sistema. Vamos aqui estender esse conceito para incluir também
operacoes de medicao. O sistema em si é composto por qubits®. Para enten-
der a importancia do emaranhamento para a computacao quantica, considere
um sistema formado por 3 qubits e que nesse sistema atuam duas portas, P;
e P,3. A porta P, age sobre um tinico qubit por vez, enquanto que a porta
P, age sobre dois qubits por vez. Digamos que o sistema tenha a seguinte
estrutura: o primeiro e o segundo qubit estao emaranhados entre si e nao

estao emaranhados, ambos, com o terceiro qubit. Matematicamente,

[Yr) = |thi2) @ |13) .

Se P; atuar sobre o terceiro qubit de |¢)7), a estrutura de amaranhamento

LA definicdo de emaranhamento estd presente na Secdo 2.1.

2Formalmente, um qubit é um sistema quantico de dois niveis.

3Um exemplo de uma porta como P, é a porta Hadamard e exemplos de portas como
P, sao as portas de 1 qubit controladas.
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do sistema nao muda. Por outro lado, se P, atuar sobre o primeiro ou o
segundo qubit de |1)7), o emaranhamento entre esses qubits pode continuar
ou pode acabar, mas ambos ainda estarao nao emaranhados com o terceiro

qubit. Resumindo:

[th12) @ (Pr [¥03)) — [th12) @ |¢5)
(P1 [112)) @ [hs) — [th19) @ |1h3) ou [¢]) @ |¢5) @ [¢)3) .

Se P, atuar sobre o primeiro e o segundo qubit, novamente o emaranhamento
entre os qubits 1 e 2 pode continuar ou acabar. Agora, se P, atuar no
primeiro (ou no segundo) e no terceiro qubit, |¢r) pode assumir qualquer
configuracao de emaranhamento, desde de um emaranhamento genuino até

um estado totalmente separdvel (ver Secao 2.1). Resumindo:

Py(|th12) ® |1p3)) — indefinido,
(P [th12)) ® [th3) = [15) @ [¥3) ou [P1) ® [¥h) @ [4s)

ficando subentendido que, na primeira linha, P, atua sobre o qubit 1 ou 2 e
sobre o quibt 3. Nao ha diferenca na atuagao das portas P, e P nos qubits
1 e 2 quando olhamos para o resultado final. Isso ocorre porque os dois qu-
bits estao emaranhados. Desse breve exemplo tiramos duas conclusoes: por
um lado, se estivermos processando dois qubits emaranhados e desejarmos
alterar ambos no processo, uma porta que atue em um unico qubit pode ser
o suficiente. Do lado pratico, isso significa, em geral, uma simplificacao do
aparato que implementa o processamento dos dois qubits. Por outro lado,
algum tipo de rotina quantica pode exigir que qubits emaranhados sejam
produzidos. P; nao é capaz de produzir, partindo de qubits nao emaranha-
dos, um estado emaranhado. Para isso, é necessario portas como P,. Saber
como implementar P, é, portanto, um conhecimento valioso na computacao
quantica.

Colocando a discussao do paragrafo anterior num exemplo concreto, con-
sidere o protocolo de teletransporte quantico de Bennett [7]. Esse protocolo

inicia com o compartilhamento entre a emissora (Alice) e o receptor (Bob)
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de dois qubits emaranhados. Assim, produzir qubits emaranhados é crucial
para o funcionamento do protocolo ou, posto de outra forma, a capacidade de
construir uma porta como P, é essencial para o funcionamento do protocolo.
Na sequéncia, Alice efetua operagoes no seu qubit compartilhado e no qubit
que quer teleportar. Isso causa uma mudanca no estado do qubit de Bob,
possibilitando o teletransporte quantico. O ponto importante aqui estda na
palavra mudanca: operacoes feitas por Alice no seu qubit muda o estado do
qubit de Bob. O que torna essa mudan¢a induzida no qubit de Bob é o fato
desse seu qubit estar emaranhado com um dos qubits de Alice.

O emaranhamento pode estar presente nos mais diversos sistemas quan-
ticos: atomos, moléculas, fétons etc. Tanto sistemas com espectro discreto
quanto sistemas com espectro continuo podem apresentar emaranhamento,
como exemplificado na Secao 2.1. Este trabalho tem como principal foco o
emaranhamento em variaveis continuas de um sistema de fétons. Existem
bons motivos para seguir esse caminho, incluindo a prépria curiosidade ci-
entifica e a alta eficiéncia de esquemas experimentais baseados em varidveis

continuas [8].

1.2 Trabalho Relacionados

O tema caracterizacao de emaranhamento abordado no Capitulo 3 é bas-
tante amplo. Para esta dissertacao, um dos trabalhos mais importante nessa
direcao é devido a P. van Loock e A. Furusawa [9], que trata do emaranha-
mento em variaveis continuas de sistemas com trés ou mais partes. O artigo
de van Loock e Furusawa é uma extensao do artigo de Lu-Ming Duan, G.
Giedke, J. I. Cirac e P. Zoller [10], que aborda o assunto de emaranhamento
em variaveis continuas para sistemas bipartido.

Outros dois trabalhos de caracterizacao de emaranhamento, mais especi-
ficamente o critério PPT?, sao [11] e [12]. No primeiro trabalho, A. Peres
desenvolve o critério PPT e mostra que ele é mais forte que a desigualdade

de Bell [5]. No segundo trabalho, R. Simon estende o critério PPT para

4Ver Secdo 3.1.
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variaveis continuas.

Em 2015, F. Toscano, A. Saboia, A. T. Avelar e S. P. Walborn [13],
usando o critério PPT e outras técnicas, mostraram uma forma sistematica
de construir critérios de emaranhamento em variaveis continuas para sistemas
multipartido. O critério de van Loock e Furusawa é, conforme aponta os
autores, um caso especial do método desenvolvido por eles.

Para o leitor interessado nesse tema, o artigo de revisao de O. Giihne e G.
T6th [14] é um bom comego. Outro trabalho de revisao que vale ser citado,
agora focado no tema emaranhamento quantico em geral, é [15], devido a
R. Horodecki, P. Horodecki, M. Horodecki e K. Horodecki. A revisao feita
por S. L. Braunstein e P. van Loock [8] também trata de emaranhamento e
caracterizagao de emaranhamento, agora no contexto de variaveis continuas
e com énfase em Optica quantica.

O Capitulo 2 contém um breve tratamento da teoria quantica do SPDC e é
baseado, em sua maior parte, no artigo de revisao de S.P. Walborn et al. [16].
Esse trabalho trata do SPDC de uma maneira mais ampla, e trata também
de correlacoes espaciais dos fotons gémeos, experimentos de fenda dupla com
fotons gémeos, aplicagoes para informacao quantica entre outros assuntos. A
teoria do SPDC desenvolvida no trabalho de S.P. Walborn et al. é embasada
no trabalho de C. K. Hong e L. Mandel [17], que também trata do intervalo
de criagao dos fétons gémeos.

Existem na literatura varios trabalhos que ligam esses dois temas: ema-
ranhamento e SPDC. Em particular o artigo de A. T. Avelar e S. P. Wal-
born [18], que é a principal referéncia desta dissertagao. Esse trabalho propoe
um método para produzir um sistema tripartido de fétons com as variaveis es-
paciais emaranhadas. Outros dois trabalhos que fazem essa juncao de temas
¢é o esquema de teletransporte quantico por S. P. Walborn, D. S. Ether, R. L.
de Matos Filho e N. Zagury [19] e, mais recentemente, o trabalho de Xi-Lin
Wang et al. [20], que reporta um experimento em que o emaranhamento de

10 fétons espacialmente separados é atingido.
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1.3 Estrutura do Texto

Demos ao longo deste capitulo as motivagoes e as referéncias desta dis-
sertagao. Os préximos pardgrafos sao reservados a um rapido resumo de cada
um dos capitulos seguintes.

O segundo capitulo traz uma breve revisao de conceitos usados ao longo
do resto do texto, incluindo emaranhamento quantico, quantizacao do campo
elétrico e varidveis continuas. O final desse capitulo é dedicado ao SPDC,
trazendo a teoria quantica desse fenomeno, uma discussao de variaveis conti-
nuas no contexto de SPDC e, por ultimo, correlagoes quantica entre os fétons
produzidos no SPDC.

No terceiro capitulo, apés uma breve introdugao aos critérios de caracteri-
zacao de emaranhamento, apresentaremos o critério de van Loock-Furusawa,
que utilizaremos em nossos resultados.

O quarto capitulo junta tudo que foi desenvolvido até ali para tratar do
emaranhamento em variaveis continuas de um sistema tripartido de fétons e
de um sistema quadripartido de fétons. Esse capitulo conta com duas secoes
principais: um para o sistema tripartido e outro para o sistema quadripartido
de fétons. A estrutura dessas secoes sao similares, iniciando com a descri¢ao
da producao dos estados de fétons e concluindo com a aplicacao do critério
de van Loock-Furusawa nesses estados.

No capitulo 5 finalizaremos a dissertacao trazendo comentarios sobre os

resultados obtidos neste trabalho e perspectivas futuras.



Capitulo 2
Base Teorica

Este capitulo tem como objetivo relembrar alguns conceitos de mecanica
e 6ptica quantica e, ao mesmo tempo, fixar algumas notacoes. De modo geral,
essa revisao serd baseada nos livros [6,21,22]. Também dedicamos parte deste
capitulo para falar sobre o SPDC
A primeira secao define emaranhamento quantico na linguagem de veto-
res de estado e na linguagem de operadores densidade, com um foco maior
ao emaranhamento em sistemas bipartido e tripartido. A segunda secao é
dedicada a quantizacao do campo eletromagnético e a terceira secao trata de
variaveis continuas. A discussao contida nessas duas secoes servem de base

para a ultima secao, que trata do SPDC.
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2.1 Emaranhamento Quantico

Uma forma de descrever matematicamente um sistema quantico é por
meio de vetores do Espaco de Hilbert [21]. Esses vetores sao chamados de
kets, ou wvetores de estado, e denotados por | - ). Essa afirmagdo fica mais
interessante quando consideramos um sistema composto, isto é, formado por
duas ou mais partes. Nesse cenario, tanto o sistema composto como cada
subsistema podem ser descritos usando kets de espacos de Hilbert distintos.
Se denotarmos por Vi e V;, respectivamente, o espaco de Hilbert do sistema
composto e do i-ésimo subsistema, entao, considerando que existam N partes,
vale que [21]:

Ve=Vi® - @ Vy. (2.1)

Seja {|eq,.i) } uma base do espaco V;, com «; indexando os diferentes vetores

dessa base. O estado mais geral do sistema composto é dado por:

|¢C> = Z e Z Coy-an ’ea1,1> Q- ® ’€QN7N> > (2'2)

aq

em que Cq,...qy S0 NUmeros complexos satisfazendo a condigao de normali-
ZaGA0 Y, D o |Cayan|® = 1. Apesar da notagao de somatério utilizada,
os indices «; podem tomar valores discretos ou continuos.

Cabe uma pausa aqui para alguns comentérios e definigdes. O estado
dado pela Eq. (2.2) é o mais geral possivel e nos servira de ponto de partida.
Nao vamos explorar a fundo nenhum sistema cujo vetor de estado precise ser
escrito com tal generalidade. Ainda assim, a Eq. (2.2) nos serd ttil para, por
exemplo, definir emaranhamento quantico. Também nao vamos, em geral,
tratar de sistemas com um nimero de partes N arbitrario, e sim de siste-
mas compostos por duas e trés partes, chamados de bipartidos e tripartidos,
respectivamente.

Para um sistema com N partes, a forma mais simples da Eq. (2.2) ocorre
quando existem vetores |e;) para cada espago V; tal que |[¢)¢) é um produto

tensorial desses vetores. Nesse caso,

Vo) =ler) ®--- @ len), (2.3)
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e |[teo) é dito separdvel. E quando nao é possivel escrever |i)c) como na
Eq. (2.3), o sistema composto estd emaranhado [14,15].

Um bom exemplo de sistema quantico emaranhado é o estado |EPR),
proposto por Einstein, Podolsky e Rosen para questionar os fundamento da
mecanica quantica [4]. Esse estado representa duas particulas criadas num

mesmo ponto do espago e com momentos lineares opostos [16]:

BPR) = [ [ dxidxastx o) o) o

(2.4)
://dpldp25(P1+P2) P1) [P2) -

Conforme apontado por [4], a medigao da posi¢ao de uma particula implica no
conhecimento da posicao da outra particula. O mesmo vale para o momento
linear. Essa correlagao entre as duas particulas foi a base do argumento dado
em [4]. Apesar de existirem sistemas cldssicos com propriedades semelhantes,
o emaranhamento quantico de fato se diferencia de tudo que existe no mundo
cldssico, como apontado por Bell [5] e subsequentes experimentos [23-30].
Outro bom exemplo de sistemas quanticos emaranhados sao os estados
de Bell. Os estados de Bell sao bipartidos, assim como o estado |[EPR), e
cada uma dessas partes é definida num espacgo de Hilbert de dimensao finita
igual a 2, de modo diferente ao estado |EPR), cujas partes sao definidas
em espagos de Hilbert de dimensao infinita. Considerando a base de cada

subsistema como sendo {|0),|1)}, os estados de Bell sdo dados por [6]:

[@32) = (0) [0) £ 1) 1))/ V2, (2.5a)
|U5) = (10) 1) £ 1) [0))/ V2. (2.5b)

Os estados de Bell formam uma base para o sistema composto [6] e sdo usados,
por exemplo, no protocolo de teleporte quantico proposto por Bennett et
al. [7].

Até agora tratamos de sistemas quanticos por meio de vetores de estado
do espaco de Hilbert. Existe uma segunda maneira, que no lugar de encarar

um sistema quantico como um vetor de estado, o encara como um operador
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do espago de Hilbert. Esse objeto recebe o nome operador densidade [6].
Formalmente, um operador densidade é um operador positivo! de traco igual
a 1 no espaco de Hilbert. Essa maneira de descrever um sistema quantico
é 1til na situacao mais geral em que nao se sabe com certeza o (vetor de)
estado do sistema, apenas é sabido a probabilidade p; do sistema estar no

estado |1);) [6,14]. Nesse cendrio o operador densidade é dado por:
p=> pilts) (Wil. (2.6)

Naturalmente, como p; é uma probabilidade, p;, > 0 e > .p; = 1. Podemos
usar p dado pela Eq. (2.6) para descrever o sistema quantico de maneira
direta, nao sendo necessario lidar com os [¢;) separadamente e apés isso com
as probabilidades p;.

Da observacao que levou até a Eq. (2.6) vem duas definigoes. Quando
existir algum vetor de estado |¢) tal que o operador densidade possa ser
escrito como p = [¢) (Y|, entao p é dito estado puro. Quando nao existir tal
vetor de estado, p é dito estado misturado [6].

Da definicao de operador densidade segue que uma soma conveza® de

operadores densidade p;,

p = Zpipi, (2-7)

também é um operador densidade. Novamente p; > 0 e Y .p; = 1. No
Capitulo 3 faremos uso dessa forma de escrever o operador densidade. Por
ora, vamos usar a Eq. (2.7) para mais algumas definigoes.

Ao falar de operador densidade nao fizemos distin¢ao entre sistemas com-
postos ou sistemas simples (com somente 1 parte). Faremos isso agora para
definir emaranhamento usando operadores densidade. Considere entao um

sistema tripartido cujo operador densidade é dado pela Eq. (2.7) ou, para ser

'Um operador p é dito positivo se para qualquer vetor |¢) do espago Hilbert vale
que (¢|p|od) > 0. De maneira equivalente, p é positivo se, em qualquer uma de suas
representacoes matriciais, os elementos da diagonal principal sao nao negativos. Uma
terceira caracterizacao é que p é positivo se seus autovalores sao nao negativos.

2Soma ponderada com pesos ndo negativos cuja soma é igual a 1.
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mais explicito, por

p= Zpiﬂi,uza- (2.8)

Quando for possivel escrever cada p; 123 como p; 1@ p; 2@ p; 3, dizemos que o sis-
tema é (totalmente) separdvel®. Quando isso nio for possivel, entao o estado
p esta emaranhado. Podemos dividir os sistemas tripartidos emaranhados
em duas classes: bissepardveis e genuinamente emaranhados. Sistemas bis-
separaveis sao aqueles onde cada p; 123 pode ser escrito como p; g ® pip, cOM
(k,m,n) sendo uma permutacao fixa de (1,2,3). Quando um sistema nao for
nem separavel nem bisseparavel, ele é dito genuinamente emaranhado [14].
A extensao das defini¢coes dadas no pardgrafo anterior para sistemas bi-
partidos é direta. Nesse caso, p;123 € trocado por p; 12 e o sistema é dito
separdvel se todo p;12 = pi1 @ pi2. Se isso nao for possivel, entao o sistema
estd emaranhado. As defini¢bes se estendem para sistemas com 4 ou mais

partes, com os devidos ajustes.

2.2 Quantizacao do Campo Elétrico

Com o objetivo de relembrar e introduzir alguns conceitos, faremos agora

a quantizacao do campo eletromagnético. Nosso foco é a quantizacao do

campo elétrico, de forma que optaremos por essa expressao quando falarmos
de quantizagao. Esta revisao seguird o texto de [22].

Considere o campo elétrico E e magnético B no vacuo numa regiao sem

cargas, isto ¢, com densidade de carga e de corrente nulas. Esses campos

satisfazem as equacoes de Mazwell [31]:

0B

VxE=-"", V.-E=0
ot
OE
VXB:/UL()EOE, V-B=0.

3Em geral omitiremos o termo totalmente quando estivermos falando de um sistema
totalmente separavel.
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Podemos escrever os campos E e B por meio do potencial vetor A como* [31]:

OA(r,t
E(r,t) = —%,

B(r,t) =V x A(r,t).

Adotando o calibre de Coulomb®, segue que o potencial vetor A satisfaz a

equacao de onda
1 9*A(r,t)

_ 2 2.9
¢z Ot? ’ (2.9)

em que ¢ = \/1/upeq é a velocidade da luz.
As solugoes da Eq. (2.9) sao ondas planas e, como trata-se de uma equa-

V2A(r,t)

cao diferencial homogénea, combinagao linear de solugoes também é solucao.

Assim, a solucao geral da Eq. (2.9) pode ser escrita como [22]:

A(r,t) = eo[Aio(t)e™ + Ap (He ™7, (2.10)
k,o

em que Ay, (t) é a amplitude complexa, ex, ¢ o vetor de polarizagao real e
k é o vetor de onda. O somatorio é feito sobre todos os vetores de onda e
sobre todas as polarizacoes, indicado pelo indice o. Os vetores de polarizacao

satisfazem as condigdes [22]:

exo - k=0, (2.11a)
€k o " Cko = (SUU/. (211b)

A dependéncia temporal de Ay, (t) é obtida ao substituir a Eq. (2.10) na
Eq. (2.9). Desse procedimento surge uma equacao diferencial ordinaria em ¢

para as amplitudes Ay, (f) e a solu¢do dessa equagao é:
Ay o (t) = Ay pe™ (2.12)

Como comumente ¢ feito, definimos Ay , = Ak ,(0). A frequéncia angular wy,

4Note que, como assumimos que ndo existem cargas livres, entdo o potencial escalar ®
é constante. Assim, o termo —V® néo contribui para o campo elétrico E.
5V - A(r,t) =0.
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que aparece na Eq. (2.12) é dada por wy, = |k|c.
Ap6s substituir a Eq. (2.10) nas expressoes para E e B, podemos calcular

a energia eletromagnética,

1 1
H:—/<50E-E+—B-B>dV,
2 Jv Ho

como sendo [22]:
H =250V Y widi A, (2.13)
ko
Nessa equacgao, V' é o volume onde se calculou a energia eletromagnética.
A forma da Eq. (2.13) assemelha ao hamiltoniano do oscilador harménico

escrito em termos dos operadores de criagao d; e aniquilagcao ay,

- At 1
Hhar = Zh(,U)\ (aiaA + 5) .
A

Isso sugere que fagamos a quantizagao do campo elétrico trocando Ay, e Ay ,
por operadores de aniquilagao e criagao ay , € dLo? respectivamente. Faremos
isso em duas etapas: primeiro vamos introduzir as varidveis canonicas g , €
Dk,o €, ha sequéncia, definir os operadores ay , € &LU. As variaveis canonicas

sao dadas implicitamente por [22]:

WrGk,o T 1Pk,o

Agy = —22 %2 2.14a
ko 2wk\/ €0V ( )
Alt,a _ YWrko — Zpk,o‘ (2.14b)

2wk\/ €0V

Tal escolha permite que a energia dada na Eq. (2.13) seja reescrita como o

hamiltoniano de um oscilador harmonico:
1

H = 5 kz:(pi,a + wl%ql%,o')'

A quantizacao do campo elétrico é completada ao promovermos as varia-
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veis canonicas gk, € Pk, ao status de operadores,
Qk,a — (jk,a € pk,a — ﬁk,oa

e fixarmos as relagoes de comutacao:

[(jk,zﬂ (jk’,d’] = [ﬁk,aaﬁk’,a’] = O, (215&)
[Qk,aaﬁk’,o’] = ihdkk’éoa’- (215]1))

Por fim, os operadores de criagao &LJ e aniquilagao ay, sao definidos em

termos de Gk, € Pk, como [22]:

Ak o = Mk’;—\/%m’a, (2.16a)
af,, = m“”‘?—h:f‘“’. (2.16b)
Das relagoes de comutacao entre ¢y, € Pk, obtemos:
S [ A (2.17a)
(i1, 0| = G (2.17b)

Os operadores ak , € dL » atuam nos estados do espaco de Fock da seguinte

maneira [22]:

a’kﬂ |nk,a> = ko |(TL - 1)k,0> > (218&)
iy [Meo) = A/ (n+ Do [(n+ D) (2.18b)

A notagao |ny,) representa o estado em que existem n fdtons com vetor
de onda k e polarizacao o. A escolha dos nomes criacdo e aniquilacdo fica
clara nas equagoes (2.18), em que o operador de aniquila¢ao reduz em uma
unidade a quantidade de fétons com vetor de onda k e polarizacao o e em que
o operador de criagdo aumenta em uma unidade essa quantidade de fétons.

Das equacoes (2.14a) e (2.16a) obtemos a relacdo entre a amplitude Ay,
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agora um operador, e o operador de aniquila¢ao ak:

R 5 1/2
Ao = Axy = (k.-
k, k (kasoV) e,

E da mesma forma para ALG O potencial vetor quantizado A ¢ dado por:

A h 12 A i(kr—w ~ —i(kr—w
A(r’t):Z(ZwkaoV> ek [ BT gl emierme] L (2.19)

O campo elétrico quantizado ¢ finalmente dado por:

- OA(r,t
E(r,t) = —%

1/2
= ZZ ol (S [&k peltr—wrt) _ gl eii(k'riwkt)}.
2eqV ’ ’ ko

Nea

(2.20)

E comum escrever o campo elétrico quantizado como a soma de um campo

A . .. - (+) . —iwyt
Ccom frequenCIaS pOSlth&S E , que oscila como e com wg > O, e outro

~

- . (-) , . i
campo com frequéncias negativas E' | que também oscila como e~ k!

, mas
com wy < 0 [16,22]. Da Eq. (2.20) vemos que esses campos sao proporcionais

~ N . ~ (=), . o (+
a ke € a aLU, respectivamente, e que E( ¢ o operador adjunto de E( ).

Resumindo:
B, t) =B @0+ B (x,0), (2.21)
com 1/
5 (+) : wih ~ (e
E t) = ol o' KT7wkY) 2.22
(r,) Z; <2€UV) €k,0 0k, o€ ( )
€
B t) =[BT 0] (2.23)

2.3 Variaveis Continuas

O emaranhamento quantico em varidveis continuas é o principal ob-

jeto de estudo deste trabalho. Ainda nao comentamos muito sobre variaveis
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continuas, ou mesmo introduzimos o tema adequadamente. Esta secao é de-
dicada a esse tema e, mais especificamente, as variaveis continuas em Optica
quantica.

O estado quantico de uma particula sem spin pode ser expandido nas ba-
ses {|r)} e {|p)}, conhecidas, respectivamente, como representa¢ao de posi¢ao
e representacao de momento [21]. Os vetores dessas bases sao caracterizados

por trés valores continuos:

’I‘0> = |370a3/0720>,

IPo) = [Px0, Pyos D20) -

Valem as relagoes de ortogonalidade e completeza na representacao de posi-

(rlr’y =6(r — 1), (2.24a)

/dr Ir) (r| =1, (2.24b)

e também na representacao de momento,

(p[p") =d(p — P), (2.25a)

/ dp p) (p| = 1. (2.25D)

Em consequéncia da completeza, qualquer estado [¢)) da particula pode ser
expandido nas bases {|r)} e {|p)}, como dito anteriormente. As expansoes

) = / dr |t} {x[i) (2.261)
) = / dp p) (plY) (2.26b)

em que (r) = (ry)) é a funcdo de onda (no espago de posi¢ao) da particula
e Y(p) = (plY) é a funcio de onda no espaco de momento da particula.

Essas funcoes de onda estao relacionadas entre si por uma transformada de
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Fourier:
1 Qo T
Y(r) = W/dpeﬁp ¥(p), (2.27a)
- 1 _ipy

O estado |r) = |z,y, z) é autovetor dos operadores de posicio X, Y e Z:

X|r)=zxlr), (2.28a)
V) =ylr), (2.28b)
Zlr) = z|r). (2.28¢)

E, de forma anéloga, |p) = |ps, py, P-) € autovetor dos operadores de momento
P,, P, e P.:

» |P) =Ds |P) (2.29a)
P,|p) = py|p), (2.29b)
P.|p) =p-|p). (2.29¢)

[X,PI] _ [Y, Py] - [Z Pz] —ih, (2.30a)
(b, %] = [B 7] = [ 7] = —in (2.300)

e todos os outros comutadores possiveis sao nulos.
Na optica quantica os operadores andlogos a posicao e momentos sao Gy o
e Pk dados implicitamente nas equacoes (2.16) [8,22]. Resolvendo essas

equagoes obtemos

h

Q0 = 2—%(},5 + dLU) (2.31)

[ hw
ﬁk,a = —1 Tk (dk,a - d;[(,a)' (232)

Note que para cada vetor de onda k e polarizacao o existe um operador de
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posicao e um de momento.
E conveniente definir versoes adimensionais dos operadores ¢k, € ko,

conhecidos como operadores de quadratura, como [8,22]:

~ 1

Ko =)/ Spiko = 5o +al,) = Redics, (2.33a)
A 1 1

Po:—AU:_A a-_AJr =Ima o 2.33b
k, 2hwkpk’ 27, (akv CLk,cr) HlCLk, ( )

Das relagoes de comutacao entre gk, € Pk seguem as relacoes de comutagao

entre as quadraturas:

[Xk,chk’,o/} = [Pk,cnpk’,a’] = O, (234&)
[Xk,aa pk’,o”i| — %6kk’5o'o"~ (234b)

Os operadores X, e Pk, sao hermitianos e satisfazem as equagoes de auto-

valores

Xicor [Xieo) = Xico [ Xico) (2.35)
e

pk,a |Pk,a> = Pk,o' ‘Pk,0'> 5 (236)

em que os parametros Xi, ¢ Px, sdo continuos. Os autovetores | Xy ) sdo

ortogonais e formam um conjunto completo,

(Xieo| Xt o) = 6(Xico = Xi,), (2.37a)
/ dXy o | Xio) (Xio| = 1. (2.37h)
O mesmo vale para |Py,),
(Peol Beo) = 0(Pio = Beo): (2.38)
[ Pea 1Beo) (Psl = 1. (2.38)

E assim como no caso das particulas sem spin, os autovetores |Xx ) € |Pxo)
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estao relacionados entre si por uma transformada de Fourier:

1 .

|Xk,0'> et ﬁ /de7o_€_22Pk,o‘Xk,o‘ |Pk70'> , (2-39&)
1 A

|Pk70> = ﬁ /kayae2sz,ng,g |Xk70> . (239b)

2.4 SPDC

Conversao paramétrica descendente espontanea, numa traducao livre do
nome em inglés spontaneous parametric down-conversion (SPDC), é um feno-
meno de 6ptica nao linear em que um féton é convertido em outros dois fétons
de menor energia. O principal ingrediente desse processo é um termo propor-
cional ao cubo do campo elétrico no hamiltoniano de interacao. Esse tipo de
hamiltoniano ocorre, por exemplo, quando um feixe intenso de luz, em geral
um laser, atravessa um cristal de beta borato de bdrio, 5-BaByO,, (BBO). De
maneira qualitativa, devido a alta intensidade da luz, a polarizacao elétrica
no interior do cristal depende do quadrado do campo elétrico e, portanto, o
hamiltoniano de interacao, que é proporcional ao produto do campo elétrico
com a polarizacao elétrica, é proporcional ao cubo do campo elétrico. As pri-
meira observagoes do SPDC aconteceram no final da década de 1960 [32, 33]
e logo em seguida j& surgiram trabalhos tedricos sobre o tema [17,34, 35].
O intervalo de criacao dos dois fétons foi outro aspecto explorado, levando
a crer que ambos sao criados instantaneamente [36-38| e inspirando o nome
fotons gémeos, dado aos fétons gerados no SPDC.

Esta secao desenvolve a teoria quantica do SPDC. Nao nos aprofunda-
remos nesse assunto, apenas chegaremos as expressoes que serao necessarias
no Capitulo 4. Faremos também um rapido comentario sobre varidveis con-
tinuas no contexto de SPDC e discutiremos algumas correlagoes conhecidas

entre os fétons gémeos.
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2.4.1 Breve Descricao Teérica

Para deduzir o hamiltoniano de interagao que da origem ao SPDC se-
guiremos uma estrategia simples. Primeiro, como esse é um fenomeno 6ptico
que ocorre em cristais nao lineares, vamos calcular a energia eletromagné-
tica nesse tipo de sistema. Segundo, como no SPDC ocorre a aniquilagao
de um foéton e a criacao de outros dois, o nosso foco serd em termos pro-
porcionais ao produto de um operador de aniquilagao com outros dois de
criagao (dp&i&b no hamiltoniano de interagao. Isto significa que buscaremos
por termos proporcionais ao cubo do campo elétrico na expressao final da
energia eletromagnética, dado que ao quantizar o sistema, o campo elétrico
é transformado num operador e esse operador é, fundamentalmente, a soma
de um operador criacao com um operador aniquilagao.

O vetor polarizacao elétrica de um meio material é dado, até segunda

ordem, por [16]:

Pt =20 [ an)OE - 1)
—~ Jo
+Z/O dt’/o At X ) By (r,t — ) Ey(r,t — 1),
7.k

em que Xz(yl‘) e Xl(fll sao, respectivamente, os tensores de susceptibilidade elé-

trica de primeira e segunda ordem. As somas nos indices j e k varrem as trés
dimensoes espaciais e, daqui em diante, omitiremos o simbolo do somatdrio
deixando implicita a soma quando houver indices repetidos. Levando em
conta a presenca de um meio material, a energia eletromagnética é escrita
como

1

Hzi/(D~E+B-H)dv,

v
com D = ¢gE + P e v o volume do meio. Inserindo a polarizacao elétrica
dado na Eq. (2.40) na expressao anterior, obtemos termos que dependem ou

nao da susceptibilidade elétrica. O termo que depende da susceptibilidade
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7,

g
Cristal

Néo Linear

Figura 2.1: Representacao esquematica do SPDC.

de segunda ordem, que é o que nos interessa, é dado por:

/ﬁ/(ﬁ/dw%E B, (r,t — ) Ep(r,t —t").  (2.41)

O hamiltoniano de interacao desejado é obtido da equacao anterior trocando
os campos elétricos por operadores campo elétrico.

O campo elétrico que aparece na Eq. (2.41) é o campo elétrico total, isto
é, a soma do campo elétrico do foton aniquilado e dos dois fétons criados. O
féton aniquilado é comumente chamado de pump [16] e usaremos o indice p
quando nos referirmos a ele. Os fétons criados sao conhecidos por signal e
idler [16] e serdo indicados pelos indices s e 7, respectivamente. A Figura 2.1
mostra uma representacao desses trés fotons. Seguindo a notacao acima, o

campo elétrico total é escrito como:

E=E,+E, +E,;.

Passaremos agora a trabalhar com o operador campo elétrico para chegar,
no final das contas, ao hamiltoniano de interagao. Das equagoes (2.21), (2.22)

e (2.23) segue que

B(r.t) = By (r,0) + B (0,0) + B (1) -
TE e+ E ) B () 242
p ) S ) 1 ) b
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com
1/2
() . wall A i(ka T—wat)
Ea (I',t) = Zkza (W) ekmgaaka,gae (243)
(S
B ) = B ()] (2.44)

Nas duas ultimas equacoes, o« toma os valores p, s ou i. Como estamos

2
a

tratando de meio materiais, apareceu o termo nZ na Eq. (2.43), que é o
indice de refracao do meio. Além disso, como em geral um material nao
linear é também birrefringente, w, e n, sao fungoes nao somente do vetor de
onda, mas também da polarizacao. Se substituirmos a Eq. (2.42), que possui
a soma de 6 operadores campo elétrico, na Eq. (2.41), que possui o cubo dessa
soma, vamos obter 6 X 6 X 6 = 216 termos, cada um com uma combinacao
especifica de operadores de criacao e aniquilacao®. Essa expansao pode ser
simplificada ao notarmos que, para o caso que estamos interessados, alguns
desses termos podem ser descartados. Por exemplo, termos proporcionais a
Ak, 0 Ok, 0, Ok, 05, QUE TEPresenta a aniquilagao dos 3 tipos de fétons (pump,
signal e idler), serao desconsiderados’. O mesmo vale para a maior parte das

combinagoes possiveis de operadores de criacao e aniquilagao, exceto pelos
T

. LA At A .
termos proporcionais a dx, ¢,y , Ay, »,- 1350 reduz para 6 o numero final de
termos. Fazendo a substituicao indicada acima, obtemos o hamiltoniano de

interacao, que é dado por:

ﬁ[(t) = Z Z Z dkp’UPdL57UdeivaiX

kpzap ks,O's kiyoi

(2.45)
% ei(ws+wiwp)t/drei(ks+kikp)-r’

6A quantidade de termos considerada aqui ndo leva em conta os somatérios nos indices
i, 7 e k ou nos indices k e o.

A ao d d ificial a primei i Se olh

remocao desses termos pode parecer artificial a primeira vista. Se olharmos para

esse sistema do ponto de vista energético, porém, vemos que apenas algumas combinagoes
de criagao e aniquilacao de fato podem ocorrer. Além disso, como o nosso foco é o SPDC,
apenas termos compativeis com a aniquilagao de um féton pump e a criagao de um féton
signal e um féton idler serao relevantes.
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em que Y contém os 6 termos distintos que estao multiplicando os operadores
de criagao e aniquilacao, incluindo as constantes vindas da quantizagao do

campo elétrico e as integrais nas variaveis dt’ e dt”. Explicitamente,

) h 3/2 Wpl s 12
— _ _ 571 dt dt// t/ t//
=73 (250\/ > (ngnsnl ) / / )

i(wst’ +w;t")

X (ekp,a'p) (ek370's) (ekzygz)ke

| — |

(2.46)

—i(w;it’ —wpt’)

(ekprap>k<eks,as) (ek“m)*eﬂ(wst’ wpt”)‘|.

Seja [1(0)) o estado inicial do sistema, que podemos assumir como sendo
o vacuo. O estado do sistema num tempo t posterior pode ser calculado com

o operador evolucao temporal,

O(t) = exp (-% /Ot ﬁi(T)dT),

dado aproximadamente por [16]:

He1- E/tﬁi(f)df

—1_Z Z Z Z e, Upakwé ksz (2.47)

kp op ks,05 k05

' —wp)t/2 i(ks+k;—k
eiwstwi—wp)t/ smc[(ws +w; — wp)t/2] /dre st p)T ’
v
em que sinc(z) = sen(z)/x. Para fazer a integracdo no volume v = I, X I, x L,
consideramos que o cristal esta disposto em relacao aos eixo coordenados

como indicado na Figura 2.2. O resultado encontrado é:
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XA L

Figura 2.2: Volume de integracao.

/dre—i(ks-l-ki—kp)'r _ Ue—i(ks-l—ki—kp)zL/ZSinC [(ks + kz _ kp)zL/Q}

v

x sinc| (ks + k; — kp)oly /2] (2.48)
x sinc[(k, + k; — k), /2].

Aplicando o operador U(t) dado na Eq. (2.47) no estado [¢)(0)) = |vécuo)

obtemos o estado evoluido:
(1)) = U(t) [vécuo)
) wit
= |vdcuo) — T Z Z Z vp(kp, 0p) [k, 05) [k, 03) X

kp,op ks,05 ki,04
x el timen)iPoine|(w, + w; — wy)t/2] (2.49)
X e*"(kSJrki*kP)zLﬂsinc[(ks +k; —k,).L/2]
x sinc[ (ks + k; — kp)aly /2]
X SiDC[(ks +k; — kp)yly/z]'

O estado dado pela equacao anterior exibe os fétons signal e idler, denotados
respectivamente por |kg, o5) e |k;, 0;), criados durante o SPDC. Considerando

que os fétons pump vém de uma fonte constante e que o SPDC reduz muito
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pouco a intensidade desses fétons, podemos resumir dinamica de fétons pump
numa amplitude cldssica (espectro angular) v,(k,, 0,) [16]. Ao considerar
ainda outras aproximagoes [16] e convencionando que o feixe de fétons pump
se propaga ao longo do eixo z (ver Figura 2.2), é possivel reescrever o estado
dado na Eq. (2.49) como:

[¥(t)) = [vdcuo) + Z/dqs/dquos,ai(qs7qi) |95, 05) [, 03)
05,04 (250)

Xvp(q, + qi)sinc[(ks +k; — kp)ZL/Z],

em que q, ¢ a componente xy do vetor de onda k, (o = s,i) e |q,,04)
¢ o estado de um féton a definido pela componente transversal q, e pela
polarizagao o,. As integragoes nas variaveis dq, e dq; cobrem, seguindo as
aproximacoes adotadas, todo o plano zy.

Além das aproximacgoes ja adotadas, estamos considerando que o meio
onde ocorre o SPDC é um cristal birrefringente uniaxial. Esse tipo de cristal
possui propriedades dpticas simétricas em relagdo a um eixo fixo (eizo dp-
tico). Luz com polarizacdo perpendicular a esse eixo é dita ordindria e tem
o indice de refracao ordindrio n,. E luz com polarizacao perpendicular ao
vetor de polarizagao ordinario é dita extraordindria, possuindo o indice de
refracao extraordindrio n. [39]. Considere, por exemplo, a Figura 2.2. Se o
eixo 6tico esta disposto ao longo do plano xz e um feixe de luz atravessa o
meio seguindo a direcao z, entao o vetor de polarizacao ordinario é o versor
y e o vetor de polarizacao extraordinario é o versor X. O cristal BBO, por
exemplo, tem a estrutura cristalina trigonal e portanto é um cristal birre-
fringente uniaxial [40]. O seu indice de refragdo ordinario e extraordinario
dependem do comprimento de onda da luz incidente, como indicado na Ta-
bela 2.4.1 [40]. Esse cristal é amplamente usado em esquemas que usam o
SPDC. Outro exemplo de cristal usado para obter o SPDC é o fosfato de
titanil potassio, KTiOPO,, (KTP), que é um cristal biaxial com estrutura
cristalina ortorrombica [41].

No Capitulo 4 estaremos interessados em SPDC com correspondéncia

de fase do tipo I, em que os fotons pump tém polarizacao extraordindria
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A(nm) n, Ne

1079.0 1.656 1.542

1064.2  1.65510 1.54254
632.8 1.6673  1.5500
589.3 1.6698  1.5518
546.1 1.6730  1.5539
532.1 1.67493 1.55552
486.1 1.6792  1.5583
435.8 1.6856  1.5631
354.1 1.70556 1.57757
266.0 1.75707 1.61461
212.8 1.84707 1.67467

Tabela 2.1: Indice de refracao do cristal BBO.

e os fotons gémeos tém, ambos, polarizacao ordindria. Isso garante que
os fotons signal e idler estejam num estado de polarizagao separavel e é
fazivel experimentalmente com o uso de filtros espectrais e uma configuracao
adequada do cristal nao linear [18]. Usando uma fonte monocromatica de
fétons pump e considerando correspondéncia de fase do tipo I, é possivel

reescrever (2.50) como [16]:

|(t)) = C4 [vaculo)

+ Oz/dqs/dqivp(qs +a;)v(a9, — ;) as) as) (250
em que C; e Oy sdo constantes e y(q) = \/2L/m?Ksinc(Lg?/4K), K = |k,|
no interior do cristal. As somas sobre as polarizagoes o, e 0; s@o nao nulas
somente se o, = 0; = 0, o indicando a polarizacao ordinaria, de modo que a
notagao dos kets foi simplificada.

Para chegar na Eq. (2.51), consideramos que vale a aprozimag¢do para-
zial [16], isto é, que a componente transversal q é muito menor que o préprio
vetor de onda Kk,

K> lal.

Essa aproximacao é automaticamente satisfeita para os fétons pump, ja que

eles viajam na direcao z. Para os fotons signal e idler essa aproximacao
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implica a aprorimacao de Fresnel,

2
k= /K2 — q? ~ (1—%). (2.52)

A aproximacao paraxial pode ser usada também para tratar da evolugao
do espectro angular v, ao longo do eixo z. A amplitude de onda monocro-

matica que se propaga proxima ao eixo z,
E(r,t) = u(r)e’k==t),

satisfaz a Equacao Parazial de Helmholtz [16],
0? 2 0
(— + -5+ Qik‘—) u(r) = 0. (2.53)
x Yy 2

Essa equacao é analoga a Fquacdo de Schridinger, com a propagagao ao
longo de z fazendo o papel de evolugao temporal [16]. As solugoes da Equagao

Paraxial de Helmholtz sdo da forma [42]

1 iq-p
up.2) = 5o [ daviia e (2.54)

e o espectro angular v, é dado por:

vp(q, 2) = /dpu(p, z)e P, (2.55)

Por fim,
ik, z

Up<q7 Z) - Up(q7 0)6 9

ou, usando a Eq. (2.52),
ikz(1—q? 2
vp(q, 2) = vy(q, 0)e™ L) (2.56)

O estado dado pela Eq. (2.51) serd o ponto de partida do Capitulo 4,
cujo tema é o emaranhamento de um sistema tripartido de fétons e de um

sistema quadripartido de fétons.
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2.4.2 Variaveis Continuas e SPDC

Considere (2.51) com C; = 0. A fungao de onda desse estado no espaco

dos vetores transversais q ¢é

U(q,,q;) = (9, q;](t))
_ o / id. / defvp (e, + )N, — o) (el (aila))  (2.57)
= Coup(a, + 9;)7(g, — q;).

A constante Cy é tal que a funcao de onda ¥(qy,q;) estd normalizada. A
varidvel transversal q estéd relacionada ao momento (transversal) p do féton
via p = hq [16]. A varidvel p é andloga ao momento de uma particula sem
spin, aborda na Secao 2.3. Segue que a fungao de onda no espago de posigao

¢ dada por uma transformada de Fourier de ¥(q,,q;):

(I)<p87pl) = 03/dq5/dqiei(qs.pSJrqi.pi)‘Ij(qwQi)'

Assim como ocorreu com ¥(qy, q;), C3 é uma constante tal que a funcao de
onda ®(ps, p;) estd normalizada. A varidvel p é andloga a posi¢do de uma
particula sem spin, também aborda na Secao 2.3. Daqui em diante, usaremos

o nome varidveis espaciais quando estivermos falando das variaveis q e p.

2.4.3 Correlacoes Entre Fé6tons Gémeos

Intuitivamente, ¢ de se esperar que os fétons gémeos sejam criados numa
mesma posicao e que, pela conservagao de momento linear, seus momentos
transversais sejam opostos, q; = —q;, jd que q, = (kp)zy = 0. Isso de fato
ocorre e pode ser verificado usando medi¢oes de coincidéncia do campo pro-
zimo e do campo distante desses f6tons gémeos [16]. Esse tipo de correlacao
ocorre também no mundo cldssico, devido a localidade e a conservacao de
momento.

Dois experimentos reportados em 2004 mostraram que a correlacao entre
as variaveis espaciais de f6tons gémeos é ainda mais profunda [43,44]. Vi-

olando critérios de separabilidade classica, esses dois trabalhos verificaram
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que os fétons gémeos tém as variaveis espaciais emaranhadas.

Um segundo tipo de correlacao entre foétons gémeos ocorre em SPDC com
correspondéncia de fase do tipo I, em que um foton pump com polarizacao
extraordinaria dé origem a um féton com polarizagao ordinaria e outro com
polarizacao extraordinaria. Sob determinadas condigoes, o estado produzido
nesse SPDC ¢é dado por [16]:

[ (t)) = C [véculo)

(2.58)
+Cz/dq5/dqivp(qs+qi)(\qs70) la;,e) + |a,, €) |a;,0)),

em que os rotulos o e e indicam polarizacao ordinaria e extraordinaria, res-
pectivamente. O estado (2.58) é emaranhado quanto & variavel discreta po-
larizacao e é, de certa forma, um estado de Bell como aqueles apresentados
na Secao 2.1. Usando esse tipo de SPDC, divisores de feizes, lentes e outros
dispositivos Opticos em cascata, um grupo chinés obteve em 2016 um estado

com 10 fétons emaranhados e espacialmente separados [20]:

|0>®10 >®10

+ e

V2

A estratégia usada por esse grupo foi combinar, usando um divisor de feixes,

IGHZ) = (2.59)

dois estados emaranhados, um com m partes e outro com n partes, e obter

dai um terceiro estado emaranhado com k > m + n partes.
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Capitulo 3

Caracterizacao de

Emaranhamento

Dados um sistema quantico qualquer, como podemos verificar se esse
sistema esta ou nao emaranhado? Essa pergunta nao tem uma resposta sim-
ples, dado a variedade de sistemas quanticos possiveis. Mesmo em sistemas
bipartido ou tripartido nao existe uma tnica resposta ou, as vezes, sequer
existe uma resposta [14]. Um ponto interessante ¢ que muitos critérios usa-
dos para responder a pergunta acima, dao apenas metade da resposta. Um
exemplo disso sao os critérios descritos nas Secoes 3.2 e¢ 3.3, que podem
confirmar que um estado é emaranhado, mas nao podem confirmar que um
estado é totalmente separavel.

A primeira secao deste capitulo da dois exemplos de critérios de emara-
nhamento, sem se preocupar em desenvolvé-los detalhadamente. A ideia é
simplesmente introduzir o tema. A segunda secao traz outro exemplo, vol-
tado para varidveis continuas, que agora € mais bem trabalhado e que servira
de base para o critério descrito na Secao 3.3. Na ultima secao descrevemos
um critério de emaranhamento em variavel continua para sistemas tripartido.
Esse critério serda usado no Capitulo 4 para verificar o emaranhamento nas

variaveis espaciais dos estados de fétons obtidos naquele capitulo.
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3.1 Exemplos Iniciais

Talvez a forma mais direta de verificar se um estado quantico é emara-
nhado é através da sua Decomposicdo de Schmidt [6,14]. Entretanto, existem
dois problemas. O primeiro é que, para sistemas com trés ou mais partes, de
forma geral, achar tal decomposi¢ao nao é simples. Inclusive existem siste-
mas com trés ou mais partes que nao possuem decomposi¢ao de Schmidt [14].
O segundo problema é que, mesmo para sistemas bipartidos, em geral é uma
tarefa dificil encontrar a Decomposicao de Schmidt. Para sistemas bipar-
tido com espectro discreto e finito, a Decomposi¢ao de Schmidt decorre da
decomposi¢ao em valores singulares [14]. Mais precisamente, seja |¥Uq5) um
estado bipartido e sejam [¢);1) e |1;2) vetores de estado do subsistema 1 e
2, respectivamente. Os indices ¢ e j percorrem um conjunto discreto e finito
de valores. Se esses vetores de estado formam, cada um em seu respectivo

subsistema, uma base, entdao podemos escrever |W5) como:

(W) = Z Cij Vi) [¥52) (3.1)

i

em que ¢;; sao constantes complexas. Encarando essas constante como en-
tradas de uma matriz e aplicando a decomposicao de valores singulares nessa

matriz obtemos a Decomposicao de Schmidt:

(T12) = cr|drn) |6n2) - (3.2)

k

Mais que isso, ¢; sdo constantes reais satisfazendo Y, ¢; = 1 e os vetores
|¢i1) € |¢j2) sdo, cada um em seu subsistema, ortonormais.

A quantidade de coeficiente ¢, nao nulos em (3.2) é chamada de ndmero
de Schmidt do estado |¥15). O nimero de Schmidt indica se o estado |W1q) é
emaranhado ou ndo. Se o nimero de Schmidt é 1, entao |¥ia) = |¢1.1) |d12)
é um estado separavel. Por outro lado, se o nimero de Schmidt for maior

que 1, entao

|Wia) = c1|d11) [P12) + -+ Cn | Pna) |Pn2)
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para algum n > 1, e o estado |¥i9) é emaranhado. Assim, se tivermos a
decomposicao de Schmidt de um estado, verificar se ele é ou nao emaranhado
¢ uma simples questao de inspecao.

Outro método de caracterizacao de emaranhamento é baseado na positi-
vidade do operador densidade, mais especificamente na sua transposta par-
cial [11]. Seja p o operador densidade de um sistema bipartido com espectro
discreto e finito. Fixado uma base em cada subsistema, podemos escrever p
€como

p= Z Zpij,kz |2) (Gl @ |k) (1] - (3.3)

ij okl
Definimos a transposta parcial de p com respeito ao primeiro subsistema

como sendo

pht = Z iji,kl |7) (Gl @ |k) (1], (3.4)

ij okl
e de maneira andloga podemos definir p’2. O critério PPT (transposta par-
cial positiva) afirma que se p é um estado separavel, entdao sua transposta
parcial (p?* ou p') é positiva. Esse critério vale também para sistemas bi-
partido com espectro continuo [12]. De modo geral, esse critério é apenas
uma condicao necessaria para que um estado bipartido seja separavel. As-
sim, nem todo estado com transposta parcial positiva é separavel, mas todo

estado com transposta parcial nao positiva é emaranhado.

3.2 Emaranhamento Bipartido

Nesta secao vamos apresentar um critério de emaranhamento em varia-
veis continuas para sistemas bipartido. A ideia geral é chegar numa desigual-
dade satisfeita por qualquer sistema bipartido separavel. Segue entao que
qualquer sistema que nao satisfizer tal desigualdade estd emaranhado [10].

Seja p o operador densidade de um sistema bipartido, como aquele dado
pela Eq. (2.7). Vamos supor que esse sistema é separavel, de modo que p é

da forma

p= Zpi/)m ® pia- (3.5)
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Sejam I} e pp operadores do subsistema k que satisfazem as seguintes

relacoes de comutagao:

[£k7ik'] = [ﬁk»ﬁk’] - 07 (36&)
[, D] = 10y (3.6b)

Note que k e k' indicam agora as diferentes partes do sistema bipartido. Em

particular, esses indices tomam os valores 1 e 2. Considere os operadores

= hli'l + hQQA?Q, (37&)
0 = g1p1 + g2Pa- (3.7b)

A soma das variancias de @ e v no estado p pode ser usada para derivar uma
condicao necessaria para que p seja de fato um estado separdvel.

Considere entao a soma das variancias de u e v,
(A0)%), + (A0)%), = Y pi((@)i + (8%):) — (@), — (0)
= pi[p3{(A31)%); + B3((Ady)?);

+ 91 ((AP1)?)i + g5 ((Ap2)?)]
+ 2hyhy sz‘(@lfzﬁ — (Z1)i(T2)1)

+ 20192 Zpi(<]51ﬁ2>i — (P1)i(P2)i)
+ Zﬁ((@? + (0)7) — <sz<ﬁ>z>2 - (ZpZ@)Z)Q,

em que { - ); e (A -)?); significa, respectivamente, valor esperado e variancia
no estado p; 1 ®p; 2 (ou no prépio estado p quando aparece ( - ), ou (A -)?),).
Como p é separdvel, segue que (#122); = (#1):(E2); e (Bua)s = (Bu)i(Bo)s, do
modo que as duas linhas intermediarias do ultimo termo da equagao anterior
se anulam. A tltima linha é nao negativa, devido a Desigualdade de Cauchy-
Schwarz, >, pi(@)? > (3., pi(i);)?* e de modo andlogo para ©. Por fim, dado
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a relagdo de incerteza [45)

(A4 + (aB) = (|4, B])], (3.8)
e a regra de comutacao (3.6), segue que
((AQ)%), + ((AD)?), > |higi| + |hagal. (3.9)

Ao deduzir a Desigualdade (3.9) supomos que p fosse separavel. A sua
violagao implica que o estado onde se calculou a variancia de 4 e v ¢ emara-
nhado. Note que a conclusao inversa nao ¢ valida, isto é, se a desigualdade

for satisfeita, p nao é necessariamente um estado separavel.

3.3 Emaranhamento Tripartido

O emaranhamento tripartido apresenta algumas sutilidades a mais e o
tratamento que daremos aqui, que é devido & wvan Loock e Furusawa [9)],
incorpora naturalmente tais sutilidades.

Seja p o operador densidade de um sistema tripartido bisseparavel,
P=_ PiPikm @ Pin; (3.10)

em que (k,m,n) é alguma permutagao fixa de (1,2,3). Estamos usando
novamente a notagao adotada na Secao 2.1. Relembrando, as partes k e m
podem estar emaranhadas ou nao, mas a parte n nao estd emaranhada com
a parte k ou com a parte m. Seguindo o desenvolvimento anterior, definimos

ainda os operadores 4 e U como:

U= hk‘%k + hmj:m + hnf%n7 (311&)

Os operadores T e p satisfazem relagoes de comutacao semelhantes aquelas

da Eq. (3.6). Novamente vamos deduzir uma desigualdade para a soma das
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variancias de u e 0.

Temos que
(D)), + (A0)%, = D pi((@)i + (%):) — (@) - (0);
= ipi [ ((A25)%)i + b ((A2m)*)i + b (D))
| + e ((Ap)?)i + g ((Abm)*)i + gn{(Apn)?) ]

+ 2hkhmA](§7)L + 2hkhnA§jL) + thhnAv(jfr)z

+ 2gkgmA§£i + 2gkgnA,(£f + 20mgn AL)

+Zpi((a>f +(0)2) — (prm,-)? _ (sz.@%)z,

Na dedugao acima, Aﬁ) = > 0il{ZaZp)i— (Ta)i(Zp)s), a, b tomando os valores
k, m ou n. Uma expressao equivalente vale para Affz). Como a parte n nao
estd emaranhada com a parte k ou com a parte m, segue que as quantidades
A,(j?, A,(ff%, A;f:l) e A®) 30 todas nulas. Aplicando a Desigualdade de Cauchy-

Schwarz concluimos que:
(A@)?), +{(A0)%), > Zpi (R (AZx)?)i + o ((AZm)?)s + B ((Adn)?)i

+ G {(APR)*)i + g (Abm)?)i + 92 ((APn)?)i)
+ 2hhn AY) 4 20,9, AP)

= > pi{ (AP A ) )i + (A + 9],
(A ) : + ([A(gapa) ) |-
Finalmente, aplicando a relacao de incerteza (3.8), concluimos que
(Aw)%), + ((A0)%), = [hwgk + Tungml + |1ngnl. (3.12)

Um estado p que nao satisfaz (3.12) nao tem, portanto, a parte n separada
da parte k£ ou m. Explorando as permutagoes de (k, m,n) podemos concluir

critérios de separabilidade distintos para p. Novamente o inverso nao vale,
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ou seja, um estado p que satisfaz a condigao acima nao necessariamente tem
a parte n separada da parte k e m.
Para exemplificar esse critério de emaranhamento, considere g e 0y defi-

nidos por:

'&0 = [i'l — jﬁg, (313&)

Up = p1 + P2 + D3, (3.13Db)
de mOdO que <h17h2ah3) = (1707 _1) € (gla92a93) = (17 1a ]-) Enté'oa

|h1g1 + hsgs| + |hage| = 0, ()
|h2ga + hsgs| + |h1gi| = 2, (41)
|h1g1 + hago| + |hsgs| = 2. (441)

Como a variancia ¢ estritamente positiva, ((Atg)?), + ((Adg)?), > 0 e a con-
dicdo que decorre de (i) é automaticamente satisfeita. Porém, se a soma das
variancias de 1y e U9 for estritamente menor que 2, entao as desigualdades
que decorrem de (i7) e (ii7) nao sdo satisfeitas. Nesse caso concluimos que a
parte 1 nao estd separada ou da parte 2, ou da parte 3, ou de ambas partes,

de forma que nao podemos escrever
p= Zpipi,% & Pi1-
i

Concluimos também que a parte 3 nao estd separada da ou parte 1, ou da

parte 2, ou de ambas partes, de forma que também nao podemos escrever
p= Zpiﬂi,m ® pi3-
i

Esse exemplo é particularmente interessante pois quando a soma de variancias
¢ menor que 2, eliminamos duas formas possiveis de escrever p. Note que
se p for totalmente separavel, entao poderiamos escreve-lo nas duas formas
anteriores, de modo que também eliminamos essa possibilidade quando o

critério de van Loock-Furusawa nao for satisfeito.
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Capitulo 4

Sistemas Tripartido e

Quadripartido de Fo6tons

Na Secao 2.4.3 vimos que as variaveis espaciais de fétons gémeos sao
emaranhadas. Esse emaranhamento bipartido ja é o suficiente para a rea-
lizacao de algumas rotinas de computacao e informacgao quantica, como o
teletransporte quantico (em varidveis continuas) [19]. Para alcangar protoco-
los mais gerais e robustos, como a fatora¢dao de Shor, a corregao quantica de
erros € a computacao quantica universal, o nimero de partes emaranhadas
tem que ser maior [6].

Uma forma de obter emaranhamento em variaveis continuas num sistema
com n > 2 partes é procurar por eles na natureza. Outra forma é produzi-los
com o uso de ingredientes mais basicos e que ja sabemos manipular, como
fotons gémeos e divisores de feixes, seguindo uma estratégia similar aquela
comentada na Secao 2.4.3 quando falamos dos 10 fétons com a polarizacao
emaranhada. Vamos, ao longo deste capitulo, aplicar esse segundo método
para obter um sistema tripartido e um sistema quadripartido de fétons, am-

bos com as variaveis espaciais possivelmente emaranhadas.
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' (/Dctcc‘[ori

Figura 4.1: Aparato experimental usado para produzir o estado tripartido de
fotons discutido neste capitulo.

Divisor
de Feixes

4.1 Sistema Tripartido de Fdétons

Esta secao é dedicada a descrigao da producao de um estado tripartido

de fotons e a aplicacao do critério de van Loock-Furusawa nesse sistema.

4.1.1 Producao do Sistema Tripartido de Foétons

Diferente da solugao adotada em [20], nao usaremos SPDC em cascata,
isto é, com vérios cristais BBO iluminados sequencialmente por um laser.
A ideia é aqui iluminar duas faces opostas de um tnico cristal BBO com
o auxilio de um espelho, como mostra a Figura 4.1 [18]. Isso permite a
realizacao de um duplo SPDC com um tnico cristal BBO, simplificando o
aparato experimental.

Deixaremos de usar a nomenclatura signal e idler para falar dos fétons
gémeos, passando a usar os numeros 12 e 34 para indicar os dois pares de
fétons gémeos produzido no SPDC duplo (ver Figura 4.1). Quando for con-

veniente, usaremos também os indices 7 para denotar o par 12 ou o par 34
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de fétons gémeos!. Assim, o estado de cada par de fétons gémeos produzido

no cristal BBO é, de acordo com a Eq. (2.51), dado por:

) = C / da, / dayo(a; + @) — @) la) o). (A1)

Consideramos que C'; = 0 ou, posto de outra forma, que o estado de vacuo
nunca € produzido no SPDC. Na prética, isso significa ignorar os casos onde
o numero total de fétons detectados é menor que quatro.

Vamos considerar que o espectro angular tem um perfil gaussiano [18],

1 o2
vij(q; +q;) = ——exp| ——2L|q, + q,* |, (4.2)
J ! J ﬁaij 4 g J

e que L é suficientemente pequeno de forma que 7;;(q; — qj) possa ser escrita

como uma gaussiana [18],

1 2
Yij(d — q;) = N exp(—zj\qi —qj\z). (4.3)
(]

As constantes 015 e 034 podem ser ajustadas precisamente com o auxilio de
lentes, enquanto que d15 e d34 dependem do comprimento do cristal e do vetor
de onda dos fétons do laser.

Como estamos lidando com a producao de 4 fétons, dois para cada SPDC,
existem trés possibilidades aqui. A primeira é quando somente um féton
percorre cada um dois quatro caminhos possiveis (1 até 4)2. A segunda pos-
sibilidade ocorre quando dois fétons percorrem o caminho 1 e 2 e nenhum
o caminho 3 e 4. A terceira possibilidade é como a segunda, mas com o
papel dos caminhos trocados: 1 <+ 4 e 2 <+ 3. Nessas duas tultimas pos-
sibilidades, dois fétons necessariamente serao detectados pelo detector 1 ou
pelo detector 4 e estarao, portanto, espacialmente préoximos. Para remover
essas duas ultimas possibilidades basta usar o detector 4 como um gatilho,

desconsiderando os experimentos que detectarem dois ou nenhum féton nesse

INao confundir o 4 usado agora com o 4 usado anteriormente para denotar fétons idler.

2Usaremos a palavra caminho quando estivermos falando do percurso seguido por um
féton e usaremos a numeracao usada na Figura 4.1 para indica-los. Usaremos também
essa numeracao para indicar detectores, espelhos e lentes.
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detector [18]. De modo geral, serd considerado apenas experimentos que de-
tectarem exatamente 1 féton em cada um dos detectores. Por fim, somente
serao contabilizadas medicoes de coincidéncia, isto €, somente detecgoes si-
multdneas® de fétons nos quatro detectores sao aceitas.

As lentes usadas nos aparato experimental fazem o mapeamento das va-
ridveis espaciais q e p de cada féton no plano de detecgao. Mais especifica-
mente, as lentes 1-3 mapeiam as variaveis continuas num plano de deteccao
para uma futura medigao de variancia, enquanto que a lente 4 é usada, junto
com um detector pontual posicionado em p = 0, para projetar o féton 4 no
estado de momento q = 0. Apds essa detecgao, o estado |1)34) é projetado no

estado
wm:@ﬁmmmmmmw. (4.4)

A partir daqui deixaremos de denotar o estado do féton 4, ja projetado no es-
tado g = 0. Além disso, vamos considerar que os4 > 34 de forma que v34(q3)
é razoavelmente constante no intervalo em que vs4(qs) é apreciavel [18]. Disso

resulta que |1%,) pode ser escrito como:

’W:%/WMMMW- (4.5)

Outro elemento importante no aparato desenhado na Figura 4.1 é o divisor
de feixes 50:50 nao polarizador, que é responsavel por misturar as variaveis
espaciais dos fétons 2 e 3. Os comprimentos dos caminhos 2 e 3 que levam
do cristal BBO aos espelhos e entao até o divisor de feixes é ajustada de
forma que ocorra uma interferéncia de Hong-Ou-Mandel (HOM) [38]. Apds
a projecao do féton 4 e a atuacdao do divisor de feixes, o estado dos fétons 1,

2 e 3 é dado por:

1
[r) = ﬁ/d%/d%/d%vw(% + dg)y12(a; — dp)P34(as)

X [lay) lao) laz) — |ay) |as) |d)) |,

(4.6)

3Por medicSes simultaneas, entenda medices dentro de um intervalo curto de tempo,
a ser escolhido pelo experimento.
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em que um apostrofo significa que a coordenada y tém sinal invertido e N, é
uma constante de normalizacao. Novamente fica aparente a necessidade de
usar o f6ton 4 como um gatilho: é necessario verificar que um féton percorreu
o caminho 2 e que outro percorreu o caminho 3, resultando numa interferéncia
HOM. Seguindo o que foi feito na Eq. (2.57), obtemos a fun¢ao de onda desse

estado no espago dos vetores de onda transversais:

1 o’ , 07 2 21 |2
T(q) = | exp ( — @t =l = aof” — €lag] )
q
) 52 (4.7)
o 2 112 2| /|2
—eXP<__|Q1+Q3| — —lay — a3]” — €[ d)) ) ’
4 4
em que 0 = 019, 0 = 012, € = 034 €, daqui até o final deste capitulo,

q = (qy,4y,93). Tomando a transformada de Fourier dessa fungao obtemos

a funcao de onda no espacgo de posicao:

’ 2

1 2 _ 2 ;
B(p) = {exp<_|p1+p2! e =p2l® lps

N 452 152 4e2
’ o e (4.8)
_ _ lp1 + p5| _ A _ 03]
xp 102 162 12 )|’

em que N, é outra constante de normalizacdo e p = (p1, p2, p3). O valor de
Ny e N,, assim como outras expressoes relevantes mas secunddrias, aparecem

no Apéndice A.

4.1.2 Aplicagao do Teste de Emaranhamento

O sistema de trés fo6tons que obtemos na secao anterior tem dois graus
de liberdade (eixo x e y) para cada féton. Estaremos interessados apenas
na dinamica do eixo x desses fotons e para filtrar essa dinamica usaremos
probabilidade marginal. Isso significa que, no processo de medicao, nao nos
importaremos com a componente y.

Vamos usar o critério de emaranhamento de van Loock-Furusawa. Para
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isso, definimos os operadores 4 e U como

U = hipry + hopay + h3pss, (4.9a)
U= g1q1z + 92020 + 9330 (4.9b)

Note que como q = p/h (ver Secao 2.4.2), entao as relagoes de comutagao
entre q e p sao adequadas para aplicar o critério de van Loock-Furusawa.
Usaremos a notagao Z para falar de (piz, p2:, p3:) € a notagao p' para falar de
(q12 @225 3:)- Quando for conveniente usaremos e p como matrizes coluna.

Calculado a probabilidade marginal P(p),

P(p) = P(qia) @20) @32) = /dQlyd%yd%yNj(qﬂQv (4.10)

somos capazes de calcular variancia de v,

2

(irye = [t Dre - ( [ ata ore)
E calculando a probabilidade marginal P(Z),
P(Z) = P(pizs P2us P32) = /dplydPZydpSy‘(I)(p)|27
somos capazes de calcular variancia de u,
. 2
(AD) g = /df(f 'D.2)P (%) — (/df(h Tf)P(f)) )
As definicoes de D,, D,, he g estao no Apéndice A.

Considere agora trés combinagoes possiveis dos h’s e ¢’s de onde se obtém

as seguintes somas de variancias:

Al - <[A(plz - p393)]2>‘1> + <[A<QI$ + g2, + q3$>]2>\1’7 (4113‘)
Ay = ([A(p1z — pou)Po + ((A(qre + Goz + @32)]) w, (4.11b)
Az = ([A(p2r — p32)]?e + ([A(G1e + G2 + 32)]")w- (4.11c)
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Uma andlise como aquela feita no final da Se¢ao 3.3 mostra que

incompativel com

p= Zpipi,m ® pij3 A <2o0ulAs <2,

incompativel com

p= Zpipz‘,m & pi2 Ay < 2o0u Az < 2,

incompativel com

p= E Pipi23 @ pin Ap <2o0u Ay <2,

i
Portanto, se um dos 4A;, 1 = 1,2, 3, for menor que 2, duas formas bissepa-
raveis de p sao eliminadas, assim como a forma totalmente separavel. E se
dois A’s forem menores que 2, todas as formas bisseparaveis sao eliminadas,
implicando que p é genuinamente emaranhado. Disso segue também que se

dois A’s forem menores que 2, entao o outro A também sera.

2.00 2.0
1.75 - 6=0/100 1.9
1.50 1 1.8
1.25 17

W 4
1.00 1.6

0.75 -
1.5

0.50 -
1.4

0.25
T T T T T 13

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Figura 4.2: Mapa dos valores de A; e A,y para valores que violam o critério
de van Loock-Furusawa, Eq. (3.12). A regiao em tons de vermelho e amarelo
indica onde ocorre a violagao.

A Figura 4.1.2 mostra um grafico de A; e A, para diferentes valores das
cinturas o e €. O valor de ¢ foi escolhido de tal modo que a condicao o > ¢
seja satisfeita. Na regiao colorida do grafico, A; e Ay sao menores que 2,
implicando que nessa regiao Az < 2 e que, para os parametros usados ali, o

estado dos trés fotons tem as variaveis espaciais x genuinamente emaranha-
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das.

4.2 Sistema Quadripartido de Foétons

Inspirado na secao anterior, propomos nesta secao um esquema experi-
mental para obter um estado quadripartido de fétons com as variaveis espa-
ciais possivelmente emaranhadas. Existe uma infinidade de tais esquemas e,
de modo geral, o processo de aplicacao do critério de van Loock-Furusawa
nao é simples. Nas proximas paginas justificamos a escolha do esquema expe-
rimental e exibimos todo o processo de obtencao do estado quadripartido de
fétons e a aplicacao do critério de emaranhamento nesse estado, além de fazer

um rapido resumo do critério de van Loock-Furusawa no caso quadripartido.

4.2.1 Producao do Estado Quadripartido de Fétons

A producao do estado tripartido da Secgao 4.1 estda apoiada em dois
elementos: o SPDC e a interferéncia HOM. Em particular, a interferéncia
HOM assume que os dois canais de entrada do seu divisor de feixes sejam
alimentados por feixes de fétons. Dai a necessidade de usar o detector 4 como
um gatilho*. Além disso, é considerado apenas medicoes de coincidéncia nos
quatro detectores. Se tudo que foi dito até aqui nesse paragrafo for adotado,
entao os fétons produzidos estarao espacialmente separados e saberemos com
certeza o estado quantico desses fétons.

Para produzir um estado quadripartido de fétons espacialmente separados
e cujo estado seja conhecido com certeza, seguiremos o que foi feito no caso
tripartido. Usaremos um esquema com um triplo SPDC e que contém duas
interferéncias HOM, como indicado na Figura 4.3. Os detectores 5 e 6 sao
usados como gatilho para verificar a interferéncia HOM entre os fétons 3 e 4
e os fétons 1 e 2, respectivamente. Novamente estamos interessados apenas
em medigoes de coincidéncia nos seis detectores.

Fagamos uma rapida discussao prética da interferéncia HOM [46]. Para

40 uso do detector 4 como um gatilho também ajuda a garantir que os fétons produzidos
estao espacialmente separados.
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Figura 4.3: Aparato experimental usado para produzir um estado quadripar-
tido de fétons com as varidveis espaciais possivelmente emaranhadas.

isso, considere inicialmente a interferéncia que ocorre entre os fétons 1 e 2.
Como estamos considerando apenas medigoes de coincidéncia e usando o de-
tector 6 como gatilho, existem duas possibilidades aqui: dupla transmissao
ou dupla reflexao no divisor de feixes. O estado de saida é escrito como
| - )|+ ) e vamos convencionar que o estado do f6ton absorvido pelo detector
mais a esquerda é inserido no rétulo esquerdo e que o estado do foton ab-
sorvido pelo detector mais a direita é inserido no rétulo direito. Portanto, o
termo de saida relativo & dupla transmissao é dado por |1) |2) e o termo de
saida relativo a dupla reflexao é dado por (—1)-]2') |1"), em que um apdstrofo
indica que a coordena y tem sinal trocado. Note que na dupla reflexao existe
i

um termo de fase e™*". De modo geral, a interferéncia HOM dos fétons 1 e

2 mapeia o estado |q;)|q,) no estado

1) |da) — [a5) |ay) -

Note que nao estamos nos preocupando com termos de normalizagao. Isso
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¢ adiado até um momento adequado para o calculo de uma constante de
normalizagao global. De maneira anéloga, o estado |qs) |q,) é mapeado no

estado

|as) las) — [d)) |d3) -

Finalmente, o resultado pratico das duas interferéncias HOM é mapear o

estado |q;) [ay) |q3) |a4) no estado

[lar) [ae) — [az) [d))] x [|as) [as) — ) |a3)] (4.12)

O estado dos fétons gémeos produzidos em cada SPDC é dado pela
Eq. (2.51),

i) = 02/dqi/dqjvij(qﬁqj)%j(qi —q;) la;) |a;) (4.13)

em que C5 é uma constante de normalizacao e os indices 7j tomam os valores
26, 14 e 53 (ver Figura 4.3). Estamos considerando novamente que v;; e 7;;
sao gaussianas

De forma semelhante ao que foi feito no caso tripartido, 5 e 6 sao detecto-
res pontuais posicionados em p = 0, implicando que |q;) e |q4) s@o projetados

em q = 0. Disso segue que |thg) é da forma

wwz/mm@wm, (4.14)

e que |153) é da forma

wwz/mm%wm. (4.15)

Ambos, ¢5 e ¢3, sao gaussianas. Assim, o estado quanticos dos trés pares de

fotons gémeos antes da interferéncia HOM é proporcional a

/dqexp(—02|q1 + Q4‘2 - 52|(11 - Q4|2 - 62|(12|2 - 72|Q3|2) (4.16)

X |ay) [az) [93) |a4)
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em que dq = dq,dq,dqsdq,.
O estado quadripartido de fétons resultante do aparato da Figura 4.3 é

dado pela Eq. (4.16) ap6s a aplicagdo do mapeamento indicado na Eq. (4.12):

1
o) = ﬁ/dlep(—JQ\ql + qyl® — 6°|ay — qu]? — €|a,* — 7°|as|?)
q

X [lag) laz) — lds) lay)] < [las) laa) — lay) [a3)]-
(4.17)

A constante de normalizacao N, inclui a normalizacao das gaussianas e a

corregao devido ao mapeamento da Eq. (4.12).

4.2.2 Variancia dos Vetores de Onda

A funcao de onda no espaco de vetores de onda transversais do estado

quadripartido de fétons é dada por:
1 a b c d
V(a) = (au, o, U3, altor) = (" — €’ — e+ ), (4.18)
q

em que q = (qy,dy,qs,dy) € com

a=—0|q +qf° —6|a; — q* — €lqu]® — 77 qs), (4.19a)
b= —c’lq; + a3” — 8%|la; — @4f” — Elan|* — 7% |ay (4.19b)
c= =0l + q” = 0|y — quf” — Elqi]? — 7% asl, (4.19¢)
d = —o?|dy + q4]* — 6°|qh — as)? — €]qi > — 77|l (4.19d)

A constante de normalizagdo N, ¢ calculada impondo que [ dq|¥(q)|? = 1.

Usando (4.18) segue que

N? = /dq(e“ —el —ef et ch i (4.20)

com [, = [dqe*, I, = [dqe®, Iy = [dqe*, I, = queQd Is = [dqe*t?
= [dqe*™, I; = [dqe*™, Iy = [dqe®t®, Iy = [dqe*™ e I;o = [ dget?
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ecom01262203:c4:1, 052062092010:—2607208:2.
Com o objetivo de achar N,, vamos calcular a integral I;. Para isso, note
que

_CETBI:E(Zz - %TBly(j)y - 2@,
com (ZCT = (Cle 42z 43z q4:r:>7 (EJT = <QIy q2y q3y q4y)7

2062 +6%) 0 0 2(c*-46%

Blm == y (421)

Bly - . (422)

Segue entao que

2 2
I = /dqem - /dq ¢ T e /dq A S IR
v Y \/det le \/det Bly

As integrais I»-I;o podem ser calculadas usando a mesma técnica. Assim,

para calcular I; precisamos achar as matrizes B;, e B;, e entao usar a férmula
acima. Na verdade, é necessario apenas o determinante dessas matrizes e,

para todas elas, a matriz x e matriz y tém o mesmo determinante. Portanto,

2 w2 m

~ Vdet B, \fdetB, detBi’

(4.23)

7

Para completar o calculo de N, é necessario encontrar as matrizes Bay-Biog.
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As trés primeiras, Bg,, B3, € By, sao:

202 +62) 0 20>—48) 0

0 2¢2 0 0
By, = ¢ : (4.24)
2062 —6%) 0 2(c*+46%) 0
0 0 0 272
2¢2 0 0 0
0 202+62) 0 20— 62
By, = (0" + 5% (0% = &%) (4.25)
0 0 272 0

e
22 0 0 0
0 2(6?4+6%) 202-6%) 0
Bu = (0" 407 20"~ 0") (4.26)
0 2(c?—46%) 2(c?+46%) 0
0 0 0 272
Por fim,

B5~’E = (le + BZ:I:)/27 BGJ} = (Bla: + BSJJ)/2a
Bry = (Biz + Bi,)/2,  Bsy = (Bag + Bsy) /2, (4.27)
BQm = (B2x + B4z)/27 Ble = (BS:J: + B4x)/2

Para completar o calculo de N, usando a Eq. (4.23), precisamos achar

o determinante de cada matriz B;,. Os valores encontrados sao listados a

seguir:
det By, = det By, = det B;, = det By, = 64025%*72, (4.28a)
det Bs, = det Byg, = 4€*(0* + §* + 7%)(40°0° + o°7% + §°72), (4.28Db)
det Bg, = det By, = 47%(0% + 6% + €%)(40°6% + o2€® + 6%€?), (4.28¢)
det By, = det Bg, = (40%6* + 0°7% + 6°7% + 0%¢® + 6%* + €27%)%. (4.28d)
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Finalmente, N, ¢ dado por:

, 1 7 L 4t
716 0262272 (40202 + 0272 + 0272 + 0262 + 0%€2 + €272)?
4
- T (4.29)
€2(0? 4 62 + 72) (40262 + 0272 + 0%72)
4
T

 72(02 4 02 4 €2) (40202 4 022 + 02¢2)

Seguindo o que foi feito na Secao 4.1, estaremos interessados apenas
na dinamica ao longo do eixo z. Portanto, vamos recorrer novamente a
probabilidade marginal. Denotaremos por p as variaveis (qiz, Gox, @3z, G4z)
e, quando for conveniente, usaremos essa mesma notacao para indicar uma

matriz coluna®. Assim, a probabilidade marginal P(p) é dada por:

1
P = [ dayv@P = 5 (a1 [dae® v [ dayes)
q

1

T N2 (cl Le ™ "Bl ot eigy/Tige™? TBIOJ) (4.30)
q

10 o7 "Biah

- T cie
- Fg;q\/fie P TBial _ @;TBM .
Considere agora o operador v definido como um combinacao linear dos
Qix:
U= g1G1z + 92G2x + 9393z + Jaqaa- (4.31)
A variancia de 0 no estado ¥(q) é dada por:
2

(AD)?) g = /dﬁ (7 T D,p)P(p) — (/dﬁ (7 Tﬁ)P(ﬁ)) (4.32)

®Quando usado como matriz coluna, p'é a mesma matriz ¢, usada para o calculo de I.
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com §T = (g1 g2 g3 g4) €

g g 9193 9194
9291 93 9293 9294
9391 9392 g§ 9394
9491 9192 9193 Gi

D, = (4.33)

O tltimo termo da Eq. (4.32) é nulo. Além disso vale que

2 tr(D, B

dp (5 TDyp)e? "Bl = 2w ]
/ P (7 Dup) 9 /det B..

Portanto a variancia de v é calculado como

o~ tr(D,B)

ADVg == Y ¢ 4.34
<( U) >‘IJ 2NqZ — Gi det Bm ( 3 )

4.2.3 Variancia da Posicao

A funcao de onda no espaco de posicao do estado quadripartido de fétons

¢ dado pela transformada de Fourier de ¥(q):

Blp) = Cy [ dac ¥ (a). (4.35)

em que C3 é uma constante de normalizacao e p = (p1, p2,p3,ps). Para

calcular ®(p) note que ¥(q) é a soma de termos da forma
eXp(_(j;:TAa:(jz - %Tqu_)y)a
em que A, e A, sao matrizes simétricas 4 x 4. Nessas condigoes podemos
aplicar a férmula
4

. - T = = —1= o 1.
/dq(a“lﬁ—quAm—ququy — T el A e AY B (4.36)

\/det A, det A,
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Apés aplicar (4.36), obtemos a fungao de onda ®(p):

1 ’ / / 4
D(p) = — (e — e —e +eb), (4.37)
NP
com
a = _|P1 +P4’2 o |p1 _p4|2 _ ’pQ‘Q _ ’p3‘2 (4 38&)
(do)2 (40> (202 (27)¥ ’
R I G N (4.38D)
(do)? (40> (202 (27)¥ '
g lepl® e —pa? A sl (4.38¢)
(40)2 (402 (202 (27)% ‘
PNy T Tl .1 (4.384)
(40) (40 (20 (27)*

Comparando (4.19) com (4.38) vemos que todos célculos feitos com ¥(q)

podem ser repetidos para ®(p) fazendo as trocas

o— 1/40, J — 1/40,
€ — 1/2e, T — 1/27.

Esses célculos incluem o valor de N,,, a probabilidade marginal P(Z), em que
T é agora entendio como (p1g, Por, P3z, P42) OU COMO uma matriz coluna, e a

variancia do operador

U = h1piz + hopoy + h3pse + hapas. (4.39)

4.2.4 Aplicagao do Teste de Emaranhamento

O critério de van Loock-Furusawa para um estado quadripartido é re-
sumido a seguir [9]. Seja (k,l,m,n) uma permutacao fixa dos ndimeros
(1,2,3,4). Esses nimeros indicam cada uma das partes de um estado quadri-

partido. Podemos dividir o critério de emaranhamento em dois casos tteis. O
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primeiro é quando o operador densidade do estado quadripartido é da forma
p= Zpipi,klm & Pin- (4.40)

Nesse caso vale a desigualdade
((A1)%), + (A0)*) = [hign + hugi + Tungin| + [hngal, (4.41)

essa desigualdade nao for satisfeita, entao p nao pode ser escrito como na

Eq. (4.40). O segundo caso ocorre quando o operador densidade ¢ da forma
p= Zpipi,k:l ® Pimn- (4.42)
Nesse caso,

((AQ)%), + ((AD)?), > |higi + ugi] + [hmGm + Bngnl- (4.43)

Novamente, se essa desigualdade nao for satisfeita, entao p nao é da forma
(4.42). Se p for completamente separavel, p = . p; i k@i 1@ Pi m @ Pi n, ENLAO
p pode ser escrito tanto como (4.40) quanto como (4.42). Assim, se qualquer
uma dessas formas for eliminada pelo critério de van Loock-Furusawa, entao
o estado completamente separavel também é eliminado.

Explicitamente, existem quadro maneiras escrever (4.40):

p= Zpipi,123 X Pi 4, (4.44a)
p= Zpipi,124 @ pi3, (4.44b)
p= sz'ﬂi,lm & Pi2, (4.44c)
p= mez‘,234 & i1 (4.44d)

E existem trés maneiras de fixar a permutacao quando o operador densidade
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é escrito como (4.42):

p= Zpipi,lQ & pi,34, (4.45a)
p= Zpipz',m @ pi24, (4.45b)
p= sz’ﬂi,m @ pi23- (4.45¢)

Vamos agora explorar o valor das constantes hs e gs com o objetivo de eli-
minar cada um das formas separaveis (4.44) e (4.45). Isso inclui automati-
camente a forma completamente separavel.

Existem intimeras maneiras de escolher as constantes hs e gs. Seguiremos

aqui o que é feito em [9] e escolher
hy=—-h=g.=qgq =1, hyy="h, =0, g e gy livres. (4.46)

Como primeiro exemplo, considere as seguintes combinacgoes lineares para u

e v:

ﬁ(l) = P1z — P2z, (447&)
2V = g1z + Gox + 93030 + Galua- (4.47b)

Perceba que g3 e g4 sao parametros livres e nao influenciam nas desigualdades
(4.41) e (4.43). Isso permite que esses parametros sejam escolhidos de forma
a otimizar essas desigualdades. Aplicando o critério de van Loock-Furusawa
segue que se

A = (A + (A1) < 2, (4.48)

entao o operador densidade nao pode ser escrito como (4.44c), (4.44d), (4.45b)
ou como (4.45¢). Assim, quando A; < 2, eliminamos vérias formas separdveis
de escrever o operador densidade, mas nao todas. Para eliminar as outras

formas separaveis, temos que escolher outras constantes hs e gs.
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Considere agora os operadores

a®) = P3z — Pax, (4.492)
@ = g1q12 + 92020 + G2 + Qo (4.49b)

Novamente g; e go sao parametros livres. Segue dai que
Ay = ((AGP))g + (AP g < 2 (4.50)

¢ incompativel com as formas (4.44a), (4.44b), (4.45b) e (4.45¢) de escrever
o operador densidade.

Resumindo, se A; e Ay forem ambos menores que 2, entao eliminamos
todas as formas separaveis (4.44) e (4.45), exceto (4.45a). Para eliminar

também essa forma separavel, considere os operadores

0® = pip — pas, (4.51a)
3 = qra + 92020 + Q30 + 9aGua- (4.51b)

Os parametros gs € g4 sao livres e nao possuem conexao com os parametros

usados anteriormente quando definimos 9™ e 9(?). Segue que
Az = <(Aﬁ(3))2)¢ + ((A@(?’))Q)q, <2 (4.52)

é incompativel com a forma separdvel (4.45a), além das formas (4.44b),
(4.44d) e (4.45¢).

Passamos agora a discutir a estratégia de otimizacao dos parametros li-
vres. Para isso, considere que estamos querendo minimizar Ay = Aq(gs, g4)-

O processo de otimizacao é direto,

0N, 0N

—L =1,
dg3 994



CAPITULO 4. SISTEMAS TRIPARTIDO E QUADRIPARTIDO DE FOTONS58

Ay JA%3

Figura 4.4: Soma da variancia dos operadores @ e v. Nos trés graficos 7 = €
e d =0/100.

e os valores 6timos de g3 e de g4 sao dados por:

( ggpt ) _ ( (G3.)  (@30Gua) )1 ( —(@12932) — (q20G32) ) (4.53)
gt (@32quz)  (q3.) ~(Qroae) — (@oaaa) )

Nessa férmula, as médias sao tomadas usando a probabilidade marginal
P(p). Como P(p) é funcao de (o,0,€,7), segue que os parametros otimi-
zados g7 e g também sdo funcdes de (o, d, ¢, 7). Diante disso, seguimos a
seguinte estratégia de otimizac¢ao. Escolhemos parametros (og, do, €9, 7o) tais
que ((AGM)?)g < 2 e entdao usamos tais parametros para calcular g e g3
usando a Eq. (4.53). Essa estratégia é baseada no fato da variancia de aV) e

de o) ser positiva, de forma que A; < 2 é possivel somente quando ambos,

@M e oM, tém variancia estritamente menor que 2.
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Mesmo ap6s a aplicagao do processo de otimizacao descrito no pardgrafo
anterior, nenhuma soma de variancias (A;, Ay ou Ajz) toma valor menor
que 2, como indicado na Figura 4.4. Sendo assim, o critério de van Loock-
Furusawa ¢é satisfeito para todas as escolhes feitas para os hs e gs e portanto
nao podemos excluir nenhuma forma separavel de escrever o operador den-
sidade.

As escolhas possiveis para os hs e gs nao se esgotaram. Ainda assim, todas
as outras escolhas que seguem (4.46) resultam numa soma de variancias maior
que 2, mais precisamente, todas terminam com uma soma de variancias de
e v iguais a As.

Lembre que o critério de van Loock-Furusawa é somente um critério ne-
cessario para a separabilidade. Sendo assim, o resultado que obtemos nao
implica que o nosso estado quadripartido de f6tons é completamente separa-
vel. Na verdade, isso provavelmente é falso, ja que o SPDC produz fétons
gémeos emaranhados espacialmente. O resultado obtido é simplesmente in-

conclusivo.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

O emaranhamento é um aspecto notavel da mecéanica quantica. Além
de ser um tipo de correlacao diferente de todos os que existem no mundo
classico, o emaranhamento é um recurso indispensavel para a computacao e
informagao quantica. De fato, é ao considerar a aplicacao de emaranhamento
em processamento de informacao que podemos ver a sua relevancia completa.
O tema computagao e informagao nao foi nosso foco durante esse trabalho,
pelo menos nao diretamente. Esse assunto, porém, é bastante acessivel e é
somente com ele que podemos visualizar o quadro geral do tema abordado
nesta dissertacao. Por exemplo, o teleporte quantico, a codificacao super-
densa e a criptografia quantica sao, além de impressionantes cientificamente,
bastante promissores tecnologicamente.

Surge naturalmente duas questoes. A primeira diz respeito a caracteri-
zacao de emaranhamento, isto é, a verificacao se um dado estado esta ou
nao emaranhado. No Capitulo 3 vimos alguns métodos que respondem essa
pergunta. Dentre eles, destacamos aqui o critério de van Loock-Furusawa,
que lida com o emaranhamento em varidveis continuas de um sistema com
trés ou mais partes.

A outra questao trata da produgao de estados emaranhados. Vimos como
isso pode ser feito num sistema de fotons usando SPDC. O SPDC em si ja
produz dois fétons emaranhados nas varidaveis espaciais. No Capitulo 4 dis-

cutimos como sistemas com mais de dois fétons emaranhados podem ser
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produzidos. A estratégia usada conta com pelo menos um par de fétons gé-
meos, espelhos, lentes e divisores de feixes. Um dos estados obtidos nesse
capitulo é o estado tripartido de fétons que possui, sob determinadas con-
digoes, emaranhamento genuino nas variaveis espaciais. O outro estado de
fétons obtido é um estado quadripartido que, embora nao tenhamos conse-
guido excluir nenhuma forma separavel, provavelmente tem algum nivel de
emaranhamento.

Uma das primeiras ideias para esse trabalho era analisar se o aparato
usado para criar os trés fotons com variaveis espaciais emaranhadas também
era capaz de criar emaranhamento quadripartido. A primeira vista isso pa-
rece ser possivel, ja que quatro fétons sao produzidos no esquema utilizado.
O problema é que esse quarto féton é usado como um gatilho para verificar
se ocorreu uma interferéncia HOM. Assim, numa versao sem um féton usado
como gatilho, nao saberiamos com certeza o estado gerado, ja que haveria 3
possibilidades, e em somente uma dessas possibilidades os fotons estariam,
todos, espacialmente separados.

Mudando um pouco o aparato experimental, certamente é possivel obter
um estado com quatro ou mais fotons espacialmente separados e com as varia-
veis espaciais emaranhadas. Fizemos isso e chegamos no estado quadripartido
de fétons citado acima. A nossa aplicacao do critério de emaranhamento de
van Loock-Furusawa nesse sistema nao foi efetiva para verificar a existéncia
de emaranhamento. Disso surge um continuacao possivel desta dissertacao:
refinar a aplicacao do critério de van Loock-Furusawa ou até usar algum outro
método de caracterizacao de emaranhamento.

Outra continuacao natural deste trabalho é procurar por outros esquemas
experimentais capazes de criar sistemas multipartidos de f6tons com emara-
nhamento nas varidaveis espaciais. Um ponto de partida ja foi dado aqui:
unir fétons gémeos com divisores de feixes. Possivelmente existem outras
possibilidades. Comparar as diversas formas de producao de fétons emara-
nhados e montar com isso um quadro geral é outra perspectiva promissora

desta dissertacao.



Apeéendice A
Expressoes da Secao 4.1

As constantes de normalizagao N, e N, sao:
Np2 = 4m30%5%% - N e N2 = ——

com
026%€?

N=1_— .
(02 + 62 + 4€?) (0262 + 02€? + §2€2)

As probabilidades marginais P(Z) e P(p) sao:

N,

p

10~ . . . . .
P(7) = — {Al exp(—ﬁ TBIﬁ) _ 24, exp(—ﬁ TBQﬁ) + A, exp(—ﬁ Tng*)},
1
P(5) = 7+ {Al exp(—p " B1p) — 24z exp(—p " Bop) + Ay exp(—p TBﬁ)] :
q

As contantes A}, Ag, A, e Ay sao:
_ _ /32 3 252 2
Ay = V2130, Ay = Tooc )
V(0% + 6% + 4€2) (0262 + 02€ + §2€?)

3
Al = \/7?/\/5056, AQ = S

V(02 + 02 4 4€2) (0262 + 0262 + §2¢%)
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As matrizes By, By e Bs sao:

~ szte) 3(—%) O
_ 1/ 1
Bi=| 3(z-%) 3(z+5) 0 [
0 0 o
1/1 1 1/ 1 1 1/1 1
) 1R R ) iz —#)
Boo| HE-d) dE+E+d) o |
HE-g) 0 dE+E+d
1/1 1 1/1 1
i izt 0 3(E—x)
Bs = 0 o 0
1/1 1 1/1 1
=m0 3(m+w)
E as matrizes By, By e B3 sao:
0.2+52 0.2_62
2 2 22 2
_ oc2-§ 0%+
Bi=| === == 0 |,
0 0 2¢2
0_2+62 0'2—62 0’2—52
2 , 4 2
B, = 02262 o 15 4 e2 0 :
02252 0 021—52 +€2
0.2+52 0.2752
2 0 2
B = 0 2¢? 0
0_2_52 0_2+52
2 0 2
As matrizes D, e D, sdo:
hi  hihy hihg G 92 G193
D, = hahy h% hohs € D, = 9201 95 9293
hshy hshy R 9391 9392 93

E as matrizes h T e § T sdo, respectivamente, (hy hy h3) e (g1 92 g3)-
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