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Resumo

Fleury,Tatiana Pires. Variedades de Einstein e Ricci solitons. Goiânia, GO,
2019. 81p. Tese de Doutorado . Instituto de Matemática e Estatística, Universi-
dade Federal de Goiás.

Neste trabalho, provamos que todas as métricas conformes ao espaço pseudo-Euclidiano
(Rn,g), invariantes pela ação de um grupo de translação (n− 1)−dimensional e rotação
são gradiente quasi Ricci soliton. Provamos também que todas as métricas conformes
a M = (Rn, ḡ)×Fm, invariante por translação e F Ricci flat, são gradiente quasi Ricci
solitons. Classificamos todas as variedades de Einstein do tipo M = (Rn, ḡ)× f Fm, onde
g = 1

ϕ2 g, invariantes pela ação do grupo de translação (n−1)−dimensional e F Ricci flat
com m > 1. Se M é um gradiente Ricci soliton do tipo M = (Rn, ḡ)×Fm e a fibra é Ricci
flat então M é steady e exibimos todas as soluções. Finalmente provamos que se o produto
torcido M = (Rn, ḡ)× f Fm for um gradiente Ricci soliton com F Ricci flat, e além disso,
ϕ
′

ϕ
= c f

′

f então M é steady.

Palavras–chave

Gradiente Ricci soliton, gradiente quasi Ricci soliton, variedade de Einstein,
produto torcido.



Abstract

Fleury,Tatiana Pires. Classes of Generalized Weingarten Hypersurfaces in
the Euclidean Space. Goiânia, GO, 2019. 81p. PhD. Thesis . Instituto de
Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work, we prove that all metrics conformal to the pseudo-Euclidean space (Rn,g),
invariant under the action (n−1)−dimensional translation group and also invariants by a
pseudo orthogonal group action are gradient Ricci almost solitons. We also prove that all
metrics conformal to M = (Rn, ḡ)×Fm, invariant under the action (n− 1)−dimensional
translation group and F Ricci flat are gradient Ricci almost soliton. We classify all
Einstein manifolds of the type M = (Rn, ḡ)× f Fm, where g = 1

ϕ2 g, invariant under the
action (n− 1)−dimensional translation group and F Ricci flat with m > 1. If M is
gradiente Ricci soliton of type M = (Rn, ḡ)×Fm and the fiber is Ricci flat then M is
steady and we provide all such solutions. Finally we prove that if the warped product
M = (Rn, ḡ)× f Fm is a gradient Ricci soliton with F Ricci flat, and further, ϕ

′

ϕ
= c f

′

f then
M is steady.

Keywords

Gradient Ricci soliton, gradient Ricci almost soliton, Einstein manifolds, warped
product.
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Introdução

Na XVIII Escola de Geometria Diferencial de 2014, Cao e Zhou em ([23]),
apresentaram um minicurso, incluindo noções de geometria Riemanniana até o conceito
de fluxo de Ricci e Ricci solitons. O conceito de Ricci Solitons foi introduzido por
Hamilton em ([24]) e correspondem a soluções auto similares do fluxo de Ricci,

∂

∂t
g(t) =−2Ricg(t).

Seja (Mn,g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensão n≥ 3. Dizemos que
(M,g) é um gradiente Ricci soliton se existe uma função diferenciável f : M−→R (dita
função potencial) tal que

Ricg +Hessg( f ) = ρg, ρ ∈ R, (0-1)

onde Ricg é o tensor de Ricci , Hessg( f ) é a Hessiana de f com respeito a métrica
g, e ρ é um número real. Um gradiente Ricci soliton é dito ser shrinking, steady, ou

expanding se ρ > 0, ρ = 0, or ρ < 0, respectivamente. Quando M é uma variedade
Riemaniana, geralmente requer que a variedade seja completa. No caso de uma variedade
semi-Riemanniana, não requer que (M,g) seja completa ([3], [4], [5] e [11]).

Observamos que a equação (0-1) pode ser considerada como uma extensão das
Variedades de Einstein, pois se f é constante, temos que

Ricg = ρg, ρ ∈ R.

Dizemos que uma variedade de Einstein é um Ricci soliton trivial.
Em [12], os autores introduziram uma extensão natural do conceito de gradiente

Ricci soliton, o quasi Ricci soliton. Assim, (M,g) é dito um gradiente quasi Ricci
soliton se a equação (0-1) é satisfeita para alguma função ρ ∈ C∞(M). Eles provaram
resultados de existência e rigidez, deduziram estimativas da curvatura e investigaram
algumas propriedades topologicas. Visto que os gradiente quasi Ricci solitons contem
gradiente Ricci solitons como caso particular, podemos dizer que gradiente quasi Ricci
soliton é próprio se a função ρ é não constante, veja ([6]).
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Em [7], os autores apresentaram uma condição necessária e suficiente para a
construção de gradiente quasi Ricci solitons que tem estrutura de produtos torcido. Eles
provaram vários resultados e deram um exemplo de uma solução particular.

Em [1], os autores provaram que um gradiente quasi Ricci soliton com curvatura
escalar não negativa e admitindo um campo gradiente conforme é o espaço Euclidiano Rn

ou a esfera padrão Sn. Eles mostraram que um quasi Ricci soliton compacto e localmente
conformemente flat é isométrico a esfera Euclidiana Sn, desde que uma condição integral
seja válida. Além disso, eles construíram exemplos de gradiente quasi Ricci solitons.
Eles consideraram a variedade produto torcido Mn+1 = R×cosht Sn com a métrica g =

dt2 + cosh2tg0, onde g0 é a métrica padrão do Sn e provaram que (Mn+1,g,∇ f ,ρ), onde
f (x, t) = senht e λ(x, t) = senht +n, é um gradiente quasi Ricci soliton.

Em [2], os autores provaram que um gradiente quasi Ricci soliton (Mn,g,∇ f ,λ),
cujo tensor de Ricci é Codazzi, tem curvatura seccional constante. Em particular, no caso
compacto, eles provaram que (Mn,g) é isométrico a esfera Euclidiana e f é a função
altura. Além disso, eles classificaram os gradiente quasi Ricci solitons com curvatura
escalar constante, admitindo que uma função adequada atinja seu máximo em Mn.

Exemplos de gradiente Ricci solitons foram obtidos considerando-se Rn com
a métrica canônica g. Então (Rn,g) é um gradiente Ricci soliton, onde f (x) = A |x|

2

2 +

g(x, B) +C,A, C ∈ R e B ∈ Rn são todas as funções potenciais. Nesse caso, (Rn,g)

é um gradiente Ricci soliton shrinking, steady ou expanding de acordo com o sinal da
constante A. R. Bryant [19] provou que existe um gradiente Ricci soliton completo, steady,
esfericamente simétrico para qualquer n ≥ 3, que é conhecido como soliton de Bryant.
Recentemente, Cao and Chen [20] mostraram que qualquer gradiente Ricci soliton
completo, steady, localmente conformemente flat ou é isométrico soliton de Bryant ou é
flat. Gradiente Ricci soliton completo shrinking conformemente flat foram caracterizados
como sendo quocientes de Rn,Sn ou R×Sn−1, veja [21].

Apesar dos Ricci solitons terem sido introduzidos e estudados inicialmente no
contexto Riemanniano, os Ricci solitons Lorentzianos foram investigados recentemente
em [3], [4] e [11], onde os autores mostram que existem diferenças importantes no caso
Riemanniano. A existência de gradiente Ricci solitons Lorentzianos, steady, localmente
conformemente flat e distinto do soliton de Bryant foi provado por Batat em [3]. Em [5],
os autores deram uma caracterização local dos gradiente Ricci solitons Lorentziano que
são localmente conformemente flat.

Em [17], os autores consideraram gradiente Ricci solitons, conformes a espaço
pseudo-Euclidiano, que são invariantes sobre a açao do grupo de translação (n− 1)−
dimensional e encontraram todas as soluções no caso steady.

Falando agora sobre variedades de Einstein, sabemos que encontrar métricas não
triviais com curvatura de Ricci constante é bem posto para n > 3, pois sabemos que uma



11

variedade Riemanniana de dimensão 3 tem curvatura de Ricci constante se, e somente se,
tem curvatura seccional constante ([13] e [8]). Já para n > 3 a situação é muito diferente,
pois, por exemplo, S2 × S2 tem curvatura de Ricci constante igual a 1, mas não tem
curvatura seccional constante ([13] e [8]).

Em [14], os autores estudaram variedades semi-Riemannianas de Einstein
com estrutura de produto torcido. Eles consideraram o caso em que a base é con-
forme ao espaço pseudo-Euclidiano e invariante pela ação do grupo de translação
(n− 1)−dimensional, a fibra Ricci flat e encontraram todas as soluções no caso Ricci
flat. Também obtiveram soluções explicitas, no caso vaccum, para equações de campos
de Einstein.

Recentemente, em 2018, em [16], os autores consideraram variedades semi-
Riemannianas de Einstein com estrutura de produto torcido M = Bn× f Fm, com n≥ 3 e
m≥ 2. Quando a base é compacta e a fibra Ricci flat, eles provaram que M é simplesmente
um espaço produto Riemanniano. Além disso, quando a base é conforme ao espaço
pseudo-Euclidiano com curvatura escalar constante e a fibra é uma variedade semi-
Riemanniana Ricci flat, eles encontraram todas as soluções quando o fator conforme é
invariante por translação.

No nosso trabalho, estudamos gradiente quasi Ricci solitons, variedades de
Einstein e gradiente Ricci soliton com estrutura de produto torcido. Os resultados obtidos
podem ser descritos da seguinte maneira: provamos que todas as métricas conformes a
métrica pseudo-Euclidiana e invariantes por rotação e translação são gradiente quasi Ricci
soliton (Corolário 2.2 e 2.4). Além disso, construímos uma família de variedades produto
torcido que são gradiente quasi Ricci soliton (Corolário 2.7).

Exibimos no caso pseudo-Euclidiano, exemplos de métricas conformes a métrica
pseudo-Euclidiana, completas invariantes por translação e rotação que são gradiente quasi
Ricci solitons.

Classificamos todas as variedades de Einstein do tipo M =(Rn, ḡ)× f Fm, m≥ 1,
F variedade Ricci flat, onde a base é invariante sobre a ação do grupo de translação
(n−1)−dimensional. (Teoremas 3.5 e 3.9).

Se M é gradiente Ricci soliton do tipo M = (Rn, ḡ)×Fm e a fibra é Ricci flat
então M é steady e exibimos todas as soluções. Finalmente provamos que se o produto
torcido M = (Rn, ḡ)× f Fm for um gradiente Ricci soliton com F Ricci flat, e além disso,
ϕ
′

ϕ
= c f

′

f então M é steady.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo elencaremos resultados e definições importantes para o desenvol-
vimento dos próximos capítulos, além de fixarmos as notações. As demonstrações dos
resultados estarão devidamente indicadas para eventuais consultas do leitor ([8], [9] e
[10]). A seguir, apresentamos nossos principais resultados. Denotaremos por ϕ,xi , f ,xi e
h,xi derivadas de primeira ordem e ϕ,xix j , f ,xix j e h,xix j derivadas de segunda ordem das
funções ϕ, f e h, com respeito a xi e xix j, respectivamente. Além disso, para qualquer
função diferenciável W , denotaremos

W
′
=

dW
dξ

ou W
′
=

dW
dr

.

Denotaremos também por δi j o delta Kronecker, dado por

δi j =

{
1, i = j

0, i 6= j

1.1 Variedades semi-Riemannianas

Consideraremos M uma variedade semi-Riemanniana, X(M) o conjunto dos
campos de vetores de classe C∞ em M e D(M) o anel das funções reais de classe C∞

definidas em M. Pode-se verificar estes próximos conceitos e suas demonstrações em [8].

Definição 1.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto M e uma

família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ Rn −→ M de abertos Uα de Rn em M tais

que:

i)
⋃
α

xα (Uα) = M;

ii) Para todo par α,β, com xα (Uα)
⋂

xβ

(
Uβ

)
= W 6= /0, os conjuntos x−1

α (W ) e

x−1
β

(W ) são abertos em Rn e as aplicações x−1
β
◦ xα são diferenciáveis;

iii) A família {(Uα,xα)} é máxima relativamente às condições i) e ii).
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O par {(Uα,xα)} com p ∈ xα (Uα) é dito uma parametrização (ou sistema de
coordenadas) de M em p; xα (Uα) é dita vizinhança coordenada em p. Uma família
{(Uα,xα)} que satisfaz i) e ii) é dita uma estrutura diferenciável em M.

Seja V ∗ o conjunto de todas as funções K−linear de V em K e V um espaço
vetorial. Denotaremos que V s =V1 × ... ×Vs.

Definição 1.2 Para inteiros r≥ 0, s≥ 0, onde r e s não se anulam ao mesmo tempo, uma

função K− multilinear A : (V ∗)r×V s −→ K é dita um tensor do tipo (r,s) sobre V .

Um tensor do tipo (0,0) sobre V é simplesmente um elemento de K.
Falaremos agora de uma geometria semi-Riemanniana que envolve um tensor

particular (0,2) em espaços tangentes. Para isso considere V um espaço vetorial real de
dimensão finita.

Definição 1.3 Uma forma bilinear em V é uma função R−bilinear b : V ×V −→ R. Se

b(v,w) = b(w,v) para todo v,w , então dizemos que b é uma forma bilinear simétrica.

Definição 1.4 Uma forma bilinear simétrica b em V é

i) positiva (negativa) definida se b(v,v)> 0 (< 0), ∀v 6= 0;

ii) positiva (negativa) semidefinida se b(v,v)≥ 0 (≤ 0), ∀v ∈V ;

iii) não degenerada se b(v,w) = 0,∀w ∈V implica que v = 0.

Definição 1.5 O índice ν de uma forma bilinear simétrica b sobre V é o maior inteiro

que é a dimensão de um subespaço W ⊂V em que b restrita a W é negativa definida.

Logo, 0 ≤ ν ≤ dimV . E v = 0 se, e somente se, b é positiva semidefinida. A
função q : V −→ R dada por q(v) = B(v,v) é a forma quadrática associada a b.

Se e1, ...,en é uma base de V então a matriz n×n, (bi j) = b(ei,e j) é dita a matriz

de b relativa a e1, ...,en. Como b é simétrica então a matriz também é simétrica. Prova-se
que a forma bilinear simétrica é não degenerada se e somente se a matriz (bi j) é invertível.

Definição 1.6 Um tensor métrico g em uma variedade diferenciável M é um (0,2)
tensor simétrico não degenerado em M de índice constante. Em outras palavras, um

tensor métrico g sobre M é uma aplicação que associa a cada ponto p ∈M uma forma

bilinear simétrica não degenerada em TpM com índice constante ν,∀p ∈M.

Definição 1.7 Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferenciável M

munida de um tensor métrico g.
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Consideraremos uma variedade semi-Riemanniana o par ordenado (M,g). O
valor comum ν do índice gp em uma variedade semi-Riemanniana M é dita índice

de M, 0 ≤ ν ≤ n = dimM. Se ν = 0, M é uma variedade Riemanniana. Então cada
gp é um produto interno positivo definido em TpM. As variedades semi-Riemannianas
são frequentemente chamadas de variedades pseudo Riemannianas. Usaremos a notação
g(v,w) =< v,w > ∈ R para vetores tangentes e g(V,W ) =< V,W > para campos de
vetores.

Em um sistema de coordenadas locais (U,x) em torno de p as componentes do
tensor métrico g são dadas por

gi j = g
(

∂

∂xi
,

∂

∂x j

)
=

〈
∂

∂xi
,

∂

∂x j

〉
, 1≤ i, j ≤ n.

Já que g é não degenerado, temos que para cada ponto p a matriz (gi j(p)) é
invertível, e denotaremos por (gi j(p)) a matriz inversa. Como g é simétrica, gi j = g ji

então gi j = g ji. e finalmente o tensor métrico pode ser escrito por

g = ∑gi jdxi⊗dx j.

Definição 1.8 Um vetor tangente ν de M é dito

(a) spacelike se 〈ν,ν〉> 0 ou ν = 0;

(b) null se 〈ν,ν〉= 0 e ν 6= 0;

(c) timelike se 〈ν,ν〉< 0.

O conjunto de todos os vetores null em TpM é dito cone nulo para p ∈M.

Definição 1.9 Uma conexão ∇ em uma variedade diferenciável Mé uma aplicação

∇ : X(M)×X(M)−→ X(M)

que se indica por (X ,Y )−→ ∇XY e que satisfaz as seguintes propriedades

i) ∇XY é D(M)−linear em X;

ii) ∇XY é R−linear em Y ;

iii) ∇X( fY ) = f ∇XY +X( f )Y,∀ f ∈D(M).

Teorema 1.10 O campo vetorial [X ,Y ] é chamado colchete e definido por

[X ,Y ] = XY −Y X ,

que satisfaz as seguintes propriedades,
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(a) [X ,Y ] =−[Y,X ];

(b) [aX +bY,Z] = a[X ,Z]+b[Y,Z];

(c) [[X ,Y ],Z]+ [[Y,Z],X ]+ [[Z,X ],Y ] = 0, identidade de Jacobi;

(d) [ f X ,gY ] = f g[X ,Y ]+ f X(g)Y −gY ( f )X .

Teorema 1.11 Em uma variedade semi- Riemanniana M existe uma única conexão ∇ tal

que,

i) [X ,Y ] = ∇XY −∇Y X;

ii) X (g(Y,Z)) = g(∇XY,Z)+g(Y,∇X Z) .

∀ X ,Y,Z ∈ X(M).

A ∇ que satisfaz o teorema acima é dita conexão de Levi-Civita de M.
Seja u1, ...,un as coordenadas naturais em Rn

ν. Se V e W = ∑W i∂i são campos de
vetores em Rn

ν, o campo vetorial

DVW = ∑V (W i)∂i

é dita a derivada covariante natural de W com respeito a V . Essa conexão natural D, dada
acima é a conexão de Levi-Civita do espaço semi-Euclidiano Rn

ν,∀ ν = 0,1, ...,n. Em
relação ao sistema de coordenadas de Rn

ν, temos que

(1) gi j = δi jε j, onde δi j é o delta de Kronecker e

ε j =

{
−1, 1≤ j ≤ ν

+1, ν+1≤ j ≤ n.
(1-1)

(2) Γk
i j = 0,∀ 1≤ i, j,k ≤ n.

Então o tensor métrico de Rn
ν pode ser escrito por

g = ∑εidxi⊗dx j.

Agora caracterizaremos a conexão ∇ de Levi-Cevita em um sistema de coorde-
nadas. Temos que

∇ ∂

∂xi

∂

∂x j
= ∑

k
Γ

k
i j

∂

∂xk

onde Γ k
i j são os símbolos de Christoffel da conexão dados por

Γ
k

i j =
1
2 ∑

k
gmk
{

∂

∂xi
(g jm)+

∂

∂x j
(gim)−

∂

∂xm
(gi j)

}
. (1-2)
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Os conceitos de derivada covariante, transporte paralelo e geodésicas são defini-
das de maneira análoga ao caso Riemanniano.

Definição 1.12 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com ∇ a conexão de Levi-

Civita. A aplicação R : X3(M)−→ X(M) dada por

RXY Z = ∇Y ∇X Z−∇X ∇Y Z +∇[X ,Y ]Z, Z ∈ X(M)

é dita operador curvatura da variedade semi-Riemanniana M. R é multilinear.

Associado a esse operador curvatura, denotaremos por R o tensor curvatura de
M, R : X4(M)−→ X(M) dado por,

R(X ,Y,Z,T ) = g
(
∇Y ∇X Z−∇X ∇Y Z +∇[X ,Y ]Z,T

)
, Z ∈ X(M).

Se R = 0, a métrica é dita flat.
Observe que se M = Rn então RXY Z = 0, ∀ X ,Y,Z ∈ X(M).

Considerando um sistema de coordenadas locais (U,x),

R
(

∂

∂xk
,

∂

∂xl

)
∂

∂x j
= ∑

i
Ri

jkl
∂

∂xi

onde as componentes de R são dadas por

Ri
jkl =

∂

∂xl
Γ

i
k j−

∂

∂xk
Γ

i
l j +∑

m
Γ

i
lmΓ

m
k j −∑

m
Γ

i
kmΓ

m
l j . (1-3)

Agora, consideraremos uma função real mais simples que determina completa-
mente R.

Definição 1.13 Um subespaço bidimensional Π do espaço tangente TpM é dito plano
tangente para M em p. Define-se

Q(x,y) = 〈x,x〉〈y,y〉−〈x,y〉2 ,

para vetores tangentes x,y.

O plano tangente Π é não degenerado se e somente se Q(x,y) 6= 0, para alguma
base x,y de Π. Definiremos a seguir uma curvatura que está diretamente ligada ao
operador curvatura.

Definição 1.14 Seja Π um subespaço bidimensional não degenerado do espaço tangente

TpM. O número

K(x,y) =

〈
Rxyx,y

〉
Q(x,y)

,
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independe da escolha da base x,y de Π, e é dita curvatura seccional K(Π) de Π.

Outros conceitos importantes que dependem da curvatura seccional e, portanto
do operador curvatura, são o tensor de Ricci e a curvatura escalar.

Definição 1.15 Considere (M,g) uma variedade semi-Riemanniana, o tensor curvatura
de Ricci é definido por

Ricg(X ,Z) = traço {Y −→ RXY Z} , X ,Z ∈ X(M). (1-4)

Definição 1.16 A curvatura escalar, K de M é uma função K : M −→ R, definida por

K = traço A

onde A é uma aplicação linear auto-adjunta, A : TpM −→ TpM associado ao tensor de

Ricci, Ricg : TpM×TpM −→ R que é uma forma bilinear simétrica.

Em um sistema de coordenadas locais (U,x),

K(p) = ∑
i, j

gi jRi j, (1-5)

onde Ri j = ∑
m

Rm
im j e Ri

jkl expressa por (1-3).

Considere f ∈ D(M), X ∈ X(M) e ϕ ∈ D(M) , definiremos os conceitos de
gradiente, hessiana e laplaciano de uma função definida em M.

Definição 1.17

(1) O gradiente de ϕ em um ponto p ∈ M, denotado por gradgϕ, é o vetor de TpM tal

que

g(gradgϕ,v) = dϕp(v), ∀ v ∈ TpM.

(2) A Hessiana de ϕ, denotada por Hessgϕ, é a forma bilinear simétrica dada por

Hessgϕ(X ,Y ) = g(∇X(gradgϕ),Y ), ∀ X ,Y ∈ X(M).

(3) O laplaciano de ϕ, denotada por ∆gϕ, é dado por

∆gϕ = div(gradgϕ),

onde div : X −→ R é o divergente do campo X definido por

divXp = traço
{

Yp −→ ∇Y X(p)
}
, p ∈M.
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Em um sistema de coordenadas locais (U,x), temos que

‖ gradgϕ ‖2=
n

∑
i, j

gi j ∂ϕ

∂xi

∂ϕ

∂x j

(Hessgϕ)i j =
∂2ϕ

∂xi∂x j
−

n

∑
k=1

Γ
k

i j
∂ϕ

∂xk

∆gϕ =
n

∑
i, j

gi j

(
∂2ϕ

∂xi∂x j
−

n

∑
k=1

Γ
k

i j
∂ϕ

∂xk

)
.

(1-6)

Se M = Rn e gi j = δi jεi, εi =±1 então as expressões da definição (1-6), tornam-se

‖ gradgϕ ‖2=
n

∑
i=1

εi

(
∂ϕ

∂xi

)2

(Hessgϕ)i j =
∂2ϕ

∂xi∂x j

∆gϕ =
n

∑
i

εi
∂2ϕ

∂x2
i
.

(1-7)

Definição 1.18 Duas métricas g e g em uma variedade M são conformes se existe uma

função positiva e diferenciável ϕ : M −→ R tal que para todo p ∈ M e todo u,v ∈ TpM

vale a igualdade

g(u,v) =
1

ϕ2(p)
g(u,v).

Se g for uma métrica flat então a métrica g é chamada conformemente flat.

Falaremos agora de completude.

Definição 1.19 Uma variedade semi-Riemanniana (M,g) é (geodesicamente completa)

completa se toda geodésica de M está definida ∀ t ∈ R.

Definição 1.20 Uma curva divergente em uma variedade Riemanniana (M,g) é uma

aplicação difenrenciável α : [0,∞) −→ M se, para qualquer compacto A ⊂ M, existe

to ∈ (0,∞) tal que α(t) /∈ A, para t > t0. Define-se o comprimento de α por

Lg(α) = lim
t→∞

∫ t

0
|α
′
(r)|dr

Este próximo resultado relaciona o conceito de variedade completa com o
comprimento de curvas divergentes na variedade.
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Proposição 1.21 Uma variedade Riemanniana (M,g) é completa se, e somente se, o

comprimento de qualquer curva divergente é ilimitado.

O próximo resultado sera útil para estudarmos a completude de uma variedade
Riemanniana que é conforme a uma variedade Riemanniana completa ([26]).

Proposição 1.22 Sejam M e M variedades Riemannianas e f : M −→ M um difeomor-

fismo. Admita que M é completa e que existe uma constante c > 0 tal que

‖ v ‖≥ c ‖ d fp(v) ‖,

para todo p ∈M e todo v ∈ TpM. Então M também é completa.

1.2 Gradiente Ricci soliton e variedades de Einstein

A definição a seguir é uma extensão natural de variedade de Einstein.

Definição 1.23 Seja (Mn,g), com n≥ 3 uma variedade semi-Riemanniana. Dizemos que

(M,g) é um gradiente Ricci soliton se existir uma função diferenciável f : M −→ R
(chamada função potencial) tal que

Ricg +Hessg( f ) = ρg, ρ ∈ R, (1-8)

onde Ricg é o tensor de Ricci e a Hessg( f ) é a Hessiana de f com respeito a métrica g.

Os gradiente Ricci solitons são classificados de acordo com o sinal de ρ, então
dizemos que um gradiente Ricci soliton é shrinking, steady ou expanding se ρ > 0, ρ = 0
ou ρ < 0, respectivamente.

Quando M é uma variedade Riemanniana, normalmente exige-se, na definição
(1.23), que a variedade seja completa. No caso de variedades semi Riemannianas, essa
exigência não é feita, ([3], [4], [5] e [11]).

Agora iremos enunciar alguns resultados do artigo do W. Kuhnell ([25]) que
serão de fundamental importância para o desenvolvimento deste trabalho. Em seguida,
apresentaremos resultados sobre transformações conformes ente espaços de Eisntein.

Definição 1.24 Se considerarmos em (1-8), f uma função constante então

Ricg = ρg, ρ ∈ R. (1-9)

Neste caso, dizemos que M é uma variedade de Einstein.
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A definição (1.24) só sera relevante para n≥ 3. De fato, se

(a) n = 1 =⇒ Ricg = 0,
(b) n = 2 =⇒ Ricg(X ,Y ) = 1

2Kg(X ,Y ), para cada p ∈M,. Assim uma variedade semi-
Riemanniana bidimensional é Einstein se, e somente se, tem curvatura Gaussiana
constante.

(c) n = 3, então (M,g) é Einstein se, e somente se, tem curvatura seccional constante.

Lema 1.25 Seja (Mn,g) uma variedade de Einstein, com g = 1
ϕ2 , então as seguintes

condições são equivalentes,

(1) (M,g) é uma variedade Einstein;

(2) Existe uma função ρ : M −→ R com Hessg f = ρg;

(3) Hessg f = ∆g f
n g

(4) Existe uma constante B tal que Hessg f = (−ρ f +B)g.

E cada uma dessas condições implicam que

(5) Existem constantes B e C tais que ‖ gradgϕ ‖2=−ρ f 2 +2B f +C.

O problema acima é equivalente encontrar uma solução para o sistema de
equações diferenciais,

Hessg f =
∆g f

n
g.

Como as variedades Riemannianas de curvatura seccional constante também são varieda-
des de Einstein, podemos então pensar no problema que Kuhnel propôs em ([25]), dado
por:

"Dada uma variedade Riemanniana (M,g) de curvatura seccional constante, em
que condições existe uma função ϕ ∈D(M) tal que (M,g), onde g = 1

ϕ2 g também é uma
variedade Riemanniana de curvatura seccional constante."

Então segue o próximo Lema.

Lema 1.26 Seja (Mn,g), n ≥ 3, um espaço de curvatura seccional constante K, f ∈
D(M) e g = 1

ϕ2 , então as seguintes condições são equivalentes,

(1) (M,g) é um espaço de curvatura seccional constante K;

(2) (M,g) é uma variedade de Einstein;

(3) Hessg f = ∆g f
n g

(4) Existe uma constante B tal que Hessg f = (−K f +B)g;
E cada uma dessas condições implica que K e K satisfaz

(5) K = f 2K + 2
n f ∆g f− ‖ gradgϕ ‖2 .
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Definição 1.27 Seja (Mn,g) uma variedade semi Riemanniana de dimensão n≥ 3. Dize-

mos que (M,g) é um gradiente quasi Ricci soliton se existe uma função diferenciável

f : M −→ R (chamada função potencial), tal que vale

Ricg +Hessg( f ) = ρg, ρ ∈C∞(M).

Considerando duas métricas conformes g e g = 1
ϕ2 em uma variedade Mn, n≥ 3,

então a relação entre os tensores de Ricci de g e g é dada por

Ricg−Ricg =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕHessgϕ+

[
ϕ∆gϕ− (n−1) ‖ gradgϕ ‖2]g

}
. (1-10)

1.3 Produto torcido

Os resultados desta seção podem ser encontrados em ([8]). Começaremos defi-
nindo campos relacionados entre variedades, daremos a noção de levantamento e enfim
definiremos o produto torcido e todas as relações que o envolve.

Definição 1.28 Sejam M,N variedades diferenciáveis, φ : M −→ N uma aplicação dife-

renciável, X , Y ∈ X(M). Diz-se que os campos X e Y são φ−relacionados se

dφp(Xp) = (Y ◦φ)(p) = Y (φ(p)) = Yφ(p), ∀p ∈M.

Se X e Y são φ−relacionados então denotaremos X
φ∼ Y .

Lema 1.29 Sejam M, N variedades diferenciáveis, φ : M −→ N uma aplicação diferen-

ciável, X ∈ X(M) e Y ∈ X(M) são φ−relacionados se, e somente se,

X(g◦φ) = Y (g)◦φ, ∀g ∈D(N).

Lema 1.30 Sejam M,N variedades diferenciáveis, φ : M −→ N uma aplicação diferen-

ciável, X1,X2 ∈ X(M) e Y1,Y2 ∈ X(N).

Se X1
φ∼ Y1 e X2

φ∼ Y2 então [X1,X2]
φ∼ [Y1,Y2].

Lema 1.31 Sejam M,N variedades diferenciáveis, φ : M −→ N um difeomorfismo. Para

cada X ∈ X(M) existe um único dφ(X) ∈ X(N), que é φ−relacionados com X.

Agora, relembremos algumas definições e propriedades importantes de varieda-
des produto com o intuito de relacioná-las com o produto torcido ([8]).

Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis e considere M×N a variedade produto.
Então
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(a) As projeções
π : M×N −→ M

π(p,q) 7−→ p

σ : M×N −→ N

σ(p,q) 7−→ q

são aplicações diferenciáveis, de fato, submersões.
(b) Uma aplicação φ : P −→M×N, é diferenciável se, e somente se, π◦φ e σ◦φ são

ambas diferenciáveis.
(c) Para cada (p,q) ∈M×N os subconjuntos

M×q = {(r,q) ∈M×N; r ∈M}

p×N = {(p,s) ∈M×N; s ∈ N}

são subvariedades de M×N.
(d) Para cada (p, q) ∈M×N

π|M×q é um difeomorfismo de M×q em M;
σ|p×N é um difeomorfismo de p×N em N.

Por (b) os espaços tangentes T(p, q)M = T(p, q)(M×q) e T(p, q)N = T(p, q)(p×N)

são subespaços do espaço tangente M×N em (p, q).

Lema 1.32 O espaço T(p, q)(M ×N) é a soma direta dos seus subespaços T(p, q)M e

T(p, q)N, isto é, cada elemento ν ∈ T(p, q)(M×N) tem uma única expressão dada por

ν = ν1 +ν2, onde ν1 ∈ T(p, q)M e ν2 ∈ T(pq)N.

Observemos que, quando tivermos o produto M×N nesta ordem, iremos chamar
as subvariedades M×q e p×N, de folhas horizontais e fibras verticais, nesta ordem.

Para podermos relacionar propriedades geométricas de M×N com as corres-
pondentes propriedades das componentes M e N, uma noção fundamental é a de levanta-
mento, que definiremos a seguir.

Definição 1.33 Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis e considere M×N a variedade

produto.

(a) Seja f ∈D(M). O levantamento de f a M×N é definido por f̃ = f ◦π∈D(M×N);
(b) Se ν ∈ TpM e q ∈ N, então o levantamento ν̃ de ν a (p, q) é o único vetor

ν̃ ∈ T(p, q)M tal que dπ(ν̃) = ν. Como ν̃ ∈ T(p, q)M então dσ(ν̃) = 0;
(c) Se X ∈ X(M), o levantamento de X a M×N é o campo vetorial X̃ em M×N cujo

valor em (p,q) ∈M×N é o levantamento de Xp a (p, q). Assim,
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dπ(X̃(p, q)) = (X ◦π)(p, q) = Xp e dσ(X̃(p, q)) = 0,
O sistema de coordenadas mostra que X̃ é suave. Portanto, o levantamento de

X ∈ X(M) a M×N é o único elemento de X(M×N) que é π−relacionados a

X e σ−relacionados ao campo vetor nulo em N. E ainda, como dσ|T(p, q)M = 0, o

levantamento X̃ de X ∈ X(M) a M×N é constante em cada fibra p×N;

(d) O conjunto de todos os levantamentos X̃ de X ∈ X(M) será denotado por L(M) e

tais levantamentos são chamados horizontais;

(e) Funções, vetores tangentes e campos de vetores em N são levantamentos para M×
N da mesma forma usando-se a projeção σ. O conjunto de todos os levantamentos

Ỹ de Y ∈X(M) será denotado por L(N), tais levantamentos são chamados verticais

e, Ỹ ∈ X(M×N).

Proposição 1.34 Sejam M e N variedades diferenciáveis e considere M×N a variedade

produto. Se X̃ ,Ỹ ∈ L(M) e Ṽ ∈ L(N), então

(a) [X̃ ,Ỹ ] = [̃X ,Y ] ∈ L(M) e similarmente para L(N);

(b) [X̃ ,Ṽ ] = 0, onde 0 ∈ X(M×N) é o campo nulo.

Definição 1.35 Considere M e N variedades semi-Riemannianas, e considere a varie-

dade produto M×N com sua estrutura usual. Sejam π : M×N −→M e σ : M×N −→ N

as projeções canônicas. A métrica usual em M×N é definida por

g = π
∗(gM)+σ

∗(gN),

ou seja,

〈u,v〉(p, q) = 〈dπ(u),dπ(v)〉p + 〈dσ(u),dσ(v)〉q , ∀(p, q) ∈M×N,u,v ∈ T(p, q)(M×N).

A variedade M×N munida com a métrica produto é chamada Variedade produto

semi-Riemanniana.
Dados X̃ ∈ L(M) e Ỹ ∈ L(N), X̃ e Ỹ são campos ortogonais em M×N, ou seja,〈

X̃ ,Ỹ
〉

: M×N −→ R é a função identicamente nula na métrica produto.
Considere uma variedade produto semi-Riemanniana B×F , o tensor métrico é

π∗(gB)+σ∗(gF), onde π e σ são as projeções de B×F sobre B e F respectivamente.
A notação padrão será usada para a geometria de B, mas o tensor métrico de F

sera denotado por gF = (,) e sua conexão de Levi-Civita por ∇.

Definição 1.36 Sejam B e F variedades semi-Riemannianas, f > 0 uma função diferen-

ciável em B. O produto torcido M = B× f F é a variedade produto B×F munida da

métrica

g = π
∗(gB)+( f ◦π)2

σ
∗(gF),



1.3 Produto torcido 24

onde f é dita função torção, B variedade base e F variedade fibra de M. Como na figura

1.

Explicitamente, se ν é tangente a M = B× f F em (p,q) = x, com

ν = ν1 +ν2,ν1 ∈ TpB,ν2 ∈ TqF,

então,

g(ν,ν) = 〈ν,ν〉x =
〈
dπ(p,q)(ν),dπ(p,q)(ν)

〉
p + f 2(p)

〈
dσ(p,q)(ν),dσ(p,q)(ν)

〉
q

Asim,
g(ν,ν) = 〈ν1,ν1〉Bp +( f ◦π)2 〈ν2,ν2〉Fq .

Se f ≡ 1, M ≡ B× f F se reduz a variedade produto Riemanniano.

Figura 1.1: figura1

Exemplo 1.37 (Superfície de Revolução) Toda superfície de revolução é um produto

torcido, sendo suas folhas as diferentes posições da curva rotacionada e as fibras os

círculos de revolução.

Considere S a superfície de revolução. Assim, considerando a parametrização

ϕ : (0,2π)× (a,b)−→ S,

dada por

X(u,v) = ( f (v)cosu, f (v)senu,g(v)) ,

onde α : (a,b) −→ α((a,b)),α(v) = ( f (v),0,g(v)) , f (v) > 0, é uma parametrização de

uma curva regular C no plano XZ. Então a métrica em S é dada por

ds2 = du2 +[ f (v)]2dv2
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onde du2 é a métrica em S1(1). Portanto, S =C× f S1(1).

Figura 1.2: revolução

Exemplo 1.38 (R3− 0 como produto torcido) O espaço Euclidiano R3 pode ser visto

como um produto torcido.

De fato, considere o R3−0 em coordenadas esféricas, isto é,

(x, y, z) = (rcosusenv, rsenusenv, rcosv) ,

e a métrica é dada por,

ds2 = dr2 + r2 (du2 + sen2udv2) .
Evidentemente que R3−0 é difeomorfo a R+×S2 pela aplicação (t, p) 7−→ t p. Portanto,

R3−0 pode ser identificado como o produto torcido R+×r S2. Em R3−0 as folhas são

os raios que partem da origem e as fibras são as esferas S2,r > 0. Em geral Rn−0 com

a métrica usual, é isométrico a R+×r Sn−1.

Proposição 1.39 Assim como na variedade produto semi-Riemanniano, para cada

(p,q)∈M = B× f F, as fibras p×F = π−1(p) e as folhas B×q = σ−1(q), com a métrica

induzida de g, são subvariedades semi-Riemannianas de M, e a métrica produto torcido

em M implica nas seguintes condições geométricas:

(a) Para cada q ∈ F, a aplicação πq : π|B×q é uma isometria sobre B;

(b) Para cada p ∈ B, a aplicação σq : σ|p×F é uma homotetia positiva sobre F, com

fator escalar 1/ f (p);
(c) Para cada (p,q) ∈M, a folha σ−1(q) e a fibra π−1(p) são ortogonais em (p,q).

Vetores tangentes às folhas são denominadas horizontais; vetores tangentes às
fibras são denominados verticais. Denotaremos por
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H a projeção ortogonal de T(p,q)M sobre seu subespaço horizontal T(p,q)B≡ T(p,q)(B×q).

V a projeção ortogonal de T(p,q)M sobre seu subespaço vertical T(p,q)F ≡ T(p,q)(p×F).

Dessa forma, dado v ∈ T(p,q)M, com v = v1 + v2,v1 ∈ T(p,q)B,v2 ∈ T(p,q)F, então
H (v) = v1 e V (v) = v2. E ainda, dado X ∈ X(B),H e V ∈ X(B).

Portanto, para campos vetoriais verticais V,W em M a formula h(V,W ) =

H (∇VW ) produz como resultado o tensor da segunda forma fundamental das fibras.
Vamos determinar agora, a conexão Riemanniana, o tensor cuvatura e o tensor

de Ricci de uma variedade produto torcido, envolvendo neste caso, a função torção.

Proposição 1.40 Sejam M = B× f F um produto torcido com métrica g,h ∈ D(B) e

ψ ∈D(F), então

(a) gradgh̃ = ˜gradgBh, onde h̃ = h ◦π e ˜gradgBh é o levantamento de gradgh ∈ X(B),

para a variedade M;

(b) gradgψ̃ =
˜gradgBψ

f̃ 2 onde ψ̃ = ψ◦σ e ˜gradgBψ é o levantamento de gradgψ ∈ X(F),

para a variedade M.

Proposição 1.41 Sejam M = B× f F um produto torcido com a métrica g, X̃ ,Ỹ ∈ L(B) e

Ṽ , W̃ ∈ L(F), então

(a) ∇X̃Ỹ é o levantamento de ∇B
XY em B;

(b) ∇X̃Ṽ = ∇Ṽ X̃ =
(

X̃( f̃ )
f̃

)
Ṽ , onde f̃ = f ◦π;

(c) H (∇ṼW̃ ) = h(Ṽ ,W̃ ) =−
(
〈Ṽ ,W̃〉

f̃

)
gradg f̃ ;

(d) V (∇ṼW̃ ) ∈ L(F) é o levantamento de ∇F
VW em F.

Corolário 1.42 As folhas B× q de um produto torcido são totalmente geodésicas e as

fibras p×F são totalmente umbílicas.

Lema 1.43 Sejam M = B× f F um produto torcido com a métrica g, então (M, g) é uma

variedade completa se, e somente se, (B, gB) e (F, gF) são completas.

Proposição 1.44 Sejam M = B× f F um produto torcido com métrica h ∈ D(B) e ψ ∈
D(F), então

(a) ∆h̃ = ∆Bh+ d 〈gradgBh,gradgB f〉B
f , onde d = dimF, ∆ é o Laplaciano em M, ∆B é o

Laplaciano em B e h̃ = h◦π;

(b) ∆ψ̃ = ∆F ψ

f 2 , onde ∆F é o Laplaciano em F e ψ̃ = ψ◦σ.

Lema 1.45 Sejam f ∈ D(B), o levantamento a M da hessiana de f , e a hessiana do

levantamento de f somente em vetores horizontais, isto é, se X̃ , Ỹ ∈ L(B) então temos

Hessg f̃ (X̃ , Ỹ ) = ˜HessgB f (X , Y ).
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Proposição 1.46 Sejam M = B× f F um produto torcido com métrica g, e os tensores

curvatura Riemanniana de M, B e F dados por R, RB e RF , respectivamente. Se X̃ , Ỹ , Z̃ ∈
L(B) e Ũ , Ṽ , W̃ ∈ L(F), então

(a) R(X̃ , Ỹ )Z̃ ∈ L(B) é o levantamento de RB(X ,Y )Z em B;

(b) Os levantamentos dos tensores RB, RF a M dão os tensores de curvatura Rieman-

niana de cada folha B×q e de cada fibra p×F ;

(c) R(Ṽ , X̃)Ỹ =
˜HessgB f (X , Y )

f̃
Ṽ , onde H̃essgB f é o levantamento da hessiana de f a M,

onde f̃ = f ◦π

(d) R(X̃ , Ỹ )Ṽ = R(Ṽ , W̃ )X̃ = 0;

(e) R(X̃ , Ṽ )W̃ =
〈Ṽ , W̃〉

f̃
∇X̃ gradg f̃ ;

(f) R(Ṽ , W̃ )Ũ = R̃F(Ṽ , W̃ )Ũ− 〈gradg f̃ ,gradg f̃〉
f̃ 2

(〈
Ṽ ,Ũ

〉
W̃ −

〈
W̃ ,Ũ

〉
Ṽ
)
.

Corolário 1.47 Sejam M = B× f F um produto torcido com métrica g, dimF = d > 1,
X̃ , Ỹ ∈ L(B) e Ṽ , W̃ ∈ L(F). Então

(a) Ric(X̃ , Ỹ ) = RicB(X , Y )− d
f̃
HessgB f (X̃ , Ỹ );

(b) Ric(X̃ , Ṽ ) = 0;

(c) Ric(Ṽ , W̃ ) = RicF(V, W )−
[

∆B f
f +(d−1)〈gradgB f ,gradgB f〉

f 2

]〈
Ṽ , W̃

〉
.

Observe que nesse último corolário se a dimF = 1, então as expressões (a) e (b)
são exatamente as mesmas e o item (c) reduz-se a

R(Ṽ , W̃ ) =−
(

∆B f
f

)
(Ṽ ,W̃ ),

pois para dimF = 1 tem-se RicF(V, W ) = 0.
Agora, classificaremos os produto torcido que são localmente conformemente

flat.

Teorema 1.48 Sejam M = B× f F uma variedade produto torcido semi-Riemanniano.

Então

(a) Se dimB = 1, então M = B× f F é localmente conformemente flat se, e somente se,

(F, gF) é um espaço de curvatura seccional constante;

(b) Se dimB > 1 e dimF > 1, então M = B× f F é localmente conformemente flat se, e

somente se,
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i) (F, gF) é um espaço de curvatura seccional constante λF ;

ii) A função f : B −→ R define uma deformação conforme em B tal que(
B, 1

f 2 gB

)
é um espaço de curvatura seccional constante λB =−λF .

(c) Se dimF = 1, então M = B× f F é localmente conformemente flat se, e somente se,

a função f : B −→ R define uma deformação conforme em B tal que
(

B, 1
f 2 gB

)
é

um espaço de curvatura seccional constante.



CAPÍTULO 2
Gradiente quasi Ricci soliton

Neste capítulo caracterizaremos as famílias de gradiente quasi Ricci solitons
invariantes por rotação e translação.

2.1 Gradiente quasi Ricci soliton no espaço pseudo-
Euclidiano

Nesta seção mostraremos que todo espaço conforme ao espaço pseudo-
Euclidiano, invariante por rotação e translação são gradiente quasi Ricci solitons, e exibi-
remos uma infinidade de exemplos desses gradiente quasi Ricci solitons. Adotaremos, de
agora em diante, gradg = ∇g

2.1.1 Invariantes por rotação

Neste primeiro teorema, caracterizaremos os gradientes quasi Ricci solitons
invariantes por rotação.

Teorema 2.1 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi, εi = ±1 com pelo menos um εi = 1. Considere funções diferen-

ciáveis não constantes f (r) e ϕ(r), onde r =
n

∑
i=1

εix2
i . Existem métricas g = 1

ϕ2 g tais que

(Rn,g) são um gradiente quasi Ricci soliton com f uma função potencial se, e somente

se, as funções f , ϕ e ρ satisfazem (n−2)ϕ
′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
= 0

4(n−1)ϕϕ
′
+4rϕϕ

′′−4(n−1)r
(

ϕ
′
)2
−4rϕϕ

′
f
′
+2ϕ2 f

′
= ρ.

(2-1)

Prova. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Do artigo ([17]), temos que g = 1
ϕ2 g é um gradiente Ricci soli-
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ton com f uma função potencial se, e somente se, as funções f e ϕ satisfazem
ϕ,xix j =− 1

n−2

(
ϕ,xi

f,x j +ϕ,x j
f,xi +ϕ f,xix j

)
, i 6= j

(n−2)ϕϕ,xixi + εi
[
ϕ∆gϕ− (n−1) ‖ ∇gϕ ‖2

]
+2ϕϕ,xi f,xi +ϕ2 f,xixi−ϕεi

n

∑
k=1

εk f,xk ϕ,xk = εiρ.

(2-2)

Verifica-se de maneira análoga, que o artigo ([17]) também se aplica no caso de gradiente quasi

Ricci soliton.

Assumimos que f (r) e ϕ(r) são funções de r, onde r =
n

∑
i=1

εix2
i . Portanto, temos

ϕ,xi = 2εixiϕ
′
, ϕ,xix j = 4εiε jxix jϕ

′′
, ϕ,xixi = 4x2

i ϕ
′′
+2εiϕ

′
,

f,xi = 2εixi f
′
, f,xix j = 4εiε jxix j f

′′
, f,xixi = 4x2

i f
′′
+2εi f

′
,

Pelas relações (1-6), tem-se

‖ ∇gϕ ‖2= 4r(ϕ
′
)2, ∆gϕ = 4rϕ

′′
+2nϕ

′
.

Substituindo estas expressões na primeira equação de (2-2), temos

4εiε jxix j

[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
]
= 0, ∀i 6= j.

Portanto, como existe i 6= j tal que xix j 6= 0, então a equação acima reduz-se a

(n−2)ϕ
′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
= 0. (2-3)

De maneira análoga, substituindo as expressões na segunda equação de (2-2), temos

εi

[
4(n−1)ϕϕ

′
+4rϕϕ

′′−4(n−1)r(ϕ
′
)2 +2ϕ2 f

′−4rϕϕ
′
f
′
]
+

+4x2
i ϕ

[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
]
= εiρ.

Agora, usando a expressão (2-3), a equação acima reduz-se a

4(n−1)ϕϕ
′
+4rϕϕ

′′−4(n−1)r(ϕ
′
)2 +2ϕ

2 f
′−4rϕϕ

′
f
′
= ρ, (2-4)

e portanto esta provado o teorema. A reciproca deste teorema pode ser facilmente verificada. �

Observe que temos três funções e duas equações. Portanto, se escolhermos
uma função conforme para o Teorema 2.1 podemos construir um gradiente quasi Ricci
soliton pseudo-Riemanniano invariante pela ação de um grupo pseudo ortogonal (no
caso Riemanniano, rotação), desde que o sistema (2-1) seja integrável. Resumimos esta
discussão no seguinte Corolário.
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Corolário 2.2 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi, εi =±1 com pelo menos um εi = 1. Considere funções diferenciá-

veis não constantes f (r) e ϕ(r), onde r =
n

∑
i=1

εix2
i . Dada qualquer função ϕ(r), a métrica

g = 1
ϕ2 g é um gradiente quasi Ricci soliton com f uma função potencial, onde as funções

f e ρ são dadas por

f (r) =
∫ [

c− (n−2)
∫

ϕϕ
′′
dr
]

1
ϕ2 dr+ k

ρ(r) = 4(n−1)ϕϕ
′
+4rϕϕ

′′−4(n−1)r
(

ϕ
′
)2
−4cr ϕ

′

ϕ
+2c+

−2(n−2)
(

1−2r ϕ
′

ϕ

)∫
ϕϕ

′′
dr.

(2-5)

onde c e k são constantes.

Prova. Como ϕ não é uma função constante e reescrevendo a primeira equação de (2-1),
temos

f
′′
+2

ϕ
′

ϕ
f
′
+(n−2)

ϕ
′′

ϕ
= 0.

Tomando y = f
′

nesta última equação, esta é equivalente a equação diferencial ordinária
de primeira ordem

y
′
+2

ϕ
′

ϕ
y+(n−2)

ϕ
′′

ϕ
= 0, (2-6)

por ([22]), temos que o fator integrante da equação é dada por

u(r) = e
∫

2 ϕ
′

ϕ
dr = ϕ

2,

multiplicando esse fator integrante pela equação (2-6),

ϕ
2y
′
+2ϕϕ

′
y =−(n−2)ϕϕ

′′
,

equivalente a, (
ϕ

2y
)′
=−(n−2)ϕϕ

′′
,

e assim, integrado com respeito a r, teremos

ϕ
2y = c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′
dr,

portanto,

y = f
′
(r) =

[
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′
dr
]

1
ϕ2 .
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Integrando novamente com respeito a r,

f (r) =
∫ [

c− (n−2)
∫

ϕϕ
′′
dr
]

1
ϕ2 dr+ k. (2-7)

Portanto, obtemos a primeira equação de (2-5). Além disso, substituindo f
′

na segunda
equação de (2-1), obtemos a segunda equação de (2-5).

�

2.1.2 Invariantes por translação

Para nossos próximos resultados, seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano
padrão com a métrica g e coordenadas x= (x1, ...,xn) com gi j = δi jεi,1≤ i, j≤ n, onde δi j

é o delta de Kronecker, εi =±1 com ao menos um εi = 1. Seja ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R, um

invariante sobre a ação do grupo de translação (n− 1)−dimensional, onde
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0

iguais ±1. Queremos obter funções diferenciáveis f (ξ), ϕ(ξ) e ρ(ξ) tais que a métrica
g = 1

ϕ2 g satisfaça a equação (1-8).

Teorema 2.3 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere funções não constantes diferenciáveis f (ξ) e ϕ(ξ), onde

ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 6= 0. Existe uma métrica g = 1

ϕ2 g tal que (Rn,g) é um

gradiente quasi Ricci soliton com f como função potencial se, e somente se, as funções

f , ϕ e ρ satisfazem  (n−2)ϕ
′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
= 0

εi0

[
ϕϕ

′′− (n−1)
(

ϕ
′
)2
−ϕϕ

′
f
′
]
= ρ.

(2-8)

Prova. Seja g = 1
ϕ2 g uma métrica conforme a g, gi j = δi j e

n

∑
k=1

εkα
2
k = εi0 .

Assumimos que f (ξ) e ϕ(ξ) são funções de ξ, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi. Portanto, temos

ϕ,xi = αiϕ
′
, ϕ,xix j = αiα jϕ

′′
, ϕ,xixi = α

2
i ϕ
′′
,

f,xi = αi f
′
, f,xix j = αiα j f

′′
, f,xixi = α

2
i f
′′
,

‖ ∇gϕ ‖2=

(
n

∑
i=1

εiα
2
i

)
(ϕ
′
)2 = εi0(ϕ

′
)2, ∆gϕ =

(
n

∑
i=1

εiα
2
i

)
ϕ
′′
= εi0ϕ

′′
.
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Substituindo estas expressões na primeira equação de (2-2), teremos

αiα j

[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
]
= 0, ∀i 6= j.

Se existem i 6= j tais que αiα j 6= 0, então esta equação reduz a

(n−2)ϕ
′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
= 0. (2-9)

Da mesma forma, considerando a segunda equação de (2-2), temos

ϕα
2
i

[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
]
+ εi0εi

[
ϕϕ

′′
− (n−1)(ϕ

′
)2−ϕϕ

′
f
′
]
= ρεi,

pela equação (2-9), a equação acima reduz-se a segunda equação de (2-8).
Se para todo i 6= j tivermos αiα j = 0 então ξ = xi0 , e a primeira equação de (2-2)

é trivialmente satisfeita para todo i 6= j. Considerando a segunda equação de (2-2) para
i 6= i0, temos

εi0(ϕϕ
′′
− (n−1)(ϕ

′
)2−ϕϕ

′
f
′
) = ρ,

e daí a segunda equação de (2-8) é satisfeita. Considerando i = i0 na segunda equação de
(2-2), temos que a primeira equação de (2-8) também é satisfeita.

A reciproca deste teorema pode ser facilmente verificado. �

No próximo resultado, vamos encontrar famílias de gradiente quasi Ricci solitons
que são invariantes sobre a ação do grupo de translação (n−1)-dimensional.

Corolário 2.4 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = εiδi j. Dada qualquer função ϕ(ξ), a métrica g = 1
ϕ2 g é um gradiente

quasi Ricci soliton com f uma função potencial, onde as funções f e ρ são dadas por


f (ξ) =

∫ [
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′
dξ

]
1

ϕ2 dξ+ k

ρ(ξ) = εi0

{[
ϕϕ

′′− (n−1)(ϕ
′
)2
]
− ϕ

′

ϕ

[
c− (n−2)

∫
ϕϕ

′′
dξ

]}
.

(2-10)

onde c e k são constantes.

Prova. Começamos observando que primeira equação de (2-10) é equivalente a primeira
equação de (2-1), que também é equivalente a equação (2-6) e portanto resolvendo de
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maneira análoga a equação (2-6), e assim teremos

f (r) =
∫ [

c− (n−2)
∫

ϕϕ
′′
dξ

]
1

ϕ2 dξ+ k. (2-11)

Além disso, substituindo f
′

na segunda equação de (2-8), obtemos a segunda equação de
(2-10).

A reciproca deste teorema pode ser facilmente verificado.
�

2.2 Gradiente quasi Ricci soliton com estrutura de pro-
duto torcido invariante por translação

Antes de começarmos, enunciaremos um teorema do artigo ([14]), que caracte-
riza gradiente Ricci solitons com estrutura de produto torcido.

Teorema 2.5 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f Fm, uma variedade produto, onde

g = 1
ϕ2 g, F é uma variedade semi-Riemanniana Einstein com curvatura de Ricci λF ,

m ≥ 1, ϕ, f e h : Rn → R, são funções diferenciáveis e f uma função positiva. Então,

a métrica produto torcido ĝ = ḡ+ f 2gF é um gradiente Ricci soliton com h uma função

potencial se, e somente se, as funcões ϕ, f , ρ e h satisfazem

(n−2) f ϕ,xix j + f ϕh,xix j −mϕ f,xix j −mϕ,xi f,x j −mϕ,x j f,xi + f ϕ,xih,x j + f ϕ,x jh,xi = 0,
1≤ i 6= j ≤ n

(2-12)

ϕ [(n−2) f ϕ,xixi + f ϕh,xixi−mϕ f,xixi−2mϕ,xi f,xi +2 f ϕ,xih,xi]+

εi

n

∑
k=1

εk
[

f ϕϕ,xkxk− (n−1) f ϕ
2
,xk

+mϕϕ,xk f,xk− f ϕϕ,xkh,xk

]
= εiρ f , 1≤ i≤ n

(2-13)

n

∑
k=1

εk
[
− f ϕ

2 f,xkxk +(n−2) f ϕ f,xkϕ,xk− (m−1)ϕ2 f 2
,xk

+ f ϕ
2 f,xkh,xk

]
= ρ f 2−λF .

(2-14)

Prova. Veja esta demostração em ([14]). Verifica-se de maneira análoga, que este teorema,
também se aplica no caso de gradiente quasi Ricci soliton. �
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Baseado na teoria de produto torcido, provarmos que todas métricas conformes
a variedade produto Rn×Fm, where Fm é uma variedade Ricci-flat e ϕ invariante sobre a
ação do grupo de translação (n−1)−dimensional, são gradiente quasi Ricci solitons.

Teorema 2.6 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f Fm, um produto torcido, onde g = 1
ϕ2 g,

F é uma variedade semi-Riemanniana Einstein com curvatura de Ricci λF e funções

diferenciáveis não constantes f (ξ), ρ(ξ) e h(ξ) e f é uma função positiva, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 6= 0. Então, a métrica produto torcido ĝ = ḡ+ f 2gF é um

gradiente quasi Ricci soliton com h como função potencial se, e somente se, as funções

ϕ, f , ρ e h satisfazem

f
[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
h
′
+ϕh

′′
]
−mϕ f

′′−2mϕ
′
f
′
= 0

εi0

[
f ϕϕ

′′− (n−1) f
(

ϕ
′
)2

+mϕϕ
′
f
′− f ϕϕ

′
h
′
]
= ρ f

εi0

[
− f ϕ2 f

′′
+(n−2) f ϕ f

′
ϕ
′− (m−1)ϕ2

(
f
′
)2

+ f ϕ2 f
′
h
′
]
= ρ f 2−λF .

(2-15)

Prova. Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n≥ 3 com coordenadas x = (x1, ...,xn),(
M = (Rn, ḡ)× f Fm, ĝ

)
um produto torcido, onde ĝ = g+ f 2gF , g = 1

ϕ2 g, gi j = δi jεi, F

é uma variedade semi-Riemanniana Einstein com curvatura de Ricci λF .

Assumimos que f (ξ) e ϕ(ξ) são funções de ξ, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi. Consequente-

mente, temos
ϕ,xi = αiϕ

′
, ϕ,xix j = αiα jϕ

′′
, ϕ,xixi = α

2
i ϕ
′′
,

f,xi = αi f
′
, f,xix j = αiα j f

′′
, f,xixi = α

2
i f
′′
,

‖ ∇gϕ ‖2=

(
n

∑
i=1

εiα
2
i

)
(ϕ
′
)2 = εi0(ϕ

′
)2, ∆gϕ =

(
n

∑
i=1

εiα
2
i

)
ϕ
′′
= εi0ϕ

′′
.

Substituiremos estas expressões em (2-12), (2-13) e (2-14).
Começamos substituindo em (2-12), assim

αiα j

{
f
[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
h
′
+ϕh

′′
]
−mϕ f

′′
−2mϕ

′
f
′
}
= 0, ∀i 6= j.

Se existirem i 6= j tal que αiα j 6= 0, então esta equação reduz-se a

f
[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
h
′
+ϕh

′′
]
−mϕ f

′′
−2mϕ

′
f
′
= 0, (2-16)
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que é exatamente a primeira equação de (2-15). Similarmente, substituindo na equação
(2-13), temos

ϕα
2
i

{
f
[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
h
′
+ϕh

′′
]
−mϕ f

′′
−2mϕ

′
f
′
}
+

+ εiΣ
n
k=1εkα

2
k

[
f ϕϕ

′′
− (n−1) f

(
ϕ
′
)2

+mϕϕ
′
f
′
− f ϕϕ

′
h
′
]
= εiρ f ,

substituindo a equação (2-16) nesta equação e tomando
n

∑
k=1

εkα
2
k = εi0 e εi 6= 0, a equação

acima reduz exatamente a segunda equação de(2-15).
E finalmente, substituindo em (2-14), teremos a terceira equação de (2-15).
A reciproca deste teorema pode ser facilmente verificado.

�

No próximo resultado, provamos que se f ϕ= 1 e F é Ricci flat, então as métricas
ĝ são gradiente quasi Ricci solitons.

Corolário 2.7 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f Fm, uma variedade produto, onde

g = 1
ϕ2 g, F é uma variedade semi-Riemanniana Einstein Ricci-flat. Considere f ,ρ,h :

Rn → R, f (ξ), ρ(ξ) e h(ξ) funções diferenciáveis, sendo f (ξ) e ρ(ξ) não constantes e

f uma função positiva, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 6= 0. Dada qualquer

função ϕ(ξ), a métrica produto torcido ĝ = ḡ+ f 2gF é um gradiente quasi Ricci soliton

com h como função potencial, onde as funções f , h, e ρ são dadas por

f (ξ) = 1
ϕ

h(ξ) = c+
∫ {

k− (m+n−2)
∫

ϕϕ
′′
dξ

}
1

ϕ2 dξ

ρ(ξ) = εi0

{
ϕϕ

′′− (m+n−1)(ϕ
′
)2− k ϕ

′

ϕ
+(m+n−2)ϕ

′

ϕ

∫
ϕϕ

′′
dξ

}
.

(2-17)

onde c e k são constantes.

Prova. Podemos reescrever a primeira equação de (2-15) como

f ϕh
′′
+2 f ϕ

′
h
′
+(n−2) f ϕ

′′
−mϕ f

′′
−2mϕ

′
f
′
= 0,
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que é equivalente a

h
′′
+2

ϕ
′

ϕ
h
′
+(n−2)

ϕ
′′

ϕ
−mϕ

f
′′

f
−2m

ϕ
′

ϕ

f
′

f
= 0.

Fazendo a mudança de variável y = h
′
, a equação acima torna-se a equação diferencial

ordinária de primeira ordem linear em y,

y
′
+2

ϕ
′

ϕ
y =−(n−2)

ϕ
′′

ϕ
+m

f
′′

f
+2m

ϕ
′

ϕ

f
′

f
= 0,

o fator integrante é dado por

u(ξ) = e
∫

2 ϕ
′

ϕ
dξ = ϕ

2.

Multiplicando o fator integrante pela última equação acima,

ϕ
2y
′
+2ϕϕ

′
y =−(n−2)ϕϕ

′′
+mϕ

2 f
′′

f
+2mϕϕ

′ f
′

f
= 0,

que é equivalente a,

(
ϕ

2y
)′
=−(n−2)ϕϕ

′′
+mϕ

2 f
′′

f
+2mϕϕ

′ f
′

f
= 0,

integrando com respeito a ξ,

h
′
(ξ) = y =

k
ϕ2 +

1
ϕ2

∫ [
mϕ

2 f
′′

f
− (n−2)ϕϕ

′′
+2m

ϕϕ
′
f
′

f

]
dξ,

portanto,

h(ξ) = c+
∫ {

k+
∫ [

mϕ
2 f
′′

f
− (n−2)ϕϕ

′′
+2m

ϕϕ′ f
′

f

]
dξ

}
1

ϕ2 dξ. (2-18)

Como f ϕ = 1, obtemos que {
f
′
ϕ =− f ϕ

′

ϕ f
′′
+2 f

′
ϕ
′
=− f ϕ

′′
.

(2-19)

Note que podemos reescrever a equação (2-18) usando a equação (2-19)

h(ξ) = c+
∫ {

k+
∫ [

mϕ
2 f
′′

f
− (n−2)ϕϕ

′′
+2m

ϕϕ
′
f
′

f

]
dξ

}
1

ϕ2 dξ
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= c+
∫
k+

∫
ϕ

f

m
(

ϕ f
′′
+2 f

′
ϕ
′
)

︸ ︷︷ ︸
− f ϕ

′′

−(n−2) f ϕ
′′

dξ


1

ϕ2 dξ

= c+
∫ {

k+
∫

ϕ

f

[
−(m+n−2) f ϕ

′′
]

dξ

}
1

ϕ2 dξ

h(ξ) = c+
∫ {

k− (m+n−2)
∫

ϕϕ
′′
dξ

}
1

ϕ2 dξ, (2-20)

assim,

h
′
(ξ) =

k
ϕ2 −

m+n−2
ϕ2

∫
ϕϕ

′′
dξ. (2-21)

Agora, substituindo as expressões de h e h
′
, dadas pelas equações (2-20) e (2-21), na

segunda equação de (2-15), teremos

ρ = εi0

{
ϕϕ

′′
− (n−1)(ϕ

′
)2 +mϕϕ

′ f
′

f
− k

ϕ
′

ϕ
+(m+n−2)

ϕ
′

ϕ

∫
ϕϕ

′′
dξ

}
. (2-22)

Substituindo as expressões para f = 1
ϕ

e f
′
=− ϕ

′

ϕ2 em (2-22), obtemos

ρ(ξ) = εi0

{
ϕϕ

′′
− (n−1)(ϕ

′
)2 +mϕϕ

′

(
− ϕ

′

ϕ2

)
ϕ− k

ϕ
′

ϕ
+(m+n−2)

ϕ
′

ϕ

∫
ϕϕ

′′
dξ

}
,

ou seja,

ρ(ξ) = εi0

{
ϕϕ

′′
− (m+n−1)(ϕ

′
)2− k

ϕ
′

ϕ
+(m+n−2)

ϕ
′

ϕ

∫
ϕϕ

′′
dξ

}
. (2-23)

Vamos provar que a expressão obtida para a função ρ, na terceira equação do sistema
(2-15), é exatamente a equação (2-23), provando que a função ρ esta bem definida.

A terceira equação do sistema (2-17) é dada por

εi0

[
− f ϕ

2 f
′′
+(n−2) f ϕ f

′
ϕ
′
− (m−1)ϕ2

(
f
′
)2

+ f ϕ
2 f
′
h
′
]
= ρ f 2−λF .

Considerando F é Ricci flat e substituindo f = 1
ϕ
, f

′
= − ϕ

′

ϕ2 , f
′′
= 2

(
ϕ
′)2

ϕ3 − ϕ
′′

ϕ2 , e a
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expressão de h
′
dada pela equação (2-21), na expressão acima, temos

ρ(ξ)= εi0

{
−2

(ϕ
′
)2

f ϕ
+

ϕϕ
′′

f ϕ
− (n−2)

(ϕ
′
)2

f ϕ
− (m−1)

(ϕ
′
)2

( f ϕ)2 −
k

ϕ f ϕ
+(m+n−2)

ϕ
′

ϕ

∫
ϕϕ

′′
dξ

}
,

como f ϕ = 1,

ρ(ξ) = εi0

{
ϕϕ

′′
− (m+n−1)(ϕ

′
)2− k

ϕ
′

ϕ
+(m+n−2)

ϕ
′

ϕ

∫
ϕϕ

′′
dξ

}
. (2-24)

Logo, a equação (2-24) é exatamente a equação (2-23). �

Observe que, como no Corolário 2.7 f ϕ = 1, a métrica ĝ pode ser reescrita como

ĝ = ḡ+ f 2gF =
1

ϕ2 gE +

(
1
ϕ

)2

gF =
1

ϕ2 (gE +gF) .

Assim, todas as métricas conformes a variedade produto (Rn×Fm) invariantes
por translação e com F Ricci flat, são gradiente quasi Ricci solitons.

Corolário 2.8 Se (Rn,g) é o espaço Euclidiano, F uma variedade Riemanniana Ricci-

flat completa e 0 < |ϕ(x)| ≤ c para alguma constante c, então as métricas dadas pelos

Corolários (2.2), (2.4) e (2.7) são completas.

Prova. Considere o espaço Euclidiano (Rn,g) n≥ 3 e a métrica g dadas pelos Corolários
(2.4) e (2.8). Se 0 < |ϕ(x)| ≤ c, então a métrica g é completa, desde que existe uma cons-
tante k > 0 tal que para qualquer vetor v ∈Rn, |v|g ≥ k|v|. Temos que M = (Rn, ḡ)× f Fm,

é completa se, e somente se, (Rn, ḡ) e Fm são completas (veja [8]). Então, as métricas
obtidas nos Corolários (2.4) e (2.7) são completas. �

2.3 Exemplos

Como conseqüência do Corolário (2.8), obtemos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.9 Considerando α1 = . . . = αn−1 = 0, αn = 1, ϕ(x1, . . . ,xn) = xn e Rn∗
+ =

{(x1, . . . ,xn) ∈ Rn;xn > 0}, i.e.,
(
Rn∗
+ ,gcan =

δi j
x2

n

)
= (Hn,gcan),onde gcan é a métrica

canônica do espaço hiperbólico. Portanto, para o Corolário 2.7 temos que a variedade

produto Hn×Fm, no qual (Fm,gF) é uma variedade Ricci-flat completa, é um gradiente

quasi Ricci soliton completo com o tensor métrico

ds2 = gcan +
1
x2

n
gF ,
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onde a função potencial é

h(x1, . . . ,xn) = c− k
xn
,

e

ρ(x1, . . . ,xn) =−
[
(m+n−1)+

k
xn

]
.

Exemplo 2.10 Seguindo a tendência do exemplo acima, considere α1 = . . .= αn−1 = 0,

αn = 1 e Rn∗
+ = {(x1, . . . ,xn) ∈Rn;xn > 0}, i.e.,

(
Rn∗
+ ,gcan =

δi j
x2

n

)
= (Hn,gcan), onde gcan

é a métrica standard do espaço hiperbólico. Agora, tomando ϕ(x1, . . . ,xn) = xnν(xn),

onde ν é alguma função positiva diferenciável, temos que a variedade produto Hn×Fm,

no qual (Fm,gF) é uma variedade Ricci flat completa, é um gradiente quasi Ricci soliton

completo com o tensor métrico

ds2 =
1
ν2

(
gcan +

1
x2

n
gF

)
,

onde a função potencial é ρ e h são dadas por (2-5). Portanto, existem muitos completos

quasi Ricci solitons conformes ao Exemplo 2.9.

Exemplo 2.11 Se ϕ(x1, . . . ,xn) = e−x2
1−...−x2

n no Corolário 2.2, então Rn com a métrica

Riemanniana

ds2 = e2(x2
1+...+x2

n)(dx2
1 + . . .+dx2

n)

é um gradiente quasi Ricci soliton completo onde a função potencial é

f (x1, . . . ,xn) =
c
2

e2x2
1+...+2x2

n +
(n−2)

2
(x2

1 + . . .+ x2
n)+ k,

ρ(x1, . . . ,xn)=−[2(n−2)(x2
1+ . . .+x2

n)+(3n−2)]e−2x2
1−...−2x2

n +2c[2(x2
1+ . . .+

x2
n)+1].

Exemplo 2.12 escolha n = 2, α1 = α2 = 1 e então ϕ(x1,x2) =
1

1+(x1+x2)2 , então pelo

Corolário 2.4 temos que R2 com a métrica

ds2 = [1+2(x1 + x2)
2 +(x1 + x2)

4](dx2
1 +dx2

2)

é um gradiente quasi Ricci soliton completo onde a função potencial é

f (x1,x2) = c
[
(x1 + x2)+

2
3
(x1 + x2)

3 +
1
5
(x1 + x2)

5
]
+ k

e

ρ(x1,x2) =
4(x1 + x2)

2

[1+(x1 + x2)2]4
− 2

[1+(x1 + x2)2]3
+

2c(x1 + x2)

1+(x1 + x2)2 .



CAPÍTULO 3
Variedades de Einstein com estrutura de
produto torcido

Nosso objetivo neste capitulo é construir exemplos de variedades de Einstein
com estrutura de produto torcido, cuja base é invariante sob a ação do grupo de translação
(n−1)−dimensional. Inicialmente vamos considerar variedades com fibra unidimensio-
nal.

3.1 Variedades de Einstein do tipo M = (Rn, ḡ)× f R

Nesta seção provaremos que a curvatura escalar da base de M é constante e igual
a (n−1)ρ.

Teorema 3.1 Considere M = Bn× f Fm uma variedade produto torcido Einstein, onde B

é a base de M e F e a fibra. Se m = 1 então k̄ = (n−1)ρ, onde k̄ é a curvatura escalar da

base e ρ é a curvatura de Ricci de M.

Prova. Considere M = Bn× f Fm uma variedade produto torcido Einstein cuja metrica é
dada por ĝ = ḡ+ f 2gF , onde gB é a métrica da base e gF é a métrica da fibra. Sejam
X1,X2, ...,Xn ∈ £(B), e Y1,Y2, ...,Ym ∈ £(F). Observe que a terceira equação do Corolário
(1.47) pode ser reescrita por

Ricĝ(Yi,Yj) = RicgF (Yi,Yj)−
[

f ∆gB f +(m−1) ‖ ∇gBϕ ‖2]gF(Yi,Yj, ∀ i, j = 1, ...,n.)

Assim, o Corolário (1.47) é equivalente a

Ricĝ(Xi,X j) = RicgB(Xi,X j)− m
f HessgB f (Xi,X j), ∀ i, j = 1, ...,n

Ricĝ(Xi,Yj) = 0, ∀ i = 1, ...,n e ∀ j = 1, ...,m

Ricĝ(Yi,Yj) = RicgF (Yi,Yj)−
[

f ∆gB f +(m−1) ‖ ∇gBϕ ‖2]gF(Yi,Y j), ∀ i, j = 1, ...,m.
(3-1)
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Sendo M uma variedade de Einstein, então,

Ricĝ = ρĝ. (3-2)

Tome k̄ e kF as curvaturas escalares de B e F respectivamente. Assim, aplicando (3-2) em
(Xi,X j),

Ricĝ(Xi,X j) = ρĝ(Xi,X j).

Substituindo a primeira equação de (3-1), usando o fato de M ser um produto torcido e
gF(Xi,X j) = 0, teremos

RicgB(Xi,X j)−
m
f

HessgB f (Xi,X j) = ρgB(Xi,X j),

multiplicando pela métrica inversa e somando, temos

n

∑
i, j=1

g−1
B (Xi,X j)

[
RicgB(Xi,X j)−

m
f

HessgB f (Xi,X j)

]
= ρ

n

∑
i, j=1

g−1
B (Xi,X j)gB(Xi,X j),

assim,
k̄− m

f
∆gB = nρ. (3-3)

Agora, aplicando (3-2) em (Yi,Yj)

Ricĝ(Yi,Y j) = ρĝ(Yi,Yj),

Substituindo a terceira equação de (3-1) e usando novamente o fato de M ser um produto
torcido e gB(Yi,Yj) = 0, teremos

RicgF (Yi,Yj)−
[

f ∆gB f +(m−1) ‖ ∇gBϕ ‖2]gF(Yi,Yj) = ρ f 2gF(Yi,Yj),

somando,

n

∑
i, j=1

g−1
F (Yi,Yj)

[
RicgF (Yi,Yj)−

[
f ∆gB f +(m−1) ‖ ∇gBϕ ‖2]gF(Yi,Y j)

]
= ρ f 2

n

∑
i, j=1

g−1
F (Yi,Yj)gF(Yi,Yj),

calculando o traço,

kF −m
[

f ∆gB f +(m−1) ‖ ∇gBϕ ‖2]= mρ f 2. (3-4)

Multiplicando (3-3) por m f 2 e igualando ao produto de n por (3-4), teremos somando,

nkF −m f 2k̄ = m(n−m) f ∆gB f +nm(m−1) ‖ ∇gBϕ ‖2 . (3-5)
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Para m = 1 temos que kF = 0. Fazendo m = 1 em (3-3) e (3-5), teremos
k̄− 1

f ∆gB f = nρ

− f 2k̄ = (n−1) f ∆gB f .

(3-6)

Da primeira equação de (3-6) segue que

k̄ =
1
f

∆gB f +nρ.

Agora, substituindo esta na primeira equação de (3-6) conseguimos provar que

k̄ = (n−1)ρ.

�

Antes de enunciarmos o próximo teorema, observemos que podemos escrever a
curvatura escalar da base de duas maneiras diferentes. Pela definição (1.16), temos que
em coordenadas locais a curvatura escalar da base pode ser escrita por

k(p) =
n

∑
i, j=1

gi jRi j =
n

∑
i, j=1

gi j(Ricg)i j.

Considere (M = (Rn, ḡ)× f Fm, ĝ) um produto torcido onde g = 1
ϕ2 g, gi j = δi jεi, k̄ a

curvatura escalar da base, a métrica ĝ é um gradiente Ricci Soliton com função potencial
h , gF a métrica da fibra F . Assim,

k̄ =
n

∑
i, j=1

gi j(Ricḡ)i j

=
n

∑
i, j=1

ϕ
2gi j(Ricḡ)i j

= ϕ
2

n

∑
i=1

gii(Ricḡ)ii,

logo,

k̄ = ϕ
2

n

∑
i=1

εi(Ricḡ)ii. (3-7)
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Pela expressão (1-10), temos que

Ricḡ =
1

ϕ2

{
(n−2)ϕHessgϕ+

[
ϕ∆gϕ− (n−1) ‖ ∇gϕ ‖2]g

}
, (3-8)

já que Ricg = 0. Substituindo esta equação (3-8) em (3-7),

k̄ = ϕ
2

n

∑
i=1

εi

ϕ2

{
(n−2)ϕ(Hessgϕ)ii +

[
ϕ∆gϕ− (n−1) ‖ ∇gϕ ‖2]gii

}
= (n−2)ϕ∆gϕ+

[
ϕ∆gϕ− (n−1) ‖ ∇gϕ ‖2] n

∑
i=1

ε
2
i gii

= (n−2)ϕ∆gϕ+
[
ϕ∆gϕ− (n−1) ‖ ∇gϕ ‖2]n.

Portanto, temos a primeira expressão para a curvatura escalar da base

k̄(p) = (n−1)
[
2ϕ∆gϕ−n ‖ ∇gϕ ‖2] . (3-9)

Por outro lado, considerando (Xi,X j) ∈ £(Rn), temos pelo Corolário 1.47

Ricĝ(Xi,X j) = Ricḡ(Xi,X j)−
m
f

Hessḡ f (Xi,X j),

e desta, temos uma expressão para o tensor de Ricci na base,

Ricḡ(Xi,X j) = Ricĝ(Xi,X j)+
m
f

Hessḡ f (Xi,X j). (3-10)

Como ĝ é um gradiente Ricci Soliton com função potencial h, temos então

Ricĝ(Xi,X j)+Hessĝh(Xi,X j) = ρĝ(Xi,X j),

assim,
Ricĝ(Xi,X j) = ρĝ(Xi,X j)−Hessĝh(Xi,X j)

Sendo ĝ = ḡ+ f 2gF , temos que

Ricĝ(Xi,X j) = ρ
[
ḡ(Xi,X j)+ f 2gF(Xi,X j)

]
−Hessĝh(Xi,X j).

Tendo gF(Xi,X j) = 0 e Hessĝh(Xi,X j) = Hessḡh(Xi,X j) (Lema 1.45), logo

Ricĝ(Xi,X j) = ρḡ(Xi,X j)−Hessḡh(Xi,X j). (3-11)
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Agora, substituindo a equação (3-11) em (3-10), temos

Ricḡ(Xi,X j) = ρḡ(Xi,X j)+
m
f

Hessḡ f (Xi,X j)−Hessḡh(Xi,X j), (3-12)

e substituindo esta relação (3-12) na expressão da curvatura escalar da base dada por (3-7),
temos

k̄ =
n

∑
i=1

ϕ
2
εi

[
ρĝii +

m
f
(Hessḡ f )ii− (Hessḡh)ii

]

= ϕ
2 m

f

n

∑
i=1

εi (Hessḡ f )ii−ϕ
2

n

∑
i=1

εi (Hessḡh)ii +ρϕ
2

n

∑
i=1

εi

ϕ2 εiδii,

onde Hess(Xi,X j) = Hessi j. Portanto,

k̄ = ϕ
2 m

f

n

∑
i=1

εi (Hessḡ f )ii−ϕ
2

n

∑
i=1

εi (Hessḡh)ii +nρ, (3-13)

e esta é a segunda expressão para a curvatura escalar da base. Com isso, podemos
expressar a curvatura escalar da base de duas maneiras dada pelas expressões (3-9) e
(3-13).

Segue por [20] que a expressão da Hessiana para métricas conformes em um
sistema de coordenadas é dada por

(Hessḡ f )i j = f,xix j +
ϕ,x j

ϕ
f,xi +

ϕ,xi
ϕ

f,x j ,∀ i 6= j = 1,2, ...,n

(Hessḡ f )ii = f,xixi +2
ϕ,xi
ϕ

f,xi− εi

n

∑
k=1

εk
ϕ,xk

ϕ
f,xk ,∀ i = 1,2, ...,n.

(3-14)

Neste caso, a expressão (3-13) fica em função das derivadas parciais de f e ϕ.
Em seguida encontraremos condições necessárias para a costrução de gradiente

Ricci solitons invariantes por translação e curvatura escalar da base sendo constante.

Teorema 3.2 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f R, uma variedade produto torcido, f (ξ)

e ϕ(ξ) e f é uma função positiva, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 = ±1. Se a

métrica produto torcido ĝ = ḡ+ f 2gR é uma variedade de Einstein então f e ϕ satisfaz
f
′′
= (n−2) f ϕ

′′

ϕ
−2ϕ

′

ϕ
f
′

ϕ
′′
= (ϕ

′
)2

ϕ
+ϕ

′ f
′

f .

(3-15)
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Prova. Accrescentemos ao sistema (2-15) s expressões da curvatura escalar da base.



(n−2) f ϕ
′′
+ f ϕh

′′−mϕ f
′′−2mϕ

′
f
′
+2 f ϕ

′
h
′
= 0

εi0

[
f ϕϕ

′′− (n−1) f (ϕ
′
)2 +mϕϕ

′
f
′− f ϕϕ

′
h
′
]
= ρ f

εi0

[
− f ϕ2 f

′′
+(n−2) f ϕ f

′
ϕ
′− (m−1)ϕ2( f

′
)2 + f ϕ2 f

′
h
′
]
= ρ f 2−λF

k̄ = (n−1)
[
2ϕ∆gϕ−n ‖ ∇gϕ ‖2]

k̄ = mϕ2

f

[
f
′′− (n−2)ϕ

′
f
′

ϕ

]
−ϕ2

[
h
′′− (n−2)ϕ

′
h
′

ϕ

]
+nρ.

A ideia da demonstração é usar as expressões da curvatura escalar da base para eliminar
no sistema (2-15) os termos ρ f e ρ f 2. Temos que:

ϕ,xi = αiϕ
′
, ϕ,xix j = αiα jϕ

′′
, ϕ,xixi = α

2
i ϕ
′′
,

f,xi = αi f
′
, f,xix j = αiα j f

′′
, f,xixi = α

2
i f
′′
,

h,xi = αih
′
, h,xix j = αiα jh

′′
, h,xixi = α

2
i h
′′
,

‖ ∇gϕ ‖2=

(
n

∑
i=1

εiα
2
i

)
(ϕ
′
)2 = εi0(ϕ

′
)2, ∆gϕ =

(
n

∑
i=1

εiα
2
i

)
ϕ
′′
= εi0ϕ

′′
.

Por (3-9) temos que
k̄(p) = (n−1)

[
2ϕ∆gϕ−n ‖ ∇gϕ ‖2] .

Como k̄ = (n−1)ρ, segue que

ρ f = εio

(
2 f ϕϕ

′′
−n f (ϕ

′
)2
)
. (3-16)

Por outro lado, substituindo novamente a hipótese k̄ = (n− 1)ρ na segunda
expressão da curvatura escalar da base (3-13) e usando as expressões da Hessiana para
métricas conformes teremos uma expressão para ρ f 2, dada por

ρ f 2 = εio

[
−m f ϕ

2 f
′′
+m(n−2) f ϕϕ

′
f
′
+ f 2

ϕ
2h
′′
− (n−2) f 2

ϕϕ
′
h
′
]
. (3-17)

Verifiquemos a expressão (3-17). Começaremos determinando uma expressão
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para (Hessḡ f )ii e (Hessḡh)ii ,

(Hessḡ f )ii = f,xixi +2
ϕ,xi

ϕ
f,xi− εi

n

∑
k=1

εk
ϕ,xk

ϕ
f,xk

= α
2
i f
′′
+2α

2
i

ϕ
′
f
′

ϕ
− εi

(
n

∑
k=1

εkα
2
k

)
ϕ
′
f
′

ϕ

= α
2
i f
′′
+2α

2
i

ϕ
′
f
′

ϕ
− εiεi0

ϕ
′
f
′

ϕ

= α
2
i f
′′
− (εiεi0−2α

2
i )

ϕ
′
f
′

ϕ
.

Somando, temos
n

∑
i=1

εi (Hessḡ f )ii = εio

[
f
′′
− (n−2)

ϕ
′
f
′

ϕ

]
(3-18)

De maneira análoga,

n

∑
i=1

εi (Hessḡh)ii = εio

[
h
′′
− (n−2)

ϕ
′
h
′

ϕ

]
(3-19)

Com isso, substituindo na expressão (3-13) as expressões (3-18) e (3-19), temos a equação
(3-17). Continuando, agora substituiremos a expressão (3-16), na segunda equação de (2-
15), assim

εio

[
f ϕϕ

′′
− (n−1) f

(
ϕ
′
)2

+mϕϕ
′
f
′
− f ϕϕ

′
f
′
]
= εio

[
2 f ϕϕ

′′
−n f

(
ϕ
′
)2
]
.

Logo,

f ϕϕ
′′
− f

(
ϕ
′
)2
−mϕϕ

′
f
′
+ f ϕϕ

′
h
′
= 0

De maneira análoga, substituindo a expressão (3-17) na terceira equação de (2-15)

εio

[
− f ϕ

2 f
′′
+(n−2) f ϕϕ

′
f
′
− (m−1)ϕ2

(
f
′
)2

+ f ϕ
2 f
′
h
′
]
=

εio

[
−m f ϕ

2 f
′′
+m(n−2) f ϕϕ

′
f
′
+ f 2

ϕ
2h
′′
− (n−2) f 2

ϕϕ
′
h
′
]
,

que é equivalente a

(m−1) f ϕ
2 f
′′
− (m−1)(n−2) f ϕϕ

′
f
′
− (m−1)ϕ2

(
f
′
)2

+ f ϕ
2 f
′
h
′
+

+(n−2) f 2
ϕϕ

′
h
′
− f 2

ϕ
2h
′′
= 0.
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E portanto o sistema (2-15) torna-se o sistema

(n−2) f ϕ
′′
+ f ϕh

′′−mϕ f
′′−2mϕ

′
f
′
+2 f ϕ

′
h
′
= 0

f ϕϕ
′′− f

(
ϕ
′
)2
−mϕϕ

′
f
′
+ f ϕϕ

′
h
′
= 0

(m−1)
[

f ϕ2 f
′′
+(n−2) f ϕ f

′
ϕ
′−ϕ2

(
f
′
)2
]
+ f ϕ2 f

′
h
′
+

+(n−2) f 2ϕϕ
′
h
′− f 2ϕ2h

′′
= 0.

(3-20)

Tomando em (3-20), m = 1 e h como constante temos
(n−2) f ϕ

′′−ϕ f
′′−2ϕ′ f

′
= 0

f ϕϕ
′′− f

(
ϕ
′
)2
−ϕϕ

′
f
′
= 0.

(3-21)

Agora basta isolar f
′′

na primeira e ϕ
′′

na segunda equação de (3-21) que então (3-15). �

Nos dois resultados a seguir, fornecemos todas as soluções de (3-15). Em ordem
para provarmos os Teoremas 3.3 e 3.4 a seguir, consideraremos funções diferenciáveis

f (ξ) e ϕ(ξ), onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 =±1. Segue do Teorema 3.2 que

M é uma variedade de Einstein, então (3-15) é equivalente a
f
′′

f = (n−2)ϕ
′′

ϕ
−2ϕ

′

ϕ

f
′

f

ϕ
′′

ϕ
=

(
ϕ
′

ϕ

)2

+ ϕ
′

ϕ

f
′

f .

(3-22)

Considere,

l(ξ) =

(
f
′

f

)
(ξ) e p(ξ) =

(
ϕ
′

ϕ

)
(ξ),

e observe que,
f
′

f
= l

′
+ l2 e

ϕ
′

ϕ
= p

′
+ p2.

Logo, podemos reescrever (3-22),{
l
′
=−l2 +(n−4)pl +(n−2)p2

p
′
= pl.

(3-23)
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Segue de (3-23) que

pldl +
[
l2− (n−4)pl− (n−2)p2]d p = 0. (3-24)

Esta equação é uma equação diferencial ordinária homogênea, e por [22], tem-se que

p(ξ) = v(ξ)l(ξ). (3-25)

Os Teoremas 3.3 e 3.4 são obtidos considerando v sendo uma constante não nula e uma
função não constante, respectivamente.

Teorema 3.3 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere funções diferenciáveis não constantes f (ξ) e ϕ(ξ) onde

ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 =±1, dadas por



f (ξ) = k1
ξ+c1

, k1 > 0, k2 > 0c1 ∈ R


ϕ+(ξ) =

k2

(ξ+c1)
2

n−2

ϕ−(ξ) = k2(ξ+ c1).

(3-26)

As funções dadas em (3-26) são soluções de (3-22). Além disso, ĝ é Einstein.

Prova. Tome em (3-25), v(ξ) = N uma constante não nula. Então p = Nl e p
′
l
′
. Substi-

tuindo estas no sistema (3-23), teremos{
l
′
=
[
(n−2)N2 +(n−4)N−1

]
l2

l
′
= l2.

(3-27)

Substituindo a segunda equação de (3-27) na primeira, temos

(n−2)N2 +(n−4)N−2 = 0 (3-28)

e a equação (3-28) é uma equação de segunda ordem em N, cujas raízes são

N+ =
2

n−2
e N− =−1.

Voltando à primeira equação de (3-27), teremos

l
′

l2 = (n−2)N2 +(n−4)N−1.
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e como p = Nl

p±(ξ) =−
N±

ξ+ c1
,

ou seja,

p+(ξ) =−
2

(n−2)(ξ+ c1)
, e p−(ξ) =

1
ξ+ c1

.

Sabemos que

l(ξ) =

(
f
′

f

)
(ξ) e p(ξ) =

(
ϕ
′

ϕ

)
(ξ),

integrando estas, teremos (3-26).
Agora mostraremos que ρ é constante. observe que da equação (3-9), temos que

k(p) = (n−1)
[
2ϕ∆gϕ−n ‖ ∇gϕ ‖2]= εi0(n−1)

[
2ϕϕ

′′
−n
(

ϕ
′
)2
]
.

Logo, para

ϕ+(ξ) =
k2

(ξ+ c1)
2

n−2

temos

ϕ
′
+(ξ)

′
=− 2k2

(n−2)(ξ+ c1)
2

n−2+1
, e ϕ

′′
+(ξ) =

2nk2

(n−2)2(ξ+ c1)
2

n−2+2
.

Assim,

k =
4(n−1)k2

2εi0

(n−2)2(ξ+ c1)
4

n−2+2
(n−n) = 0,

e portanto ρ = 0.
Para

ϕ(ξ) = ϕ+(ξ) = ϕ−(ξ) = k2(ξ+ c1)

temos
ϕ
′
= k2 e ϕ

′′
= 0.

Assim,
k =−n(n−1)k2

2εi0,

e portanto k é constante e logo ρ é constante, já que k̄ = (n−1)ρ.
�

Teorema 3.4 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere funções v(ξ) e l(ξ) onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
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n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 =±1, são dadas por


v
′

v =−k3(n−2)v−
1
2 (v−2a)

n+2
2n (v+1)

n−1
n , k3 > 0

l = k3v−
1
2 (v−2a)−

n−2
2n (v+1)−

1
n .

(3-29)

onde a = 1
n−2 .

Seja f (ξ) e ϕ(ξ) funções obtidas pela integração,

f
′

f
= l(ξ) e

ϕ
′

ϕ
= v(ξ)l(ξ).

As funções f e ϕ obtidas por (3-29) são soluções de (3-22). Além disso, ĝ é Einstein.

Prova. Tome em (3-25), v(ξ) uma função não constante. Então p = vl e p
′
= vl

′
+ lv

′
.

Substituindo estas na equação (3-24), teremos

vdl +
[
l− (n−4)l− (n−2)v2] [vdl + ldv] = 0,

e assim,
dl
l
=− (n−2)v2 +(n−4)v−1

v [(n−2)v2 +(n−4)v−2]
dv, (3-30)

fatorando o polinômio (n−2)v2 +(n−4)v−2, temos

dl
l
=−(n−2)v2 +(n−4)v−1

(n−2)v(v−2a)(v+1)
dv, a =

1
n−2

,

que é equivalente a

dl
l
=− 1

n−2

[
n−2

2
v
′

v
+

(n−2)2

2n
v
′

v−2a
+

n−2
n

v
′

v+1

]
(3-31)

integrando esta com respeito a ξ encontraremos l em termos de v dada pela segunda
equação de (3-29).

Agora, temos que
p
′
= vl

′
+ lv

′
, (3-32)

por outro lado, temos da segunda equação de (3-23),

p
′
= pl. (3-33)
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igualando (3-32) a (3-33) e usando que p = vl,temos

vl
′
+ lv

′
= vl2,

e dividindo tudo por vl
l
′

l
+

v
′

v
= l, (3-34)

usando a expressão (3-30)

v
′

v
− (n−2)v2 +(n−4)v−1

(n−2)v2 +(n−4)v−2
v
′

v
= l,

colocando v
′

v em evidencia,

− 1
(n−2)v2 +(n−4)v−2

v
′

v
= l,

logo teremos,
v
′

v
=−

[
(n−2)v2 +(n−4)v−2

]
l, (3-35)

que é equivalente a,
v
′

v
=−(n−2)(v−2a)(v+1) l. (3-36)

Substituindo l dada pela segunda equação de (3-29) obtemos a primeira equação de (3-
29). Daí f e ϕ, poderão ser obtidos pela integração de

f
′

f
= l(ξ) e

ϕ
′

ϕ
= v(ξ)l(ξ).

Agora temos que mostrar que as soluções dadas pelo sistema (3-29), é suficiente, ou
seja, provaremos que ρ é constante. Para isso basta mostrar que k̄ é constante, já que
k̄ = (n−1)ρ.

Temos de (3-9), que

k(p) = εi0(n−1)
[

2ϕϕ
′′
−n
(

ϕ
′
)2
]
. (3-37)

Calcularemos agora, ϕ
′
e ϕ

′′
. Como

ϕ
′

ϕ
= vl,
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então,
ϕ
′
= ϕvl,

e consequentemente, temos que

ϕ
′′
= ϕ(vl

′
+ lv

′
+ v2l2).

Substituindo essas expressões em (3-37),

k(p) = (n−1)ϕ2
[
2vl

′
+2lv

′
− (n−2)v2l2

]
εi0 . (3-38)

Derivando a segunda equação de (3-29), temos que

l
′

= k3

[
−1

2
v−

1
2−1(v−2a)−

n−2
2n (v+1)−

1
n − n−2

2n
v−

1
2 (v−2a)−

n−2
2n −1(v+1)−

1
n

]
+

−k3v
′
[

1
n

v−
1
2 (v−2a)−

n−2
2n (v+1)−

1
n−1
]

= − k3

2n
v−

1
2 (v−2a)−

n−2
2n (v+1)−

1
n

[
n
v
+

n−2
v−2a

+
2

v+1

]

= − k3

n−2
v−

1
2 (v−2a)−

3n−2
2n (v+1)−

n+1
n
[
(n−2)v2 +(n−4)v−1

] v
′

v
,

substituindo na expressão acima a primeira equação de (3-29),

l
′
= k2

3v−1(v−2a)−
n−2

n (v+1)−
2
n
[
(n−2)v2 +(n−4)v−1

]
. (3-39)

Agora, acharemos uma expressão para ϕ. Temos que,

ϕ
′

ϕ
= vl,

integrando,
ϕ = ce

∫
vldξ, c > 0.

Observe que,

vl =
vl
v′

v
′
=

l
v′

v

v
′
,

substituindo a expressão de v
′

v dada por (3-29),

vl =− 1
n−2

v
′

(v−2a)(v+1)
,
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assim,

vl =
1
n

(
v
′

v+1
− v

′

v+2a

)
. (3-40)

Substituindo (3-40) na expressão da ϕ, temos que

ϕ = c(v+1)
1
n (v−2a)−

1
n . (3-41)

Voltando para k, substituindo as equações (3-39) e (3-41) em (3-37), logo teremos

k
εi0k3c2(n−1)

= 2(v−2a)−1 [(n−2)v2 +(n−4)v−1
]
+

−(v−2a)−1 {2(n−2)(v−2a)(v+1)− (n−2)v}

k = −εi0k3c2(n−1)(v−2a)−1(n−2)(v−2a)

k = −εi0k3c2(n−1)(n−2), (3-42)

portanto k é sempre constante que implica que ρ = −εi0k3c2(n− 2) também é sempre
constante. Portanto ĝ é Einstein. �

Nos Teoremas 3.3 e 3.4 encontramos todas soluções do sistema (3-15) e com
isso encontramos todas as variedades de Einst3ein do tipo M = (Rn, ḡ)× f R. Portanto
obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.5 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f R, uma variedade com a métrica

ĝ = ḡ + f 2gR, onde g = 1
ϕ2 g e as funções f e ϕ são invariantes sob a ação de um

grupo de translação (n− 1)−dimensional cujo invariante básico é ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R

e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 = ±1. A métrica produto torcido ĝ é Einstein se, e somente se, f e ϕ

satisfazem os Teoremas 3.3 e 3.4.

Prova. Com a mudança de variável

l(ξ) =

(
f
′

f

)
(ξ) e p(ξ) =

(
ϕ
′

ϕ

)
(ξ),
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temos que (3-15) é equivalente a (3-23) para l e p. As soluções do sistema podem ser
escrito por (3-25), p(ξ) = v(ξ)l(ξ), onde v(ξ) é uma constante não nula ou é uma função
não constante.

Se v(ξ) é uma constante não nula, então a prova do Teorema 3.3 demonstra que
as soluções de (3-23) são dadas por (3-26). Se v(ξ) é uma função não constante, então a
prova do Teorema 3.4 demonstra que v é determinada por (3-29) e l é dada algebricamente
em termos de v pela segunda equação de (3-29). Então as funções f e ϕ são determinadas
pela integração da equação diferencial

f
′

f
= l(ξ) e

ϕ
′

ϕ
= v(ξ)l(ξ).

�

3.2 Variedades de Einstein do tipo M = (Rn, ḡ)×Fm

Nesta seção clasificaremos todas as variedades de Einstein do tipo M = (Rn, ḡ)×
Fm, onde g = 1

ϕ2 g, f e ϕ são invariantes pela ação do grupo de translação (n −
1)−dimensional e F Ricci-flat com m > 1.

Primeiramente, encontraremos um sistema de equações que nos forneça condi-
ções necessárias para a existência de variedades de Einstein.

Teorema 3.6 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f Fm, produto torcido g = 1
ϕ2 g, F uma

variedade semi-Riemanniana Einstein Ricci flat e funções diferenciáveis não contantes

f (ξ) e ϕ(ξ) e f uma função positiva e h função potencial diferenciável, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 = ±1. Se a métrica ĝ = ḡ+ f 2gF é uma métrica de

Einstein então f e ϕ satisfazem o seguinte sistema

(n−2)
(

ϕ
′

ϕ

)′
+(n−2)

(
ϕ
′

ϕ

)2

−m
(

f
′

f

)′
−m

(
f
′

f

)2

−2mϕ
′

ϕ

f
′

f = 0

(m−n)
(

f
′

f

)′
−m(n−1)

(
f
′

f

)2

− (m−n)(n−2)ϕ
′

ϕ

f
′

f +

−2(n−1)
(

ϕ
′

ϕ

)′
+(n−1)(n−2)

(
ϕ
′

ϕ

)2

= 0.

(3-43)

Prova. Adicionando ao sistema (2-15) as expressões da curvatura escalar da base, dada
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por (3-9) e (3-13), teremos

(n−2) f ϕ
′′
+ f ϕh

′′−mϕ f
′′−2mϕ

′
f
′
+2 f ϕ

′
h
′
= 0

εi0

[
f ϕϕ

′′− (n−1) f (ϕ
′
)2 +mϕϕ

′
f
′− f ϕϕ

′
h
′
]
= ρ f

εi0

[
− f ϕ2 f

′′
+(n−2) f ϕ f

′
ϕ
′− (m−1)ϕ2( f

′
)2 + f ϕ2 f

′
h
′
]
= ρ f 2−λF

k̄ = εi0(n−1)
[

2ϕϕ
′′−n

(
ϕ
′
)2
]

k̄ = mϕ2

f εi0

[
f
′′− (n−2)ϕ

′
f
′

ϕ

]
−ϕ2εi0

[
h
′′− (n−2)ϕ

′
h
′

ϕ

]
+nρ.

(3-44)

Igualando as duas expressões da curvatura escalar da base então teremos uma expressão
para a curvatura de Ricci, dada por

nρ = εi0

[
−mϕ

2 f
′′

f
+m(n−2)ϕϕ

′ f
′

f
+ϕ

2h
′′
− (n−2)ϕϕ

′
h
′

]
+

+εi0

[
2(n−1)ϕϕ

′′
−n(n−1)

(
ϕ
′
)2
]
, (3-45)

Multiplicando a segunda equação de (3-44) por n e substituindo (3-45), teremos

εi0

[
n f ϕϕ

′′−n(n−1) f
(

ϕ
′
)2

+mnϕϕ
′
f
′−n f ϕϕ

′
h
′
]
= εi0

[
−mϕ2 f

′′
+m(n−2)ϕϕ

′
f
′
]
+

+εi0

[
f ϕ2h

′′− (n−2) f ϕϕ
′
h
′
+2(n−1) f ϕϕ

′′−n(n−1) f
(

ϕ
′
)2
]
,

juntando os temos semelhantes, concluimos que

(n−2) f ϕϕ
′′
+ f ϕ

2h
′′
−mϕ

2 f
′′
−2mϕϕ

′
f
′
+2 f ϕϕ

′
h
′
= 0. (3-46)

Analogamente, multiplicando a terceira equação de (3-44) por n, substituindo (3-45) e
juntando os termos semelhante, temos

(m−n) f ϕ2 f
′′− (m−n)(n−2) f ϕϕ

′
f
′−n(m−1)ϕ2

(
f
′
)2

+n f ϕ2 f
′
h
′
+

− f 2ϕ2h
′′
+(n−2) f 2ϕϕ

′
h
′−2(n−1) f 2ϕϕ

′′
+n(n−1) f 2

(
ϕ
′
)2

= 0.
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Assim, o sistema (3-44) torna-se

(n−2) f ϕ
′′
+ f ϕh

′′−mϕ f
′′−2mϕ

′
f
′
+2 f ϕ

′
h
′
= 0

(n−2) f ϕϕ
′′−2mϕϕ

′
f
′
+2 f ϕϕ

′
h
′−mϕ2 f

′′
+ f ϕ2h

′′
= 0

(m−n) f ϕ2 f
′′− (m−n)(n−2) f ϕϕ

′
f
′−n(m−1)ϕ2

(
f
′
)2

+n f ϕ2 f
′
h
′
+

− f 2ϕ2h
′′
+(n−2) f 2ϕϕ

′
h
′−2(n−1) f 2ϕϕ

′′
+n(n−1) f 2

(
ϕ
′
)2

= 0

Veja que, ao dividirmos a primeira equação por f ϕ, a segunda equação por f ϕ2 e a terceira
equação por f 2ϕ2 obtemos,

(n−2)ϕ
′′

ϕ
+h

′′−m f
′′

f −2mϕ
′

ϕ

f
′

f +2ϕ
′

ϕ
h
′
= 0

(n−2)ϕ
′′

ϕ
+h

′′−m f
′′

f −2mϕ
′

ϕ

f
′

f +2ϕ
′

ϕ
h
′
= 0

(m−n) f
′′

f − (m−n)(n−2)ϕ
′

ϕ

f
′

f −n(m−1)
(

f
′

f

)2

+n f
′

f h
′
+

−h
′′
+(n−2)ϕ

′

ϕ
h
′−2(n−1)ϕ

′′

ϕ
+n(n−1)

(
ϕ
′

ϕ

)2

= 0

Note que as duas primeiras equações do sistema acima são exatamente a mesma. Agora,
usando as identidades

f
′′

f
=

(
f
′

f

)′
+

(
f
′

f

)2

e
ϕ
′′

ϕ
=

(
ϕ
′

ϕ

)′
+

(
ϕ
′

ϕ

)2

,

temos o sistema

(n−2)
(

ϕ
′

ϕ

)′
+(n−2)

(
ϕ
′

ϕ

)2

+h
′′−m

(
f
′

f

)′
−m

(
f
′

f

)2

−2mϕ
′

ϕ

f
′

f +2ϕ
′

ϕ
h
′
= 0

(m−n)
(

f
′

f

)′
−m(n−1)

(
f
′

f

)2

− (m−n)(n−2)ϕ
′

ϕ

f
′

f +n f
′

f h
′−h

′′
+

+(n−2)ϕ
′

ϕ
h
′−2(n−1)

(
ϕ
′

ϕ

)′
+(n−1)(n−2)

(
ϕ
′

ϕ

)2

= 0.

(3-47)
Tome em (3-47) h sendo uma função constante, assim teremos (3-43). �
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Para estudarmos o sistema (3-43) faremos os seguinte, tome

p(ξ) =

(
f
′

f

)
(ξ) e q(ξ) =

(
ϕ
′

ϕ

)
(ξ),

e substitua em (3-43), assim
(n−2)q

′
+(n−2)q2−2mpq−mp

′−mp2 = 0

(m−n)p
′−m(n−1)p2− (m−n)(n−2)pq−2(n−1)q

′
+(n−1)(n−2)q2 = 0,

que é equivalente a,
p
′
=−m(n−1)

m+n−2 p2 + (n−2)2−mn
m+n−2 pq+ (n−1)(n−2)

m+n−2 q2

q
′
=−m(m−1)

m+n−2 p2− m(m−n)
m+n−2 pq+ (n−2)(m−1)

m+n−2 q2,

(3-48)

logo,
α(p,q)d p+β(p,q)dq = 0, (3-49)

onde,

β(p,q) =− m(n−1)
m+n−2

p2 +
(n−2)2−mn

m+n−2
pq+

(n−1)(n−2)
m+n−2

q2

e
α(p,q) =

m(m−1)
m+n−2

p2 +
m(m−n)
m+n−2

pq− (n−2)(m−1)
m+n−2

q2.

A equação (3-49) é uma equação diferencial ordinária homogênea de ordem 2, logo por
[22] vale que,

q(ξ) = v(ξ)p(ξ), (3-50)

onde v(ξ) ou é uma constante não nula ou uma função não constante.

Teorema 3.7 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere funções diferenciáveis não contantes f (ξ) e ϕ(ξ) onde
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ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 =±1, dadas por

f (ξ) =



k3
k1+ξ

, k3 > 0

k3

[
k1 +

√
m(n−1)(m+n−2)

n−1 ξ

]− n−1√
m(n−1)(m+n−2)

k3

[
k1−

√
m(n−1)(m+n−2)

n−1 ξ

] n−1√
m(n−1)(m+n−2)

(3-51)

ϕ(ξ) =



k6 (k1 +ξ) , k6 = k5kN
3 > 0

k6

[
k1 +

√
m(n−1)(m+n−2)

n−1 ξ

]−m(n−1)+
√

m(n−1)(m+n−2)
(n−2)
√

m(n−1)(m+n−2)

k6

[
k1−

√
m(n−1)(m+n−2)

n−1 ξ

]m(n−1)−
√

m(n−1)(m+n−2)
(n−2)
√

m(n−1)(m+n−2)

(3-52)

com m+ n ≥ 2, sendo ki constantes. As funções f e ϕ obtidas por (3-51) e (3-52) são

soluções de (3-43). Além disso, ĝ é Einstein.

Prova. Considere v(ξ) = N uma constante não nula. Então substituindo q = N p e q
′
p
′

sistema (3-48), teremos, 
p
′
=
(
a1 +a2N +a3N2) p2

N p
′
=
(
b1 +b2N +b3N2) p2,

(3-53)

onde, 
a1 =−m(n−1)

m+n−2 , a2 =
(n−2)2−mn

m+n−2 , a3
(n−1)(n−2)

m+n−2

b1 =−m(m−1)
m+n−2 , b2 =−m(m−n)

m+n−2 , b3 =
(n−2)(m−1)

m+n−2 .

(3-54)

Igualando as duas equações de (3-53) encontraremos a equação polinomial de grau 3 em
N,

(n−1)(n−2)N3− (n−1)(2m−n+2)N2 +m(m−2n+1)N +m(m−1) = 0,
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cujas raízes são dadas por,

N =−1

N+ =
m(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

(n−1)(n−2) ,

N− =
m(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)

(n−1)(n−2) , n 6= 1,n 6= 2 e m+n≥ 2.

(3-55)

Tomando a primeira equação de (3-53), temos

p
′

p2 = a1 +a2N +a3N2,

integrando,

p(ξ) =
−1

k1 +(a1 +a2N +a3N2)ξ
, k1 ∈ R. (3-56)

Denotemos por a =1 +a2N +a3N2 e olhemos para a expressão de a, então temos

a = 1, para N =−1

a = a+ =

√
m(n−1)(m+n−2)

n−1 , para N+ =
m(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

(n−1)(n−2) ,

a = a− =−
√

m(n−1)(m+n−2)
n−1 , para N− =

m(n−1)−
√

m(n−1)(m+n−2)
(n−1)(n−2) .

(3-57)

Assim, a expressão de (3-56), será dada por

p(ξ) =



− 1
ξ+k1

− n−1
k1(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2) ξ

− n−1
k1(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2) ξ

,

(3-58)

e como p(ξ) =
(

f
′

f

)
(ξ), integrando esta com respeito a ξ, então teremos as expressões
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de f dadas por (3-51). Agora, sabendo que q = N p temos,

q(ξ) =



1
ξ+k1

− m(n−1)+
√

m(n−1)(m+n−2)

(n−2
[
k1(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2) ξ

]

− m(n−1)−
√

m(n−1)(m+n−2)

(n−2
[
k1(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2) ξ

] ,
(3-59)

assim, como q(ξ) =
(

ϕ
′

ϕ

)
(ξ), integrando esta com respeito a ξ, então teremos as

expressões de ϕ dada por (3-52).
Agora, devemos verificar se as soluções encontradas são métricas de Einstein,

para isso iremos usar a equação (3-45) que para h constante é reescrita por,

nρ = εi0

[
−mϕ

2 f
′′

f
+m(n−2)ϕϕ

′ f
′

f
+2(n−1)ϕϕ

′′
−n(n−1)

(
ϕ
′
)2
]

(3-60)

Podemos reescrever f e ϕ da seguinte maneira,
f (ξ) = k3 (k1 +aξ)−

1
a , k3 > 0

ϕ(ξ) = k6 (k1 +aξ)−
N
a , k6 > 0

(3-61)

Com isso, calculando as derivadas de primeira e segunda ordem de f e ϕ, temos
f′(ξ) =−k3 (k1 +aξ)−

1
a−1

f′′(ξ) = k3(1+a)(k1 +aξ)−
1
a−2

e


ϕ(ξ)

′
=−k6N (k1 +aξ)−

N
a−1

ϕ(ξ)
′′
= k6N(N +a)(k1 +aξ)−

N
a−2

(3-62)

Substituindo (3-61) e (3-62) na expressão (3-60),

ρ =−k6εio
n

(k1 +aξ)−
2N
a −2{(n−1)(n−2)N2− [m(n−2)+2a(n−1)]N +m(1+a)

}
,

(3-63)
logo, como m+n > 2, para N =−1, temos

ρ =−εi0k2
6(m+n−1)

que é uma constante não nula, onde temos o caso de variedades de Einstein expanding e
shrinking.
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Para

N± =
m(n−1)±

√
m(n−1)(m+n−2)

(n−1)(n−2)
,

temos que ρ± = 0, e temos as variedades de Einstein steady. De fato, é verdadeiro e
demostraremos para o caso N+ e para o caso N− as contas são inteiramente análogas.
Começaremos chamando de

Z± = (n−1)(n−2)N2− [m(n−2)+2a(n−1)]N +m(1+a),

assim,

ρ =−k6εio
n

(k1 +aξ)−
2N
a −2 Z±.

Calcularemos agora Z+. Substituindo as expressões de N+ e a+ dadas por (3-55) e (3-57),
respectivamente, em Z+, teremos

Z+ =

[
m(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

]2

(n−1)(n−2)
+

−
[
m(n−2)+2

√
m(n−1)(m+n−2)

][m(n−1)+
√

m(n−1)(m+n−2)
(n−1)(n−2)

]
+

+ m

[
1+

√
m(n−1)(m+n−2)

n−1

]

Z+ =
m2(n−1)2 +m(n−1)(m+n−2)−m2(n−1)(n−2)−2m(n−1)(m+n−2)

(n−1)(n−2)
+

+
m(n−1)(n−2)+ [−m(n−2)−2m(n−1)+m(n−2)+2m(n−1)]

√
m(n−1)(m+n−2)

(n−1)(n−2)

Note que os termos que acompanham o radical
√

m(n−1)(m+n−2) se anulam, então

Z+ =
m(n−1) [m(n−1)+m+n−2−m(n−2)−2(m+n−2)+(n−2)]

(n−1)(n−2)

=
m [mn−m+m+(n−2)−mn+2m−2m+2(n−2)+(n−2)]

n−2
,

e portanto Z+ = 0 o que implica ρ+ = 0. �

Teorema 3.8 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere funções v(ξ) e p(ξ) onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R e
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n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 =±1 são dadas por


v
′
=−c2

(n−1)(n−2)
m+n−2 (v+1)1−γ(v−a)1−B(v−b)1−C, c2 > 0

p = c2(v+1)−γ(v−a)−B(v−b)−C

(3-64)

onde

a =
m(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

(n−1)(n−2)
, b =

m(n−1)−
√

m(n−1)(m+n−2)
(n−1)(n−2)

,

γ=
1

m+n−1
, A=

γ

(n−1)(n−2)
, B=

γ

[
(n−1)(m+n−2)−

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(n−1)

,

C =
γ

[
(n−1)(m+n−2)+

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(n−1)

.

Seja f (ξ) e ϕ(ξ) funções obtidas pela integração,

f
′

f
= p(ξ) e

ϕ
′

ϕ
= v(ξ)p(ξ).

As funções f e ϕ obtidas por (3-64) são soluções de (3-43). Além disso, ĝ é Einstein.

Prova. Tome em (3-50), v(ξ) uma função não constante. Então q = vp e dq = vd p+ pdv,
substituindo na equação diferencial (3-49), teremos

α(p,vp)d p+β(p,vp)(vd p+ pdv) = 0, (3-65)

onde,

β(p,vp) =
[
− m(n−1)

m+n−2
− (n−2)2−mn

m+n−2
v+

(n−1)(n−2)
m+n−2

v2
]

p2

e
α(p,vp) =

[
m(m−1)
m+n−2

+
m(m−n)
m+n−2

v− (n−2)(m−1)
m+n−2

v2
]

p2.

assim, substituindo as expressões de α(p,vp) e β(p,vp) em (3-65),

d p
p

=−
(n−1)(n−2)v2 +

[
(n−2)2−mn

]
v−m(n−1)

(n−1)(n−2)v3− [mn+(n−2)(m−n+1)]v2 +m(m−2n+1)v+m(m−1)
dv.

(3-66)
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Observe que podemos fatorar o polinômio

t(v) = (n−1)(n−2)v3− [mn+(n−2)(m−n+1)]v2 +m(m−2n+1)v+m(m−1)

da seguinte maneira

t(v)= (n−1)(n−2)(v+1)

(
v−

m(n−1)+
√

m(n−1)(m+n−2)
(n−1)(n−2)

)(
v−

m(n−1)−
√

m(n−1)(m+n−2)
(n−1)(n−2)

)

t(v) = (n−1)(n−2)(v+1)(v−a)(v−b).

Substituindo t(v) em (3-66),

d p
p

= − 1
(n−1)(n−2)

(n−1)(n−2)v2 +
[
(n−2)2−mn

]
v−m(n−1)

(v+1)(v−a)(v−b)
dv

= −(n−1)(n−2)
{

A
v+1

+
1

(n−1)(n−2)
B

v−a
+

1
(n−1)(n−2)

C
v−b

}
dv (3-67)

onde os valores das constantes A,B e C, são dadas no enunciado deste teorema. Integrando com

respeito a ξ, a equação (3-67),

ln p =−γ ln(v+1)+B ln(v−a)−C ln(v−b)+ c1, c1 ∈ R,

γ dada no enunciado deste teorema. Assim, p é dada por (3-64).

Agora, usando o fato de que q= vp, temos que q
′
= vp

′
+ pv

′
e por outro lado da segunda

equação de (3-48) temos que

q
′
=−m(m−1)

m+n−2
p2− m(m−n)

m+n−2
pq+

(n−2)(m−1)
m+n−2

q2,

assim

vp
′
+ pv

′
= q

′
=

{
−m(m−1)

m+n−2
− m(m−n)

m+n−2
v+

(n−2)(m−1)
m+n−2

v2
}

p2,

supondo p 6= 0 e v 6= 0,

p
′

p
+

v
′

v
=

(n−2)(m−1)v2−m(m−n)v−m(n−1)
m+n−2

p
v
,

usando a expressão de d p
p = p

′

p dada por (3-66), temos

v
′

v

{
1− (n−1)(n−2)v2+[(n−2)2−mn]v−m(n−1)

(n−1)(n−2)v3−[mn+(n−2)(m−n+1)]v2+m(m−2n+1)v+m(m−1) v
}
= (n−2)(m−1)v2−m(m−n)v−m(n−1)

m+n−2
p
v

− (n−2)(m−1)v2−m(m−n)v−m(n−1)
(n−1)(n−2)v3−[mn+(n−2)(m−n+1)]v2+m(m−2n+1)v+m(m−1)

v
′

v = (n−2)(m−1)v2−m(m−n)v−m(n−1)
m+n−2

p
v
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v
′
=−(n−1)(n−2)

m+n−2
(v+1)(v−a)(v−b)p, (3-68)

substituindo a expressão da p, temos a expressão de v
′

dada por (3-64). Para que a métrica

produto torcido ĝ = ḡ + f 2gF seja uma variedade de Einstein, então f e ϕ que satisfazem
f
′

f = p, ϕ
′

ϕ
= q= vp, onde p e v são dadas pelas expressões (3-64) que devem satisfazer a expressão

(3-60).

Observe que, como f
′

f = p, então

f
′
= f p, e f

′′
= f

(
p2 + p

′
)
,

logo,
f
′′

f
= p2 + p

′
. (3-69)

Analogamente, como ϕ
′

ϕ
= q = vp, então

ϕ
′
= ϕvp, e ϕ

′′
= ϕ

(
v2 p2 + vp

′
+ pv

′
)
,

logo,
ϕ
′′

ϕ
= v2 p2 + vp

′
+ pv

′
. (3-70)

Substituindo estas expressões em (3-60),

nρ

εi0
=−mϕ

2
(

p2 + p
′
)
+m(n−2)ϕ2vp2 +2(n−1)ϕ2

(
v2 p2 + vp

′
+ pv

′
)
−n(n−1)ϕ2v2 p2,

portanto,

nρ

εi0
=
{[
−m+m(n−2)v− (n−1)(n−2)v2] p2 +2(n−1)pv

′
+[2(n−1)v−m] p

′
}

ϕ
2. (3-71)

Agora, determinaremos expressões para p
′

e ϕ. Primeiramente, derivando p, dada pela equação

(3-64),

p
′

= c2[−γ(v+1)−1−γ(v−a)−B(v−b)−C−B(v+1)−γ(v−a)−1−B(v−b)−C +

−C(v+1)−γ(v−a)−B(v−b)−1−C]v
′

= −c2(v+1)−γ(v−a)−B(v−b)−C
[

γ

v+1
+

B
v−a

+
C

v−b

]

= −c2(v+1)−1−γ(v−a)−1−B(v−b)−1−C [γ(v−a)(v−b)+B(v+1)(v−b)+C(v+1)(v−a)] .

Considere ω = γ(v−a)(v−b)+B(v+1)(v−b)+C(v+1)(v−a), usando a expressão de v
′
dada
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por (3-64), temos

p
′
= c2

2
(n−1)(n−2)

m+n−2
(v+1)−2γ(v−a)−2B(v−b)−2C

ω. (3-72)

Determinaremos agora ω. Veja que,

ω = γ(v−a)(v−b)+B(v+1)(v−b)+C(v+1)(v−a)

= (γ+B+C)v2 +[(1−b)B+(1−a)C− (a+b)γ]v+ab γ−bB−aC

ω = ω1v2 +ω2 γ v+ω3, (3-73)

onde ω1 = γ+B+C, ω2 = (1−b)B+(1−a)C− (a+b)γ e ω3 = ab γ−bB−aC. Logo,

ω1 = γ+ γ
(n−1)(m+n−2)−

√
m(n−1)(m+n−2)+(n−1)(m+n−2)+

√
m(n−1)(m+n−2)

2(n−1)

=
γ

2(n−1)
[2(n−1)+2(n−1)(m+n−2)]

=
γ(n−1)(m+n−1)

2(n−1)
,

simplificando e substituindo o valor de γ, temos

ω1 = 1 (3-74)

Encontraremos agora ω2,

ω2 = −

[
(n−1)(m+n−2)−

√
m(n−1)(m+n−2)

][
(n−1)(m+n−2)−

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(n−1)2(n−2)

γ+

−

[
(n−1)(m+n−2)+

√
m(n−1)(m+n−2)

][
(n−1)(m+n−2)+

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(n−1)2(n−2)

γ+

− 2m
n−2

γ,

=-γ
{

2m
n−2 +

2(n−1)(m+n−2)
2(n−1)2(n−2) [(n−1)(m+n−2)+m]

}
,

portanto,

ω2 =−
2m(n−1)+(m+n−2) [m+(n−1)(m+n−2)]

(n−1)(n−2)(m+n−2)
(3-75)
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e por ultimo determinaremos ω3,

ω3 = −

[
m(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

][
m(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)

]
(n−1)2(n−2)2 γ+

−

[
m(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)

][
m(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(n−1)2(n−2)

γ+

−

[
m(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

][
m(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(n−1)2(n−2)

γ+

=
γ

(n−1)(n−2)

{
m(n−1) [m(n−1)− (m+n−2)]

(n−1)(n−2)
− 2mn(n−1)(m+n−2))

2(n−1)

}

=
γ

(n−1)(n−2)

{
m(m−1)(n−2)

n−2
−mn(m+n−2)

}

=
m(n−1)(m+n−1)

(n−1)(n−2)(m+n−1)

assim,

ω3 =−
m

n−2
. (3-76)

Substituindo as expressões de ω1,ω2 e ω3, dadas respectivamente por (3-74), (3-75) e (3-76) em

(3-73),

ω = v2− 2m(n−1)+(m+n−2) [m+(n−1)(m+n−2)]
(n−1)(n−2)(m+n−2)

v− m
n−2

. (3-77)

Substituindo (3-77) em (3-72), temos

p
′
=

c2
2

(m+n−1)(m+n−2)(v+1)−2γ(v−a)−2B(v−b)−2C
{
(n−1)(n−2)(m+n−1)v2

}
+

− c2
2

(m+n−1)(m+n−2)(v+1)−2γ(v−a)−2B(v−b)−2C {2m(n−1)+(m+n−2) [m+(n−1)(m+n−2)]}v+

− c2
2

(m+n−1)(m+n−2)(v+1)−2γ(v−a)−2B(v−b)−2C {m(n−1)(m+n−1)} .
(3-78)

Vamos determinar uma expressão para ϕ. Como anteriormente, primeiramente, observe que,

vp =
vp
v′

v
′
,

por (3-68), temos

vp =
vp

− (n−1)(n−2)
m+n−2 (v+1)(v−a)(v−b)p

v
′
=− m+n−2

(n−1)(n−2)
v

(v+1)(v−a)(v−b)
,
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e assim,

vp− m+n−2
(n−1)(n−2)

[
Ā

v+1
+

B̄
v−a

+
C̄

v−b

]
,

onde

Ā =− (n−1)(n−2)
(m+n−1)(m+n−2)

, B̄ =
(n−2)

[
(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(m+n−1)(m+n−2)

C̄ =
(n−2)

[
(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(m+n−1)(m+n−2)

.

Portanto,

vp= γ
v
′

v+1
−

γ

[
(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(n−1)

v
′

v−a
+−

γ

[
(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)

]
2(n−1)

v
′

v−b
.

(3-79)

Como ϕ = ce
∫

vldξ, c > 0, substituindo (3-79) então

ϕ = c4(v+1)γ(v−a)−
γ[(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)]

2(n−1) (v−b)
γ[(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)]

2(n−1) , c4 > 0. (3-80)

Encontrados expressões para p
′
e ϕ, devemos testar o crivo, dado por (3-71), para isso substituire-

mos (3-79) e (3-80) em (3-71). Antes, considere

ϒ = c2
2c2

4(v+1)−2γ+2γ(v−a)−2B−
γ[(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)]

2(n−1) (v−b)−2C−
γ[(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)]

2(n−1) ,

então

nρ

εi0
= ϒ

{
−m+m(n−2)v− (n−1)(n−2)v2− 2(n−1)2(n−2)

m+n−2 (v+1)(v−a)(v−b)
}
+

+ϒ
2(n−1)v−m

(m+n−1)(m+n−2)

{
(n−1)(n−2)(m+n−1)v2−2m(n−1)v

}
+

+ϒ

{
2(n−1)v−m

(m+n−1)(m+n−2) {−(m+n−2)[m+(n−1)(m−n+2)]}v−m(n−1)(m+n−1)
}
.

associando os termos semelhantes, e observando que

2B+
γ

[
(n−1)+

√
m(n−1)(m+n−2)

]
(n−1)

= 1 = 2C+
γ

[
(n−1)−

√
m(n−1)(m+n−2)

]
(n−1)

,

temos que,

nρ = εi0c2
2c2

4(v−a)−1(v−b)−1 (
τ1v2 + τ2v+ τ3

)
, (3-81)

sendo,

τ1 = −(n−1)
{
(n−2)+

2(n−1)(n−2−2m)+m(n−2)
m+n−2

}
+
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−(n−1)
4m(n−1)+2(m+n−2) [m+(n−1)(m−n+2)]

(m+n−1)(m+n−2)

= − n−1
(m+n−1)(m+n−2)

(
mn2−2mn+n3−3n2 +2n

)
= − n−1

(m+n−1)(m+n−2)
(n2−2n)(m+n−1)

= − n−1
(m+n−1)(m+n−2)

(n2−2n)(m+n−1)

τ1 = −n(n−1)(n−2)
m+n−2

. (3-82)

τ2 = m
{
(n−2)+

2(n−1)(m−2n+1)+2(n−1)2

m+n−2

}
+

−m
2m(n−1)+(m+n−2) [m+(n−1)(m−n+2)]

(m+n−1)(m+n−2)

=
m{(m+n−2) [(n−2)(m+n−1)+m+(n−1)(m−n+2)]}

(m+n−1)(m+n−2)
+

−2m
(n−1) [(m−n)(m+n−1)−m]

(m+n−1)(m+n−2)

=
m
{

2m(n−1)(m−n+2)−2m(n−1)(m−2)+2n(n−1)2
}

(m+n−1)(m+n−2)

=
m
{

2mn(n−1)+2n(n−1)2
}

(m+n−1)(m+n−2)

=
2mn(n−1)(m+n−1)
(m+n−1)(m+n−2)

τ2 =
2mn(n−1)
m+n−2

. (3-83)

τ3 = −m− 2m(m−1)(n−1)−m2(n−1)
m+n−2

= −m− m(n−1)(m−2)
m+n−2

−m [n(m−2)+n]
m+n−2
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τ3 = −mn(m−1)
m+n−2

. (3-84)

Substituindo (3-82), (3-83) e (3-84) em (3-81)

nρ = εi0c2
2c2

4(v−a)−1(v−b)−1
[
−n(n−1)(n−2)

m+n−2
v2 +

2mn(n−1)
m+n−2

v− mn(m−1)
m+n−2

]

= − n
m+n−2

εi0c2
2c2

4(v−a)−1(v−b)−1 [(n−1)(n−2)v2−2mn(n−1)v+m(m−1)
]

ρ = −(n−1)(n−2)
m+n−2

εi0c2
2c2

4(v−a)−1(v−b)−1(v−a)(v−b)

ρ = −(n−1)(n−2)
m+n−2

εi0c2
2c2

4.

Portanto como ρ é constante temos que a métrica produto torcido ĝ é sempre uma variedade de

Einstein. �

Nos Teoremas 3.7 e 3.8 encontramos todas as soluções do sistema (3-43) e
classificamos todas as variedades de Einstein quando a fibra é Ricci flat e estes são uma
generalização do artigo [15]. Neste artigo os autores encontram as variedades de Einstein
para produto torcido, com a fibra Ricci flat e invariante por translação no caso steady
(ρ = 0). Resumindo, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.9 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f R, uma variedade com a métrica

ĝ = ḡ + f 2gR, onde g = 1
ϕ2 g e as funções f e ϕ são invariantes sob a ação de um

grupo de translação (n− 1)−dimensional cujo invariante básico é ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈ R

e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 = ±1. A métrica produto torcido ĝ é Einstein se, e somente se, f e ϕ

satisfazem os Teoremas 3.7 e 3.8.

Prova. Com a mudança de variável

p(ξ) =

(
f
′

f

)
(ξ) e q(ξ) =

(
ϕ
′

ϕ

)
(ξ),

temos que (3-43) é equivalente a (3-44) para p e q. As soluções do sistema podem ser
escrito por (3-50), q(ξ) = v(ξ)p(ξ), onde v(ξ) é uma constante não nula ou é uma função
não constante.

Se v(ξ) é uma constante não nula, então a prova do Teorema 3.7 demonstra que
as soluções de (3-44) são dadas por (3-51) e (3-52). Se v(ξ) é uma função não constante,
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então a prova do Teorema 3.8 demonstra que v é determinada por (3-64) e p é dada
algebricamente em termos de v pela segunda equação de (3-64). Então as funções f e ϕ

são determinadas pela integração da equação diferencial

f
′

f
= p(ξ) e

ϕ
′

ϕ
= v(ξ)p(ξ).

�



CAPÍTULO 4
Gradiente Ricci soliton

Neste capìtulo, na primeira seção, provamos que não existe gradiente Ricci soli-
ton conforme ao espaço pseudo-Euclidiano onde o fator conrforme ϕ = ϕ(s) e a função

potencial f = f (s) onde s é o invariante cilindrico s =
n−1

∑
i=1

εix2
i . Para as demais seções,

vamos considerar um produto torcido M = (Rn, ḡ)× f Fm,n ≥ 3, com a base invariante
pela ação de um grupo de translação (n−1)−dimensional. Inicialmente provaremos que
se a fibra for Ricci flat e f = 1 então a variedade produto M = (Rn, ḡ)× f Fm é steady e
exibiremos todas as soluções. Finalmente encontraremos todos os gradiente Ricci solitons
que satisfaz ϕ

′

ϕ
= f

′

f , ver Teorema 4.3.

4.1 Gradiente Ricci soliton - um resultado de não exis-
tência

Mostraremos no próximo teorema que não exite gradiente Ricci soliton cuja

invariância é cilindrica, dada por s =
n−1

∑
i=1

εix2
i .

Teorema 4.1 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi, εi =±1 com pelo menos um εi = 1. Considere funções diferenciá-

veis não constantes f (s) e ϕ(s), onde s =
n−1

∑
i=1

εix2
i . Então não existem métricas g = 1

ϕ2 g

que sejam gradiente Ricci solitons, com f como função potencial.

Prova. Como f (s) e ϕ(s) são funções de s, onde s =
n−1

∑
i=1

εix2
i , temos que

Para 1≤ i, j ≤ n−1,

ϕ,xi = 2εixiϕ
′
, ϕ,xix j = 4εiε jxix jϕ

′′
, ϕ,xixi = 2εiϕ

′
+4x2

i ϕ
′′
,

f,xi = 2εixi f
′
, f,xix j = 4εiε jxix j f

′′
, f,xixi = 2εi f

′
+4x2

i f
′′
.
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Para i = n ou j = n

ϕ,xn = ϕ,xnx j = ϕ,xixn = 0,

f,xn = f,xixn = f,xnx j = 0.

Além disso, do fato de que ϕ,xn = 0 = ϕ,xnxn,

‖ ∇gϕ ‖2= 4s(ϕ
′
)2, ∆gϕ = 2(n−1)ϕ

′
+4sϕ

′′
.

Substituindo essas expressões em (2-2), temos

(n−2)ϕ,xix j =−ϕ,xi f,x j −ϕ,x j f,xi−ϕ f,xix j . (4-1)

Para i = n ou j = n a equação (4-1) esta verificada.
Para 1≤ i, j ≤ n−1, a equação (4-1) reduz-se a,

(n−2)ϕ
′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
= 0. (4-2)

Similarmente, considerandoa segunda equação de (2-2), temos
Para i = n, como ϕ,xn = 0 = ϕ,xnxn, e f,xn = 0 = f,xnxn,, então esta reduz-se a

εn
[
ϕ∆gϕ− (n−1) ‖ ∇gϕ ‖2]−ϕεn

n

∑
k=1

εk f,xkϕ,xk = εnρ,

portanto,
2(n−1)ϕϕ

′
+4sϕϕ

′′
−4(n−1)s(ϕ

′
)2−4sϕϕ

′
f
′
= ρ. (4-3)

Para i 6= n, temos que

2(n−2)ϕϕ
′
+2ϕ2 f

′
+2(n−1)ϕϕ

′
+4sϕϕ

′′−4(n−1)s(ϕ
′
)2−4sϕϕ

′
f
′
+

+4x2
i ϕ

[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
f
′
+ϕ f

′′
]
= ρ.

(4-4)

Substituindo (4-2) e (4-3) em (4-4), temos

2ϕ

[
(n−2)ϕ

′
+ϕ f

′
]
= 0,

Como ϕ 6= 0,
(n−2)ϕ

′
+ϕ f

′
= 0,
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que é equivalente a

f
′
=−(n−2)

ϕ
′

ϕ
.

Logo,

f
′′
(s) = (n−2)

(
ϕ
′

ϕ

)2

− (n−2)
ϕ
′′

ϕ
.

Substituindo f
′
e f

′′
em (4-2),

(n−2)ϕ
′′
−2(n−2)

(
ϕ
′
)2

ϕ
+(n−2)

(
ϕ
′
)2

ϕ
− (n−2)ϕ

′′
= 0,

consequentemente ϕ
′
= 0 que resulta em f

′
= 0. Absurdo pois ϕ e f são funções não

constantes. �

4.2 Gradiente Ricci soliton com estrutura de produto
torcido invariante por translação

Nesta seção,inicialemnte mostraremos que se a variedade produto M =

(Rn, ḡ)× f Fm,g = 1
ϕ2 g, invariante por translação, cuja fibra F é Ricci flat for um gra-

diente Ricci soliton então M é necessariamente steady, veja Teorema 4.2. Em seguida,
mostraremos que todo gradiente Ricci soliton do tipo M = (Rn, ḡ)× f Fm, cuja fibra F é

Ricci flat, e além disso, se ϕ
′

ϕ
= c f

′

f , c uma constante, é um gradiente Ricci soliton steady,
veja Teorema 4.3.

Teorema 4.2 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f Fm, gradiente Ricci soliton com g =
1

ϕ2 g, F uma variedade semi-Riemanniana Einstein, h(ξ) e ϕ(ξ) funções diferenciáveis, h

função potencial, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 . Se f = 1 e F Ricci flat, então

a métrica produto ĝ é um gradiente Ricci soliton steady e todas as soluções são dadas

por: 
ϕ±(ξ) = γ

(
± 1√

n−1
ξ+b

) 1
n−2(−1±

√
n−1)

, γ > 0, b ∈ R

h±(ξ) =∓
√

n−1ln
(
± 1√

n−1
ξ+b

)
,

(4-5)



4.2 Gradiente Ricci soliton com estrutura de produto torcido invariante por translação 75

e implicitamente pelas EDO’s em l(ξ) e v(ξ),
v
′

v = γ√
a (av+ c)

1
2−

1
2
√

n−1 (av+d)
1
2+

1
2
√

n−1 , γ > 0

l = γ
√

a(av+ c)−
1
2−

1
2
√

n−1 (av+d)−
1
2+

1
2
√

n−1 ,

(4-6)

sendo h e ϕ dadas pela integração,

h
′
(ξ) = l(ξ), e

(
ϕ
′

ϕ

)
(ξ) = l(ξ)v(ξ)

onde a = (n−1)(n−2), b = 2(n−1), c = n−1−
√

n−1 e d = n−1+
√

n−1.

Prova. Para começarmos, considere o sistema (2-15) dado por

f
[
(n−2)ϕ

′′
+2ϕ

′
h
′
+ϕh

′′
]
−mϕ f

′′−2mϕ
′
f
′
= 0

εi0

[
f ϕϕ

′′− (n−1) f
(

ϕ
′
)2

+mϕϕ
′
f
′− f ϕϕ

′
h
′
]
= ρ f

εi0

[
− f ϕ2 f

′′
+(n−2) f ϕ f

′
ϕ
′− (m−1)ϕ2

(
f
′
)2

+ f ϕ2 f
′
h
′
]
= ρ f 2−λF ,

que em [14] caracteriza os gradiente Ricci solitons. Considerando a fibra Ricci flat e f = 1
no sistema acima, este se torna

(n−2)ϕ
′′
+2ϕ

′
h
′
+ϕh

′′
= 0

εi0

[
ϕϕ

′′− (n−1)
(

ϕ
′
)2
−ϕϕ

′
h
′
]
= ρ

ρ = 0,

(4-7)

portanto, M é um gradiente Ricci soliton steady.
Como ρ = 0, então o sistema (4-7) é exatamente o sistema

(n−2)ϕ
′′
+2ϕ

′
h
′
+ϕh

′′
= 0

ϕϕ
′′− (n−1)

(
ϕ
′
)2
−ϕϕ

′
h
′
= 0.

(4-8)

Se isolarmos ϕ
′′

na segunda equação de (4-8) e h
′′

na primeira equação de (4-8), então
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teremos 
ϕ
′′
= ϕ

′
h
′
+(n−1)

(
ϕ
′)2

ϕ
= 0

h
′′
=−nϕ

′
h
′

ϕ
− (n−1)(n−2)

(
ϕ
′

ϕ

)2

,

(4-9)

este sistema (4-9), é exatamente o sistema (3), para o caso steady, do artigo [17]. Neste
artigo os autores encontram todas as soluções deste sistema, fazendo a mudança de

variável l(ξ) = h
′
(ξ) e g(ξ) =

(
ϕ
′

ϕ

)
(ξ) e pelas EDO?s g(ξ) = v(ξ)l(ξ), e obtiveram

como solução as apresentadas nos sistemas (4-5) e (4-6). �

Teorema 4.3 Seja (Rn,g) um espaço pseudo-Euclidiano, n ≥ 3 com coordenadas x =

(x1, ...,xn), gi j = δi jεi. Considere M = (Rn, ḡ)× f Fm, gradiente Ricci soliton com g =
1

ϕ2 g, F uma variedade semi-Riemanniana Einstein, h(ξ) e f (ξ) funções diferenciáveis, h

função potencial, onde ξ =
n

∑
i=1

αixi, αi ∈R e
n

∑
i=1

εiα
2
i = εi0 . Se ϕ

′

ϕ
= c f

′

f , c uma constante,

e F Ricci flat, então a métrica ĝ é um gradiente Ricci soliton steady e todas as soluções

são dadas por: 
f±(ξ) = c1

(N±ξ+b)
1

N±
, c1 > 0,

h±(ξ) =−m−(n−2)c+N±
N±

ln(N±ξ+b) ,

(4-10)

E implicitamente pelas EDO’s em x(ξ) e z(ξ),
z
′
=−c3

(
z+ c−

√
m+ c2(n−1)

) a+1
2
(

z+ c+
√

m+ c2(n−1)
)− a−1

2

x = c3

(
z+ c−

√
m+ c2(n−1)

) a−1
2
(

z+ c+
√

m+ c2(n−1)
)− a+1

2
,

(4-11)

dadas pela integração,

h
′
(ξ) = [z(ξ)+m− c(n−2)]x(ξ), e

(
f
′

f

)
(ξ) = x(ξ),

sendo c3 > 0 e

a =
c√

m+ c2(n−1)
, N± =−c±

√
m+ c2(n−1).

Prova. Adicionando ao sistema (2-15) as expressões da curvatura escalar da base, dada
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por (3-9) e (3-13), teremos



(n−2) f ϕ
′′
+ f ϕh

′′−mϕ f
′′−2mϕ

′
f
′
+2 f ϕ

′
h
′
= 0

εi0

[
f ϕϕ

′′− (n−1) f (ϕ
′
)2 +mϕϕ

′
f
′− f ϕϕ

′
h
′
]
= ρ f

εi0

[
− f ϕ2 f

′′
+(n−2) f ϕ f

′
ϕ
′− (m−1)ϕ2( f

′
)2 + f ϕ2 f

′
h
′
]
= ρ f 2−λF

k̄ = εi0(n−1)
[

2ϕϕ
′′−n

(
ϕ
′
)2
]

k̄ = mϕ2

f εi0

[
f
′′− (n−2)ϕ

′
f
′

ϕ

]
−ϕ2εi0

[
h
′′− (n−2)ϕ

′
h
′

ϕ

]
+nρ.

Igualando as duas equações da curvatura escalar da base, acharemos uma expres-
são para ρ, então substituimos na segunda e terceira equação acima, façamos F Ricci flat
então temos o sistema (3-47) que caracteriza todos os gradientes Ricci solitons

(n−2)
(

ϕ
′

ϕ

)′
+(n−2)

(
ϕ
′

ϕ

)2

+h
′′−m

(
f
′

f

)′
−m

(
f
′

f

)2

+

−2mϕ
′

ϕ

f
′

f +2ϕ
′

ϕ
h
′
= 0

(m−n)
(

f
′

f

)′
−m(n−1)

(
f
′

f

)2

− (m−n)(n−2)ϕ
′

ϕ

f
′

f +n f
′

f h
′−h

′′
+

+(n−2)ϕ
′

ϕ
h
′−2(n−1)

(
ϕ
′

ϕ

)′
+(n−1)(n−2)

(
ϕ
′

ϕ

)2

= 0.

(4-12)

Considerando agora ϕ
′

ϕ
= c f

′

f na primeira equação de (4-12), teremos

[m−n−2(n−1)c]
(

f
′

f

)′
−
[
m(n−1)+(m−n)(n−2)c− (n−1)(n−2)c2]( f

′

f

)2

+

[n+(n−2)c] f
′

f h
′
+[(n−2)c−m]

(
f
′

f

)′
+
[
(n−2)c2−m(1+2c)

]( f
′

f

)2

+

+2c f
′

f h
′
+h

′′
= 0,
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e esta é equivalente a,

[(n−2)c−m]

(
f
′

f

)′
−
[
m+2mc− (n−2)c2]( f

′

f

)2

+2c
f
′

f
h
′
+h

′′
= 0.

Desta, temos uma expressão para h
′′
,

−h
′′
= [(n−2)c−m]

(
f
′

f

)′
+
[
m+2mc− (n−2)c2]( f

′

f

)2

−2c
f
′

f
h
′
.

Agora, substituindo h
′′

na segunda equação do sistema (4-12) e fazendo ϕ
′

ϕ
= c f

′

f . teremos

[m−n−2(n−1)c+(n−2)c−m]

(
f
′

f

)′
+[n+(n−2)c+2c] f

′

f h
′
+

+
[
m(n−1)+(m−n)(n−2)c− (n−1)(n−2)c2− (n−2)c2 +m+2mc

]( f
′

f

)2

= 0,

e esta equivale a,

−n(c+1)

(
f
′

f

)′
−n
[
m+(m−n+2)c− (n−2)c2]( f

′

f

)2

+n(c+1)
f
′

f
h
′
= 0,

para c 6=−1,

(
f
′

f

)′
=

m+(m−n+2)c− (n−2)c2

c+1

(
f
′

f

)2

+
f
′

f
h
′

=
(c+1) [(n−2)c−m]

c+1

(
f
′

f

)2

+
f
′

f
h
′

= [(n−2)c−m]

(
f
′

f

)2

+
f
′

f
h
′
.

Portanto o sistema (4-12), torna-se
[(n−2)c−m]

(
f
′

f

)′
−
[
m+2mc− (n−2)c2]( f

′

f

)2

+2c f
′

f h
′
+h

′′
= 0.

(
f
′

f

)′
= [(n−2)c−m]

(
f
′

f

)2

+ f
′

f h
′
.

(4-13)
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O sistema (4-13) é o sistema (46) do artigo [14]. Neste artigo, os autores encon-

traram todas as soluções deste sistema, fazendo a mudança de variável x(ξ) =
(

f
′

f

)
(ξ) e

y(ξ) = h
′
+[(n−2)c−m]

(
f
′

f

)
(ξ) e pelas EDO’s y(ξ) = x(ξ)z(ξ). Fazendo a mudança

de variável l(ξ) = h
′
(ξ) e g(ξ) =

(
ϕ
′

ϕ

)
(ξ) e pelas EDO’s g(ξ) = v(ξ)l(ξ) e obtiveram

como solução apresentadas em (4-10) e (4-11) e assim classificaram todos os gradiente
Ricci soliton steady. �
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