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Resumo

Fleury,Tatiana Pires. Variedades de Einstein e Ricci solitons. Goidnia, GO,
2019. 81p. Tese de Doutorado . Instituto de Matematica e Estatistica, Universi-
dade Federal de Goiés.

Neste trabalho, provamos que todas as métricas conformes ao espaco pseudo-Euclidiano
(R, g), invariantes pela acdo de um grupo de translagdo (n — 1)—dimensional e rotagio
sdo gradiente quasi Ricci soliton. Provamos também que todas as métricas conformes
aM = (R",g) x F™, invariante por translacdo e F Ricci flat, sdo gradiente quasi Ricci
solitons. Classificamos todas as variedades de Einstein do tipo M = (R",g) x s F™, onde
g= (P% g, invariantes pela ac@o do grupo de translagdo (n — 1)—dimensional e F Ricci flat
com m > 1. Se M é um gradiente Ricci soliton do tipo M = (R", g) x F™ e a fibra é Ricci
flat entdo M € steady e exibimos todas as solu¢des. Finalmente provamos que se o produto
tgrcido M = (R",g) x s F™ for um gradiente Ricci soliton com F Ricci flat, e além disso,
¢ _ L

o 7 entao M ¢é steady.

Palavras—chave
Gradiente Ricci soliton, gradiente quasi Ricci soliton, variedade de Einstein,

produto torcido.



Abstract

Fleury,Tatiana Pires. Classes of Generalized Weingarten Hypersurfaces in
the Euclidean Space. Goidnia, GO, 2019. 81p. PhD. Thesis . Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

In this work, we prove that all metrics conformal to the pseudo-Euclidean space (R",g),
invariant under the action (n — 1)—dimensional translation group and also invariants by a
pseudo orthogonal group action are gradient Ricci almost solitons. We also prove that all
metrics conformal to M = (R",g) x F™, invariant under the action (n — 1)—dimensional
translation group and F Ricci flat are gradient Ricci almost soliton. We classify all
Einstein manifolds of the type M = (R",g) x s F", where g = (P'—zg, invariant under the
action (n — 1)—dimensional translation group and F Ricci flat with m > 1. If M is
gradiente Ricci soliton of type M = (R",g) x F™ and the fiber is Ricci flat then M is
steady and we provide all such solutions. Finally we prove that if the warped pr’oduct
M = (R",g) x s F™ is a gradient Ricci soliton with F Ricci flat, and further, % = cL then

f
M is steady.

Keywords
Gradient Ricci soliton, gradient Ricci almost soliton, Einstein manifolds, warped
product.
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Introducao

Na XVIII Escola de Geometria Diferencial de 2014, Cao e Zhou em ([23]),
apresentaram um minicurso, incluindo no¢des de geometria Riemanniana até o conceito
de fluxo de Ricci e Ricci solitons. O conceito de Ricci Solitons foi introduzido por

Hamilton em ([24]) e correspondem a solugdes auto similares do fluxo de Ricci,

J :
Eg(t) = —ZRZCg(t).

Seja (M", g) uma variedade semi-Riemanniana de dimensdo n > 3. Dizemos que
(M,g) é um gradiente Ricci soliton se existe uma fungio diferencidvel f : M — R (dita

funcdo potencial) tal que
Ricg +Hessg(f) = pg, peR, (0-1)

onde Ricg é o tensor de Ricci , Hessg(f) é a Hessiana de f com respeito a métrica
g, € p € um nimero real. Um gradiente Ricci soliton € dito ser shrinking, steady, ou
expanding se p > 0, p =0, or p < 0, respectivamente. Quando M € uma variedade
Riemaniana, geralmente requer que a variedade seja completa. No caso de uma variedade
semi-Riemanniana, ndo requer que (M, g) seja completa ([3], [4], [5] e [11]).
Observamos que a equagdo (0-1) pode ser considerada como uma extensao das

Variedades de Einstein, pois se f € constante, temos que
Ric, = pg, peR.

Dizemos que uma variedade de Einstein é um Ricci soliton trivial.

Em [12], os autores introduziram uma extensao natural do conceito de gradiente
Ricci soliton, o quasi Ricci soliton. Assim, (M,g) é dito um gradiente quasi Ricci
soliton se a equacdo (0-1) é satisfeita para alguma fungdo p € C*(M). Eles provaram
resultados de existéncia e rigidez, deduziram estimativas da curvatura e investigaram
algumas propriedades topologicas. Visto que os gradiente quasi Ricci solitons contem
gradiente Ricci solitons como caso particular, podemos dizer que gradiente quasi Ricci

soliton é proprio se a funcdo p € ndo constante, veja ([6]).
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Em [7], os autores apresentaram uma condi¢ao necessdria e suficiente para a
constru¢do de gradiente quasi Ricci solitons que tem estrutura de produtos torcido. Eles
provaram varios resultados e deram um exemplo de uma soluc¢do particular.

Em [1], os autores provaram que um gradiente quasi Ricci soliton com curvatura
escalar no negativa e admitindo um campo gradiente conforme € o espaco Euclidiano R”
ou a esfera padrao S". Eles mostraram que um quasi Ricci soliton compacto e localmente
conformemente flat € isométrico a esfera Euclidiana S", desde que uma condi¢do integral
seja vdlida. Além disso, eles construiram exemplos de gradiente quasi Ricci solitons.
Eles consideraram a variedade produto torcido M™ 1 = R X o S com a métrica g =
dt? + cosh’tgg, onde go é a métrica padrio do S e provaram que (M"*! ¢ V£,p), onde
f(x,t) = senht e M(x,t) = senht + n, é um gradiente quasi Ricci soliton.

Em [2], os autores provaram que um gradiente quasi Ricci soliton (M", g,V f, ),
cujo tensor de Ricci é Codazzi, tem curvatura seccional constante. Em particular, no caso
compacto, eles provaram que (M",g) é isométrico a esfera Euclidiana e f é a funcdo
altura. Além disso, eles classificaram os gradiente quasi Ricci solitons com curvatura
escalar constante, admitindo que uma fun¢do adequada atinja seu maximo em M".

Exemplos de gradiente Ricci solitons foram obtidos considerando-se R" com
a métrica candnica g. Entdo (R”,g) é um gradiente Ricci soliton, onde f(x) = A@ +
g(x, B)+C,A, C € R e B € R" sdo todas as fungdes potenciais. Nesse caso, (R",g)
¢ um gradiente Ricci soliton shrinking, steady ou expanding de acordo com o sinal da
constante A. R. Bryant [19] provou que existe um gradiente Ricci soliton completo, steady,
esfericamente simétrico para qualquer n > 3, que € conhecido como soliton de Bryant.
Recentemente, Cao and Chen [20] mostraram que qualquer gradiente Ricci soliton
completo, steady, localmente conformemente flat ou é isométrico soliton de Bryant ou é
flat. Gradiente Ricci soliton completo shrinking conformemente flat foram caracterizados
como sendo quocientes de R*,S" ou R x S*~!, veja [21].

Apesar dos Ricci solitons terem sido introduzidos e estudados inicialmente no
contexto Riemanniano, os Ricci solitons Lorentzianos foram investigados recentemente
em [3], [4] e [11], onde os autores mostram que existem diferencas importantes no caso
Riemanniano. A existéncia de gradiente Ricci solitons Lorentzianos, steady, localmente
conformemente flat e distinto do soliton de Bryant foi provado por Batat em [3]. Em [5],
os autores deram uma caracterizacio local dos gradiente Ricci solitons Lorentziano que
sdo localmente conformemente flat.

Em [17], os autores consideraram gradiente Ricci solitons, conformes a espaco
pseudo-Euclidiano, que sdo invariantes sobre a acao do grupo de translagdo (n—1)—
dimensional e encontraram todas as solugdes no caso steady.

Falando agora sobre variedades de Einstein, sabemos que encontrar métricas nao

triviais com curvatura de Ricci constante € bem posto para n > 3, pois sabemos que uma
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variedade Riemanniana de dimensdo 3 tem curvatura de Ricci constante se, € somente se,
tem curvatura seccional constante ([13] e [8]). J4 para n > 3 a situacdo é muito diferente,
pois, por exemplo, S* x S? tem curvatura de Ricci constante igual a 1, mas ndo tem
curvatura seccional constante ([13] e [8]).

Em [14], os autores estudaram variedades semi-Riemannianas de Einstein
com estrutura de produto torcido. Eles consideraram o caso em que a base é con-
forme ao espaco pseudo-Euclidiano e invariante pela acdo do grupo de translacdo
(n — 1)—dimensional, a fibra Ricci flat e encontraram todas as solugdes no caso Ricci
flat. Também obtiveram solugdes explicitas, no caso vaccum, para equacdes de campos
de Einstein.

Recentemente, em 2018, em [16], os autores consideraram variedades semi-
Riemannianas de Einstein com estrutura de produto torcido M = B" x ¢ F™ comn > 3 e
m > 2. Quando a base é compacta e a fibra Ricci flat, eles provaram que M € simplesmente
um espaco produto Riemanniano. Além disso, quando a base é conforme ao espago
pseudo-Euclidiano com curvatura escalar constante e a fibra € uma variedade semi-
Riemanniana Ricci flat, eles encontraram todas as solu¢des quando o fator conforme €
invariante por translagdo.

No nosso trabalho, estudamos gradiente quasi Ricci solitons, variedades de
Einstein e gradiente Ricci soliton com estrutura de produto torcido. Os resultados obtidos
podem ser descritos da seguinte maneira: provamos que todas as métricas conformes a
métrica pseudo-Euclidiana e invariantes por rotacdo e translag¢do sao gradiente quasi Ricci
soliton (Corolario 2.2 e 2.4). Além disso, construimos uma familia de variedades produto
torcido que sdo gradiente quasi Ricci soliton (Corolario 2.7).

Exibimos no caso pseudo-Euclidiano, exemplos de métricas conformes a métrica
pseudo-Euclidiana, completas invariantes por translagcdo e rotagdo que sdo gradiente quasi
Ricci solitons.

Classificamos todas as variedades de Einstein do tipo M = (R", g) x s F"', m > 1,
F variedade Ricci flat, onde a base € invariante sobre a acdo do grupo de translacdo
(n — 1)—dimensional. (Teoremas 3.5 e 3.9).

Se M ¢é gradiente Ricci soliton do tipo M = (R",g) x F™ e a fibra é Ricci flat
entdo M ¢ steady e exibimos todas as solu¢des. Finalmente provamos que se o produto

torcido M = (R",g) x s F™" for um gradiente Ricci soliton com F' Ricci flat, e além disso,

® _ L entd 3
o = C7F entdo M ¢ steady.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo elencaremos resultados e defini¢des importantes para o desenvol-
vimento dos préximos capitulos, além de fixarmos as notacdes. As demonstra¢des dos
resultados estardo devidamente indicadas para eventuais consultas do leitor ([8], [9] e
[10]). A seguir, apresentamos nossos principais resultados. Denotaremos por @, f.x; €
h,x; derivadas de primeira ordem e Qoxix;s f, xixj © h,x,-x,- derivadas de segunda ordem das
fungdes @, f e h, com respeito a x; € x;x;, respectivamente. Além disso, para qualquer

func¢do diferenciavel W, denotaremos

. dw . dw
agc " dr

Denotaremos também por §;; o delta Kronecker, dado por

1,i=j
d;j = -
0,i#]
1.1 Variedades semi-Riemannianas

Consideraremos M uma variedade semi-Riemanniana, X(M) o conjunto dos
campos de vetores de classe C* em M e D(M) o anel das funcdes reais de classe C*

definidas em M. Pode-se verificar estes proximos conceitos e suas demonstragcdes em [8].

Definicao 1.1 Uma variedade diferenciavel de dimensdo n é um conjunto M e uma
familia de aplicacées biunivocas xq : Uy C R" — M de abertos Uy de R" em M tais

que:
i) Uxa (Us) =M,

i) Para todo par o.,B, com xo(Us)[ \x (Ug) =W # 0, os conjuntos x4' (W) e
xgl (W) sdo abertos em R" e as aplicagoes x[;] o X, sdo diferencidveis;

iii) A familia {(Uy,xo)} € mdxima relativamente as condigées i) e ii).
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O par {(Ug,Xq)} com p € xq (Uy) € dito uma parametrizagdo (ou sistema de
coordenadas) de M em p; xq (Uy) € dita vizinhanca coordenada em p. Uma familia
{(Uq,x0)} que satisfaz i) e ii) é dita uma estrutura diferencidvel em M.

Seja V* o conjunto de todas as fun¢des K—linear de V em K e V um espaco

vetorial. Denotaremos que V¥ =V; x ... X V.

Definicao 1.2 Para inteiros r > 0, s > 0, onde r e s ndo se anulam ao mesmo tempo, uma

fung¢do K— multilinear A : (V*)" x V¥ — K é dita um tensor do tipo (r,s) sobre V.

Um tensor do tipo (0,0) sobre V é simplesmente um elemento de K.
Falaremos agora de uma geometria semi-Riemanniana que envolve um tensor
particular (0,2) em espagos tangentes. Para isso considere V um espago vetorial real de

dimensdo finita.

Definicdo 1.3 Uma forma bilinear em V é uma fungdo R—bilinear b :V xV — R. Se

b(v,w) = b(w,v) para todo v,w , entdo dizemos que b é uma forma bilinear simétrica.

Definicao 1.4 Uma forma bilinear simétrica b emV é

i) positiva (negativa) definida se b(v,v) >0 (< 0), Vv #0;
ii) positiva (negativa) semidefinida se b(v,v) >0 (<0), Vv € V;
iii) nio degenerada se b(v,w) =0,Yw € V implica que v = 0.

Definicao 1.5 O indice v de uma forma bilinear simétrica b sobre V é o maior inteiro

que é a dimensdo de um subespaco W CV em que b restrita a W é negativa definida.

Logo, 0 <v < dimV. E v =0 se, e somente se, b € positiva semidefinida. A
fungdo ¢ : V — R dada por ¢g(v) = B(v,v) é a forma quadrdtica associada a b.

Seey,...,e, ¢ uma base de V entdo a matriz n x n, (b;;) = b(e;,e;) é dita a matriz
de b relativa a ey, ...,e,. Como b € simétrica entdo a matriz também é simétrica. Prova-se

que a forma bilinear simétrica ¢ ndo degenerada se e somente se a matriz (b;;) é invertivel.

Definicdo 1.6 Um tensor métrico g em uma variedade diferencidvel M é um (0,2)
tensor simétrico ndo degenerado em M de indice constante. Em outras palavras, um
tensor métrico g sobre M é uma aplicagcdo que associa a cada ponto p € M uma forma

bilinear simétrica ndo degenerada em T,M com indice constante V,Yp € M.

Definicao 1.7 Uma variedade semi-Riemanniana ¢ uma variedade diferencidvel M

munida de um tensor métrico g.
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Consideraremos uma variedade semi-Riemanniana o par ordenado (M,g). O
valor comum Vv do indice g, em uma variedade semi-Riemanniana M € dita indice
de M, 0<v<n=dimM. Se v=0, M € uma variedade Riemanniana. Entdo cada
gp € um produto interno positivo definido em 7,M. As variedades semi-Riemannianas
sdo frequentemente chamadas de variedades pseudo Riemannianas. Usaremos a notagdo
g(v,w) =< v,w > € R para vetores tangentes e g(V,W) =< V,W > para campos de
vetores.

Em um sistema de coordenadas locais (U,x) em torno de p as componentes do

tensor métrico g sdo dadas por

gii=g i,i = i,i ,1<i,j<n.
axi an axi an

J4 que g ¢ ndo degenerado, temos que para cada ponto p a matriz (g;;(p)) é
invertivel, e denotaremos por (g'/(p)) a matriz inversa. Como g é simétrica, g;; = gji

entdo g'/ = g/i. e finalmente o tensor métrico pode ser escrito por

g= Zgijdxi ®dx;.
Definicao 1.8 Um vetor tangente v de M é dito

(a) spacelike se (v,v) >0ouv=0;
(b) null se (v,v)=0eVv#0;
(c) timelike se (v,v) < 0.

O conjunto de todos os vetores null em 7,M € dito cone nulo para p € M.
Definicao 1.9 Uma conexao V em uma variedade diferencidvel Mé uma aplicagcdo
V:X(M)xX(M) — X(M)

que se indica por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades

i) VxY é D(M)—linear em X;
ii) VxY é R—linearemY;
iii) Vx(fY)=fVxY+X(f)Y,V f € D(M).

Teorema 1.10 O campo vetorial [X,Y] é chamado colchete e definido por
[X,Y] = XY —YX,

que satisfaz as seguintes propriedades,
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(@) [X,Y]=-[V,X];

(b) [aX +bY,Z] =a[X,Z]+blY,Z);

(c) [[X,Y],Z]+][Y.Z],X]+[[Z,X],Y] =0, identidade de Jacobi;
[

(d) [fX,8Y] = felX, Y]+ X (g)Y —g¥(f)X.

Teorema 1.11 Em uma variedade semi- Riemanniana M existe uma iinica conexdo V tal

que,

i) [X,Y] = VxY —VyX;
i) X (8(Y.2)) = g(Vx¥.Z) +g(Y.VxZ).

VX,Y,ZeX(M).

A V que satisfaz o teorema acima € dita conexdo de Levi-Civita de M.
Seja uy,...,u, as coordenadas naturais em Ry. Se Ve W = Y W'0; sio campos de

vetores em Ry, o campo vetorial
DyW =) V(W')d

€ dita a derivada covariante natural de W com respeito a V. Essa conexdo natural D, dada
acima € a conexdo de Levi-Civita do espaco semi-Euclidiano Rj,V v =0,1,...,n. Em

relacdo ao sistema de coordenadas de Ry, temos que

(1) gij = 6;j€;, onde §;; é o delta de Kronecker e

_17 1§J§V
€= ) (1-1)
+1, v+1<j<n.

k o .
(2) L= 0,vV1<i,jk<n.
Entdo o tensor métrico de R}, pode ser escrito por
= Zﬁidx,‘ ®dx;.

Agora caracterizaremos a conexao V de Levi-Cevita em um sistema de coorde-

nadas. Temos que
— F
ax, ax i Z i axk

onde Fif sao os simbolos de Christoffel da conexdo dados por

d 0
ngk{ (8 jm +gj(gim)_g(gij)}- (1-2)

m
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Os conceitos de derivada covariante, transporte paralelo e geodésicas sao defini-

das de maneira anédloga ao caso Riemanniano.
Definicao 1.12 Seja M uma variedade semi-Riemanniana com V a conexdo de Levi-
Civita. A aplicagdo R : X3(M) — X(M) dada por

RxyZ =VyVxZ— Vvaz+V[X7y]Z, YAS X(M)

é dita operador curvatura da variedade semi-Riemanniana M. R é multilinear.
Associado a esse operador curvatura, denotaremos por R o tensor curvatura de
M,R:X*(M) — X(M) dado por,

R(X,Y,Z,T) =g (VyVxZ—VxVyZ+Vx yjZ,T), Z € X(M).

Se R = 0, a métrica € dita flat.
Observe que se M = R" entdo RxyZ =0, VX,Y,Z € X(M).

Considerando um sistema de coordenadas locais (U, x),

3 2
R(axk 8xl) =LK ﬂda

onde as componentes de R sdo dadas por

; d d
40 = 3 Tk~ g Tt Ll = LGl (1-3)

Agora, consideraremos uma fun¢do real mais simples que determina completa-

mente R.

Defini¢ao 1.13 Um subespago bidimensional 11 do espago tangente T,M é dito plano
tangente para M em p. Define-se

0(x,y) = (x,%) (3,y) — (x, ),

para vetores tangentes x,y.

O plano tangente IT é ndo degenerado se e somente se Q(x,y) # 0, para alguma
base x,y de Il. Definiremos a seguir uma curvatura que estd diretamente ligada ao

oper ador curvatura.

Definicao 1.14 Seja IT um subespaco bidimensional ndo degenerado do espaco tangente
T,M. O niimero
(Ryx,y)

K(x,y) = 0y)
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independe da escolha da base x,y de I, e é dita curvatura seccional K (IT) de I1.

Outros conceitos importantes que dependem da curvatura seccional e, portanto

do operador curvatura, sdo o tensor de Ricci e a curvatura escalar.

Definicio 1.15 Considere (M, g) uma variedade semi-Riemanniana, o tensor curvatura

de Ricci ¢ definido por
Ricy(X,Z) = trago {Y — RyyZ}, X,Z € X(M). (1-4)
Definicao 1.16 A curvatura escalar, K de M é uma funcdo K : M — R, definida por
K =traco A

onde A é uma aplicagdo linear auto-adjunta, A : T,M — T,M associado ao tensor de

Ricci, Ricg : TyM x T,M — R que é uma forma bilinear simétrica.

Em um sistema de coordenadas locais (U, x),
K(p) =) ¢"Rij, (1-5)
i,j

onde R;; = ZR:’;”- e R;kl expressa por (1-3).

Considere f € D(M), X € X(M) e ¢ € D(M) , definiremos os conceitos de

gradiente, hessiana e laplaciano de uma func¢ao definida em M.

Definicao 1.17

(1) O gradiente de @ em um ponto p € M, denotado por grad,®, é o vetor de T,M tal
que
g(grady,@,v) =de,(v), Vve T,M.

(2) A Hessiana de @, denotada por Hessg©, é a forma bilinear simétrica dada por
Hess,0(X,Y) = g(Vx(gradqs9),Y), VXY € X(M).
(3) O laplaciano de ¢, denotada por Ag®, é dado por
Ay = div(grady©),
onde div : X — R ¢é o divergente do campo X definido por

divX, = trago {Y, — VyX(p)}, p€ M.
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Em um sistema de coordenadas locais (U, x), temos que

.

0¢ 09
2_ ijoY
H gradg(p ” Zg axl ax]

o9
(Hess,0),; = josr Zﬂf I (1-6)

82 n a(p
ij _ Lot
Ae® = Zg <8x,ax] ;FU axk> ’

\ k

Se M =R"e g;; = 9;¢;, & = £1 entio as expressoes da defini¢do (1-6), tornam-se
(

n a(P 2
2__ .
I sradg = 3o (57

1

2
(Hessg(p)l.j = ai—aq)xj (1-7)
n an)
g(P Zgla 2

\

Definicao 1.18 Duas métricas g e g em uma variedade M sdo conformes se existe uma
fungdo positiva e diferencidvel @ : M — R tal que para todo p € M e todo u,v € T,M

vale a igualdade
_ 1
g(u,v) = ——g(u,v).
(u,) ) (u,v)

Se g for uma métrica flat entdo a métrica g é chamada conformemente flat.

Falaremos agora de completude.

Definicdo 1.19 Uma variedade semi-Riemanniana (M,g) é (geodesicamente completa)

completa se toda geodésica de M estd definida V' t € R.

Definicdo 1.20 Uma curva divergente em uma variedade Riemanniana (M,g) é uma
aplicacdo difenrencidvel o : [0,00) — M se, para qualquer compacto A C M, existe
to € (0,00) tal que o(t) ¢ A, parat > ty. Define-se o comprimento de . por

—hm/ ot (r)|dr
t—o0

Este proximo resultado relaciona o conceito de variedade completa com o

comprimento de curvas divergentes na variedade.
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Proposicao 1.21 Uma variedade Riemanniana (M,g) é completa se, e somente se, o

comprimento de qualquer curva divergente é ilimitado.

O préximo resultado sera ttil para estudarmos a completude de uma variedade

Riemanniana que é conforme a uma variedade Riemanniana completa ([26]).

Proposi¢iio 1.22 Sejam M e M variedades Riemannianas e f : M — M um difeomor-

fismo. Admita que M é completa e que existe uma constante ¢ > 0 tal que

[vI[=clldfy(v) I,

para todo p € M e todo v € T,M. Entdo M também é completa.

1.2 Gradiente Ricci soliton e variedades de Einstein
A definicdo a seguir € uma extensao natural de variedade de Einstein.

Definicio 1.23 Seja (M",g), com n > 3 uma variedade semi-Riemanniana. Dizemos que
(M,g) é um gradiente Ricci soliton se existir uma funcgdo diferencidvel f : M — R

(chamada fungdo potencial) tal que
Ricy+ Hessy(f) = pg, peR, (1-8)
onde Ric, é o tensor de Ricci e a Hess,(f) é a Hessiana de f com respeito a métrica g.

Os gradiente Ricci solitons s@o classificados de acordo com o sinal de p, entao
dizemos que um gradiente Ricci soliton € shrinking, steady ou expanding se p > 0,p =0
ou p < 0, respectivamente.

Quando M € uma variedade Riemanniana, normalmente exige-se, na definicao
(1.23), que a variedade seja completa. No caso de variedades semi Riemannianas, essa
exigéncia ndo ¢ feita, ([3], [4], [5] e [11]).

Agora iremos enunciar alguns resultados do artigo do W. Kuhnell ([25]) que
serdo de fundamental importancia para o desenvolvimento deste trabalho. Em seguida,

apresentaremos resultados sobre transformagdes conformes ente espacos de Eisntein.

Definicao 1.24 Se considerarmos em (1-8), f uma fungdo constante entdo
Ric, = pg, peR. (1-9)

Neste caso, dizemos que M é uma variedade de Einstein.
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A definicdo (1.24) s6 sera relevante para n > 3. De fato, se

(a) n=1= Ric, =0,

(b) n=2 = Ric,(X,Y) = 3K,(X,Y), para cada p € M,. Assim uma variedade semi-
Riemanniana bidimensional € Einstein se, € somente se, tem curvatura Gaussiana
constante.

(c) n=3, entdo (M, g) é Einstein se, e somente se, tem curvatura seccional constante.

L

Lema 1.25 Seja (M",g) uma variedade de Einstein, com g = pe

entdo as seguintes

condigoes sdo equivalentes,
(1) (M,g) é uma variedade Einstein;
(2) Existe uma fungdo p : M — R com Hessg f = pg;
(3) Hessgf = %g

(4) Existe uma constante B tal que Hess,f = (—pf + B)g.

E cada uma dessas condi¢coes implicam que

(5) Existem constantes B e C tais que || grad,® ||*= —pf>+2Bf +C.

O problema acima € equivalente encontrar uma solu¢do para o sistema de
equagdes diferenciais,

Agf
Hess,f = %g.

Como as variedades Riemannianas de curvatura seccional constante também sao varieda-
des de Einstein, podemos entiao pensar no problema que Kuhnel propds em ([25]), dado
por:

"Dada uma variedade Riemanniana (M, g) de curvatura seccional constante, em
que condig¢des existe uma funcdo ¢ € D(M) tal que (M,g), onde g = (P_lz g também é uma
variedade Riemanniana de curvatura seccional constante."

Entdo segue o préximo Lema.

Lema 1.26 Seja (M",g), n > 3, um espaco de curvatura seccional constante K, f €

DM)eg= #, entdo as seguintes condigoes sdo equivalentes,
(1) (M,3) é um espago de curvatura seccional constante K;
(2) (M,g) é uma variedade de Einstein;

(3) Hessyf = %g

(4) Existe uma constante B tal que Hessqf = (—Kf + B)g;

E cada uma dessas condicées implica que K e K satisfaz

(5) K= f?K+2fAsf— || grady@ ||* .
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Definicio 1.27 Seja (M",g) uma variedade semi Riemanniana de dimensdo n > 3. Dize-
mos que (M,g) é um gradiente quasi Ricci soliton se existe uma fungdo diferencidvel

f: M — R (chamada funcgdo potencial), tal que vale

Ric,+ Hessy(f) =pg, p<€C”(M).

Considerando duas métricas conformes ge g = é em uma variedade M", n > 3,

entdo a relacdo entre os tensores de Ricci de g e g € dada por

. ) 1
Ricg — Ricg = @ {(n—2)(pHessg(p+ [(pAg(p— (n—1) || grad,e ||2} g}. (1-10)

1.3 Produto torcido

Os resultados desta secao podem ser encontrados em ([8]). Comecaremos defi-
nindo campos relacionados entre variedades, daremos a nocdo de levantamento e enfim

definiremos o produto torcido e todas as relacdes que o envolve.

Definicao 1.28 Sejam M,N variedades diferencidveis, ¢ : M — N uma aplicacdo dife-
rencidvel, X, Y € X(M). Diz-se que os campos X e Y sdo ¢0—relacionados se

d0p(X,) = (¥ 00)(p) = Y (0(p)) = Yyy), Vp € M.

Se X e Y sdo O—relacionados entdo denotaremos X 2 Y.

Lema 1.29 Sejam M, N variedades diferencidveis, ¢ : M — N uma aplicacdo diferen-

cidvel, X € X(M) eY € X(M) sdo d—relacionados se, e somente se,

X(go9) =Y(g)o9, Vg € D(N).

Lema 1.30 Sejam M, N variedades diferencidveis, ¢ : M — N uma aplicacdo diferen-
cidvel, X1,X, € X(M) e Y1,Y» € X(N).

Se X E, Yi1eXo i)J Y, entdo [Xl,Xz] 2, [Yl,Yz].

Lema 1.31 Sejam M, N variedades diferencidveis, ¢ : M — N um difeomorfismo. Para
cada X € X(M) existe um tinico do(X) € X(N), que é ¢—relacionados com X.

Agora, relembremos algumas defini¢des e propriedades importantes de varieda-
des produto com o intuito de relaciond-las com o produto torcido ([8]).
Sejam M™ e N" variedades diferencidveis e considere M x N a variedade produto.

Entao
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(a) As projecdes

nT: MXN — M
n(p,q) — p
6: MxN — N
o(p,q) — ¢

sao aplicacdes diferencidveis, de fato, submersdes.
(b) Uma aplicacdo ¢ : P — M x N, ¢é diferencidvel se, e somente se, To ¢ e Go ¢ sdo
ambas diferenciaveis.

(c) Para cada (p,q) € M x N os subconjuntos
Mxqg={(r,q) EMxXN;reM}

pxN={(p,s) M xN;seN}

sdo subvariedades de M x N.
(d) Paracada (p, g) e M XN
Tt|Mxq € um difeomorfismo de M x g em M;

G|pxn € um difeomorfismo de p x N em N.

Por (b) os espagos tangentes 7, /M =T(,, oy(M x q) e T(, /)N =T, 4(p X N)
sd0 subespagos do espago tangente M x N em (p, q).

Lema 1.32 O espaco Ty, ¢ (M x N) é a soma direta dos seus subespagos Tip, gM e
T(p’ q)N, isto é, cada elemento v € T(p7 9 (M x N) tem uma tinica expressdo dada por
V=V +Vy, ondeVv| € Ty, gM e v2 € T g)N.

Observemos que, quando tivermos o produto M x N nesta ordem, iremos chamar
as subvariedades M x g e p x N, de folhas horizontais e fibras verticais, nesta ordem.

Para podermos relacionar propriedades geométricas de M X N com as corres-
pondentes propriedades das componentes M e N, uma no¢do fundamental é a de levanta-

mento, que definiremos a seguir.

Definicao 1.33 Sejam M™ e N" variedades diferencidveis e considere M x N a variedade

produto.

(a) Seja f € D(M). O levantamento de f a M x N é definido por f = forn € D(M x N);

(b) Se veT,M e gc N, entdo o levantamento V de v a (p, q) € o iinico vetor
Ve T, oM tal que dn(V) =v. ComoV € T(,, ,\M entdo do(V) = 0;

(c) Se X € X(M), o levantamento de X a M X N é o campo vetorial X em M x N cujo
valor em (p,q) € M x N é o levantamento de X,, a (p, q). Assim,
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dn(X(p, q)) = (X om)(p, ) = Xp e dS(X, ) =0,

O sistema de coordenadas mostra que X ¢ suave. Portanto, o levantamento de
X € X(M) aM xN é o iinico elemento de X(M x N) que é n—relacionados a
X e o—relacionados ao campo vetor nulo em N. E ainda, como dG\Tm oM = 0,0
levantamento X de X € X(M) a M x N é constante em cada fibra p < N;

(d) O conjunto de todos os levantamentos X de X € X(M) serd denotado por L(M) e
tais levantamentos sao chamados horizontais;

(e) Fungoes, vetores tangentes e campos de vetores em N sdo levantamentos para M X
N da mesma forma usando-se a projecdo 6. O conjunto de todos os levantamentos
Y deY € X(M) serd denotado por L(N), tais levantamentos sdo chamados verticais
e, Y € X(MxN).

Proposicao 1.34 Sejam M e N variedades diferencidveis e considere M x N a variedade
produto. Se X,Y € L(M) e V € L(N), entdo

—~—

[X,¥] = [X,Y] € L(M) e similarmente para L(N);
[X,V] =0, onde 0 € X(M x N) é o campo nulo.

(a)
(b)

Definicao 1.35 Considere M e N variedades semi-Riemannianas, e considere a varie-
dade produto M X N com sua estrutura usual. SejamT: M XN — M e : M XN — N

as projecoes canonicas. A métrica usual em M x N ¢é definida por

g=" (gm)+0" (gn),
ou seja,
(,v)(p, o = (dn(u),dn(v)), +(do(u),do(v)),, V(p, ¢) € M X N,u,v € T(, (M xN).

A variedade M x N munida com a métrica produto é chamada Variedade produto
semi-Riemanniana.

Dados X € L(M)e Y € L(N), X e Y sdo campos ortogonais em M x N, ou seja,
(X,Y):M x N — R é a fungdio identicamente nula na métrica produto.

Considere uma variedade produto semi-Riemanniana B x F, o tensor métrico é
n*(gp) + 6" (gr), onde T e G sdo as projecdes de B x F sobre B e F respectivamente.

A notacdo padrdo serd usada para a geometria de B, mas o tensor métrico de F

sera denotado por gr = (,) e sua conexado de Levi-Civita por V.

Definicao 1.36 Sejam B e F variedades semi-Riemannianas, f > 0 uma fungdo diferen-
cidvel em B. O produto torcido M = B Xy F é a variedade produto B X F munida da
métrica

g="1"(gp) +(fom)*c’(gr),
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onde [ é dita funcao torcao, B variedade base e F variedade fibra de M. Como na figura
1.

Explicitamente, se v é tangente a M = B X s F em (p,q) = x, com
V=V +Vy,vi € T,B,v; € T,F,
entao,
8(V,V) = (V,V) = (dR(p 4)(V), AT (V)>p +£2(p)(d0;.4)(v),d5 () (V)>q

Asim,
g(v,V) = (Vi,vi)p + (fom)* (va,va)y .

Se f =1, M =B Xy F se reduz a variedade produto Riemanniano.

=4

Figura 1.1: figural

Exemplo 1.37 (Superficie de Revolucdo) Toda superficie de revolucdo é um produto
torcido, sendo suas folhas as diferentes posicoes da curva rotacionada e as fibras os
circulos de revolugdo.

Considere S a superficie de revolucdo. Assim, considerando a parametrizacdo
¢:(0,2m) x (a,b) — S,

dada por
X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu,g(v)),
onde o.: (a,b) — a((a,b)),a(v) = (f(v),0,g(v)), f(v) > 0, é uma parametrizacdo de

uma curva regular C no plano XZ. Entdo a métrica em S é dada por

ds® = du* + [f(v)]?dv?
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onde du* é a métrica em S'(1). Portanto, S = C x s S'(1).

1=

/ Paralelo

Meridiano

Figura 1.2: revolucdo

Exemplo 1.38 (R3 — 0 como produto torcido) O espaco Euclidiano R® pode ser visto
como um produto torcido.

De fato, considere o R®> — 0 em coordenadas esféricas, isto é,
(x, y, z) = (rcosusenv, rsenusenv, rcosv),
e a métrica é dada por,
ds* =dr* +r* (du2 + senzudvz) .

Evidentemente que R> —0 ¢ difeomorfo a R, x S? pela aplicagdo (t, p) — tp. Portanto,
R3 — 0 pode ser identificado como o produto torcido Ry x,S%. Em R — 0 as folhas sdo
os raios que partem da origem e as fibras sdo as esferas S*,r > 0. Em geral R" —0 com

a métrica usual, é isométrico a Ry x,S" 1.

Proposicao 1.39 Assim como na variedade produto semi-Riemanniano, para cada
(p,q) EM =B x(F, as fibras p x F =7~ (p) e as folhas B x g = 6~ (q), com a métrica
induzida de g, sdo subvariedades semi-Riemannianas de M, e a métrica produto torcido

em M implica nas seguintes condigbes geométricas:

(a) Para cada q € F, a aplicagdo T, : Tt|gx 4 € uma isometria sobre B;
(b) Para cada p € B, a aplicagdo O, : G|,xr é uma homotetia positiva sobre F, com

fator escalar 1/ f(p);
(¢) Para cada (p,q) € M, a folha 6~'(q) e a fibra 7= (p) sdo ortogonais em (p,q).

Vetores tangentes as folhas sdo denominadas horizontais; vetores tangentes as

fibras sdo denominados verticais. Denotaremos por
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H a projegdo ortogonal de T 4)M sobre seu subespaco horizontal 7, y\B=T{, ;) (Bxq).
v a projecéo ortogonal de T 4)M sobre seu subespaco vertical T, ) F =T{,, 4 (pxF).
Dessa forma, dado v € T(pg)M, comv=v|+w,v € T(p,q)B,vz € T(p7q)F, entao
H(v) =vi e V(v) =v,.Eainda, dado X € X(B),H e V € X(B).
Portanto, para campos vetoriais verticais V,\W em M a formula hA(V,W) =
H(VyW) produz como resultado o tensor da segunda forma fundamental das fibras.
Vamos determinar agora, a conexao Riemanniana, o tensor cuvatura e o tensor

de Ricci de uma variedade produto torcido, envolvendo neste caso, a funcao torcao.

Proposiciio 1.40 Sejam M = B x ¢ F um produto torcido com métrica g,h € D(B) e
y € D(F), entdo

—~——

(a) gradgiz = gradgyh, onde h=home gradg,h € o levantamento de gradgsh € X(B),

para a variedade M;
(b) grad,y = g’“}’gﬂ"’ onde y = oG e grady,\y € o levantamento de gradgyy € X(F),

para a variedade M.

Proposicao 1.41 Sejam M = B X ¢ F' um produto torcido com a métrica g, X, Y€ LB)e
V, W e L(F), entdo

(a) V;(f’ éo levantamfnfo de VgY em B;
(b) VeV =V X = (@) V,onde f= fom;

- . VW -
(c) H (VW) = h(V, W) = — (<—f>) grad f:

d) V(VyW) € L(F) é o levantamento de VEW em F.

Corolario 1.42 As folhas B x g de um produto torcido sdo totalmente geodésicas e as

fibras p x F sdo totalmente umbilicas.

Lema 1.43 Sejam M = B x y F um produto torcido com a métrica g, entdo (M, g) é uma

variedade completa se, e somente se, (B, gg) e (F, gr) sdo completas.

Proposicao 1.44 Sejam M = B x y F um produto torcido com métrica h € ‘D(B) e Y €
D(F), entdo

z <grangh,grangf>B
(a) Ah=Agh+d 7

Laplaciano em B e h = hoT;

, onde d = dimF, A é o Laplaciano em M, Ag é o
(b)) Ay = AfL;", onde Af é o Laplaciano em F e \§ = yo 0.
Lema 1.45 Sejam f € D(B), o levantamento a M da hessiana de f, e a hessiana do

levantamento de f somente em vetores horizontais, isto é, se X, Y € L(B) entdo temos

e~

Hessgf(X, Y) =Hessg, f(X, Y).
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Proposicao 1.46 Sejam M = B x y F' um produto torcido com métrica g, e os tensores
curvatura Riemanniana de M, B e F dados por R, R® e RY | respectivamente. Se X, Y, 7 €
L(B)eU, V, W e L(F), entdo

(@) R(X, Y)Z € L(B) é o levantamento de R®(X,Y)Z em B;
(b) Os levantamentos dos tensores R, RF a M ddo os tensores de curvatura Rieman-

niana de cada folha B X q e de cada fibra p X F

H X,Y)~ — .
MV, onde Hessg, f € o levantamento da hessiana de f a M,

O RV, WD = RF (7, W)0 — T8 hT) (g gyw — (w0 7).

Corolario 1.47 Sejam M = B x y F um produto torcido com métrica g, dimF =d > 1,
X, Y€ L(B)eV, W e L(F). Entdo

(a) Ric(X,Y)=RicB(X,Y)— J%Hessggf()?, Y);
(b) Ric(X, V)=0;

(c) Ric(V, W) :RiCF(V, W) — {Aif-l-(d— 1) <gradg3f7gradg3f>} <‘~/, W>

f r?

Observe que nesse dltimo coroldrio se a dimF = 1, entdo as expressdes (a) e (b)

sdo exatamente as mesmas e o item (c) reduz-se a
R W) = () 7w,

pois para dimF = 1 tem-se Ric" (V, W) = 0.
Agora, classificaremos os produto torcido que sdao localmente conformemente
flat.

Teorema 1.48 Sejam M = B X ¢ F uma variedade produto torcido semi-Riemanniano.

Entdo

(a) Se dimB =1, entdo M = B Xy F é localmente conformemente flat se, e somente se,
(F, gr) € um espago de curvatura seccional constante;
(b) SedimB > 1 e dimF > 1, entdo M = B X ¢ F ¢é localmente conformemente flat se, e

somente se,
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i) (F, gr) é um espago de curvatura seccional constante hr;
ii) A funcdo f : B — R define uma deformacdo conforme em B tal que

B, fizgg) é um espago de curvatura seccional constante A\g = —Ap.
(¢) SedimF =1, entdo M = B X ¢ F ¢é localmente conformemente flat se, e somente se,
a fungdo f : B — R define uma deformagdo conforme em B tal que (B, fizgg) é

um espago de curvatura seccional constante.



CAPITULO 2

Gradiente quasi Ricci soliton

Neste capitulo caracterizaremos as familias de gradiente quasi Ricci solitons

invariantes por rotacdo e translacdo.

2.1 Gradiente quasi Ricci soliton no espaco pseudo-

Euclidiano

Nesta secdo mostraremos que todo espaco conforme ao espago pseudo-
Euclidiano, invariante por rotacao e translacao sdo gradiente quasi Ricci solitons, e exibi-
remos uma infinidade de exemplos desses gradiente quasi Ricci solitons. Adotaremos, de

agora em diante, grad, = V,

2.1.1 Invariantes por rotacao

Neste primeiro teorema, caracterizaremos os gradientes quasi Ricci solitons

invariantes por rotagao.

Teorema 2.1 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =

(X15..es%n), 8ij = Ojj€i, €& = 1 com pelo menos um €; = 1. Considere fungdes diferen-
n

cidveis ndo constantes f(r) e ¢(r), onde r = Z gix?. Existem métricas g = (p—lzg tais que

i=1
(R".g) sdo um gradiente quasi Ricci soliton com f uma fungdo potencial se, e somente

se, as fungoes f, ¢ e p satisfazem

(n—2)¢ +20'f +of =0

1 " I 2 1 2 (2‘1)
4(n—1)0@ +4re@ —4(n—1)r<(p> —4reQ f +20°f =p.

Prova. Seja (R",g) um espago pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =
(X1,..,Xn), &ij = 0;;&. Do artigo ([17]), temos que g = ég € um gradiente Ricci soli-
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ton com f uma func¢do potencial se, e somente se, as fungdes f e @ satisfazem

(p,x,-xj = _ﬁ (q),x’,f,xj + (P,x/.f,x,- + (pf,x,-x]-) ,i 7& ]

n
(n—=2)QQ 1, + & [PAQ— (n—1) || Vo@ 1] +200 . fx; + O frix, — P&i Y [, @, = EiP-
k=1
(2-2)
Verifica-se de maneira anéloga, que o artigo ([17]) também se aplica no caso de gradiente quasi
Ricci soliton. ;
Assumimos que f(r) e @(r) sdo fungdes de r, onde r = Z g;x?. Portanto, temos
i=1
Oxi = zgixi(Pl’ (p,x,-xj = 48i€jxixj(P//, Qi = 4xi2(P” + 28i(p/7
fr = 28,-x,~f,, ﬁxixj = 4858jxixjf”= Joini = 4xi2f” + 28,-f/,
Pelas relacoes (1-6), tem-se
V@ |P=4r(9)®,  Ayp=4r¢ +2n0.

Substituindo estas expressdes na primeira equacao de (2-2), temos
dgigixix; | (n— 2)¢ +2¢ f + (pf”} =0, Vi#].
Portanto, como existe i # j tal que x;x; # 0, entdo a equagio acima reduz-se a
(n—=2)¢" +2¢f +of =0. (2-3)
De maneira andloga, substituindo as expressdes na segunda equagdo de (2-2), temos

& [4(1— 109 +4rp0" —4(n—1)r(¢)+ 202/ —4rog'y | +
+4:20|(n-2)0" +2¢'f +of'| —eip.

Agora, usando a expressdo (2-3), a equacdo acima reduz-se a
4n—1)99 +4rg9 —4(n—1)r(¢ )’ +2¢°f —4rg0 f =p, (2-4)

e portanto esta provado o teorema. A reciproca deste teorema pode ser facilmente verificada. [

Observe que temos trés fungdes e duas equagdes. Portanto, se escolhermos
uma fun¢do conforme para o Teorema 2.1 podemos construir um gradiente quasi Ricci
soliton pseudo-Riemanniano invariante pela agdo de um grupo pseudo ortogonal (no
caso Riemanniano, rotacdo), desde que o sistema (2-1) seja integravel. Resumimos esta

discussao no seguinte Coroldrio.
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Corolario 2.2 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =

(X1,..-,Xn), 8ij = Oij€;, € = 1 com pelo menos um €; = 1. Considere fungdes diferencid-
n

veis ndo constantes f(r) e 9(r), onde r = Z eix?. Dada qualquer funcdo ¢(r), a métrica

i=1
g= (p—lz g é um gradiente quasi Ricci soliton com f uma fungdo potencial, onde as fungoes

f e p sdo dadas por
" 1
f(r):/ [c—(n—2)/(p(p dr] Pk

! " I 2 / (2_5)
p(r)=4(n—1)00 +4re¢ —4(n—1)r ((p) —4cr% +2c+

—2(n—2) (1 - 2r%> /qxp”dr.

onde c e k sdo constantes.

Prova. Como ¢ nao € uma fungdo constante e reescrevendo a primeira equagao de (2-1),

temos

"

" (P/ / (p
f+2—f+n-2)—=0.
¢ ( )(P

/ , . ~ , . ~ . . . .
Tomando y = f nesta ultima equagdo, esta é equivalente a equacgado diferencial ordindria

de primeira ordem
! "

Y ¢
+2—y+(n—-2)—=0, (2-6)
’ <Py ( >(P

por ([22]), temos que o fator integrante da equacdo é dada por
o
u(r) =€ 2o = ¢,
multiplicando esse fator integrante pela equacao (2-6),

0%y +200y = —(n—2)99 ,

equivalente a,
(9%) =—(n—2)09 ,

e assim, integrado com respeito a r, teremos
2 "
0 y:c—(n—Z)/qxp dr,
portanto,

y=f(r)= {c—(n—Z)/cpcp"dr} %.
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Integrando novamente com respeito a r,
n 1
f(r) :/ [c— (n—2)/(p(p dr] @dr—kk. 2-7)

Portanto, obtemos a primeira equag@o de (2-5). Além disso, substituindo f/ na segunda
equacao de (2-1), obtemos a segunda equacdo de (2-5).
OJ

2.1.2 Invariantes por translacao

Para nossos préximos resultados, seja (R”,g) um espago pseudo-Euclidiano

padrdo com a métrica g e coordenadas x = (x1,...,x,) com g;; = §;;&;, 1 < i, j <n, onde §;;
n

€ o delta de Kronecker, €; = +1 com ao menos um €; = 1. Seja § = Z ax;, o; €R,um
i=1

n

invariante sobre a acdo do grupo de transla¢do (n — 1)—dimensional, onde Z %:,-Oci2 =g,
i=1

iguais +1. Queremos obter fungdes diferencidveis f(§), @(§) e p(§) tais que a métrica

g= ég satisfaca a equacdo (1-8).

Teorema 2.3 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =
(X1, ..., Xn), 8ij = Oij€i. Considere fungdes ndo constantes diferencidveis f(§) e 9(§), onde
n n
E= Z oix;, o €ERe Z eiocl-z = ¢;, # 0. Existe uma métrica g = ég tal que (R",g) é um
i=1 i=1
gradiente quasi Ricci soliton com f como fungdo potencial se, e somente se, as fungcoes

f, © e p satisfazem

(n_z)(pll+2(P/f/+(pf// :O

&g [cpcp” ~n-1)(9) - qxp'f’} =p. (-8)

n

Prova. Sejag = (p%g uma métrica conforme a g, g;; = 9;; € Z ek(x,% = €&;,.

k=1
n

Assumimos que (&) e ¢(§) sdo fungdes de &, onde & = Z o;x;. Portanto, temos
i=1

/ " 5
(P,xi = o;0, (p,xin - OCiOCj(P y (P,xixi = (x‘i o,

"

/ /!
2
fm =of , f,xixj = OLiOij ) fvxixi =a;f,

| Vo0 ||*= (Z eioc?> (9) =e,(9) A= <Z eioc?) 0 =¢,0 .
i=1 i=1
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Substituindo estas expressdes na primeira equacao de (2-2), teremos
owot; [(n—2)9"+29f +of"| =0, Vi)
Se existem i # j tais que o;0,; 7 0, entdo esta equagdo reduz a
(n—=2)9 +2¢ f +of" =0. (2-9)

Da mesma forma, considerando a segunda equacgao de (2-2), temos
oo} [(n—2><p +20f +of ] + i€ [cpcp —(n=1)(¢ )2—<p<pf] = Pei,

pela equagdo (2-9), a equacdo acima reduz-se a segunda equacdo de (2-8).

Se para todo i # j tivermos a;0tj = 0 entdo § = x;,, e a primeira equagdo de (2-2)
€ trivialmente satisfeita para todo i # j. Considerando a segunda equagdo de (2-2) para
i # ip, temos

£o(99 —(n—1)(¢)*— 99 /) =p,
e dai a segunda equagdo de (2-8) € satisfeita. Considerando i = ip na segunda equacdo de
(2-2), temos que a primeira equagado de (2-8) também € satisfeita.

A reciproca deste teorema pode ser facilmente verificado. 0

No préximo resultado, vamos encontrar familias de gradiente quasi Ricci solitons

que sdo invariantes sobre a a¢do do grupo de transla¢do (n — 1)-dimensional.

Corolario 2.4 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =
(X1y...s%n), 8ij = €i%ij. Dada qualquer fungdo @(§), a métrica g = ég é um gradiente

quasi Ricci soliton com f uma fungdo potencial, onde as fungées f e p sdo dadas por

10 = [ o= -2) [ ov'ae| aesn -

o(&) e { [o0” ~ (1= 16 7] & o= (1-2) [ o0'at] }.
onde c e k sdo constantes.

Prova. Comecgamos observando que primeira equacao de (2-10) é equivalente a primeira

equagdo de (2-1), que também € equivalente a equagdo (2-6) e portanto resolvendo de
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maneira andloga a equagao (2-6), e assim teremos
n 1
f(r):/ {c—(n—z)/qxp d&] etk 2-11)

Além disso, substituindo f/ na segunda equagdo de (2-8), obtemos a segunda equagdo de
(2-10).
A reciproca deste teorema pode ser facilmente verificado.

2.2 Gradiente quasi Ricci soliton com estrutura de pro-

duto torcido invariante por translaciao

Antes de comecarmos, enunciaremos um teorema do artigo ([14]), que caracte-

riza gradiente Ricci solitons com estrutura de produto torcido.

Teorema 2.5 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =
(X15.,Xn), 8ij = 0;j€i. Considere M = (R",g) x; F™, uma variedade produto, onde
g = (p%g, F ¢ uma variedade semi-Riemanniana Einstein com curvatura de Ricci Ap,
m>1,0, feh:R"— R, sdo fungoes diferencidveis e f uma funcdo positiva. Entdo,
a métrica produto torcido § = g+ f*gr é um gradiente Ricci soliton com h uma funcdo

potencial se, e somente se, as funcoes @, f, p e h satisfazem

(n— Z)f(mej + fQh xix; = MO i, =M i frx; —mMP ;[ T [ O, + [Q ;1 =0,
I<i#j<n
(2-12)

o [(n - Z)f(P,xixi + fOh x; — MO xix; — 2mQ . f x; + zf(p,xih,xi] +
&k [fOPxxe — (n— 1) fQ% +mPQy, frr, — fOQ x| =€ipf, 1<i<n
1
(2-13)

€
k

n

Z €k [_f(sz,xkxk + (n - z)f(pf,xkq),xk - (m - 1)(P2f§k + f(sz,xkh,xk] = pf2 - 7\'F-
k=1
(2-14)

Prova. Veja esta demostracdo em ([14]). Verifica-se de maneira andloga, que este teorema,

também se aplica no caso de gradiente quasi Ricci soliton. 0
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Baseado na teoria de produto torcido, provarmos que todas métricas conformes
a variedade produto R” x F™, where F™" € uma variedade Ricci-flat e ¢ invariante sobre a

acdo do grupo de translagdo (n — 1)—dimensional, sdo gradiente quasi Ricci solitons.

Teorema 2.6 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =
(X1 ..s%n), 8ij = Oij€i. Considere M = (R",g) x s F™, um produto torcido, onde g = (P%g,
F é uma variedade semi-Riemanniana Einstein com curvatura de Ricci Mg e funcdes
diferencidveis ndo constantes f(E), p(&) e h(§) e f é uma fun¢do positiva, onde & =
n n

Z aixi, o €Re Z 850612 =g, # 0. Entdo, a métrica produto torcido § = g+ flgr éum

i=1 i=1
gradiente quasi Ricci soliton com h como funcdo potencial se, e somente se, as funcoes

O, f, p e h satisfazem

( " It " U ro
f[(n—z)cp 120K + oh ] —mef —2mg f =0

" ! 2 o 1o
e, | 09" = (1=1)f (¢) +moef —f@@h] —pf 2-15)

/! /! / 2 /!
& | —f9f +(n=2)fof ¢ —(m—1)¢* (/) +f<p2fh} =pf?—r.

\ L

Prova. Seja (R", g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x = (xy,...,xp),
(M =(R",2) fom,g) um produto torcido, onde § =g+ f2gr, g = (pl—zg, gij =9&, F
é uma variedade semi-Riemanniana Einstein com curvatura de Ricci Af.
n
Assumimos que f(&) e @(&) sdo fungdes de &, onde & = Z o,x;. Consequente-

i=1
mente, temos

! " 2 "
O, = 0@, P xix; = QOO Qi = OGO,

/ 7 5 M
f,xi — (X'if ) f,xi)Cj — (x'l(xjf 9 f,xix,- = (xif )

| Vo0 ||*= (Zel-oc%) (@) =e,(9)?  Agp= (Zeioc%) 0 =¢€,0 -
i=1 i=1

Substituiremos estas expressoes em (2-12), (2-13) e (2-14).

Comecamos substituindo em (2-12), assim
o, {f [(n —2)¢" 129K + (ph”} —mef — 2m(p’f’} —0, Vi
Se existirem i # j tal que o,;0; # 0, entdo esta equacdo reduz-se a

¥ [(n —2)¢" +2¢H + (ph”} —mof —2mg f =0, (2-16)
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que € exatamente a primeira equagdo de (2-15). Similarmente, substituindo na equagdo
(2-13), temos

90 {1 |(n=2)¢" +20'1 + ' | —mef" —2me f | +
n 2 " / 2 1 1
+ el 180G | f90 —(n—1)f (cp) +meQ f — oo h | =epf,

n
substituindo a equacdo (2-16) nesta equacdo e tomando Z skoc,% =g, e g # 0, aequacido

acima reduz exatamente a segunda equacdo de(2-15).
E finalmente, substituindo em (2-14), teremos a terceira equacao de (2-15).
A reciproca deste teorema pode ser facilmente verificado.
0J

No préximo resultado, provamos que se f@ = 1 e F' é Ricci flat, entdo as métricas

g sdo gradiente quasi Ricci solitons.

Corolario 2.7 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =

(X15.-s%n), 8ij = Oij€i. Considere M = (R",g) x ¢ F™, uma variedade produto, onde

g= (;—zg, F é uma variedade semi-Riemanniana Einstein Ricci-flat. Considere f,p,h :

R" = R, f(§), p(€) e h(§) funcoes diferencidveis, sendo (&) e p(§) ndo constantes e
n n

f uma fungdo positiva, onde § = Z oxi, o €Re Z e,-oc,-z = ¢;, # 0. Dada qualquer

i=1 i=1

fungdo ©(&), a métrica produto torcido § = g+ f*gr é um gradiente quasi Ricci soliton

com h como fungdo potencial, onde as fungoes f, h, e p sdo dadas por

(1&) =3

h(E) :c+/{k—(m+n—2)/<pq>"d&} édﬁ (2-17)

p(8) =i {00~ (1= 1)) <k + (n-+n-2)% Jo0'dE )

\

onde c e k sdo constantes.

Prova. Podemos reescrever a primeira equacao de (2-15) como

SO +2fQh +(n=2)f¢" —mof —2mef =0,
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que é equivalente a

"

e ¢ f cpf
h +2—h +(n—-2)— —mo— =0.
g Tlnm2) g mmeTy mam

., ! - . ~ . .
Fazendo a mudancga de varidvel y = &, a equacdo acima torna-se a equagdo diferencial

ordindria de primeira ordem linear em Yy,

/ " /!

—(n—2)(fp 4—m]i+2m$]i =0,

f ¢ f

' A59P
y+2—y=
¢

o fator integrante é dado por
27(P d
u() = el 2eds — (pz.

Multiplicando o fator integrante pela tltima equacio acima,

/

0%y +209y = —(n—2)p9 + mcp”; +2moe § =0,
que € equivalente a,
(¢%) =—(n-2)00 + m<P2f7 + 2m<p<p/f7 =0,
integrando com respeito a &,
B (E) =y :—+ /[ (n—2)0¢’ +2m%] dE,
portanto,
/! / /
h(&,):c+/ k+/ mel (290 +2m®L et Lae s
f f ¢
Como f¢ = 1, obtemos que
fe=-se 2-19)
of +2f ¢ =—f¢ .

Note que podemos reescrever a equagado (2-18) usando a equagdo (2-19)

_ c+/{k+/

(n—2)0¢ +2mM]d§} dt
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= c—l—/ k+/— m(of —l—2f(p> —(n=2)f¢ | d& édi

//

~fo
- c+/{k+/ —(mtn—2)f¢ ]d&} éd&
hE) = c+/{ (m+n-2) /(p(p d&} —dg, (2-20)
assim,
H(E) = %—mi;_z [o9'ce. (2-21)

Agora, substituindo as expressdes de h e I, dadas pelas equacdes (2-20) e (2-21), na

segunda equacao de (2-15), teremos

!

e //_ _ N /f_J_ (p B )
p—ezo{w (n 1)(<p>+m<p<pf k(p (m+n /(pcpdﬁ} (2-22)

/
Substituindo as expressdes para f = = —% em (2-22), obtemos

of
p(E) =& {cpcp” —(n=1)(9)* +mog (—%) @—k% +<m+n—2>% / wcp”da},
ou seja,
P& = & {qxp” —(mtn—1)(¢)’ —k%+ <m+n—2>%/cp<p”d&}. (2-23)
Vamos provar que a expressdo obtida para a funcdo p, na terceira equagdo do sistema

(2-15), é exatamente a equagdo (2-23), provando que a func¢do p esta bem definida.

A terceira equacao do sistema (2-17) € dada por

" ! / 2 /!
€, [—fcpzf +(n=2)fof ¢ —(m—1)¢ (/) +f<92fh} =pf s

2
) 3 o L 1 r _(L/ "o ((p/) - (P_”
Considerando F € Ricci flat e substituindo f = -, f = el f =2 ea

S
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expressao de K dada pela equacdo (2-21), na expressao acima, temos

/

BN N (0 PN C:) SN ) S SR - G
p(&)—ezo{ 2f¢+f(p (n—2) o ( 1)(f<p)2 (pf(p+( + 2)(p/(p(pd§},

como fo=1,

pE) = & {(P(P” —(m+n—1)(¢)* - k% +(m+n— 2)% /(ptp”dé} L (224)
Logo, a equacdo (2-24) é exatamente a equacgdo (2-23). 0

Observe que, como no Corolério 2.7 f¢@ = 1, a métrica g pode ser reescrita como

. 1 1\? 1
g:g+fng=@gE+(6> gF:@(gE‘i‘gF)'

Assim, todas as métricas conformes a variedade produto (R" X F™) invariantes

por translacdo e com F Ricci flat, sdo gradiente quasi Ricci solitons.

Corolario 2.8 Se (R",g) € o espaco Euclidiano, F uma variedade Riemanniana Ricci-
flat completa e 0 < |@(x)| < ¢ para alguma constante c, entdo as métricas dadas pelos
Coroldrios (2.2), (2.4) e (2.7) sd@o completas.

Prova. Considere o espago Euclidiano (R",g) n > 3 e a métrica g dadas pelos Corolarios
(2.4) e (2.8). Se 0 < |@(x)| < ¢, entdo a métrica g € completa, desde que existe uma cons-
v|g > k|v|. Temos que M = (R",g) x s F™,

é completa se, e somente se, (R",g) e F™ sdo completas (veja [8]). Entdo, as métricas

tante k > 0 tal que para qualquer vetor v € R",

obtidas nos Corolarios (2.4) e (2.7) sdo completas. ]

2.3 Exemplos

Como conseqiiéncia do Coroldrio (2.8), obtemos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.9 Considerando o = ... = 0,1 =0, o, = 1, @(x1,...,X,) = xp, € R’f =

{(x1,...,x) € R%x, > 0}, ie, <R’j:,gcan = E) = (H", gcan),onde gean € a métrica

2
xl’l
canonica do espago hiperbdlico. Portanto, para o Coroldrio 2.7 temos que a variedade
produto H" x F™, no qual (F™,gr) é uma variedade Ricci-flat completa, é um gradiente
quasi Ricci soliton completo com o tensor métrico

1
dsz = &can+ > 8F,
Xn
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onde a funcdo potencial é

k
h(x1,...,Xp) =¢c— —
( 1y ) n) xn,
e
k
p(x1y.eyxy) =—|[(m+n—1)+—]|.
Xn
Exemplo 2.10 Seguindo a tendéncia do exemplo acima, considere o,y = ... = 0,1 =0,
* . * 81--
o, =1eR%T ={(x1,...,x,) € R";x, >0}, ie, (Rﬁ ,8ean = x—é) = (H", gcan), onde gcan
é a métrica standard do espago hiperbdlico. Agora, tomando @(x1,...,X,) = X,V(xp),

onde Vv ¢ alguma funcdo positiva diferencidvel, temos que a variedade produto H" x F™,
no qual (F™,gr) é uma variedade Ricci flat completa, é um gradiente quasi Ricci soliton

completo com o tensor métrico

1 1
2 _
ds® = \ﬁ (gcan+)c_’%gF) )

onde a funcdo potencial é p e h sdo dadas por (2-5). Portanto, existem muitos completos

quasi Ricci solitons conformes ao Exemplo 2.9.

2 2 . ~ s, .
Exemplo 2.11 Se @(x1,...,x,) = e 17" no Coroldrio 2.2, entdo R" com a métrica

Riemanniana
ds? = 20T+ (dx?+...+dx2)

é um gradiente quasi Ricci soliton completo onde a funcdo potencial é

—2
Fltsee ) = ST (’12—)()6% tot i) +k,

DX, xn) = —[2(n—2) (3 +...+22) +(3n—2)]e 2020 4 22 (X2 +.. .+
x2)+1].

L__ entdo pelo

Exemplo 2.12 escolha n =2, oy = oy = 1 e entdo @(x1,x;) = Tmar

Coroldrio 2.4 temos que R* com a métrica
ds® = [142(x1 +x2)% 4 (x1 +x2)*] (dx? + dx3)

é um gradiente quasi Ricci soliton completo onde a funcdo potencial é

2 1
f(Xl,XQ):C (X1+X2)—|-§(X1+XQ)3+§(X1—|—)C2)5 +k

4(x1 +x2)? B 2 N 2¢(x) +x2)
14+ (1 +x)2* [T+ +x2)?P 1+ (x+x2)2%

p(x17x2) = [



CAPITULO 3

Variedades de Einstein com estrutura de

produto torcido

Nosso objetivo neste capitulo é construir exemplos de variedades de Einstein
com estrutura de produto torcido, cuja base € invariante sob a acdo do grupo de translacdo
(n— 1)—dimensional. Inicialmente vamos considerar variedades com fibra unidimensio-

nal.

3.1 Variedades de Einstein do tipo M = (R",3) xR

Nesta secao provaremos que a curvatura escalar da base de M € constante e igual

a(n—1)p.

Teorema 3.1 Considere M = B" X ¢ F uma variedade produto torcido Einstein, onde B
éabasede M e F e afibra. Sem =1 entdo k= (n—1)p, onde k é a curvatura escalar da

base e p é a curvatura de Ricci de M.

Prova. Considere M = B" x y F™ uma variedade produto torcido Einstein cuja metrica é
dada por § = g+ f%gr, onde gg é a métrica da base e gr é a métrica da fibra. Sejam
X1,X2,....X, € £(B), e Y1,Ya,....,Y,, € £(F). Observe que a terceira equagdo do Coroldrio

(1.47) pode ser reescrita por
Rlcg(YhY]) = Rlch(YhY]) - [ngBf+ (m - 1) H VgB(P HZ} gF(Yl7YJ7 v i,j= 17"'7”')
Assim, o Corolério (1.47) € equivalente a

( Rng(Xi,Xj) :RngB(Xl',Xj) - %HeSSng(Xi,Xj), v i,j = 1,...,1’1

Ricg(X;,Y;))=0,Vi=1,...,ne Vj=1,..m

\ Ricg(Y;,Y}) = Ricg; (YY) = [fAgyf+(m—1) | Ve [?] gr (Y Y)), Viyj=1,....m.
(3-1)
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Sendo M uma variedade de Einstein, entao,
Ricy = pg. (3-2)

Tome k e kr as curvaturas escalares de B e F respectivamente. Assim, aplicando (3-2) em
(Xi, X;),

Substituindo a primeira equacao de (3-1), usando o fato de M ser um produto torcido e

gr(X;,Xj) =0, teremos
. m
Ricg, (Xi, Xj) — 7Hessg3f(Xi,Xj) = pgs(Xi, X)),

multiplicando pela métrica inversa e somando, temos

noo . m no
Z gBl(Xi7Xj) RngB(Xi7Xj) - 7H€SSng(Xi,Xj) =P Z gBl(XhXj)gB(XhXj);
ij=1 i,j=1

assim,
- m
k——A,, =np. (3-3)
f 8B
Agora, aplicando (3-2) em (Y},Y))
Ricg(Y:,Y)) = p8(¥i, X)),

Substituindo a terceira equagdo de (3-1) e usando novamente o fato de M ser um produto

torcido e gg(¥;,Y;) = 0, teremos
RngF(Yivyj) - [ngBf+ (m_ 1) ” VgB(p Hz} gF(Yivyj) = pfng(Yth)v

somando,

Y g5 (YY) [Rice, (YY) — [fAguf + (m—1) | Ve, 0 |17 gr (YY) =pf* Y g5 (¥i,Y))gr(:,Y))
i,j=1 i,j=1

calculando o trago,
ki —m [fAgy f+(m—1) || Ve, |P] = mpf>. (3-4)
Multiplicando (3-3) por mf? e igualando ao produto de n por (3-4), teremos somando,

nkp —mf*k = m(n—m)fAgf +nm(m—1) || Ve @ || (3-5)
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Para m = 1 temos que kr = 0. Fazendo m = 1 em (3-3) e (3-5), teremos

k— %Agsf =np
(3-6)
— k= (n—1)fAg, .
Da primeira equagdo de (3-6) segue que
k I\ f+np
== n
f 8B
Agora, substituindo esta na primeira equacao de (3-6) conseguimos provar que
k= (n—1)p.
OJ

Antes de enunciarmos o proximo teorema, observemos que podemos escrever a
curvatura escalar da base de duas maneiras diferentes. Pela defini¢ao (1.16), temos que

em coordenadas locais a curvatura escalar da base pode ser escrita por

n n
k(p)= ) g"Rij= Y g"(Ricg)ij.
i1 =1

Considere (M = (R",g) x;F™,§) um produto torcido onde g = (pizg, gij = &€, k a
curvatura escalar da base, a métrica ¢ é um gradiente Ricci Soliton com func¢do potencial

h , gr amétrica da fibra F'. Assim,

logo,

/_C = QZZSi(Rng),-,-. (3‘7)
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Pela expressdo (1-10), temos que

. 1
Ricg = e {(n—2)pHessg@+ [@A,0— (n—1) || V0 [|*] g}, (3-8)

Ja que Ricy = 0. Substituindo esta equacio (3-8) em (3-7),

n g
) p {(n—2)@(Hessg0);; + [0A;0— (n—1) || Vo0 ||] gii}
i=1

I
I

= (1—2)0Ag0+ [0A0— (n—1) || Vo0 ] Y €7 g
i=1

= (1—2)9A0+ [@Agp— (n—1) || V0 |*] n.

Portanto, temos a primeira expressdo para a curvatura escalar da base

k(p) = (n—1) 20A,0 —n | V@ |*]. (3-9)
Por outro lado, considerando (X;,X;) € £(R"), temos pelo Corolério 1.47
Ricg(Xi, X;) = Ricg(X:,X;) — ?Hessé; F(X: X)),
e desta, temos uma expressao para o tensor de Ricci na base,
Rics(X:,X;) = Ricg(X;, X;) + ?HeSSg F(XiX;). (3-10)
Como g € um gradiente Ricci Soliton com fun¢do potencial 4, temos entdo
Rics(X;,X;) + Hesssh(Xi, X)) = pg(Xi, X;),

assim,

Rng(Xi,Xj) = pg(Xi,Xj) —HESSgh(Xi,X]')

Sendo § = g+ f2gF, temos que
Ricg(Xi,X;) = p [8(Xi, X)) + f*8r (Xi, X;)| — Hessgh(Xi, X;).
Tendo gr (X;,X;) =0 e Hessgh(X;,X;) = Hesszh(X;,X;) (Lema 1.45), logo

Rng(Xi,Xj) = pg(Xi,Xj) —H€SSgh(Xi,Xj). (3-11)
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Agora, substituindo a equacao (3-11) em (3-10), temos

Rics(Xi,X;) = pa(X:i,X;) + ?Hessg F(Xi,X;) — Hesszh(X;, X;), (3-12)
e substituindo esta relagdo (3-12) na expressdo da curvatura escalar da base dada por (3-7),
temos
=

n 5 A
i i+
Z(PE Pg 7

i=1

I
I

Hessgf),; — (Hessgh)..

n

m & L g;
— ) &i(Hesszf); — (P2 Z & (Hessgh); + p(Pz Z (?lzeisiiy
&~ i=1

_ 2
Y- =

onde Hess(X;,X;) = Hess;;. Portanto,

&; (Hessgh).. +np, (3-13)

_ m &
k= (p27 Zei (Hessgf);; — (p2
i=1 1

n

1

e esta € a segunda expressdo para a curvatura escalar da base. Com isso, podemos
expressar a curvatura escalar da base de duas maneiras dada pelas expressoes (3-9) e
(3-13).

Segue por [20] que a expressdo da Hessiana para métricas conformes em um

sistema de coordenadas é dada por

(P,X' X; . .
(HeSng)ij:f,xixj‘f‘?jf,x,-‘f'%f,xj,Vl%J: 1,2,...,n
) (3-14)
(Hessgf )y = Fon +2% fy — & Zek%ﬁxk,w: 1.2,..n.
k=1

Neste caso, a expressao (3-13) fica em funcao das derivadas parciais de fe @.
Em seguida encontraremos condi¢cdes necessdrias para a costrucdo de gradiente

Ricci solitons invariantes por translagcdo e curvatura escalar da base sendo constante.

Teorema 3.2 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =

(X1, .., Xn), gij = Oij€;. Considere M = (R", g) X R, uma variedade produto torcido, f(&)
n n

e ©(&) e f € uma funcdo positiva, onde & = Z oxi, o ERe Z g0 =&, ==+l Sea
j i=1

i=1
métrica produto torcido § = g+ f>gr € uma variedade de Einstein entdo f e ¢ satisfaz

(3-15)
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Prova. Accrescentemos ao sistema (2-15) s expressdes da curvatura escalar da base.

(n=2)f¢" +foh" —m@f —2m@'f +2f¢'h =0

& [ /09" — (1= 1)£(0) +mo@ f' — foo'i | = pf

& |02+ (n=2)f0f ¢ = (m— V@ (f P+ [ | =pf> =
k=(n—1) 2080 —n || Vo0 7]

2

k=m% {f” - (n—Z)%] —¢? [h” - (n—Z)%] +np.

\

A ideia da demonstragdo € usar as expressoes da curvatura escalar da base para eliminar

no sistema (2-15) os termos pf e pf2. Temos que:

/ " U
(P,xi = ;0P , (P7xixj — OCiOCj(P y (P,xixi — a‘i o,

/ /! 2 /!
fm =of , ﬁxixj = (X,'(Xjf ) fm‘xi =a;f,

"

! 2 "
hy, =i,  hyy, =0i0h ,  hyy =0;h,

| Vo0 ||*= <Zel-oc%> (0) =e,(9)?, A= (zsia%) 0 =¢€,0 .
i=1 =1

Por (3-9) temos que
]_C(p) =(n-1) [Z(PAg(P_” | Voo Hz] .

Como k = (n—1)p, segue que
of =, (2f09" —nf(¢)?). (3-16)

Por outro lado, substituindo novamente a hipétese k = (n — 1)p na segunda
expressao da curvatura escalar da base (3-13) e usando as expressdes da Hessiana para

métricas conformes teremos uma expressio para p 2, dada por
pf2 =g, |—-mfQ’f +m(n—2)f00 f + f2¢*h —(n—2)f¢oh |. (3-17)

Verifiquemos a expressdo (3-17). Comecaremos determinando uma expressao
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para (Hess;f),; e (Hessgh),.,
(Hessgf)ﬁ = f,xixi +2(PXI fx, € Z E—— 7Xk ka
n )
= o2f —|—20€2ﬂ—8, Y eoi ®/
¢ k=1 ¢
= olf +20c2q)f s,-eioﬂ
¢
= off —(eigi,— Zoc?)ﬂ.
Somando, temos
n Y (p/f/
Y ei(Hessgf),; =¢i, |f —(n—2)"— (3-18)
i=1 ¢
De maneira andloga,
n /h/
Y & (Hessgh), = [h —(n-2) (p(p ] (3-19)
i=1

Com isso, substituindo na expressao (3-13) as expressoes (3-18) e (3-19), temos a equagdo

(3-17). Continuando, agora substituiremos a expressao (3-16), na segunda equagdo de (2-

15), assim

€, {fcpcp" ~-1)7(¢) +mog's - fcpcp/f'l o’ {Zﬂp(p” —nf (@')2} -

Logo,
" / 2 ! !
00"~ £ (9) ~meo £ + foo'n =0

De maneira andloga, substituindo a expressao (3-17) na terceira equagdo de (2-15)
2 " !/ 2 / 2 2 /!
6, [—ﬂp '+ (n=2)f90 f —(m=1)9% (£) +fo fh] -

€1, [-mfeif +mn—2)fo0 f + fP¢*h" — (n—2)f9q ],

que é equivalente a
2 " ! 2 / 2 2 /!
(m—=1)fe*f" —(m—1)(n=2)£00 f —(m—1)0% (f') + fo*f W'+

+(n—2)f*o9 h — f2¢*h = 0.
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E portanto o sistema (2-15) torna-se o sistema

(

(n N z)f(p” _.l_f(ph// _m(pf// N 2m(P/f/ +2f(plh/ _ O

" / 2 [ !
foo' —1 (@) —mow's + foe'h =0

(3-20)
2 I /! 2 / 2 2 /!
(m=1) | fO*f" +(n=2)f0f' ¢ —* (1) | + 792/ 1+
| +(n=2)/790h — f*?h" =0.
Tomando em (3-20), m = 1 e A como constante temos
(n=2)f¢ —of —2¢/f =0
(3-21)

" ! 2 o
foo' ~ 1 (@) o0’ =o0.
Agora basta isolar f” na primeira e (p” na segunda equagdo de (3-21) que entdo (3-15). [J

Nos dois resultados a seguir, fornecemos todas as solucdes de (3-15). Em ordem

para provarmos os Teoremas 3.3 e 3.4 a seguir, consideraremos fun¢des diferencidveis

n n
f(E) e (&), onde & = Z oxi, o €ERe Z g;07 = &, = +1. Segue do Teorema 3.2 que
i=1 i=1
M é uma variedade de Einstein, entdo (3-15) € equivalente a

/"

AN S
7= =2)G—2%7

) (3-22)
o _(e) L9f
¢ (‘P) + ¢ f
Considere,
f ¢
1(S)=| = e =\ — ,
(9] ( 7 &) e p(&) 0 &)
e observe que,
f L 2 (P/ )
—=Il4+1F e —=p+p-.
7 0 pTp
Logo, podemos reescrever (3-22),
['= =12+ (n—4)pl+(n—2)p*
/ +(n—4)pl+(n—2)p (3-23)
p =pl



3.1 Variedades de Einstein do tipo M = (R",g) xR 49

Segue de (3-23) que
pldl+ [I* — (n—4)pl — (n—2)p*] dp = 0. (3-24)
Esta equacdo € uma equacdo diferencial ordindria homogénea, e por [22], tem-se que

p(&) =v(@)I(E). (3-25)

Os Teoremas 3.3 e 3.4 sdo obtidos considerando v sendo uma constante ndo nula € uma

fun¢do ndo constante, respectivamente.

Teorema 3.3 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =

(X15...s%n), 8ij = 0;j€i. Considere fungédes diferencidveis ndo constantes f(&) e ¢(&) onde
n n

E= Z o;xi, o; €Re Zeioclz = ¢;, = £1, dadas por

i=1 i=1

( (€)=, k1 >0, ky >0c; €R

¢ (E) = —2+ (3-26)
(§4c1)n=2

(L 0-(8) =k(E+c1).

As fungoes dadas em (3-26) sdo solugoes de (3-22). Além disso, g é Einstein.

Prova. Tome em (3-25), v(&) = N uma constante néo nula. Entdo p = Nl e p [ . Substi-

tuindo estas no sistema (3-23), teremos

I'=[(n—2)N2+(n—4)N—1] 2
, [2(” Wit (=N 1] (3-27)
I =1
Substituindo a segunda equacgdo de (3-27) na primeira, temos
(n—2)N*+(n—4)N—-2=0 (3-28)

e a equacdo (3-28) é uma equacao de segunda ordem em N, cujas raizes sao

2

N_=-—1.
n—2 ¢

N+:

Voltando a primeira equacgdo de (3-27), teremos

/

!
l—zz(n—Z)N2+(n—4)N—1.
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e como p = NI

ou seja,

Sabemos que

integrando estas, teremos (3-26).

Agora mostraremos que p € constante. observe que da equacao (3-9), temos que

K(p) = (1= 1) [20800 =1 | V9 |*] = ip(n—1) {zw’ —n (@')2] .

Logo, para
k
04(8) = ———
(E+cr)m2
temos
/ / 2k2 " 2nk2
0, (8) =- , e 9 (§) = :
i (1=2)E+e)T T (122 + )7
Assim,

e portanto p = 0.

Para
temos

Assim,
k=—n(n— l)k%SiO,

e portanto k é constante e logo p é constante, ja que k = (n— 1)p.

Teorema 3.4 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =

(X1,..,Xn), &ij = 0;j€i. Considere funcoes v(€) e 1(§) onde § = Z(xixi, o €ERe
i=1
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n
Z e,-ocl-z = ¢;, = =1, sdo dadas por
i=1

/

L= —ks(n =2y (v =20) 5 (v 1), ks >0
(3-29)
l:k3v_%(v—2a)_%(v+1)—ﬁ_

_ 1
onde a = —.

Seja f (&) e ©(§) fungdes obtidas pela integragdo,

As fungoes [ e @ obtidas por (3-29) sdo solucoes de (3-22). Além disso, g é Einstein.

Prova. Tome em (3-25), v(€) uma fun¢do ndo constante. Entdo p=vi e p = vl +1v.

Substituindo estas na equagao (3-24), teremos
vdl + [l — (n—4)l — (n—2)v*] [vdl +ldv] = 0,

e assim, X
dl _ (n=2)v’+(n—4py-1
T V=2 (—ay—2 " (3-30)

fatorando o polindmio (n —2)v? + (n—4)v — 2, temos

dl (n—2)v2—i—(n—4)v—1d 1
—=— v, a=
l (n=2)v(v—2a)(v+1) n—2’
que € equivalente a
dl 1 (n—2v (n—2?2 v —2 v
ar _ _ n=2v (=27 v  n-2v (3-31)

l n—2 2 v 2n v—2a n v+1

integrando esta com respeito a & encontraremos / em termos de v dada pela segunda
equacdo de (3-29).
Agora, temos que
po=vl+1v, (3-32)

por outro lado, temos da segunda equacao de (3-23),

/

p =pl. (3-33)
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igualando (3-32) a (3-33) e usando que p = v/, temos
vl + I = vlz,

e dividindo tudo por vl
=1, (3-34)

usando a expressao (3-30)

- — =
v (m=2*+(n—4py-2v
colocando V;, em evidencia,
1 v _y
(n—2v24+(n—4ywy—-2v
logo teremos,
L [n-2V+ (n—4v—2]1, (3-35)
v
que € equivalente a,
Y e n—2)(v—2a)(v+1) L. (3-36)
%

Substituindo / dada pela segunda equacdo de (3-29) obtemos a primeira equacio de (3-

29). Dai f e @, poderdo ser obtidos pela integragdo de

Agora temos que mostrar que as solugdes dadas pelo sistema (3-29), € suficiente, ou

seja, provaremos que p € constante. Para isso basta mostrar que k é constante, j4 que

k= (n—1)p.
Temos de (3-9), que

k(p) =€, (n—1) [2(p(p” “n <<p’> 21 . (3-37)

Calcularemos agora, (p’ e (p”. Como

vi,

6|5,
[l
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entao,
!
¢ =ovl,
e consequentemente, temos que

¢ = (p(vl/ +Iv 4 V2 12).

Substituindo essas expressoes em (3-37),

K(p) = (n—1)¢? [0 + 21 — (127 &,

Derivando a segunda equacio de (3-29), temos que

' I 1.4 a2 1 n—=2
= —_—— 2 —2 2n 1 n —
l k3 [ 5V (v—2a) (v+1) >

n=2 1ln n—2 2
= —Zy 21(v=2a) = 1)"n |-
vEv—2a) (v+1) [v+v—2a+v+1]

/
_ntl

- zv*z(v—za)*%(vﬂ) ; [(n—z)v2+(n—4)v—1}%,

substituindo na expressao acima a primeira equagao de (3-29),

n—2

[ =1y (v=2a)"% (v4+1)"7 [(n—2)*+(n—4)v—1].

Agora, acharemos uma expressao para ¢. Temos que,
(p/
— =l
¢

integrando,
¢ =cel "% > 0.

Observe que,

vl L

vi=—v =—v,

v v
v

substituindo a expressdo de V; dada por (3-29),

1 v/

T n—2(w—2a)(v+1)’

vl =

v_%(v—Za)_%_l(v%— 1)~

(3-38)

1
"+

(3-39)
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assim,

1 v v
[=-— — . 3-40
Y n (v +1 v+ 2a> ( )
Substituindo (3-40) na expressao da @, temos que
@=c(v+1)i(v—2a)7 (3-41)
Voltando para k, substituindo as equagdes (3-39) e (3-41) em (3-37), logo teremos

k

BT = 2027 (-2 1]

—(v=2a)""{2(n-2)(v=2a)(v+1) — (n—2)v}

k = —g k3t (n—1)(v—2a)"'(n—2)(v—2a)

k = —gkct(n—1)(n-2), (3-42)
portanto k é sempre constante que implica que p = —8i0k3c2 (n—2) também é sempre
constante. Portanto g € Einstein. O

Nos Teoremas 3.3 e 3.4 encontramos todas solu¢des do sistema (3-15) e com
isso encontramos todas as variedades de Einst3ein do tipo M = (R",g) x s R. Portanto

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.5 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =
(X15..0s%n), &ij = 0;j&i. Considere M = (R",g) xR, uma variedade com a métrica

& =g+ fPgr, onde g = ég e as funcoes f e @ sdo invariantes sob a a¢do de um
n

grupo de translagcdo (n— 1)—dimensional cujo invariante bdsico é & = Z axi, o; €R
i=1

n
e Z’S,-Oc,2 = g, = 1. A métrica produto torcido g é Einstein se, e somente se, [ e @
i=1

satisfazem os Teoremas 3.3 e 3.4.

Prova. Com a mudancga de varidvel
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temos que (3-15) é equivalente a (3-23) para [ e p. As solugdes do sistema podem ser
escrito por (3-25), p(§) = v(§)I(§), onde v(§) é uma constante néo nula ou é uma fungdo
nao constante.

Se v(§) é uma constante ndo nula, entdo a prova do Teorema 3.3 demonstra que
as solugdes de (3-23) sdo dadas por (3-26). Se v(§) é uma fungdo ndo constante, entdo a
prova do Teorema 3.4 demonstra que v € determinada por (3-29) e [ € dada algebricamente
em termos de v pela segunda equacdo de (3-29). Entdo as fungdes f e ¢ sdo determinadas

pela integracdo da equacao diferencial

F gy e @2y
F=1E) o o=V,

3.2 Variedades de Einstein do tipo M = (R",g) x F"™

Nesta secao clasificaremos todas as variedades de Einstein do tipo M = (R", g) x
F™, onde g = (pizg, f e ¢ sdo invariantes pela acdo do grupo de translagdo (n —
1)—dimensional e F Ricci-flat com m > 1.

Primeiramente, encontraremos um sistema de equacdes que nos forneca condi-

¢cOes necessdrias para a existéncia de variedades de Einstein.

Teorema 3.6 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =
(X15.-,Xn), &ij = 8;j€i. Considere M = (R",g) x ¢y F™, produto torcido g = (;—zg, F uma
variedade semi-Riemanniana Einstein Ricci flat e funcoes diferencidveis ndo contantes

f&) e 9&) e f uma funcdo positiva e h fungdo potencial diferencidvel, onde & =

n n

Zocl-xi, o €ERe Z:Siocl2 = g, = £1. Se a métrica § = g+f2gp é uma métrica de
i=1 i=1

Einstein entdo f e @ satisfazem o seguinte sistema

o) o -+ (6) () b

, (3-43)

\ —2(n—1)<%) +(n—1)(n—2) (%) 0.

Prova. Adicionando ao sistema (2-15) as expressdes da curvatura escalar da base, dada

;
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por (3-9) e (3-13), teremos

(((n—=2)f@ +foh' —meof —2m@ f +2f¢H =0
€ [ 09" (1= 1)£(0)?+mo9'f' ~ foo'si | = pf

& |~ fO S+ (1=2)ff ¢ — (m— )@ (f P+ fe2 (N | =pf> — s (3-44)

k=g (n—1) [2(9@" " <‘P/>z]

)

_(n_z)(Pq{} _(P28i0 {h//_(n_z)q)(ph} +np.

2

k= m"’TsiO {f

/!

\

Igualando as duas expressdes da curvatura escalar da base entdo teremos uma expressao

para a curvatura de Ricci, dada por

np = &, [—m<p2f7+m(n—2)<p<p'f7+<p2h"—(n—2)<p<p'h' +
" / 2
+i, [2(n—1)<pcp —n(n—1) <<p) ] (3-45)

Multiplicando a segunda equagdo de (3-44) por n e substituindo (3-45), teremos

€y {nfw" —n(n=1)f () " mnogf - nf(p(p’h/} ¢, |[—me*f"+m(n—2)o9'f | +
+&i, [fcpzh" —(n=2)f9@' +2(1—1)f0" ~n(n—1)f (9') 2} :
juntando os temos semelhantes, concluimos que
(n=2)f09 +fO*h —m@*f —2mo@ f +2fo9 h =0. (3-46)

Analogamente, multiplicando a terceira equagdo de (3-44) por n, substituindo (3-45) e

juntando os termos semelhante, temos

/! 7 / 2 /!
(m—n) @2 — (m—n)(n—2) 0@ f —n(m—1)¢* (f ) +nfe?f '+
—f2Q?H +(n—=2)f209 h —2(n—1)f29¢ +n(n—1)f2 (@')2 =0.
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Assim, o sistema (3-44) torna-se
( " " " o 1o
(n—2)f¢ +foh —mof —2me f +2foh =0

(n—2)fo@ —2me@ f +2fo@h —me*f + fo*h' =0

/1 ! / 2 /!
(m—=n) @2 — (m—n)(n=2) 0@ f —n(m—1)¢* (f ) +nfe?f W+
—f2QPH +(n—=2)f209 h —2(n—1)£29¢ +n(n—1)f> (@')2 =0

Veja que, ao dividirmos a primeira equagiio por ¢, a segunda equacio por @ e a terceira
equagio por f2¢? obtemos,

.

(n—2)% . —me—Zm(fp]}-l-Z(ph—O

(n—2)% —y —mf —2m“’§+2“’h =0

! / !

2 /
(m—n)fT - (m—n)(n—Z)%fT—n(m— 1) (J%) +nfTh/+

! n !/ 2
—h' +(n=2)%n —2(n—1)% +n(n—1) <¢;> =0

~

\

Note que as duas primeiras equacdes do sistema acima sao exatamente a mesma. Agora,
usando as identidades

\ +(n—2)%h/—2(n—l)<%>,—|—(n—l)(n—2) (%)220.

Tome em (3-47) h sendo uma funcao constante, assim teremos (3-43).
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Para estudarmos o sistema (3-43) faremos os seguinte, tome

e substitua em (3-43), assim

(n—2)q +(n—2)g> —2mpq—mp —mp* =0

(m—n)p —m(n—1)p> — (m—n)(n—2)pg—2(n—1)q +(n—1)(n—2)g*> =0,

que € equivalente a,

’ -1 —2)2— —1)(n—2
p :_Z(jnf% 2—i—(nmqt)n72mn Q+(nm+)rsli2 )q2
(3-48)
' ~1 - —2)(m—1
d = e — R+
logo,
a(p,q)dp+B(p.q)dq =0, (3-49)
onde,
_ mn—=1) , (n—2)*—mn (n—1)(n-2) ,
Plp.q) = man—2" " Tmin—2 Pt g2 1
e
m(m—1) , m(m—n) (n=2)(m—1) ,
o = — ,
(P,q) | e ¥ L —r—

A equacido (3-49) € uma equagdo diferencial ordindaria homogénea de ordem 2, logo por
[22] vale que,
q(8) =v(€)p(), (3-50)

onde v(&) ou é uma constante ndo nula ou uma fun¢o ndo constante.

Teorema 3.7 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =

(X15...s%n), &ij = O;j€i. Considere fungdes diferencidveis ndo contantes f(&) e 9(&) onde
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n n
€= ZOL,-xi, o €ERe Zeiociz = ¢, = %1, dadas por
i=1 i=1
( ks >0
k _._&7 3 > B
k3 Ky + \/m(n— 1 {n—i—n—Z) & V/m(n=1)(m+n~2)
f(€)= - (3-51)
- _ n—1
ks | ky — \/m(n—rzz({n—i-n—Z) & V/m(n=1)(m+n-2)
\ L -
(ke (k1 +8), ke = ksk) >0
~ _m(n=1)++/m(n—1)(m+n-2)
ke Ly + v/ m(n—1)( m+n 2) g (n=2)y/m(n—1)(m+n-2)
6 [~1
0(8) = - (3-52)
_ _ m(n—l):/\/ (n—1)(m+n-2)
-1 +n—2 (n—2)4/m(n—1)(m+n-2)
iy [ - D

com m+n > 2, sendo k; constantes. As fungées f e ¢ obtidas por (3-51) e (3-52) sdo

solugoes de (3-43). Além disso, ¢ é Einstein.

Prova. Considere v()

sistema (3-48), teremos,

= N uma constante ndao nula. Entdo substituindo ¢ = Np e q/ p/

p = (a1 +a>N + azN?) p*

(3-53)
Np/ = (bl —l—sz—f—by,Nz) p2
onde,
_ m(n—1) _ (n=2)*—mn (n—1)(n—2)
ay = T m+n=2 m+n—2 m+n—2
(3-54)
b= B, b o b

Igualando as duas equagdes de (3-53) encontraremos a equacao polinomial de grau 3 em

N,

(n—1)(n—2)N° —

(n—1)(2m—n+2)N* 4+ m(m —

2n+ 1)N +m(m—

1)=0,
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cujas raizes sdo dadas por,
(
N=-1
_ m(n—=1)++/m(n—1)(m+n-2)
Ny = 1) (n=2) ; (3-55)
_ m(n—1)—y/m(n—1)(m+n-2)
\ N_ = =) (i=2) ,n#*Eln#2em+n>2.
Tomando a primeira equagao de (3-53), temos
P =a +a2N+a3N2,
p
integrando,
—1
= , k1 e R. 3-56
P(S) ki + (a1 +aaN +a3N?)§ ! (3-56)
Denotemos por a =1 +asN +a3N? e olhemos para a expressio de a, entdo temos
e 1, para N = —1
= VDD gy, r D)
. . m(n—1)(m+n-2) _ m(n—1)—+/m(n—1)(m+n-2)
| a=a-= 7 , para N_ = =) (n=2) .
Assim, a expressao de (3-56), serd dada por
(1
&tk
_ n—1
p) = k(1) /mnT)(min—2) & (3-58)

n—1

| k=) —y/m(n—1)(m+n—2) &’

~ =

e como p(&) —

) (€), integrando esta com respeito a &, entdo teremos as expressoes
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de f dadas por (3-51). Agora, sabendo que ¢ = Np temos,

(1
E+k

_ m(n—1)4+/m(n—1)(m+n-2)
q(&) = (an[kl (n—1)+~/m(n—1)(m+n—2) g} (3-59)

m(n—1)—y/m(n—1)(m+n-2)

-2l (n-1)—y/ma-Dmen-2) 8]’

/

assim, como ¢(§) = 3) (§), integrando esta com respeito a &, entdo teremos as

¢
expressoes de ¢ dada por (3-52).
Agora, devemos verificar se as solu¢des encontradas sdo métricas de Einstein,

para isso iremos usar a equagao (3-45) que para h constante € reescrita por,

/! /

/ " ! 2
np =€, [_m(p2f7 +m(n—2)p9 f7 +2(n—1)9¢ —n(n—1) ((p ) ] (3-60)

Podemos reescrever f e ¢ da seguinte maneira,

f(&) = k3 (ki +a§)_é, k3 >0

(3-61)
_N
©(C) =ke (ki +ag) <, ke >0
Com isso, calculando as derivadas de primeira e segunda ordem de f e ¢, temos
1 / _N_
fi(&) = —ks (kn +a§) " O(E) = —keN (ki +a&) o~
e (3-62)
1 " _N_
fi(&) =ks3(1+a) (ki +ag) = 0(&)" = keN(N +a) (k1 +a§) "«
Substituindo (3-61) e (3-62) na expressao (3-60),
ko€, _N_, )
p=-— (ki +a&)” @ “{(n—1)(n—2)N*—[m(n—2)+2a(n—1)]N+m(l+a)},
(3-63)
logo, como m+n > 2, para N = —1, temos

p= —eioké(m+n— 1)

que é uma constante ndo nula, onde temos o caso de variedades de Einstein expanding e

shrinking.
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Para

N — mn—1)£/mn—1)(m+n—2)
(n=1)(n-2) ’

temos que p+ = 0, e temos as variedades de Einstein steady. De fato, é verdadeiro e

demostraremos para o caso N4 e para o caso N_ as contas sdo inteiramente analogas.

Comecgaremos chamando de
Zi=(n—1)(n—2)N* = [m(n—2) +2a(n— 1)]N+m(1 +a),

assim,
ke€; _2N _
p=— 6n’0 (ki +af) @ 22,

Calcularemos agora Z . Substituindo as expressdes de N e a dadas por (3-55) e (3-57),

respectivamente, em Z,, teremos

1)+ /(1m0 -2)]

Ly = (n—1)(n—2) *

mn—1)+/mn—1)(m+n-2)
CENICES)

— [m(n—2)+2\/m(n—1)(m+n—2)]

tom n—1

1+¢m<n—1><m+n—2>]

m*(n—1)2+mn—1)(m+n—2)—m?>(n—1)(n—2) —2m(n—1)(m+n—2) N

o = Dn—2)
N mn—1)(n—2)+[-m(n—2)—2m(n—1)+m(n—2)+2mn—1)]y/mn—1)(m+n-—2)
(n—1)(n—2)

Note que os termos que acompanham o radical \/m(n — 1)(m+n — 2) se anulam, entdo

mn—1)[mn—1)+m+n—2—mn—-2)-2(m+n—2)+ (n—2)]

Z., =
’ (n—1)(n-2)
 mmn—m+m+(n—2) —mn+2m—2m+2(n—2)+(n—2)]
B n—2 ’
e portanto Z; = 0 o que implica p4+ = 0. 0

Teorema 3.8 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =

n
(X1,...,xn), &ij = Oij€i. Considere fungoes v(€) e p(E) onde & = Zocix,', o €Re
i=1
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i—:,-ocl-2 = g;, = =1 sdo dadas por

-

1

y = —cz%(\/—k D' Yv—a)' " B(v—=b)1"C, >0

(3-64)
p=cc(v+ 1) Yv—a)Blv-b)C

onde

“= (n—1)(n—2) b= (n—1)(n—2) ’
B 1 B y _Y[(n—l)(m+n—2)—\/m(n—l)(m+n—2)]
L N ) M 20— 1) ,

Y|(n = 1)mtn—2)+ /m(n— D) m+n—2)|

€= 2(n—1)

Seja f (&) e ©(E) fungdes obtidas pela integragdo,

/

f_ e 3,:‘,
7—1?(&) 0 &)p(&).

As fungoes [ e @ obtidas por (3-64) sdo solucoes de (3-43). Além disso, g é Einstein.

Prova. Tome em (3-50), v(§) uma fun¢io ndo constante. Entdo ¢ = vp e dg = vdp + pdv,

substituindo na equagdo diferencial (3-49), teremos

a(p,vp)dp +B(p,vp) (vdp+ pdv) =0, (3-65)
onde, ,
B _m(n—l) _(n—2) —mn (n—1)(n—2) 5] »
B(p,Vp)—{ m+n—2 m+n—2 v m-+n—2 v}p
e

_|[m(m—1)  m(m—n) (n=2)(m—1) 5] ,
OL(p"/p)_{m—kn—2+m+n—2v m+n—?2 P
assim, substituindo as expressoes de o(p,vp) e B(p,vp) em (3-65),

dp (n—1)(n—2v*+ [(n—2)* —mn]v—m(n—1) "
p  (n=1)m=-20—[mn+m—-2)m—n+D]V24+mm—2n+1)v+mm—1)"
(3-66)
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Observe que podemos fatorar o polindmio
t(v)=m—1)(n=2v—[mn+ (n—2)(m—n+ D]V +m(m—2n+1)v+m(m—1)

da seguinte maneira

t(v)=(n—-1)(n-2)(v+1) (v— min—1) jzn\/n;()izn—l)z()m%—n— 2)> (V_ mn 1) —(n\/ml()izn—l)z()m—kn— 2)>
t(v) = (n-1)n=2)(v+1)(v—a)(v—>).
Substituindo #(v) em (3-66),

p. _ 1 (1= 1)(n =2V 4 [(n=2)* ~mn]y—m(n—1)

p (n—1)(n—2) (v+1)(v—a)(v—>)

A 1 B 1 ¢
Rl P T PR e e

}dv (3-67)

onde os valores das constantes A, B e C, sdo dadas no enunciado deste teorema. Integrando com

respeito a &, a equagéo (3-67),
Inp=—yln(v+1)+Bln(v—a)—CIn(v—>b)+cy, c; €R,

v dada no enunciado deste teorema. Assim, p é dada por (3-64).
Agora, usando o fato de que g = vp, temos que q/ = vp/ + pvl e por outro lado da segunda

equacdo de (3-48) temos que

o m(m—=1) , m(m—n) (n=2)(m—-1) ,

1= m+n—2 m+n—2 m-+n—2 ’
assim
' = d mim—1) m(m—n) (n=2)(m—1) 5| »
v V =q =4 — — v v
pTp 1 m+n—2 m+n—2 m+n—2 P
supondo p #0ev #0,

p v (n=2)(m—1)02—m(m—n)y—mn—1)p
p v m—+n—2 v’

usando a expressio de %” = % dada por (3-66), temos

vy ("—1)(”—2)"2‘1'[("—2)2—’””]"—’”("—1) _ (n=2)(m=1)v*~m(m—n)vy—m(n—1) p
v (n—1)(n=2)v3—[mn-+(n—2)(m—n-+1)]v2+m(m—2n+1)v+m(m—1) Ve = m-+n—2 v

(n—2)(m—1)v?—m(m—n)v—m(n—1) i

(n=2)(m—1)v?—m(m—n)y—m(n—1) p
(n—1)(n=2)v3—[mn+(n—2)(m—n-+1)]v2+m(m—2n+1)v+m(m—1) v

m+n—2
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v/:—(rl’;j_)’in__zz)(v—i—l)(v—a)(v—b)p, (3-68)
substituindo a expressdo da p, temos a expressdo de Vv dada por (3-64). Para que a métrica
produto torcido § = g+ f2gr seja uma variedade de Einstein, entdo f e ¢ que satisfazem
fTI =p, % =g =vp, onde p e v sdo dadas pelas expressdes (3-64) que devem satisfazer a expressao
(3-60). ,

f

Observe que, como 7 = p, entdo

f=fef =f(p2+p/),

logo,
Loy, (3-69)
f
Analogamente, como % = q = vp, entdo
¢ =gvp, ¢ O :<P<v2p2+vz7 +pV> ,
logo,
‘fp — 2 p% 4vp 4 pv. (3-70)

Substituindo estas expressdes em (3-60),

pr = —m¢? (pz +p/) +m(n—2)9*vp*+2(n—1)¢* (V2p2 +vp +pv/) —n(n—1)¢**p*,
o

portanto,

§={[—m+m(n—2)v—<n—1>(n—2>v2}p2+2(n—1)pv’+[2<n—1>v—m]p'}<p2. (3-71)

Agora, determinaremos expressdes para p/ e @. Primeiramente, derivando p, dada pela equacdo
(3-64),

!

p = o[-yYv+)"v—a) Bh—b)C —Bv+1)Yv—a) "By —b)C+
—Clv+ D) Yv—a) By—b)""

- 1—'Y _ \—B _b —C
c2(v+1) v =a) Ty =b) v+1+v—a+v—b

= —ov+ D) v—a) "B —b) " yv—a)(v=b) +B(v+1)(v—=Db)+C(v+1)(v—a)].

Considere ® = y(v—a)(v—b) + B(v+1)(v—b) +C(v+1)(v —a), usando a expressio de v dada
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por (3-64), temos

o ,(n—1)(n—-2)

p=a s v+1)Pv—a)2Bv-b) " o. (3-72)

Determinaremos agora ®. Veja que,

o = Yv—a)(v=Db)+B(v+1)(v=>b)+C(v+1)(v—a)
= (Y+B+COW +[(1=b)B+(1—a)C—(a+b)yv+aby—bB—aC

0 = OV 40 yv+os, (3-73)

onde ®; =Y+B+C, = (1—-b)B+(1—a)C—(a+b)ye w3 =aby—bB—aC. Logo,

(n—1)(m+n—2)—/mn—1)(m+n—2)+(n—1)(m+n—-2)+/mn—1)(m+n—2)

Or o= vy 2(n—1)

T 2(n—1)+2(n—1)(m+n—2)]

Y(n—1)(m+n—1)
2(n—1) ’

simplificando e substituindo o valor de 7, temos

o =1 (3-74)

Encontraremos agora @,

[(n—1)(m+n—2)—\/m(n—1)(m+n—2)] [(n—1)(m+n—2)—\/m(n—l)(m+n—2)}
n—2

®2 = - 21— 1)2(n—2) L
[(n—l)(m—i—n 2)+/m(n—1)(m+n— 2][ m+n—2)+\/m(n—1)(m—|—n—2)}
B 2(n—1)2(n—2) L
_2m
n_2’Y7
=—Y{%+%[(m—1)(m+n—2)+m}},
portanto,

_ 2mn=1)+(m+n=2)[m+(n—1)(m+n-2)] _
Wy = (n—=1)(n—=2)(m+n-2) G7)
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e por ultimo determinaremos M3,

:m(n—1)+\/m(n—1)(m—|—n—2): -m(n—l)—\/m(n—l)(m—l—n—Z):
W = - (n—1)2(n—2)? L
:m(n—l)—\/m(n—l)(m+n—2): _m(n—l)—\/m(n—l)(m+n—2):
- 2= 1)2(n—2) L
:m(n—l)—i—\/m(n—l)(m—i—n—Z): :m(n—1)+\/m(n—1)(m+n—2):
- 2n—1)2(n—2) L
_ 0 {m(n—l)[m(n—l)—(m+n—2)] _2mn(n—1)(m+n—2))}
(n—1)(n—2) (n—1)(n—2) 2(n—1)
B Y m(m—1)(n—2)
N (n—l)n—2){ n—2 —mn(m+n—2)}
_ mn—1)(m+n—1)
(n—1)(n—2)(m+n—1)
| 0=~ (3-76)

Substituindo as expressdes de m;, 0, e M3, dadas respectivamente por (3-74), (3-75) e (3-76) em

e (n—1)+( )+ (n—1)( )
2mn—1)+m+n—-2)m+n—-1)(m+n—-2 m
o=vi- (- D= 2)(m+n—2) e S

Substituindo (3-77) em (3-72), temos

!

p = W(V-ﬁ- 1)72Y(v—a)*23(v—b)*zc{(n— H(n—2)(m+n— 1)v2}+

2
)

_W(V+ D2v—a)"2(v—b)"22mn—1)+(m+n—2)[m+(n—1)(m+n—2)]} v+

2
ey VD) v —a) P =b) 2 m(n = 1) (m+n—1)}.
(3-78)

Vamos determinar uma expressdo para ¢. Como anteriormente, primeiramente, observe que,

_Vp/

vp Vs
1%

por (3-68), temos

vp / m+n—2 v

CENE gy = D(=2) G+ D—a)(v=b)’

Vp =
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e assim, . . B
m+n—2 A B C
vP_(n—l)(n—Z) [v—i—l v—a+v—b]’
onde
i (n—1)(n—2) __(n—2)[(n—1)+¢m(n—1)(m+n—2)
T (m+n—1)(m+n—-2) B= 2m+n—1)(m+n-2)
(=2 [(n= 1) = /m{a = 1) (mFn—2)]
C= .
2m+n—1)(m+n-2)
Portanto,

v+ = mEa=2)| o y[= 1) = m(a— D(mtn—2)

/
\%

PEYI T 2(n—1) v—a T 2(n—1) v—>b
(3-79)
Como ¢ = cel VldE-', ¢ > 0, substituindo (3-79) entao
_y[(n—l)+\/m] y[(n—l)— m(nfl)(m+n72):|
o=ca(v+1)"(v—a) =T (v—0>) 2=T) , c4>0. (3-80)

Encontrados expressoes para p/ e ¢, devemos testar o crivo, dado por (3-71), para isso substituire-
mos (3-79) e (3-80) em (3-71). Antes, considere

[(n71)+ m(nfl)(l‘rH»an):I

v i
—2B— 2=T) (v— b)—ZC— 20=T)

Y=cc(v+1)" (v —aq)
entdo

np :T{—m+m(n—2)v—(n— 1 (n—2)v2 — M(V—i—l)(v—a)(v—b)}—i-

€ m+n—2

+T% {(n— D(n—2)(m+n—1)>—2m(n— 1)v}+

+T{%{—(m+n—2)[m+(n— 1)(m—n+2)]}v—m(n—1)(m+n—l)}.

associando os termos semelhantes, e observando que

y[(n— 1)+ /mn— 1)(m+n—2)] y[(n— 1) — /mln— 1)(m+n—2)}

2B =1=2C
" (n—1) " (n—1) |
temos que,
np =g, caci(v—a) ' (v—>b)"" (11v2 +Tv+13), (3-81)
sendo,

T = —(n—l){(n_2)+2(n1)(n22m)+m(n2)}+

m+n—2
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T

T2

Ty, =

dmn—1)+2(m+n—-2)im+ (n—1)(m—n+2))
(m+n—1)(m+n-2)

—(n—1)

n—1

(m+n—1)(m+n—2) (

mn® —2mn+n>—3n>+ 2n)

n—1

= — (n*—2n)(m+n—1)

(m+n—1)(m+n-2)

n—1

= — (n* —2n)(m+n—1)

(m+n—1)(m+n-2)

nn—1)(n—2)
-2 (G52

m{(nZ)Jr2(11—1)(7’71—211—|—1)—|-2(n_1)2}+

m+n—2

2m(n—1)+ (m+n—2)m+ (n—1)(m—n+2)]
(m4+n—1)(m+n-2)

—m

m{(m+n—-2)[(n=2)m+n—1)+m+n—1)(m—n+2)|} n
(m4+n—1)(m+n-2)

(n=1)[(m—n)(m+n—1)—m]

—m (m+n—1)(m+n-2)

m{2m(n—1)(m—n+2)—2m(n—1)(m—2)+2n(n—1)*}
(m+n—1)(m+n—2)

m{2mn(n—1)+2n(n—1)?}
(m+n—1)(m+n-2)

2mn(n—1)(m+n—1)
(m4+n—1)(m+n-2)

2mn(n—1)
m+n—2"

(3-83)

2m(m—1)(n—1) —m*(n—1)
m+n—2

m(n—1)(m—2)
m+n—2

~m[n(m—2)+n]
m+n—2



3.2 Variedades de Einstein do tipo M = (R",g) x F" 70

mn(m—1)
= MR 3-84
© m4+n—2 ( )

Substituindo (3-82), (3-83) e (3-84) em (3-81)

nn—1)(n—=2) , 2mn(n—1)  mn(m—1)

e 2200 ol 1|
np = gycci(v—a) (v—>b) min—2 " T2 min_2
= —ﬁﬁiocgcﬁ(v—a)fl(v—b)fl [(n— 1)(n—2)v —2mn(n—1)v+m(m— 1)]
n—1)(n—-2 _ _
p = DO G0 ) @)

(n—1)(n—2)
p g ——m+n _ 2 SiOC%Ci.

Portanto como p € constante temos que a métrica produto torcido ¢ é sempre uma variedade de

Einstein. O

Nos Teoremas 3.7 e 3.8 encontramos todas as solu¢des do sistema (3-43) e
classificamos todas as variedades de Einstein quando a fibra € Ricci flat e estes sdo uma
generalizacdo do artigo [15]. Neste artigo os autores encontram as variedades de Einstein
para produto torcido, com a fibra Ricci flat e invariante por translagdo no caso steady

(p = 0). Resumindo, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.9 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =
(X15..0s%0), &ij = 0;j&i. Considere M = (R",g) xR, uma variedade com a métrica

& =g+ fPgr, onde g = (Flzg e as funcoes f e © sdo invariantes sob a ac¢do de um
n

grupo de translag¢do (n — 1)—dimensional cujo invariante bdsico é & = Z ox;, o €R
i=1

n
e Zs,-oc% = g, = x1. A métrica produto torcido g é Einstein se, e somente se, [ e @
i=1
satisfazem os Teoremas 3.7 e 3.8.

Prova. Com a mudancga de varidvel

temos que (3-43) é equivalente a (3-44) para p e g. As solugdes do sistema podem ser
escrito por (3-50), ¢(&) = v(§)p(§), onde v(§) é uma constante ndo nula ou é uma fungédo
nao constante.

Se v(§) é uma constante ndo nula, entdo a prova do Teorema 3.7 demonstra que

as solugdes de (3-44) sdo dadas por (3-51) e (3-52). Se v(&) é uma fungdo ndo constante,
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entdo a prova do Teorema 3.8 demonstra que v € determinada por (3-64) e p é dada
algebricamente em termos de v pela segunda equagdo de (3-64). Entdo as fungdes f e ¢

sao determinadas pela integragdao da equagao diferencial

L_p@) e %zv@p(&).



CAPiTULO 4

Gradiente Ricci soliton

Neste capitulo, na primeira se¢ao, provamos que nao existe gradiente Ricci soli-

ton conforme ao espaco pseudo-Euclidiano onde o fator conrforme ¢ = @(s) e a fungio
n—1

potencial f = f(s) onde s é o invariante cilindrico s = Sixiz. Para as demais segoes,
i=1

vamos considerar um produto torcido M = (R",g) x rF™ n >3, com a base invariante

pela a¢do de um grupo de transla¢@o (n — 1)—dimensional. Inicialmente provaremos que

se a fibra for Ricci flat e f = 1 entdo a variedade produto M = (R",g) x  F™ é steady e

exibiremos todas as solugdes. Finalmente encontraremos todos os gradiente Ricci solitons
!

/
que satisfaz & = L, ver Teorema 4.3.

o f

4.1 Gradiente Ricci soliton - um resultado de nao exis-
téncia

Mostraremos no proximo teorema que ndo exite gradiente Ricci soliton cuja
n—1
invariancia € cilindrica, dada por s = Z Sixiz.
i=1

Teorema 4.1 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano n > 3 com coordenadas x =

(X1,..,Xn), 8ij = Oij€;, € = 1 com pelo menos um €; = 1. Considere fungoes diferencid-
n—1

veis ndo constantes f(s) e ¢(s), onde s = Z eix?. Entdo ndo existem métricas g = é g
i=1

que sejam gradiente Ricci solitons, com f como fungdo potencial.

n—1
Prova. Como f(s) e @(s) sdo fungdes de s, onde s = Z gix?, temos que

i=1
Paral <i,j<n—1,

/ " / U
(P,xi - 2€ixi(P y (P,xixj - 4£i8jxixj(P ) (P,xixi — 281'([) +4xi P,

/ U / 2 "
Jo =28xif s [y = A8EXXG o = 28 4GS
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Parai=nou j=n
Px, = Popx; = Pxix, = 0,

f;xn = f;xixn = f,anj =0.

Além disso, do fato de que @, =0 =@,
Ve [P=45(9)%,  Ag@=2(n—1)¢ +45¢ .

Substituindo essas expressoes em (2-2), temos

(n=2)0xx; = = O fx; — Ouxjfoxi — Of ix;- 4-1)

Para i = n ou j = n a equagdo (4-1) esta verificada.

Paral <i,j <n—1, aequagdo (4-1) reduz-se a,
(n—2)9 +2¢f +of =0. (4-2)

Similarmente, considerandoa segunda equacgdo de (2-2), temos

Parai=n,como Q@ , =0=0 ., € fr, = 0= f,x,, entdo esta reduz-se a

€0 [0AQ— (n—1) || Vo0 |*] — 08, Y &S @, = EaP,
k=1

portanto,
2(n— 1)@ +450¢" —4(n—1)s(9)> —4s99 f =p. (4-3)

Para i # n, temos que

2(n—2)99 +2¢2f +2(n— 1)o@ +450¢ —4(n—1)s(¢)> — 4509 f +
(4-4)
+4x29 [(n—2)9 +29 f + @f”} —p.

Substituindo (4-2) e (4-3) em (4-4), temos
2¢ {(n ~2)9 + cpf'] =0,

Como ¢ # 0,
(n—2)9 +9f =0,
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que é equivalente a

Logo,

A 2 A 2
<n—2><p”—2<n—2>@+<n—z>@—(n—z><p =0,

consequentemente q), = 0 que resulta em f, = 0. Absurdo pois @ e f sdo fungdes nao

constantes. O

4.2 Gradiente Ricci soliton com estrutura de produto

torcido invariante por translacao

Nesta secdo,inicialemnte mostraremos que se a variedade produto M =
(R",g) xp F™,g = (p—lzg, invariante por translacéo, cuja fibra F é Ricci flat for um gra-
diente Ricci soliton entdo M € necessariamente steady, veja Teorema 4.2. Em seguida,

mostraremos que todo gradiente Ricci soliton do tipo M = (R”",g) x s F™", cuja fibra F &

/

o _ f

Ricci flat, e além disso, se ¢ = C7>cuma constante, € um gradiente Ricci soliton steady,

veja Teorema 4.3.

Teorema 4.2 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =
(X15.-s%n), 8ij = 8ij€;. Considere M = (R",g) x ¢ F™, gradiente Ricci soliton com g =

(pl—zg, F uma variedade semi-Riemanniana Einstein, h(§) e ©(§) fungdes diferencidveis, h

fungdo potencial, onde &, Z oixi, o €Re Zi—: Oc =¢g;,. Se f =1 e F Ricci flat, entdo

a métrica produto g é um gradlente Ricci solzton steady e todas as solucéoes sdo dadas

por:
>n‘2(1i\/n1)

9+(8) =¥ (8 +b ¥>0,beR

(4-5)
he(8)=Fvn—1n (:I:\/%Eﬁ—b) :
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e implicitamente pelas EDO’s em [(§) e v(§),

! 1

1
= (av+o)? 2ﬁ(av+d)2 it ,Y>0

<k

(4-6)

VT (av+d) 2T

=vva(av+c) 3

sendo h e ¢ dadas pela integracado,
HE)=1E), (9> (&) = 1)

ondea=(n—1)(n—2), b=2(n—1), c=n—1—yn—1le d=n—1++/n—1.

Prova. Para comecarmos, considere o sistema (2-15) dado por

;

f (n—Z)(p” —|—2(P,h, +(ph,,] —m(pf” —2m(P,f, —0

I " ! 2 / U !
Eiy | fOP —(n—l)f(<p) +moo f —fcpcph} =pf

/! /) / 2 /!
€y | —f0f +(n—=2)fos ¢ — (m—1)¢* () +f<p2fh} =pf2=hr,

que em [14] caracteriza os gradiente Ricci solitons. Considerando a fibra Ricci flate f =1

no sistema acima, este se torna

( (n—2)(p” —|—2(p/h/ —|—(ph” _ 0
" / 2 ror
€iy {cpcp —(n—l)(cp) —@cph} =p (4-7)
| p=0,

portanto, M € um gradiente Ricci soliton steady.

Como p = 0, entdo o sistema (4-7) é exatamente o sistema

(l’l—2)(PN—|—2(p/h,—|—(ph”:O
(4-8)
" / 2 ./
P9 —(n—l)(cp) —9ph =0.

Se isolarmos (p" na segunda equacdo de (4-8) e h' na primeira equagdo de (4-8), entdo
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teremos

(P// :(p,h,—k(n—l)@ —0
(4-9)

!

W= - n0-2) (%)

este sistema (4-9), é exatamente o sistema (3), para o caso steady, do artigo [17]. Neste

\

artigo os autores encontram todas as solucdes deste sistema, fazendo a mudanca de

!

varidvel [(€) = h'(§) e g(&) = %) (§) e pelas EDO?s g(&) = v(§)I(§), e obtiveram

como solucao as apresentadas nos sistemas (4-5) e (4-6). ]

Teorema 4.3 Seja (R",g) um espaco pseudo-Euclidiano, n > 3 com coordenadas x =
(X1,..,Xn), 8ij = Oij€i. Considere M = (R",g) x s F™, gradiente Ricci soliton com g =
(p%g, F uma variedade semi-Riemanniana Einstein, h(§) e f (&) fungdes diferencidveis, h

n n / /
fungdo potencial, onde & = Z ax;, o; ERe Z 33,-0(,2 = §g;,. Se % = ch,

i=1 i=1
e F Ricci flat, entdo a métrica ¢ é um gradiente Ricci soliton steady e todas as solucoes

c uma constante,

sdo dadas por:

fj:(i) = C—lla c1 > 07

(Ni{;+b)@
(4-10)
ha(g) = =" I (NG +-b),
E implicitamente pelas EDO’s em x(§) e z(),
7 =—c3 (z—i—c— m+c2(n—1)> <z+c+ m+c2(n—1)>
4-11)
a—1 atl

2 2

X=c3 <Z+C— m+cz(n—1)> <Z+C+ m+62(”_1)> 5

dadas pela integragdo,

sendo c3 >0 e

a= ¢ , Ny=—ct\/m+c2(n—1).
Vm+c2(n—1)

Prova. Adicionando ao sistema (2-15) as expressdes da curvatura escalar da base, dada
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por (3-9) e (3-13), teremos

(((n—=2)f¢" + foh" —mef —2mq f +2f¢'h =0
& | /09"~ (1= 1) /(9 +meo f ~ fog'i | = pf
& | SO +(1=2)f0f ¢ —(m— D@ (f P+ fof I | = pf> s

k=¢j(n—1) {qup" —n (@')2}

2

k= m%ﬁio {f

/!

— (n—2)%} — %, {h// — (n—Z)%l +np.

Igualando as duas equagdes da curvatura escalar da base, acharemos uma expres-
sdo para p, entdo substituimos na segunda e terceira equacao acima, facamos F' Ricci flat

entdo temos o sistema (3-47) que caracteriza todos os gradientes Ricci solitons

= (%f)?(n—z) (%)Zh"_m(f;)'_m(fg)i

—2m& L4280 =0

(4-12)

!

+(n=2)%h —2(n—1) (%)l-l-(n— 1)(n—2) (%)2 =0.

/ /

Considerando agora % = c% na primeira equacao de (4-12), teremos

~ =
™

[m—n—2(n—1)c]( ),— [m(n—1)+(m—n)(n—2)c— (n—1)(n—2)c?] < >2+

~

[+ (n—2)c] fT'h’ +[(n—2)c—m] (fT) +[(n—2)c® = m(1+2¢)] (?)2+

+2cLn +1" =0,
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e esta é equivalente a,

!/
/

/ 2 /
—2)c—m L — [m+2me— (n—2)c? L cJi , "=
[(n—2) ](f) [m+2 (n—2) }<f) +2 fh +h =0.

Desta, temos uma expressdo para h”,
/ ! / 2 /
—h = [(n—2)c—m] (]%) + [m+2mc— (n— 2)02} (L) — ZCLh/.

Agora, substituindo ' na segunda equagdo do sistema (4-12) e fazendo % = ch. teremos

/

m—n—2(n—1)c+ (n—2)c—mj (fT) +[n+(n—2)c+2c] f%h/—i—

N
+ [m(n—1)+ (m—n)(n—2)c— (n—1)(n—2)c* — (n— 2)c* +m+ 2mc] (%) =0,

e esta equivale a,

/

/ 2 /
—n\c L —n\m m-—n c—\n— C2 L nic L =
(+1)<f> [m+( +2)c—(n—2) }<f> + (+l)fh 0,

parac # —1,

L/ _ m4(m—n+2)c—(n—2)c? L/ 2—|—L,h/
f) c+1 f f

(c+1)[(n—2)c—m] (f’>2+f’h,

c+1 f 7
/ 2 /
= [(n—2)c—m] <f7> +f?h'.

Portanto o sistema (4-12), torna-se

( /

(n—2)c—m] (f?) — [m+2me - (n—2)c?] (%)2 +2ckh 40" =0,

i

~

(4-13)

/

) — [(n—2)c—m] <f7>2+f7h

~ =
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O sistema (4-13) € o sistema (46) do artigo [14]. Neste artigo, os autores encon-

traram todas as solu¢des deste sistema, fazendo a mudanga de varidvel x(§) = (fT) €)e

yE)=h +[(n—2)c—m] (J%/) (€) e pelas EDO’s y(&) = x(&)z(§). Fazendo a mudanga

de varidvel [(§) = i (€) e g(&) = (%) (€) e pelas EDO’s g(&§) = v(&)I(§) e obtiveram

como solu¢do apresentadas em (4-10) e (4-11) e assim classificaram todos os gradiente

Ricci soliton steady. O
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