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Éxcitons em Semicondutores Magnéticos Dilúıdos

Erivelton de Oliveira Alves

Dissertação apresentada ao Instituto de F́ısica
da Universidade Federal de Goiás como parte
dos requisitos para a obtenção do t́ıtulo de Mes-
tre em F́ısica.

Orientador: Prof. Dr. Márcio A. R. Souza
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• Aos colegas de mestrado Paulo E. R. Weber, Wesley B. Cardoso e Claudinei Caetano,

pela ajuda que me deram no trabalho diário com o Linux.

• Aos meus amigos Rafael Otoniel e Thiago Branquinho, companheiros de todas as horas,

pelo apoio e amizade.

• Aos demais colegas do mestrado Domingos, Iara, Emı́lio,... pela amizade, colaboração e

conv́ıvio durante esse tempo.

Este trabalho foi financiado pela CAPES.



Conteúdo
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Referências Bibliográficas 62
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rentes valores de campo elétrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

5.5 Densidade de probabilidade corresposdente ao estado de buraco pesado hh1N para

diferentes valores de campo elétrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.6 Densidade de probabilidade corresposdente ao estado de buraco pesado hh2W para

diferentes valores de campo elétrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.7 Densidade de probabilidade corresposdente ao estado de buraco leve lh1N para

diferentes valores de campo elétrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.8 Densidade de probabilidade corresposdente ao estado de buraco leve lh2W para

diferentes valores de campo elétrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

5.9 Nı́veis de energia dos estados el1N (linha tracejada) e el2W (linha cont́ınua) em

função do campo elétrico aplicado. Na ressonância o campo elétrico é Fress =
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magnético com os quais os dois estados estarão em ressonância simultaneamente. 49
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Resumo

Investigamos o tunelamento ressonante de elétrons e buracos em um poço quântico duplo

assimétrico de CdTe/CdMnTe na presença de campos elétricos e magnéticos aplicados ao longo

da direção de crescimento. Mostramos que neste caso é posśıvel alcançar uma condição de tune-

lamento ressonante simultâneo de elétrons e buracos com spin definido, isto é, um tunelamento

ressonante de éxcitons polarizados. Em seguida calculamos a energia de ligação excitônica

em função dos campos aplicados, mostrando a forte dependência da energia de ligação com

o tunelamento dos portadores. A estrutura eletrônica foi calculada usando o método �k · �p no

modelo multibandas de Kane. Os autoestados foram obtidos resolvendo-se numericamente a

equação da massa efetiva usando o método das potência inversa. Os efeitos de tensão da rede

cristalina foram tratados pelo modelo de Pikus-Bir. O cálculo de energia de ligação excitônica

foi realizado usando o método variacional. Consideramos as interfaces da heteroestrutura per-

feitamente abruptas, isto é, efeitos de alargamento das interfaces foram desprezados.
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Abstract

In this work we have investigated the tunneling of electron and holes in a CdTe/CdMnTe

asymmetric double quantum well heterostructure in the presence of electric and magnetic fields

applied in the growth direction. We showed how to obtain the simultaneous resonant tunneling

condition for electrons and holes with a defined spin, i.e., the resonant tunneling of polarized

excitons. After that, we calculated the excitonic binding energy as a function of the applied

fields, point out the dependence of the energy binding with the tunneling carriers. The electronic

structure was calculated using the �k · �p method in the multiband Kane model. The eigenstates

was calculated solving the effective mass equation numerically using the inverse power method.

Strain effects was taking into account within Pikus-Bir’s model. The exciton binding energy was

calculated using the variational method and effects due nonabrupt interface had been neglected.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Ao longo das últimas décadas a sociedade vem testemunhando um grande aumento no

uso de dispositivos optoeletrônicos nas mais diversas atividades do cotidiano, seja ao mudar os

canais do aparelho televisor com um controle remoto, seja ao ouvir um CD ou mesmo ao acessar

a Internet. Estes dispositivos são largamente usados na conversão de sinais elétricos em ópticos

(e vice-versa) para que ocorra a transmissão eficiente da informação. Este mercado crescente e

amplo é motivo de enorme interesse na pesquisa e desenvolvimento de dispositivos com melhores

desempenhos, seja através da exploração de novos materiais ou de novos fenômenos f́ısicos.

Grande parte do progresso na tecnologia dos dispositivos eletrônicos se deve à técnica

MBE (Molecular Beam Epitaxy - Epitaxia por Feixe Molecular) que se destaca entre as mais

modernas técnicas de crescimento epitaxial por diversas razões. Suas principais caracteŕısticas

são as baixas taxas de deposição (que permitem o controle preciso, em escala atômica, da

espessura das camadas) e a possibilidade de monitorar o crescimento em tempo real (através

da difração de elétrons). Isto confere à técnica MBE uma grande confiabilidade no que se refere

à espessura, composição e morfologia das camadas crescidas. Trata-se então de uma técnica de

excelência para a produção de dispositivos eletrônicos que exigem alta mobilidade eletrônica

para operação em alta frequência, como os HEMT’s (High Electron-Mobility Transistor) muito

usado em sistemas de telecomunicações.

Dessa forma, a técnica de crescimento MBE representa a técnica mais indicada na

construção de heteroestruturas semicondutoras. Estas heteroestruturas são obtidas do cresci-

1



1. Introdução 2

mento alternado de diferentes materiais semicondutores que possuem gaps (diferença de energia

entre a banda de condução e banda de valência) caracteŕısticos. Esta sobreposição de materiais

provoca uma descontinuidade nas bandas de energia da estrutura resultante, a partir da qual

pode ser usada para construir estruturas de confinamento espacial de portadores em uma (poços

quânticos), duas (fios quânticos) ou três (pontos quânticos) dimensões. Vale lembrar que nestes

sistemas os efeitos quânticos são inevitáveis uma vez que as escalas de tamanho envolvidas são

nanométricas.

Estamos especialmente interessados numa classe destas heteroestruturas que são os

Semicondutores Magnéticos Dilúıdos (Diluted Magnetic Semiconductors - DMS) ou simples-

mente Semicondutores Semimagnéticos. Os semicondutores semimagnéticos são ligas do tipo

AII
1−xMnxB

V I obtidas adicionando-se manganês aos compostos semicondutores do tipo II-VI,

sendo interessantes por várias razões. Em particular, o nosso sistema consiste de um poço

quântico duplo assimétrico de CdTe/CdMnTe.

As heteroestruturas que incorporam os semicondutores magnéticos dilúıdos são de con-

siderável interesse porque nelas é posśıvel, através da interação entre os portadores e os ı́ons

magnéticos, controlar o gap de energia das camadas magnéticas pela aplicação de um campo

magnético [1]. As propriedades f́ısicas do Cd1−xMnxTe são baseadas na forte interação de troca

sp-d entre os elétrons ou buracos com os elétrons 3d dos ı́ons de Mn2+. As interações magnéticas

levam a um incremento significativo dos efeitos magneto-ópticos, como a separação Zeeman de

éxciton [2]. Nossa principal motivação é enriquecer o estudo de fenômenos dependentes de spin.

O que se busca atualmente é uma maneira de conservar os estados do spin e construir uma

corrente spin-polarizada onde todos os elétrons tenham o spin apontando para uma direção

preferencial. Isto traz a perspectiva de desenvolvimento de dispositivos spintrônicos tais como

filtros de spin [3], transistores baseados em spin [4, 5] e memórias de spin [6, 7].

Nesse trabalho estudamos o problema do tunelamento polarizado de elétrons, buracos

e éxcitons em um poço quântico duplo assimétrico de CdTe/CdMnTe na presença de um campo

elétrico e de um campo magnético aplicados na direção de crescimento. Nosso objetivo é cal-



1. Introdução 3

cular a energia de ligação de éxciton na ocorrência do tunelamento e estudarmos como o seu

comportamento pode influenciar na interpretação dos espectros de transição eletrônica obser-

vados experimentalmente. A seguir mostramos os tópicos abordados nos respectivos caṕıtulos

desta dissertação.

No caṕıtulo 2 descrevemos uma técnica de crescimento utilizada para a obtenção de

heteroestruturas semicondutoras de alta qualidade, as propriedades gerais dos materiais se-

micondutores convencionais e dos semimagnéticos e as aproximações usadas para solução da

equação de Schrödinger.

No caṕıtulo 3 apresentamos brevemente o formalismo do método �k · �p, no modelo

multibanda de Kane, para resolver a equação da massa efetiva. Em seguida escrevemos o

hamiltoniano de troca, dentro do modelo de Gaj, e o hamiltoniano de tensão, ambos a serem

acrescentados no hamiltoniano �k · �p. Por último, discutimos o método numérico baseado na

técnica das diferenças finitas e no método da potência inversa para resolver a equação de massa

efetiva multibandas, e desse modo calcular a estrutura eletrônica do sistema estudado.

No caṕıtulo 4 fazemos uma descrição do problema do éxciton em um poço quântico

simples e do método variacional, utilizado para calcular a energia de ligação excitônica.

No caṕıtulo 5 tratamos o tunelamento dos elétrons, buracos e éxcitons em poços

quânticos, na presença de campos elétricos e magnéticos aplicados na direção de crescimento.

Calculamos a separação Zeeman dos ńıveis de energia, as energias de transição e as energias de

ligação excitônica em função do campo magnético.

No caṕıtulo 6 apresentamos nossas conclusões.



Caṕıtulo 2

Propriedades Gerais dos Materiais
Semicondutores

Uma grande classe de dispositivos eletrônicos e opto-eletrônicos têm como matéria

prima o material semicondutor. Essa potencial aplicação no campo tecnológico, faz com que

esses materiais sejam de grande interesse em pesquisas cient́ıficas. Os semicondutores são

caracterizados por possuirem uma pequena faixa energia, entre as banda de valência e condução,

em que não há estados eletrônicos. Essa região entre as bandas é chamada de faixa proibida

ou ”gap”de energia. Em geral, esse gap de energia é da ordem de 2 eV para os semicondutores

mais comuns e varia com a temperatura.

Os chamados semicondutores intŕınsecos são substâncias puras que a T = 0 K, têm a

banda de valência com todos os ńıveis ocupados e a banda de condução com todos os ńıveis de-

socupados. Entre os mais utilizados destacam-se o siĺıcio com Eg = 1, 12 eV e o germânio com

Eg = 0, 67 eV à temperatura ambiente. Como o gap de energia é relativamente pequeno, per-

turbações externas, como a temperatura, podem fornecer energia sufuciente para que elétrons da

banda de valência possam transpor a faixa proibida e passando a ocupar a banda de condução.

A ausência de elétrons na banda de valência se comporta como um portador de carga positiva,

chamado buraco.

Os semicondutores intŕınsecos são pouco utilizados em dispositivos, entre outras razões,

porque sua condutividade é pequena e depende muito da temperatura. Através de técnicas de

crescimento de cristais, que serão abordadas posteriormente, foi posśıvel o desenvolvimento

4
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de inúmeras ligas semicondutoras pela combinação de vários elementos da tabela periódica.

Dessa forma, pode-se alterar as propriedades elétricas de semicondutores intŕınsecos se outros

elementos forem adicionados à rede cristalina semicondutora. Trata-se do processo de dopagem,

onde é acrescentado um determinado tipo de átomo em substituição a um átomo do material no

processo de crescimento. Como consequência, o tipo de portador (elétron ou buraco) dominante

vai depender da valência da impureza adicionada. Estes são os semicondutores extŕınsecos. Os

semicondutores dopados tem condutividade que varia pouco com a temperatura e cujo valor é

controlado pela concentração de impurezas no cristal.

Os compostos mais conhecidos oriundam de combinações de elementos das colunas III-

V e II-VI da tabela periódica, como: PbS, PbSe, GaAs, AlSb, InAl entre outros. É posśıvel

também formar compostos ternários e quartenários a partir dos compostos binários. Nesse

caso, um dos constituintes é substitúıdo em fração controlada por outro de mesma valência. É

importante observar que nessas ligas não há acréscimo de portadores, e as mudanças de interesse

ocorrem na estutura da banda. Os compostos mais utilizados são o GaAs e o Ga1−xAlxAs,

principalmente por apresentarem excelente casamento entre as constantes de rede. A variação

do parâmetro de rede (Δa/a) nesses materiais é da ordem de 0, 06%, o que justifica o fato de

serem tão relevantes para a pesquisa e aplicações tecnológicas.

Nesse trabalho estamos especialmente interessados nas ligas ternárias dos grupos II-

VI com o átomo substitucional sendo o manganês, resultando em ligas do tipo AII
1−xMnxB

V I .

Em particular trataremos de poços quânticos de CdTe/Cd1−xMnxTe. A principal caracteŕıstica

desses materiais é que na presença de um campo magnético externo, a interação de troca entre os

ı́ons magnéticos e os portadores das bandas de condução e valência produz um efeito Zeeman

gigante se comparado com os semicondutores convencionais. Neste caṕıtulo discutiremos as

principais técnicas de crescimento para obtenção das heteroestruturas semicondutoras, bem

como as propriedades cristalinas, propriedades eletrônicas e magnéticas dos semicondutores

magnéticos dilúıdos.
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2.1 Heteroestruturas Semicondutoras

Heteroestruturas são empilhamentos de diferentes materias semicondutores. Como os

materiais possuem diferentes gaps de energia, teremos uma descontinuidade no perfil de energia

potencial. A figura (2.1) mostra o empilhamento de um material tipo A sobre B. Com uma

sequência de sobreposição de materiais do tipo ABA, temos um poço quântico.

Figura 2.1: Sobreposição de materiais de diferentes gaps de energia E1 e E2, ΔE = E1 − E2.
Descontinuidade na energia potencial nas bordas das bandas de condução e valência.

Num poço quântico temos o efeito do confinamento, onde os portadores perdem a liber-

dade na direção de crescimento mas continuam livres no plano perpendicular. Um parâmetro

importante quando se trata de poços quânticos é o alinhamento das bandas na interface das

junções entre os dois materiais (”band-offset”). Em muitas interfaces esse parâmetro não é bem

definido. Estudos realizados por A. Wasiela et al. [8], estimou que αMn varia entre 0,25 e 0,4

para a interface de CdTe/CdMnTe, sem considerar as propriedades magnéticas.

2.2 Técnicas de Crescimento de Cristais

O desenvolvimento dos sistemas de baixa dimensionalidade está ligado aos avanços

nas técnicas de crescimento epitaxiais. Essas técnicas se baseiam na deposição de materi-

ais semicondutores sobre um outro cristal similar chamado substrato. Existem várias formas

de epitaxia, as mais comuns sendo a Deposição por Vapor Qúımico Organo-Metálico (Metal-
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Organic Chemical Vapour Deposition-MOCVD) e a Epitaxia por Feixe Molecular (Molecular

Beam Epitaxy-MBE ) [9]. Durante o crescimento da amostra, técnicas de caracterização de inter-

faces como Difração Eletrônica de Baixa Energia (Low Energy Electron Diffraction - LEED) e a

Difração Eletrônica de Alta Energia por Reflexão (Reflection High Energy Electron Diffraction

- RHEED) permitem um controle rigoroso nas espessuras das camadas crescidas, possibilitando

interfaces extremamente abruptas entre os materiais.

A técnica mais recomendada para o crescimento de heteroestruras semicondutoras é

a MBE. Netsa técnica o substrato é colocado em uma câmara de alto-vácuo (10−10 torr) e

aquecido. Então são lançados sobre o substrato fluxos dos elementos e dos dopantes com taxas

controladas, de acordo com as caracteŕısticas que se deseja obter para o cristal crescido. Como

a taxa de deposição é baixa (≈ 1μm/h), a técnica se torna inviável para ser utilizada no setor

industrial. Esta técnica é bastante conveniente para construção de dispositivo de confinamento

tais como poços quânticos, fios quânticos, pontos quânticos e superredes.

Figura 2.2: Esquema do aparato experimental para o crescimento de heteroestruturas usando
a técnica de MBE. Cada célula de efusão evapora um tipo de material semicondutor que são
depositados lenta e alternadamente sobre um substrato. A morfologia da interface e a espessura
da amostra é controlada por um feixe de elétrons rasantes que são espalhados ou não dependendo
da homogeneidade da superf́ıcie.
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2.3 As Aproximações na Teoria de Banda

Quando tratamos de heteroestruturas semicondutoras os efeitos quânticos são ine-

vitáveis, pois as dimensões do sistema são comparáveis ao comprimento de onda de de Broglie

dos elétrons. Estudar a dinâmica de elétrons (ou buracos) confinados, significa resolver a

equação de Schrödinger nesse sistema, fazendo uso de algumas aproximações para resolver o

problema.

Antes de escrevermos a equação de Schrödinger para a heteroestrutura é conveniente

lembrar que, de modo geral, os elétrons de um cristal se dividem em dois grupos: elétrons de

valência, que contribuem para as ligações qúımicas e elétrons do caroço, que estão fortemente

ligados em camadas fechadas dos núcleos. Desse modo o hamiltoniano não relativ́ıstico para

o sistema de elétrons (de valência) e os núcleos que formam o cristal semicondutor pode ser

separado nas seguintes contribuições: puramente eletrônica Hel, puramente nuclear Hn e mista

Hel−n, ou seja o hamiltoniano pode ser dado por

H = Hel + Hn + Hel−n. (2.1)

O termo eletrônico é dado por

Hel =
∑

i

− �
2

2m0

∇2
i +

1

2

∑
j �=i

e2

|�rj − �ri| ,

onde m0 é a massa dos elétrons, �ri e �rj são as posições dos i-ésimo e j-ésimo elétrons, respec-

tivamente. O primeiro termo do hamiltoniano eletrônico é a energia cinética e o segundo é a

energia potencial de interação elétron-elétron. O termo nuclear é dado por

Hn =
∑

μ

− �
2

2Mμ

∇2
μ +

1

2

∑
ν �=μ

Vn( �Rν − �Rμ),

onde Mμ é a massa dos núcleos, �Rμ e �Rν representa as posições dos núcleos. O primeiro termo

do hamiltoniano nuclear é a energia cinética dos núcleos e o segundo é a energia potencial de

interação núcleo-núcleo. Para o termo misto temos

Hel−n =
∑
i,μ

Vn( �Rμ − �ri),
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que representa o termo de interação elétron-núcleo.

Resolver a equação de Schrödinger com o hamiltoniano dado pela equação (2.1) é

extremamente complicado, pois envolve 1023 part́ıculas interagentes, e para tratá-la devemos

fazer algumas simplificações.

2.3.1 Aproximação de Born-Oppenheimer

A separação dos movimentos nuclear e eletrônico é quase sempre o primeiro passo para

qualquer aplicação da mecânica quântica em cristais. Fisicamente essa separação considera a

desigualdade entre as massas dos elétrons e dos núcleos (elétrons são 103 a 104 vezes mais leves

que os núcleos), e portanto se pode imaginar que os núcleos se movem bem mais lentamente

que os elétrons. Dessa maneira os núcleos se movem no meio de uma distribuição de carga

eletrônica cujas flutuações são rápidas demais para afetá-los.

A aproximação de Born-Oppenheimer consiste em separar os movimentos eletrônicos

e nucleares, admitindo que o sistema eletrônico responde adiabaticamente a uma mudança nas

coordenadas iônicas. Isto é equivalente a escrever a função de onda total como

Φ(�r, �R) = η(�R)Ψ(�r, �R), (2.2)

onde �r = �r1...�rn e �R = �R1... �Rn representam as coordenadas dos elétrons e núcleos respectiva-

mente. Observa-se que a função de onda eletrônica Ψ depende parametricamente de �R, pois

considera-se conhecida uma determinada configuração espacial dos núcleos [10].

Assim, o problema eletrônico torna-se o de uma rede estática para uma dada confi-

guração de núcleos, cujas as autofunções e autoenergias são obtidas resolvendo a equação de

Schrödinger na forma

[Hel + Hel−n] Ψ(�r, �R) = E�RΨ(�r, �R). (2.3)

Da mesma maneira podemos escrever a equação de Schrödinger para o movimento dos núcleos,

contudo as propriedades que desejamos estudar não dependerão desse movimento.
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2.3.2 Aproximação do Elétron Independente

A dificuldade com a equação (2.3) está na interação entre os elétrons, pois na ausência

desta interação, o problema de muitos corpos seria desacoplado em problemas de um corpo. A

aproximação do elétron independente consiste em escrever a função de onda eletrônica numa

combinação de funções de onda que dependam das coordenadas de um único elétron, seja como

um produto delas

Ψ(�r) = ψ1(�r1)ψ2(�r2)...ψn(�rn) (2.4)

ou como um determinante de Slater. O efeito dos outros (n − 1) elétrons podem ser desprezados

(aproximação do elétron livre) ou tratado através de um potencial médio efetivo (aproximação

de Hartree), podendo considerar ainda efeitos de troca (aproximação de Hartree-Fock) e cor-

relação (Funcional Densidade).

A aproximação do elétron independente se justifica porque o mar de elétrons de um

sólido se organiza de forma a efetivamente cancelar, a grandes distâncias, o campo coulom-

biano de cada elétron. Exceto improváveis vizinhos de curta distância, cada elétron se move

independentemente sob a ação do campo elétrico médio produzido por todos os outros.

Se substituirmos a equação (2.4) em (2.3) reduzimos o problema de n elétrons para n

problemas de um elétron. Então as autofunções do sistema serão obtidas resolvendo a equação

[
− �

2

2m0

∇2 + U(�r)

]
ψ(�r) = Eψ(�r). (2.5)

O termo U(�r), que inclui a interação média entre os elétrons e o potencial dos núcleos, possui

a periodicidade do cristal.

A periodicidade do potencial onde se move quase independentemente cada elétron do

cristal tem duas consequências importantes. A primeira é o teorema de Bloch: os autoestados de

energia são funções cujo módulo tem a periodicidade do potencial. A segunda é que o espectro de

cada elétron apresenta bandas de ńıveis de energia distribúıdos quase continuamente, separadas

por regiões proibidas onde não há ńıveis de energia.
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2.3.3 Aproximação da Massa Efetiva

Esta aproximação tem sido utilizada extensivamente na literatura para descrever o

movimento eletrônico perto do extremo da banda na presença de perturbações fracas tais como

campos magnético e elétrico externos [11] em semicondutores. Com o avanço na obtenção

de poços quânticos, foi natural extender a aproximação da massa efetiva para se calcular as

propriedades eletrônicas em heteroestruturas [12].

A aproximação da massa efetiva consiste em substituir o efeito do potencial periódico

do cristal por um tensor massa efetiva, cujos elementos são determinados pela estrutura de

banda não perturbada. Dentro dessa descrição cada camada da heteroestrutura comporta-

se como um cristal macroscópico e o problema é encontrar as condições de contorno que as

autofunções devem satisfazer nas interfaces.

Seja uma heteroestrutura composta de diferentes materiais semicondutores denotados

por A e B. Tomando a direção de crescimento ao longo do eixo z e admitindo a invariância

translacional no plano xôy, teremos a interface em um dado ponto z = zi. Uma vez que

os materiais possuem gaps de energia diferentes, haverá uma descontinuidade no extremo da

banda de condução (valência), que indicaremos por δEc(δEv). O potencial criado pela interface

entre os dois materiais entra apenas na diagonal do nosso hamiltoniano, logo não mistura as

autofunções.

Os autoestados serão obtidos resolvendo a equação da massa efetiva dentro de cada

material, isto é ∑
μ

[
Hα

νμ

(
�k → −i�∇

)
− δνμδEv

]
Fα

μ�k
(�r) = Eν�kF

α
ν�k

(�r) , (2.6)

onde Hα
νμ é o hamiltoniano cristalino que leva em consideração as interações entre as bandas, ν e

μ são os ı́ndices das bandas e α identifica as camadas da heteroestrutura, sendo α = A ou B para

�r pertencente à camada A ou B. A função Fα
ν�k

(�r) é conhecida como função envelope. Dentro

desta aproximação pode-se mostrar que as autofunções da equação de Schrödinger podem ser
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dadas por

Ψ�k (�r) =
∑

ν

uα
ν0 (�r) Fν�k (�r) , (2.7)

onde uα
ν0 é a parte periódica das funções de Bloch no centro da zona de Brillouin desse cristal.

As condições de contorno que as funções envelopes devem satisfazer nas interfaces

decorrem da continuidade da autofunção total Ψ�k (�r). Portanto em z = zi ocorre que

ΨA
�k

(�ρ, zi) = ΨB
�k

(�ρ, zi) . (2.8)

Isto implica admitir que a parte periódica das funções de Bloch dos materiais sejam iguais, isto

é

uA
ν0 (�r) = uB

ν0 (�r) = uν0 (�r) . (2.9)

Das expressões (2.8) e (2.9), juntamente com a ortogonalidade das funções de Bloch, temos que

FA
ν�k

(�ρ, zi) = FB
ν�k

(�ρ, zi) . (2.10)

Com isso temos uma condição de contorno que estabelece a continuidade das funções envelope

na interface.

Considerando a invariância translacional do sistema no plano xôy, as funções envelope

em cada região são reescritas na forma

Fα
ν�k

(�ρ, z) = exp
(
i�k‖ · �ρ

)
Fα

ν�k‖
(z) , (2.11)

onde �k‖ = (kx, ky) . Desse modo, a equação da massa efetiva para a parte dependente de z da

função envelope em cada camada é obtida a partir da solução da equação

∑
μ

[
Hα

νμ (kz → −i∂/∂z) − δνμδEv

]
Fα

μn�k‖
(z) = Eνn�k‖

Fα
νn�k‖

(z) , (2.12)

onde, Hα
νμ representa os elementos do hamiltoniano, obtido pelo método �k · �p, que será tratado

no caṕıtulo 3 e Eνn�k‖
é a energia da n-ésima sub-banda.

Caso um campo magnético �B = �∇× �A seja aplicado ao sistema, a função Fν�k (�r) será

obtida a partir da equação (2.12) fazendo a substituição �k → −i�∇+ e
�

�A, com e sendo o módulo

da carga do elétron e �A o potencial vetorial magnético. Por outro lado, se um campo elétrico

�F for aplicado ao sistema deveremos somar na diagonal do hamiltoniano o termo e �F · �r [13].
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2.4 Propriedades Cristalinas e Eletrônicas

Dentre as várias estruturas cristalinas existentes, a estrutura blenda de zinco recebe

uma atenção especial, pois a maioria dos materiais semicondutores de gap direto, tais como,

CdTe, se cristalizam nesta forma. A estrutura blenda de zinco consiste de duas redes cúbicas de

face centrada deslocadas uma da outra por um quarto de uma das diagonais principais do cubo.

Sua rede de Bravais associada é uma rede fcc, logo sua rede rećıproca é uma rede bcc, com a

primeira zona de Brillouin sendo um octaedro truncado. Na zona de Brillouin certos pontos ou

linhas de alta simetria recebem notações espećıficas, por exemplo, Γ, X ou L (figura (2.3b)). A

partir das simetrias desses pontos, mediante argumentos de teoria de grupos, podemos obter

um hamiltoniano que satisfaz as propriedades cristalinas.

Figura 2.3: (a) Arranjo espacial dos átomos em uma estrutura blenda de zinco; (b) Primeira
zona de Brillouin de uma rede cúbica de face centrada (octaedro truncado). São mostrados
também alguns pontos e linhas de alta simetria.

As ligas formados a partir dos compostos binários III-V ou II-VI, rigorosamente, não

são estruturas cristalinas, pois a energia potencial produzida pelos ı́ons não possui simetria

de translação devido à distribuição aleatória dos átomos nos śıtios da rede. A aproximação

de cristal virtual consiste na troca do potencial real por um potencial médio. Por exemplo,

para um composto A1−xBxC, os átomos C se localizam sobre os śıtios de uma das redes fcc
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enquanto os átomos A e B ocupam aleatoriamente os śıtios da segunda rede fcc. Na aproxima-

ção de cristal virtual o potencial aleatório criado pelos átomos B (VB) e C (VC) é trocado por

um potencial periódico médio tal que 〈V 〉 = (1 − x) VA + xVB + VC . Assim, a periodicidade

da rede é restabelecida, e os estados eletrônicos podem ser descritos em termos de estados de

Bloch.

Podemos calcular a estrutura de bandas e as autofunções através de diferentes métodos:

o método das ligações fortes, pseudopotencial, ondas planas ortogonalizadas, funções de Green

e o método celular [14, 15]. Como exemplo mostramos na figura (2.4a) a estrutura de banda

do GaAs cálculada pelo método pseudopotencial [16].

Figura 2.4: (a) Estrutura de bandas do GaAs calculada pelo método pseudopotencial [16]; (b)
Estrutura de bandas em torno do ponto Γ para um semicondutor de gap direto mostrando as
bandas de condução, buraco leve, buraco pesado e split-off.

Entretanto, quando se deseja estudar propriedades ópticas e de transporte eletrônico

dos semicondutores, o cálculo da estrutura de bandas sobre toda a zona de Brillouin é desne-

cessário. Isto ocorre porque os portadores (elétrons e buracos) se localizam nas proximidades

dos extremos das bandas. Portanto, o nosso interesse é calcular a estrutura eletrônica em torno
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Materiais Estrutura Cristalina Intervalo de Composição

Zn1−xMnxS
blenda de zinco

wurtzita
0 < x � 0, 10
0, 10 < x � 0, 45

Zn1−xMnxSe
blenda de zinco

wurtzita
0 < x � 0, 30
0, 30 < x � 0, 57

Zn1−xMnxTe blenda de zinco 0 < x � 0, 86

Cd1−xMnxS wurtzita 0 < x � 0, 45

Cd1−xMnxSe wurtzita 0 < x � 0, 50

Cd1−xMnxTe blenda de zinco 0 < x � 0, 77

Hg1−xMnxS blenda de zinco 0 < x � 0, 37

Hg1−xMnxSe blenda de zinco 0 < x � 0, 38

Hg1−xMnxTe blenda de zinco 0 < x � 0, 75

Tabela 2.1: Observamos que as ligas ternárias da forma AII
1−xMnxB

VI se cristalizam ou na
estrutura blenda de zinco ou na estrutura wurtzita, dependendo dos elementos que compõem a
liga e da fração molar de Mn.

dos extremos das bandas de semicondutores com gap direto, com o vetor de onda �k sendo menor

que 1/10 da zona de Brillouin (figura (2.4b)). Para este propósito o método �k · �p, introduzido

por Bardeen [17] e Seitz [18], se mostra extremamente útil. Posteriormente iremos tratar do

formalismo do método �k · �p.

2.5 Semicondutores Magnéticos Dilúıdos

2.5.1 Estrutura Cristalina

Do ponto de vista da estrutura cristalina, os semicondutores magnéticos dilúıdos são

ligas semicondutoras em que parte de seus śıtios é ocupada por ı́ons magnéticos de um elemento

de transição [1]. Os mais estudados são aqueles da forma AII
1−xMnxB

VI, onde uma fração dos

átomos do grupo II é substitúıda, aleatoriamente, por átomos de Mn. Sua natureza ternária

possibilita o controle do parâmetro de rede e dos parâmetros de banda (energia de gap, massas

efetivas, etc) através da variação da composição de manganês. Por causa dessa controlabilidade,

as ligas AII
1−xMnxB

VI são excelentes para a preparação de poços quânticos, superredes e outras

heteroestruturas semicondutoras. Na tabela (2.1) é mostrada a famı́lia AII
1−xMnxB

VI com a sua

estrutura cristalina e os intervalos de composição.
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A estrutura de banda das ligas AII
1−xMnxB

VI é qualitativamente igual àquela dos com-

postos AIIBVI que possuem a mesma estrutura cristalina. Em particular, elas possuem gaps

diretos com os extremos das bandas ocorrendo no ponto Γ. Devido à presença do acoplamento

spin-órbita as três bandas de valência (que se originam dos orbitais p ligantes) inicialmente de-

generadas, levantam parcialmente sua degenerescência. Surge assim um quadrupleto (simetria

Γ8) com J = 3/2 e um dupleto (simetria Γ7) com J = 1/2, onde J é o momentum angular

total. Quantitativamente, a estrutura de banda do AII
1−xMnxB

VI se transforma de uma maneira

suave do composto AIIBVI para o composto tetraédrico MnBVI. Essa evolução não é estrita-

mente linear, no entanto, a variação linear1 é uma excelente aproximação para uma descrição

quantitativa da dependência dos parâmetros da maioria dos compostos com a concentração de

Mn.

Dessa forma, na ausência de um campo magnético externo, a principal diferença entre os

sistemas ternários II-VI, sem a presença de ı́ons magnéticos, como, por exemplo, o Cd1−xZnxTe,

e os compostos AII
1−xMnxB

VI, é que estes possuem a camada 3d com a metade de sua capacidade

de acomodação de elétrons. Como conseqüência, podem ocorrer transições eletrônicas dentro

da camada 3d, envolvendo a troca de spin dos elétrons. Essas transições, que ocorrem com

energias de aproximadamente 2, 2 eV, dominam as propriedades ópticas desses compostos para

concentrações de Mn suficientemente altas (x > 0, 1).

2.5.2 Propriedades Magnéticas

As propriedades mais importantes dos semicondutores magnéticos dilúıdos surgem da

camada 3d do manganês. Na presença de um campo magnético externo, as propriedades

eletrônicas dos semicondutores magnéticos dilúıdos são fortemente influenciadas pela interação

de troca entre os elétrons d e os portadores livres das bandas criados, por exemplo, por excitação

óptica. Isto ocorre por que o campo magnético orienta os momentos magnéticos localizados,

criando uma componente diferente de zero para a componente dos spins de Mn ao longo da

1O gap de energia do Zn1−xMnxSe é uma exceção dessa regra pois apresenta um arco (bowing) para pequenos
valores de concentração x [19].
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direção do campo.

Essa interação de troca entre os elétrons d e os portadores das bandas é descrita, nas

vizinhanças do ponto Γ, pelo hamiltoniano de Heisenberg

Hex =
∑
�Ri

J(�r − �Ri)�Si · �σ, (2.13)

onde �Si é o operador de spin do ı́on magnético localizado no śıtio �Ri (Si = 5/2), �σ é o operador

de spin dos portadores e J(�r− �Ri) é a integral de troca. Como os portadores possuem funções de

onda espacialmente estendidas, eles interagem simultaneamente com um grande número de ı́ons

de Mn. Isto permite usar a aproximação de campo médio, que consiste em trocar os operadores

de spin dos ı́ons de Mn por uma média térmica
〈

�S
〉
. Na ausência do campo magnético externo

essa média é nula, porém, quando o campo é aplicado ao sistema, a média térmica terá uma

componente diferente de zero na direção do campo,
〈

�SB

〉
. Além disso, na aproximação do

cristal virtual, a soma sobre os ı́ons é trocada pela soma sobre os śıtios da sub-rede dos cátions

multiplicada pela fração molar dos ı́ons de Mn. Assim

Hex =
〈

�SB

〉
· �σ
∑
�Ri

J(�r − �Ri) = x
〈

�SB

〉
· �σ
∑

�R

J(�r − �R), (2.14)

onde a soma em �R é sobre os śıtios da sub-rede dos cátions.

A compreensão das propriedades magnéticas dos semicondutores magnéticos dilúıdos

é limitada para alguns casos limites, como por exemplo, em regime de baixas 2 concentrações

[1]. Nesse limite, onde os momentos magnéticos dos ı́ons não interagem, a média térmica dos

operadores de spin é dada por

〈SB〉 = −5

2
B5/2

( 5
2
gMnμBB

kBT

)
, (2.15)

com gMn = 2 sendo o fator giromagnético do Mn, μB o magneton de Bohr, kB é a constante de

Boltzman e B5/2 a função de Brillouin para um spin total S = 5/2,

BS (η) =
2S + 1

2S
cotg h

(
2S + 1

2S
η

)
− 1

2S
cotg h

(
1

2S
η

)
.

2Esse regime de baixa concentração depende do composto II-VI considerado. No composto Hg1−xMnxTe
por exemplo, uma concentração x ≥ 0, 0017 já é considerada alta [20].
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Para trabalharmos com valores arbitrários de x e T , utilizaremos o modelo de Gaj [21].

Este modelo fenomenológica basea-se na semelhança existente entre a magnetização observada

experimentalmente e a função de Brillouin, que descreve a magnetização no caso de momentos

magnéticos não interagentes. Desse modo, a componente da média térmica dos spins de Mn na

direção do campo aplicado é descrita pela função de Brillouin ajustando o valor de saturação e

introduzindo uma temperatura efetiva,

S = 5/2 → S0 = S0 (x) ; T → Tef = T + T0 (x) .

Dessa forma, a média térmica dos operadores de spin dos ı́ons de Mn é dada por

〈SB〉 = −S0(x)B5/2

( 5
2
gMnμBB

kBTef

)
. (2.16)

A utilidade da equação (2.16) encontra-se no fato de que os parâmetros S0 e T0 podem

ser tabelados como uma função da fração molar de Mn para cada semicondutor magnético

dilúıdo [21]. Os valores de saturação S0 são menores que 5/2 e diminuem com o aumento da

concentração dos ı́ons magnéticos, sugerindo que uma fração dos ı́ons de Mn formam pares

ou complexos com ordenamento antiferromagnético que reduzindo o momento magnético final.

Os ı́ons restantes se alinham na direção do campo magnético aplicado de acordo com a função

de Brillouin com uma Tef maior que a temperatura T , o que também reflete uma interação

antiferromagnética entre os ı́ons; T0 é positivo e aumenta com a concentração.



Caṕıtulo 3

Cálculo da Estrutura Eletrônica

3.1 O Método �k · �p

Até 1955 somente dois conjuntos completos de funções eram usados para resolver pro-

blemas de elétrons em sólidos: as funções de Bloch, autofunções do hamiltoniano de um elétron

caracterizadas por um ı́ndice de banda n e um vetor de onda �k, e as funções de Wannier, defi-

nidas em termos do conjunto de Bloch e caracterizados por um ı́ndice de banda n e um vetor

de translação da rede �R. Em 1955, Luttinger e Kohn [11] introduziram um novo conjunto com-

pleto de funções. Mostraram que, se as funções de Bloch são conhecidas num ponto particular

�k0 do espaço �k, é posśıvel construir um novo conjunto completo de funções, caracterizados por

um ı́ndice de banda n e vetor de onda �k e dependente do conjunto de Bloch no ponto �k0. Dessa

forma, as funções de Bloch, em cada �k, podem ser expandidas em termos desse conjunto.

Para um elétron em um potencial cristalino V (�r) = V (�r + �R), onde �R = n1�a1 +n2�a2 +

n3�a3, com �a1, �a2, �a3 sendo os vetores da rede e n1, n2, n3 números inteiros, as autofunções

eletrônicas satisfazem a equação de Schrödinger

Hψ (�r) =

[−�
2

2m0

∇2 + V (�r) +
�

4m2
0c

2
�σ × �∇V (�r) · �p

]
ψ (�r) = εψ (�r) , (3.1)

onde m0 é a massa do elétron livre. O terceiro termo no hamiltoniano é devido ao acoplamento

spin-órbita, onde �σ é a matriz de Pauli. Este hamiltoniano é invariante sob translações por

vetores da rede de Bravais. Logo, se ψ(�r) for solução da equação (3.1), ψ(�r + �R) também

será. Assim, ψ(�r + �R) difere de ψ(�r) no máximo por uma constante com módulo unitário; caso

19
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contrário, a autofunção poderá crescer para o infinito se repetirmos a translação indefinida-

mente. Assim, a solução geral (normalizada) da equação anterior é dada por

ψν�k (�r) =
1√
N

ei�k·�ruν�k (�r) , (3.2)

onde uν�k(�r) = uν�k(�r + �R) é uma função periódica. N = Ω/Ω0 é o número de células unitárias

do cristal, sendo Ω o volume do cristal e Ω0 o volume de uma célula unitária. Esse é o teorema

de Bloch e as autofunções ψν�k(�r) são chamadas de funções de Bloch. A energia é dada por

ε = εν(�k), onde ν se refere à banda e �k é o vetor de onda do elétron. Da equação (3.2) vemos

que as funções uν�k(�r) estão normalizadas no volume de uma célula unitária.

Substituindo as funções de Bloch (3.2) na equação (3.1) obtemos uma equação de

autovalores, no volume de uma célula unitária do cristal, para a parte periódica das funções de

Bloch uν�k (�r):

H(�k)uν�k (�r) =

[
H0 +

�
2k2

2m0

+
�

m0

�k · �p +
�

2

4m2
0c

2
�∇V (�r) × �k · �σ

]
uν�k (�r) = εuν�k (�r) , (3.3)

onde

H0 = H (k = 0) = − �
2

2m0

∇2 + V (�r) +
�

4m2
0c

2
�σ × �∇V (�r) · �p. (3.4)

O quarto termo na equação (3.3) é proporcional a �k e tem sua origem na interação spin-órbita.

Como este termo é muito pequeno quando comparado com o último termo da equação (3.4)

será desprezado [22]. O vetor de onda �k aparece na equação (3.3) apenas como um parâmetro,

assim, para cada valor desse parâmetro, as funções uν�k (�r) formam um conjunto completo.

Através das soluções (3.2) vemos que aquelas com �k imaginário devem ser descartadas,

uma vez que estas autofunções não serão bem comportadas. Como existem alguns intervalos de

energia que correspondem a valores imaginários de �k, surgem as bandas de energias proibidas

ou gaps de energia. Os intervalos de energia, onde existem soluções aceitáveis são conhecidos

como bandas de energia permitidas.

Modelo de Kane

A localização dos portadores nas proximidades dos extremos das bandas torna essa
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região muito importante para o estudo das propriedades eletrônicas e ópticas nos materiais se-

micondutores. Devido a este fato podemos fazer algumas simplificações no cálculo da estrutura

eletrônica. A aproximação de Kane [22] tem por objetivo obter uma forma mais simples de se

calcular a estrutura eletrônica.

Na implementação do método �k · �p existem diversos modelos, que se diferenciam por

incluir ou não determinadas bandas ou efeitos. Se a estrutura de banda de interesse é perto de

uma única banda, tal como o extremo da banda de condução e o acoplamento com as outras

bandas é despreźıvel, então nós podemos aplicar a teoria de perturbação ordinária. Quando

somente duas bandas interagem fortemente, como no caso das bandas de buraco pesado e

buraco leve, teremos um hamiltoniano 4 × 4 (modelo de Luttinger [23]). Se a banda split-off

também for significativa, como por exemplo para o GaN, o hamiltoniano resultante será 6 × 6

(modelo de Luttinger-Kohn [11]).

No modelo de Kane, o acoplamento entre as bandas de condução (Γ6), valência (Γ8)

e split-off (Γ7) é considerado exatamente. A interação dessas bandas com as demais bandas

é obtida via teoria de pertubação de Löwdin [24]. A interação spin-órbita e efeitos de spin

também estão inclúıdos no modelo e são essenciais para se obter as propriedades eletrônicas de

heteroestruturas semicondutoras. Assim, o modelo de Kane deve ser usado sempre que estiver-

mos estudando materiais com gaps de energia tais que a interação entre as bandas de condução,

valência e split-off não puderem ser desprezadas, resultando assim em um hamiltoniano 8× 8.

Nesse trabalho usaremos a aproximação de Kane, mas não incluiremos a banda de split-off,

resultando em um hamiltoniano 6 × 6.

Suponhamos que para �k = 0 as soluções da equação (3.3) sejam conhecidas, isto é,

H0uν0 (�r) = εν (0) uν0 (�r) .

Assim, as funções uν�k (�r) para um dado �k podem ser escritas em termos das funções uν0 (�r) em

�k = 0,

uν�k(�r) =
∑

μ

cνμ(�k)uμ0(�r). (3.5)
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Substituindo a equação anterior na equação (3.3), multiplicando por u∗
μ0 (�r) e integrando sobre

uma célula unitária obtemos a seguinte equação matricial de autovalores:

∑
μ

[
Hνμ − εν(�k)δνμ

]
cνμ = 0, (3.6)

onde,

Hνμ = Hνμ(�k) =

[
εν (0) +

�
2k2

2m0

]
δνμ +

�

m0

∑
α

kαpα
νμ (3.7)

e

pα
νμ =

∫
Ω0

u∗
ν0 (�r)

(
�

i

∂

∂xα

)
uμ0 (�r) d�r,

com α = x, y e z. Embora a equação (3.6) seja correta para qualquer valor de �k, ela é mais útil

quando �k está próximo de zero, de modo que a parte não diagonal do hamiltoniano,

�

m0

∑
α

kαpα
νμ,

possa ser tratada como uma perturbação.

Na aproximação de Kane o hamiltoniano (3.7) é tratado perturbativamente através da

teoria de perturbação de Löwdin. No método de Löwdin, os estados são separados em dois

conjuntos A e B. Assim, a equação (3.5) deve ser reescrita como

uν�k (�r) =
A∑
μ

cνμ

(
�k
)

uμ0 (�r) +
B∑
γ

cνγ

(
�k
)

uγ0 (�r)

onde os ı́ndices ν, μ pertencem ao conjunto A e γ ao conjunto B. No conjunto A estão os

estados que podem interagir fortemente entre si, mas interagem fracamente com os estados

de B. As interações entre os conjuntos A e B são então removidas iterativamente como na

teoria de perturbação ordinária, sem tentar remover elementos de matriz conectando estados

em A. Desse modo, obtemos um hamiltoniano renormalizado H ′ que deve ser diagonalizado

exatamente, dado por:

H ′
νμ = Hνμ +

B∑
γ

HνγHγμ

Hνν − Hββ

, (3.8)

Para o conjunto A são escolhidos os estados de condução e valência (elétron, buraco pesado,

buraco leve e split-off, todos duplamente degenerados), figura (2.4 b), colocando todas as outras

bandas no conjunto B.
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Através da técnica de Clebsch-Gordon para a adição de momentos angulares obtemos

no conjunto A as funções de base que diagonalizam a interação spin-órbita, isto é,

|e ↑〉 = |1
2
;
1

2
〉 = |S ↑〉

|h ↑〉 = |3
2
;
3

2
〉 = − i√

2
|(X + iY ) ↑〉

|l ↓〉 = |3
2
;−1

2
〉 =

i√
6

[|(X − iY ) ↑〉 + 2|Z ↓〉]

|so ↓〉 = |1
2
;−1

2
〉 = − i√

3
[|(X − iY ) ↑〉 − |Z ↓〉] (3.9)

|e ↓〉 = |1
2
;−1

2
〉 = −|S ↓〉

|h ↓〉 = |3
2
;−3

2
〉 =

i√
2
|(X − iY ) ↓〉

|l ↑〉 = |3
2
;
1

2
〉 = − i√

6
[|(X + iY ) ↓〉 − 2|Z ↑〉]

|so ↑〉 = |1
2
;
1

2
〉 =

i√
3

[|(X + iY ) ↓〉 + |Z ↑〉]

onde as fases foram escolhidas de forma a satisfazer o teorema de Kramers [25], consequente-

mente, as quatro últimas funções de base são obtidas das quatro primeiras aplicando o operador

de Kramers. As funções |S〉, |X〉, |Y 〉 e |Z〉 são as funções de Bloch do cristal, que possuem

simetria dos orbitais atômicos s e p. Dessa forma, usando a equação (3.8) na equação (3.6), a

equação de autovalores que temos que resolver é:

A∑
μ

[
H ′

νμ − εν

(
�k
)

δνμ

]
cνμ = 0,

onde

H ′
νμ =

[
εν (0) +

�
2k2

2m0

]
δνμ +

�

m0

∑
α

kαpα
νμ +

�
2

m2
0

B∑
γ

∑
α,β

kαkβpα
νγp

β
γμ

εν (0) − εγ (0)
· (3.10)

A obtenção dos elementos de matriz permitidos do hamiltoniano �k · �p depende de

considerações de simetria e análise de teoria de grupo. Segundo Weiler et al. [26] desprezando

os efeitos da falta de simetria de inversão da estrutura blenda de zinco, aproximação quase-

germânio, o hamiltoniano 6 × 6 pode ser escrito conforme a tabela (3.1), onde utiliza-se as
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seguintes definições:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

k2 = k2
x + k2

y + k2
z , k± = kx ± iky,

F 1
3 = 2k2

z − k2
x − k2

y, F 2
3 =

√
3
(
k2

x − k2
y

)
,

F±
4 = {kz, k

±} = kzk
± + k±kz, F z

4 = {kx, ky} ,
Hz = i [kx, ky] , H± = ± [k±, kz] .

(3.11)

Em nosso hamiltoniano estamos considerando a referência de energia no topo da banda

de valência, onde εv (0) = 0, assim Eg = εc (0) − εv (0) é o gap de energia do semicondutor. Os

parâmetros que constam no hamiltoniano estão listados no Apêndice A.

3.2 Hamiltoniano de Troca

Para incluirmos interação de troca entre os elétrons d e os portadores das bandas na

presença de um campo magnético, vamos considerar o caso geral onde o campo é aplicado numa

direção qualquer e depois particularizá-lo. Para obtermos o hamiltoniano de troca, faremos uma

rotação do sistema de coordenadas no plano xôy, como mostrado na figura (3.1). Desse modo,

um campo magnético aplicado �B = (Bx, By, Bz), possui neste novo sistema de coordenadas

apenas duas componentes, uma ao longo do eixo z e outra ao longo do eixo y′.

Figura 3.1: Rotação do sistema de coordenadas no plano xôy, isto é, (x, y, z) → (x′, y′, z).
Neste novo sistema de coordenadas o campo magnético possui apenas duas componentes, uma
ao longo do eixo z e outra ao longo do eixo y′.

Usando as funções de base mostradas na equação (3.9), o hamiltoniano de troca (2.14)
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toma a forma

Hex =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3A cos φ 0 0 0 −3Aξ∗ 0 0 0

0 3B cos φ 0 0 0 0
√

3Bξ∗ −√
6Bξ∗

0 0 −B cos φ 0 0
√

3Bξ∗ 2Bξ
√

2Bξ

0 0 0 B cos φ 0 −√
6Bξ∗

√
2Bξ Bξ

−3Aξ 0 0 0 −3A cos φ 0 0 0

0 0
√

3Bξ −√
6Bξ 0 −3B cos φ 0 0

0
√

3Bξ 2Bξ∗
√

2Bξ∗ 0 0 B cos φ 0

0 −√
6Bξ

√
2Bξ∗ Bξ∗ 0 0 0 −B cos φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(3.12)

onde ξ = ei(θ+π/2) sen φ, com os ângulos θ e φ definidos na figura (3.1). Temos ainda que

A = −1

6
N0αx 〈SB〉 e B = −1

6
N0βx 〈SB〉 , (3.13)

onde α = 〈S| J (�r) |S〉 e β = 〈X| J (�r) |X〉 = 〈Y | J (�r) |Y 〉 = 〈Z| J (�r) |Z〉 são as integrais de

troca [27] e N0 é o número de células unitárias por unidade de volume.

Num caso particular em que o campo magnético seja aplicado na direção de crescimento

z, o hamiltoniano de troca é obtido fazendo-se o ângulo φ = 0. Com isso Hex torna-se diagonal

e seu efeito é de apenas renormalizar a descontinuidade das bandas nas interfaces, levantando

também as degenerescências de spin.

3.3 Efeitos de Tensão

Uma outra caracteŕıstica de semicondutores semimagnéticos é apresentarem uma forte

dependência do gap de energia e do parâmetro de rede com a concentração do ı́on magnético.

Dessa forma, uma propriedade inerente dessas heteroestruturas é que elas contém camadas

tensionadas, modificando as descontinuidades das bandas nas interfaces e levantando a dege-

nerescência dos estados de buraco leve e pesado no ponto Γ. Por outro lado, quando o cristal

sofre uma deformação uniforme ele mantém sua propriedade de ser periódico, de tal forma que

o teorema de Bloch pode ainda ser aplicado.

Consideraremos os efeitos de tensão através do modelo de Pikus-Bir [28] para o caso de

cristais cúbicos com tensão homogênea biaxial. Este modelo é utilizado para descrever camadas

semicondutoras tensionadas pseudomórficas crescidas ao longo da direção (001).
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O vetor posição �r para um dado átomo da rede não deformada está relacionado com o

vetor posição �r ′ para uma rede deformada pela relação,

x′
i = xi +

3∑
j=1

εijxj ; i = 1, 2, 3 (3.14)

onde x′
i e xi são as componentes dos vetores �r ′ e �r, respectivamente, e εij = (x′

i − xi)/xj são

as componentes do tensor das deformações. Da equação (3.14) pode ser verificado que o traço

da matriz ε̄ é igual à razão da variação do volume do cristal sob uma deformação uniforme por

unidade de volume, isto é,

δV

V
= Tr(ε̄) = εxx + εyy + εzz.

As componentes do tensor ε̄ não são todas independentes e, para uma rede cúbica com constante

de rede a (x) crescida sobre uma camada com constante de rede a0 (deformação biaxial), teremos

ε‖ ≡ εxx = εyy =
a0 − a (x)

a (x)
; ε⊥ ≡ εzz ; εij = 0, i �= j.

O tensor das deformações ε̄ está relacionado com o tensor das tensões τ̄ pela lei de Hooke,⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

τxx

τyy

τzz

τxy

τyz

τzx

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

C11 C12 C12 0 0 0
C12 C11 C12 0 0 0
C12 C12 C11 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C44

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

εxx

εyy

εzz

0
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

com Cij sendo as componentes do tensor elástico. Da lei de Hooke vemos que, na ausência de

uma tensão externa aplicada ao longo da direção z (τzz = 0), teremos,

ε⊥ ≡ εzz = −2
C12

C11

ε‖.

Das relações anteriores vemos que um cristal uniformemente deformado é ainda periódico,

exceto que o potencial cristalino V (�r) deve ser trocado pelo novo potencial Vε (�r ′). Assim, a

equação de Schrödinger no sistema de coordenadas do cristal deformado �r ′ toma a forma (ver

equação (3.3))

[
H
(
�k
)

+ Hε
]
uε

ν�k
(�r) =

[
H
(
�k
)

+
∑
α,β

(
Dαβ − 2

�

m0

kαpβ

)
εαβ

]
uε

ν�k
(�r) = εuε

ν�k
(�r) ,
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onde uε
ν�k

(�r) = uν�k′ (�r ′) é a parte periódica da função de Bloch para o cristal deformado e

Dαβ = − 1

m0

pαpβ +
∂V

∂εαβ

∣∣∣∣
εαβ→0

.

Tratando Hε em primeira ordem de teoria de perturbação pode-se mostrar que os únicos ele-

mentos diferentes de zero são⎧⎪⎨
⎪⎩

Hε
11 = Hε

44 = Hε
el = acTr(ε̄)

Hε
22 = Hε

55 = Hε
hh = avTr(ε̄) + b

2
(εxx + εyy − 2εzz)

Hε
33 = Hε

66 = Hε
lh = avTr(ε̄) − b

2
(εxx + εyy − 2εzz)

(3.15)

onde a = ac − av é o potencial de deformação hidrostático e b o potencial de deformação de

cisalhamento.

Da equação (3.15) vemos que Hε é diagonal, e seu efeito é modificar o gap de energia

dos cristais tensionados e levantar a degenerescência entre o buraco leve e o buraco pesado no

ponto Γ, sem levantar as degenerescências de spin. Esse hamiltoniano deve então ser adicionado

ao hamiltoniano �k · �p mostrado na tabela 3.1. Reescrevendo a equação (3.15) em termos das

componentes do tensor elástico Cij teremos,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

Hε
el = 2ac

(
1 − C12

C11

)
ε‖

Hε
hh = 2av

(
1 − C12

C11

)
ε‖ + b

2

(
1 + 2C12

C11

)
ε‖

Hε
lh = 2av

(
1 − C12

C11

)
ε‖ − b

2

(
1 + 2C12

C11

)
ε‖

(3.16)

3.4 Método Numérico

Descreveremos agora o método numérico utilizado para resolver a equação da massa

efetiva. Na aproximação da massa efetiva kz é trocado pelo operador diferencial −i∂/∂z,

assim, o hamiltoniano matricial multi-banda H obtido pelo método �k · �p (tabela 3.1) deve

ser simetrizado, uma vez que os parâmetros desse hamiltoniano dependem explicitamente da

direção de crescimento, eixo z. Na forma simetrizada temos

H (kz → −i∂/∂z) = D0 +
1

2

{
D1,

∂

∂z

}
+

∂

∂z
D2

∂

∂z
, (3.17)
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onde Di é a matriz dos coeficientes de (∂/∂z)i de H e {A, B} é o anticomutador entre as

quantidades A e B.

Usando o método das diferenças finitas de três pontos [29] transformamos o operador

diferencial matricial (3.17) em um sistema de equações algébricas sobre uma rede discreta

uniforme com N pontos. Logo, a equação (2.12) toma a forma

Mi−1Fi−1 + MiFi + Mi+1Fi+1 = EFi, (3.18)

onde

Mi±1=
D

i±1/2
2

δ2
− Di

1 + Di±1
1

4δ
; Mi= Di

0 −
D

i−1/2
2 + D

i+1/2
2

δ2
· (3.19)

Nesta equação δ = zi+1 − zi é o intervalo de discretização do eixo z e i representa o ı́ndice

espacial, figura (3.2); os ı́ndices n e �k‖ foram omitidos.

· · · · · ·
δ δ

1 2 i − 1 i i + 1 N − 1 N

� z

Figura 3.2: Discretização uniforme do eixo z. O intervalo de discretização é constante e igual
a δ = zi+1 − zi, com i representando o ı́ndice espacial.

As equações (3.18) podem também ser escritas na forma matricial H̄F̄ =EF̄, resultando

em uma equação de autovalores matricial algébrica.

3.4.1 O Método da Potência Inversa

Para obtermos as soluções dessa equação usaremos um método numérico iterativo co-

nhecido como método da potência inversa [30,31]. Para isso, vamos considerar que a matriz H̄

possui autovetores F̄1, F̄2, . . ., F̄n e correspondentes autovalores E1, E2, . . ., En. Assim, uma

função inicial F̄(0) pode ser expandida como uma combinação linear destes autovetores:

F̄(0) = a1F̄1 + a2F̄2 + . . . + anF̄n. (3.20)

Aplicando o operador
(
H̄−λI

)−m
em F̄(0) obtemos

(
H̄ − λI

)−m
F̄(0) =

a1F̄1

(E1 − λ)m +
a2F̄2

(E2 − λ)m + . . . +
anF̄n

(En − λ)m , (3.21)
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onde λ é um parâmetro ajustável chamado shift, I é a matriz identidade e m um número inteiro.

Se λ for escolhido de modo que ele seja uma boa aproximação para Ei, teremos |Ei − λ| <

|Ej − λ| para todos os j diferentes de i. Deste modo, para um número m suficientemente

grande, o resultado da operação (3.21) será um múltiplo de F̄i, isto é, terá uma componente

dominante nesta direção (desde que ai �= 0). Além disso, quanto mais próximo de Ei for λ,

menor será m para obtermos F̄i dentro de uma determinada precisão. Deve ser observado

também que não existe nada de especial em relação ao autovalor Ei, isto é, o shift λ pode ser

escolhido de tal forma que tenha um valor que seja próximo de qualquer um dos autovalores de

H̄. A equação (3.21) pode então ser escrita aproximadamente como

(
H̄−λI

)−m
F̄(0) ≈ aiF̄i

(Ei − λ)m , (3.22)

de onde o autovetor F̄i e o autovalor Ei podem ser obtidos. Da mesma forma, todos os outros

autovalores e autovetores de H̄ podem ser obtidos variando de forma conveniente o valor de

λ. Por exemplo, em uma heteroestrutura todas as funções envelope e autoenergias dos estados

ligados podem ser obtidas variando λ para valores de energias desde o fundo até o topo do poço

de potencial. Para obtermos os autovalores correspondentes aos estados degenerados usamos a

técnica de ortonormalização de Gram-Schmidt [32].

As principais caracteŕısticas desse método é que ele tem se mostrado muito estável e

de convergência bastante rápida1. Além disso, ele permite estudar poços quânticos com formas

arbitrárias.

Além disso, para terminarmos o processo iterativo devemos adotar um critério de con-

vergência. Nesse trabalho o critério é que a diferença entre os autovalores Ei entre duas iterações

consecutivas deve ser menor do que 10−8 meV, isto é, |E(m)
i − E

(m−1)
i | < 10−8 meV.

Quanto à função inicial F̄(0), a única restrição é que ela deve possuir todos os coeficientes

ai diferentes de zero. No entanto, para aumentarmos a velocidade de convergência, escolhemos

não apenas uma única função inicial F̄(0), mas sim, uma função para cada estado. Esta escolha

1Para aumentarmos a velocidade da convergência, cada nova iteração é iniciada com um novo shift λ =
E

(m−1)
i e com uma nova função F̄(m−1).
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é feita de tal forma que cada uma dessas funções possua caracteŕısticas da autofunção de cada

estado, como, por exemplo, o número de zeros. Dessa forma, escolhemos como funções iniciais

os autoestados do oscilador harmônico, uma vez que elas possuem as caracteŕısticas desejadas

e, além disso, podem ser facilmente implementadas numericamente.



Caṕıtulo 4

Éxcitons

4.1 Introdução

O conceito de éxciton foi introduzido por Frenkel em 1931 [33], e a sua idéia é que

quando um material absorve luz, cada átomo é individualmente excitado e esta excitação

propaga-se pelo cristal devido às interações entre os átomos. No modelo apresentado por

Frenkel, a função de onda do éxciton é descrita como uma combinação linear de funções de

onda de cada elétron do cristal.

Um outro modelo para descrever o éxciton foi proposto por Wannier em 1937 [34].

Considerando a aproximação de part́ıcula independente, o estado fundamental de um material

isolante ou semicondutor apresenta bandas de energia completamente vazias. Quando um

material absorve radiação e a energia do fóton incidente é suficiente para remover um elétron

da banda de valência para a banda de condução, dá-se origem a um portador de carga positiva

na banda de valência, chamado buraco. No modelo de Wannier, o éxciton é formado pelo par

interagente elétron-buraco. Devido a interação coulombiana, o estado excitado de mais baixa

energia é um estado ligado do tipo estado fundamental do átomo de hidrogênio. Basicamente,

a diferença entre os dois modelos depende da força de interação entre os átomos do material.

Nos cristais iônicos e moleculares, os elétrons estão fortemente ligados aos buracos e cada um

com o outro dentro da mesma cela unitária. Estes éxcitons são conhecidos como éxcitons de

Frenkel. Na maioria dos semicondutores, a interação coulombiana é fortemente blindada via

constante dielétrica do material. Com isso, os elétrons e os buracos estão fracamente ligados.

32
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Tais éxcitons são conhecidos como éxcitons de Wannier. Uma vez que nosso interesse são

materiais semicondutores do tipo II-VI, as referências que se seguem em relação ao éxciton

correspondem ao modelo de Wannier.

4.2 Propriedades Gerais

A descrição matemática mais simples do éxciton é dada pelo modelo hidrogenóide.

Dessa forma, o primeiro estado excitado do cristal é formado por um elétron de massa m∗
e e

carga −e na banda de condução e um buraco de massa m∗
h e carga +e na banda de valência.

Dentro da aproximação da massa efetiva, o hamiltoniano desse sistema pode ser escrito como

H = − �
2

2m∗
e

∇2
e −

�
2

2m∗
h

∇2
h −

e2

4πε |�re − �rh| , (4.1)

onde m∗
e e m∗

h representam as massas efetivas do elétron e buraco respectivamente. Como o

éxciton pode se estender por vários parâmetros de rede, consideramos que a interação cou-

lombiana é blindada pela constante dielétrica do meio. Essa consideração só se justifica se o

resultado da equação

HΨ (�re, �rh) = EΨ (�re, �rh) (4.2)

mostrar que a distância média do par elétron-buraco é muito maior que o parâmetro de rede

do cristal em questão.

A melhor maneira de abordar o problema é escrever a equação (4.1) em termos das

coordenadas do centro de massa. A posição relativa entre as duas part́ıculas é

�r = �re − �rh, (4.3)

enquanto a posição do centro de massa do sistema fica definido por

�R =
m∗

e�re + m∗
h�rh

m∗
e + m∗

h

. (4.4)

Depois de alguma manipulação algébrica, reescrevemos o hamiltoniano em termos dessas coor-

denadas e a equação de Schrödinger fica dada por[
P 2

2M
+

p2

2μ
− e2

4πεr

]
Ψ(�R,�r) = EnKΨ(�R,�r) (4.5)
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onde M = m∗
e + m∗

h é a massa total, μ =
m∗

e m∗
h

m∗
e+m∗

h
é a massa reduzida do par elétron-buraco,

�P = −i��∇�R é o operador relacionado ao movimento do centro de massa do éxciton, �p = −i��∇�r

é o operador relacionado ao movimento relativo do par elétron-buraco.

Se considerarmos como referência a energia no topo da banda de valência, a energia

EnK pode ser dada por

EnK = Eg − Eexc, (4.6)

onde Eexc é a energia excitônica e Eg é a energia de gap do material. Da equação (4.6), vemos

que se desconsiderarmos a interação coulombiana entre eles a energia deste estado é exatamente

o valor do gap Eg, caso contrário existirão estados ligados do par elétron-buraco e o cristal terá

estados com energia menor que Eg.

Uma vez que separamos o hamiltoniano em uma parte que descreve o movimento do

centro de massa e outra que que descreve o movimento relativo, podemos aplicar o método de

separação de variáveis e escrever a função de onda como

Ψ(�R,�r) =
1√
Ω

e−i �K·�Rφ(�r), (4.7)

onde Ω é o volume do cristal e φ(�r) satisfaz a seguinte equação:[
�p2

2μ
− e2

4πεr

]
φ(�r) = Enφ(�r). (4.8)

A equação (4.8) é a equação do tipo átomo de hidrogênio, onde os estados ligados são

descritos pelas autofunções φnlm com autoenergias En. Em particular, para o estado fundamen-

tal temos:

φ000(r) =
1√

π (a∗
0)

3
e−(r/a∗

0),

onde

a∗
0 =

4πε�2

μe2
(4.9)

é o raio de Bohr efetivo e Ry∗

E0 = −Ry∗ = − μe4

2�2ε2
= − �

2

2μ (a∗
0)

2 (4.10)
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é o Rydberg efetivo.

Com isso, podemos utilizar a equação (4.9) para testar a blindagem do termo coulom-

biano pela constante dielétrica. Com valores de ε e μ para o CdTe (Apêndice A), obtemos

aexc
0  60Å. Este valor indica a consistência da utilização de um potencial blindado, já que

equivale a aproximadamente dez vezes o parâmetro de rede do cristal.

4.3 Éxcitons em Poços Quânticos

A formação de éxcitons ocorre sobretudo em materiais que permitem o confinamento

espacial de elétrons e buracos, como, por exemplo, em poços quânticos. Heteroestruturas que

permitem este tipo de confinamento foram constrúıdas a partir da proposta de Esaki e Tsu [35]

em 1970.

Figura 4.1: Representação de confinamento de portadores em um poço quântico simples ao
longo da direção z. São mostrados os potenciais de confinamento Ve(ze) para os elétrons e
Vb(zb) para os buracos e a transição eletrônica devido a absorção de um fóton de energia �ω
igual a Eg + εe + εb.

Para esse sistema, o hamiltoniano pode ser escrito da seguinte forma

H =

[
− �

2

2m∗
e

∇2
e + Ve(ze)

]
+

[
− �

2

2m∗
h

∇2
h + Vh(zh)

]
− V (|�re − �rh|) , (4.11)

onde V (|�re − �rh|) é a energia de interação entre o elétron e o buraco e Ve(ze) e Vh(zh) são os

potenciais de confinamento dos elétrons e buracos ao longo da direção de crescimento. Vemos
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que a invariância de translação na direção z é quebrada pelos termos Ve(ze) e Vh(zh), o que faz

com que o problema não tenha solução anaĺıtica.

Devido à anisotropia da banda de valência, as massas efetivas dos buracos são diferentes

na direção de crescimento e no plano perpendicular. Dessa forma, o operador energia cinética

deve ser reescrito como

p2

2m∗
h

−→ p2
�

2m∗
h�

+
p2
⊥

2m∗
h⊥

, (4.12)

onde mx = my = m� e mz = m⊥. Substituindo (4.12) no hamiltoniano (4.11) temos

H =

[
− �

2

2m∗
e

∇2
e + Ve(ze)

]
+

[
− �

2

2m∗
h�

∇2
�h −

�
2

2m∗
h⊥

∂2

∂zh
2

+ Vh(zh)

]
+ V (|�re − �rh|), (4.13)

onde ∇2
�h representa a componente do laplaciano no plano xy para os buracos. Na ausência da

interação coulombiana os autoestados deste hamiltoniano podem ser escritos na forma

ψ(�re, �rh) = exp(i�k�e · �ρe + i�k�h · �ρh)χne(ze)χnh(zh),

onde χn,e(ze) e χn,h(zh) são as autofunções para os elétrons e buracos ao longo da direção de

confinamento, respectivamente. �k�e e �k�h são os vetores de onda correspondentes ao movimento

livre dos elétrons e buracos no plano xôy, com �ρe e �ρh sendo os vetores posição neste plano

(�r = �ρ + zk̂).

Podemos reescrever o hamiltoniano (4.13) em termos das coordenadas do centro de

massa do éxciton no plano xôy, resultando em

H = − �
2

2(m∗
e + m∗

h�
)
∇2

R�
− �

2

2μ∗
�

∇2
ρ + V (|�re − �rh|) (4.14)

+

[
− �

2

2m∗
e

d2

dz2
e

+ Ve(ze)

]
+

[
− �

2

2m∗
h⊥

d2

dz2
h

+ Vh(zh)

]
,

onde μ∗ = m∗
em

∗
h�

/(m∗
e + m∗

h�
) é a massa reduzida efetiva do éxciton no plano, �ρ = �ρe − �ρh é

o vetor posição relativa no plano, �R� =
m∗

e�ρe+m∗
h�

�ρh

m∗
e+m∗

h�

é a posição do centro de massa no plano.

Com isso, a função de onda do par elétron-buraco pode ser dada pelo produto

φ(�re, �rh) =
1√
S

exp(i �K� · �R�)ϕ(ze, zh, �ρ), (4.15)

onde S é a área do cristal no plano xôy.
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4.3.1 Método Variacional

São poucos os potenciais para os quais a equação de onda de Schrödinger possui solução

exata. Quando nos aproximamos mais realisticamente de um problema, diversas interações

devem ser levadas em consideração, tais como: interação coulombiana, spin-órbita, campos

elétrico e magnético, etc. Com isso, torna-se necessário a utilização de métodos numéricos

ou de aproximação que permitam obter autovalores e autofunções para potenciais que não

conduzam a equações diferenciais que possam ser resolvidas exatamente. Uma das maneiras de

encontrar soluções aproximadas para a equação de Schrödinger com o hamiltoniano (4.14) é o

método variacional.

De modo geral, o método permite calcular um limite superior para o estado de menor

energia de um sistema 1. Para isso, escolhe-se uma função de onda que dependa de um certo

número de parâmetros Ψ(λ1, ..., λi) e calcula-se o valor esperado de H,

E (λ1, ..., λi) =

∫
Ψ∗HΨdτ∫
Ψ∗Ψdτ

≥ E0. (4.16)

Então, calcula-se os valores numéricos dos parâmetros a partir da condição de minimização

∂E(λ1, ..., λi)

∂λi

= 0

e, conseqüentemente, a energia total.

No caso do éxciton em um poço quântico, cuja função de onda é dada por (4.15),

podemos escrever a função de onda ϕ(ze, zh, ρ) como

ϕ(ze, zh, ρ) = χ1e(ze)χ1h(zh)ξ(ρ),

onde χ1e(ze) e χ1h(zh) serão calculadas numericamente e ξ(ρ) é a função tentativa, dada por

ξ(ρ) =

√
8

π

1

a
exp(−2ρ

a
).

1Embora esse método seja usualmente aplicado para o calcular a energia do estado fundamental, ele pode
também ser usado para se obter os estados excitados do sistema; neste caso deve ser usada a técnica de
ortogonalização de Gram-Schmidt [32].
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Esta função corresponde ao estado fundamental do átomo de hidrogênio bidimensional com o

parâmetro variacional a.

Calculando o valor esperado de H, temos

〈H〉 =

∫
d�red�rhφ

∗(�re, �rh)Hφ(�re, �rh) = EK + Ez+∫
dzedzhd�ρχ1e(ze)χ1h(zh)ξ(ρ)[− �

2

2μ∗
�

∇2
ρ + V (|�re − �rh|)]χ1e(ze)χ1h(zh)ξ(ρ)

com EK =
�2K2

�

2(m∗
e+m∗

h�
)

e Ez = Egap + |E1e|+ |E1h|. Definindo a energia de ligação excitônica

como Eex = 〈H〉 − EK − Ez, temos

Eex =

∫
d�ρξ(ρ)(− �

2

2μ∗
�

∇2
ρ)ξ(ρ) +

∫
dzdz′d�ρ|χ1e(ze)|2|χ1h(zh)|2|ξ(ρ)|2V (ρ, ze − zh). (4.17)

Dessa forma, a energia de ligação excitônica será calculada numericamente usando

o prinćıpio variacional via um programa desenvolvido em linguagem FORTRAN. A exatidão

da energia de ligação depende principalmente da escolha da função tentativa e do número de

parâmetros variacionais envolvidos. Segue no apêndice B o cálculo da enerigia de ligação e uma

comparação com o resultado obtido para o átomo de hidrogênio no caso bidimensional 2

2Para uma descrição do átomo de hidrogênio em duas e três dimensões ver [36].



Caṕıtulo 5

Tunelamento Ressonante de Elétrons,
Buracos e Éxcitons em um Poço
Quântico Duplo de CdTe/CdMnTe

Heteroestruturas semicondutoras como poços quânticos duplos são extensamente es-

tudadas na literatura, tanto teórica quanto experimentalmente [37–41]. Esses sistemas são

constitúıdos por dois poços quânticos simples separados por uma barreira de potencial. Ao

incidirmos uma radiação sobre essa estrutura, elétrons serão promovidos da banda de valência

para a banda de condução, podendo tunelar de um poço para outro antes de recombinar. O

efeito do tunelamento ressonante, induzido pela aplicação de um campo elétrico estático, trouxe

novas perspectivas para a construção de dispositivos opto-eletrônicos [42,43].

Neste caṕıtulo investigamos inicialmente o tunelamento de portadores, devido à aplicação

de um campo elétrico na direção de crescimento. Em seguida, estudamos o efeito de um campo

magnético, aplicado juntamente com o campo elétrico, e verificamos a possibilidade de tune-

lamento simultâneo do par elétron-buraco, ou seja do éxciton. O tunelamento de portadores

em heteroestruturas II-VI é mais influenciado pelos efeitos excitônicos, uma vez que as ener-

gias de ligação são maiores que em heteroestruturas III-V (para o CdTe a energia de ligação

excitônica é εbulk
b ≈ 13, 6 meV e para o GaAs é εbulk

b ≈ 4, 4 meV). Dessa forma, estudamos o

comportamento da energia de ligação excitônica em função dos campos aplicados. Conhecendo

a energia de ligação poderemos interpretar os espectros de energia de transição, observando o

tunelamento do éxciton ou de portadores isolados.

39
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5.1 Considerações Iniciais

A heteroestrutura que investigamos é mostrada na figura (5.1), e consiste de um poço

quântico duplo assimétrico de CdTe/CdMnTe. Como consideramos um substrato de InSb

(a0 = 6, 4794Å), tanto os poços quanto as barreiras tornam-se tensionados devido a diferença

do parâmetro de rede do substrato e da liga. Esse efeito modifica o gap de energia dos cristais

e levanta a degenerescência entre buraco leve e buraco pesado, sem levantar a degenerescência

de spin. As barreiras (com parâmetro a0 = 6, 4663Å), sofrem uma deformação de distensão,

ao passo que os poços não-magnético (com o parâmetro a0 = 6, 4870Å) e o magnético (com

parâmetro a0 = 6, 4811Å) sofrem uma deformação de compressão.

Figura 5.1: Poço quântico duplo assimétrico de CdTe/Cd1−xMnxTe, crescido sobre um substrato
de InSb (a0 = 6, 4794Å) utilizado para estudar o tunelamento de portadores. O poço esquerdo
de CdTe possui largura de 50 Å, o poço direito de Cd0,96Mn0,04Te possui 90 Å de largura e
a barreira entre eles de Cd0,86Mn0,14Te possui 50 Å de largura. A figura mostra os ńıveis de
energia dos dois primeiros autoestados e também a quebra da degenerescência da banda de
valência (BV) em bandas de buraco leve (lh - light-hole) e buraco pesado (hh - heavy-hole).

A aplicação de um campo elétrico externo modifica o potencial que atua sobre os por-
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tadores, podendo aproximar os ńıveis de energia dos estados localizados em cada poço. Nesse

caso, se o campo elétrico aplicado colocar os dois primeiros estados eletrônicos em ressonância,

necessariamente ele separa os dois primeiros estados de buraco. Na condição de máxima apro-

ximação dos ńıveis de energia, a densidade de probabilidade de encontrar a part́ıcula é a mesma

nos dois poços, com isso, um portador inicalmente localizado em um dos poços ficará tunelando

de um poço para outro.

Nas últimas duas décadas vários trabalhos teóricos e experimentais envolvendo o tu-

nelamento em poços quântico duplos de GaAs/AlGaAs foram publicados. Estudos com esses

sistemas mostraram a observação de radiação eletromagnética emitida pela oscilação de car-

gas [44], o tempo de tunelamento dos portadores entre poços adjacentes [45, 46], a energia

de ligação e as energias de transição de éxcitons sob a influência de campos elétricos [47] e

magnéticos [48]. Mais recentemente, trabalhos envolvendo semicondutores do tipo AII
1−xMnxB

V I

revelam fenômenos dependentes de spin como o tunelamento de éxcitons polarizados [49] e o

processos de spin-flip [50].

Em um semicondutor magnético dilúıdo quando um campo magnético é aplicado na

direção de crescimento, o acoplamento entre os estados de cada poço é alterado. Isso ocorre

devido a interação de troca, dada por Hex, que muda a altura das barreiras internas e a

profundidade do poço magnético. Com a energia potencial passando a depender do campo

magnético, a diferença entre os ńıveis de energia dos poços adjacentes e o confinamento dos

portadores passam a depender dos spins dos portadores. Ou seja, aplicando um campo elétrico

ou magnético ao longo da direção de crescimento podemos alterar o acoplamento entre os

estados de cada poço, mas não conseguiremos colocar os estados de elétrons e buracos em

ressonância simultânea. No entanto, verificaremos que com a aplicação conjunta de campos

magnético e elétrico podemos alcançar a condição de tunelamento simultâneo e calcular a

energia de ligação de éxciton em termos dos campos ressonantes. Todos os parâmetros utilizados

estão relacionados no apêndice A.
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5.2 Resultados

Campo Elétrico

Inicialmente vejamos as densidades de probabilidade para os primeiros estados ligados

em cada poço, na ausência de campos externos. A figura (5.2) mostra a energia potencial

e os estados de elétrons, buracos leves e buracos pesados de acordo com a seguinte notação:

o primeiro estado eletrônico, que está localizado no poço mais estreito, é denotado por el1N ,

o segundo estado eletrônico, que está localizado no poço mais largo, é denotado por el2W ,

seguindo a mesma notação para os estados de buraco leve e buraco pesado. Os ı́ndices N e W

representam se os estados estão confinados no poço magnético que, é o mais largo (width), ou

no poço não-magnético que é o mais estreito (narrow). Observamos que os estados de buraco

leve não estão completamente em seus poços por perceberem a presença do poço adjacente, isso

por terem massa da ordem de cinco vezes menor que o buraco pesado.

Figura 5.2: Energia potencial e as densidades de probabilidade para os primeiros estados ligados
em um poço quântico duplo. O primeiro estado eletrônico localizado no poço estreito é indicado
por el1N , o segundo estado eletrônco localizado no poço largo é indicado por el2W , seguindo a
mesma notação no caso dos buracos pesados (hh) e buracos leves (lh).
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O efeito do campo elétrico sobre as densidades de probabilidade é mostrado nas figuras

(5.4) a (5.8). Das figuras (5.3) e (5.4) vemos que a amplitude de probabilidade dos estados de

elétron diminui em um poço aumentando em outro, em função do campo elétrico. Para esse

intervalo de variação do campo elétrico, a probabilidade de encontrar o elétron em um dado

poço é máxima para F = 0 kV/cm e mı́nima para F = -14 kV/cm, tanto para o estado el1N

quanto para el2W .

Figura 5.3: Densidade de probabilidade cor-
resposdente ao estado eletrônico el1N para di-
ferentes valores de campo elétrico.

Figura 5.4: Densidade de probabilidade cor-
resposdente ao estado eletrônico el2W para
diferentes valores de campo elétrico.

Das figuras (5.5) e (5.6) , vemos que a probabilidade de encontrarmos o buraco pesado

em um dado poço é praticamente a mesma até um campo elétrico de 10 kV/cm. A partir

desse valor entretanto, a amplitude de probabilidade do buraco pesado diminui subitamente

em um determinado poço e aumenta no outro. Já os estados de buraco leve, como não ficam

completamente confinados em um dado poço, mostram-se extremamente senśıveis ao campo

elétrico. Vemos com as figuras (5.7) e (5.8), que um campo elétrico de 3 kV/cm é suficiente

para modificar de maneira significativa a forma do estado. Para campos maiores os estados

lh1N e lh2W deixam de ser estados ligados.

A partir desses resultados fica claro que podemos determinar o valor do campo elétrico

para o qual a probabilidade de encontrar o portador, num poço ou no outro, seja a mesma. O

valor do campo elétrico ressonante é determinado examinando como os ńıveis de energia variam
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Figura 5.5: Densidade de probabilidade cor-
resposdente ao estado de buraco pesado hh1N

para diferentes valores de campo elétrico.

Figura 5.6: Densidade de probabilidade cor-
resposdente ao estado de buraco pesado hh2W

para diferentes valores de campo elétrico.

Figura 5.7: Densidade de probabilidade cor-
resposdente ao estado de buraco leve lh1N

para diferentes valores de campo elétrico.

Figura 5.8: Densidade de probabilidade cor-
resposdente ao estado de buraco leve lh2W

para diferentes valores de campo elétrico.

em função do campo.

As figuras (5.9) e (5.11) mostram o campo elétrico aproximando os ńıveis de energia

dos estados até um valor mı́nimo. O ponto de máxima aproximação entre os ńıveis corresponde

ao campo elétrico ressonante, que nesse caso é Fress = −10, 79 kV/cm para os estados de elétron

e Fress = 10, 33 kV/cm para os estados de buraco pesado. No caso de poços separados por

uma barreira muito larga, não haveria acoplamento entre os poços e as curvas dos ńıveis de

energia iriam se cruzar. Mas como a barreira possui 50 Å de largura, existe um acoplamento
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Figura 5.9: Nı́veis de energia dos esta-
dos el1N (linha tracejada) e el2W (linha
cont́ınua) em função do campo elétrico apli-
cado. Na ressonância o campo elétrico é
Fress = −10, 79 kV/cm.

Figura 5.10: Diferença entre os ńıveis de
energia dos estados el1N e el2W em função
do campo elétrico aplicado. Na ressonância
a diferença é Δεel

min = 2, 54 meV .

entre os poços. A partir do valor do campo elétrico ressonante os ńıveis passam a interagir

repulsivamente, fazendo com que a separação dos ńıveis aumente. Nas figuras (5.10) e (5.12)

plotamos a diferença entre os ńıveis de energia em função do campo. A diferença mı́nima

observada entre os ńıveis é um parâmetro utilizado para o cálculo do tempo de tunelamento

dos portadores de um poço para outro. Essas diferenças mı́nimas são Δεel
min = 2, 54 meV e

Δεhh
min = 0, 071 meV.

Uma vez determinado os valores de campo elétrico que coloca em ressonância os estados de

elétron e buraco pesado, aplicamos o campo ressonante e vemos que a densidade de probabi-

lidade de encontrar o portador fica distribúıda em ambos os poços, conforme visto nas figuras

(5.13) e (5.14).

Outra forma de verificar o tunelamento dos potadores é pensarmos em termos da

posição média, 〈zi〉 = 〈ϕi|z|ϕi〉. De acordo com as figuras (5.13) e (5.14), na condição de

ressonância as densidades de probabilidade estão distribúıdas nos dois poços, o que faz com
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Figura 5.11: Nı́veis de energia dos estados
hh1N (linha cont́ınua) e hh2W (linha tra-
cejada) em função do campo elétrico apli-
cado. Na ressonância o campo elétrico é
Fress = 10, 33 kV/cm.

Figura 5.12: Diferença entre os ńıveis de
energia dos estados hh1N e hh2W em função
do campo elétrico aplicado. Na ressonância
a diferença é Δεhh

min = 0, 071 meV .

Figura 5.13: Densidade de probabilidade dos
estados el1N e el1W na ausência de campo
(parte inferior) e com a aplicação do campo
elétrico ressonante Fress = −10, 79 kV/cm
(parte superior).

Figura 5.14: Densidade de probabilidade dos
estados hh1N e hh1W na ausência de campo
(parte inferior) e com a aplicação do campo
elétrico ressonante Fress = 10, 33 kV/cm
(parte superior).

que as posições médias dos portadores coincidam. Com isso, a posição média deve confirmar o

valor do campo elétrico ressonante obtido anteriormente. Nas figuras (5.15) e (5.16) mostramos

a variação de 〈zi〉 com o campo elétrico. Vemos que a medida que aumentamos o campo, a

posição média do portador que estava localizado no poço não-magnético passa a localizar-se no
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poço magnético e vice-versa. No valor do campo ressonante as posições médias estão na região

da barreira. Isso não significa que o elétron ou o buraco esteja dentro da barreira, mas sim

que a probabilidade do portador estar no poço direito ou esquerdo seja praticamente a mesma.

Vemos ainda que a tunelamento ocorre de maneira suave para os estados de elétrons enquanto

ocorre de maneira mais abrupta para os estados de buracos pesados.

Sendo assim, a energia de ligação excitônica deve ser função do campo elétrico, visto

a ocorrência do tunelamento dos portadores entre os poços adjacentes. Na figura (5.17) vemos

a variação da energia de ligação do éxciton el2W /hh2W em função do campo elétrico. Observa-

se que à medida que o overlap (sobreposição) das funções de onda ϕel
2W (z)ϕhh

2W (z) diminui, a

energia de ligação diminui de maneira suave, devido ao tunelamento do elétron el2W para o poço

não-magnético. Da figura (5.18) é posśıvel fazer a mesma análise, e à medida que o buraco

pesado hh1N tunela para o poço magnético a energia de ligação diminui abruptamente. Em

ambos os casos, a energia de ligação deveria ir a zero após o tunelamento do portador. O fato é

que mesmo com o tunelamento, a função de onda do portador deixa uma cauda remanescente

no poço original. Portanto, embora menor, permanece não nulo o overlap e a energia de ligação

permanece diferente de zero.

O tempo de tunelamento pode ser estimado considerando apenas os estados ressonantes

e tratando o problema como um sistema de dois ńıveis. Neste caso, a função de onda na

ressonância é escrita como uma combinação linear dos autoestados dos poços isolados [51]. Com

isso, o tempo de tunelamento fica dado por τtun = π�

Δε
, donde obtemos os tempos τ el = 0, 81 ps

e τhh = 29 ps, para elétrons e buracos respectivamente.

Campo Elétrico e Magnético

Como nosso sistema possui um poço com uma pequena concentração de ı́ons magnéticos,

o efeito Zeeman sobre os estados localizados nesse poço será maior. Com isso a aplicação de
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Figura 5.15: Influência do campo elétrico
sobre as posições médias dos estados el1N

e el2W . O ponto em que as posições
médias são as mesmas corresponde ao campo
elétrico ressonante Fress = −10, 79 kV/cm.

Figura 5.16: Influência do campo elétrico
sobre as posições médias dos estados hh1N

e hh2W . O ponto em que as posições
médias são as mesmas corresponde ao campo
elétrico ressonante Fress = 10, 33 kV/cm.

Figura 5.17: Energia de ligação do éxciton
el2W/hh2W em função do campo elétrico.
Nesse caso o elétron el2W tunela do poço
magnético (W) para o poço não-magnético
(N).

Figura 5.18: Energia de ligação do éxciton
el1N/hh1N em função do campo elétrico.
Nesse caso o buraco hh1N tunela do poço
não-magnético (N) para o poço magnético
(W).

um campo magnético na direção de crescimento também modificará o acoplamento entre os

estados dos poços adjacentes, podendo também colocar os portadores em ressonância.

Vimos na primeira parte dos resultados que se aplicarmos um campo elétrico ao sis-

tema, no sentido negativo1 do eixo z (ver figura (5.10)), poderemos diminuir a diferença de

1A partir de agora ao nos referirmos ao campo elétrico, mencionaremos apenas seu módulo
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energia entre os estados eletrônicos, aumentando, conseqüentemente, a diferença de energia

entre os estados de buracos. Veremos agora que aplicando simultaneamente os campos elétrico

e magnético, o efeito do campo elétrico será aumentar o valor do campo magnético ressonante

entre os estados de buracos com um dado spin, diminuindo o valor desse campo para os esta-

dos eletrônicos, resultando em um tunelamento ressonante simultâneo polarizado de elétrons e

buracos.

Na figura (5.19) mostramos como varia o campo magnético ressonante (campo magnético

necessário para colocar um dado portador com determinado spin em ressonância) para os

elétrons e para os buracos em função do campo elétrico aplicado. Podemos observar que o

efeito do campo elétrico sobre o campo magnético ressonante é bem maior sobre os estados

eletrônicos, o que é uma conseqüência do fato do efeito Zeeman ser quatro vezes maior sobre os

estados de buracos, conforme equação (3.13), uma vez que |N0β| = 4|N0α|. Além disso, o ponto

de cruzamento entre as duas curvas (Fress = 6, 95 kV/cm e Bress = 2, 82 T) nos fornece os cam-

pos elétrico e magnético com os quais os dois estados estarão em ressonância simultaneamente.

Figura 5.19: Campo magnético ressonante para os estados de elétrons e buracos pesados em
função do campo elétrico aplicado. O ponto de cruzamento entre as duas curvas (Fress = 6, 95
kV/cm e Bress = 2, 82 T ) nos fornece os campos elétrico e magnético com os quais os dois
estados estarão em ressonância simultaneamente.
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Figura 5.20: Efeito do campo magnético sobre as posições médias dos estados de elétrons e
buracos pesados para um campo elétrico aplicado de 6,95 kV/cm. O ponto em que as posições
médias são iguais corresponde ao campo magnético ressonante 2,82 T.

Como vimos anteriormente, podemos verificar se os valores dos campos elétrico e

magnético ressonantes correspondem à condição de ressonância simultânea observando a posição

média dos portadores. Observamos pela figura (5.20) que para os portadores com spin para

baixo, o ponto onde as posições médias são iguais correspondem aos campos de ressonância

simultânea. Os estados com spin para baixo tornam-se estendidos entre os dois poços e as-

sim a densidade de probabilidade de encontrar o par elétron-buraco fica distribúıda no poço

magnético e não-magnético. Isto é uma conseqüência da diminuição da altura da barreira in-

terna e da aproximação entre os ńıveis de energia provocados pela presença tanto do campo

elétrico como do campo magnético. Em contrapartida vemos que os estados com spin para

cima se localizam ainda mais em seus respectivos poços quânticos como resultado do aumento

da altura da barreira interna e do aumento na separação dos ńıveis de energia. Com exceção do

estado hh2W↑, que para campo magnético em torno de 3,5 T, acaba entrando em ressonância

com estado hh3N↑ e também tunela do poço magnético para o poço não-magnético, conforme

mostrado nas figuras (5.21) e (5.22).
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Figura 5.21: Nı́veis de energia dos esta-
dos hh2W↑, hh3N↑ e hh4W↑ para um campo
elétrico de 6,95 kV/cm em função do campo
magnético. Os pontos de máxima apro-
ximação entre as curvas marcam os pontos
de ressonância.

Figura 5.22: Efeito do campo magnético so-
bre as posições médias dos estados hh2W↑,
hh3N↑ e hh4W↑ para um campo elétrico apli-
cado de 6,95 kV/cm. Os pontos em que as
posições médias são iguais correspondem aos
campo magnéticos ressonantes.

Figura 5.23: Diferença entre os ńıvies de
energia dos primeiros estados de buraco
pesado do sistema em função do campo
magnético aplicado. O ponto de mı́nimo cor-
responde a Bress = 2, 82 T .

Figura 5.24: Diferença entre os ńıvies de
energia dos primeiros estados de elétrons do
sistema em função do campo magnético apli-
cado. O ponto de mı́nimo corresponde a
Bress = 2, 82 T .

O comportamento da diferença de energia dos ńıveis dos primeiros estados de cada poço
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é mostrado nas figuras (5.23) e (5.24), considerando a aplicação do campo elétrico ressonante

em função do campo magnético. Observamos que para B = 0 T a diferença de energia é menor

para os estados de elétron pois ocampo elétrico aproximou os ńıveis desse estado. Observamos

que para os estados hh1N↓ e hh2W↓, à medida que aumentamos o campo magnético a diferença

entre os ńıveis de energia vai diminuindo até o valor mı́nimo de 0, 22 meV, voltando a aumentar

a partir desse valor devido ao efeito Zeeman. O mesmo acontece para a diferença de energia

entre os estados el1N↓ e el2W↓, que atinge o valor mı́nimo de 2, 75 meV onde os ńıveis estão

em ressonância. Na condição de ressonância simultânea entre ńıveis de elétrons e buracos, as

diferenças entre os ńıveis de energia nos fornecem diferentes tempos de tunelamento, τ el =0, 75

ps e τhh =9, 4 ps. O que significa que mesmo induzindo a ressonância simultânea com campos

externos, o buraco pesado é mais de doze vezes mais lento que o elétron para tunelar.

A partir dos ńıveis de energia dos portadores, calculamos as energias de transição com

polarições circulares σ+ e σ− correspondentes às transições diretas el1N↓ → hh1N↓ e el2W↓ →
hh2W↓. Na polarização σ a luz se propaga ao longo do campo magnético aplicado (configuração

de Faraday).

O efeito Zeeman dos ńıveis de energia e as energias de transição, para um campo

elétrico de 6,95 kV/cm, são mostradas na figuras (5.25) e (5.26). Na figura (5.25) deveŕıamos

observar a repulsão entre os estados el1N↓/el2W↓ que ocorre no campo magnético ressonante.

Isso acaba não ficando evidente devido à escala da figura. Contudo, é posśıvel observar que

os estados hh1N↓/hh2W↓ interagem repulsivamente, para valores em torno do campo magnético

ressonante. Ainda em torno do campo magnético ressonante, ocorre o anticrossing das energias

de transição devido a ressonância simultânea entre os estados de elétron e buraco pesado (figura

(5.26)).
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Figura 5.25: Efeito Zeeman dos ńıveis de
energia dos estados de elétrons e buracos em
função do campo magnético aplicado. Ve-
mos a repulsão dos ńıveis de energia dos es-
tados de buraco pesado devido, em torno de
Bress = 2, 82 T .

Figura 5.26: Energias de transição com po-
larizações circulares σ+ e σ− entre os esta-
dos el1N → hh1N e el2W → hh2W para um
campo elétrico de 6,95 kV/cm. As energias
de ligação excitônica não foram considera-
das.

Energia de Ligação Excitônica

A energia excitônica depende do confinamento dos portadores em seus respectivos

poços. Portanto é de se esperar que esta energia apresente um valor máximo quando os por-

tadores estiverem bem localizados e um valor mı́nimo quando ocorrer a ressonância, visto que

tanto os estados de elétron quanto os de buraco pesado ficam homogeneamente distribúıdos

sobre os dois poços. É claro que se os portadores estiverem localizados em diferentes poços a

energia de ligação excitônica será ainda menor, como discutido anteriormente (ver figuras (5.17)

e (5.18)). Em alguns trabalhos teóricos [52] e experimentais [53, 54] sobre éxcitons em poços

quânticos, a energia de ligação excitônica, embora dependa do campo magnético, é considerada

constante. Veremos que para heteroestruturas semimagnéticas a energia de ligação excitônica

depende fortemente do campo magnético aplicado, sobretudo no estudo do tunelamento resso-

nante.

Dessa forma calculamos a energia de ligação excitônica em função do campo magnético,

para o campo elétrico ressonante aplicado, conforme mostrado na figura (5.27). Vejamos inici-

almente o que ocorre com os portadores que possuem spin para baixo. Observando os estados
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Figura 5.27: Energia de ligação de éxcitons em função do campo magnético para um campo
elétrico de 6,95 kV/cm.

desses portadores vemos que o éxciton el1N↓/hh1N↓, para B=0 T, possui energia de ligação

(∼29 meV) maior que éxciton el2W /hh2W (∼24 meV). Essa diferença se dá pelo fato dos estados

el1N↓/hh1N↓ estarem mais confinados que em seus respectivos poços que os estados el2W↓/hh2W↓.

Verificamos que a energia excitônica dos estados el1N↓/hh1N↓ e el2W↓/hh2W↓ diminui com o au-

mento campo magnético, até um valor mı́nimo, voltando a aumentar com o campo em seguida.

Exatamente no valor de campo magnético ressonante (Bress=2,82 T) as energias excitônicas

coincidem, visto que a densidade de probabilidade, tanto dos estados de elétrons quanto os

estados de buracos pesados, é a mesma entre os poços adjacentes. Porém, há uma inversão

no comportamento da energia para B>Bress, uma vez que os estados el1N↓/hh1N↓ que antes

do tunelamento estavam localizados no poço não-magnético, passam a se localizar no poço

magnético, o que faz com que a energia de ligação seja menor que a do éxciton el2W↓/hh2W↓

que agora localiza-se no poço não-magnético.

Com o aux́ılio da figura (5.20) podemos entender o que ocorre no caso dos portadores

com spin para cima. Dessa figura vemos que os estado hh1N↑ mantém seu confinamento quase

inalterado e por isso a energia de ligação do éxciton el1N↑/hh1N↑, mostrada na figura (5.27),
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praticamente não varia com o campo. Porém a posição média do estado de buraco hh2W↑

mostra que, para B>3,5 T, esse portador entra em ressonância com o estado hh3N↑ e acaba

tunelando do poço magnético para o poço não-magnético, o que faz com que a energia de ligação

do éxciton el2W↑/hh2W↑ diminua abruptamente nesse intervalo.

Consideramos também o caso em que os portadores com spin para baixo tunelam

de maneira independente, ou seja fora da condição de ressonância simultânea. A análise do

comportamento da energia excitônica é semelhante à do caso ressonante. Vemos que a curva da

energia de ligação, figura (5.28), caracteriza bem o tunelamento independente dos portadores:

decresce suavemente até B=3,2 T enquanto os elétrons tunelam de um poço para outro, após

esse valor a energia aumenta rapidamente devido ao tunelamento dos buracos.

Figura 5.28: Energia de ligação excitônica em função do campo magnético para um campo
elétrico de 8 kV/cm.

Se estabelecermos uma comparação entre as figuras (5.20) e (5.29), vemos que a va-

riação do campo elétrico faz com que o os estados de elétron e buraco atinjam a ressonância

para diferentes valores de campo magnético. Isto significa que em sistemas constitúıdos de

poços quânticos duplos sempre podemos alcançar a ressonância simultânea, onde a magnitude
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Figura 5.29: Posição média dos portadores em fução do campo magnético para um campo
elétrico de 8 kV/cm.

dos campos elétricos e magnéticos ressonantes vai depender das dimensões do sistema e dos

materiais constituintes da heteroestrutura.



Caṕıtulo 6

Conclusões

Calculamos a estrutura eletrônica em um sistema de poço quântico duplo assimétrico de

CdTe/CdMnTe, na presença de campos elétrico e magnético aplicados na direção de crescimento

da amostra. Os autoestados do sistema foram obtidos resolvendo-se numericamente a equação

da massa efetiva com o hamiltoniano �k · �p no modelo multibanda de Kane.

Inicialmente estudamos a influência da aplicação de um campo elétrico sobre o sistema.

Nosso objetivo nessa parte foi estudar a variação da energia de ligação excitônica com o campo

elétrico e calcular os tempos de tunelamento dos portadores. Verificamos então que ocorre o

tunelamento individual de elétrons e buracos dependendo do sentido do campo elétrico aplicado.

Do comportamento dos ńıveis dos portadores em função campo elétrico, observamos que no

ponto de ressonância os ńıveis atingem uma diferença mı́nima de energia que para o elétron é

2,54 meV e para o buraco pesado é 0,071 meV. Com isso calculamos os tempos de tunelamento

e verificamos que os buracos pesados são cerca de 35 vezes mais lentos que os elétrons para

tunelarem, devido ao fato de terem maior massa. Com as autofunções do sistema em função do

campo elétrico, calculamos a energia de ligação excitônica. Como a energia de éxciton depende

do confinamento do portador no poço, verificamos que essa energia decresce à medida que o

elétron (ou buraco) tunela de um poço para outro com a aplicação do campo elétrico.

A seguir estudamos o tunelamento de éxcitons em um poço quântico duplo induzido

pela aplicação de campos elétrico e magnético na direção de crescimento. Assim, nosso ob-

jetivo foi estudar a dependência da energia de éxciton com o campo magnético no processo
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de tunelamento entre os pares elétron-buraco. Calculamos a separação Zeeman dos ńıveis de

energia em ambos os poços para um campo elétrico de 6,95 kV/cm. Calculamos as energias de

transição em função do campo magnético, sem considerar a energia de ligação excitônica. Em

seguida calculamos a energia de éxciton em função do campo magnético e verificamos que a

variação da energia de ligação é bastante significante (∼15 meV) à medida em que os éxcitons

de portadores com spin para baixo tunelam. Isto nos leva a concluir que os espectros de energia

de transição t́ıpicos de trabalhos sobre tunelamento em poços duplos, devem sofrer variações

devido ao tunelamento acoplado do par elétron-buraco.

Posteriormente deveremos investigar os efeitos do alargamento das interfaces no pro-

cesso de tunelamento, uma vez que esses efeitos passam a ser significativos à medida que se

diminuem as dimensões do sistema e ainda fazer a evolução temporal do sistema incluindo a

interação entre elétrons e buracos.



Apêndice A

Parâmetros para CdMnTe

Tabela A.1: Parâmetros para o Cd1−xMnxTe

Parâmetro Unidade Cd1−xMnxTe
Eg eV 1, 606 + 1, 592x
Ep eV 18, 5

δEc/δEv % 70/30
γ1 – 1, 27 − 0, 75x
γ2 – −0, 31 + 0, 04x
γ3 – −0, 09 − 0, 10x
F – 0, 515 − 0, 002x
N1 – 1, 23 − 0, 96x
q – 0, 05
κ – −0, 65 + 0, 96x
a0 Å 6, 487 − 0, 148x
C11 (1010Pa) 5, 36 − 0, 71x
C12 (1010Pa) 3, 70 − 0, 46x
ac eV −3, 96
av eV 0, 55
b eV −1, 2
S0 – 0, 5 + 2, 0 exp (−x/0, 075)
T0 K 62, 0x − 390, 0x2 + 1200, 0x3

N0α eV 0, 22
N0β eV −0, 88
Δ eV 0, 927
g∗

c – −0, 74
m∗

e m0 0, 103 + 0, 067x
m∗

lh m0 0, 12 + 0, 14x
m∗

hh m0 0, 53 + 0, 41x

m
∗[111]
hh m0 0, 69 + 0, 41x
m∗

so m0 0, 28 − 0, 13x
C44 (1010Pa) 1, 99 − 0, 33x
d eV −2, 8
ε – 9, 3
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Apêndice B

Cálculo Anaĺıtico da Energia
Excitônica em um Poço Quântico

O potencial de interação entre um elétron e um buraco, dado pelo último termo da

equação (4.1), em um sistema de simetria ciĺındrica, pode ser escrito na forma

V (|�re − �rb|) → V (ρ, |z − z′|) = − e2

4πε
√

ρ2 + (z − z′)2
(B.1)

Fazendo a transformada de Fourier bidimensional do potencial coulombiano este pode

ser escrito em uma forma separável nas variáveis ρ e z − z′

V (ρ, z − z′) = − 1

A

∑
�g

e2

2εg
e−g|z−z′|+i�g·�ρ. (B.2)

Assim, substituindo o potencial interação na equação (4.17), temos

Eex = − �
2

2μ∗
�

(
8

πa2
)

∫
d�ρe−2ρ/a(

∂2

∂ρ2
+

1

ρ

∂

∂ρ
)e−2ρ/a − 1

A

∑
�g

e2

2εg
f(g)

∫
d�ρ(

8

πa2
)e−4ρ/a+i�g·�ρ, (B.3)

onde

f(g) =

∫
dz

∫
dz′|χ1e(z)|2e−g|z−z′||χ1b(z

′)|2. (B.4)

Calculando as derivadas na equação (B.3) obtemos

Eex = − �
2

2μ∗
�

(
8

πa2
)

[
4

a2

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

dρρe−4ρ/a − 2

a

∫ 2π

0

dθ

∫ ∞

0

dρe−4ρ/a

]

− 1

A

∑
�g

e2

2εg
f(g)

∫ ∞

0

∫ 2π

0

dρdθρ(
8

πa2
)e−4ρ/a+igρ cos θ

= − �
2

2μ∗
�

(
8

πa2
)

[
8π

a2

∫ ∞

0

dρρe−4ρ/a − 4π

a

∫ ∞

0

dρe−4ρ/a

]

− 1

A

∑
�g

e2

2εg
f(g)(

8

πa2
)

∫ ∞

0

dρρe−4ρ/a2πJ0(gρ),
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onde

J0(x) =
1

2π

∫ 2π

0

dθeix cos θ

é a função de Bessel de primeira espécie de ordem 0 [32]. Calculando as integrais em ρ

∫ ∞

0

dρρe−4ρ/a =
a2

16
;

∫ ∞

0

dρe−4ρ/a =
a

4
,

obtemos

Eex =

⎡
⎣ 2�

2

μ∗
�a

2
− 1

A

∑
�g

e2

2εg
f(g)

∫ ∞

0

dxxe−xJ0(βx)

⎤
⎦ ,

onde fizemos x = 4ρ/a e β = ga/4. Usando o resultado tabelado [55]

∫ ∞

0

e−αxxν+1Jν(βx)dx =
2α(2β)νΓ(ν + 3/2)√

π(α2 + β2)ν+3/2
,

válido quando Re[ν] > −1 e Re[α] > Im|β|, e sabendo que Γ(3/2) =
√

π/2, encontramos

Eex =

[
2�

2

μ∗
�a

2
− 1

A

∑
g

e2

2εg
f(g)

1

(1 + β2)3/2

]
. (B.5)

Escrevendo a equação (B.5) em unidades do raio de Bohr efetivo
(
a∗

o = 4πε�2

μ∗
�
e2

)
e do

Rydberg efetivo
(
Ry∗ = �2

2μ∗
�
a∗2

o

)
temos

Eex/Ry∗ =

⎡
⎣ 4

ã2
− 1

A

∑
�g

4π

g̃
f(g̃)

43a∗2
o

[16 + (g̃ã)2]3/2

⎤
⎦ (B.6)

onde usamos as definições ã = a/a∗
o, g̃ = ga∗

o, z̃ = z/a∗
o e χ̃ip =

√
a∗

oχip. Transformando o

somatório em �g em uma integral

1

A

∑
�g

→ 1

(2π)2

∫
d�g,

obtemos

Eex =

[
4

ã2
−
∫

dg̃f(g̃)
128

[16 + (g̃ã)2]3/2

]
Ry∗.

Dessa maneira, para obtermos a energia de éxciton, calculamos as integrais das equações

(B.4) e (B), ficando com uma expressão da energia dependente do parâmetro Eex(ã). Minimi-

zamos a expressão da energia, determinamos o valor do parâmetro e consequentemente o valor

da energia excitônica.
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Para verificar esse resultado, vamos considerar o caso de um sistema estritamente

bidimensional. Isto significa z = z′ e portanto f(g̃) = 1, logo

Eex =

[
4

ã2
− 128

ã

∫ ∞

0

dx

[16 + x2]
3
2

]
Ry∗,

onde fizemos x = g̃ã. Resolvendo a integral

∫ ∞

0

dx

[γ + x2]
3
2

=
x

γ (γ + x2)1/2

∣∣∣∣∣
∞

0

=
1

γ

temos

Eex(ã) =

[
4

ã2
− 8

ã

]
Ry∗ =

[
1

ã2
− 2

ã

]
4Ry∗.

Minimizando o valor da energia obtemos:

∂Eex

∂ã
=

[
1 − 1

ã

]
8Ry∗

ã2
= 0 ⇒ ã = 1.

Assim, o valor da energia de ligação excitônica para o caso estritamente bidimensional é

Eex(ã = 1) = −4Ry∗,

concordando com o resultado obtido pela solucão exata da equação de Schrödinger para o caso

do “átomo de hidrogênio” bidimensional [36].
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