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Resumo

Neste trabalho será feita uma descrição da interação entre a radiação eletromagnética
com a matéria. Serão abordados sistemas atômicos de dois e três níveis, esse
por sua vez estando na configuração Λ (Lambda). Usaremos os estados de Dicke
para calcular as probabilidades de transição entre os níveis energéticos para um
ensemble de átomos de 2 níveis interagindo com um campo circularmente polarizado.
Deduziremos a equação mestra para um átomo de dois níveis interagindo com um
reservatório térmico, observando os efeitos de decaimento espontâneo irreversível e
perda de coerência entre os estados quânticos. Por fim, estudaremos o fenômeno da
Transparência Eletromagneticamente Induzida (EIT) e dos Estados Escuros.

Palavras - chave: Estados escuros, EIT, Equação mestra, Estados de Dicke.



Abstract

In this work a description of the interaction between electromagnetic radiation and
matter will be made. Two and three-level atomic systems will be addressed, which in
turn is in the Λ (Lambda) configuration. We will use the Dicke states to calculate the
transition probability between the energetic levels for a 2-level ensemble of atoms
interacting with a circularly polarized field. We will deduce the master equation
for a two-level atom interacting with a thermal reservoir, observing the effects
of irreversible spontaneous decay and loss of coherence between quantum states.
Finally, we will study the phenomenon of Electromagnetically Induced Transparency
(EIT) and Dark states.

Key -words: Dark states, EIT, Master equation, Dicke states.
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LO 1
Introdução

A óptica quântica é uma das áreas da física oriunda da mecânica quântica, e traz
consigo um campo bastante fértil para as aplicações tenológicas, além de proporcionar um
ambiente experimental para a discussão dos fundamentos da mecânica quântica. Exemplo
desta discussão pode ser encontrado em [1] que diz respeito à violação da desigualdade
de Bell.

O principal foco da óptica quântica é o estudo da interação da radiação com a
matéria. Neste contexto, entre diversos fenômenos, estudam-se as alterações sofridas pelas
propriedades ópticas do material, revelando características que apresentam um compor-
tamento contra intuitivo. Este é o caso do fenômeno conhecido como Transparência Ele-
tromagneticamente Induzida (EIT 1) cuja amostra atômica fica "transparente"à radiação
incidente devido à interferência quântica sofrida pelos campos que incidem sobre a amos-
tra, causando o cancelamento da absorção e modificando o valor do índice de refração da
matéria (Seção 5.2).

No que diz respeito ao modelo que rege a interação entre luz e matéria, depen-
dendo do fenômeno a ser estudado, pode-se evocar um modelo semiclássico, onde a luz
é uma entidade clássica enquanto o átomo é descrito por um comportamento quântico
(Seção 3.3.1). Há situações onde o modelo semiclássico falha na descrição do fenômeno, e
um modelo completamente quântico é exigido (Seção 3.3.3).

Novos campos de pesquisa, tendo como fundamentação a óptica quântica, vão
surgindo como a computação quântica [2], a criptografia quântica [3], o teletransporte
quântico [4], entre outros. As aplicações são inúmeras e as pesquisas ao redor do mundo
se intensificam de modo vertiginoso. Neste sentido, a presente dissertação foi estruturada
no intuito de apresentar ao leitor os conceitos preliminares envolvidos no âmbito da óptica

1Acrônimo da expressão inglesa Electromagnetically Induced Transparency



10

quântica, abordando alguns efeitos ópticos como EIT e Estados Escuros 2, efeitos estes
que são oriundos da interação da radiação com a matéria. Temos também o objetivo de
apresentar o modelo de Jaynes Cummings, o qual rege a dinâmica de interação de um
átomo de dois níveis com o campo quantizado. Neste sentido, a dissertação foi divida em
6 capítulos.

No capítulo 2 será feita uma revisão sobre as ferramentas matemáticas necessárias
para o tratamento da interação da radiação com a matéria, abordando a quantização
do campo eletromagnético, que é um dos pontos centrais no desenvolvimento da óptica
quântica enquanto área de pesquisa. Serão apresentados os estados de número (por vezes
chamados de estados de Fock) que são estados quânticos da radiação eletromagnética.
Ainda neste capítulo abordaremos os estados de Dicke com o intuito de descrever a
interação de um ensemble de átomos de dois níveis com um campo elétrico clássico
circularmente polarizado. Por fim, apresentaremos o formalismo do operador densidade.

Ao longo do capítulo 3 trataremos da interação da radiação com o átomo de dois
níveis, abordando os conceitos introdutórios como aproximação de dipolo, hamiltoniano
de interação, oscilação de Rabi, modelo de Jaynes Cummings e sistemas com mais do que
dois níveis de energia. Estes sistemas, por sua vez, são de fundamental importância no
desenvolvimento da interação de sistemas de três níveis na configuração Λ (Figura 3.1)
com campos de origem clássica. Tal interação é base para o surgimento dos fenômenos da
EIT, dos Estados Escuros e de efeitos de resposta negativa [5],[6].

Apresentaremos no capítulo 4 as etapas para a derivação da equação mestra de um
átomo de dois níveis interagindo com um reservatório térmico nos limites das aproximações
de Markov e Born. A equação mestra permite uma descrição probabilística da dinâmica
de interação de sistemas abertos, e desempenha um papel fundamental na presente
dissertação, em virtude de fornecer as bases matemáticas para a descrição de fenômenos
como: perda de coerência dos estados quânticos e decaimento espontâneo irreversível. No
decorrer do capítulo 5 apresentaremos as formulações matemáticas relevantes na descrição
dos fenômenos da EIT e Dark States, e, por fim, serão apresentados no capítulo 6 as
conclusões obtidas e as perspectivas vindouras.

2 Em inglês Dark States

Instituto de Física – UFG
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TU

LO 2
Conceitos fundamentais de Óptica

Quântica

Neste capítulo faremos uma revisão sobre as ferramentas matemáticas necessárias
para efetuar o tratamento da interação da radiação com a matéria. Abordaremos a
quantização do campo eletromagnético, os estados de Fock e os estados de Dicke. Os
estados de Dicke, por sua vez, serão usados com o intuito de descrever a interação de
um ensemble de átomos de dois níveis com um campo elétrico clássico circularmente
polarizado (Seção 3.3.2). Como parte final do capítulo 2 apresentaremos o formalismo
geral do operador densidade.

2.1 Quantização do campo eletromagnético

As equações de Maxwell no SI 1 são constituídas por quatro equações parciais
acopladas de primeira ordem, relacionando as densidades de carga σ(r, t) e a densidade
de corrente J(r, t) com os diversos componentes do campo elétrico E(r, t) e magnético
H(r, t) [7]. No SI as equações de Maxwell são:

∇× E(r, t) = −∂B(r, t)
∂t

, (2.1)

∇×H(r, t)− ∂D(r, t)
∂t

= J, (2.2)

∇ ·D(r, t) = σ(r, t), (2.3)

∇ ·B(r, t) = 0. (2.4)

1Sigla para Sistema Internacional de Unidade



2.1. Quantização do campo eletromagnético 12

Na ausência de fonte temos que J = 0 e σ = 0, de maneira que D = ε0E
e B = µ0H, onde ε0 e µ0 são as permissividade elétrica e permeabilidade magnética
do vácuo, respectivamente. Estas equações formam a base matemática apropriada para
a descrição fenomenológica do eletromagnetismo clássico, sendo capaz de fornecer uma
descrição completa da dinâmica de interação entre uma partícula carregada e o campo
eletromagnético clássico.

Em virtude de ∇ · B(r, t) = 0 podemos, convenientemente, definir B(r, t) em
termos de um potencial vetor A(r, t) da seguinte forma:

B(r, t) =∇×A(r, t). (2.5)

Dessa maneira, a Eq.(2.1) pode ser reescrita como:

∇×
(

E(r, t) + ∂A(r, t)
∂t

)
= 0, (2.6)

por conseguinte, podemos representar o campo elétrico em função de potenciais de origem
escalar e vetorial. Sendo assim, temos que:

E(r, t) = −∇φ(r, t)− ∂A(r, t)
∂t

. (2.7)

Vamos utilizar o Calibre de Coulomb (∇ · A = 0 e φ(r, t) = 0), com isso o
potencial vetor A(r, t) satisfaz a equação de onda homogênea apresentada a seguir:

∇2A(r, t) = 1
c2
∂2A(r, t)
∂t2

, (2.8)

sendo que c = (ε0µ0)− 1
2 é a velocidade da luz no vácuo. Portanto, as equações de Maxwell

estão condensadas em uma única expressão para o potencial vetor A(r, t).
A energia total armazenada no campo eletromagnético é dada por [8]:

H = 1
2

∫
V

d3r
(
ε0E2 + 1

µ0
B2
)

, (2.9)

sendo que a integração deve ser realizada sobre todo o volume V no qual a radiação está
se propagando. O volume de integração pode ser considerado sobre todo o espaço, como
no caso da radiação de campo aberta, ou com um volume finito correspondendo ao caso
onde a radiação está confinada em uma cavidade com uma geometria específica [9].

Vamos tratar o caso da radiação de campo aberta. Nesta situação, convém
modelar a região volumétrica como um cubo de dimensão L, e assumir condições periódicas

Instituto de Física – UFG



Capítulo 2. Conceitos fundamentais de Óptica Quântica 13

nas extremidades. Se escrevermos A(r, t) como produto de uma parte espacial e temporal2,
encontramos que a solução da parte espacial corresponde a exp(±ik · r), enquanto que
a solução da parte temporal será exp(±ickt) com a definição de que k ≡ |k|. Como
consequência direta das condições de contorno impostas pela caixa cúbica temos que
Ai(x, y, z, t) = Ai(x+L, y+L, z+L, t) onde (i = x, y, z) são as componentes do vetor A.
Com essa atribuição, o vetor de onda k, assumirá apenas valores discretos, dados por:

k = 2π
L

(nxx̂ + nyŷ + nzẑ) , (2.10)

sendo que nx, ny e nx ∈ Z.
No que diz respeito à natureza vetorial de A, devemos considerar a solução da

parte espacial como êksexp(±ik · r) onde êks é o vetor unitário que, convencionalmente,
aponta na direção de polarização do campo. A escolha do calibre de Coulomb (∇·A = 0)
implica que para cada vetor de onda k devemos ter outros dois vetores unitários
perpendiculares entre si e ao próprio k. Esses versores são representados por êks onde
s pode assumir os valores de 1 e 2 assim como apresentado na Figura (2.1). Como
consequência da perpendicularidade entre os versores êk1 e êk2 e do próprio vetor de
onda k, inferimos que [8]:

êks · êks′ = δss′ , k · êks = 0. (2.11)

A solução da parte espacial representada por uks(r) = êksexp(ik · r) satisfaz a
condição de ortogonalidade [8]:

∫
V
d3ru∗ks(r) · uk′s′ (r) = δkk′δss′V , (2.12)

onde V = L3. No caso mais geral, o potencial vetor A(r, t) pode ser representado como
uma superposição de ondas planas. Desta forma, temos:

A(r, t) =
∑
ks

[Aks(t)uks(r) + A∗ks(t)u∗ks(r)] . (2.13)

A partir do calibre de Coulomb os coeficientes Aks(t), apresentados na Eq.(2.13), satisfa-
zem a seguinte equação diferencial:(

c2k2 + ∂2

∂t2

)
Aks(t) = 0, (2.14)

2Método de separação de variáveis

Instituto de Física – UFG



2.1. Quantização do campo eletromagnético 14

x

y

z

k
|k| = κ̂

êk1

êk2

Figura 2.1: Disposição espacial dos versores de polarização êk1, êk2 e do versor da direção
de propagação da onda eletromagnética κ̂.

cuja solução será:

Aks(t) = Aks(0)e−iωkt, (2.15)

onde a frequência ωk e o vetor de onda k estão relacionados via ωk = ck. Podemos definir
um vetor unitário κ̂ perpendicular ao plano formado pelos vetores de polarização como:

êk1 × êk2 = k
|k|
≡ κ̂, (2.16)

e, desta forma, os vetores campo elétrico e magnético serão expressos por:

E(r, t) = i
∑
ks
wkêks

[
Akse

i(k·r−wkt) − A∗kse−i(k·r−wkt)
]

, (2.17)

B(r, t) = i

c

∑
ks
wk (κ̂× êks)

[
Akse

i(k·r−wkt) − A∗kse−i(k·r−wkt)
]

. (2.18)

Substituindo as Eq.(2.17) e Eq.(2.18) na Eq.(2.9) e usando a ortogonalidade da função
espacial apresentada na Eq.(2.12), é possível mostrar que a energia do campo livre será
expressa por:

H = 2ε0V
∑
ks
w2

kAksA
∗
ks = 2ε0V

∑
ks
w2

k|Aks|2. (2.19)

A fim de evidenciar o comportamento quântico do campo eletromagnético, os

Instituto de Física – UFG



Capítulo 2. Conceitos fundamentais de Óptica Quântica 15

coeficientes Aks e A∗ks serão definidos em termos das variáveis canônicas pks e qks como:

Aks ≡
1

2wk (ε0V )
1
2

[wkqks + ipks] , (2.20)

A∗ks ≡
1

2wk (ε0V )
1
2

[wkqks − ipks] . (2.21)

Portanto, a energia associada ao campo eletromagnético será dada por:

H = 1
2
∑
ks

(
p2

ks + w2
kq

2
ks

)
, (2.22)

que, analogamente, equivalente à energia de um conjunto infinito de osciladores harmôni-
cos com massa unitária.

Na quantização do campo eletromagnético, a variável canônica pks transforma-se
no operador Pks, e a variável qks transforma-se no operador Qks obedecendo as relações
de comutação [9]:

[Qks,Qk′s′ ] = [Pks,Pk′s′ ] = 0, [Qks,Pk′s′ ] = i}δkk′δss′ . (2.23)

Podemos definir os operadores de criação e aniquilação como:

aks ≡
1

(2}wk) 1
2

[wkQks + iPks], a†ks ≡
1

(2}wk) 1
2

[wkQks − iPks], (2.24)

onde os operadores aks e a†ks satisfazem as relações de comutação:

[aks, ak′s′ ] = [a†ks, a
†
k′s′ ] = 0, [aks, a†k′s′ ] = δkk′δss′ . (2.25)

Convém definir o operador número como sendo Nks ≡ a†ksaks, que obedece as seguintes
relações de comutação:

[aks,Nk′s′ ] = δkk′δss′aks, [a†ks,Nk′s′ ] = −δkk′δss′a
†
ks. (2.26)

A definição desses operadores é extremamente útil apesar de não serem hermitianos e,
portanto, não representarem observáveis físico. O hamiltoniano referente ao campo livre
quantizado será expresso em termos dos operadores de criação e aniquilação como:

H =
∑
ks

}wka
†
ksaks +

∑
ks

}wk

2 . (2.27)

Considerando o segundo somatório da Eq.(2.27), temos que ∑ks
}wk

2 →∞. Este resultado
é proveniente do fato de que a menor energia do oscilador harmônico quântico não
é zero. Como o hamiltoniano do campo quantizado é formalmente equivalente a um

Instituto de Física – UFG



2.2. Estados de Fock 16

conjunto infinito de osciladores harmônicos, a soma realizada no segundo somatório
leva em consideração as energias de ponto zero referentes a todos os modos do campo
eletromagnético. A energia de ponto zero será omitida nos futuros cálculos, uma vez que
ela comuta com quaisquer outros operadores.

Finalmente, podemos representar o potencial vetor e os operadores campo elétrico
e campo magnético em função de a†ks e aks como:

A(r, t) =
∑
ks

√
}wk

2ε0V
êks

[
akse

i(k·r−wkt) + a†kse
−i(k·r−wkt)

]
, (2.28)

E(r, t) = i
∑
ks

√
}wk

2ε0V
êks

[
akse

i(k·r−wkt) − a†kse−i(k·r−wkt)
]

, (2.29)

B(r, t) = i

c

∑
ks

(κ× êks)
√

}wk

2ε0V
[
akse

i(k·r−wkt) − a†kse−i(k·r−wkt)
]

. (2.30)

Em determinadas situações é conveniente separar o operador campo elétrico
E(r, t) em duas partes de maneira que:

E(r, t) = E+(r, t) + E−(r, t) (2.31)

onde E−(r, t) contem apenas operadores de aniquilação aks que oscilam com frequência
e−ωkt, enquanto E+(r, t) corresponde apenas a operadores de criação a†ks com frequência
eωkt de maneira que E+(r, t) = (E−(r, t)†).

Sendo assim, obtemos o hamiltoniano para o campo livre tal como os operadores
referentes ao campo elétrico e magnético do campo quantizado. Ao longo da Seção
(3.3.3), recorreremos à natureza quântica da luz a fim de apresentar o modelo de Jaynes
Cummings, que, por sua vez, trata da interação entre um sistema atômico de dois níveis
com o campo quantizado abordando fenômenos não descritos pela interação da matéria
com o campo clássico.

2.2 Estados de Fock

Os estados de Fock, ou comumente chamados de estados de número, são auto-
estados de energia do oscilador harmônico associados a um modo especifico do campo
eletromagnético [8]. Os estados de número, representados por |nks〉, são muito usados em
diversas aplicações no contexto da óptica quântica, e são muitas as propostas para a gera-
ção destes estados [10] apesar das dificuldades de produzi-los experimentalmente [11]. O
estado de número mais geral é obtido tomando o produto tensorial sobre todos os modos
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Capítulo 2. Conceitos fundamentais de Óptica Quântica 17

de oscilação do campo eletromagnético, de maneira que:

|{n}〉 =

⊗∏
k,s
|nks〉 . (2.32)

O estado |nks〉 do campo eletromagnético é caracterizado por representar, de
forma bem definida, um certo número de fótons nks. Dizemos também que o estado onde
todos os modos estão desocupados e não existem fótons associados a esse campo é definido
como estado de vácuo |0〉 ou |vac〉 [9].

Dentre várias propriedades dos estados de Fock, ressaltamos que o campo ele-
tromagnético representado nos estados de número tem uma amplitude bem definida, en-
quanto que sua fase é indefinida. As flutuações do campo são diferentes de zero mesmo no
caso onde n = 0, este resultado é conhecido como flutuação de vácuo sendo responsáveis
por geração de efeitos observáveis como emissão espontânea, deslocamento Lamb [12] e
efeito Casimir [13].

Os operadores de criação e aniquilação atuam sobre os estados de número, criando
ou destruindo fótons em um dado modo especifico de oscilações. De maneira geral temos:

aks |nks〉 = √nks |nks − 1〉 , (2.33)

a†ks |nks〉 =
√
nks + 1 |nks + 1〉 , (2.34)

Nks |nks〉 = a†ksaks |nks〉 = nks |nks〉 . (2.35)

A partir da atuação sucessiva do operador de criação sobre o estado de vácuo
pode-se construir um estado contendo precisamente n fótons pertencentes ao modo ks.
Desta forma:

|{n}〉 =

⊗∏
k,s

[
(a†)nks

√
nks!

]
|0〉 . (2.36)

2.3 Estados de Dicke

Vamos considerar uma coleção de A átomos de dois níveis com a mesma frequência
de transição ω0. Vamos assumir que os átomos sejam indistinguíveis e que a interação
átomo-átomo seja negligenciada3 [14]. O vetor de estado que descreve o n-ésimo nível de
energia do j-ésimo átomo é descrito por |j,n〉, onde temos que n = 0, 1 correspondendo

3Desprezar a interação átomo-átomo corresponde a considerar um sistema de partículas não intera-
gentes
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2.3. Estados de Dicke 18

ao nível de menor e maior energia respectivamente. Seja k o número de átomos excitados
na coleção, então A− k corresponde ao número de átomos no estado sem excitação.

Um exemplo de um vetor de estado que descreve uma coleção atômica contendo
precisamente k átomos excitados é:

|1, 1〉 |2, 1〉 ... |k, 1〉 |k + 1, 0〉 ... |A, 0〉 . (2.37)

|1〉

E = 0

Ee = 1
2}ω0

}ωeg

|0〉 Eg = −1
2}ω0

Figura 2.2: Diagrama dos níveis atômicos, considerando a energia zero entre os estados
|1〉 e |0〉.

Ao considerar a disposição dos níveis energéticos, conforme apresentados na
Figura (2.2), as possíveis medidas de energia da coleção de átomos serão:

E = }ω0

(
k − A

2

)
, k = 0, 1....N . (2.38)

Sendo assim, esses estados atômicos terão degenerescência CA
k = (A!/k!(A− k)!), relativo

ao número de permutações permitidas pela Eq.(2.37).
Vamos considerar um fator de simetria sobre a função da coleção de átomos, de

maneira que a equação de estado mais geral será:

|k,A〉 =
√
k!(A− k)!

A!
∑
p

|jp1 , 1〉 ... |jpk , 0〉 ... |jpa, 0〉 , (2.39)

onde o índice p indica que a soma deve ser feita sobre todas as permutações possíveis
entre os átomos excitados e não excitados.

Para o sistema composto, constituído de A átomos, podemos definir os operadores
coletivos:

Sx,y,z = 1
2

A∑
j=1

σ(j)
x,y,z, (2.40)

onde σjx,y,z são os operadores de Pauli referentes a cada átomo da amostra. Os operadores
escadas, definidos como σ+ e σ−, são responsáveis pelas transições entre os níveis
energéticos no átomo de dois níveis. Podemos representá-los em termos das matrizes de
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Pauli:

σ
(j)
± = 1

2(σ(j)
x ± iσ(j)

y ). (2.41)

Estes operadores satisfazem a relação de comutação:

[σ(j)
+ ,σ(j)

− ] = σ(j)
z , [σ(j)

z ,σ(j)
± ] = ±2σ(j)

± (2.42)

e atuam sobre os estados de cada átomo de dois níveis da seguinte maneira:

σ
(j)
+ |j, 0〉 = |j, 1〉 , σ

(j)
+ |j, 1〉 = 0, σ

(j)
− |j, 1〉 = |j, 0〉 , σ

(j)
− |j, 0〉 = 0. (2.43)

Para a coleção atômica, os operadores escadas serão definidos como[14]:

S± = 1
2

A∑
j=1

σ
(j)
± = Sx ± iSy. (2.44)

O operador coletivo Sz define a inversão no sistema atômico, fornecendo a diferença entre
a população atômica que se encontra no estado excitado e a população que se encontra
no nível menos energético. Os operadores coletivos atuam sobre os estados simétricos da
seguinte maneira:

S+ |k,A〉 =
√

(k + 1)(A− k) |k + 1,A〉 , (2.45)

S− |k,A〉 =
√
k(A− k + 1) |k − 1,A〉 , (2.46)

Sz |k,A〉 =
(
k − A

2

)
|k,A〉 , (2.47)

e obedecem as relações de comutação:

[Sx,Sy] = iSz, [Sy,Sz] = iSx, [Sz,Sx] = iSy. (2.48)

Em termos dos operadores escadas S± temos:

[Sz,S±] = ±S±, [S+,S−] = 2Sz. (2.49)

Os estados |k,A〉 são chamados de estados de Dicke e serão usados na descrição de uma
coleção atômica interagindo com um campo clássico circularmente polarizado. Em tal
situação estaremos interessados na dinâmica de interação, resultando nas probabilidades
de transição entre os níveis energéticos juntamente com o cálculo da inversão atômica.
Estes resultados serão apresentados ao longo da seção (3.3.2).
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2.4 Operador Densidade

Em diversas situações no contexto da mecânica quântica, o conhecimento preciso
de qual estado quântico o sistema se encontra não é factível em virtude dos muitos graus de
liberdade que o sistema pode adquirir. Para lidar com esses casos usamos um formalismo
mais geral que a especificação dos estados quânticos do sistema e recorremos à ideia
de operador densidade. Tal formalismo foi introduzido por J. Von Neumann em 1927 e
constitui uma ferramenta teórica indispensável no tratamento de sistemas quânticos puros
e de misturas estatísticas. Evocaremos o formalismo do operador densidade na dedução
da chamada equação mestra, que será de grande valia no estudo sobre a dinâmica de
interação entre o átomo e a radiação de campo livre, assunto esse que será retomado ao
longo do capítulo 4 da presente dissertação.

Como ponto de partida, o operador densidade para sistemas que possam ser
representados unicamente por vetores de estado puro |ψ〉 (ensemble puro), será definido
como:

ρ ≡ |ψ〉〈ψ|
〈ψ|ψ〉

, (2.50)

onde o denominador garante o fator de normalização. Para sistemas puros, o observável
A tem valor esperado dado por:

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 =
∑
n 〈ψ|n〉 〈n|A|ψ〉
〈ψ|ψ〉

=
∑
n 〈n|A|ψ〉 〈ψ|n〉
〈ψ|ψ〉

= Tr(Aρ) (2.51)

e a partir da condição de normalização temos que:

Tr(ρ) =
∑
n

〈n|ρ|n〉 =
∑
n 〈n|ψ〉 〈ψ|n〉
〈ψ|ψ〉

=
∑
n 〈ψ|n〉 〈n|ψ〉
〈ψ|ψ〉

= 〈ψ|ψ〉
〈ψ|ψ〉

= 1. (2.52)

Outras propriedades refentes ao operador densidade são: hermeticidade (ρ = ρ†), idem-
potência (ρ2 = ρ) e que em virtude de ρ ser um operador de projeção, os seus autovalores
serão 0 ou 1.

Para um ensemble misto (constituído por estados de mistura), uma descrição
estatística deve ser levada em consideração. Nestes casos devemos considerar o peso
estatístico p1 referente à fração de elementos com o estado |ψ1〉, p2 correspondente ao
estado |ψ2〉 e assim sobre todo os elementos do conjunto. Uma vez que a probabilidade é
normalizada devemos ter ∑i pi = 1.

O valor esperado do observável A realizado com respeito ao ensemble misto será:

〈A〉 =
∑
i

pi 〈ψi|A|ψi〉 =
∑
i

∑
a

pi| 〈a|ψi〉 |2a, (2.53)

Instituto de Física – UFG



Capítulo 2. Conceitos fundamentais de Óptica Quântica 21

onde |a〉 é um autovetor de A com autovalor a. Vemos que existem duas probabilidades
envolvidas nesta expressão: uma puramente quântica (| 〈a|ψi〉 |2) que é oriunda da natu-
reza probabilística da função de onda, e outra estatística devido à mistura de estados
representada pelo índice pi.

O operador densidade do ensemble misto é definido como [15]:

ρ =
∑
i

pi |ψi〉〈ψi| . (2.54)

Analogamente ao ensemble puro, podemos demonstrar que Trρ = 1, juntamente com
ρ† = ρ. Contudo ρ2 6= ρ (ρ não é idempotente na mistura estatística). Outra propriedade
importante do operador densidade referente ao ensemble misto será:

Tr(ρ2) < 1. (2.55)

A Eq.(2.55) fornece uma condição necessária para descriminar estados puros de misturas
estatísticas, uma vez que para estados puros resulta em Tr(ρ2) = 1, enquanto que para
estados mistos temos Tr(ρ2) < 1.

Representando o operador densidade em uma base ortonormal completa {|n〉}
temos:

ρ =
∑
n,m

ρnm |n〉〈m| , (2.56)

onde |m〉 e |n〉 são elementos desta base, enquanto ρnm = 〈n|ρ|m〉 são os elementos
de matriz do operador densidade. O significado dos elementos da matriz densidade
tem fundamental importância no contexto da óptica quântica. Cada termo da diagonal
principal, ρnn, fornece a probabilidade de encontrar o sistema em um estado especifico |n〉
[16]. Por vezes estes elemento de matriz são chamados população atômica do estado |n〉 e
a soma sobre todas essas probabilidades é 1 em virtude de Tr(ρ) = 1. Os elementos fora
da diagonal principal estão relacionados com a interferência quântica entre os estados |n〉
e |m〉, para o caso especifico onde ρnm = 0 os efeitos da interferência se cancelam.

A partir da equação de Schrödinger para o estado |ψi〉 podemos derivar a equação
de movimento para o operador densidade em um sistema isolado 4. Diferenciando a

4A suposição inicial de que o sistema seja isolado implica que as probabilidade pi não dependam do
tempo.
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Eq.(2.54) temos:

i}
∂

∂t
ρ = i}

∂

∂t

(∑
i

pi |ψi〉〈ψi|
)

= i}
∑
i

pi
( ˙|ψi〉 〈ψi|+ |ψi〉 ˙〈ψi|

)
(2.57)

onde cada um dos estados da mistura obedece a equação de Schröndiger de maneira que:

i} ˙|ψi〉 = H |ψi〉 , −i} ˙〈ψi| = H 〈ψi| . (2.58)

Desse modo, substituindo a Eq.(2.58) na Eq.(2.57) temos:

i}ρ̇ =
∑
i

pi (H |ψi〉〈ψi| − |ψi〉〈ψi|H) (2.59)

= H
∑
i

pi |ψi〉〈ψi| −
∑
i

pi |ψi〉〈ψi|H = Hρ− ρH

= [H, ρ].

A Eq.(2.59) recebe o nome de equação de Von Neumann, e é o análogo quântico da
equação de Liouville (o colchete de Poisson foi substituído pelo comutador [A,B]/i}). A
equação de Von Neumann descreve a evolução temporal do operador densidade, sendo
válida também para hamiltonianos dependentes do tempo.

Apresentaremos ao longo do capitulo 4 a derivação da chamada equação mestra
para o átomo de dois níveis interagindo com um reservatório térmico. Para este fim
necessitamos empregar dois espaços vetoriais e calcular médias com respeito a um deles,
sendo um espaço referente ao reservatório e outro ao sistema atômico. Neste intuito
convém apresentar o formalismo do traço parcial, que fornece os valores médios de
observáveis no sistema composto. Por hora vamos nos limitar a um formalismo mais geral
onde εa e εb sejam dois espaços vetoriais quaisquer de dimensões m e n, respectivamente.
Logo ε = εa ⊗ εb é um espaço vetorial de dimensão m × n que corresponde ao espaço
vetorial proveniente do acoplamento entre estes dois subsistemas. Para o caso em que
[
∣∣∣m(a)

〉
∈ εa] e [

∣∣∣n(b)
〉
∈ εb] forem bases ortonormais em seus respectivos subespaços, então

[
∣∣∣m(a)

〉
⊗
∣∣∣n(b)

〉
] é uma base no espaço ε.

O operador densidade do sistema acoplado será ρ, o qual, por sua vez, pertence
ao espaço vetorial ε. Tal operador é construído a partir do produto tensorial entre os
operadores densidades definidos em cada subespaço de forma que ρ = ρa ⊗ ρb. Podemos
calcular o valor esperado de uma variável dinâmica qualquer definida no subespaço εa

em termos da nova base [
∣∣∣m(a)

〉
⊗
∣∣∣n(b)

〉
]. Para tal resultado consideraremos o operador
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P = Pa ⊗ Ib. Desta maneira:

Tr(Pρ) =
∑
m,n

〈
m(a)n(b)

∣∣∣Pρ∣∣∣m(a)n(b)
〉

=
∑
m,n

∑
m′ ,n′

〈
m(a)n(b)

∣∣∣P ∣∣∣m′(a)n
′(b)
〉 〈

m
′(a)n

′(b)
∣∣∣ρ∣∣∣m(a)n(b)

〉
=
∑
m,n

∑
m′ ,n′

〈
m(a)

∣∣∣Pa∣∣∣m′(a)
〉
δnn′

〈
m
′(a)n

′(b)
∣∣∣ρ∣∣∣m(a)n(b)

〉
(2.60)

=
∑
m,m′

〈
m(a)

∣∣∣Pa∣∣∣m′(a)
〉∑

n

〈
m
′(a)n(b)

∣∣∣ρ∣∣∣m(a)n(b)
〉

=
∑
m,m′

〈
m(a)

∣∣∣Pa∣∣∣m′(a)
〉 〈

m
′(a)
∣∣∣ρa∣∣∣m(a)

〉
= TrA(Paρa),

onde ρa ≡
∑
n

〈
n(b)

∣∣∣ρ∣∣∣n(b)
〉
é chamado de operador densidade reduzido, que foi obtido to-

mando o traço parcial sobre o operador densidade ρ com respeito aos estados pertencentes
a εb. A matriz densidade reduzida é um operador hermitiano e de traço 1. Entretanto,
de maneira geral, ela não é idempotente, mas apresenta autovalores não negativos. Esta
propriedade pode ser demonstrada observando que:

〈φa|ρa|φa〉 =
∑
n

〈
φan

(b)
∣∣∣ρ∣∣∣φan(b)

〉
=
∑
n

∑
i

pabi |
〈
ψi
∣∣∣φan(b)

〉
|2 ≥ 0 (2.61)

para qualquer vetor |φa〉 ∈ εa e com ρ = ∑
i p

ab
i |ψi〉〈ψi| onde |ψi〉 pertence a ε = εa⊗ εb. A

partir do formalismo geral apresentado para o operador densidade, estaremos em condição
de derivar a equação mestra para o átomo de dois níveis interagindo com o reservatório
térmico.

Abordamos neste capítulo os conceitos relacionados à óptica quântica que serão
de grande valia no desenvolvimento da presente dissertação. No capítulo subsequente
trataremos propriamente da dinâmica de interação entre os átomos e a radiação do campo
eletromagnético.
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LO 3
Interação do Campo

eletromagnético com a matéria

Neste capítulo desenvolveremos a dinâmica de interação entre um campo elétrico
com diversos sistemas ópticos, tais como: átomo de dois, átomos de três níveis na
chamada configuração Λ e trataremos da interação entre uma coleção de átomos de dois
níveis com um campo circularmente polarizado. Para este fim, inciaremos a descrição
com a dedução do chamado hamiltoniano de interação na aproximação de dipolo. Em
seguida, apresentaremos o modelo semiclássico de interação, onde a radiação é tratada
classicamente. Subsequentemente, abordaremos uma descrição completamente quântica
onde trataremos a natureza quântica tanto do átomo quanto da radiação resultando no
chamado modelo de Jaynes Cummings (JCM 1) [8].

3.1 Hamiltoniano de Interação Átomo-Campo

Na presença de um campo eletromagnético externo o hamiltoniano que descreve
a interação entre um elétron de massa m e a radiação será [8]:

H(r, t) = 1
2m [P + eA(r, t)]2 − eφ(r, t) + V (r), (3.1)

onde V (r) é potencial central eletrostático. Os campos elétrico e magnético são deter-
minados em função dos potenciais de origem escalar φ(r, t) e vetorial A(r, t) conforme
apresentado nas Eq.(2.5) e Eq.(2.7). Uma das propriedade dos campos eletromagnético é

1Acrônimo da expressão inglesa Jaynes Cummings Model
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que eles são invariantes sob as transformações nos potencias:

φ
′(r, t) = φ(r, t)− ∂χ(r, t)

∂t
, (3.2)

A′(r, t) = A(r, t) +∇χ(r, t). (3.3)

O potencial vetor A(r, t) depende de r como apresentado nas funções espaciais uks(r) =
êksexp(ik · r) [Eq.(2.12)]. Em determinadas situações onde o comprimento de onda
incidente for suficientemente longo quando comparado às dimensões atômicas (no espectro
visível λ na faixa de 400-700nm e |r| relativo a dimensão do átomo da ordem de ångström),
a dependência espacial do campo pode ser negligenciada. Sendo assim, podemos expandir
exp(ik · r) em série de potencias de modo que:

exp(ik · r) = 1 + ik · r− 1
2(k · r)2 + ... (3.4)

onde |k| = 2π/λ é o modulo do vetor de onda da radiação, neste contexto temos que
k ·r << 1. Desta maneira preservando apenas a primeira contribuição referente à Eq.(3.4)
temos que o potencial vetor será expresso por:

A(r, t) ' A(t) =
∑
ks

eks[Aks(t) + A∗ks(t)] (3.5)

este resultado é conhecido como aproximação de dipolo [8]. Devido à invariância dos
campo eletromagnéticos, podemos, convenientemente, fazer uma escolha qualquer para
a forma do potencial escalar. Neste contexto vamos definir a função χ(r, t) = −A(t) · r
implicando em:

∇χ(r, t) = −A(t), ∂χ

∂t
(r, t) = −r · ∂A(t)

∂t
= −r · E(t), (3.6)

substituindo a Eq.(3.6) na Eq.(3.1) temos:

H(r, t) = 1
2m [p + e(A(t) +∇χ)]2 + e

∂χ(r, t)
∂t

+ V (r), (3.7)

e, por fim, concluímos que:

H(r, t) = p2

2m + V (r) + er · E(t)., (3.8)

Esta equação contém apenas um termo de interação dentro do contexto da aproximação
de dipolo. A quantidade −er é definida como momento de dipolo d = −er. Sendo assim,
o hamiltoniano total do sistema será:

H(r, t) = H0 +HI(t), (3.9)
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onde H0 = 1
2mP2 + V (r) é o hamiltoniano do átomo livre na ausência de campo aplicado,

enquanto HI(t) = d · E(t) é o hamiltoniano de interação.

3.2 Átomos com mais do que dois níveis de energia

No estudo de sistemas ópticos mais complexos, um átomo pode estar sujeito a
um campo de radiação contendo muitas frequências de oscilação. Desta forma, se faz
necessária uma descrição mais geral sobre a interação entre o átomo e o campo, onde a
presença de outros níveis eletrônicos seja levada em consideração na construção do modelo.
Nesta descrição, as diferentes frequências do campo incidente devem estar próximas das
frequências de transição entre os níveis eletrônicos.

Nesta seção estamos interessados na descrição de átomos com mais de dois níveis
eletrônicos. Descreveremos, assim, um formalismo mais geral para sistemas ópticos com
n níveis de energia. Nesta descrição apresentaremos o hamiltoniano do átomo livre em
função dos operadores de inversão atômica levando em consideração as regras de seleção
de paridade, que estabelece as transições permitidas entre os níveis eletrônicos. Como
um exemplo da extensão do sistemas de dois níveis, consideraremos o átomo com três
níveis eletrônicos nas configurações escada (Ξ) (Figura 3.3), lambda (Λ) (Figura 3.1) e
configuração em (V ) (Figura 3.2). A descrição aqui apresentada para o átomo de três
níveis na configuração (Λ) será de grande valia no estudo dos fenômenos intitulados de
transparência eletromagnética induzida (EIT) e dos estados escuros, que será estudada
em mais detalhes ao longo do capítulo 5.

Inicialmente vamos considerar um átomo com n níveis eletrônicos. Os vetores de
estado serão definidos como |j〉 onde j = 1, 2...n, descrevendo estados eletrônicos com seus
respectivos níveis de energias Ej. Estes estados formam uma base ortonormal 〈k|j〉 = δjk,
e, para tal sistema físico, vale a relação de completeza: ∑n

j |j〉〈j| = I.
O hamiltoniano do átomo livre é expresso como [14]:

HA =
n∑
j=1

Ej |j〉〈j| . (3.10)

A configuração dos níveis de energia pode ser arbitrária, porém, é conveniente escolhermos
estes níveis de forma que Ej ≤ Ej+1. Os operadores que geram transições entre os níveis
atômicos são chamados de operadores de transição e são representado por sij = |j〉〈i| ,
onde (i 6= j) e i, j = 1...n. Estes operadores satisfazem a relação de comutação:

[sij, slk] = δiks
lj − δjlsik. (3.11)

Podemos definir o operador inversão atômica como sjj+1
z , responsável pelas
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transições entre os níveis |j + 1〉 e |j〉. Com isso:

sjj+1
z = 1

2(|j + 1〉〈j + 1| − |j〉〈j|), (3.12)

cuja interpretação é conveniente em virtude do ordenamento dos níveis energéticos do
átomo, de forma que existam n− 1 operadores inversão independentes responsáveis pelas
transições entre os níveis da amostra atômica. Podemos representar o projetor |j〉〈j| em
termos de sjj+1

z , tal que:

sjj = |j〉〈j| = I

n
+ 2

j−1∑
k=1

skk+1
z − 2

n

n−1∑
k=1

(n− k)skk+1
z . (3.13)

Sendo assim, o hamiltoniano do átomo livre em função do operador de inversão atômica
sjj+1
z pode ser expresso como [14]:

HA = 2
n−1∑
k=1

skk+1
z

Ek − k∑
j=1

Ej

+ E, (3.14)

onde E é entendido como "energia do centro do espectro"que é definido por E = 1
n

∑n
j=1Ej.

Expandindo HA e HI na base de estados do átomo, estes hamiltonianos serão:

HA =


E0 0 ...
0 E1 0
0 0 ...

 , HI =


H11 H12 ...
H21 H22 ...
... ... ...

 ,

onde

Hkn = 〈k|HI |n〉 = −
(

E ·
∫
drψ∗k(r)erψn(r)

)
. (3.15)

Segundo a Eq.(3.15), as integrais referentes aos elementos da diagonal principal do
hamiltoniano de interação serão zero uma vez que estão relacionados entre as transições
de elementos com mesma paridade. Os elementos fora da diagonal principal são os
responsáveis pelas transições entre os estados |k〉 e |n〉 com frequência de transições
ωkn = (Ek−En)/}. Vale ressaltar que para estimular as transições atômicas, as frequências
do campo incidente devem estar próximas das frequências de transição entre os níveis
energéticos.

Por fim, consideraremos o átomo de três níveis e as suas três configurações
possíveis entre os níveis energéticas. Na configuração escada (Ξ), as transições permitidas
serão |1〉 ⇔ |2〉 ⇔ |3〉, enquanto as transições |1〉 ⇔ |3〉 são proibidas. Isso significa que
as funções de onda dos estados |1〉 e |3〉 têm a mesma paridade. Na configuração (V ), o
átomo tem um estado estável |1〉, e dois estados excitados |2〉 e |3〉. Nesta configuração as

Instituto de Física – UFG



3.2. Átomos com mais do que dois níveis de energia 28

transições permitidas são |3〉 ⇔ |1〉 ⇔ |2〉 enquanto as transições |3〉 ⇔ |2〉 são proibidas.
Conforme mencionamos no inicio desta seção, a configuração em (Λ), devido a sua

importância na presente dissertação, será analisada com mais detalhes. Nesta configuração
o átomo possui dois níveis de menor energia |1〉 e |2〉 e um estado excitado |3〉, na
configuração em Λ as transições permitida são |1〉 ⇔ |3〉 ⇔ |2〉, enquanto as transições
|1〉 ⇔ |2〉 são proibidas. Esta é comumente chamada de configuração de Raman, desde que
a presença dos campos clássicos Ep e Ec

2 sejam responsáveis pelas transições |1〉 ⇔ |3〉
e |3〉 ⇔ |2〉 respectivamente. As três configurações possíveis entre os três níveis atômicos
são representadas nas Figuras (3.1), (3.2) e (3.3) onde Γ31 e ω31 juntamente com Γ32 e
ω32 correspondem às taxas de decaimento espontâneo e às frequências de transição entre
os níveis |3〉 ⇔ |1〉 e |3〉 ⇔ |2〉, respectivamente.

|3〉

|2〉

|1〉

Γ31 Γ32

ω31

ω32

Figura 3.1: Configuração Λ

|3〉

|2〉

|1〉

Γ31

Γ21

ω31

ω21

Figura 3.2: Configuração
em V

|3〉

|2〉

|1〉

Γ31

Γ32

ω31

ω32

Figura 3.3: configuração Ξ

Conforme apresentado na Eq.(3.9), o hamiltoniano total do sistema de três níveis
será expresso por:

H(r, t) = H0 +HI(t). (3.16)

Devido a presença de dois campos clássicos o hamiltoniano de interação entre o átomo e
o campo elétrico será:

HI(t) = −d · [Ep + Ec], (3.17)

onde, Ej(t) = êjEj(t), com (j = p, c) e o modulo do campo é expresso por Ej =
εje
−iωjt + c.c. Novamente considerando que o campo Ep é responsável pelas transições

2 Os sub índices p e c dizem respeito aos campo de prova e controle respectivamente.
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|3〉 ⇔ |1〉, o que implica que a frequência ωp esteja próxima da frequência ω31; e que o
campo Ec seja responsável por |3〉 ⇔ |2〉, o hamiltoniano de interação na configuração Λ
é expresso por:

HI(t) = −[d31Ep(σ31 + σ13) + d32Ec(σ32 + σ23)], (3.18)

onde d31 = 〈3|d · êp|1〉 e d32 = 〈3|d · êp|2〉 são os elementos de matriz do operador
momento de dipolo, sem perda de generalidade, tomados como sendo real.

Na representação de interação, o hamiltoniano apresentado na Eq.(3.18) será
expresso por:

HI
I (t) = −[Ωpσ31e

i∆1t + Ωcσ32e
i∆2t] + h.c, (3.19)

onde Ωp = d31εp/} e Ωc = d32εc/} são definidas como as frequências de Rabi, ∆1 = ω31−ωp
e ∆2 = ω32 − ωp são intitulados de dessintonia3, e para efeito de simplificação de cálculos
consideraremos (} = 1). Vale ressaltar que o termo h.c corresponde ao hermitiano
conjugado.

Podemos eliminar a dependência temporal sobre o hamiltoniano apresentando na
Eq.(3.19) ao realizar uma transformação unitária representada por: U1 = exp[i(∆1σ33 +
(∆1−∆2)σ22)t. Finalmente, o hamiltoniano na configuração Λ, sem dependência temporal,
é expresso por:

HI
Λ = −[∆1σ33 + (∆1 −∆2)σ22]− [Ω1σ31 + Ω2σ32 + h.c.]. (3.20)

O mesmo procedimento pode ser aplicado na determinação dos hamiltonianos nas confi-
gurações (V ) e (Ξ). De maneira sintética podemos reunir os hamiltoniano do átomo livre
em função dos operadores de inversão, juntamente com os hamiltoniano de interação para
as três configurações. Desse modo, temos que:

1. Para a configuração Ξ os operadores inversão serão definidos como:

s12
z = 1

2(|2〉〈2| − |1〉〈1|), s23
z = 1

2(|3〉〈3| − |2〉〈2|), (3.21)

o hamiltoniano livre será expresso por:

HΞ = 2
3(E2 + E3 − 2E1)s12

z + 2
3(2E3 − E1 − E2)s23

z + E, (3.22)

3Dessintonia é a diferença entre a frequência do campo eletromagnético incidente e a frequência dos
níveis de transição atômica do átomo que recebe a radiação.
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enquanto o hamiltoniano de interação será:

HI
Ξ = −[∆1σ33 + (∆1 + ∆2)σ22]− [Ω1σ21 + Ω2σ23 + h.c.]. (3.23)

2. Para a configuração Λ os operadores de inversão serão definidos como:

s13
z = 1

2(|3〉〈3| − |1〉〈1|), s23
z = 1

2(|3〉〈3| − |2〉〈2|), (3.24)

o hamiltoniano livre será:

HΛ = 2
3(E2 + E3 − 2E1)s13

z + 2
3(E1 + E3 − 2E2)s23

z + E, (3.25)

enquanto o hamiltoniano de interação será:

HI
Λ = −[∆1σ33 + (∆1 −∆2)σ22]− [Ω1σ31 + Ω2σ32 + h.c.]. (3.26)

3. Por fim, no caso da configuração V os operadores de inversão serão:

s12
z = 1

2(|2〉〈2| − |1〉〈1|), s13
z = 1

2(|3〉〈3| − |1〉〈1|), (3.27)

sendo assim o hamiltoniano do átomo livre será:

HV = 2
3(2E2 − E1 − E3)s12

z + 2
3(2E3 − E1 − E2)s13

z + E, (3.28)

enquanto o hamiltoniano de interação será:

HI
V = −[∆1σ33 + ∆2σ22]− [Ω1σ31 + Ω2σ21 + h.c.]. (3.29)

Ao longo do capítulo 5, voltaremos na descrição referente ao átomo de três níveis
na configuração Λ com o intuito de estudar os fenômenos da EIT e dos estados escuros.

3.3 Dinâmica Atômica

Os sistemas atômicos de dois níveis constituem uma ferramenta indispensável no
contexto da óptica quântica. Conforme apresentado na Figura (2.2), um sistema de dois
níveis é constituído de um nível fundamental |0〉, e um estado excitado |1〉. De maneira
geral, um elétron pode transitar entre muitos níveis de energia [17], porém podemos
limitar as transições apenas entre dois níveis eletrônicos. Na prática, esta limitação é feita
escolhendo a frequência da radiação incidente, de tal maneira, que force o elétron a oscilar
apenas entre dois estados específicos [18].
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Nas próximas subseções, evidenciaremos a dinâmica do acoplamento entre o
átomo e o campo eletromagnético. Como parte inicial faremos uma descrição semiclássica
e por fim trataremos do modelo de JCM. Em ambas as descrições, usaremos os resultados
obtidos via aproximação de dipolo apresentando conceitos como inversão atômica e
probabilidade de transição entre estados atômicos.

3.3.1 Interação de um átomo de dois níveis com um campo
clássico

Cada estado, no sistema atômico de dois níveis, tem sua respectiva energia4 de
maneira que o estado |0〉 tem uma energia E0 = }ωg/2, enquanto que o estado |1〉
possui E1 = }ωe/2. A frequência de transição entre os níveis atômicos |0〉 ⇔ |1〉 será
ωeg = ωe − ωg.

A dinâmica da interação entre o campo eletromagnético clássico e o átomo é
convenientemente descrita, em termos dos operadores de transição atômica definidos,
como:

σ+ = |1〉〈0| , σ− = |0〉〈1| , (3.30)

juntamente com o operador inversão:

σz = |1〉〈1| − |0〉〈0| (3.31)

obedecem à álgebra de Pauli:

[σ+,σ−] = σz, [σz,σ±] = 2σ± (3.32)

σ± = 1
2[σx ± iσy]. (3.33)

Estes operadores podem ser descritos na representação matricial como:

σz =
 1 0

0 −1

 , σ+ =
 0 1

0 0

 σ− =
 0 0

1 0

 ,

onde { |1〉,|0〉 } são as bases do sistema de dois níveis.

4Figura (2.2)
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De acordo com a Figura (2.2), o hamiltoniano do átomo livre será descrito como:

HA = 1
2(Ee − Eg)σz = 1

2}ωegσz. (3.34)

A partir da aplicação da relação de completeza I = |1〉〈1| + |0〉〈0| em ambos
os lados do operador momento de dipolo d e assumindo que as transições 〈0|d|0〉 =
〈1|d|1〉 = 0 em virtude da paridade dos níveis atômicos, o operador momento de dipolo
admite a seguinte decomposição:

d = 〈0|d|1〉 |0〉〈1|+ 〈1|d|0〉 |1〉〈0| . (3.35)

Sem perda de generalidade, podemos escolher o elemento de matriz 〈0|d|1〉 sendo real.
Com esta escolha, o operador momento de dipolo poderá ser escrito em termos dos
operadores de Pauli resultando em:

d = 〈0|d|1〉 (σ+ + σ−). (3.36)

Vamos admitir que o campo elétrico seja monocromático, com frequência angular
bem definida. Desta forma o campo elétrico será descrito por:

E(t) = (εe−iωt + ε∗eiωt)ê ≡ E(t)ê, (3.37)

onde ê é a direção de polarização da radiação incidente e E(t) é a amplitude do
campo complexo. A partir destas considerações podemos escrever o hamiltoniano total da
interação entre o átomo e o campo como:

H = 1
2}ωegσz − 〈0|d · ê|1〉 (εe

−iωt + ε∗eiωt)(σ+ + σ−). (3.38)

Para sistemas fechados que não envolvam a influência do meio externo sobre a
amostra atômica, a dinâmica de interação entre o átomo e o campo é convenientemente
tratada pela equação de Schrödinger independente do tempo. Sendo assim, devemos
especificar a equação de estado para o átomo de dois níveis em um tempo t > 0, o
que nos leva à seguinte expressão:

|ψ(t)〉 = cg(t) |0〉+ ce(t) |1〉 . (3.39)

Os valores cg(t) e ce(t) são amplitudes complexas relacionadas às probabilidades de
ocupação dos estados |0〉 e |1〉, respectivamente. Admitindo a equação de Schrödinger
na representação de interação temos:

∂

∂t
|ψ(t)〉I = − i

}
HI
I (t) |ψ(t)〉I , (3.40)
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onde o sub índice (I) faz referência à representação de interação. Expressando o hamilto-
niano de interação HI(t) na representação de interação obtemos:

HI
I (t) = −U †AHI(t)UA

= −E(t)deg[σ−e−iωegt + σ+e
iωegt],

= −deg[σ−(ε∗e−i(ω+ωeg)t + εei(ω−ωeg)t) + σ+(ε∗e−i(ω−ωeg)t + εei(ω+ωeg)t)], (3.41)

onde UA = e−
i
}H

At é o operador de evolução temporal do átomo, deg = 〈0|d · ê|1〉 é o
elemento de matriz do operador momento de dipolo e |ψ(t)〉I = cg(t) |0〉 + ce(t) |1〉 é o
vetor de estado na representação de interação.

Vamos assumir que inicialmente o sistema composto seja preparado no estado |0〉
de forma que cg(0) = 1 e ce(0) = 0. Sob estas condições iniciais, resolvendo a equação de
Schrödinger obtemos o sistema de equações diferenciais:

∂

∂t
cg = ice

deg
}

(E0e
−i(ω+ωeg)t + E∗0e

i(ω−ωeg)t), (3.42)
∂

∂t
ce = icg

deg
}

(E0e
−i(ω−ωeg)t + E∗0e

i(ω+ωeg)t). (3.43)

Considerando que no modelo do átomo de dois níveis interagindo com a radiação,
a frequência do campo incidente seja da ordem da frequência de transição entre os
níveis eletrônicos, temos que ωeg ≈ ω, que acarreta em |ω − ωeg| << ω + ωeg. Neste
contexto, podemos usar a aproximação de onda girante [8], RWA5, e negligenciar os
termos altamente oscilantes e±i(ω+ωeg) que, na média, não contribuem significamente.
Dessa maneira, as Eq.(3.42) e Eq.(3.43) serão expressas por:

∂

∂t
cg ≈ ice

deg
}
E∗0e

i∆t, (3.44)
∂

∂t
ce ≈ icg

deg
}
E0e

−i∆t, (3.45)

onde ∆ = ω − ωeg. Resolvendo o sistema de equações diferenciais acopladas de primeira
ordem apresentado nas Eq.(3.44) e Eq.(3.45) obtêm-se:

cg(t) = ei
∆
2 t

[
cos(Ωt)− i ∆

2Ω
sen(Ωt)

]
, (3.46)

ce(t) = ie−i
∆
2 t

Ω
Ω
sen(Ωt), (3.47)

5Acrônimo em inglês da expressão Rotating Wave Approximation

Instituto de Física – UFG



3.3. Dinâmica Atômica 34

onde Ω =
√

Ω2 + (∆/2)2 é intitulada de frequência de Rabi generalizada, enquanto
Ω = deg |ε|

} é frequência de Rabi efetiva. Neste contexto, as oscilações de Rabi são
responsáveis pela troca populacional periódica entre os níveis atômicos [19]. No caso limite
de ∆ = 0, as duas frequências de Rabi coincidem.

A partir das expressões apresentadas nas Eq.(3.46) e Eq.(3.47), podemos calcular
as probabilidades do átomo ser encontrado no estado fundamental ou excitado. Neste caso,
Pg(t) = |cg(t)|2 é a probabilidade do átomo permanecer no estado fundamental, enquanto
Pe(t) = |ce(t)|2 corresponde à probabilidade de encontrar o átomo no estado excitado. As
probabilidades apresentadas obedecem a condição geral de conservação de maneira que
Pe(t) + Pg(t) = 1 para todo tempo t ≥ 0.

A probabilidade de encontrar o átomo no estado excitado será:

Pe(t) = 1
1 +

(
∆
2Ω

)2 sen
2

tΩ
√√√√1 +

(
∆
2Ω

)2
 , (3.48)

enquanto a probabilidade de encontrar o átomo no estado fundamental será:

Pg(t) = cos2

tΩ
√√√√1 +

(
∆
2Ω

)2
+

(
∆
2Ω

)2

1 +
(

∆
2Ω

)2 sen
2

tΩ
√√√√1 +

(
∆
2Ω

)2
 . (3.49)

Deste modo, podemos observar dois fatos: o primeiro deles é que as oscilações de Rabi, de
maneira geral, acontecem com a frequência de Rabi generalizada (Ω ≥ Ω) e o aumento na
taxa de oscilação está diretamente relacionado com o aumento da dessintonia conforme
se verifica na Figura (3.7) onde plotamos Pe(t) em função de Ωt. A segunda consideração
a ser feita aparece na Figura (3.4) onde plotamos o gráfico de Pe(t) em função de ∆

2Ω

vemos, assim, que as amplitude das oscilações se reduzem ao se distanciar da dessintonia
nula, sendo que a maior amplitude de probabilidade está relacionada à situação onde a
dessintonia é nula.

Na Figura (3.5) apresentamos o comportamento da probabilidade do átomo
permanecer no estado fundamental. Devido à conservação da probabilidade, temos que
as Figuras (3.4) e (3.5) são simétricas e novamente constatamos que as amplitudes de
oscilação são reduzidas ao se distanciar da dessintonia nula. Outra grandeza muito útil
no contexto da óptica quântica é a chamada inversão atômica, definida como:

w(t) = Pe(t)− Pg(t). (3.50)

Esta quantidade indica o período em que a população atômica é completamente trans-
ferida entre os estado |1〉 e |0〉. A transferência da população atômica entre os estados
|0〉 → |1〉 corresponde à absorção da luz, enquanto o processo de transferência entre
|1〉 → |0〉 diz respeito ao processo de emissão estimulada. O período de oscilação entre as
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Figura 3.4: Pe(t) em função de ∆
2Ω

Figura 3.5: Pg(t) em função de ∆
2Ω

transições dos níveis atômicos é T = 2π/Ω. Isso significa que na situação onde o átomo
se encontra inicialmente no estado |0〉 e o campo elétrico seja ligado por um período de
duração T/2, o átomo será promovido para o estado excitado com probabilidade unitária.
De maneira geral, para um campo clássico interagindo com um átomo de dois níveis a
inversão atômica será expressa por:

W (t) = 1
1 +

(
∆
2Ω

)2 sen
2

tΩ
√√√√1 +

(
∆
2Ω

)2
−

− cos2

tΩ
√√√√1 +

(
∆
2Ω

)2
−

−

(
∆
2Ω

)2

1 +
(

∆
2Ω

)2 sen
2

tΩ
√√√√1 +

(
∆
2Ω

)2
 . (3.51)
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Figura 3.6: W (t) em função de ∆
2Ω

Figura 3.7: Pe(t) por Ωt Figura 3.8: W (t) por Ωt

Conforme verifica-se na Figura (3.8) a inversão é máxima para a dessintonia nula, e
à medida que a dessintonia aumenta o número de oscilações aumentam, em completa
analogia com o comportamento de Pe(t). Outro ponto que chamamos a atenção é a
diminuição da amplitude da inversão à medida que se afasta da dessintonia nula, como
pode ser verificado na Figura (3.6), onde apresentamos o comportamento da inversão
atômica em função da ∆

2Ω .

3.3.2 Dinâmica da amostra atômica

A partir dos estados de Dicke e do hamiltoniano de interação na aproximação
de dipolo, calcularemos as probabilidades de transição entre os níveis atômicos em
uma amostra contento A átomos de dois níveis interagindo com um campo clássico
circularmente polarizado. Serão apresentados gráficos que ilustram o comportamento da
probabilidade e inversão atômica para à amostra.
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Devido à natureza do campo elétrico circularmente polarizado no plano xy,
podemos representá-lo como sendo E(t) = Ex(t)x̂ + Ey(t)y, onde Ex(t) e Ey(t) são
as componentes do campo ao longo dos eixos x e y, respectivamente. Na aproximação
de dipolo e usando o formalismo dos operadores coletivos, o hamiltoniano do sistema
composto será expresso por [14]:

H = ω0Sz + ε1(t)Sx + ε2(t)Sy, (3.52)

sendo que ε1(t) = 2dEx(t) e ε2(t) = 2dEy(t). Em termo dos operadores escadas Eq.(2.44),
podemos reescrever a equação anterior como sendo:

H = ω0Sz + ε+S+ + ε−(t)S−, (3.53)

onde ε+ = ε1−iε2
2 = ε∗−.

O operador evolução temporal será solução da equação diferencial:

i
∂U

∂t
= HU , U(0) = I, (3.54)

posteriormente usaremos } = 1 para simplificar os cálculos. Usando a decomposição de
Gauss [14], podemos representar o operador evolução temporal como sendo:

U(t) = eα(t)S+eβ(t)Szeγ(t)S− , (3.55)

onde os coeficientes α(t), β(t) e γ(t) são a solução da equação diferencial de primeira
ordem que se obtém ao combinar as Eq.(3.55), Eq.(3.54) e Eq.(3.53).

Inicialmente, a derivada temporal da Eq.(3.55) será:

∂U

∂t
= ∂

∂t
[eα(t)S+eβ(t)Szeγ(t)S− ],

= α̇S+e
α(t)S+eβ(t)Szeγ(t)S− + β̇eα(t)S+Sze

β(t)Szeγ(t)S− + γ̇eα(t)S+eβ(t)SzS−e
γ(t)S− ,

= α̇S+U + β̇eα(t)S+Sze
−α(t)S+U + γ̇eα(t)S+eβ(t)SzS−e

−β(t)Sze−α(t)S+U . (3.56)

Usando o lema de Baker-Hausdorff [15], é possivel demonstrar que:

eα(t)S+Sze
−α(t)S+ = Sz − αS+, (3.57)

eβ(t)SzS−e
−β(t)Sz = e−β(t)S−, (3.58)

eα(t)S+S−e
−α(t)S+ = S− + 2αS− − α2S+. (3.59)

Substituindo as Eq.(3.57), Eq.(3.58) e Eq.(3.59) na Eq.(3.54), e usando o fato dos
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operadores S±,z serem linearmente independentes temos a seguinte equação diferencial:

i(α̇− β̇α− γ̇e−βα2) = ε+, (3.60)

i(β̇ + 2γ̇e−βα) = ω0, (3.61)

iγ̇e−β = ε−, (3.62)

com as condições iniciais α(0) = β(0) = γ(0) = 0 em virtude de U(0) = I. Combinando
a Eq.(3.62) com a Eq.(3.61) temos:

β̇ = −i(ω0 − 2αε−), (3.63)

substituindo a Eq.(3.63) e a Eq.(3.62) na Eq.(3.60), encontramos a seguinte equação do
tipo Riccati 6 para o coeficiente α:

iα̇ = ω0α + ε+ − α2ε−, (3.64)

usando o seguinte ansatz α = ae−iω0t a equação anterior se reduz para a seguinte equação
diferencial em termo da variável a:

iȧ = υ∗ − υa2, a(0) = 0, (3.65)

onde υ = εe−iω0t. Realizando a substituição a = iΨ̇/Ψυ na Eq.(3.65), encontramos a
seguinte equação diferencial de segunda ordem para Ψ:

−Ψ̈ + Ψ̇ υ̇
υ

= |υ|2Ψ, (3.66)

por fim, a substituição da expressão Ψ =
√
υ(t)ξ na Eq.(3.66) resulta em:

ξ̈ + Ω2(t)ξ = 0, (3.67)

onde Ω2(t) é dado por:

Ω2(t) = |υ|2 + ϋ

2υ −
3
4

(
υ̇

υ

)2
, (3.68)

de forma geral Ω2(t) é um número complexo. Para o caso onde o campo elétrico é descrito
pelas componentes ε1 = Ecosωt e ε2 = Esenωt e considerando o caso ressonante, ω = ω0,

6A Equação de Riccati é uma equação diferencial ordinária não linear, de primeira ordem representada
por dy

dx = a(x) + b(x)y + c(x)y2 onde a(x), c(x) e c(x) são três funções que dependem de x.
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os coeficientes da decomposição de Gauss serão expressos por:

α = −ie−iωttanΩt, (3.69)

β = −iωt− 2ln|cosΩt|, (3.70)

γ = −itanΩt. (3.71)

onde Ω = E/2 na ressonância.
A partir dos valores dos coeficientes da decomposição de Gauss, podemos cons-

truir o operador evolução temporal e determinar as probabilidades de transições atômicas.
Vamos considerar que inicialmente tenhamos todos os átomos da amostra no estado de
menor energia, na representação dos estados de Dicke temos |0,A〉. Sendo assim a proba-
bilidade P00(t) da amostra permanecer no estado fundamental após um tempo t é dado
por:

P00(t) = | 〈0|U(t)|0〉 |2 = | 〈0|eα(t)S+eβ(t)Szeγ(t)S−|0〉 |2 = cos2AΩt, (3.72)

para o caso onde o número de átomos da amostra seja A = 1, temos o mesmo resultado
que o apresentado na seção (3.3.1) e portanto ocorre uma transição periódica entre os
níveis energéticos.

A generalização da Eq.(3.72) consiste em preparar a amostra com uma quantidade
k de átomos excitados. Desta forma, a probabilidade P0k(t) do sistema permanecer no
estado fundamental será expresso por:

P0k(t) = | 〈k|U(t)|0〉 |2 = | 〈k|eα(t)S+eβ(t)Szeγ(t)S−|0〉 |2,

P0k(t) = A!
k!(A− k)!cos

2A−2kΩtsen2kΩt. (3.73)

Nas Figuras (3.9)-(3.12) apresentamos as probabilidades para uma coleção atô-
mica contendo 3 átomos em quatro situações diversas. A probabilidade P00(t) (verde)
referente a existência de nenhum átomo excitado, P01(t) (azul) para o caso em que k = 1,
P02(t) (preto) para a situação onde k = 2 e por fim P03(t) (vermelho) para k = 3.

A inversão atômica da coleção de átomos, inicialmente preparada no estado
fundamental, será expressa por:

〈Sz(t)〉 = 〈ψ(t)|Sz|ψ(t)〉 = 〈0|U †(t)SzU(t)|0〉 (3.74)

desta maneira, a inversão atômica será expressa por:

〈Sz(t)〉 = −A2 cos2Ωt (3.75)

segundo a Eq.(3.75), a inversão atômica é um valor que não depende do número de
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Figura 3.9: Probabilidade em função Ωt
para k = 0

Figura 3.10: Probabilidade em função Ωt
para k = 1

Figura 3.11: Probabilidade em função Ωt
para k = 2

Figura 3.12: Probabilidade em função Ωt
para k = 3

átomos excitados na coleção. Nas Figuras (3.13)-(3.15) plotamos os gráficos referentes ao
comportamento da inversão atômica para A = 1 (verde), A = 2 (azul) e para o caso onde
a amostra tenha A = 3 (vermelho) átomos.

3.3.3 Modelo de Jaynes–Cummings (JCM)

Consideremos agora a interação entre um átomo de dois níveis com um único
modo de oscilação do campo quantizado dentro de uma cavidade. Vamos assumir,
novamente, que a frequência ω do campo esteja próxima à frequência de transição ωeg entre
os níveis |1〉 ⇔ |0〉, de maneira que o átomo interaja apenas com um único modo do campo
enquanto, todo os outros modos não se acoplam ao átomo devido ao distanciamento com
a frequência de transição. Tal modelo foi originalmente proposto por Jaynes e Cummings
em 1963 [20] e constitui uma ferramenta matemática indispensável no entendimento de
como a quantização da radiação afeta a evolução dos estados atômicos em um sistema de
dois níveis.

Nas décadas que se seguem à apresentação do JCM são várias as publicações
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Figura 3.13: Inversão atômica em função
Ωt para A = 1

Figura 3.14: Inversão atômica em função
Ωt para A = 2

Figura 3.15: Inversão atômica em função
Ωt para A = 3

dedicadas à exploração e extensão desse modelo, incluindo o de Dicke [21], que estende
o tratamento apresentado por JC para um sistema constituído de muitos átomos de dois
níveis. Outro fenômeno que surge da aplicação do JCM são os colapsos e ressurgimentos
das oscilações de Rabi [22] do estado coerente |α〉, evidenciando assim um fenômeno sem
contrapartida clássica. Do ponto de vista experimental o advento do maser possibilitou o
estudo da interação de um unico átomo (geralmente átomo de Rydberg) com um único
modo da cavidade ressonante assim com0 apresentado em [23]. Por fim podemos citar o
modelo de JC deformado [24] que permite calcular a dinâmica do fenômeno do colapso e
ressurgimento de maneira exata.

De maneira geral o hamiltoniano total do sistema composto é expresso por:

H = HA +HF +HI(t), (3.76)

onde HA corresponde ao hamiltoniano do átomo livre, HF diz respeito ao hamiltoniano
de origem quântica referente a um único modo do campo, conforme apresentado na secção
2.1, enquanto o termo HI(t) novamente corresponde ao hamiltoniano de interação entre
o campo e o átomo usando a aproximação de dipolo. Desta maneira o hamiltoniano total
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será representado por:

H = 1
2}ωegσz + }a†a+ }g(σ+ + σ−)(a+ a†), (3.77)

onde g ≡ −(degε/}) é definida como constante de acoplamento entre o átomo e o campo,
e sem perda de generalidade, assumida ser real.

Vamos representar por H0 ≡ HA + HF a soma entre o hamiltoniano do átomo
e do campo livre cuja expressão não tem dependência temporal. O operador evolução de
temporal do sistema composto será expresso por:

U0 = e−
i
}H0t = e−

i
} (HA+HF )t. (3.78)

Procedendo de maneira análoga ao modelo semiclássico, é conveniente apresentar os
operadores na representação de interação. Com isso, temos:

σ± = UA(t)†σ±UA(t) = σ±e
±iωegt, (3.79)

onde σ± corresponde aos operadores de Pauli na representação de interação, além de
que usamos o operador evolução temporal do átomo como sendo UA(t) = e−

i
}H

At. Os
operadores criação e aniquilação na representação de interação serão expresso por

a = UF (t)†aUF (t) = ae−iωt, a† = UF (t)†a†Uf (t) = aeiωt, (3.80)

de maneira que os termos a e a† correspondem aos operadores de criação e aniquilação
do campo na representação de interação, onde o operador evolução temporal do campo é
representado por UF (t) = e−

i
}H

F t. Por fim, representando o hamiltoniano de interação na
representação de interação temos:

H
I = e

i
}H0HIe−

i
}H0

= }g(a†σ−ei(ω−ωeg)t + σ+ae
−i(ω−ωeg)t+

+ a†σ+e
i(ω+ωeg)t + σ−ae

−i(ω+ωeg)t, (3.81)

novamente usando a aproximação de onda girante (RWA), podemos negligenciar os termos
altamente oscilantes e±i(ω+ωeg)t. Sendo assim, a Eq.(3.81) será expressa por:

HI(t) = }g(σ+a+ a†σ−) (3.82)

com isso, o hamiltoniano total será dado por [20]:

H = 1
2}ωegσz + }a†a+ }g(σ+a+ a†σ−). (3.83)
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O hamiltoniano na Eq.(3.83) corresponde ao hamiltoniano de Jaynes Cummings que
descreve a interação entre o átomo e campo quantizado. Na próxima seção usaremos
o hamiltoniano de JC, para uma situação especifica onde o campo é preparado com um
número bem definido de fótons (estados de Fock) e o átomo encontra-se inicialmente
no estado estado excitado |1〉, será apresentada assim a dinâmica de interação entre a
população atômica e o campo elétrico.

3.3.4 Aplicação do modelo Jaynes Cummings

As aplicações ao modelo de Jaynes Cummings, apresentadas nesta subseção,
encontram-se tratadas em pormenores em [8]. No modelo de JC estamos interessados
em uma descrição completamente quântica da interação entre o átomo e o campo. Para
este fim, necessitamos construir o estado quântico do sistema composto. Desta modo,
temos que o estado do sistema total será especificado via produto tensorial entre o estado
do campo e do átomo. Como primeira situação vamos assumir que em t = 0 o átomo
esteja no estado fundamental |0〉 e que a cavidade seja preparada contendo precisamente
n fótons. Desta maneira, o estado inicial do sistema composto é representado por |0,n〉,
devido ao hamiltoniano de interação o estado inicial será conectado apenas ao estado final
|1,n− 1〉. Com isso o vetor de estado do sistema composto será, para um tempo t > 0,
expresso por:

|ψ(t)〉 = cg,n(t) |0,n〉+ ce,n−1(t) |1,n− 1〉 . (3.84)

Recorrendo à equação de Schrödinger na representação de interação para a descrição da
evolução das probabilidades dos estados atômicos, encontramos o seguinte sistema de
equações diferenciais acopladas para os coeficientes cg,n(t) e ce,n−1(t):

ċg,n = −ig
√
nei∆Ce,n−1, (3.85)

ċe,n−1 = −ig
√
ne−i∆Cg,n, (3.86)

o sistema de equações diferenciais está sujeito a condição inicial de que o sistema acoplado
seja preparado em |0,n〉, o que acarreta cg,n(0) = 1 e ce,n−1(0) = 0. Resolvendo o sistema
de equações anterior concluímos que a probabilidade de se encontrar o sistema composto
no estado |0,n〉 é dada por:

Pg,n(t) = cos2

tg√n
√√√√1 +

(
∆

2g
√
n

)2
+

+

(
∆

2g
√
n

)2

1 +
(

∆
2g
√
n

)2 sen
2

tg√n
√√√√1 +

(
∆

2g
√
n

)2
 , (3.87)
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enquanto a probabilidade de ocorrer a transição para o estado |1,n− 1〉 será representada
por:

Pe,n−1(t) = 1
1 +

(
∆

2g
√
n

)2 sen
2

tg√n
√√√√1 +

(
∆

2g
√
n

)2
 . (3.88)

Apresentamos nas Figuras (3.16) e (3.17) o comportamento das probabilidades Pg,n(t)

Figura 3.16: Pg,n(t) em função ∆
2g
√
n

e Pe,n−1(t) em função de ∆/2g
√
n respectivamente. Temos que as equações das probabi-

lidades são análogas às obtidas na descrição semiclássica de interação entre o átomo e o
campo. As amplitudes de probabilidade novamente se reduzirão à medida que se afastam
da dessintonia nula, seguindo em completa analogia a descrição semiclássica, além de que
em uma situação onde a cavidade seja inicialmente preparada sem nenhum fóton (n = 0)
o átomo ficará indefinidamente no estado fundamental.

A inversão atômica, definida na Eq.(3.50), entre os estados |0,n〉 ⇔ |1,n− 1〉
será:

W (t) = 1
1 +

(
∆

2g
√
n

)2 sen
2

tg√n
√√√√1 +

(
∆

2g
√
n

)2
−

− cos2

tg√n
√√√√1 +

(
∆

2g
√
n

)2
−

−

(
∆

2g
√
n

)2

1 +
(

∆
2g
√
n

)2 sen
2

tg√n
√√√√1 +

(
∆

2g
√
n

)2
 . (3.89)
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Figura 3.17: Pe,n−1(t) em função ∆
2g
√
n

Figura 3.18: Inversão atômica entre os estados |0,n〉 ⇔ |1,n− 1〉 em função de ∆
2g
√
n

Na Figura (3.18), novamente constatamos a diminuição da amplitude de inversão atômica
à medida que se afasta da dessintonia nula, em completa analogia ao modelo semiclássico.

Como segunda situação de interesse, vamos considerar o caso em que no instante
inicial t = 0 o átomo seja preparado no estado excitado |1〉, enquanto a cavidade esteja no
estado |n〉. Sendo assim, o estado inicial do sistema composto será |1,n〉. Temos, portanto,
que o estado inicial estará acoplado unicamente ao estado |0,n+ 1〉 de forma que o vetor

Instituto de Física – UFG



3.3. Dinâmica Atômica 46

de estado para um tempo t > 0 será expresso por:

|ψ(t)〉 = ce,n(t) |1,n〉+ cg,n+1(t) |0,n+ 1〉 , (3.90)

procedendo de forma análoga ao apresentado anteriormente, temos que a equação para a
probabilidade Pe,n(t) será expressa por:

Pe,n(t) = cos2

tg√n+ 1

√√√√1 +
(

∆
2g
√
n+ 1

)2
+

+

(
∆

2g
√
n+1

)2

1 +
(

∆
2g
√
n+1

)2 sen
2

tg√n+ 1

√√√√1 +
(

∆
2g
√
n+ 1

)2
 , (3.91)

enquanto a probabilidade do átomo ser encontrado no estado |0,n+ 1〉 é representada
por:

Pg,n+1(t) = 1
1 +

(
∆

2g
√
n+1

)2 sen
2

tg√n+ 1

√√√√1 +
(

∆
2g
√
n+ 1

)2
 , (3.92)

a inversão atômica entre os estados |1,n〉 ⇔ |0,n+ 1〉 será:

W (t) = cos2

tg√n+ 1

√√√√1 +
(

∆
2g
√
n+ 1

)2
+

+

(
∆

2g
√
n+1

)2

1 +
(

∆
2g
√
n+1

)2 sen
2

tg√n+ 1

√√√√1 +
(

∆
2g
√
n+!

)2
−

− 1
1 +

(
∆

2g
√
n+1

)2 sen
2

tg√n+ 1

√√√√1 +
(

∆
2g
√
n+ 1

)2
 . (3.93)

Na Figura (3.19) plotamos o gráfico de Pg,n+1(t) em função de ∆
2g
√
n+1 , enquanto

que na Figura (3.20) plotamos Pe,n(t) em função de ∆
2g
√
n+1 . O comportamento destes

gráficos são análogo ao descrito na situação onde o estado inicial do sistema composto
é representado por |0,n〉. Entretanto uma diferença fundamental é encontrada no caso
onde o sistema composto é expresso por |1,n〉, mesmo na ausência de fótons dentro da
cavidade (n=0), existe uma probabilidade não nula de ocorrer a transição entre os níveis
energéticos, estas transições são chamadas de oscilações de Rabi do campo de vácuo [25]
e não existe contrapartida clássica.
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Figura 3.19: Pg,n+1(t) em função de ∆
2g
√
n+1

Figura 3.20: Pe,n(t) em função de ∆
2g
√
n+1
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Sistemas abertos e derivação da

equação mestra

No âmbito da física e química as equações mestras são usadas para descrever a
evolução de um sistema de interesse assumindo que, por força do modelo proposto, possa
estar em um certo número de estados discretos possíveis, e onde evoca-se uma análise
probabilística para descrever a dinâmica do referido sistema. As equações mestras são um
conjunto de equações diferenciais de primeira ordem, e como tal, sua resolução depende
dos parâmetros inicias. No âmbito das probabilidades precisamos assegurar qual é, dentre
os possíveis estados do sistema, aquele em que o sistema foi inicialmente preparado,
assumindo assim probabilidade máxima.

Entre as diversas aplicabilidades no ambito da física, as equações mestras podem
ser usada na descrição de sistemas ópticos constituídos por N átomos de dois níveis. Este
sistema foi inicialmente estudado por R. H. Dicke em 1954 [21], o qual previu que, sob
certas circustâncias, a taxa de radiação emitida é proporcional ao quadrado do número de
átomos, tal fenômeno é intitulado de superradiância e foi observado experimentalmente
por N. Skribanowitz et al [26]. A superradiância corresponde à emissão espontânea coletiva
de um pulso eletromagnético gerado a partir de um ensemble de átomos de dois níveis
inicialmente preparada no estado excitado, e que em virtude do acoplamento com o
reservatório, decaem espontaneamente para o estado fundamental.

Neste capítulo deduziremos a equação mestra para um átomo de dois níveis
interagindo com um reservatório térmico, nos limites da aproximação de Born e Markov.
Estudaremos as evoluções das probabilidades de transiçôes para os diferentes níveis do
sistema, além de apresentar alguns dos efeitos provenientes da interação de um sistema
atômico com o ambiente externo como decaimento atômico [27] e perda de coerência [28].
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4.1 Equação mestra geral

As derivações apresentas nesta seção encontram-se em [29] e [9]. Como ponto
de partida para a derivação da equação mestra, consideremos um sistema quântico
simplesmente indicado por (S) interagindo com um reservatório (também chamado de
ambiente ou banho de calor) representado pela letra (R), este por sua vez é modelado como
um conjunto de osciladores harmônicos tendo infinitos graus de liberdade. Vamos denotar
deHS eHR os hamiltonianos isolado do sistema (S) e do reservatório (R), respectivamente,
e consideremos ainda que o hamiltoniano de interação entre o sistema e o reservatório seja
representado por HSR. Desta maneira o hamiltoniano do sistema composto será:

H = HS +HR +HSR ≡ H0 +HSR, (4.1)

onde H0 = HS +HR.
O sistema composto é dito estar isolado quando suas partes constituintes estarão

acopladas apenas umas às outras, de modo que a transferência de energia será apenas entre
esses dois subsistemas. Vamos assumir que em t = 0 conheçamos o estado do sistema (S)
que é descrito por um operador densidade ρS0 e que o reservatório também seja descrito
por um operador densidade nomeado de ρR0 , de tal maneira que o operador densidade do
sistema composto em t = 0 será ρSR(0) = ρS0 ⊗ ρR0 .

O operador evolução temporal do sistema acoplado será U0(t) = e−
i
}Ht, sendo

assim o operador densidade total e o hamiltoniano de interação serão descrito na
representação de interação, respectivamente, como sendo:

ρISR(t) = U †0ρSR(0)U0(t) = ρI(t), (4.2)

HI
SR(t) = U †0HSRU0(t) = HI(t), (4.3)

a equação de Liouville-Von Neumann na representação de interação [15] será expressa por:

∂ρI(t)
∂t

= − i
}

[HI(t), ρI(t)]. (4.4)

Integrando a Eq.(4.4) temos que:

ρI(t) = ρI(0)− i

}

∫ t

0
dt
′ [HI(t

′), ρI(t
′)], (4.5)

inserindo a Eq.(4.5) na Eq.(4.4) temos que:

∂ρI(t)
∂t

= − i
}

[HI(t), ρI(0)]− 1
}2

∫ t

0
dt
′ [HI(t), [HI(t

′), ρI(t
′)]]. (4.6)

Vamos considerar que o sistema composto, (S+R), possa ser sempre fatorizado, de maneira
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que a qualquer tempo temos que:

ρI(t) = ρR0 ⊗ ρS(t), (4.7)

onde ρR0 é o estado estacionário do reservatório. A Eq.(4.7) corresponde à chamada
aproximação de Born [17]. Esta aproximação equivale a dizer que o reservatório é
infinitamente maior que o sistema e que o acoplamento entre (S) e (R) é muito fraco
de modo que a perturbação sofrida no reservatório pelo sistema é irrelevante.

Uma vez calculada a evolução temporal do operador densidade do sistema
composto, ρI(t), a informação sobre o subsistema de interesse (S) ficará a cargo do
operador densidade reduzido ρS(t), que é obtido via o traço parcial sobre o operador
composto ρI(t) com respeito aos estados pertencentes ao reservatório, ou seja:

ρS(t) = TrR[ρSR(t)]. (4.8)

Desta maneira, tomando-se o traço parcial sobre os estados do reservatório, a Eq.(4.6)
será expressa por:

∂ρS(t)
∂t

= − i
}
TrR[HI(t), ρI(0)]− 1

}2

∫ t

0
dt
′
TrR[HI(t), [HI(t

′), ρI(t
′)]], (4.9)

onde ρS é o operador densidade reduzido na representação de interação. Inserindo a
Eq.(4.7) na Eq.(4.9) temos que:

∂ρS(t)
∂t

= − i
}
TrR[HI(t), ρR(0)⊗ ρS(0)]−

− 1
}2

∫ t

0
dt
′
TrR[HI(t), [HI(t

′), ρR(0)⊗ ρS(t′)]]. (4.10)

Na próxima seção usaremos a Eq.(4.10) para a determinação da dinâmica de
interação de um átomo de dois níveis com o campo de radiação aberta, apresentando os
fenômeno: decaimento atômico espontâneo e perda de coerência entre os estados quânticos,
fruto da interferência do ambiente sobre o sistema atômico.

4.2 Equação mestra para o átomo de dois níveis em
contato com um reservatório térmico

Para avançar além da expressão geral apresentada na Eq.(4.10) e fornecer a
equação das probabilidades de transição para sistemas abertos, precisamos especificar qual
a natureza dos subsistemas envolvidos no acoplamento. Vamos considerar que o sistema
(S) seja um átomo de dois níveis, onde novamente os estados |0〉 e |1〉 correspondam aos
estado de mais baixa e mais alta energia respectivamente. Este sistema está interagindo
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com um reservatório térmico (campo de radiação aberta), sendo assim o hamiltoniano que
representa o átomo de dois níveis será:

HS = }ω0

2 σz, (4.11)

enquanto que o hamiltoniano para o reservatório térmico será expresso por:

HR =
∑

k
}ωkb†kbk. (4.12)

Por fim, o hamiltoniano devido ao acoplamento entre o átomo e o campo na aproximação
de dipolo e de onda girante será:

HSR =
∑

k
gk(bkσ+ + b†kσ−), (4.13)

novamente evocaremos a álgebra bem conhecida dos operadores de Pauli de maneira que:

[σ+,σ−] = σz, [σz,σ−] = −2σ−,

[σz,σ+] = 2σ+.

Os operadores b†k e bk (bosônicos), são os operadores de criação e aniquilação referentes
ao reservatório criando e destruindo fótons com energia }ωk. Esses operadores obedecem
às seguinte relações de comutação:

[
bk, b†k′

]
= δk,k′ , [bk, bk′ ] = 0,

[
b†k, b†k′

]
= 0. (4.14)

O hamiltoniano total do sistema composto é descrito por:

H = HS +HR +HSR,

H = }ω0

2 σz +
∑

k
}ωkb

†
kbk +

∑
k
gk(bkσ+ + b†kσ−), (4.15)

sendo assim, na representação de interação o hamiltoniano referente ao acoplamento será:

HI(t) =
∑

k
gk(e

i
}HRtbke

− i
}HRte

i
}HStσ+e

− i
}HSt+

+ e
i
}HRtb†ke

− i
}HRte

i
}HStσ−e

− i
}HSt)

=
∑

k
gk(bkσ+e

i(ω0−ωk)t + b†kσ−e
−i(ω0−ωk)t). (4.16)

Substituindo a Eq.(4.16) na Eq.(4.10) encontramos a equação mestra para o
átomo de dois níveis interagindo com o ambiente na representação de interação. Desta
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maneira a equação mestra será expressa segue:

∂ρS(t)
∂t

= −i
∑
k

gk(ei(ω0−ωk)t 〈bk〉R [σ+, ρS(0)] + e−i(ω0−ωk)t
〈
b†k
〉
R

[σ−, ρs(0)])+

+
∑
kk′

gkgk′
{∫ t

0
dt
′
ei(ω0−ωk)tei(ω0−ωk

′ )t
′

〈bkbk′ 〉R [σ+,σ+ρS(t′)]
}

+

+
∑
kk′

gkgk′
{∫ t

0
dt
′
ei(ω0−ωk)tei(ω0−ωk

′ )t
′

〈bk′ bk〉R [ρS(t′)σ+,σ+]
}

+

+
∑
kk′

gkgk′
{∫ t

0
dt
′
e−i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk

′ )t
′ 〈
b†
k′
b†k
〉
R

[ρS(t′)σ−,σ−]
}

+

+
∑
kk′

gkgk′
{∫ t

0
dt
′
e−i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk

′ )t
′ 〈
b†kb
†
k′

〉
R

[σ−,σ−ρS(t′)]
}

+

+
∑
kk′

gkgk′
{∫ t

0
dt
′
ei(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk

′ )t
′ 〈
bkb
†
k′

〉
R

[σ+,σ−ρS(t′)]
}

+

+
∑
kk′

gkgk′
{∫ t

0
dt
′
e−i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk

′ )t
′ 〈
bk′ b

†
k

〉
R

[ρS(t′)σ+,σ−]
}

+

+
∑
kk′

gkgk′
{∫ t

0
dt
′
e−i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk

′ )t
′ 〈
b†kbk′

〉
R

[σ−,σ+ρS(t′)]
}

+

+
∑
kk′

gkgk′
{∫ t

0
dt
′
ei(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk

′ )t
′ 〈
b†
k′
bk
〉
R

[ρS(t′)σ−,σ+]
}

. (4.17)

Para um reservatório térmico o operador densidade será representado por:

ρR =
⊗∏
k

(1− e−
}ωk
kBT )e−

}ωkb
†
k

bk
kBT , (4.18)

onde kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta da radiação. Sendo
assim os valores médios dos operadores bosônicos para um reservatório em equilíbrio
térmico serão:

〈
b†k
〉
R

= 〈bk〉R = 0, (4.19)〈
b†kb
†
k′
〉
R

= 〈bkbk′ 〉R = 0, (4.20)〈
b†kbk′

〉
R

= 〈nk〉R δk,k′ = nkδk,k′ , (4.21)〈
bkb
†
k′
〉
R

= 〈nk + 1〉R δk,k′ = (1 + nk)δk,k′ , (4.22)

onde nk = (e−
}ωk
kBT − 1)−1 corresponde ao número médio de fótons com frequência ωk. A

partir dos valores médios apresentados nas Eq.(4.19), Eq.(4.20), Eq.(4.21) e Eq.(4.22), e
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considerando a mudança de variável, τ = t− t′ , a equação mestra será:

∂ρS(t)
∂t

= −
∑
k

g2
k

{
(nk + 1)

∫ t

0
dτ [σ+,σ−ρS(t− τ)]ei(ω0−ωk)τ

}
−

−
∑
k

g2
k

{
(nk + 1)

∫ t

0
dτ [ρS(t− τ)σ+,σ−]e−i(ω0−ωk)τ

}
−

−
∑
k

g2
k

{
nk

∫ t

0
dτ [σ−,σ+ρS(t− τ)]e−i(ω0−ωk)τ

}
−

−
∑
k

g2
k

{
nk

∫ t

0
dτ [ρS(t− τ)σ−,σ+]ei(ω0−ωk)τ

}
. (4.23)

Segundo a Eq.(4.23) o operador densidade ρS(t) depende do que aconteceu em
um tempo anterior ρS(t − τ). Vamos eliminar a dependência sobre o tempo passado,
realizando um processo conhecido como aproximação de Markov [17]. Nesta aproximação,
assumimos que durante o tempo de evolução do sistema, τ , o operador densidade do
sistema muda muito mais lento do que o termo exponencial apresentado na Eq.(4.23) de
modo que ρS(t − τ) ≈ ρS(t). De maneira geral, os processos markovianos são processos
nos quais as probabilidades futuras são valores aleatórios e sem memória, ou seja, a
probabilidade de ocorrência de um evento futuro depende apenas do estado atual, sem
apresentar qualquer dependência com os valores do passado. Levando em consideração a
aproximação de Markov, a Eq.(4.23) se reduzirá para a seguinte expressão:

∂ρS(t)
∂t

= −
∑
k

g2
k

{
(nk + 1)[σ+,σ−ρS(t)]

∫ t

0
dτei(ω0−ωk)τ

}
−

−
∑
k

g2
k

{
(nk + 1)[ρS(t)σ+,σ−]

∫ t

0
dτe−i(ω0−ωk)τ

}
−

−
∑
k

g2
k

{
nk[σ−,σ+ρS(t)]

∫ t

0
dτe−i(ω0−ωk)τ

}
−

−
∑
k

g2
k

{
nk[ρS(t)σ−,σ+]

∫ t

0
dτei(ω0−ωk)τ

}
. (4.24)

Vamos considerar que os modos podem ser considerados como um contínuo e
fazer a seguinte substituição[9]:

∑
ks
→

(
L

2π

)3 ∫
d3k, (4.25)

onde d3k = dkxdkydkz é o volume infinitesimal no espaço k . Em coordenadas esféricas
temos que d3k = (ω2

k/c
3)dωksenθdθdφ. Podemos agora calcular o número de modos

infinitesimais dN contidos em um volume V = L3 com uma frequência entre ωk e ωk+dωk,
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desta maneira temos:

dN = 2
(
L

2πc

)3
ω2
kdωkdΩ = D(ωk)dω (4.26)

onde D(ωk) ≡
(
L3ω2

k

π2c3

)
é chamada de função de densidade de modos, e o fator 2 na

Eq.(4.26) é proveniente da existência de duas direções de polarização para cada vetor de
onda k.

Vamos considerar a seguinte relação [30]:
∫ ∞

0
e±i(ω0−ω

′ )τdτ = πδ(ω0 − ω
′)± iP 1

(ω0 − ω′)
, (4.27)

onde P é o valor principal de Cauchy, e especificar o caso onde o reservatório térmico está
em uma temperatura t→ 0 o que equivale a nk → 0.

Considerando a transição entre os modos discretos em uma distribuição continua,
assim com apresentada na Eq.(4.25), podemos definir dois novos parâmetros Γ e ∆ como:

∑
k

g2
kπδ(ω0 − ωk) =

∫
g2(ω)D(ω)πδ(ω0 − ω) ≡ Γ

2 , (4.28)

∑
k

g2
k

P

ω0 − ωk
= ∆. (4.29)

Com isso a equação mestra será expressa como:

∂ρS(t)
∂t

= −Γ
2 ([σ+,σ−ρS(t)] + [ρS(t)σ+,σ−])−

− i∆([σ+,σ−ρS(t)]− [ρS(t)σ+,σ−]). (4.30)

Podemos representar a Eq.(4.30) na representação de Schrödinger de maneira que:

∂ρsS(t)
∂t

= − i
}

[H0, ρsS] + U0
∂ρS(t)
∂t

U †0 , (4.31)

onde ρsS corresponde ao operador densidade na representação de Schrödinger. Sendo assim:

∂ρsS(t)
∂t

= −i
(
ω0

2 + ∆
)

[σ+σ−, ρsS] + iω0

2 [σ−σ+, ρsS]−

− Γ
2 (σ+σ−ρ

s
S + ρsSσ+σ− − 2σ−ρsSσ+). (4.32)

Segundo a Eq.(4.32), o parâmetro ∆ combina com a frequência de transição atômica ω0

e representa uma mudança nos níveis de energia do átomo, esta mudança corrsponde ao
chamado "Lamb shift"( [31] e [17]).
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A partir da Eq.(4.32), a equação do movimento para a coerência ρge será:

∂ρge(t)
∂t

= i(ω0 + ∆)ρge −
Γ
2 ρge (4.33)

cuja solução será:

ρge(t) = ρge(0)e−Γ
2 tei(ω0+∆)t (4.34)

onde ρge(0) é a coerência inicial entre os estados atômicos. Vemos que a coerência é
fortemente influenciada pelos fatores Γ e ∆. Neste sentido, caso o estado inicial do átomo
seja uma superposição dos estados |1〉 e |0〉 vemos que o acoplamento do sistema atômico
com o reservatório térmico é responsável pela perda de coerência entre os estados. Logo,
o reservatório é entendido com uma fonte de decoerência. Uma revisão detalhada sobre
decoerêcnia pode ser encontrado em [32].

Vamos considerar um caso mais especifico onde o átomo esteja inicialmente
preparado no estado excitado |1〉 de maneira que ρee(0) = 1 e, consequentemente, ρgg = 0.
Com isso as equações do movimento para as probabilidade dos estados |1〉 e |0〉 serão
respectivamente:

ρee(t) = e−Γt, (4.35)

ρgg(t) = 1− e−Γt. (4.36)

Apresentamos na Figura (4.1) as probabilidade de encontrar o átomo nos estados |1〉
e |0〉. Vemos que a probabilidade de se determinar o átomo no estado excitado decai
exponencialmente, enquanto a probabilidade associada ao estado |0〉 tende à assumir
o valor máximo. Por fim, segundo as Eq.(4.35) e Eq.(4.36) podemos fornecer uma
interpretação física para o coeficiente Γ que, neste caso, corresponde à taxa de decaimento
espontâneo irreversível entre os níveis |1〉 → |0〉.
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Figura 4.1: Probabilidades de ocupação dos estados |1〉 e |0〉 em função de Γt.
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CA
PÍ
TU

LO 5
Fenômenos relacionados à Óptica

Quântica

Neste capítulo retomaremos a discussão acerca do átomo de três níveis na
configuração Λ, abordando os fenômenos da EIT e dos estados escuros conforme havia sido
adiantado na seção (3.2). Sendo assim, apresentaremos um formalismo mais geral sobre a
interação entre o campo eletromagnético e o átomo de três níveis recorrendo ao emprego
dos operadores densidades juntamente com a utilização da equação mestra, evidenciando
a influência que o meio ambiente exerce sobre o sistema atômico. Mais detalhes sobre a
descrição dos fenômenos da EIT e dos estados escuros são apresentados em ([33] e [34]).

5.1 Estados Escuros

Iniciaremos este capítulo com a apresentação do fenômeno intitulado Estados
Escuros, cuja primeira observação experimental foi apresentada por Alzetta em 1976 (vide
referencia [35]). Neste fenômeno o sistema atômico na configuração Λ é levado para um
estado em que a probabilidade de absorção dos campos elétricos (ou excitação dos átomos)
é nula. Segundo Alzetta a explicação para tal fenômeno é a interferência destrutiva entre
os campos clássicos que incidem sobre o átomo.

A Figura (5.1) representa o sistema atômico contendo três níveis de energia na
configuração Λ sujeito a dois campos clássicos Ep e Ec, conforme havíamos mencionado
na seção (3.2). Os estados |1〉 e |2〉 (estados fundamentais), estão acoplados ao estado
de mais alta energia (estado excitado), |3〉. Nesta configuração Ωp é definido como
a frequência de Rabi do campo de prova (referente as transições |3〉 ⇔ |1〉), cuja
frequência do campo incidente é ωp. De maneira análoga, Ωc é a frequência de Rabi
do campo de controle (transições |3〉 ⇔ |2〉), cuja frequência é ωc. Os valores de Γ31 e Γ32

correspondem às taxas de decaimento espontâneo entre os níveis |3〉 ⇔ |1〉 e |3〉 ⇔ |2〉
respectivamente, ∆1 e ∆2 correspondem as dessintonias referente as transições |3〉 ⇔ |1〉
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|3〉

|2〉

|1〉

∆1 ∆2

Γ31 Γ32Ωp,ωp Ωc,ωc

Figura 5.1: Diagrama dos níveis de energias envolvidos na configuração Λ.

e |3〉 ⇔ |2〉, respectivamente. A resolução da equação de Schrödinger para o hamiltoniano
dependente do tempo apresentado na Eq.(3.19), leva a sistemas de equações diferenciais
mais complexos e difíceis de serem resolvidos analiticamente. Nesses casos as soluções
numéricas são um método mais apropriado, e muitas vezes, mais praticado na análise dos
sistemas complexos. Em vista deste fato, sobre certas aproximações, podemos simplificar
o sistema de equações e determinar soluções analíticas.

A diagonalização do hamiltoniano apresentado na Eq.(3.20), levará à determi-
nação dos autoestado e dos respectivos autovalores. Para este fim, convém representar
o hamiltoniano na notação matricial. Utilizando como base os auto estados do átomo
|1〉 , |2〉 e |3〉:

HI = −


0 0 Ωp

0 −(∆1 −∆2) Ωc

Ωp Ωc −∆1

 . (5.1)

Adotando a aproximação onde ∆1 = ∆2 = ∆ temos que o hamiltoniano será:

HI = −


0 0 Ωp

0 0 Ωc

Ωp Ωc −∆1

 (5.2)

os autovalores serão:

E0 = 0, (5.3)

E+ = [∆ +
√

∆2 + Ω2
p + Ω2

c ], (5.4)

E− = [∆−
√

∆2 + Ω2
p + Ω2

c ], (5.5)
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enquanto os respectivos autoestados serão:

|a0〉 = cos(θ) |1〉 − sen(θ) |2〉 , (5.6)

|a+〉 = sen(θ)sen(φ) |1〉+ cos(θ)sen(φ) |2〉+ cos(φ) |3〉 , (5.7)

|a−〉 = sen(θ)cos(φ) |1〉+ cos(θ)cos(φ) |2〉 − sen(φ) |3〉 , (5.8)

sendo tan(θ) = Ωp

Ωc
e tan(2φ) =

√
Ω2

p+Ω2
c

∆ . Temos que o autoestado que possui energia zero
não contém o estado excitado |3〉 (este estado é responsável por emissão espontânea para
os estados |1〉 e |2〉 com suas respectivas taxas de decaimento). Sendo assim o estado |a0〉
é chamado de estado escuro enquanto os estados |a±〉 são chamados de estados claros.
Portanto, o estado |a0〉 aparece devido a interação do átomo com o campo clássico, e não
se altera em virtude de não possuir evolução temporal. As probabilidades referentes aos
estados |1〉, |2〉 e |3〉 para um sistema preparado no estado |a0〉 será:

|c1|2 = cos2(θ) = Ω2
c

Ω2
p + Ω2

c

, (5.9)

|c2|2 = sen2(θ) =
Ω2
p

Ω2
p + Ω2

c

, (5.10)

|c3|2 = 0. (5.11)

Desta maneira, temos que a população atômica fica aprisionada nos estados fundamentais
do átomo na configuração Λ. Tal fenômeno é intitulado de aprisionamento coerente
da população: "Coherent Population Trapping (CPT)". O CPT é um fenômeno óptico
conhecido em meados 1976 [35] e revisado mais recentemente po E. Arimondo [36].
Experimentalmente, em átomo de metais alcalinos, este efeito é alcançado quando ocorrer
uma coerência entre os dois níveis fundamentais. Tal alcance é proveniente do acoplamento
de dois laser com um estado exitado comum (Figura 5.1). Quando a exata ressonância é
alcançada, o estado do átomo é levado à uma superposição coerente entre os dois níveis
fundamentais, não absorvendo mais a radiação incidente [36]. A transição entre os dois
níveis |1〉 ⇔ |2〉 na configuração Λ é proibida, por regra de seleção de paridade, por esse
motivo a coerência entre os estados atômicos fundamentais tem um longo tempo de vida.

5.1.1 Análise das intensidades do campo

No que diz respeito aos valores da intensidades das frequências de Rabi devemos
considerar algumas situações particulares. Listamos abaixo quatro circunstâncias especi-
ficas que refletem a dinâmica de interação entre o campo e o átomo, e são elas:

1. Ωp = 0 e Ωc 6= 0 ou Ωc = 0 e Ωp 6= 0: Um caso particular ocorre quando uma das
duas frequências de Rabi (Ωc,p) são zero. Para o caso onde Ωp = 0 e Ωc 6= 0 o estado
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escuro será |1〉, enquanto que para o caso onde Ωc = 0 e Ωp 6= 0 o estado escuro será
|2〉.

2. |Ωp| << |Ωc|: Neste caso tan(θ) ∼= 0. Com esta aproximação os autoestados se
transformam em:

|a0〉 ∼= |1〉 , (5.12)

|a+〉 ∼= sen(φ) |2〉+ cos(φ) |3〉 , (5.13)

|a−〉 = −cos(φ) |2〉 − sen(φ) |3〉 , (5.14)

nesta situação o estado escuro é o autoestado |a0〉 ∼= |1〉. Dessa maneira, quando o
átomo for preparado neste estado ele permanecera em |1〉 em virtude da absorção
ser nula. Na próxima seção verificaremos que a condição (|Ωp| << |Ωc|) é necessária
para que o sistema atômico manifeste EIT.

No limite onde ∆ → 0, tan(2φ) =
√

Ω2
p+Ω2

c

∆ → ∞ e φ → π
4 . Os autoestados ficam

sendo:

|a0〉 ∼= |1〉 , (5.15)

|a+〉 ∼=
1√
2

(|2〉+ |3〉), (5.16)

|a−〉 = 1√
2

(|2〉 − |3〉), (5.17)

3. |Ωp| >> |Ωc|: Temos que tan(θ) = Ωp

Ωc
→∞ e θ → π

2 . Considerando ainda a situação

onde ∆→ 0, tan(2φ) =
√

Ω2
p+Ω2

c

∆ e φ→ π
4 . Com isso os autoestados se transformam

em:

|a0〉 ∼= |2〉 , (5.18)

|a+〉 ∼=
1√
2

(|1〉+ |3〉), (5.19)

|a−〉 = 1√
2

(|1〉 − |3〉), (5.20)

neste caso o estado escuro será |2〉.

4. |Ωp| ≈ |Ωc|: Ambos os campos tem a mesma intensidade, de maneira que tan(θ) = 1
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com isso cos(θ) = sen(θ). Com isso os autoestado serão:

|a0〉 ∼=
1√
2

[|1〉 − |2〉], (5.21)

|a+〉 ∼=
1√
2

(sen(φ) |1〉+ sen(φ) |2〉+ cos(φ) |3〉), (5.22)

|a−〉 =∼=
1√
2

[cos(φ) |1〉+ cos(φ) |2〉 − |3〉], (5.23)

no contexto de dessintonia nula (∆ = 0), tan(2φ)→∞ e φ = π
4 temos:

|a0〉 ∼=
1√
2

(|1〉 − |2〉), (5.24)

|a+〉 ∼=
1√
2

[
1√
2

(|1〉+ |2〉+ |3〉)
]

, (5.25)

|a−〉 = 1√
2

[
1√
2

(|1〉+ |2〉 − |3〉)
]

, (5.26)

a aproximação de que |Ωp| ≈ |Ωc| é suficiente para o fenômeno do CPT, já que neste
caso a população atômica fica aprisionada nos estados |1〉 e |2〉.

5.2 Transparência Eletromagneticamente Induzida

A primeira observação experimental da EIT em um sistema de três níveis na
configuração Λ foi feita por Harris [37], [38], por quem o próprio termo EIT foi inicialmente
cunhado. Neste experimento foi verificado que devido à interferência quântica gerada
ao incidir um laser de controle juntamente com um laser de bombeio em uma amostra
atômica, a resposta óptica do material é modificada ocasionando mudanças no índice de
refração do material e no valor da absorção da radiação.

No que diz respeito à aplicabilidade do fenômeno da EIT, podemos citar a
construção de magnetômetros usados para a detecção de campos magnéticos de baixa
intensidade com alta precisão [39], [40] e a construção de um transístor óptico quântico[41],
no qual a passagem dos fótons é controlada unicamente por um outro feixe de fótons.
Nestes dispositivos as situações "luz liberada"e "luz interrompida"funcionam como códigos
binários análogos ao comportamento dos transistores eletrônicos.

As alterações das propriedades ópticas do material são dadas pela suscetibilidade
elétrica de primeira ordem χ(1)

e obtida a partir da equação da polarização [7]. A parte real
de χ(1)

e esta relacionada ao índice de refração do meio e a parte imaginária está associada
à absorção. Assim, temos:

Re(χ(1)
e ) = n, Im(χ(1)

e ) = absorção. (5.27)
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A polarização elétrica é expressa como:

P = χeE = −
∑
i

〈eri〉
V

= N

V
Tr(ρd), (5.28)

onde E é o campo elétrico clássico que incide sobre amostra, N corresponde ao número
de átomos delimitado por um volume V e d é o operador momento de dipolo.

Segundo o formalismo apresentado na seção (2.4), o operador densidade é descrito
como ρ = ∑

i |ψi(t)〉〈ψi(t)|. Desta maneira, o operador densidade na representação de
Schrödinger será:

ρ = ρ11 |1〉〈1|+ ρ22 |2〉〈2|+ ρ33 |3〉〈3|+

+ (ρ21e
−iω21t |2〉〈1|+ ρ31e

−iω31t |3〉〈1|+ ρ32e
−iω32t |3〉〈2|+ h.c.), (5.29)

cujos valores ω21, ω31 e ω32 correspondem as frequências de transições entre os níveis
|2〉 ⇔ |1〉, |3〉 ⇔ |1〉 e |3〉 ⇔ |2〉, respectivamente, e os termos ρij são os elementos de
matriz do operador densidade.

Ao introduzir a relação de completeza no operador momento de dipolo, e
considerando que as transições permitidas na configuração Λ sejam |1〉 ⇔ |3〉 e |2〉 ⇔ |3〉,
o operador momento de dipolo será representado por:

d = d13 |1〉〈3|+ d23 |2〉〈3|+ h.c., (5.30)

onde d13 = 〈1|d|3〉 e d23 = 〈2|d|3〉 são os elementos de matriz do operador densidade e
c.c faz referência ao complexo conjugado. Sendo assim, a polarização da amostra atômica
será expressa por:

P = N

V
(d13ρ31e

−iω31t + d23ρ32e
−iω32t + c.c), (5.31)

onde c.c. é o complexo conjugado. Os elementos ρ23 e ρ13 podem ser obtidos via equação
de Liouville-Von Neumann [34]:

dρ

dt
= −i[HI , ρ] + Γ31(2σ13ρσ31 − σ33ρ− ρσ33)+

+ Γ32(2σ23ρσ32 − σ33ρ− ρσ33), (5.32)

onde usamos } = 1 para efeito de simplificação de cálculos. Usando o hamiltoniano
independente do tempo na configuração Λ, conforme havíamos apresentado na Eq.(3.20),
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a equação mestra será:

dρ

dt
= −i

{
[∆1σ33 + (∆1 −∆2)σ2]ρ−

(
Ωp

2 σ31 + Ωp

2 σ31 + h.c.
)
ρ

}

+ i

{
ρ[∆1σ33 + (∆1 −∆2)σ2]− ρ

(
Ωp

2 σ31 + Ωp

2 σ31 + h.c.
)}

+ Γ31

2 (2σ13ρσ31 − σ33ρ− ρσ33) + Γ32

2 (2σ23ρσ32 − σ33ρ− ρσ33). (5.33)

Interessados em identificar os termos relevantes para o cálculo da polarização,
devemos calcular os termos ˙ρ31, ˙ρ23 e ˙ρ21 e considerar o regime assintótico 1 (ρ̇ij = 0).
Dessa maneira os elementos de matriz do operador densidade serão:

ρ31 = i

(i∆1 + Γ31 + Γ32) [−Ωpρ33 + Ωpρ11 + Ωcρ21], (5.34)

ρ32 = i

(i∆2 + Γ31 + Γ32) [−Ωpρ33 + Ωpρ12 + Ωcρ22], (5.35)

ρ12 = − i

[i(∆1 −∆2)](Ωpρ32 − Ωcρ13]. (5.36)

Usaremos as Eq.(5.34), Eq.(5.35) e Eq.(5.36) no limite de |Ωp| << |Ωc|, a fim de identificar
os elementos de matriz do operador densidade que serão usados na determinação da
polarização.

5.2.1 Dinâmica do sistema

Conforme havíamos adiantado na seção anterior, o caso onde |Ωp| << |Ωc| é
necessária para que o sistema atômico manifeste EIT, além de que, no regime assintótico,
o estado escuro será |1〉. Com isso, teremos que ρ11 ∼= 1 e ρ22 ∼= ρ33 ∼= 0. Usando essas
condições nas Eq.(5.34), Eq.(5.35) e Eq.(5.36) temos:

ρ12 ∼= −
iΩc

i(∆2 −∆1)ρ13, (5.37)

ρ31 ∼=
i

γ31 + i∆1
(Ωp + Ωcρ21), (5.38)

ρ32 ∼=
iΩp

γ32 + i∆2
ρ12, (5.39)

1Estado estacionário atingido após findar as transições entre os níveis energéticos.
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onde γ31 = Γ31 + Γ32 e γ32 = Γ31 + Γ32. Substituindo ρ12 = ρ∗21 em ρ31 e ρ32 temos:

ρ31 = − iΩp[i(∆2 −∆1)]
(i∆1 + γ31)[−i(∆2 −∆1)] + Ω2

c

, (5.40)

ρ32 = − 1
i∆2 + γ32

[
iΩ2

pΩc

(−i∆1 + γ31)[i(∆2 −∆1)] + Ω2
c

]
. (5.41)

Substituindo a Eq.(5.40) e a Eq.(5.41) na Eq.(5.31) a expressão para a polarização
será:

P = N

V

[
d13

−iΩp[i(∆2 −∆1)]
(i∆1 + γ31)[−i(∆2 −∆1) + Ω2

c ]
ei∆1te−iω1t + c.c.

]
−

− N

V

[
d23

[i∆2 + γ32]

(
iΩ2

pΩc

(−i∆1 + γ31)[i(∆2 −∆1)] + Ω2
c

)
ei∆2te−iω32t + c.c.

]
, (5.42)

considerando ∆1 = ω31 − ωp e ∆2 = ω32 − ωc e definindo que ∆ = ∆1 e δ = ∆1 − ∆2

temos que a expressão para a polarização será:

P = N

V

[
d13

iΩp[iδ]
(i∆ + γ31)[iδ] + Ω2

c

e−iωpt + c.c.
]
−

− N

V

[
d23

[i(∆− δ) + γ32]

(
iΩ2

pΩc

(−i∆ + γ31)[−iδ] + Ω2
c

)
e−iωct + c.c.

]
. (5.43)

Sabemos que E = Epe
−iωpt + Ece

−iωct + c.c., a resposta do meio ao campo de
prova, [Ep(t)], é proporcional ao termo e−iωpt. Como Ωp = d13Ep

ε0
vemos que a expressão

para a suscetibilidade será

χ(1)
e = |d13|2N/V

ε0

i(iδ)
(i∆ + γ31)(iδ) + Ω2

c

. (5.44)

Apresentamos na Figura (5.2) o gráfico da parte imaginária de χ(1)
e . Note que

para o caso onde o campo de controle, Ωc, é nulo temos que a absorção é máxima para a
dessintonia nula e que para o caso onde o campo de controle estiver ligado temos que a
absorção é nula na dessintonia nula, fato esse que caracteriza o fenômeno da EIT.

Instituto de Física – UFG



Capítulo 5. Fenômenos relacionados à Óptica Quântica 65

Figura 5.2: Parte imaginaria de χ(1)
e , que está relacionada à absorção do meio, versus a

dessintonia ∆.
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Conclusão e Perspectivas

Nesta dissertação apresentamos ao longo do capítulo 2 alguns conceitos funda-
mentais referentes à óptica quântica, abordando assuntos como a quantização do campo
eletromagnético e os estados de Fock. Vimos as propriedades dos estados de Dicke e sua
importância para a descrição dos estados quânticos de um enesemble de átomos.

No capítulo 3 foi estudada a derivação do hamiltoniano responsável pelo aco-
plamento entre o átomo e o campo obtido a partir da chamada aproximação de dipolo.
Estudamos a interação do átomo de dois níveis com um campo clássico e apresentamos
as evoluções das probabilidades de ocupação dos níveis de energia.

Recorrendo à natureza quântica da luz, derivamos o modelo de Jaynes-Cummings
(JCM) e analogamente à descrição semiclássica calculamos as evoluções das probabilidades
de transições entre os níveis energéticos. Por fim, apresentamos um formalismo para a
descrição de sistemas atômicos com mais do que dois níveis de energia. Esse formalismo
foi usado para a derivação do hamiltoniano do sistema de três níveis na configuração Λ.

Apresentamos no capítulo 4 as etapas necessárias para a derivação da equação
mestra de um átomo de dois níveis interagindo com um reservatório térmico nos limites das
aproximações de Born e Markov, estudando as evoluções das probabilidades de transição
entre os dois níveis de energia. Apresentamos os efeitos de decaimento atômico e a perda de
coerência. Por fim, ao longo do capítulo 5 apresentamos quais são as condições necessárias
para que um sistema óptico com três níveis de energia na configuração Λ manifeste os
fenômenos da EIT, CPT e Estados Escuros.

As perspectivas vindouras serão no sentido de estender a análise feita aos sistema
de três níveis na configuração Λ, para ensemble de átomos de três níveis e estudar a
possibilidade de que essas amostras atômicas manifestem os fenômenos da EIT, CPT,
Estados Escuros e resposta negativa.
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