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Resumo

Neste trabalho, foi estudado como a incerteza quântica local (IQL) e a entropia linear

se comportam em sistemas com transição de fase quântica. Foram investigados dois modelos de

sistemas de spin 1/2: XY e XY com interação tripla (XYT), ambos unidimensionais. Concluiu-

se que essas medidas e suas derivadas marcam as transições de fase desses sistemas e foi dada

uma justificativa para a diferença de comportamento entre a IQL e a entropia linear na região

próxima da transição no modelo XY. Também foi criada uma medida de correlações quânticas

multipartidas segundo um conjunto de critérios axiomáticos, a qual foi testada na famı́lia de

estados quânticos Werner-GHZ, produzindo resultados em conformidade com esperado segundo

o que há na literatura.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Durante a investigação da origem dos fenômenos magnéticos, Heisenberg deduziu, como

resultado da interação coulombiana e do prinćıpio de exclusão de Pauli, um modelo simples

de interação entre spins, chamado de modelo quântico de Heisenberg [1, 2], para explicar o

ferromagnetismo. Tratado matematicamente primeiramente por Bethe [3], o qual descrevia

interações quânticas de troca entre os primeiros vizinhos do sistema. Os modelos XY e Ising

quântico de cadeias de spin [4] foram criados como casos particulares do hamiltoniano de

Heisenberg, porém com propriedades matemáticas mais simples, de modo que pudessem ser

resolvidos analiticamente, fornecendo insigths para tratar modelos mais complexos e com mais

dimensões.

Esses modelos, entretanto, foram analisados posteriormente, do ponto de vista termo-

dinâmico e estat́ıstico [5, 6] e foi verificado que eles apresentavam transições de fase quântica

(TFQ) [7,8], as quais dependem de parâmetros internos, como anisotropia e constante de aco-

plamento; e externos, como campos magnéticos. Fenômenos interessantes ocorrem na região

desse ponto cŕıtico, como quebra de simetria e fatorização do estado fundamental [9].

Além dessa transição, chamada transição de Ising, há outra também dependente do

parâmetro de anisotropia do modelo XY [4, 10], chamada transição anisotrópica, ambas de

segunda ordem. A primeira transição, que ocorre quando o campo atinge valor cŕıtico, separa

uma fase ordenada, ferromagnética, de uma desordenada, paramagnética. Já a segunda, que

1



1. Introdução 2

localiza-se no ponto em que a cadeia é isotrópica, separa duas classes de universalidade: a

de Ising e a anisotrópica [11]. Esses modelos, além de serem úteis para o entendimento de

sistemas de duas ou três dimensões, também descrevem sistemas f́ısicos reais, como os compostos

unidimensionais ou quasi-unidimensionais, tais como o Cs2CoCl4, o PrCl3 e o 2NC5H5 [12–14].

Com o estudo do grau de emaranhamento em sistemas com TFQ, medidas de emara-

nhamento foram calculadas nessas cadeias de spin [38], sendo capazes de identificar as regiões

cŕıticas. Também foi estudado o comportamento de medidas de correlação clássica e do tipo

discórdia [15, 16] e até mesmo não-localidade [17], ficando claro que essas medidas são ainda

melhores para identificar transições do que o emaranhamento. Várias variantes das cadeias de

spin também foram submetidas a análise de correlações clássicas e não clássicas, como o modelo

XX com campo não uniforme [18], a cadeia de Heisenberg [19], o modelo de Heisenberg com

interação Dzyaloshinskii–Moriya [20], entre outros [21–26].

Uma transição de fase de origem térmica, não quânticas, ocorre a uma determinada

temperatura cŕıtica, a qual marca uma mudança na ordem macroscópica do sistema [27]. Já

as TFQ ocorrem à temperatura nula e são marcadas por valores espećıficos de parâmetros do

sistema ou externos a ele, como a intensidade e direção de campos eletromagnéticos [28]. As

TFQ foram primeiramente estudadas, de modo geral, com o objetivo de aplicar o sucesso da

teoria de renormalização em transições clássicas [29] à condições em que as flutuações quânticas

do sistema eram mais fortes que as térmicas [30, 31]. Muitos sistemas f́ısicos interessantes

possuem algum tipo de TFQ: sistemas bosônicos com transição de fase superfluida para isolante

[32], supercondutora para isolante [33, 34], sistemas na fase Fermi-ĺıquida [31] com transição

do tipo onda de densidade de spin ou Ising-nemática [28], vidros de spin quânticos [35] que

podem sofrer transição para uma fase paramagnética, entre outros [36,37]. Nas vizinhanças de

um ponto cŕıtico, o sistema torna-se mais fortemente intracorrelacionado e seu comprimento

de correlação diverge exatamente no ponto [28]. Como se suspeitava a partir desse fato, na

última década foi verificado que há um grande aumento nas correlações quânticas em torno da

transição de fase, tais como emaranhamento [38,39] e discórdia quântica [40,41], o que permitiu
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usar as medidas dessas correlações como identificadores de TFQ.

Essas correlações têm origem na natureza quântica do mundo miscroscópico. Embora

a mecânica quântica também possa ser utilizada para explicar fenômenos macroscópicos, ge-

ralmente utiliza-se teorias clássicas nesse domı́nio. Uma das diferenças entre a teoria clássica e

a quântica é como os sistemas descritos por elas se correlacionam. Duas propriedades impor-

tantes das correlações entre sistemas clássicos são a localidade e o realismo [43, 44]. Sistemas

quânticos, entretanto, podem possuir um tipo de correlação que não possui análogo clássico

e não pode ser reproduzida por teorias locais e reais como, por exemplo, uma teoria local de

variáveis ocultas [43, 45]. Esse resultado, inicialmente teórico, foi amplamente testado experi-

mentalmente com sucesso [46–50]. Nem todos os estados de múltiplas part́ıculas possuem esse

tipo especial de correlação. Um exemplo desses estados são os denominados “estados emara-

nhados” [51,52], especialmente quando puros [53,54]. Entretanto, alguns estados emaranhados

mistos não violam as desigualdades de Bell, ou seja, podem ser explicados pelo seu modelo

clássico [52, 55–57]. Isto cria uma distinção entre o emaranhamento em geral e a violação das

desigualdades de Bell, o que também diferencia os tipos de correlações existentes nesses dois

fenômenos. Como é necessário emaranhamento para que haja a violação das desigualdades,

mas não o contrário, estados emaranhados passaram a ser sinônimos de correlações quânticas.

Rapidamente, esse tipo de estado passou a ser empregado em diversas aplicações, tais como

o teletransporte quântico [58, 59], processo no qual um estado quântico é transmitido de um

sistema para outro sem que haja transferência f́ısica do sistema, a correção quântica de er-

ros [60–62], a codificação superdensa [63], em computação quântica de estados puros [64, 65] e

a identificação de regiões de transição de fase quântica [38,39].

Pela notável relevância teórica e prática das correlações quânticas, outro tipo de estado

despertou o interesse da comunidade acadêmica. Foi observado que uma classe de estados

separáveis (não emaranhados) também apresentava um tipo de correlação sem análogo clássico:

estados com discórdia quântica [66, 67]. Um sistema possui discórdia se qualquer conjunto

completo de medidas locais não seletivas altera seu estado, o que destrói parte das correlações
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do sistema, sendo, por isso, um fenômeno não clássico. Logo foi observado que esse tipo de

correlação poderia ser um recurso necessário à eficiência de algoritmos de computação quântica.

Como exemplos, temos um protocolo de codificação e decodificação de informação quântica

cuja eficiência depende da quantidade de discórdia [68], um protocolo de preparação remota

de estados, cuja fidelidade depende da discórdia [69] e um algoritmo no qual se utiliza de

estados mistos de baixa pureza [70, 71], como o algoritmo DQC1 [72]. Esse algoritmo estima

o traço normalizado de uma operação unitária, em que há uma vantagem quântica mesmo na

ausência de emaranhamento [73]. Realizações experimentais do DQC1 podem ser encontradas

em [74, 75]. Inicialmente quantificada pela discórdia, outros tipos de quantificadores foram

criados para medir o mesmo tipo de correlação como, por exemplo, o déficit quântico [76, 77],

a perturbação induzida por medição (PIM) [78, 79], a entropia relativa de discórdia [80], a

discórdia geométrica [81,82] e a incerteza quântica local [83].

O objetivo da tese foi analisar como a IQL poderia ser usada para sinalizar TFQ e, a

partir dessa medida, criar um quantificador de correlações quânticas para sistemas de múltiplas

partes, generalizando a IQL. Para verificar o potencial da IQL em alcançar seu objetivo, analisei

duas cadeias de spin com a presença de regiões de TFQ: os modelos unidimensionais de spin

XY e XY com interação tripla, constatando a eficácia da IQL e suas derivadas em cumprir seu

objetivo para esses sistemas, com potencial de aplicabilidade em outros sistemas com TFQ.

Quanto à generalização da IQL, primeiramente introduzi um formalismo matemático para o

conceito de “sistema multipartido”. Após, baseando-me no trabalho de Bennett et al [84],

defini matematicamente o conceito de correlações quânticas assimétricas multipartidas e criei

a medida multipartida baseada na IQL, fornecendo uma aplicação para uma famı́lia de estados

quânticos.

O presente trabalho está estruturado da seguinte forma: o primeiro caṕıtulo é uma

introdução ao assunto da tese, o segundo contém uma fundamentação teórica básica sobre

correlações, incerteza quântica local (IQL), transição de fase quântica e sobre os modelos uni-

dimensionais de spin XY e XY com interação tripla. No terceiro caṕıtulo, estão os resultados
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dos cálculos nas cadeias de spin e, no quarto caṕıtulo, a generalização da IQL para sistemas

multipartidos. Por fim, tem-se a conclusão e a bibliografia.



Caṕıtulo 2

Fundamentação teórica

2.1 Correlações Clássicas e Quânticas

Um sistema quântico, cujo estado é dado por um operador densidade ρ, pode ser

constitúıdo de um único ou de diversos subsistemas. Neste último caso, dizemos que o sistema

é multipartido. É de se esperar que os diversos componentes do sistema global possam interagir

entre si ou que operações locais e comunicação clássica (OLCC) possam ser realizadas nos

subsistemas, correlacionando estatisticamente seus estados, de forma que o conhecimento de

uma dessas partes fornece alguma informação a respeito das outras. Em teoria de informação,

a quantidade utilizada para quantificar essas correlações é a informação mútua. Antes, porém,

de revelar sua definição matemática, é conveniente introduzir outra quantidade: a entropia de

Shannon. Seja (Ω,F , P ) um espaço de probabilidade com Ω sendo um espaço amostral, F

uma σ-álgebra e P uma função de probabilidade. Considere que Ω possui cardinalidade finita

(|Ω| = n, n ∈ N) e seja X : Ω → N uma variável aleatória com PX ≡ P ◦ X−1 sendo sua

função de probabilidade associada. A entropia de Shannon de X é então definida [85]:

H(X) ≡ −
∑
ω∈Ω

PX(ω) ln(PX(ω)). (2.1)

Operacionalmente, essa medida captura a taxa ótima com que se é posśıvel comprimir,

de maneira confiável, os dados de uma fonte que emite elementos da variável aleatória X,

por meio da distribuição px, o que está rigorosamente estabelecido no teorema da codificação

6



2.1 Correlações Clássicas e Quânticas 7

da fonte [85]. Por esse motivo, a entropia é interpretada como quantidade de informação

de uma fonte. Se, porém, considerarmos duas variáveis aleatórias, X e Y , a quantidade de

informação desse conjunto é dada pela entropia conjunta H(X, Y ) e o quanto essas variáveis

estão correlacionadas é dada pela já citada informação mútua:

H(X : Y ) ≡ H(X) +H(Y )−H(X, Y ). (2.2)

Ela é igual à entropia das partes se X depende deterministicamente de Y e nula se

são independentes. A interpretação da informação mútua como medida de correlações totais

vem do fato de que ela também pode ser escrita como a entropia relativa, uma medida de

divergência [86], entre a distribuição de probabilidade conjunta e a distribuição produto das

marginais, que é totalmente descorrelacionada, da forma:

H(pxy||pxpy) = −
∑
xy

pxy ln

(
pxy
pxpy

)
= H(X : Y ), (2.3)

em que px =
∑

y pxy e py =
∑

x pxy. Para introduzir a versão quântica dessa quantidade, é

necessário definir a entropia de um estado quântico, que é a entropia de von Neumann [87],

dada por:

S(ρ) = −Tr(ρ ln ρ). (2.4)

Essa quantidade é interpretada como a quantidade de informação contida em um sis-

tema de estado ρ, de forma análoga à quantidade de informação contida em uma variável

aleatória X, quantificada pela entropia de Shannon. A entropia de von Neumann possui uma

ligação com a de Shannon dada pelo resultado de que a primeira é o valor mı́nimo da última

quando a distribuição de probabilidade é dada por px = Tr(Exρ), em que {Ex} é um conjunto

de operadores positivos que constituem os valores de uma medida de probabilidade, denomi-

nada medida com valores dados por operadores positivos (MVOP) [88], e o mı́nimo é tomado

sobre todas as posśıveis MVOPs. Vamos provar esse resultado aqui para o caso particular de

medições de observáveis não degenerados em qubits:



2.1 Correlações Clássicas e Quânticas 8

Teorema 2.1.1. Seja C2 o espaço de estados de um sistema com matriz densidade ρ e B o

conjunto dos observáveis não degenerados que atuam nesse espaço. Cada observável A ∈ B

define uma função massa de probabilidade (fmp) pA com valores pA(a1) ≡ Tr(|a1〉〈a1|ρ) e

pA(a2) ≡ Tr(|a2〉〈a2|ρ), sendo |a1〉 e |a2〉 autoestados de A com autovalores dados, respectiva-

mente, por a1 e a2. Seja XA a variável aleatória identidade em (ΩA,P(Ω), PA) com Ω ≡ {a1, a2}

e PA definido pela fmp pA, temos que

min
A∈B

(H(XA)) = −
2∑

k=1

λk ln(λk) = S(ρ), (2.5)

em que λ1 e λ2 são os autovalores de ρ.

Demonstração. Seja ρ′ uma matriz densidade 2 × 2 com autovalores dados por λ e 1 − λ,

λ ∈ [0, 1] dada, na base dos vetores |λ1〉 e |λ2〉, por ρ =

[
r 0

0 1− r

]
, r ∈ [0, 1]. Os autovetores

de um observável A ∈ B, com autovalores a1 e a2, são dados pelo conjunto {U |λ1〉, U |λ2〉}

para algum operador unitário U ∈ SU(2) que possui forma geral dada por U =

[
α −β∗

β α∗

]
com

|α|2 + |β|2 = 1 e α, β ∈ C. Temos então que pA(ak) = Tr(U |λk〉〈λk|U †ρ) = Tr(|λk〉〈λk|U †ρU)

e H(XA) = −pA(a1) ln(pA(a1))− pA(a2) ln(pA(a2)). Calculando H(XA) em função de r, α e β,

temos

H(XA) =−
(
|α|2λ+ |β|2(1− λ)

)
ln
(
|α|2λ+ |β|2(1− λ)

)
(2.6)

−
(
|α|2(1− λ) + |β|2λ

)
ln
(
|α|2(1− λ) + |β|2λ

)
Fazendo a mudança de variáveis |α| = cos(θ) e |β| = sen(θ), para minimizar H(XA) sobre todos

os observáveis de B, basta achar o valor de θ que minimiza a função para todo valor de λ. O

mı́nimo é alcançado para θ = 0, ou seja, |α| = 1 e |β| = 0. Logo,

min
A∈B

(H(XA)) = −λ ln(λ)− (1− λ) ln(1− λ) = S(ρ). (2.7)

Dessa forma, a entropia de von Neumann é a menor entropia de Shannon que se pode
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atribuir a um estado quântico. A informação mútua quântica, de forma análoga à informação

mútua clássica, é definida por:

S(A : B) ≡ S(A) + S(B)− S(A,B). (2.8)

Essa quantidade possui uma importante interpretação operacional: é a quantidade

mı́nima de entropia que precisa ser injetada em AB para descorrelacionar completamente seu

estado, no limite assintótico de muitas cópias [89]. Por isso, é interpretada como a quantidade

total de correlações em um sistema, as quais são subdividas em parte clássica e em parte

quântica. Para entender o que significam essas subdivisões, é necessário entender o conceito de

discórdia quântica. Essa quantidade, introduzida por Ollivier e Zurek [90], é uma proposta de

mensurar as correlações de origem puramente quântica. Entende-se por puramente quânticas as

correlações do estado que são destrúıdas pelo processo de medida local em um sistema bipartido.

A definição precisa de discórdia, portanto, foi inspirada numa propriedade da informação mútua

clássica, que consiste em ser escrita por meio de duas expressões equivalentes [85]:

H(X : Y ) = H(X) +H(Y )−H(X, Y ) = H(X)−H(X|Y ) = H(Y )−H(Y |X), (2.9)

em que H(Y |X) é a entropia de Y condicionada ao conhecimento de X. A transposição dessa

propriedade para o caso em que a entropia é a de von Neumann não é posśıvel de ser feita se

considerarmos que a definição da entropia condicional quântica é uma quantidade dependente

de operações de medida. A dependência da medida é necessária, pois não é posśıvel conhecer

o estado de um sistema quântico sem realizar medidas, as quais poderão modificar o estado do

sistema. Desse modo, definindo-se a entropia condicional quântica por:

S(A|{ΠB
j }) ≡

∑
j

pjS(ρA|ΠBj ), (2.10)

em que {ΠB
j } é um conjunto de medidas completas em B, pj é a probabilidade de medir-se ΠB

j e

ρA|ΠBj é o estado de A após ΠB
j ser medido, cria-se duas possibilidades de definição da informação
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mútua quântica. Entretanto, uma vez que medidas locais podem destruir correlações quânticas

como o emaranhamento, a definição que capta todas as correlações é a que está em (2.8). Dessa

forma, a outra possibilidade define, na realidade, uma medida de correlações que são perdidas

pela medida, ou seja, correlações clássicas:

J(A|{ΠB
j }) ≡ S(A)− S(A|{ΠB

j }). (2.11)

A medida que captura, portanto, as correlações quânticas é naturalmente definida

por [66]:

Q(A|B) ≡ I(A,B)− J(A|B), (2.12)

denominada discórdia quântica. Desse modo, dividimos as correlações em totais, clássicas

e quânticas. Elas, porém, não são as únicas medidas posśıveis e existem várias outras que

quantificam os mesmos tipos de correlações. Para que se possa afirmar isso, entretanto, é

necessário definir o que são medidas de correlação. Existe uma forma axiomática de se fazer

essa definição, tanto para correlações clássicas [67,91] como para quânticas e totais [91]. Como

nos interessam esses postulados para o caso quântico, vale a pena citá-los aqui. Entretanto,

deve ficar claro que não existe um consenso absoluto sobre que postulados devem ser impostos,

porém existem aqueles que são bem aceitos.

Considere Mρ uma operação, que pode depender do estado ρ, que leva o estado ρ ao

estado resultante de sua medida: Mρ(ρ) =
∑

k ΠkρΠ†k, em que {Πk} é um conjunto completo de

medidas. Os axiomas, considerados necessários a uma medida de correlação quântica em [91]

são:

1. É uma função apenas do estado ρ e de Mρ(ρ).

2. Estados produtos não possuem correlação quântica.

3. Invariância por operações unitárias locais.

4. Não negatividade.
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5. Não aumenta por operações locais.

6. Estados clássicos M(ρ) não possuem correlação quântica, para todo M e ρ, em que M é

uma medida qualquer.

Nem todas as medidas Mρ permitem que a correlação quântica satisfaça todos os

postulados acima. Dessa forma, a estratégia de escolha da medida dependente do estado deve

ser tal que não viole os postulados para todo estado ρ. Algumas das posśıveis estratégias são:

1. Mρ invariante por ρ.

2. Mρ maximiza as correlações quânticas.

3. Mρ deixa os marginais de ρ, ρB = TrA(ρ) e ρA = TrB(ρ), invariantes.

A discórdia adota a estratégia 2. Outra medida de correlação, que será usada adiante,

é a perturbação induzida por medição (PIM) [78]. Essa medida consiste em calcular a diferença

entre a informação mútua antes e após uma medida em ρ, que é dada por {ΠA
j ⊗ΠB

k }, em que

ρA =
∑

j p
a
jΠ

A
j e ρB =

∑
k p

b
kΠ

B
k , com paj e pbk autovalores de ρA e ρB respectivamente, os quais

são estados reduzidos dos subsistemas A e B. A PIM é, então, definida por:

PIM(ρ) ≡ S(ρ)− S

(∑
jk

ΠA
j ⊗ ΠB

k ρΠA†
j ⊗ ΠB†

k

)
. (2.13)

Essa medida adota a estratégia 3, pois obviamente deixa ρA e ρB invariantes. Tanto a

discórdia quântica quanto a PIM satisfazem os postulados [91].

2.2 Incerteza Quântica Local

Um fenômeno, caracteŕıstico da Mecânica Quântica, que pode ocorrer e que já não

é exemplificável em termos clássicos, é o de uma medida local destruir a estat́ıstica global do

sistema. Sistemas que possuem correlações de natureza não-clássica sofrem um distúrbio, devido

à medida local, que provoca a destruição do estado global tal como ele era. Classicamente, as
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medidas locais não causam distúrbio no sistema global. A perturbação, porém, acontece em

sistemas quânticos tais que o estado global não comuta com nenhum observável local. Percebe-

se isso pois a medida local (de von Neumann) resulta necessariamente em um estado que comuta

com a algum observável local. Logo, o distúrbio necessariamente acontece em estados onde não

há essa comutatividade. É interessante, portanto, quantificar o quanto o estado está distante de

comutar localmente, o que provavelmente daria uma medida das correlações quânticas presentes

no mesmo. Uma quantidade que faz isso, em relação a um observável espećıfico, é a informação

enviesada [92]:

I(ρ,O) = −Tr
(
[
√
ρ,O]2

)
/2. (2.14)

A informação enviesada foi uma quantidade criada com a finalidade de mensurar a

quantidade de informação ganha na medida de um observável O. Vimos que a entropia de

von Neumann é também uma medida de quantidade de informação. Porém, ela é a quanti-

dade mı́nima de informação, quantificada pela entropia de Shannon, contida nas distribuições

de probabilidade relacionadas à medidas no sistema. No caso da informação enviesada, ela se

restringe a quantificar a quantidade de informação associada à medida de um observável em

espećıfico. Ela também se difere da entropia em outra caracteŕıstica, que é a de que ela não

quantifica a quantidade de informação extráıda em uma medida seletiva, porém quantifica o

quanto uma medida não-seletiva não comuta com o estado. Para exemplificar essas diferenças,

note que a entropia quântica é nula para todos os estados puros, porém dado um observável O,

a informação enviesada só se anula se o estado for uma combinação convexa de autoestados de

O. Já para estados mistos, a entropia quântica é sempre não-nula, porém a informação envie-

sada pode anular-se, como citado no exemplo anterior. De forma mais rigorosa, a informação

enviesada foi criada de modo a satisfazer um conjunto de postulados e, apesar de satisfazê-los,

não é a única quantidade capaz disso. Esses postulados são [92]:

• A informação contida na união de dois ensembles é menor que a média da informação

contida em cada um.



2.2 Incerteza Quântica Local 13

• A informação contida na união de dois sistemas é a soma da informação contida em cada

um.

• A informação contida em um ensemble de sistemas isolados é invariante no tempo.

• A informação contida em um sistema composto que foi separado em partes é menor que

a informação contida no mesmo antes da separação, devido à perda de correlações no

processo.

A informação enviesada pode ser entendida como a ignorância que permanece a res-

peito do valor de um observável K de um sistema quando um observável L é uma quantidade

conservada no conjunto sistema e aparato de medição. Essa interpretação vem do teorema de

Wigner-Araki-Yanasse [93–95], o qual estabelece que os estados do aparato, correspondentes

aos autovalores do observável K, não são perfeitamente distingúıveis se o observável não co-

muta com L, que é uma quantidade conservada durante a interação sistema-aparato, dado que

L é aditivo (L = Lsistema ⊗ 1+ 1⊗ Laparato), sendo 1 o operador identidade, antes e depois da

interação. Assim, se o estado do sistema é uma quantidade conservada e O não comuta com ele,

I(ρ,O) retorna uma medida da incerteza associada à medição de O. Essa é uma incerteza de

origem quântica, pois está associada não a uma distribuição clássica de probabilidades, mas sim

à indistinguibilidade dos estados do aparato associados ao observável. De fato, a informação

enviesada para estados puros, que não possuem nenhuma distribuição clássica de probabilida-

des, é a própria variância, que é a quantidade associada à incerteza quântica nas medidas de

um estado puro e satisfaz a relação de incerteza de Heisenberg. De modo geral, para estados

mistos, temos [96]:

I(ρ,O) ≤ ∆ρ(O), (2.15)

em que ∆ρ(O) é a variância de O no estado ρ, sendo a igualdade satisfeita para o caso em que

ρ é puro. Outra propriedade importante está relacionada à aplicação de um canal quântico no

estado ρ. Um canal quântico é basicamente uma operação quântica arbitrária em ρ que resulta

em outra matrix densidade ρ′. Matematicamente, um canal quântico é um mapa completamente
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positivo que preserva o traço da matrix densidade. Seja ΦB um canal quântico que atua no

subsistema B, temos:

I(ρAB, OA ⊗ 1B) ≥ I((1A ⊗ ΦB)ρAB, OA ⊗ 1B), (2.16)

em que OA é um observável que atua somente em A.

Pela expressão de I em (2.14), vê-se que sempre há um observável que comuta com o

estado, de modo que uma minimização de I(ρ,O) sobre todos os observáveis resultaria em um

valor nulo de I, qualquer que fosse ρ. O mı́nimo é zero, pois como
√
ρ é positivo semidefinido,

é também hermitiano, de modo que [
√
ρ,O] é anti-hermitiano, o que implica que seu quadrado

é negativo semidefinido e o sinal negativo em no traço garante que I seja não negativo. Esse

resultado trivialmente nulo não acontece, entretanto, se consideramos que o sistema é composto

de dois subsistemas, A e B, e que o mı́nimo é tomado sobre os observáveis locais de uma das

partes (B, por exemplo). Para ver isso, é necessário introduzir a quantidade incerteza quântica

local [83], ou IQL, dada por:

UΛ(ρ) = min
OΛ

I(ρ,OΛ), (2.17)

em que OΛ é um observável da forma OΛ = OΛ
A ⊗ 1, em que OΛ

A atua somente em A com

espectro de autovalores fixo Λ = (λ1, . . . , λk) e não degenerado e o mı́nimo é tomado sobre

todos esses observáveis. A não degenerescência é exigida para nos restringirmos a observáveis

que correspondem a medidas que extraem o máximo de informação do sistema, uma vez que a

degerescência pode fazer com que uma medida não especifique o estado de sáıda, mas sim que

retorne um ensemble de estados puros. O espectro Λ é fixado com o objetivo de fixar a escala

dos resulados da IQL. Isso não restringe o conjunto de medidas representadas pelos observáveis

que fazem parte do conjunto no qual se efetua a minimização, pois qualquer conjunto completo

de medidas projetivas de rank 1 é levado a outro por meio de uma operação unitária, assim

como qualquer observável de espectro Λ é levado a outro de mesmo espectro por uma também

operação unitária. Desse modo, qualquer conjunto de medidas projetivas ortogonais pode ser
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representado por um observável de espectro previamente fixo.

A IQL é, portanto, a mı́nima informação enviesada, em que o mı́nimo é tomado sobre

todas as medidas projetivas ortogonais de rank 1 completas. Desse modo, essa medida pode

ser interpretada como fornecendo a mı́nima ignorância alcançável em relação à medida de um

observável local quando o estado global do sistema é conservado durante a interação com o

aparato. Se ela é não nula, isso significa que, se o estado global se conserva, não é posśıvel

obter estados perfeitamente distingúıveis do aparato de medida que avalia observáveis locais,

quaisquer que sejam esses observáveis. Há, porém, outra interpretação dessa medida, que é

a de que a mesma captura as correlações quânticas do sistema. Isso é verdade porque a IQL

satisfaz as condições necessárias a uma medida de correlação quântica [91]. Vamos provar esse

fato a seguir.

A primeira questão, da não negatividade, segue da não negatividade da informação

enviesada. A invariância sob operações unitárias locais segue de:

UΛ
(
(UA ⊗ UB)ρ(UA ⊗ UB)†

)
= min

OΛ
I
(
(UA ⊗ UB)ρ(UA ⊗ UB)†, OΛ

)
= min

OΛ
I
(
ρ, U †AO

ΛUA

)
= UΛ. (2.18)

A contratividade por mapas completamente positivos que preservam o traço segue da

informação enviesada. Por fim, o estado clássico-quântico ρc =
∑

j pj|aj〉〈aj| ⊗ ρj comuta com

o observável A⊗ 1, em que A =
∑

j pj|aj〉〈aj|, de forma que I(ρc, A⊗ 1) = 0⇒ UΛ(ρc) = 0.

A IQL apresenta uma expressão fechada para sistemas 2×d, em que d é uma dimensão

arbitrária. Antes de proceder ao cálculo, é preciso considerar dois fatos. Um é que o autovalor

máximo de uma matriz simétrica W , λmax, é dado por λmax = sup~x(~x
TW~x), em que |~x| = 1 e

~x é real. Outro fato é que, seja O = ~x · ~σ, em que ~σ = (σx, σy, σz), tem-se:

UΛ(ρ) ≤ ∆ρ(O ⊗ 1) = Tr
(
ρ(O ⊗ 1)2

)
− (Tr (ρ(O ⊗ 1)))2 = 1− (Tr (ρ(O ⊗ 1)))2 ≤ 1. (2.19)
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Calculando a IQL, tem-se:

UΛ(ρ) = min
~x

[
Tr
(
ρ(~x · ~σ ⊗ 1)2

)
− Tr (

√
ρ(~x · ~σ ⊗ 1)

√
ρ(~x · ~σ ⊗ 1))

]
= 1−max

~x
Tr (
√
ρ(~x · ~σ ⊗ 1)

√
ρ(~x · ~σ ⊗ 1))

= 1−max
~x
~xTW~x = 1− λmax, (2.20)

em que:

Wij = Tr (
√
ρ(σi ⊗ 1)

√
ρ(σj ⊗ 1)) . (2.21)

2.3 Transição de Fase Quântica

Sistemas f́ısicos fechados, tanto clássicos como quânticos, têm em geral sua dinâmica

especificada por seu hamiltoniano. Se esses sistemas possuem um número muito grande de

constituintes, como objetos macroscópicos, aplicar mecânica clássica ou quântica a cada um de

seus elementos torna-se uma tarefa inviável. Desse modo, faz-se uso da teoria de probabilidade

e estat́ıstica para descrever esse tipo de sistema. Admitindo também que são válidos o postu-

lado fundamental da f́ısica estat́ıstica, de equiprobabilidades a priori, e a hipótese ergódica ou

quase-ergódica, é posśıvel utilizar o formalismo de ensembles da f́ısica estat́ıstica para calcular

quantidades macroscópicas como a entropia ou a energia livre.

No limite termodinâmico, no qual o volume do sistema é levado ao limite infinito, a

energia livre fornece a descrição completa do sistema termodinâmico. Essa função é, em ge-

ral, anaĺıtica em quase todo seu domı́nio, porém pode apresentar regiões de não-analiticidade.

As regiões anaĺıticas correspondem à fase do sistema, enquanto as não-anaĺıticas à região de

transição de fase [97]. As transições de fase, fisicamente, correspondem a mudanças no com-

portamento de quantidades termodinâmicas do sistema. Isso ocorre porque a não analiticidade

implica que haverão derivadas de alguma ordem que não são cont́ınuas. Essa descontinuidade

pode implicar,por exemplo, que quantidades, como a magnetização, sejam crescentes em uma

região de fase e decrescentes logo após a transição.
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A energia livre generalizada, f(g1, · · · , gn), depende de uma série de parâmetros gi,

macroscópicos ou microscópicos, como temperatura, intensidade de campo externo ou inten-

sidade da interação entre subsistemas vizinhos. É nesse conjunto de pontos ~g do espaço de

parâmetros que encontram-se as fases e as transições. Há classificações para as fases e para

as transições. Estas últimas são caracterizadas pela forma de não-analiticidade de f . Uma

transição será de primeira ordem se existe ∂f
∂gi

descont́ınuo para algum i. Caso contrário, ela é

de segunda ordem ou cont́ınua. A região de transição geralmente é uma variedade de dimensão

menor que a do espaço de parâmetros, a qual pode desconectar topologicamente esse espaço,

dividindo-o em regiões de fases desconexas. Cada fase pode induzir as grandezas do sistema a

adotarem configurações que podem ser bastante distintas. Citaremos exemplos de modelos de

sistemas que admitem transição de fase:

• Modelo de Ising: Esse modelo [110] consiste em uma rede de spins que interagem com seus

vizinhos próximos e, para dimensão 2 [111], apresenta uma trasição de uma fase magne-

ticamente ordenada (ferromagnética ou antiferromagnética) para uma fase desordenada

a uma temperatura cŕıtica Tc.

• Modelo de Widom-Rowlinson: Esse é um modelo [112] de um fluido cont́ınuo constitúıdo

por moléculas, cuja interação entre elas decai com a distância. Esse modelo apresenta

transição de fase ĺıquida para vapor [113] para dimensão maior que 2 e os pontos de

transição ocorrem em pontos espećıficos de temperatura e pressão.

• Modelo XY clássico: É um modelo de spins clássicos de duas dimensões que apresenta

uma transição de fase a uma temperatura cŕıtica TC [114,115]. Abaixo dessa temperatura,

existem ordenamentos de spin na forma de pares de vórtices e anti-vórtices, enquanto

acima de TC existem apenas vórtices livres. Essa mudança de fase tem o nome de transição

de Kosterlitz–Thouless [116].

Esses modelos, entretanto, apresentam transição de fase clássica, que ocorre a uma

temperatura finita. Quando há presença de temperatura, a transição de fase cont́ınua sempre é
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ocasionada por flutuações térmicas. A razão disso acontecer está na relação entre a energia das

flutuações térmicas e a energia das flutuações quânticas. Para entender isso, é preciso introduzir

o conceito de expoentes cŕıticos e classes de universalidade.

Um sistema que possui uma transição de fase em um ponto cŕıtico, como a temperatura

Tc por exemplo, possui uma certa relação funcional entre suas grandezas f́ısicas, como magne-

tização ou calor espećıfico, e seus parâmetros descritivos, como a temperatura ou a pressão.

Ocorre que, nas proximidades do ponto cŕıtico, essa dependência funcional pode modificar-se,

tornando-se uma lei de potências, uma vez que os graus de liberdade do sistema tendem a se

correlacionar mais fortemente nessa região. Por exemplo, se o ponto cŕıtico ocorrer devido ao

parâmetro temperatura, tem-se que uma quantidade, como o calor espećıfico C(T ), será dado

por uma série de potências de T em torno de Tc. O termo ĺıder dessa expansão possui um

expoente chamado de expoente cŕıtico. No caso em questão, tem-se que [97]:

C(t) ∝ |t|−α, t =
T − Tc
Tc

. (2.22)

O interessante disso é que existem muitos diferentes materiais que apresentam os mes-

mos expontes cŕıticos para as mesmas grandezas. O conjunto de sistemas que possuem os

mesmos expoentes define uma classe de universalidade. Alguns modelos, como o XY quântico

unidimensional, possui duas classes de universalidade: a de Ising e a isotrópica [11].

Devido, então, a esse comportamento na região do ponto cŕıtico, tem-se que a energia

das flutuações quânticas, denominada energia cŕıtica Ec, tem uma relação de proporcionalidade

dada por:

Ec ∝ |t|νz, (2.23)

em que ν é o expoente de comprimento de correlação e z é o expoente dinâmico, que são

expoentes cŕıticos do comprimento de correlação Ξ e do tempo de correlação τc, respectivamente.

A relação (2.23) implica que as flutuações quânticas têm uma energia t́ıpica que se aproxima de

zero quando t→ 0, enquanto a energia das flutuações térmicas permanece, sendo proporcional
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a T . Desse modo, transições de fase de temperatura finita sempre podem ser descritas por

uma teoria clássica. Em T = 0, porém, ocorrem transições de origem puramente quântica,

as chamadas transições de fase quântica (TFQ). Essas são transições muito importantes para

descrever o comportamento de muitos sistemas f́ısicos. Eis alguns exemplos de TFQ [97]:

• Transição ferromagnética-paramagnética em ferromagnetos uniaxiais na presença de campo

transverso: Uma transição entre uma fase desordenada, paramagnética, e ordenada, fer-

romagnética ocorre em ferromagnetos, como alguns descritos pelo modelo XY quântico

anisotrópico, e é ocasinada pela aplicação de um campo magnético externo.

• Transição Mott-Hubbard: É uma transição da fase isolante para a metálica que ocorre

em sistemas com forte correlação eletrônica e é ocasionada pelo parâmetro intensidade de

correlação.

• Transição de estado de onda de densidade de spin para ĺıquido de Fermi: Ocorre em alguns

condutores magnéticos e é desencadeado pela intensidade da interação. A transição passa

de uma fase com ordem de curto alcance, ĺıquido de Fermi, para uma de longo alcance:

onda de densidade de spin.

2.4 Modelo XY Quântico

Devido à natureza inerentemente quântica do magnetismo da matéŕia [98], modelos

quânticos são necessários para explicar fenômenos como o diamagnetismo, paramagnetismo,

ferromagnetismo, antiferromagnetismo, entre outros. A propriedade f́ısica de spin dos elétrons

é essencial para a construção desses modelos, como o modelo de Heisenberg, que inclui a

interação spin-spin e descreve um sistema com propriedades magnéticas. O hamiltoniano de

Heisenberg é usado para descrever um sistema de part́ıculas com spin organizados em um

reticulado, o qual pode ter uma, duas ou três dimensões. Para investigar propriedades desse

sistema, as tridimensionais e bidimensionais tornam a tarefa bastante complicada, de modo

que o modelo unidimensional, também chamado de “cadeia de spins” é prefeŕıvel para um
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estudo inicial. Resultados nessa dimensão fornecem insigths de como sistemas de dimensões

maiores se comportam e também ajudam a elaborar métodos para tratá-los de forma exata ou

aproximada. Ainda mais simples é o modelo XY quântico derivado da cadeia de Heisenberg, o

qual passaremos a descrever.

O modelo XY quântico consiste em uma cadeia unidimensional de N sistemas com

spin 1/2, os quais interagem entre si por meio de seu vizinho imediato, submetida a um campo

magnético B externo na direção z do sistema de coordenadas. O modelo não possui pontas

livres, mas é do tipo ćıclico. Supondo que está sendo modelado uma cadeia na qual as part́ıculas

com spin possuem posições limitadas em relação ao restante da cadeia, ou seja, as part́ıculas

não transitam livremente, apenas a parte do hamiltoniano que trata a interação spin-spin é a

relevante para estudar efeitos magnéticos, de modo que seu hamiltoniano é dado, nas unidades

de Planck, por [9]:

HXY = −1

2

N∑
j=1

{
J

[(
1 + γ

2

)
σxj σ

x
j+1 +

(
1− γ

2

)
σyjσ

y
j+1

]
+ ξBσzj

}
, (2.24)

em que σu é uma matriz de Pauli na direção u, ξ é a razão giromagnética, J é a constante de

troca e σuN+1 = σu1 . Os dois primeiros termos do hamiltoniano consistem na interação spin-spin,

em que γ, tal que −1 ≤ γ ≤ 1, é o parâmetro de anisotropia. O último termo é a interação

entre a cadeia e o campo magnético clássico constante de intensidade B. Para simplificar a

análise do espectro do hamiltoniano, iremos trabalhar com H ′XY ≡ 2HXY /J ao invés de HXY

e usaremos o parâmetro λ como λ ≡ 2ξB/J .

Podemos representar, para fins didáticos, o modelo como um grafo G(V,E) de conjunto

de vértices dado por V = {v1, . . . , vN}, em que cada vértice vi representa a posição da i-

ésima part́ıcula e com conjunto de arestas E = {E1,2 = {e1, e2}, E2,3 = {e2, e3}, . . . , EN−1,N =

{eN−1, eN}, EN,1 = {eN , e1}} que representa as interações entre os vizinhos. Graficamente, a

cadeia finita pode ser representada da forma:

Para futuros cálculos será necessário conhecermos o estado global de um par de spins

da cadeia, estando a cadeia toda no estado de equiĺıbrio térmico ρXY = e−βHXY /Z, em que
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Figura 2.1: Representação gráfica da cadeia XY com condições de contorno ćıclicas, dada pelo
grafo G(V,E), e com campo magnético externo transversal e uniforme ~B.

β = 1/kBT , com kB sendo a constante de Boltzmann, e Z sendo a função de partição na

distribuição canônica.

Um estado geral de um par de qubits A e B é dado por:

ρAB =
1

4

[
I +

∑
i

(
〈σiA〉σiA + 〈σiB〉σiB +

∑
j

〈σiAσ
j
B〉σ

i
Aσ

j
B

)]
, (2.25)

em que i, j ∈ {x, y, z}. Para especificarmos esse estado, é necessário então calcularmos as

funções de correlação, ou seja, as médias das matrizes de Pauli no estado térmico. Para tanto,

é necessário antes diagonalizarmos o hamiltoniano. O modelo XY é diagonalizável e sua forma

final é a mesma de um sistema de férmions livres sem spin. É preciso, então, lançar mão de

algumas transformações. Parte do procedimento está descrito em [99].

Primeiro efetuaremos uma transformação de Wigner-Jordan, a qual leva operadores de

spin em operadores de Fermi aj:

aj = −
j−1⊗
k=1

σzk ⊗ |0j〉〈1j|, (2.26)
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em que |0j〉 e |1j〉 são autovetores de σzj . Os operadores aj satisfazem as relações fermiônicas:

{ai, a†j} = δijI, {ai, aj} = 0. (2.27)

Os operadores de Pauli são escritos em termos de aj e de seu conjugado da forma:

σzj = aja
†
j − a

†
jaj, (2.28)

σyj = i

j−1⊗
k=1

σzk(a
†
j − aj), (2.29)

σxj = −
j−1⊗
k=1

σzk(aj + a†j). (2.30)

Os produtos de operadores de spin (x e y) entre os primeiros vizinhos são dados por:

σxj σ
x
j+1 = (aj − a†j)(aj+1 + a†j+1), (2.31)

σyjσ
y
j+1 = −(aj + a†j)(a

†
j+1 − aj+1). (2.32)

Usando as equações (2.31) e (2.32) no hamiltoniano HXY , tem-se:

H ′XY =
N∑
j=1

[
−ajaj+1 − γaja†j+1 + γa†jaj+1 + a†ja

†
j+1 − λ

(
aja
†
j − a

†
jaj

)]
. (2.33)

Sejam Aj,j+1 = γ, Ajj = λ, Bj,j+1 = −1 e Aij = Bij = 0 caso contrário. Para

diagonalizar o hamiltoniano em (2.33) é necessário fazer uma transformação canônica de aj

para novos operadores de Fermi bj, tais que:

bj =
∑
k

(
γjkak + µjka

†
k

)
. (2.34)

Das relações fermiônicas para bj, tem-se as seguintes equivalências:

{bi, b†j} = δijI ⇔ [γγ†]ij + [µµ†]ij = δij ⇔ γγ† + µµ† = I, (2.35)

{bi, bj} = 0⇔ γµT + µγT = 0. (2.36)

Vamos supor, por hipótese, que as equações para γ e µ são satisfeitas. Considere a seguinte
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notação b =


b1

...

bn

 e b† =


b†1
...

b†n

. Sejam a e a† definidos de forma análoga. De (2.34) temos que:

[
b

b†

]
=

[
γ µ

µ∗ γ∗

][
a

a†

]
(2.37)

De (2.36), tem-se que T =

[
γ µ

µ∗ γ∗

]
é unitária e, portanto:

[
a

a†

]
= T †

[
b

b†

]
. (2.38)

O hamiltoniano HXY pode ser reescrito, em uma forma matricial, do seguinte modo:

H ′XY =
[
a† a

] [A −B
B −A

][
a

a†

]
. (2.39)

Seja M =

[
A −B
B −A

]
, substituindo (2.38) em (2.39), temos:

H ′XY =
[
b† b

]
TMT †

[
b

b†

]
. (2.40)

A diagonalização de HXY , portanto, decorre de encontrar uma solução à equação:

TMT † = diag{ω,−ω}, (2.41)

em que ω é uma matriz diagonal N×N com entradas ωj na linha j. Seja TM = diag{ω,−ω}T ,

implica-se dessa igualdade as equações:

γA+ µB = ωγ, (2.42)

γB + µA = −ωµ. (2.43)

Somando e subtraindo uma equação da outra no sistema de equações acima e fazendo a subs-



2.4 Modelo XY Quântico 24

tituição φ = γ + µ e ψ = γ − µ, tem-se:

φ(A+B) = ωψ, (2.44)

ψ(A−B) = ωφ, (2.45)

⇒ ψ(A−B)(A+B) = ω2ψ. (2.46)

Como (A−B)(A+B) é ortogonal, seja ψTj um vetor coluna de ψT :

(A−B)(A+B)ψTj = ωjψ
T
j . (2.47)

Essa equação possui solução, de modo que a solução implica que bj é um operador de Fermi e

que a HXY é expresso na forma diagonal de férmions livres sem spin.

Uma vez diagonalizado o hamiltoniano, serão analisadas as funções de correlação. Essas

funções são médias do tipo cuvjk = 〈σuj σvk〉 com u, v ∈ {x, y, z, 0}, sendo σ0
j = I. Um conjunto

de simetrias que o modelo satisfaz implica que algumas dessas funções são nulas, entre outras

simplificações. Tem-se que o hamiltoniano é real, é invariante por translação e por reflexão em

torno de uma posição de spin, de modo que cuv∗jk = cuvjk = cuv0|k−j| = cuv|k−j|0 = cvu|k−j|0. Como σyj

é imaginário, seu produto tensorial com uma matriz real é imaginário também, de modo que

c0y
0r = cxy0r = czy0r = 0, e de [ρAB, σ

z
Aσ

z
B] = 0, [ρA, σ

z
A] = 0 e [ρA, σ

z
A] = 0 tem-se cxz0r = c0x

0r = 0. Por

fim, a normalização de ρAB implica que c00
0r = 1.

Usando o teorema de Wick aplicado à teoria quântica de campos [100] e levando em

consideração que o estado da cadeia está no equiĺıbrio térmico, tem-se que os coeficientes são

dados por [6]:

cxx0r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G−1 G−2 · · · G−r

G0 G−1 · · · G−r+1

...
...

...
...

Gr−2 Gr−3 · · · G−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.48)
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cyy0r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
G1 G0 · · · G−r+2

G2 G1 · · · G−r+3

...
...

...
...

Gr Gr−1 · · · G1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.49)

e:

czz0r = 〈σzr〉2 − (GrG−r), (2.50)

em que Gk = 〈C+
0 C

−
k 〉. O cálculo de Gk, no limite termodinâmico N →∞, resulta em:

Gk ≡
∫ π

0

tanh(βωφ)

2πωφ
[cos(kφ)(1 + λ−1 cosφ)− γλ−1 sin(rφ) sinφ]dφ. (2.51)

2.5 Modelo XY com Interação Tripla (XYT)

O modelo XY descreve um sistema que possui interação entre pares de spin. Esse

modelo é diagonalizável e, portanto, exatamente solucionável. Podemos, entretanto, adicionar

interações entre mais elementos de uma cadeia de spin, mantendo o hamiltoniano diagonalizável.

Um dos modelos mais simples que admitem isso é a cadeia unidimensioal de spins com interação

dupla e tripla, denominado modelo XYT [101,102]. O hamiltoniano desse sistema é dado por:

HXY T =− 1

2

N∑
j=1

{
J

[
(1 + γ)

2
σxj σ

x
j+1 +

(1− γ)

2
σyjσ

y
j+1

]
+ ξBσzj (2.52)

+
J∗

2

(
σxj−1σ

z
jσ

x
j+1 + σyj−1σ

z
jσ

y
j+1

)}
,

em que B, γ, ξ, J e N são os mesmos parâmetros do modelo XY e J∗ é o parâmetro de

acoplamento da interação tripla. Além disso, a cadeia é do tipo ćıclica, ou seja, σuN+1 = σu1 , em

que u ∈ {x, y, z}. Para simplificar a análise seguinte, iremos trabalhar com H ′XY T ≡ 2HXY T/J

ao invés de HXY T e usaremos os parâmetros λ e α definidos como λ ≡ 2ξB/J e α ≡ J∗/J .
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Para diagonalizarmos os hamiltoniano, faremos a seguinte transformação:

σzj = 1− 2c†jcj, (2.53)

σyj = −i
∏
i<j

(1− 2c†ici)(c
†
j − cj), (2.54)

σxj =
∏
i<j

(1− 2c†ici)(c
†
j + cj), (2.55)

em que cj é um operador de Fermi, de modo que o hamiltoniano fica:

H ′XY T =−
N∑
j=1

[
c†jcj+1 + c†j+1cj + γ

(
c†jc
†
j+1 − cjcj+1

)]
+ 2α

(
c†j−1cj+1 + c†j+1cj−1

)
+ λ

(
1− 2c†jcj

)
. (2.56)

de forma que o sistema é diagonalizável. Para fazer isso, entretanto, utilizaremos outro procedi-

mento [102], que inclui uma transformada de Fourier discreta (TFD) em HXY T antes de efetuar

uma transformação canônica (de Bogoliubov) que finalmente resultará na forma desejada. A

TFD aplicada resulta em novos operadores c̄l tais que:

cj =
1√
N

∑
l∈I

c̄le
i2πlj/N , I = {d−N/2e, . . . , bN/2c}. (2.57)

Aplica-se, então a transformação de Bogoliubov em c̄j, resultando em novos operadores

de Fermi dl tais que:

dl = cos

(
θl
2

)
c̄l − i sen

(
θl
2

)
c†−l, θl = εl/εl, (2.58)

em que εl =
√
ε2l + (γ senφl)2, εl = λ− cosφl − 2α cos 2φl e φl = 2πl/N . Com isso, o hamilto-

niano fica na forma:

H ′XY T =
∑
l

2εl

(
d†ldl − 1/2

)
. (2.59)

Como esse hamiltoniano tem a mesma forma final do H ′XY , tem-se que, estando o

sistema no estado térmico, o estado de um par de subsistemas tem a forma de um estado X e

o cálculo das funções de correlação são feitos da mesma forma. No modelo XY T , entretanto,
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não procederemos como limite termodinâmico, restringindo-nos a uma cadeia finita. Com isso,

as funções de correlação têm a forma:

〈σx0σxr 〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g−1 g−2 · · · g−r

g0 g−1 · · · g−r+1

...
...

...
...

gr−2 gr−3 · · · g−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.60)

〈σy0σyr 〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
g1 g0 · · · g−r+2

g2 g1 · · · g−r+3

...
...

...
...

gr gr−1 · · · g1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (2.61)

〈σz0σzr〉 = 〈σz〉2 − (grg−r), (2.62)

〈σz〉 =
1

N

∑
k

[εk tanh (βεk)]
1

εk
, (2.63)

com:

gr = −
∑
k

[cos(xkr)εk + γ sin(xkr) sin(xk)] tanh (βεk)
1

NεK
. (2.64)

2.5.1 Cálculo da região de transição de fase

Vamos encontrar as regiões de transição de fase para o modelo XYT e, como caso

particular, obter a região para o modelo XY. Como εk ≥ 0 ∀k, temos que o estado fundamental

é o de vácuo. No limite termidinâmico, a energia desse estado é dada por:

E0 = − 1

2π

∫ π

−π
dx
√

(λ− cosx− 2α cos 2x)2 + (γ senx)2. (2.65)

Considere γ = 0, 5. Seja e0(x, α, λ) o argumento da integral acima. A quantidade ∂2E0

∂α2

é tal que:

∂2E0

∂α2
=

∫ π

−π
dx
∂2e0

∂α2
. (2.66)

Seja u = (γ senx)2 e considere a troca εk → ε(x) que ocorre por causa do limite
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termodinâmico, tem-se:

∂2e0

∂α2
= − 1

2π

{
(ε2 + u)−1/2

[(
∂ε

∂α

)2

+ ε
∂2ε

∂α2

]
−
(
ε
∂ε

∂α

)2

(ε2 + u)−3/2

}
. (2.67)

Analisando essa expressão, verifica-se que duas regiões de descontinuidade de ∂2E0

∂α2 ,

dadas por:

λ− 2α = ±1. (2.68)

No caso do modelo XY, α = 0, para valores positivos de λ, λ = 1 é o ponto de transição

de fase quântica, o qual separa a fase ferromagnética (λ < 1) da fase paramagnética (λ > 1).

Quanto ao modelo XYT, a equação (2.68) define duas retas no plano definido por λ e α. Acima

da reta λ = 2α + 1, temos a fase ferromagnética. Entre λ = 2α + 1 e λ = 2α− 1 temos a fase

ĺıquido de spin I e, abaixo de λ = 2α− 1, a ĺıquido de spin II.



Caṕıtulo 3

Incerteza quântica local nas cadeias

XY e XYT

Neste caṕıtulo, irei utilizar a IQL e a entropia linear e suas derivadas como ferramentas

para identificar a TFQ nas cadeias de spin 1/2 XY e XYT. O objetivo é verificar o potencial

dessas quantidades em identificar TFQ, motivando sua aplicação em outros sistemas de muitos

corpos. A IQL será avaliada entre pares de spins das cadeias, considerando vizinhos e pares

mais distantes entre si, a fim de ver sua relação com a distância. Na literatura, a identificação da

região cŕıtica do modelo XY foi estudada utilizando medidas de correlação clássica e quântica,

como a discórdia quântica [15, 104, 105], a discórdia geométrica [106], IQL [107, 108] e outras

[17,109]. Quanto ao modelo XYT, análises da TFQ foram feitas utilizando a discórdia quântica,

correlações clássicas e emaranhamento [22].

A rigor, a TFQ teoricamente ocorre em sistemas de muitos corpos no limite termo-

dinâmico, como o sistema XY supracitado, porém também irei analisar uma cadeia finita,

porém longa, de spins do modelo XYT. O número de spins da cadeia XYT neste trabalho é

N = 2000. As regiões de TFQ, obtidas analiticamente, foram introduzidas no caṕıtulo anterior.

Supomos que ambos os sistemas estão num banho térmico à tempertura de zero kelvin, de modo

que o estado da cadeia é o estado térmico dado pelo ensemble canônico da forma ρ = e−βH

Z
, em

que Z é a função de partição canônica. No caso em que a temperatura é nula, esse estado é

simplesmente o estado fundamental do sistema.

29
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No modelo XY, a IQL foi avaliada na região λ ∈ [0, 2] e γ ∈ (0, 1], a qual contém a

transição de fase em λ = 1. Seja r = 0 o ı́ndice de um spin da cadeia, que pode ser qualquer

um já que a mesma é invariante por translação, os pares considerados foram os formados por

r = 0 combinado com r ∈ {1, . . . , 4}, em que r = 1 é o primeiro vizinho, r = 2 o segundo e

assim por diante. Para temperatura nula, o gráfico da IQL nesses pares está na figura 3.1.
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Figura 3.1: IQL, em função de γ e λ, do primeiro ao quarto vizinho, para temperatura zero no
modelo XY.

Algumas propriedades podem ser observadas a partir da figura 3.1. A primeira é que

seu máximo valor ocorre próximo a λ = 1, porém sofre um desvio desse ponto à medida que

se diminui a anisotropia, de modo que ela caracteriza melhor a transição em regiões de maior

anisotropia. Outra é que a IQL diminui com a distância entre os vizinhos, porém, a transição

fica melhor marcada com o aumento da distância. Por fim, a IQL decresce com o aumento da
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anisotropia para o primeiro vizinho, mas depois assume um aspecto côncavo com o aumento

da distância entre os vizinhos, na região próxima da transição. O gráfico da derivada da IQL,

na figura 3.2, entretanto, marca melhor a transição de fase, sofrendo menores desvios com a

isotropia.
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Figura 3.2: Derivada da IQL, em função de γ e λ, do primeiro ao quarto vizinho, para tempe-
ratura zero no modelo XY.

Para temperatura não nula, com T ∈ [0, 0.5], no caso isotrópico, o gráfico é o da figura

3.3. É posśıvel observar uma queda das correlações com a distância entre os vizinhos, tambem

é observado que as correlações caem mais rapidamente com a temperatura com o aumento da

distância. Por fim, como não há transição de fase em T finito, não é observado um aumento

acentuado da IQL em torno de algum ponto.

Para o modelo XYT, a IQL foi calculada também para os mesmos tipos de pares de
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Figura 3.3: IQL, em função de γ e λ, do primeiro ao quarto vizinho, para temperatura finita
no modelo XY.

spins, à temperatura zero. Para a análise gráfica, nós fixamos γ = 0.5, e fixamos os interavalos

dos outros parâmetros, de modo que λ ∈ [0, 2] and α ∈ [0, 2]. A fim de mostrar, inicialmente

a região de transição de fase desse modelo, fizemos o cálculo da PIM, da mesma forma que foi

feito na referência [17]. O gráfico dessa medida está na figura 3.4. Já o gráfico da IQL está em

(3.5), o qual claramente marca as regiões de transição. Da mesma forma que no modelo XY,

a IQL diminui com a distância entre os vizinhos, porém preserva sua forma qualitativa, exceto

no quarto vizinho, o qual apresenta um aumento de correlação depois de λ = 0.5. A derivada

da IQL para esse modelo também foi calculada e está na figura 3.6.

Finalmente, usamos a entropia linear para verificar se ela é capaz de identificar a

transição nos modelos estudados. A resposta é que sim. Fizemos o cálculo para temperatura
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Figura 3.4: PIM, em função de λ e α, do primeiro ao quarto vizinho, para temperatura zero e
γ = 0.5 no modelo XYT com N = 2000.

zero, de modo que os gráficos são, para o modelo XY, a figura 3.7, e para o modelo XYT, com

γ = 0.5, a figura 3.8.

Para maior clareza na demarcação da transição, foram feitos os gráficos da derivada

da entropia linear. As figuras 3.9 e (3.10) são as derivadas da entropia linear para os modelos

XY e XYT, respectivamente.

Tanto a IQL e a entropia linear podem ser interpretadas como medidas de incerteza es-

tat́ıstica nos resultados das medidas, porém a primeira capta uma incerteza de origem quântica,

enquanto a segunda capta a incerteza devido à mistura estat́ıstica clássica de estados quânticos.

Observando o gráfico dessas duas quantidades no modelo XY, verfica-se que são qualitativa-

mente diferentes. Enquanto a entropia linear é alta antes da transição, com campo menor que
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Figura 3.5: IQL, em função de λ e α, do primeiro ao quarto vizinho, para temperatura zero e
γ = 0.5 no modelo XYT, para N = 2000.

1, e tende a zero depois desse ponto, a IQL é alta somente na transição: começa baixa com

campo muito menor que 1 e tende a zero com campo muito maior que 1. Existe, porém, uma

justificativa para esse comportamento. A entropia linear incialmente é praticamente máxima

porque, sem o campo, a cadeia possui simetrias de rotação de π em torno de qualquer eixo, de

modo que não pode haver direções preferenciais de alinhamento do estado dos pares de spin do

sistema. Assim, resta haver uma alta mistura de estados quânticos. O campo, à medida que au-

menta, cria uma direção preferencial de alinhamento, que é a direção z, de modo que a mistura

diminui bastante, principalmente perto do ponto cŕıtico, pois a magnetização também aumenta

bastante nessa região. Já a IQL tende a ser maior quando a contribuição de observáveis que

não comutam torna-se mais semelhante, ou seja, quando há mais isotropia ou quando o campo
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Figura 3.6: Derivada da IQL, em função de λ e α, do primeiro ao quarto vizinho, para tempe-
ratura zero e γ = 0 no modelo XYT com N = 2000.

tende a 1. Já o gráfico da entropia linear assemelha-se mais ao gráfico da magnetização na

figura 3.11.
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Figura 3.7: Entropia linear, em função de λ e γ, do primeiro ao quarto vizinho, para temperatura
zero no modelo XY.
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no modelo XY.
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Caṕıtulo 4

Incerteza quântica local multipartida

Enquanto correlações bipartidas ocorrem entre dois subsistemas de um sistema global,

as correlações multipartidas referem-se às que ocorrem entre três ou mais subsistemas. Di-

ferentes medidas multipartidas foram criadas para quantificar esse tipo de correlação, como

a entropia relativa de discórdia [80, 117] e generalizações da discórdia quântica [118, 119]. A

medida apresentada aqui baseia-se na IQL, sendo generalizada para quantificar correlações

quânticas assimétricas entre múltiplos sistemas.

4.1 Particionamento

Para motivar as definições apresentadas nesta seção, irei mostrar um problema que

ilustra a necessidade do formalismo que será apresentado. Considere um sistema quântico

com espaço de Hilbert dado por H = C8. Como a dimensão desse espaço é um número que

por ser fatorado de duas formas distintas, ele pode ser escrito como C8 = C2 ⊗ C4 ou como

C8 = C2 ⊗ C2 ⊗ C2. Cada fatoração representa uma divisão distinta do sistema. A primeira

pode, por exemplo, representar 3 part́ıculas com espaço de estados C2 e a segunda 2 part́ıculas,

uma com espaço C2 e outra com C4. A segunda poderia ainda representar uma part́ıcula está

em um laboratório A, enquanto as outras duas estão em laboratório B, todas com espaço C2,

de modo que o sistema em A tenha espaço C2 e o sistema em B, composto por duas part́ıculas,

tenha espaço C4, conforme ilustra a figura 4.1. Vemos, portanto, que apenas especificar o

39
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espaço de Hilbert do sistema não nos diz como o sistema está dividido em subsistemas devido

às suas múltiplas “fatorações” posśıveis.

Figura 4.1: Diferentes “fatorações” do espaço de estados C8. A e B são dois laboratórios
distintos.

Ainda no mesmo exemplo, podemos analisar como um estado quântico |ψ〉 ∈ C8 fica

representado em bases distintas de acordo com o tipo de “fatoração”. Sejam B1 ≡ {|φ1〉, |φ2〉}

uma base de C2 e B2 ≡ {|χi〉, . . . , |χ4〉} uma base de C4. O estado |ψ〉, de acordo com a primeira

e a segunda “fatoração”, pode ser escrito da forma:

|ψ〉 =
2∑

i,j,k=1

ψi,j,k|φi〉|φj〉|φk〉 =
2∑
i=1

4∑
j=1

ψ′i,j|φi〉|χj〉.

Algumas caracteŕısticas de um sistema dependem de como seu estado é “fatorado”.

Por exemplo: se quisermos saber se o estado |ψ〉 possui correlação tipo discórdia, precisamos

saber qual é o par de subsistemas considerado ou se queremos calcular as correlações dos três

sistemas entre si (tripartidas). Com o objetivo de definir uma “fatoração” expĺıcita para o

espaço de Hilbert do sistema, irei introduzir o conceito de “particionamento”.

4.1.1 Definições

Seja M um conjunto de m espaços de Hilbert de dimensão maior ou igual a 2. Vamos

definir a função sobrejetora s(n) : I →M , com |I| = n e n ≥ m, tal que Hk ≡ s(n)(k) ∈M . No-

meamos s(n) de n-particionamento de H ≡
⊗

k∈I Hk, sendo s(1) denominado particionamento

trivial. Para ilustrar esta definição, considere um sistema f́ısico com 5 part́ıculas, conforme

figura 4.2, cada uma delas possuindo um espaço de Hilbert associado à grandeza “spin”, deno-
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minado Hk para a part́ıcula k. Como duas ou mais part́ıculas podem ter espaços de Hilbert

idênticos, o conjunto dos espaços de Hilbert desse sistema (o conjunto M) possui m elemen-

tos tal que m ≤ n, sendo que a igualdade ocorre quando não há duas ou mais part́ıculas com

espaços idênticos. O espaço de Hilbert do sistema total é o produto tensorial dos espaços de seus

subsistemas. Assim, temos que esse sistema é n-particionado, sendo s(n) seu n-particionamento

da forma como foi definido anteriormente.

Figura 4.2: “Sistema” 5-particionado de acordo com o particionamento s(5)

Sejam s e r dois particionamentos de H, s é isomorfo a r se existir uma bijeção f :

Dom(s) → Dom(r) tal que r = s ◦ f . Uma restrição de s(n) é denominada parte de s(n).

Seja S ⊆ P(s(n)) um conjunto de m partes, se
⋃
S = s(n) e s1 ∩ s2 = ∅ ∀s1, s2 ∈ S em que

s1 6= s2, S é uma partição de s(n), também chamada de m-partição. Seja R uma m-partição

de s(n) e rk ∈ R, k ∈ J ≡ {1, . . . ,m}, definimos HR
k ≡

⊗
i∈Jk rk(i), sendo Jk ≡ Dom(rk). Seja

s
(m)
R : J → {HR

k |k ∈ J }, s
(m)
R (k) = HR

k , s
(m)
R é um reparticionamento de H pela partição R, que

também é um m-particionamento de H. Um exemplo de partição é a 2-partição (bipartição) S

dada por S = {t(2), u(3)}, em que t(2) e u(3) são restrições de s(5), conforme figura 4.3.

Um espaço de Hilbert n-particionado é definido pelo par ordenado (H, s(n)). Seja D(H)
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Figura 4.3: Bipartição do particionamento s(5)

o espaço dos operadores densidade definidos em H, um estado ρ ∈ D(H) é m-partido se H é

m-particionado. Um estado ρ ∈ D(H), com H sem particionamento definido, é 1-partido em

relação ao particionamento trivial {(1,H)}. Denominamos (H, s(n), ρ) de sistema n-partido.

Vamos definir o sistema produto, o qual constitui na “união” de dois sistemas. Sejam

A ≡ (HA, s
(n), ρA) e B ≡ (HB, r

(m), ρB) dois sistemas multipartidos. O sistema AB ≡ (HA ⊗

HB, t
(n+m), ρA⊗ρB) é o sistema produto, em que t(n+m) : J → Img(s(n))∪Img(r(m)), sendo J ≡

Dom(s(n)) ∪Dom(r(m)), denominado particionamento produto, tal que t(n+m)(k) = s(n)(k) se

k ∈ Dom(s(n)) e t(n+m)(l) = r(m)(l) se l ∈ Dom(r(m)).

Seja S ≡ (H, s(n), ρ) um sistema n-partido. Vamos definir o conceito de subsistema.

Sejam R = {r1, r2} uma bipartição (2-partição) qualquer de s(n), Hrk ≡
⊗

i∈Dom(rk)Hi, ρr1 ≡

TrHr2 (ρ), o sistema Sr1 ≡ (Hr1 , r1, ρr1) é chamado de subsistema de S. Como toda parte de

s(n) pertence a alguma bipartição de s(n), toda parte r de um sistema n-partido, n ≥ 2, define

um subsistema Sr. A figura 4.4 aplica o conceito de sistema multipartido e seus subsistemas

na bipartição dada pela figura 4.3.

Seja Sk ≡ (Hk, s
(1)
k , ρk) um subsistema de S ≡ (H, s(n), ρ), em que s(n)(k) ≡ Hk

e s
(1)
k ≡ {(k,Hk)}. Vamos biparticionar o subsistema Sk. Suponha que Sk é um sistema
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Figura 4.4:

biparticionável, ou seja, que dim(Hk) 6∈ P, sendo P o conjunto dos números primos. Assim,

existe um biparticionamento s
(2)
k ≡ {(k,H1

k), (k
′,H2

k)}, k′ 6∈ Dom(s(n)), de Hk tal que S2
k ≡

(Hk, s
(2)
k , ρk) é o subsistema Sk biparticionado. Com S2

k , temos que modificar S, já que o novo

sistema é n + 1-partido. O novo particionamento é dado por s(n+1) ≡ (s(n) \ s(1)
k ) ∪ s(2)

k , de

modo que o sistema (n + 1)-partido é dado por Sn+1,k ≡ (H, s(n+1), ρ), que é o sistema S com

o subsistema Sk biparticionado.

Na próxima seção, aplicarei o formalismo aqui constrúıdo na descrição e no cálculo de

correlações multipartidas, ou seja, correlações entre múltiplos subsistemas.

4.2 Incerteza quântica local em sistemas multipartidos

Nesta seção, irei utilizar o formalismo desenvolvido na seção anterior para tratar o pro-

blema de como definir correlações multipartidas, ou seja, entre três ou mais sistemas. Mais pre-

cisamente, irei definir o conceito de correlação quântica assimétrica (CQA) n-partida, baseando-

me no trabalho de Bennett et al [84], no qual correlações multipartidas são definidas.

Definição 4.2.1. Sejam S ≡ (H, s(n), ρ) um sistema n-partido e P uma bipartição (2-partição)
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de s(n). S possui CQA n-partida se, e só se, SP ≡ (H, s(2)
P , ρ) possui CQA bipartida para todo

biparticionamento P de s(n), sendo s
(2)
P um reparticionamento de H pela partição P.

Sabemos que um sistema, com espaço de Hilbert de dimensão finita, sem CQA bipartida

possui estado dado por:

ρs =
∑
k

pkρ
A
k ⊗ |kB〉〈kB|, (4.1)

sendo A e B as partes de P e {|1B〉, . . . , |mB〉} uma base ortonormal para HPB, sendo dim(H) =

m. Fica evidente que um sistema sem CQA n-partida possui um estado que pode ser escrito

na forma ρs para alguma bipartição P . Portanto, sistemas n-partidos com CQA n-partida são

que possuem estados que não podem escritos dessa forma. Vamos verificar que sistemas com

estados do tipo ρs, de fato, não devem possuir CQA multipartida segundo um conjunto razoável

de axiomas, baseados no trabalho supracitado [84]. Seja S ≡ (H, s(n), ρ) um sistema que não

possui CQA n-partida, considere os seguintes axiomas:

Axioma 1: Se S ′ é um sistema 1-partido qualquer, o sistema produto (n + 1)-partido

SS ′ não possui subsistema n-partido com CQA n-partida.

Figura 4.5: Axioma 1.

Axioma 2: Existe uma bipartição P ≡ {A,B} tal que para todo mapa completamente

positivo que não aumenta o traço ΛA que atua em D(HPA) e para toda operação φB que atua

em D(HPB), da forma φB(ρB) ≡ UBρBU
†
B para algum operador unitário UB, o sistema S ′ ≡

(H, s(n), ρ′) não possui CQA n-partida, sendo ρ′ ≡ (ΛA ⊗ φB)(ρ)

Tr [(ΛA ⊗ φB)(ρ)]
.

Axioma 3: Após o subsistema de particionamento trivial Sk ser biparticionado, o novo
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Figura 4.6: Axioma 2: Λ ≡ ΛA ⊗ φB

sistema (n+ 1)-particionado, Sn+1,k, não possui CQA (n+ 1)-partida.

Figura 4.7: Axioma 3: o subsistema Sk é partido em dois mas, mesmo se as partes estão
quanticamente correlacionadas, o sistema não passa a possuir CQA (n+ 1)-partida.

Teorema 4.2.2. Qualquer sistema sem CQA n-partida satisfaz os axiomas de 1, 2 e 3.

Demonstração. Seja S = (H, s(n), ρ) um sistema n-partido sem CQA n-partida. Portanto,

ρ =
∑

k pkρ
A
k ⊗ |kB〉〈kB|, conforme equação 4.1. De acordo com o axioma 1, ao acrescentar S ′,

o estado de SS ′ será ρ′′ = ρ′⊗
∑

k ρ
A
k ⊗|kB〉〈kB| = ρ′⊗ρ. Os estados n-partidos reduzidos são da

forma ρs ou ρ′⊗ρr, em que ρr é um estado (n−1)-partido de ρ. O estado ρr pode ser escrito por

meio de sua base de autovetores da forma ρr =
∑

k qk|rk〉〈rk|. Logo, ρ′⊗ρr =
∑

k qkρ
(k)
r ⊗|rk〉〈rk|

sendo ρ
(k)
r ≡ ρ′ ∀k, o que implica que ρ′ ⊗ ρr não tem CQA n-partida. Portanto, o axioma 1 é

satisfeito.
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Quanto ao axioma 2, tem-se que (ΛA ⊗ φB)(ρ) =
∑

k pkΛA(ρAk ) ⊗ UB|kB〉〈kB|U † =∑
k pkρ̃

A
k ⊗ |k̃B〉〈k̃B|, sendo ρ̃Ak uma matriz densidade não normalizada ∀k e {|1̃B〉, . . . , |m̃B〉}

uma nova base de HB para dim(H) = m. Sendo qk ≡
pk

Tr [(ΛA ⊗ φB)(ρ)]
, o estado normalizado∑

k qkρ̃
A
k ⊗ |k̃B〉〈k̃B| não tem CQA n-partida, satisfazendo o axioma 2.

Por fim, de acordo com o axioma 3, ocorre um reparticionamento do sistema S. En-

tretanto, esse reparticionamento não altera o estado ρ, apenas seu particionamento. Como ele

possui a mesma forma, não há CQA (n+ 1)-partidas, satisfazendo o axioma 3.

Uma vez que foi definido o conceito de correlação CQA n-partida e verificado que tal

conceito satisfaz algumas propriedades fundamentais, apresentarei uma medida que objetiva

quantificar esse tipo de correlação. Farei isso por meio de uma generalização da IQL, denomi-

nada GIQL.

Definição 4.2.3. Sejam S = (H, s(n), ρ) um sistema n-partido, com dim(H) = m ∈ N≥2, t uma

parte de s(n), ΘΩt o conjunto de todos os observáveis Ot não degenerados de Ht com espectro

de autovalores dado por Ωt = {ω1, . . . , ωr}, com r < m, P ≡ P(s(n)) \ {∅, s(n)} o conjunto das

partes de S e Ω = {Ωt|t ∈ P}, uma medida que quantifica correlações quânticas assimétricas

multipartidas genúınas é dada por:

GUΩ(S) ≡ min
t∈P

{
min

Ot∈ΘΩt

I(ρ,1⊗Ot)

}
.

Vamos calcular a GU para o estado Werner-GHZ, que atua num espaço de oito di-

mensões, dado por:

ρ =
(1− µ)

8
1− µ|GHZ〉〈GHZ|, |GHZ〉 =

|000〉+ |111〉√
2

, (4.2)

sendo {|0〉, |1〉} uma base ortonormal para o espaço dos qubits. Temos que:

√
ρ = a1 + b|GHZ〉〈GHZ|, (4.3)

a =

√
1− µ√

8
, b =

(√
1− µ+

√
1 + 7µ

)
√

8
. (4.4)
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Figura 4.8: GU para o estado Werner-GHZ em função do parâmetro µ

Temos, portanto, que:

GUΩ(S) = min
t∈P

{
min

Ot∈ΘΩt

[
−1

2
Tr
(
[
√
ρ,1⊗Ot]

2
)]}

= min
t∈P

{
min

Ot∈ΘΩt

[
−1

2
Tr
(
[a1 + b|GHZ〉〈GHZ|,1⊗Ot]

2
)]}

= b2 min
t∈P

{
min

Ot∈ΘΩt

[
−1

2
Tr
(
[|GHZ〉〈GHZ|,1⊗Ot]

2
)]}

. (4.5)

Com isso, GU reduz-se a b2GUΩ(SGHZ), sendo SGHZ ≡ (C8, s(3), |GHZ〉〈GHZ|) o

sistema associado ao estado |GHZ〉. Como o valor de GUΩ(SGHZ) depende de uma escolha

arbitrária de Ω, podemos escolher um Ω de modo que GUΛ′(|GHZ〉) = 1 para que possamos

observar o comportamento qualitativo de GU à medida que variamos o parâmetro µ da famı́lia

de estados Werner-GHZ. Assim, temos que GUΩ(S) = b2, o que está representado na curva

abaixo:

O resultado mostrado pela figura 4.8 é qualitativamente semelhante ao obtido com a

discórdia global [119]. À medida que µ aumenta, o estado fica cada vez mais próximo do |GHZ〉,
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que é um estado maximamente emaranhado [120], o que sugere que as correlações quânticas no

sistema devem aumentar. De fato, as CQA tripartidas são estritamente crescentes com µ.



Conclusão

Por meio de medida quantitativas do grau de correlação quântica presente entre os

diferentes sistemas de spin que compõe uma cadeia unidimensional de spins, foi posśıvel inves-

tigar a presença de transiçao de fase quântica (TFQ). Utilizando, como modelos de cadeias, os

modelos XY e XYT, verificou-se que a informação quântica local (IQL) entre sistemas de spins

vizinhos na cadeia é capaz de identificar suas regiões de TFQ. Uma melhor identificação da

transição foi obtida com a derivada da IQL, o que sugere uma relação mais forte entre a taxa

de variação das correlações quânticas e a TFQ do que entre as próprias correlações quânticas

e a TFQ quando são consideradas transições de fase cont́ınuas; relação essa também sugerida

pela literatura. Outra verificação foi a de que a IQL entre vizinhos mais distantes marca melhor

transição nos modelos analisados do que entre vizinhos mais próximo, o que evidencia uma lei de

decaimento das correlações quânticas diferenciada na região de TFQ, o que também é verificado

para outras medidas conforme está na literatura. A entropia linear, que quantifica o grau de

mistura estat́ıstica de um estado quântico também sinaliza a TFQ. Entretanto,suas derivadas,

assim como no caso da IQL, obtiveram uma melhor assinatura da transição. Tal fato sinaliza

que as correlações quânticas não possuem um papel tão distinto como marcadores de TFQ e

que medidas mais simples podem exercer o mesmo papel. Futuras análises são necessárias para

determinar o ńıvel de abrangência da detecção de TFQ por medidas mais simples e se mistura

estat́ıstica está fundamentalmente relacionada com as transições.

Correlações quânticas multipartidas também foram investigadas e um formalismo para

a representação matemática de sistemas multipartidos, denominado de “particionamento” foi

criado com o fim de tornar o tratamento de sistemas multipartidos mais geral e abstrato.

49
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Utilizando esse formalismo, foi analisado um conjunto de postulados que definem correlações

multipartidas genúınas, ou seja, que não são equivalentes a correlações que ocorrem em entre

uma quantidade menor de partes do sistema global. Esse conjunto foi redefinido para com-

portar o conceito de correlação assimétrica, como a presente em estados clássico-quânticos,

e uma definição para estados com correlação quântica multipartida genúına assimétrica foi

criada. Para quantificar tais correlações, foi definida uma nova medida, denominada “incer-

teza quântica local generalizada” (GIQL) que satisfaz os postulados e fez-se seu gráfico para a

famı́lia de estados tripartidos Werner-GHZ. O resultado foi comparado com a discórdia global,

uma medida multipartida, e verificou-se boa compatilidade. Espera-se que, com a publicação

do trabalho contendo a GIQL e o formalismo do particionamento, que tal medida possa ser

usada em futuras análises com o tipo de correlação tratada neste trabalho e que o formalismo

possa ter seu potencial aproveitado, principalmente em análises mais abstratas da correlação

multipartida.
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