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RESUMO

Neste trabalho foram abordadas solugoes do tipo defeitos topoldgicos em teoria
classica de campos. Foram investigadas solug¢oes topoldgicas e nao topoldgicas em duas
dimensoes, onde também analisamos a estabilidade de algumas destas. Consideramos mo-
delos de um e dois campos escalares reais, onde utilizamos os métodos de quadratura, BPS
e das érbitas para obter solugoes. Com o intuito de aplicar a teoria de campos escalares
em cosmologia, introduzimos a teoria da relatividade geral, falando sobre o principio da
equivaléncia, equagoes de campo de Einstein e solugao de Schwarzschild para as equacoes
de Einstein. Abordamos alguns tépicos em cosmologia, onde enunciamos o principio cos-
mologico, lei de Hubble e inflacdo cosmoldgica. Resolvemos as equacgdes de Einstein na
métrica FRW considerando o universo composto de matéria e radiacao denominado mo-
delo Big Bang quente. Com o objetivo de resolver alguns problemas de condigbes iniciais
do universo, introduzimos a teoria inflacionaria, a qual propde que o universo primor-
dial sofreu uma expansao acelerada guiada por um campo escalar. Apds mostrar como
a teoria da inflagdo corrige tais problemas, apresentamos o modelo cosmoldgico padrao,
o qual afirma que o universo estd em expansao acelerada e utiliza uma constante cos-
moldgica como guia da expansao, tal constante neste cendrio representa a denominada
energia escura que compoe aproximadamente setenta por cento do universo. Finalmente,
nos apresentamos o formalismo de primeira ordem para cosmologia e discutimos dois mo-
delos descrevendo dindmicas padrao e taquionica para o campo escalar, representando a

energia escura.

Palavras - chave: Teoria classica de campos - Defeitos topoldgicos - Cosmologia - Energia

escura - Inflacdo Cosmica



ABSTRACT

In this work, we study topological defects in classical field theory aiming appli-
cations in cosmology. Topological and non-topological solutions were investigated in two
dimensions, where we also analyzed the stability of some of these. We consider models
of one and two real scalar fields, whose solutions were obtained via quadrature, BPS and
orbit methods. The stability of these solutions also were investigated in some cases. In
order to apply scalar field theory in cosmology, we revisit some topics of general relati-
vity, such that the principle of equivalence, Einstein’s field equations and Schwarzschild’s
solution for Einstein’s equation. We also present some topics in cosmology, relevant to
the present work, such that the cosmological principle, Hubble’s law and cosmological
inflation. We discuss the solutions of the Einstein’s equations in the FRW metric in the
so-called Hot Big Bang model-the universe composed of matter and radiation. In order
to solve some problems of initial conditions of the universe, we introduce the inflationary
theory, which supposes that the primordial universe was underwent an accelerated expan-
sion guided by a scalar field. In sequence, we introduce the standard cosmological model,
which states that the universe is in accelerated expansion driving by a cosmological cons-
tant, named dark energy, which constitutes about seventy percent of the universe energy.
Finally, we present a first order formalism for cosmology and discuss two model describing

the standard and tachyonics dynamics for scalar field that represent the dark energy.

Key - words: Classical theory of fields - Topological defects - Cosmology - Dark Energy

- Cosmic inflation
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CAPITULO

INTRODUCAO

Foi confirmado em 1998, por meio de observacoes astrondémicas a expansao
acelerada do universo [1, 2, 3]. Devido o carater atrativo da forga gravitacional, esperava-
se um retardamento da expansao cosmoldgica, no entanto as observagoes indicaram o
oposto. Utilizando a relatividade geral explica-se esta expansao acelerada considerando
que 70 % do universo é composto de uma forma desconhecida de energia, denominada
energia escura, que estaria distribuida por todo o espaco e tende a acelerar a expansao do
universo através de uma forte pressao negativa [4, 5.

Apesar dos sucessos do Modelo Cosmolégico Padrao, alguns problemas ainda
devem ser superados, dentre estes podemos citar a necessidade de se introduzir uma
fase de expansao acelerada para se explicar alguns fendmenos relativos tanto ao universo
primordial, a chamada inflacdo césmica [6], quanto ao universo presente, com a chamada
fase de dominacao da energia escura que nos referimos acima [7] .

Tal fase de expansao césmica acelerada pode ser estudada incluindo-se um campo
escalar, espalhado homogeneamente e isotropicamente no Universo [5, 8, 9, 10]. Tendo em
vista o regime inflaciondrio, a presenca do campo escalar permite a construcao de um
modelo capaz de responder os principais conflitos apresentados na teoria padrao [11].

O objetivo deste trabalho é abordar como teoria de campos escalares pode se
apresentar como solugao em problemas cosmologicos, como por exemplo, a expansao
acelerada do universo que ¢ atribuida a energia escura. Neste sentido, pretendemos utilizar
a teoria aqui estudada e os métodos aqui expostos para buscar novas possiveis solugoes
para o universo em expansao. Para isso, abordamos num primeiro momento defeitos
topologicos no contexto de um e dois campos escalares reais, num segundo momento
introduzimos alguns topicos em relatividade e cosmologia, e por fim apresentamos de que
maneira podemos obter modelos cosmoldgicos utilizando campos escalares.

Esta dissertacdo esta organizada da seguinte maneira: no Capitulo 2 investigamos
solugoes do tipo defeitos topolégicos para um e dois campos escalares reais, onde
introduzimos os métodos de quadratura, BPS e das orbitas. Discutimos a estabilidade

de alguns destes defeitos e abordamos o denominado método de deformacao.
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No Capitulo 3 introduzimos a teoria da relatividade geral de Einstein, discutimos
o principio de equivaléncia, as equacoes de campo de Einstein e solu¢ao de Schwarzschild
para as equacoes de Einstein. Ainda neste capitulo enunciamos o principio cosmolégico,
resolvemos as equagoes de Einstein na métrica FRW para um universo composto de
radiacdo e matéria, que ¢ o modelo denominado big bang quente. Com o intuito de
resolver alguns problemas de condigoes iniciais do universo introduzimos a teoria de
inflagdo cosmolégica, a qual propoe que um campo escalar (inflaton) é responsével pela
expansao do universo primordial e analisamos como esta teoria resolve alguns problemas.
Tratamos o modelo cosmolédgico padrao, e expomos como um campo escalar pode ser
utilizado para modelar um universo em expansao acelerada no presente.

No Capitulo 4 apresentamos um modelo alternativo ao Modelo Cosmologico
Padrao A-CDM, denominado ¢-CDM, ja existente na literatura, que modela a energia
escura como um campo escalar real [7]. Neste cendrio, como proposto nas referéncias
[12, 13, 14], consideramos um universo dominado por energia escura e apresentamos as
equagoes de campo de Einstein neste caso. Um método de resolver estas equagoes é o
formalismo de primeira ordem introduzido em [12], assim, apresentamos tal método para
os casos de campos com dinamica padrao e taquionica. Para ambos os casos ilustramos o
método com alguns modelos propostos na referéncia [12].

No Capitulo 5 foram feitas as conclusoes e apontadas as perspectivas futuras.
Dois apéndices sobre alguns tépicos de geometria diferencial e de teoria classica de campos
foram incluidos, com o objetivo de facilitar a leitura e nao deixar o texto principal muito

denso.

& Instituto de Fisica — UFG
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CAPITULO

DEFEITOS TOPOLOGICOS

Expomos neste capitulo solugoes do tipo defeitos topoldgicos no contexto de
campos escalares em (1 4 1) dimensoes espaco temporais, ver [15]. Teremos como foco
defeitos unidimensionais chamados de kinks e lumps conforme a existéncia ou nao da

carga topologica.

Modelos de 1 campo

A dindmica de modelos descritos por um tnico campo escalar real pode ser

analisada a partir da densidade lagrangiana [16, 17, 18]

L— ; 60— V(9), (2.1.1)

em que V(¢) é um potencial que depende do sistema fisico o qual estamos interessados.
Considerando-se campos em (1+1) dimensdes de espaco e tempo, do formalismo de
Lagrange, teremos a seguinte equagao de movimento (Veja Apéndice A):

2o ¢ dV

7 o T dg =" (2.1.2)

considerando ¢ = 1. As solugoes classicas pode ser classificadas como segue: solugoes
constantes (independentes do tempo e do espago); solugoes estdticas ou estaciondrias
(independentes do tempo, porém dependentes do espaco); e solugoes dependentes do
espago e do tempo. Considerando campos estaticos, ou seja ¢ = ¢(z), a Equagao (2.1.2)
ficarda da seguinte forma ,

(jle = Call‘; (2.1.3)
E possivel utilizar o chamado método de quadratura [15, 18, 19], que consiste em reduzir

a ordem de (2.1.3) para uma equagao diferencial de primeira ordem. O método consiste
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em multiplicar ambos os lados de (2.1.3) por %2

dx
do Lo _ dpdV
de dx?  dx do’

assim podemos reescrever a ultima equagao da seguinte forma

d |1 (dp\?| dv
— | = (- = — 2.1.4
dx [2 (d:c) dx’ ( )
e integrando ambos os lados temos que
1 /do\”

onde ¢ é uma constante de integragao. A partir do tensor momento-energia (Ver Apéndice

A), podemos obter a energia associada a solucao estatica, que é dada por
0 o0 00
E=pP :/ Tz, (2.1.6)

portanto
+oo 11 /2
p= [ [2¢ +v] dr, (2.1.7)

substituindo (2.1.5) em (2.1.7) teremos que

p= :o 2V(¢) + d d,

no entanto estamos interessados em solugdoes com energias finitas, logo para evitar

divergéncias devemos impor que ¢ = 0; que V (¢p(x — £o0)) = 0; e também que

¢'(xr — +o0) = 0, onde ¢ = Z—‘z’. Essas condi¢oes nos levam a solugoes ¢ com energia
X

finita e portanto sao solugoes fisicamente aceitaveis.

Feitas as observagoes acima, de (2.1.5), podemos escrever o potencial da seguinte

1 (do\*
5 (dx> =V, (2.1.8)

d¢
== +1/2V(9), (2.1.9)

onde V > 0, para campos escalares reais. Assim obtivemos pelo método de quadratura

maneira

logo,

uma equagao de primeira ordem para o campo.
Um método alternativo para investigar a presenca de defeitos topologicos em
modelos de campos escalares consiste em identificar as solu¢oes denominadas de BPS

[16, 17, 18, 19, 20, 21, 22]. Esta classe especial de solugdes surge quando o potencial V (¢)

& Instituto de Fisica — UFG



Capitulo 2. DEFEITOS TOPOLOGICOS 13

pode ser escrito como fungao de W = W(¢), da seguinte maneira

V(gp) = ;Wg, (2.1.10)

aw

onde denotamos Wy, = o -

Assim (2.1.8) assume a forma
" = WyWae. (2.1.11)
A densidade de energia que é dada por

1 2 1
l 7¢/ + — |/‘/ ,

pode ser reescrita, completando-se quadrado, da seguinte forma

1 aw
T% = — (¢/ FWy)" & ——
portanto, a energia associada é
1 [+ +oo dW
E= 5/ (¢’$W¢)2dwi/ “dr. (2.1.12)
—00 —00 T

Devido ao fato de que as solugbes fisicamente aceitaveis sao as de energia finita, nosso
interesse serao as configuragoes de menor energia, logo ¢ deve ser escolhido de modo que

a energia seja minima, e assim devemos ter:
¢ = Wy, (2.1.13)

com essa escolha, o primeiro termo de (2.1.12) se anula e a energia associada ao campo
sera dada por
E=|Wp(x — +o0)] — W [p(x — —o0)]|, (2.1.14)

que é conhecida como energia de Bogomolnyi [16]. A vantagem desse método é que as
equagoes que precisamos resolver sao de primeira ordem e podemos calcular as energias
usando somente a fungao W(¢).

De uma forma geral pode ser dito que, para solugoes localizadas de teorias
de campos unidimensional existem duas possibilidades para valor de ¢ nos extremos.A
primeira possibilidade é a de que o campo tem o mesmo comportamento assintético, ou
seja ¢ (r — +00) = ¢. Segunda, o comportamento assintético da solugdo é diferente, ou

seja, ¢ (r — +00) = ¢4 e ¢ (x — —00) = ¢_. A corrente topolégica definida por [16]

1
Jp = 50,0, (2.1.15)

& Instituto de Fisica — UFG
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caracteriza essas duas possibilidades. Por mais que J4 nao seja uma corrente de Noether

ela é conservada, ou seja

9, = 0.

Logo
“+00
Q:/ Jodz, (2.1.16)

¢ uma carga conservada, denominada carga topolégica. Utilizando (2.1.15) em (2.1.16)

obtemos que

Q= ;/_;Oo ¢'dr = ;qﬁ(—i-oo) - ;gb(—oo) = ;¢+ - ;¢—7 (2.1.17)

sendo assim, podemos identificar dois tipos de solugoes distintas: as solugoes topoldgicas
com @) # 0 e as solugdes nao topoldgicas com () = 0. Podemos ainda definir a carga
topologica como:

Q = W[p(+0)] — Wp(—o0)] (2.1.18)

desta forma se () é nula a solucao é nao topologica, e do contrario a solugao é topoldgica.
Esta definicao é interessante pois permite caracterizar as solugoes em modelos descritos

por mais de um campo.

Kinks

Nesta secao discutimos dois modelos em teoria de um campo escalar real onde nos
deparamos com defeitos do tipo kink, tais defeitos sdo exemplos de solugoes topologicas,
ou seja ) # 0, oque nos diz que conforme nos afastarmos, em diregdes opostas, do centro
da solugao observamos comportamentos distintos.

Como primeiro exemplo, consideramos o modelo descrito pelo potencial com auto
interacdo qudrtica, conhecido como modelo ¢* [17]. A dinAmica deste modelo é descrita
pela seguinte densidade lagrangiana

L= L9,00m0 - » G 02>2 (2.2.19)
27" 8 ’
onde A e ¢ sdo constantes positivas. Note que ¢ = =+¢ sdo solugoes de (2.2.19), e ainda

mais, ambas possuem energia zero, verifica-se isso pois

1 A2 2
00 _ - 2 N (2 2
T = 20"+ 3 (6* =),
portanto
T(¢ = +¢) =0, (2.2.20)
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Capitulo 2. DEFEITOS TOPOLOGICOS 15

logo ¢ = 4c sao estados de vacuo degenerados do sistema. Considerando solucoes estaticas

podemos aplicar o método de quadratura tratado na secao anterior. Assim, sendo

V(o) = § (¢ - c2)2 : (2.2.21)

substituimos (2.2.21) em (2.1.9) e obtemos a seguinte equacao diferencial
de Lyra o

De modo que, separando as variaveis teremos

do A
=+— 2.2.22
¢2 _ 02 de’ ( )

e integrando em ambos os lados obtemos a seguinte solugao [23, 18]

------ W
T
~
N
N
\
A
\
\
3
A X
\
ht
5
N
N
N
.
e e
[— — Anti-kink Kink |

Figura 2.1: Grafico das solucoes do tipo kink e anti kink associadas ao potencial ¢*.

A
¢(x) = Fctanh (f) (2.2.23)
Considere a solu¢ao com sinal positivo em (2.2.23), esta configuragdo de campo conecta,
dois estados fundamentais distintos em z = +00 como mostra a Figura 2.1, e costuma ser
denominada um kink. Tomando o sinal negativo em (2.2.23) temos a solu¢ao denominada

antikink.
A densidade de energia associada ao kink é
)\2

1, 2
H:TOOZ §¢2+§(¢2_02) , (2224)
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2.2. Kinks 16

utilizando (2.1.9) teremos

T — ):(gz52 -2y, (2.2.25)

e substituindo (2.2.23) nesta tltima equagao obtemos que

2.4
T(z) = )\46 sech? (Agaz) ; (2.2.26)

cujo grafico é dado na Figura 2.2.

|—— {=Lc=2} — {=2.c=1}]

Figura 2.2: Grafico da densidade de energia da solucio do tipo kink do modelo ¢*

Assim, a energia do defeito é [23]:

4o )24 92 3
o Ac ookt (Acx) d Ac

TR p =2 (2.2.27)

Um segundo exemplo de defeito topolégico é o denominado modelo seno-Gordon [15], cuja

densidade lagrangiana é dada por:

1
L= 3 .00 —m? (1 — cos @), (2.2.28)
sendo m uma constante positiva. O potencial seno-Gordon estd plotado na Figura 2.3.
Para o modelo ¢* utilizamos o método de quadratura, apenas para aplicarmos as ideias
da segao anterior utilizaremos o método BPS para investigar as solugoes do potencial
seno-Gordon.

Temos que
V(¢) =m* (1 —cos¢),

portanto podemos fazer W (¢) = —4m cos (%) , para que (2.1.10) seja satisfeita. Assim,

de (2.1.13) temos a seguinte relacao de BPS:

Cb/ = iW¢7
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V(o)
o
Figura 2.3: Grafico do potencial seno-Gordon.
logo
- (¢
¢ = +2msin 5 )
e separando as variaveis obtemos:
¢(x) do
[ T = (e — a). 2.2.29
o(r0) 28in (¢/2) (# =) (2:2:29)
Resolvendo esta integral obtemos, ver referéncia [15]:
¢\ _
+ Intan 1= m(z — xo), (2.2.30)
em termos de ¢ temos a seguinte solugao:
¢(x) = 4 arctan {em(‘”’“)} , (2.2.31)

onde + nos dao as solugoes kink e antikink respectivamente, representados na

Figura 2.4. Tomando o sinal positivo, convém observar que ¢ = 27N, N € Z sao estados

de vacuo do modelo, tomando ¢ = 0 e ¢ = 27 como vacuos do sistema, temos que a

solugdo (2.2.31) conecta os estados fundamentais distintos do sistema, o que a caracteriza

como uma solucao topoldgica, @ # 0. Utilizando W (¢), a energia BPS associada a solugao

¢ dada por:

E=W(2r) —W(0) = —4mcos(m) + 4m cos(0) = 8m,

obtida de forma mais direta pelo método BPS.
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0(x)

e e e — .

[— — Anti-kink

Figura 2.4: Grafico da solucao tipo kink associada ao modelo seno-Gordon.

Lumps

Na se¢ao anterior obtivemos solucoes do tipo kink as quais apresentam carga to-
polégica nao nula. Agora trataremos modelos que possuem soluc¢oes com carga topoldgica
nula, tais defeitos sdo denominados lumps [15, 16, 18, 19]. Um exemplo de defeito nao

topoldgico é o modelo ¢* decrito pelo potencial

v(d)

T~

N

Figura 2.5: Grafico do potencial ¢?

— {(2=0.2, a=10}|

V(p) = Z¢? <1 - ) , (2.3.32)
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ilustrado na Figura 2.5. Tal potencial apresenta um méaximo local em ¢ = 2a/3 e um

minimo local em ¢ = 0. A equagao de movimento é obtida de (2.1.9) onde temos

9@ _ 4 i (1 - ¢> (2.3.33)

dx a
cuja solugao ¢ dada por [18]:
o(z) = asech? (?(z — x0)> : (2.3.34)

a solucao esta plotada na Figura 2.6.

h(x)

— =4, a=1}]

Figura 2.6: Grafico da solucao do tipo lump associada ao modelo ¢3.

A densidade de energia associada a essa solucao é dada por
1
H=T"=_¢"+V(9) =2V(9),

portanto utilizando que: 1 — sech?(z) = tanh?(x), temos

T%(z) = Aa®sech? (?(az - x0)> tanh? <\/2X(a: — x0)> : (2.3.35)

representada na Figura 2.7.

Outro exemplo onde obtemos solugoes do tipo lump é considerando-se o potencial

V(g) = SN — ), (2330)

denominado modelo ¢* invertido, pois como podemos observar na Figura 2.8 ele é
semelhante ao modelo ¢* porém invertido. Este potencial tem méaximos em ¢ = :I:‘Bﬁ

e um minimo local em ¢ = 0.

& Instituto de Fisica — UFG



2.3. Lumps

20

7%(x)

I— (=4, a=0.5}|

Figura 2.7: Grafico da densidade de energia da solucdo do tipo lump do modelo ¢?.

V()

— (=1, a=1}|

Figura 2.8: Grafico do potencial ¢* invertido.

o(x)

——Lump ()

— Lump (+)|

Figura 2.9: Grafico da solucdo do tipo lump associada ao potencial ¢* invertido.
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Por quadratura, de (2.1.9) temos as seguintes equagoes diferenciais

Zi = +/A\2¢2(a? — 4?), (2.3.37)

logo separando as variaveis,

—— =1\ 2.3.38
¢ /a2 _ ¢2 x? ( )
e por integracao obtemos
1 ¢
— —arcsech | — | = £\ (x — z9). (2.3.39)
a a

Resolvendo para ¢(x) e considerando xg = 0 temos
¢(r) = £asech(lax). (2.3.40)

que é a solucao nao topolégica para o modelo ¢* invertido e o grafico ¢ dado na Figura
2.9.

Estabilidade linear de solucoes

A néo linearidade das equagoes de movimento em teoria de campos escalares nos
leva a necessidade de estudar a estabilidade linear das solugoes estaticas ¢(x) = ¢s(x)
destas equagoes. Com esse intuito, consideraremos pequenas pertubacoes de primeira

ordem em torno destas solucoes da seguinte forma [17]:

H(z,t) = dg(x) + Yy (x)e™*, (2.4.41)

Esperamos assim linearizar as equagoes de movimento, obter o potencial de estabilidade

e os autovalores associados. Substituindo (2.4.41) em (2.1.2) teremos

it Pos(x) ()

dx? dz?

— witp(z)e e“r + Vy(9) = 0, (2.4.42)

e utilizando a expansdo em série de taylor Vy(¢) = Vy(¢s) + pe™*Vy4(ds) e a Equacao
(2.1.3) obtemos

dx?

<—dQ + U) V() = wYr (), (2.4.43)

onde U = Vy4(¢s) é denominado potencial de estabilidade. A equagdo (2.4.43) é uma

equacao de autovalores do tipo Schrodinger:

Hapy, = wity,,
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2.5. Quebra espontdnea de simetria 22

onde H = —% + U seria o respectivo hamiltoniano e v, as auto-fungoes associadas.
Para assegurar a estabilidade é necessario que H seja positivo definido [17, 18]
tendo assim autovalores nao negativos, pois se w;? < 0 entdo o exponencial da pertubacao
deixa de ser imagindrio e passa a ser real e consequentemente a solucao explode para
t — oo. Para garantir que H é positivo definido podemos conferir se o mesmo pode ser

fatorado na forma H = ATA. Se este for o caso teremos que

wi? = (tr, Hiby) = (Y, ATAY) = (A, Athy) = [Adsy|* > 0, (2.4.44)

garantindo assim a nao negatividade dos autovalores e portanto a estabilidade da solucao.
Desta forma, por exemplo, podemos analisar a estabilidade das solu¢des BPS. Lembrando

que para estas solugdes temos que

1
V(¢) = §W¢2)
e
¢ =Wy,
podemos fatorar H da seguinte forma:
(- aw,) (L ew (2.4.45)
S\ dx )\ da o) o
onde
A= 4 + W,
Cdx s
¢ d
Al=—— 1 W,
dx 00

é seu conjugado hermitiano. Logo H é positivo definido e as solugdes BPS sao linearmente
estaveis mediante pequenas pertubacoes do campo. Sendo assim os modelos ¢* e seno-

Gordon dos quais podemos obter solugoes BPS sao exemplos de modelos estaveis.

Quebra espontanea de simetria

Nas tltimas secoes discutiu-se defeitos topoldgicos unidimensionais, que como
vimos, sao solugoes com energia finita de uma equacgao diferencial nao linear provinda
da dinamica de uma densidade lagrangiana L. Nesta se¢ao discutiremos sobre simetria e
como a mesma ¢é responsavel pela formacao de defeitos. Se um dado sistema mantém suas
caracteristicas e/ou propriedades diante de altera¢oes dos pardmetros que o descrevem,
esse sistema pode ser dito simétrico. O teorema de Noether, por exemplo, nos revela

o quao importante é a ideia de simetria na Fisica, nos mostrando que a cada simetria
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continua de um sistema existe uma lei de conservagao correspondente, discutiremos agora
a ideia de quebra espontanea de simetria.
Seja certo sistema descrito pela densidade lagrangiana £ e o consideremos

invariante sob a acao de um grupo de transformacoes unitarias U, isto significa que
L=U'LU. (2.5.46)

Agora, seja ¢g um dos estados de vacuo do modelo descrito por L, entao se o estado de

vacuo, sob a acao de U, é mapeado nele mesmo, isto é

Ugo = o,

dizemos que a simetria da lagrangeana é a mesma do vacuo. Em caso contrario, ou seja

Ugo # oo, (2.5.47)

entao é dito que a simetria da lagrangeana foi espontaneamente quebrada. Em geral,
a quebra espontdnea de simetria é responsavel pela formagao de defeitos topoldgicos.
A titulo de exemplo vamos reexaminar o modelo ¢* que abordamos e identificar quais
quebras de simetrias geraram estes defeitos.

Considerando o modelo ¢*, descrito pela densidade lagrangiana

£= 1o 2 (62— e2)',

a qual claramente possui simetria Zs, pois é invariante pela transformacao
O — —0o, (2.5.48)

ou seja, L(—¢) = L(¢). Como vimos os vacuos deste modelo sdo ¢y = +c, a simetria
da lagrangeana é espontaneamente quebrada por esses estados de vacuo, pois —¢g # ¢y,
ou sejam os estados de vacuo nao sao mapeados neles mesmos através da transformagao
(2.5.48). Como consequéncia da quebra de simetria, o sistema tem a possibilidade de se
encontrar em dois estados de vacuo distintos de minima energia, surge assim um defeito

do tipo kink conectando dois estados fundamentais distintos.

Método de deformacao

O método de deformacao nos permite deformar potenciais conhecidos e obter as
solugoes destes novos potenciais a partir das solugoes do modelo conhecido. Tal método

possui varias aplicagoes, sendo de grande interesse na obtencao de solugoes do tipo defeitos
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2.6. Método de deformacdo 24

topologicos. Nesta secdo abordamos de maneira breve o método e o ilustramos com um
simples exemplo, mais sobre o assunto pode ser encontrado na referéncia [24]. Com efeito,

considere um modelo de campo escalar dado pela seguinte densidade lagrangiana

1
L = 50,00"6 — V(9), (2.6.49)

obtemos assim, como visto anteriormente, a seguinte equagao de movimento

do
o= im, (2.6.50)

para solugoes com energia finita. Suponha agora uma densidade lagrangiana distinta que

descreve outro modelo, dada por:
1
L= 55&@8‘% — U(v), (2.6.51)
cujas equagoes de movimento sao dadas por

dip
o =E/20W), (2.6.52)

analogamente ao modelo anterior. Seja f uma fun¢ao inversivel, diferenciavel e que possua

derivada nao nula em todos os pontos denominada fungdo deformadora, tal que:

¢ = f(), (2.6.53)

entao podemos deformar um modelo no outro [18], utilizando que

Zﬁ _ fwﬁ‘ (2.6.54)
Portanto das equagoes de movimento segue que
- 710) = . (+2010)
quadrando ambos os lados temos que
Uy) = szff(w)) (2.6.55)

que relaciona os dois modelos. Assim, se conhecemos as solugoes para ¢ devido ao potencial

V(¢), as solugoes da teoria que tem potencial U (1)) sao:

U(x) = fH(g(x)), (2.6.56)
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que sao as solugoes do modelo deformado L.
Por exemplo, podemos deformar o modelo ¢* em um outro modelo. Considere o

potencial 2.2.21 com A =2 e c=1:

(62— 1), (2.6.57)

DO | —

Vi(¢) =
que tem como solugao
¢(z) = tanh(x). (2.6.58)

De acordo com (2.2.23). Consirando a seguinte fungao deformadora

¢ = sin(1)), (2.6.59)

de (2.6.55) obtemos que o potencial do modelo deformado é

U(y) = ;COSQ(@/J), (2.6.60)

que é um outro modelo que admite um defeito do tipo kink, e de acordo com (2.6.56) tem
solucao
Y(x) = arcsin (tanh(z)) . (2.6.61)

Modelos de 2 campos

No capitulo anterior abordamos defeitos topoldgicos em modelos de um campo
escalar real, onde foram apresentadas técnicas de resolver as equagdes de movimento
restringindo as solugoes fisicamente aceitaveis.

Um préximo passo é pensar em modelos de 2 campos escalares reais em (1 + 1)

dimensdes espago temporais [15, 16, 18], descritos pela seguinte densidade lagrangiana

L= S0,00" + L0u0"0 —V(6.0), (2.7.62)

porém surge agora a questao da integrabilidade das equagoes de movimento devido nos

depararmos com equacoes diferenciais de segunda ordem nao lineares e acopladas dadas

por
)
% 0% OV

o que pode dificultar bastante a resolugao. Considerando solugoes estaticas temos

"=V, (2.7.65)
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"=V, (2.7.66)

assim, esta dificuldade pode ser bastante reduzida quando consideradas classes especificas
de sistemas de dois campos que sdao os modelos BPS. Estes modelos sao estudados por meio
de equacoes diferenciais de primeira ordem mais simples que as equacoes de movimento,
mesmo assim, a resolucao ainda é complicada, pois as equacoes de primeira ordem sao
nao lineares e acopladas. O método das orbitas tentativas desenvolvido por Rajaraman
[15], que serda abordado melhor neste capitulo, mostra-se bastante eficiente na obtengao

destas solugoes.

Solucoes BPS em modelos de 2 campos

Seja um modelo de dois campos escalares reais descrito por (2.7.62), a energia

ERCS)
E:/

Considere os potenciais limitados inferiormente que podem ser escritos na forma

associada ao sistema é

S U V(0,0)| d (2:8.67)

1

V(g 9) = Wy + ;Wﬁ, (2.8.68)

onde W = W (¢, 1) ([22, 20]). Substituindo o potencial na equagdo da energia teremos
oo rl 1 1 1
E= {gb'? T WJ] di (2.8.69)
—o0 L2 2 2 2
e completando quadrado obtemos
_ L e / 2 / 2 oo /
E=g | [@FWo)+ @ FW)|det [ (6W,+0'Wy)de  (28.70)
o L oo / 2 / 2
=5 @ FWe) + @ F W) dr + Epps. (2.8.71)

onde FEgps = |W(¢(00),1(00)) — W(p(—00),1(—00))|. Buscamos solugbes de menor

energia, se as configuracoes obedecerem as equagoes de primeira ordem
¢/ - :|ZW¢, w/ == :EW¢, (2872)

a energia ¢ minimizada na forma

E = Epps (2.8.73)

denominada energia Bogomol'nyi [22, 18]. No limite de solugoes BPS podemos calcular a

energia através de W e do comportamento assintético do campo escalar, e temos também
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que os estados BPS possuem energias potencial £, e gradiente £, iguais, dadas por
E,=E, = Egpg/2.

As Equagoes (2.8.72) podem ser vistas como sistemas dindmicos, que é uma area
matematica bem desenvolvida e nos oferece um rico ferramental na investigacao deste
sistema de equagoes. Resolvendo as equagoes Wy, = 0 e W,, = 0 encontramos o conjunto
de pontos singulares do sistema dindmico associado a (2.8.72). No contexto de campos os
pontos singulares sdo o conjunto de minimos globais do modelo. Seja M; = (¢;, ;) com
¢ =1,2,... um conjunto de minimos globais, cada par M; e M; define um setor topologico
do modelo, que pode ou nao ser BPS [18].

Um setor 45 associado ao par de minimos M;, M; é BPS se Ejjpg = |W;—W;| # 0,
onde W; = W(¢;,v;) = W(M;). Entretanto, se Efpg = 0, ij é um setor topolégico nao
BPS, pois nao hé solu¢ao BPS conectando os minimos globais [15, 20]. Tal setor ainda é
topologico pois as equagoes de movimento de segunda ordem podem ter solugoes que nao
obedecem as equagoes de primeira ordem. Um método bastante eficiente para resolver as
equagoes de primeira ordem no limite BPS é o denominado método das orbitas tentativas.
Tal método consiste em encontrar uma fun¢ao F(¢,1) que desacople as equagoes de
primeira ordem. O método das orbitas foi utilizado em diversos trabalhos, na referéncia

[18] ele foi sintetizado da seguinte forma:

1. Selecione um setor BPS, ou seja, escolha dois minimos M; e M; tais que W; # W;.

2. Escolha uma érbita, isto é uma fungao Fj;(¢, 1) = 0, que seja compativel com os
minimos do setor, ou seja, Fj;(¢;,¢;) = 0 e F;(¢;,1;) = 0.

3. Teste a orbita escolhida, isto ¢ feito diferenciando a érbita para obter:

8FZ~]~
99

OF,
oY

no caso em que a orbita é compativel com esta equagao, entao tal 6rbita pode ser

Wy +

Wy =0 (2.8.74)

usada para desacoplar as equagoes de primeira ordem.

Modelo BNRT

Um modelo ilustrativo é o denominado BNRT [18, 20], este é descrito pelo

potencial
Vg, v) = ; (1- <b2)2 —rp? +r(1+ 2r)¢*? + ;r%‘*, (2.9.75)

onde r é um parametro real.

Este potencial admite o seguinte superpotencial:

W(6.0) =6 — 36"~ rou? (2.9.76)
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Figura 2.10: Grafico do potencial que caracteriza o modelo BNRT.

Para solugoes estaticas, o modelo nos fornece as seguintes equagoes de movimento:

T g a1+ 2r)0n + 26" (2.9.77)
- 9.
>y 2 23
= 2rep + 2r(1 + 2r)¢*y + 2r*y (2.9.78)

que sao equagoes de segunda ordem nao lineares e acopladas. No entanto, no limite BPS

as equagoes de primeira ordem sao dadas por

d¢

— = +1F ¢ 2 2.9.79
= Fo FrY ( )
e a0
— =F2 . 2.9.80
I = ey ( )
Considerando r > 0, temos que os minimos do potencial sao dados por M; = (1,0),

M, = (—1,0), M3 = (0, %) e My = (O,—%). Dados estes quatro minimos temos seis
setores topologicos que conectam estes pontos, sao eles os setores 12, 13, 14, 23, 24 e 34.

Considerando o superpotencial BNRT temos que: W; = 2/3, Wy = —2/3,
W3 = W, = 0, consequentemente Efng = 4/3 ¢ Epg = Ebpg = E%pg = Expg = 2/3,
o setor 34 é um setor nao BPS, pois W3 = W, e portanto sua energia serd conhecida
somente de posse da solugao explicita de (2.9.77) e (2.9.78).

Vamos agora obter solugoes explicitas para este modelo, primeiramente conside-
remos solucoes que dependem apenas de um campo. Para isso, considerando 1) = 0 nas

equacgoes de movimento obtemos que

¢ = ~20(1 - %)
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que tem como solugao ¢ = + tanh(x), portanto
Y =0, ¢ = £ tanh(x),

sao solugoes do modelo de 2 campos. Neste caso, fazer 1 = 0 é equivalente a considerarmos
a semi reta que liga M; e M, como orbita. Fazendo desta vez ¢ = 0 nas equacoes de

movimento temos que
1
w// — _2T2w ( . w2) )
r
Portanto

6=0, = ij; tanh(y/7z),

sao solugoes simples do modelo de 2 campos. No entanto, como ja dito anteriormente
este setor é ndo BPS, nao admitindo assim solugoes BPS, uma vez que nao sao solugoes
das equagbes de primeira ordem (2.8.72), pois utilizando as equagbes de primeira ordem
e fazendo ¢ = 0 obtemos necessariamente 1) = %, tal resultado nos diz nao ser possivel
encontrar uma orbita reta conectando M3 e M.

Como foi comentado, com excessao do setor 34, todos os outros sao setores BPS,
e a titulo de ilustracao utilizaremos o método das érbitas tentativas para obter solucgoes
BPS para o setor 12 utilizando a 6rbita [18]:

F(g, ) = ¢" +bp* =1 =0. (2.9.81)
Utilizando o método das érbitas obtemos a condigao
d* + (14 20)0* =1,

assim para que a Orbita proposta seja compativel devemos ter

Desta forma a 6rbita

F(¢,9) = ¢* + W —1=0, (2.9.82)

1-2

pode ser utilizada para desacoplar a equacao 2.9.79. Tomando ? = <112> (1 — ¢?%) em
(2.9.79) temos:

do 9
— =42r(1 —
O — k21— o),
cuja solucao ¢é dada por
¢ = +tanh(2rx), (2.9.83)

& Instituto de Fisica — UFG



2.9. Modelo BNRT 30

e como consequéncia obtemos

= i\/i — 2sech(2rx). (2.9.84)

Podemos notar que no limite » — 1/2 a drbita eliptica tende a semi reta e recupera-se as

solugoes obtidas utilizando tal érbita.
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CAPITULO

TOPICOS EM RELATIVIDADE
GERAL E COSMOLOGIA

Neste capitulo introduzimos a teoria da relatividade geral e topicos em cosmo-
logia, ver referéncias [5, 25, 26, 27|, comecamos expondo o principio de equivaléncia, em
seguida no limite de campos fracos recuperamos a expressao de uma particula sujeita
a um campo gravitacional da teoria Newtoniana. Abordamos as equacoes de campo de
Einstein e as utilizamos para obter a solucao de Schwarzschild. Enunciamos o principio
cosmoldgico e a lei de Hubble, em seguida resolvemos as equagoes de Einstein na métrica
FRW para um Universo composto de radiagao e matéria que ¢ o modelo denominado
Big-Bang quente. Com a finalidade de resolver alguns problemas de condigoes iniciais do
Universo introduzimos a teoria de inflagdo césmica primordial. Finalizamos apresentando

o Modelo Cosmolégico Padrao.

Principio De Equivaléncia

Considere S um referencial inercial, e S’ um outro referencial que se movimenta
com relacdo a S. Considere que o referencial S’ se desloque com velocidade V' constante
com relagdo a S e que por conveniéncia as origens de ambos referenciais coincidam em

t = 0. Desta forma os sistemas estao relacionados através da seguinte relagao:

—

v =7—Vt, (3.1.1)

que é conhecida como transformacao de Galileu especial. Derivando ambos os lados com
relacdo ao tempo obtemos

=7V, (3.1.2)
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que relaciona as velociades em S e S’. Derivando novamente com relagdo ao tempo resulta
que

a=d. (3.1.3)
As interagoes entre particulas em geral dependem das distancias relativas entre as mesmas,
por exemplo: forga eletromagnética, forgas de contato, forca gravitacional, forca elastica,

entre outras [28, 25]. Assim, como as distancias relativas nao sao alteradas por 3.1.1 entao

— —

F=F, (3.1.4)
e portanto, as leis de Newton sao covariantes por transformacoes de Galileu, pois se vale

F=ma (3.1.5)
em S, entao de (3.1.3) e (3.1.4) vale

F'' =mad (3.1.6)

em S’. Tal resultado é conhecido como principio de relatividade de Galileu, o qual
entao afirma que para um referencial inercial é impossivel detectar o movimento retilineo
uniforme em relacdo a um outro referencial inercial analisando as leis da mecanica, umas
vez que estas sdo as mesmas em sistemas de referenciais inerciais.

Considere agora que S’ tenha um movimento uniformemente variado com rela¢ao
a .S, ou seja possua uma aceleragao constante A com relagdo a .S, e que as origens coincidam

em t = 0. Assim, a conexao entre os referenciais agora é dada por

—

r=7— Vot — ~At? (3.1.7)

DN | —

onde V, ¢ a velocidade de ' com relagio a S no instante ¢ = 0. Derivando (3.1.7) de
ambos os lados obtemos

v =17—V, — At, (3.1.8)
que relaciona as velocidades em ambos referenciais, e derivando (3.1.8) com relagado ao
tempo em ambos lados obtemos

a=d— A (3.1.9)

' = F =ma, (3.1.10)

porém de (3.1.9) temos
F' = mad +mA, (3.1.11)
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e portanto as leis de Newton nao mantém sua forma em referenciais nao inerciais. Neste
caso onde propomos que S’ possui aceleragdo constante A, aparece um termo mA que
denomina-se forca de inércia, pois nao corresponde a nenhuma forca fisica e é proporcional

a massa inercial. Assim, se vale F' = md em S, em S’ temos

—

ma = F — mA. (3.1.12)

Desta forma, um observador nao inercial pode observar forcas que nao sdo de natureza
fisica, apenas sao forgas inerciais.

Desde Galileu é conhecido o fato de que em pequenas regioes proximas a superficie
terrestre qualquer corpo material cai com a mesma aceleragao de queda livre —g, com
sentido ao centro terrestre e com um mdédulo de g ~ 9,8m/s? [25, 28]. Se tomarmos a lei
de Newton em regides préximas a superficie da Terra para um corpo sob agao da forca
gravitacional teremos

m;ad = —myg. (3.1.13)

Como dito anteriormente, é fato que @ = —g qualquer que seja o corpo material, e portanto
a massa inercial m; ¢ igual a massa gravitacional m,,.

Logo a forca gravitacional exibe a propriedade de ser proporcional a massa inercial
do corpo sobre o qual atua, como discutido acima, esta é uma propriedade de forcas
inerciais, que surgem em referenciais nao inerciais. Esta foi uma das principais pistas
que levou Einstein a reformulacao da gravitagao. Seja S um referencial inercial préximo a
superficie terrestre, e em uma regiao pequena o sufieciente para que o campo gravitacional
possa ser considerado uniforme, a segunda lei de Newton para uma particula de massa m
¢ dada por

ma = —mg + Fhy, (3.1.14)

onde F,, representa a forca resultante de forcas ndo gravitacionais. Seja agora S’ um

referencial que se desloca em relacdo a S com aceleracdo constante ff, entdao de (3.1.9)

obtemos
m (d + A) = —mg + Fo, (3.1.15)
que sao as equagoes de movimento no referencial S’. Se considerarmos que o referencial
se encontra em queda livre no campo gravitacional, ou seja, tomando A=— g temos que
ma = Fhy, (3.1.16)

e portanto S’ se comporta localmente como um referencial inercial na auséncia de campo
gravitacional. Desta forma, generalizando o principio da relatividade de Galileu, Einstein

introduz o principio de equivaléncia [25, 5, 27]:

° Em todos os pontos do espago tempo em um campo gravitacional arbitrario,
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é possivel escolher um sistema de coordenadas local, que seja inercial, tal que em
uma vizinhancga suficientemente pequena do ponto em questao, as leis da natureza
tomam a forma daquelas em um sistema cartesiano nao acelerado, na auséncia de

qualquer campo gravitacional.

Portanto S’ e S nao detectam diferencas nas leis da mecénica, exceto que S dira
que sente um campo gravitacional, enquanto S’ dird que nao sofre influéncia de nenhum
campo gravitacional [25].

Na auséncia de gravidade prevalece a teoria da relatividade restrita que afirma que
0 espaco tempo é uma variedade pseudo-riemanniana do tipo Minkowsky caracterizada
pelo tensor métrico 7,, = diag(l,—1,—1,—1). O principio da equivaléncia nos diz que
localmente um observador em queda livre é um referencial inercial, ou seja, localmente
nao existe gravidade e o espaco tempo é de Minkowsky. Desta forma o espago tempo
na presenca de campo gravitacional é uma variedade localmente Minkowsky e portanto
uma variedade lorentziana, logo a gravitagdo estd relacionada com a prépria geometria
do espago tempo [5].

Para evidenciar tal proposicao, de acordo com o principio de equivaléncia, existe

um sistema de coordenadas y“ tal que localmente

d2ya
=0 3.1.17
d’]_Q ) ( )
onde 7 é o tempo proprio tal que
ds* = *dr* = n,,dy"dy". (3.1.18)

Considere 2” outro sistema de coordenadas, que pode ser por exemplo o sistema de
coordenadas associado ao laboratorio em repouso com relagdo a superficie terrestre.
As coordenadas do referencial em queda livre sdo funcoes das coordenadas z, ou seja,

y® = y*(2”). Assim, temos que no novo sistema de coordenadas

(0 b
dr?2  dr \ Ox* dr

=0, (3.1.19)

logo
oy~ d?z* 0%y~ dat dxv

=0. 3.1.20
Oxt dr? * orOxY dr dr ( )
Multiplicando a tltima equagao por dz*/dy® temos que
d?xr_, dxt dz”
=0 3.1.21
dr? M dr dr ’ ( )
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onde F;)lv ¢ a conexao afim, definida por

A 8795/\ ’y”
H Oy QO

(3.1.22)

Em geometria diferencial (3.1.21) é exatamente a equagao de geodésica numa variedade
diferencidvel munida de uma conexao (vide Apéndice B). O elemento de linha ds escrito

no novo sistema de coordenadas é

oy~ oy”?
= Napm—dat —dx” 1.2
ou
ds® = g, datda?, (3.1.24)

onde g,,, ¢ denominado tensor métrico, definido por

oy Oy
L= ———"1.5. 3.1.25
Iu Ok axl,n B ( )

Diferenciando g, com relacao a 2> temos que

gy Py* 0y’ oy 9%y’
o> Ox dxt Oxv lef oxt dx v uf

(3.1.26)

e lembrando de (3.1.22) e (3.1.25) podemos reescrever a tultima expressao da seguinte

maneira

09,
8;’\ =1%,90 + 5,90 (3.1.27)

Afim de obter a conexdo em termos da métrica, podemos utilizar (3.1.27) para obter a

seguinte relagao
ag,ul/ + ag}\u . ag,u)\

= 29, 1%, 3.1.28
oxr Ozt  Oxv e ( )
Multiplicando ambos os lados por % g”? obtemos
g 1 vo
F;w = 59 (a)\g;w + aug/\u - &/gu/\) . (3129)

que sao os denominados simbolos de Christoffel e nos dizem que a conexao que estamos
considerando é uma conexao de Levi-Civita, ou seja é uma conexao métrica e livre de
torsoes (vide Apéndice B).

Desta forma, tratamos o espago tempo como uma 4-variedade lorentziana, de
(3.1.21) observamos que o movimento de uma particula sob a a¢do de um campo
gravitacional descreve uma geodésica no espaco-tempo, e portanto a particula é livre,
forgas so existem quando as particulas sao impedidas de percorrer sua trajetoria geodésica

no espacgo-tempo. Por exemplo, um corpo apoiado sobre o chao, estd sendo impedido de
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seguir a sua trajetéria geodésica natural no espaco-tempo.

Limite Para Campos Fracos

Considerando o espago tempo uma variedade lorentziana, como vimos na secio

anterior, de (3.1.21) a equagao para a geodésica neste espago curvo ¢ dado por

RE
dr?

+ I, datdx” = 0, (3.2.30)

desta forma considerando a gravitagdo como um efeito geométrico, para campos fracos
devemos recuperar a expressao de uma particula sujeita a um campo gravitacional da

teoria newtoniana. Com esse intuito, desenvolvendo (3.2.30) obtemos

&2 dt )\’ dt dz’ dx’ du’
d7'2 + C2FSO <d7‘> -+ 20].—‘8]%? + F?J?? = 0, (3231)

onde os indices maitsculos tomam os valores 1,2,3 apenas. Como dx!/dr < ¢, podemos

desprezar os dois ultimos termos de 3.2.31 relativamente ao segundo,

&2z dt\?
T () = 0. (3.2.32)

dr? 0\ dr

Considerando que o caso newtoniano deve estar relacionado com campos gravitacionais
estaticos, e portanto com uma métrica independente do tempo, obtemos que os simbolos

de Christoffel sao dados por

1 1
Lo = 59”@09% + 00900 — Ox900) = —EgME)[goo. (3.2.33)

Substituindo em (3.2.32) obtemos

> 1, (dt

20 \dr

2
Al _
7 T ¢ ) 9™ 0rgoo = 0. (3.2.34)

Considerando que o campo gravitacional é fraco, podemos considerar que o tensor métrico
g, difira do caso chato n,, (Minkowsky) apenas por uma quantidade infinitesimal h,,,
[5], ou seja

G = N + Iy (3.2.35)

Fazendo uma aproximagao em primeira ordem de h,,, em (3.2.34) obtemos

x> 1, (dt
c
dr? 2

2
) M Brhoo = 0. (3.2.36)
dr
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Para A = 0 em (3.2.36), obtemos que

d*t

ar?

=0, (3.2.37)

que é compativel com dt/dT ~ 1 que é a situagao nao relativistica. Os outros valores de

A em (3.2.36) nos fornecem

d*r 1,
— = —=c"Vhy. 3.2.38
ez~ 20 YT ( )
Comparando com o caso Newtoniano,
d*r
— =-V 3.2.39
dt2 qb’ ( )
onde M é a massa do corpo responsavel pelo campo gravitacional fraco, e ¢ = —GM/r é
o potencial Newtoniano, obtemos que
2¢
hoo = L (3.2.40)
logo
2
goo = 1 + Cf (3.2.41)

que nos mostra a compatibilidade do limite da formulacao relativistica com a gravitacao
newtoniana. Uma vez que h,,, é uma pequena pertubacao, de (3.2.40) podemos notar que
esta compatibilidade é valida no limite em que r é suficientemente grande, ou seja, para

pontos relativamente distantes da massa M.

Equacoes de Campo de Einstein

Assim como é o caso da equacdo de Schrodinger em mecanica quéntica, as
equagoes de campo de Einstein nao foram deduzidas, ele utilizou raciocinios por analogia
e suas generalizacoes para chegar as equagoes que agora tém o seu nome, porém em ultima
analise tais equacoes tiveram de ser postuladas. Utilizando a interpretacao dada para g,
como procedeu Einstein para chegar as equacoes dindmicas?

Comegou pela equagao de Poisson a qual obedece o potencial newtoniano [5, 25]:
V2p = —4nGp, (3.3.42)

onde p é a densidade de matéria. A componente Ty do tensor momento-energia nos da
informacgoes a respeito da densidade de energia, neste caso a densidade de matéria p.

Portanto no limite de campos fracos, utilizando (3.2.41), podemos reescrever a equagao
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de Poisson da seguinte maneira
V2900 = Too. (3.3.43)

Em busca de uma generalizacao para campos arbitrarios, espera-se que a maneira como
a distribuicdo de matéria e energia influencia na métrica do espago-tempo seja dada por
uma relagao do tipo

V29, == Ty (3.3.44)

O lado esquerdo da relacao acima nos diz que precisamos de um tensor que possua
primeiras e segundas derivadas da métrica, este é o caso do tensor de Ricci, logo um
primeiro palpite para a equacao poderia ser I, = xT),,. Este chute no entanto apresenta
um problema, a conservagao de energia-momento implica que V,T*” = 0, porém V ,R*”

nao ¢ necessariamente nula. Para solucionar este problema Einstein propos o tensor

1
G,u,u - R;u/ - §QWR, (3345)

que possui primeiras e segundas derivadas da métrica e satisfaz [5]:

V.G = 0. (3.3.46)

GMV = /{T;u/a (3347)

onde k é uma constante de proporcionalidade. Esta constante deve ser tal que, no limite
de campos fracos se recupere a equagao de Poisson, para isso temos que fazer k = %FTG, e

portanto teremos que as equagoes de campo de Einstein sao dadas por

1 81
RN«V — ng/R = ?TMV' (3348)

Esta equacao nos diz como a distribuicao de matéria e energia influencia na geometria
do espago tempo e inversamente como a gravidade influencia a matéria e a energia. Tais
equagdes podem ser particularmente complicadas por serem nao lineares.

Podemos ainda obter as equagodes de Einstein utilizando o principio de minima

agdo, para isto considere a agao de Einstein-Hilbert [25], definida como

C4

167G

S = / d'zy—g (— R+ £M> , (3.3.49)

onde g é o determinante da métrica, R ¢ o escalar de Ricci e L) é a densidade lagrangeana
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associada aos campos de matéria. Do principio de Hamilton temos que

4 4

6S:/d4x[(6\/—_g)< i GR+L‘M>+\/_6< i GR+£M>]:0, (3.3.50)

que pode ser reescrita como

4 4

/d4m l—;\/l__gég < T6m GR+EM> + \/_< T6m Gé(g"”RW) + 5&%)] = 0.

(3.3.51)
Temos que g é o determinante da métrica, logo dg = gg,, 09", assim
. 4 1 C2
dizy/—g R = 59 R+ 290 Lar ) 69" = 19" Ry + 6Lay | =0,
/x [160( I v Sk | 097 = g g Ot M}
(3.3.52)

o teorema de divergente de Gauss pode ser aplicado na integral do termo ¢"'0R,, ,
reduzindo a integral no volume a uma integral de superficie que se anula uma vez que as
condic¢oes de contorno impde que os campos sejam nulos no infinito, para mais detalhes

veja a referéncia [5]. Assim obtemos

ct 1 0Ly
A P e WY (<R | PR
/ x [ 16GR SR +2<8g gHLMﬂg 0.  (3.3.53)
Identificando or
M
T,ul/ - 289“” - g,uuﬁM (3354)
m (3.3.53), obtemos finalmente que
55 = [dvy=g |- i (R ! R)+1T 5g" = 0 (3.3.55)
x — =G =T = 0. 3.
167G 2" g | %Y
Para variagoes arbitrarias de dg"” temos que o integrando deve ser identicamente nulo e
portanto
—C4<R 1 R>+1T =0 (3.3.56)
162G "~ 9w T gt = T >

Rearranjando a ultima equagao obtemos que

1 e
R, — §gu,,R = —T, (3.3.57)

ct

que sao as equagoes de campo de Einstein, desta vez obtidas pelo principio de Hamilton

da acao de Einstein-Hilbert.
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Solucao de Schwarzschild

A solucao de Schwarzschild, descreve a geometria de um espago-tempo estético
e esfericamente simétrico ao redor de um objeto de massa M, no vacuo. Uma variedade
Lorentziana (espago-tempo) diz-se estatica se admite um vetor de Killing (vide Apéndice
B) do tipo tempo (K = ;) que seja ortogonal a uma familia de hipersuperficies (dim = 3),
isto significa que podemos escolher um sistema de coordenadas para o qual a métrica é
independente do tempo. O espaco-tempo em questao é dito esfericamente simétrico se
admite o grupo SO(3) como grupo de isometrias [5]. Desta forma, a métrica para uma

solucao estatica e esfericamente simétrica é dada por:
ds? = a2 — B ar? — 12dh? — r? sin®(0)dg?. (3.4.58)

Utilizando a métrica (3.4.58), podemos calcular as componentes nao nulas do

tensor de Ricci, que sao dadas por [26]:

1 1 1 Al
Ry = —eW= B [ A" - ZAB 4+ —A” + — 3.4.59
00 € 9 4 + 4 + r ) ( )
1 1 1., B
Riy=-A"—-A'B 4+ =A% - — 3.4.60
=5 1 + 1 p ( )
1
Ry = ¢ (1 (A - B’)) 1, (3.4.61)
Rss = Ryysin’(6), (3.4.62)

onde o prima denota a derivada com relacao a r. Como estamos interessados em solucoes

no vacuo, as equagoes de Einstein se reduzem a:

R, =0. (3.4.63)
Portanto de (3.4.59) e (3.4.60) obtemos que:

A'=-B, (3.4.64)

que tem como solucado A = —B + k, com k constante. Podemos reescalonar o tempo

fazendo t — e %/?t, assim obtemos a condicdo
A=-B. (3.4.65)
Com efeito, de (3.4.61) temos que:

eA(1+rA) =1, (3.4.66)
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fazendo e*(") = a(r) encontramos que
(ra)’ =1, (3.4.67)
que tem como solugao
a(r) =1+ 2. (3.4.68)
r

No limite de campos fracos devemos recuperar a gravitagdo newtoniana, de (3.2.41)
podemos identificar ¢, = —2GM/c?, desta forma encontramos que a solugdes estéticas

esfericamente simétricas das equacoes de Einstein no vacuo sao dadas por:

2GM dr? _
ds* = (1 - (:27"> at* — () r?df* — r*sin®(0)d¢?, (3.4.69)
c2r

que é denominada solugao de Schwarzschild. Esta foi a primeira solugao exata das equagoes
de Einstein publicadas em 1916 pelo astrofisico alemao Karl Schwarzschild [26]. Esta
solugao possui varias aplicagoes, dentre elas, calculo de orbitas planetarias, calculo do
encurvamento da trajetoria da luz ao passar nas proximidades de corpos de grande
massa, cdlculo do desvio para o vermelho gravitacional, estudo de buracos negros (area

relativamente recente), etc. [25].

Principio Cosmolégico e Lei de Hubble

Um ponto de partida para estudar o Universo é o denominado principio cosmolé-
gico, o qual afirma que em largas escalas o Universo é homogéneo e isotrépico [25, 5, 27, 26].
Por largas escalas queremos dizer algumas centenas de megaparsecs.

Antes da relatividade geral, existia a conviccdo de que o universo era estatico
em largas escalas, de modo que com excessao dos movimentos relativos dos astros, as
distancias inter-intergaldcticas permaneciam constantes. No entanto, em 1929, Edwin
Hubble confirmou através de diversas medigdes observacionais que o universo estaria
sim se expandindo e que a velocidade de afastamento entre os astros era diretamente
proporcional a distdncia entre estes. Tal lei ficou conhecida como lei de Hubble [25], e nos
diz que

U= Hyr, (3.5.70)

onde ¥ é a velocidade de afastamento entre dois objetos separados por uma distancia 7.
A constante Hy é denimonada constante de Hubble e vale Hy = 100hKms~'Mpc™" [5],
sendo h = 0,67 + 0, 12.

Utilizando (3.5.70) para galdxias suficientemente distantes concluiremos que a
velocidade de afastamento entre elas é superior a velocidade da luz, o que implica em

uma violagao da relatividade restrita. Porém admitindo que estes objetos nao estao, de
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fato, se movendo ultra relativisticamente no espaco, mas que o proprio espago esta em
expansao eliminamos o aparente problema com a relatividade restrita. Desta forma, no
cenario de relatividade geral o efeito de afastamento das galaxias é compreendido como
um efeito da expansiao do espaco [25].

Um sistema de coordenadas particularmente muito ttil é o denominado sistema
de coordenadas comoveis, o qual é um sistema que acompanha a expansao. Deste modo,
considerando que T é o vetor posicao fixo que conecta dois objetos no novo sistema de
coordenadas, entdo o vetor posi¢ao 7 que conecta tais objetos (relacionado a distancia
fisica) ¢ dado por:

7= a(t)Z, (3.5.71)

onde a(t) é o denominado fator de escala, que nos informa a escala em um determinado
instante de tempo.

Derivando (3.5.71) com relac¢ao ao tempo obtemos

dr

utilizando novamente (3.5.71) e utilizando que 7 = ¥ temos que

- 9 —
v=_T. (3.5.73)
De (3.5.70) defini-se o parametro de Hubble
a
H(t) = o (3.5.74)

de forma que H(0) = Hj seja a constante de Hubble, onde por convenc¢ao toma-se

)
atualmente a(0) = 1.

Solucao das Equacoes de Einstein na Métrica F.R.W

O préximo passo é encontrar a métrica que descreve um universo em expansao
que esteja de acordo com o principio cosmologico. Em largas escalas pode-se desprezar o
movimento local das galaxias, e portanto, considerar que a velocidade com que as galéxias
se afastam é aquela que é devida a expansao geral do espaco. Assim, podemos adotar o
sistema de coordenadas coméveis, de maneira que neste referencial os aglomerados estao
fixos [25, 26].

Esta foi a ideia introduzida por Hermann Weyl, o qual postulou que adotando
este sistema de coordenadas podemos tratar o universo como um fluido perfeito onde as
galdxias ndo interagem entre si [27]. Desta forma, uma vez que os aglomerados estao fixos

no sistema comovel, suas trajetérias no espago-tempo cruzam perpendicularmente a hiper
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superficie do tipo tempo (ds? = ¢?d7?) e as linhas de mundo das particulas (aglomerados
de galdxias) formam uma congruéncia de geodésicas do tipo tempo [5].

O principio cosmolédgico afirma que o universo é espacialmente homogéneo e
isotropico, mas dependente do tempo. Matematicamente isso significa que nosso universo
¢ uma 4-variedade que pode ser decomposta como R x 3, onde R representa a direcao
temporal e ¥ uma 3-variedade maximalmente simétrica (vide Apéndice B) [5]. Neste caso

a métrica é dada de forma mais geral por

dr?
1 —kr?

ds® = 2dt? — a®(t) ( + r2df* + 1 sin2(e)d¢2> : (3.6.75)
que é a intitulada métrica de Friedman-Robertson-Walker ou métrica F.R.W [26]. A
constante k esta associada aos trés tipos de geometria espacial para nosso universo, sao
elas: Hiper-Esférica (k = 1); Hiper-Hiperbodlica (k = —1) e Plana (k = 0).
Considerando-se a métrica F.R.W que descreve um espago-tempo homogéneo e

isotrépico, podemos agora resolver as equagoes de campo da gravitacao

1
Ruy = 59uwR = 87GT,, (3.6.76)

onde por conveniéncia consideramos ¢ = 1 a partir daqui. A matriz do tensor métrico

neste caso é dada por

1 0 0 0
N | 0
, = —kr , 3.6.77
S 0 0 —a?r? 0 ( )
0 0 0  —a’r?sin?(0)
e a matriz inversa do tensor métrico é escrita da seguinte forma
1 0 0 0
0 —L=k2 0
= @ , 3.6.78
9 0 0 - 0 (3.6.78)
1
0 0 0 " a2r2sin2(0)

de maneira que é satisfeita a relagao g,,9"” = 4 . Considerando a conexao de Levi-Civita,

a métrica permite calcular os simbolos de Christoffel (veja Apéndice B), as componentes
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nao nulas sao (veja a Referéncia [5]):
F(ln = 1%2 = ngz = %
19, = sin?(0)T'Y, = aar? sin?(0)
I = 5T = i (3.6.79)
2, = —sin?(0) = — sin(f) cos(0)
I3, = F:{’:«z = %

Ii, =i, sin?(0) = —r(1 — kr?) sin?(0).

De posse dos simbolos de Christoffel, podemos obter as componentes do tensor de Ricci

(veja Apéndice B), as componentes nao nulas sdo dadas por (veja a Referéncia [5]):

Roo = —3%, (3.6.80)
ai + 2a® + 2k
Ry =—— = 6.81
11 1 — kf’I“Q 3 (3 8 )
Ry =17 (ad + 20” + 2k), (3.6.82)
Rss = 1* (aii + 2a° + 2k) sin(0), (3.6.83)

e em sequéncia podemos obter também o escalar de Ricci [5]:

. . 2
a a k
R=¢"R,=—-6|-+—=+—=]. 3.6.84
g 1% (a CL2 a2 ( )
Em largas escalas, de acordo com o principio cosmolégico, o contetido de matéria
do universo comporta-se como um fluido perfeito [26, 25], o tensor momento energia neste

caso ¢ dado por:
T = (p+ P)uutls — PGur, (3.6.85)

onde p é a densidade de energia, p é a pressao do fluido cosmolégico e u* é a quadrivelo-
cidade do fluido que é dada por v* = (1,0,0,0) pois as linhas de mundo dos constituintes
do fluido sdo geodésicas do tipo tempo (ds? = dr?) de acordo com o postulado de Weyl .

Substituindo as componentes do tensor de Ricci e do tensor momento energia em
(3.6.76), obtemos que para (u,v) = (0,0)

a\? 8rG k
- =—p—— 3.6.86
(a) 3 P ( )
e devido as simetrias associadas a métrica F.R.W temos que para as componentes
(nv) =(1,1) =(2,2) = (3,3)

g - —47;G (p+3p). (3.6.87)
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As equagoes (3.6.86) e (3.6.87) sao denominadas, respectivamente, a equagao de Fried-
mann e a equagao da aceleragao, as quais sao as solucoes das equagoes de Einstein para
a métrica F.R.W [5, 26, 25, 27].

Lembrando que H = a/a, podemos notar que a equagao de Friedman relaciona a
geometria do Universo, a densidade de energia total e a taxa de crescimento do fator de

escala da seguinte maneira

3 k
e <H2 + 612) : (3.6.88)

Se k = 0, obtemos a densidade de energia total de um universo plano, esta é denominada
densidade de energia critica e é dada por p, = %H 2. Podemos assim definir também o
parametro de densidade €2

0=" (3.6.89)

muito relevante na analise de modelos cosmologicos. Escrevendo a equacao de Friedman

em termos de ) obtemos que
k

a2H2’

assim se o Universo é esférico temos €2 > 1, Universo hiperbdlico fornece 2 < 1 e se

0O—1= (3.6.90)

) = 1 trata-se de um Universo plano, portanto {2 ¢ uma medida indireta da geometria do
Universo [25].

Analisando agora a equacao da aceleracao dada por 3.6.87, nota-se que se
p+ 3p > 0, denominada condicao de energia forte, entdao a evolucao cosmologica é
estacionaria (¢ = 0) para o caso em que p + 3p = 0 ou a evolucao é desacelerada d < 0
para o caso em que p + 3p > 0. Dessa forma, a violagdo da condi¢ao de energia forte
(p+ 3p < 0) indica uma expansao acelerada do Universo (& > 0).

Por mais que a seja uma boa estimativa da aceleragdo do Universo, o parametro
de desaceleracao cosmica ¢ € mais utilizado na literatura

1=— (3.6.91)

que permite classificar a evolugao cosmolédgica como: acelerada g < 0; estatica ¢ = 0;
desacelerada ¢ > 0 [26].

Considerando agora a componente 7§’ da equagdo de conservagao da energia-

momento, temos que
VT = 0,1 + T\ Tg = T Tx =0, (3.6.92)

utilizando os simbolos de Christoffel dados por (3.6.79) obtemos que
p+3H(p+p) =0. (3.6.93)

Esta é uma equacao de continuidade para o fluido cosmoldgico, podemos obter tal relagao
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a partir da primeira lei da termodindmica dE = pdV — d(pa®) = pd(a®), desde que
admitimos que o Universo sofre uma expansao adiabatica.

Neste ponto, ¢ importante entender como a pressao se relaciona com a densidade
de energia. Com a aproximacao de que o Universo é um fluido perfeito, nés podemos
assumir que a pressao depende exclusivamente das caracteristicas de seu componente, ou
seja que a pressao é uma fungdo da densidade de energia, p = p(p). Isto é conveniente

para definir uma equacao de estado com um parametro w tal que
p = wp. (3.6.94)

Dois casos importantes sdo os que dizem respeito a um universo dominado por matéria
(poeira) e a um universo dominado por radiagao [5]. Para o caso de um universo dominado
por poeira consideramos p = 0 uma vez que os constituintes do fluido se interagem apenas

gravitacionalmente, desta maneira a Equacao (3.6.93) nos fornece
_ a
Pm = —3=Pm, (3.6.95)
a

onde p,, indica que tratamos de densidade de matéria, portanto,

, (3.6.96)

como esperado, uma vez que a densidade de matéria é inversamente proporcional ao
volume.
Consideremos agora um universo dominado por radiacao p,., de( 3.6.85) sabemos

que se tomarmos o trago obtemos

T = p, — 3p. (3.6.97)

O tensor momento-energia para o eletromagnetismo pode ser expresso por [23]
v A v 1 vV Ao
T = FFFY — Zg“ FYFy,, (3.6.98)

tomando o traco temos que

1
Th = FMF\ — 1(4)F“FM =0, (3.6.99)

mas ambos devem ser iguais pois tratam da radiagao, logo

1
P = 3pr (3.6.100)

Portanto a equagao de estado neste caso tem w = 1/3. Substituindo (3.6.100) em (3.6.93)
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obtemos
_ a
oy +4=p, =0, (3.6.101)
a

que nos fornece a seguinte expressao

pi(t) = p"(f). (3.6.102)

a

Esta variagdo mais acentuada de p, com a(t) resulta de haver um fator adicional causado
pela diminuicao da frequéncia e da energia de cada féton com a expansao do Universo,
que é o fendmeno denominado desvio para o vermelho ou red-shift [5]. Este efeito Doppler
evidencia o afastamento das galaxias, uma vez que por técnicas espectroscépicas podemos
medir a diferenga relativa entre o comprimento de onda emitido (A¢) e o comprimento de

onda observado A\, dada por

(3.6.103)

onde z é denominado redshift. O redshift esté relacionado com o fator de escala a(t) pela

seguinte relagao (confira nas referéncias [5, 25]):

z+1= (3.6.104)
onde ty é o tempo presente. Considerando entao que o Universo seja constituido apenas
de matéria (poeira) e radiacao, entdo temos que a densidade total dada por p = p,, + pr.
Para pequenos valores do fator de escala temos um Universo dominado por radiagao,

substituindo (3.6.102) na equagdo de Friedmann (3.6.86) e considerando um universo

<a>2 _ 837G (0), (3.6.105)

a 3  at

plano (k = 0) obtemos que

cuja integragao direta nos leva a relacao
a(t) o Vt. (3.6.106)

Considerando agora valores maiores do fator de escala, o termo predominante é de poeira,

e a equacao de Friedman fornece que

a\?  87G pm(0)
Z) === 3.6.107
<a> 3 ad ( )
integrando direto obtemos que
a(t) oc t?/3, (3.6.108)

Assim, podemos notar que a expansao cosmoldgica é mais acentuada no dominio da

matéria, do que no da radiagdo. No dominio da radia¢ao vimos que a(t) o V/t, portanto
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de acordo com a Lei de Stefan-Boltzmann [25], p, = 0T%, onde 0 = 5, 7x 10 3Wm 2K ~* ¢
a constante de Stefan-Boltzmann e T' é a temperatura, concluimos que na era da radiacao
a temperatura tinha a seguinte relacdo com o fator de escala T i, o que indica que
em tempos remotos o Universo tinha altas temperaturas e por isso esse modelo as vezes

¢ denominado Big-Bang quente.

Inflacao Cdsmica

O modelo de Big-Bang quente falha em resolver o problema das condigoes iniciais
do Universo que inclui questdes como o problema da planura e o problema do horizonte

[6]. Discutimos agora tais problemas.

Problema da Planura e Problema do Horizonte

Comecemos pelo problema da planaridade ou planura. De (3.6.90) e (3.6.103)
podemos derivar a seguinte relacgao:
1 —Q(t) 1 1 —Q(t,)

Q(t) :(1_|_z)3w+1 Qty) (3.7.109)

onde w = 0 se for o caso de um Universo dominado por poeira e w = 1/3 para o caso
de um Universo dominado pela radiacdo, e ty é o tempo presente. Podemos notar que
Q(tp) = 1, implica matematicamente (¢) = 1 sempre. Porém, se Q(tg) # 1, mas finito,
entdo Q(t) — 1, quando z — oo, isto é, quando analisamos o passado remoto. Para
elevados valores de z, tipicos da época da nucleossintese dos elementos (z & 10'%) [25], para
obtermos valores finitos e razoaveis de Q(ty), €2(¢) nessa época deveria ser praticamente
igual a 1.

Ou seja, se o valor de Q(t) diferisse de 1, mesmo que muito ligeiramente, entao o
valor de () atualmente seria diferente por muitas ordens de grandeza, sendo que dados
observacionais impoe Q(t,) ~ 1 [29, 5, 27, 25], temos que o Universo apesar de ser muito
proximo da planura hoje, a medida que considerarmos fases mais remotas teremos que
o Universo foi cada vez mais plano. Por qué o Universo foi assim tao plano? Este é o
denominado problema da planura, e sua resolucao se propoe justificar porqué o Universo
primordial foi tao plano no passado.

Foi observado que as radia¢oes emitidas de diregoes opostas do Universo devem ter
se comunicado de alguma maneira no passado, uma vez que a radiagao césmica de fundo
em microondas apresenta aproximadamente a mesma temperatura em todas diregoes do
céu. Como isto poderia acontecer se estes pontos nao tiveram contato um com o outro?
Como pode ser que a informacao de um chegou até o outro, sem estes nunca terem tido

interacao? Como um ponto sabe da existéncia do outro e parece exatamente igual? Nao
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houve tempo da informacao ser transferida de um ponto a outro porque esta nao pode
ser transmitida com uma velocidade maior que a da luz. Este paradoxo chamou-se de

“problema do horizonte"e questiona tal isotropia da radiagao [6, 29].

Inflagdo Guiada Por Uma Constante Cosmolégica A

Uma possivel solucao para estes problemas de condig¢oes iniciais do Universo é
admitir uma fase de expansao acelerada no Universo primordial [6]. Considere por exemplo

a equagao de Friedmann (3.6.86), de onde obtemos que
k=a*(—1), (3.7.110)

se pretendermos que € — 1 (problema da planura), uma vez que k é constante, devemos
ter a crescente e portanto uma aceleragao @ > 0. Por outro lado, da equacao da aceleracao

(3.6.87) temos que
a ArG

P —T(p+3p). (3.7.111)
Desta forma, para obtermos d@ > 0 devemos ter p + 3p < 0, ou seja w < —1/3, condigao
esta que caracteriza modelos inflacionarios. Para satisfazer tal condi¢ao podemos adicionar
um termo com uma constante cosmolégica A nas equagoes de Einstein [27], da seguinte

maneira:

1 8tG
RMV — igl“/R = Tilw — g/ﬂ,A. (37112)

Onde —g,, A é um termo associado a distribuicao de matéria e energia. As equacoes de

Friedman e da aceleragao serao reescritas respectivamente agora da seguinte forma:

a\? 881G k A
ay o, LA 711
(a> 5 P 2Ty (3.7.113)
¢ e A
a T
L A T T Ty 3.7.114
T a4t (3.7.114)

A constante cosmoldgica A pode ser a responsavel pela aceleragao cosmica primordial uma
vez que wy = —1 e satisfaz portanto o regime inflacionario. Com efeito considere que a

inflacdo é um regime onde A é dominante, e portanto as equacoes sdo reduzidas a

A
H? = 3 (3.7.115)

‘ A
S=3 (3.7.116)

Por substituicao direta obtemos i}
=", (3.7.117)

a
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que tem como solucao para o fator de escala
a(t) = a;e =1, (3.7.118)

Define-se N = H(ty — t;) como o nimero de e-foldings, um pardmetro adimensional
para medir intervalos temporais de inflacdo césmica. Considerando que a inflacao tem
inicio em um instante ¢; ~ 10™%%s que é o instante em que ocorre a unificacao das forcas
fundamentais [6], e término em um instante de tempo ¢; tal que tenhamos um nimero de

100 e-foldings, temos assim que

& 100 o 1083, (3.7.119)
a;
e portanto a(t) aumentou 10*® vezes seu tamanho sob a acdo de A. Vejamos como essa
teoria resolve o problema da planura. Primeiramente facamos w = —1 em (3.7.109), desta

forma temos que
L= 0) _ 1= 9(1)
Q(t) Qfto)

assim, mesmo que o Universo primordial estivesse fora da planura antes do regime

(3.7.120)

inflaciondrio (|1 — 2| ~ 1),transcorridos 100 e-foldings o Universo apds a inflacao estaria
muito préximo da planura.

Como a inflacdo pode responder ao problema do horizonte? Este problema pode
ser resolvido a partir da ideia de uma expansao exponencial sofrida pelo universo num
curto periodo logo apds o Big-Bang. Antes desse periiodo de inflagdo, todo o universo
pode ter estado em contato causal e em equilibrio térmico. Regides que hoje estao
amplamente separadas estariam muito proximas no universo primordial, razao pela qual
fotons dessas regides tém quase exatamente a mesma temperatura, portanto a inflacao
resolve os problemas de condigdes iniciais do Universo [6].

No entanto, a dificuldade em compatibilizar a constante cosmologica necesséria
para guiar o regime inflacionario, e o valor de energia observavel atualmente nos leva
a descartar este modelo, para assim considerar um modelo dinamico de inflagao, onde
consideraremos que um campo escalar denominado inflaton é o responsavel pela inflacao

cHésmica primordial.

Inflacao Guiada Por Um Campo Escalar ¢

Neste modelo considera-se que o inflaton domina a densidade de energia do

Universo primordial [6, 5, 29|, portanto a agao é dada por

2
5= /d4;1:\/—_g l—16C7TGR+ Li(6,0.0)] , (3.7.121)
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onde L; é a lagrangiana associada ao inflaton. Considerando uma dinamica padrao para

L; temos que

L= 50,006~ V(6), (3.7.122)
assim, de 1.3.44 temos que
pi = ;gf? +V(9) (3.7.123)
enquanto
pi = ;</52 —V(¢). (3.7.124)

As equagoes de Friedmann sao dadas agora por

_ 8nG

H? 3 <;<z52 + V(¢)) (3.7.125)

H = —4nG¢>. (3.7.126)

A partir das equagoes de Friedmann acima, podemos obter a equagao de movimento do

inflaton, dada por

¢+ 3Ho+ (fz‘; =0, (3.7.127)
que é a prépria equacao de continuidade. Admitindo que o inflaton sofre o processo de
slow roll [6], o qual considera que ¢ varia muito lentamente em um potencial V' (¢) temos
que entao

1.
§¢2 <<V, (3.7.128)

tal aproximacao nos diz que ao longo de um tempo consideravel o potencial é aproxima-
damente constante, e portanto das equagoes de Friedmann e da equagao da continuidade

obtemos

N G
~ ==

As equagdes acima nos fornece uma solucao do tipo exponencial para o fator de escala

a(t) = apeV R

H? 3H¢ ~ —V. (3.7.129)

?

e resolvemos os problemas de condigoes iniciais como vimos anteriormente. Porém temos
que neste modelo, diferentemente do modelo onde utilizamos uma constante cosmolégica, a
inflacdo termina quando o termo cinético consegue suplantar o potencial, e assim ocorrera
o processo de reaquecimento onde a energia do inflaton decai em energia de radiacao e

assim ocorre um aumento da energia térmica do Universo [6, 5].
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Modelo Cosmolégico Padrao ou A-CDM

Até o momento consideramos um Universo composto de matéria e radiagao e
vimos que para resolver os problemas de condic¢oes iniciais do Universo consideramos uma
fase inflacionaria em tempos remotos. Dados atuais nos fornecem o seguinte valor para o

pardmetro de densidade de matéria no presente [5, 30]:

Q(to) = 0,3 £0, 1, (3.8.130)
sendo o pardmetro de densidade de matéria barionica estimado em [5, 30]:

Qy(to) = 0,04 + 0, 02. (3.8.131)

Assim, podemos notar que a maior parte da matéria é composta de matéria nao baridnica,
e uma vez que a mesma nao interage com a radiacao, a denominamos de matéria
escura. Atualmente o Universo é muito préximo da planura (£2(¢p) ~ 1) com um vinculo
observacional atual de [Qoa(to) — 1| < 0,0005 [30, 5], uma vez que o pardmetro
de densidade de energia associado a radiacdo é dado por ,.(ty) ~ 107* temos que
aproximadamente 70 por cento da densidade de energia que compoe o Universo nao é
matéria, nem radiagao, sendo denominada energia escura.

Um candidato natural a energia escura é a constante cosmolégica, pois wy = —1
estd de acordo com os principais resultados observacionais [27]. O modelo cosmologico
padrao, também denominado A-CDM, reproduz corretamente varios dados observacionais
que possuimos na atualidade. Em tal modelo, o Universo seria constituido por matéria
(bari6nica e escura), radiagdo e uma constante cosmoldgica. Incorporamos a inflagdo no
modelo A-CDM admitindo que o inflaton existia no universo primordial, cuja densidade de
energia decaiu nos campos de matéria posteriormente. Desta forma a agdo para o modelo

A-CDM ¢é dada por

4

C
5= 167G

/ d*z/ =g (R — 2A) + / 4z /=gLm (3.8.132)

onde A é a constante cosmoldgica, R é o escalar de Ricci e £,, é a lagrangiana associada
as fontes de campo gravitacional.
Pelo principio de Hamilton obtemos as equagoes de campo de Einstein modifica-
das devido a presenca de energia escura
1 8rG

R;w - —gWR = 7

5 Ty — g (3.8.133)

As equagbes de Friedmann e da aceleragdo para um Universo plano sao respecti-

vamente:
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a\? 8tG A
-] =— — 3.8.134
(a) 3 /Ty ( )
) i 4nG A
a 7
-—= - 3 - 3.8.135
" 5 (P +3p)+ 3, ( )
onde podemos notar que se A > % (p+ 3p) entdao temos um Universo em expansao

acelerada, que corresponde as observagoes atuais.
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CAPITULO

MODELO COSMOLOGICO ¢-CDM

$»-CDM

Um modelo alternativo ao A-CDM pode ser construido considerando que ao invés
de tratarmos a energia escura utilizando uma constante cosmolégica, consideramos um
modelo dinamico, onde um campo escalar homogéneo ¢ responde pela expansao acelerada
do Universo. Esta alternativa é denominado modelo ¢»-CDM, e ¢é descrito pela seguinte

acao:
A

167G

S:/d4w\/—_g [— R+ Ly + Ly(6,0,0)| (4.1.1)

onde L, é a lagrangiana dos campos de matéria, L esta associada ao campo escalar e R
¢é o escalar de Ricci. Desta forma podemos decompor esta acao em S = Sgpy + Ss, onde
Sgm € a agao de Einstein-Hilbert dada por (3.3.49) e S, é a agdo do campo escalar.

Desta forma teremos que o tensor energia-momento é dado por

p 0 0 0
0 —p 0 0

= op oo | (4.1.2)
00 0 —p

onde p = pm + pr + ps € P = pm + Pr + Ps.
Considerando o caso em que ¢ admite uma dindmica padrao, cuja lagrangeana é

dada por: '
L= ig‘“’ﬁuqﬁﬁyd) - V(e), (4.1.3)

e portanto de (1.3.44) sabemos que a densidade de energia associada a este campo escalar
¢ dada por p, = T = 1% + V(¢), e a pressio é p = T} = —T3 = —-T5 = 14* — V().

Variando a agdo (4.1.1) na métrica F.R.W obtemos as seguintes equagoes de movimento:
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a\? 8rG k
<a> =0 (4.1.4)
e .. 4 G
a s
P —T(P+3p), (4.1.5)

que sao as equagoes de Friedmann e aceleragao, porém agora considerando a densidade
de energia e a pressao associadas ao campo escalar. Para a equagao da aceleracao temos
que
a ArG
E:_T (pr+pm+ps+3pr+3pm+3ps)a (416)
utilizando que p,, = 0, p, = p,/3 e que p, = wyps temos que
a 4G

p = T3 (20, + i + (1 + 3ws) ps) - (4.1.7)

Desta forma, para obtermos uma expansao acelerada do Universo devemos ter w, sufici-
entemente negativo. Como ¢ admite uma dindmica padrao, a equacao de estado w, = %:
¢ dada por

10° = V(9)
302+ V(9)

que pode assumir valores no intervalo [—1, +1], que inclui o valor observacional w, ~ —1.

(4.1.8)

Wg =

Desta forma, a escolha conveniente de um potencial pode levar o Universo de uma fase
desacelerada para uma acelerada. Em [12, 13, 14], Bazeia et al. considera um Universo
dominado por energia escura descrita por um campo escalar, nessas ciscunstancias

desprezamos as outras formas de energia e consideramos a acao
4 —ct
S—/d AV 7R‘} ﬁs ) 419
T™vTg [167TG ] ( )

dessa maneira, as denominadas equagoes de Friedman e da aceleracao serao respective-

mente:

a\? 8rG k
a4y _ . 4.1.10
(a) 3 7T 2 ( )
e .. 4 G
% — _L; (ps + 3ps) (4.1.11)

onde p, = %gzﬁz + V() e ps = %(bQ —V(¢). Utilizando que H = a/a podemos reescrever as

equagoes de campo da seguinte maneira:

81G k
2 _
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. k
H = —AnG(ps +ps) + . (4.1.13)

Da equacao de continuidade g, + 3H(ps + ps) = 0, logo a equac¢ao de movimento para o
campo escalar é:
¢+ 3Ho+Vy=0. (4.1.14)

Uma observacao a ser feita é que esta equacao nao é independente, uma vez que pode ser
obtida diretamente de (4.1.12) e (4.1.13).

Apesar de ter considerado até agora que o inflaton admite uma dindmica padrao,
nada nos impede de considerar outras dinamicas, por exemplo, a dinamica taquionica,

como considerada na referéncia [12], dada pela seguinte densidade lagrangiana:

Lr = V()1 - 90,606, (4.1.15)

onde V(¢) é o potencial do modelo. Taquions seriam particulas que viajam com velocida-
des superiores a da luz. A relatividade restrita diz nao ser possivel acelerar uma particula
até que ela atinja a velocidade da luz, no entanto, nada impede a existéncia na natureza
de particulas com velocidade superiores a da luz. De 3.3.54 temos que o tensor momento

energia associado é

T:
V1 9700.0050

1%

+ gV (@)1 — 929 0a0050. (4.1.16)

Nesse caso a densidade de energia e a pressao do campo escalar sao dadas respectivamente

pr=T =D T vg1- g (4.1.17)

V11—

O pardmetro da equagao de estado w; = pr/pr nesse caso sera:

por:

wr = —1+ ¢, (4.1.18)

que agora se encontra limitado no intervalo [—1, 0] como pode ser conferido na referéncia

[31]. Da equacgao de conservagao local do tensor momento energia
p
Vv, T" =0,
obtemos a equagao de movimento para o campo escalar taquionico expressa por

6+ (1-¢) (3H¢5 + ‘(j) =0. (4.1.19)

Assim, além de poder modelar a expansdo do universo utilizando campos escalares

(inflatons), estes ainda podem ser descritos por dindmicas nao padroes, o que fornece
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uma gama de possiblidades para se estudar o cenario cosmolégico atual.

Formalismo de Primeira Ordem

Dinamica Padrao

Vimos que quando consideramos um universo dominado por energia escura
descrita por um campo escalar que admite uma dinamica padrao, as equacoes de campo
de Einstein sao dadas por (4.1.12) e (4.1.13), considerando (k = 0) e substituindo os

valores de energia e pressao temos:
2214

H = —¢*, (4.2.21)

onde convencionamos 471G = 1. Temos que por definigao o fator de escala a(t) depende do
tempo, enquanto o inflaton ¢(¢) também possui dependencia temporal, e como H = H (t),
das equacoes acima temos que considerar o potencial que também de pende do tempo.
No entanto consideramos que V' = V(¢), sendo assim precisamos olhar o pardmetro de
Hubble como funcao do inflaton. Neste ponto o formalismo de primeira ordem [12, 13],
que tem como objetivo reduzir a ordem das equagdes de movimento, propoe que existe
uma fungao W = W (¢), tal que

H=W(9). (4.2.22)

Substituindo H = W (¢) e H = Wy em (4.2.20) e (4.2.21) temos as seguintes equacoes:
V() = Sy - Ly (4.2.23)

S 2 2 ¢ -
¢ = —W,. (4.2.24)

O parametro de aceleracao césmica ¢ é definido como

aa H
=t

by

o2
onde ¢ > 0 indica um universo em expansao acelerada, ¢ < 0 desacelerada e ¢ = 0

estatica. Utilizando que H = W, podemos reescrever o parametro de aceleracao coésmica

g=1- (VVVV‘ﬁ)Q (4.2.25)

Tal formalismo pode simplificar a obtencao de solugdes cosmoldgicas considerando a

da seguinte forma

energia escura guiada por um campo escalar.
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Somente com o intuito de ilustrar o método, consideramos um modelo descrito
na referéncia [12], onde considera-se o caso em que W(¢) = A¢?, com A constante. De

(4.2.23), o potencial associado ao modelo é dado por:

V() = ;A%‘* (3 - ;) : (4.2.26)

A respectiva equagao de movimento, de acordo com (4.2.24), é dada por

¢ = —24¢, (4.2.27)

que admite a seguinte solugao

o(t) = e . (4.2.28)

Desta maneira obtemos o pardmetro de Hubble utilizando que H(t) = W (¢(t)),
logo
H(t) = Apie*A, (4.2.29)

representado graficamente na figura (4.1).

A=1, ®o=2

w SN

H
IIIIIIIII|IIIIIIlllr\l,lllllllllllllllllll

Figura 4.1: Gréafico do parAmetro de Hubble em funcdo do tempo para o modelo W = Ag?

De (4.2.25), tal modelo nos fornece por sua vez o seguinte parametro de aceleracao

cHsmica:
4 e4At

e (4.2.30)

g=1-

cujo grafico estd representado na figura (4.2).
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A=1, ®o=2

0
-1.000 —
< ]
-2.000

'3.000IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII

-1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2
t

Figura 4.2: Grafico do parametro de aceleracao em fungao do tempo para o modelo definido
por W = Ag?.

Como pode ser notado, tal modelo resulta em um Universo desacelerado, uma
vez que ¢ < 0 para ¢ > 0. Como dito anteriormente, o intuito em introduzir tal modelo
foi de ilustrar como o método pode ajudar a fornecer modelos cosmologicos dependendo
da escolha de W(¢).

Dinamica Taquidnica
Podemos aplicar o formalismo de primeira ordem para o caso taquiénico. Assim,
considerando que o inflaton admite uma dindmica taquidnica descrita pela densidade

lagrangiana (4.1.15), teremos que as equagoes de Friedman (4.1.12) e da aceleragao (4.1.13)

para um espago plano (k=0) serdo dadas respectivamente por

2V
H? = — 4.2.31
3 -5 ( )

e -
e (4.2.32)

J1— 62

onde utilizamos a pressao e densidade de energia dadas na equacao (4.1.17).

Utilizando agora o mesmo processo da segdo anterior, fazendo H = W (¢), temos
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que H = W¢Q3. Utilizando estas duas equagoes em (4.2.31) e (4.2.32) teremos

2 Vv
| 4.2.33
N (4.2.33)

(§] .
wgzz——jﬁﬂf (4.2.34)

Vi-é

Dividindo (4.2.34) por (4.2.33) encontramos a seguinte equagao:

. 2 W,
_ 2 4.2.
0= "3y (4.2.35)

que é uma equacao diferencial de primeira ordem, determinada uma vez que conhecemos

a fungao W (¢). Substituindo esta equacao em (4.2.33) obtemos o potencial em termos da

Vig) = oy Wi - gwg. (4.2.36)

Utilizando estas equagdes podemos escrever o parametro de aceleragdo cosmica ¢ da

_ 2 (Wy\?
—1-2(22) 4.2.37
1 3(%”) (4.2.37)

Novamente com o intuito de ilustrar o método do formalismo de primeira ordem,

funcao W(¢) da seguinte forma:

seguinte maneira:

dessa vez para uma dindmica taquionica, utilizaremos um modelo proposto na referéncia

[12], definido pela seguinte escolha:

Wi(p) = —, (4.2.38)
¢
onde A > 2/3 é uma constante. Neste caso, de (4.2.36), o potencial associado ao modelo
¢ dado por:
3 4 1
= —AA2— - —. 4.2.

Com efeito, de (4.2.35), obtemos a equag¢ao de movimento dada por:

P 4.2.4
integrando obtemos
o(t) = it (4.2.41)
C3A7 o
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Assim, uma vez que o parametro de Hubble é dado por H(t) = W(¢(t)), temos que:

3A?
H(t)=— 4.2.42
=" (1242
cujo grafico é dado pela Figura (4.3).
A=1
15+
10 —
I -
5 —
O T T T I T T T | T T T l T T T I T T T
0 2 4 6 8 10
t

Figura 4.3: Grafico do parametro de Hubble para o modelo definido por W (¢) = A/¢.

Para este potencial, da Equagao (4.2.37), o parametro de aceleracao césmica é
dado por ¢ = 1 — 3%, sendo neste caso uma constante, ou seja, o Universo estaria se

expandindo com uma aceleragao constante.
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CAPITULO

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho investigamos como campos escalares se aplicam no cenéario cosmo-
logico. Para isso, inicialmente estudamos alguns modelos de campos escalares reais que
admitem solugoes do tipo defeito topoldgico e abordamos alguns métodos de resolvé-los.
Em sequéncia introduzimos alguns tépicos em relatividade geral e cosmologia, contextu-
alizando e discutindo como campos escalares resolvem problemas de condigoes iniciais do
Universo na denominada teoria de inflagdo cosmica.

Abordamos também como campos escalares podem ser usados para modelar a
energia escura que compoe 70% do Universo e responde pela atual expansao acelerada
do mesmo. Para facilitar a obtencao de solucoes das equagoes dindmicas, apresentamos o
formalismo de primeira ordem para dindmicas padrao e taquionica. Por fim, ilustramos o
método utilizando alguns modelos propostos na referéncia [12].

Com a teoria aqui exposta, pretendemos futuramente ser capazes de propor novos
modelos para um Universo dominado por energia escura, com a finalidade de encontrar

um modelo satisfatorio com relagao as observagoes e vinculos atuais.
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APENDICE

TOPICOS EM TEORIA CLASSICA
DE CAMPOS

Formalismo de Lagrange

Sistemas mecanicos descritos por um conjunto enumeravel de graus de liberdade
podem ser descritos pelas coordenadas generalizadas qi(t), onde k = 1,2,..., N, ... .
Quando passamos para um sistema continuo, descrito por um conjunto nao enumeravel
de graus de liberdade, trocamos o indice discreto k pelo continuo z e temos assim em
um dado instante um valor de campo definido em cada posigao ¢,(t) que denotamos por
o(z,t), ver [35, 23].

A lagrangiana de um sistema discreto esté relacionada com a soma sobre todos os
graus de liberdade, no limite de um sistema continuo trocamos a soma por uma integral,

e temos a seguinte relagao

L:/d%ﬁ, (1.1.1)

que define a densidade lagrangiana denotada por £, onde L ¢é a lagrangiana do sistema. A

densidade lagrangiana depende de ¢, do termo cinético %f, e também do termo V¢, o qual

nos diz que o campo s6 interage consigo mesmo em regioes infinitesimalmente proximas,
ver [35, 23], sendo assim escrevemos £ = L(¢, %‘f, V¢, x,t). Seja um sistema de N campos
¢ ={b1,...,0n} em (3+1) dimensdes espago temporais, temos a seguinte expressao para

a acao: 5
S(¢) :/Qd‘*xﬁ(qb,a(f,Vd),x,t), (1.1.2)

onde 2 =V X [t,ts], sendo V o volume tridimensional e [¢;,t5] o intervalo temporal. Pelo
principio de Hamilton
99

5S = 5/Qd4:v£(¢, o Vo.3.1) =0, (1.1.3)
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assim, de (1.1.3) teremos

4 LOL 0L o
/ d'z Z {a% + 5500+ waé(w“)} —0, (1.1.4)
sob as condigoes
0ba(x,t1) = 00a(x,t2) =0 | dda(z,t)|ov= 0, (1.1.5)

em que JV é a superficie que delimita o volume tridimensional V. Utilizando integragao

por partes e a condigao (1.1.5) teremos que

\ L d[(oC
/ d x%6¢a - /Qd e <8¢a> 5. (1.1.6)

De posse da identidade:

oL oL oL
v <¢“a<v¢a>> =V 0% 555 %Y G

, teremos que o terceiro termo de (1.1.4) pode ser escrito como

/d4 g 0(V6) _/tl dt/ &z { ( éﬁ%)) _M“V'a(@fba)}’ (1.1.7)

e utilizando o teorema da divergéncia no primeiro termo de (1.1.7) teremos

. oL ot . 4 ' oL
/dea(wa)a(wa)_/tl t [ <¢a (v%)> AdS /Qd 2600V 554y (18)

Considerando que os campos nao contribuem na superficie, o primeiro termo da direita

de (1.1.8) se anula o obtemos

4 4 oL
/ 'z Vaﬁa 5(Ve) = / 288,V - 5o (1.1.9)
Substituindo por fim (1.1.6) e (1.1.9) em (1.1.4) obtemos
\ d (oL oc B
/d {a% = ((%) —V~W}5¢Q_o, (1.1.10)

como 0¢, sao independentes e arbitrarios temos como solugoes

M—d<aﬁ>—v oL =0, (1.1.11)

00e  dt \D¢a 0(Voa)

com a = 1,2,...,N. Estas sao as equacoes de Lagrange para o sistema de N campos em
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(3+1) dimensoes espago temporais.
Como as equacoes de Lagrange mantém-se inalteradas diante de uma mudanca
das escalas das coordenadas w,t, ver [23], podemos fazer 2° = ct em (1.1.11) obtendo

assim as equacgoes de Lagrange na notagao covariante

oL oL
) — =0, 1.1.12
(o)~ a6 1)
onde 0, = (%,V). O produto interno entre quadrivetores no espaco de Minkowsky

¢ dado por B,B"* = n,,B"B" onde n = diag(l,—1,—1,—1) é o tensor métrico.
Basta exigir que a lagrangiana seja um escalar para que as equacoes de Lagrange
sejam manifestantemente covariantes, sendo £ um escalar, como d*z é invariante sob

transformagoes de Lorentz, resulta que a propria agdo S é um escalar [35, 5].

Formalismo de Hamilton

De maneira semelhante a dindmica classica de particulas, define se

T () = gf, (1.2.13)

como momento conjugado associado ao campo ¢,. Sendo (1.2.13) soliveis para bu, define-

Se

H=> 7, L, (1.2.14)

como densidade hamiltoniana [35]. A hamiltoniana é um funcional dos campos e seus

momentos conjugados, sendo definida por

H [, 7] = / Bt (6a(z), Voo (@), 1%(x), VI (z)). (1.2.15)

A ag¢do na forma hamiltoniana é

S = /Qd4x {; Tha — H (¢a(x), Voo (z), (), Vwa(x))} .

Portanto segue do principio variacional de Hamilton que

— 4 _'Oé_ai 87% j _877-[ . oH al _
55_/de§a:{< R a(v¢a)>5¢a+<¢a SV G(WQJ&T }_0.
(1.2.16)
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Considerando varia¢oes independentes dos campos e seus momentos conjugados devemos

ter portanto

Go= 2 — V- (1.2.17)

que sao as equagoes de campo na forma hamiltoniana.

Teorema de Noether

Consideremos as seguintes transformacoes

ot — 2" =2t + Azt (1.3.18)

Pa(T) — 0o (7)) = Pa(2) + Ada(), (1.3.19)

onde A, (x) = ¢l (z) — ¢do(x) é a variagio total ! de ¢,. Sendo assim podemos escrever
Ada(x) = ¢ (2') = Pa(2') + da(2') = Pa(2), (1.3.20)

desprezando termos de segunda ordem teremos
Apo(x) = 0o () + Oppa Azt (1.3.21)

A partir de agora denotaremos 0,¢, = ¢y, por questdo de compacidade. Temos de

(1.3.21) que a variagao total de ¢n,5 é dada por
A¢a;ﬁ = 5¢o¢;ﬁ + ¢o¢;ﬁ;quu- (1322)
Diz-se que a agdo é invariante sob um conjunto de transformagoes se [23]

AS = / A2’ L(¢L(a), ¢l p(a), 2') — / A 2L(3a (), bus(2), ) = 0, (1.3.23)

1.¢é importante ndo confundi-la com o d¢o = ¢, () — da(x) que leva em consideragdo apenas a variacao
funcional de ¢,.
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onde o conjunto de transformagoes considerado serd (1.3.18) e (1.3.19). Sendo assim,

denotando L(¢,(2'), ¢,.5(z'),2") = L podemos escrever

oL oL oL
I _ - . —Ax* .3
L =L+ a%A¢a+ a%;ﬁma,ﬁ oA, (1.3.24)

substituindo (1.3.21) e (1.3.22) em (1.3.24) teremos

oL oc
= a. ; a . .G s T AH 3.
L=L+ 3on [00a(2) + GauAx’] + Dours [0¢a;s + Paspuda’’] + aqux . (1.3.25)
assim, obtemos
/ a’
L'=LA+0L+— At (1.3.26)
dx
onde " or o o
— = —— 0, = b At
dah 8¢a¢a’“+ a¢a;5¢aﬁ,u+ 5gn ST

é a derivada parcial total com relacao a x*. Para dar continuidade aos calculos utilizaremos

o seguinte lema
Lema 1.3.1. Seja B uma matriz tal que B = 1+ A, entdo det(B) = 1+XTr(A)+O(\?).

Demonstracio. Demonstraremos para o caso em que A e B sdo matrizes 4 X 4, pois é
0 caso que precisaremos, porém o resultado pode ser demonstrado da mesma maneira
para matrizes n X n. Seja a;; os elementos de A e b;; elementos de B entao temos que

bi; = 0;; + Aa;j, usando que [36]
det(B) = e;jubinbjabsibus, (1.3.27)
temos como consequéncia que
det(B) = €;ji (01 + a1 ) (02 + Aajo) (6ks + Aaks) (64 + Aaw) (1.3.28)
que pode ser reescrita da seguinte forma
det(B) = 1+ Mayy + ags + ass + ags) + O(\?).

Logo
det(B) = 1+ XTr(A) + O(\?).

Q.E.D. O
Como consequéncia deste lema segue que
OAzH
dia’ = (1 27 )d4x. (1.3.29)
oxH
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Substituindo (1.3.26) e (1.3.29) em (1.3.23), a condi¢ao de invaridncia da a¢do pode ser

resscrita como

OAzH dl
4 npl 4 —_
/d z (1 o ) {£+5£+ s } /d 2L =0, (1.3.30)
portanto,
A 1%
/d4x Y ey N Gy (1.3.31)
oxH dxH

Lembrando que o termo 0L é dado pela seguinte expressao

oL oL
75¢o¢ + 75¢a;,8a

0oL =
a¢a a¢a;,8

e utilizando (1.1.11) podemos escrever

d oL 0L 00¢,
5c— L 5 + 2 90Pa 1.3.32
. daxt <a¢a;u> Pt O¢asp Oz’ (1.3.32)
e consequentemente (1.3.32) é dada por
d oL
oL =— J 1.3.

cuja substitui¢do em (1.3.31) resulta

i (oL oAzt dLC
4 _
K ””{da;u (aqsa;f%) e T WA“”“} =0

O que implica que

d [ oC
4 _
/ 4 (8%;“5% + EAx“) =0, (1.3.34)

portanto a condicao de invariancia da agao sob o conjunto de transformagoes proposto

nos leva na seguinte lei de conservagao local na forma covariante

d [ oC
— IJ‘ p—
dat (a% 0 + LAZ ) 0. (1.3.35)

Consideremos que R parametros infinitesimais independentes €1, ..., €z sejam suficientes

para especificar as transformagoes (1.3.18) e (1.3.19) da seguinte forma
Azt = XHe,, (1.3.36)

Apo =€, (1.3.37)

onde « e r podem ou nao representar indices tensoriais. Substituindo (1.3.36) e (1.3.37)
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em (1.3.34) e fazendo

oL

oHMr) — _
Obay

(¥ = dan X)) — LX), (1.3.38)

seremos conduzidos a

AS = — [ d*ze,0,0M") = (. 1.3.39
Q M

Como os parametros €, e a regiao de integracao () sao arbitrarios, teremos R leis de

conservacao local
9,01 =, (1.3.40)

com r = 1,..., R. Considerando o quadrivetor ©(") = (8% ©(") escrevemos as leis de

conservagao da seguinte forma
9,0°" + v.0 = . (1.3.41)
Sendo assim se calcularmos

A / Bz = / B r,0°")
dxo Jv 1% ’

utilizando (1.3.41) somos conduzidos a
d 3..00(r) 3 (r) .45
—/dx@ :—/d:cV-@ :—7{ o . 43, (1.3.42)
dxg Jv 1% v

e uma vez que V engloba todo o espago 3D e assumindo que os campos tendam a zero

no infinito [35], a integral de superficie nesta tltima expressao é nula, logo

4 / B’ = .
dxo Jv

Assim as R quantidades

o0 = / P60, (1.3.43)

sao conservadas. Portanto existem quantidades conservadas devido a invariancia da acao
sob cada transformacdo infinitesimal das coordenadas e campos, estas quantidades C(")
sao conhecidas como cargas de Noether. Como exemplo, se considerarmos a seguinte
transformacao

ot =zt 4 €,

onde consideramos translagao no espago-tempo sem alteragoes nos campos, isto é, A¢, =
0. Assim tomando em (1.3.36) e (1.3.37) X¥(") = g#(") e (") = 0 e substituindo em (1.3.38)

obtemos or o6
77— p &
Or=T 0 (0,0q) 0x,

— Lg", (1.3.44)

& Instituto de Fisica — UFG



A.3. TEOREMA DE NOETHER 71

que é conhecido como tensor de energia-momento [35, 37, 23|. Assim as quantidades de
Noether conservadas sao
P = / BT, (1.3.45)

Podemos observar que a componente 7% do tensor energia-momento é a densidade
lagrangiana H, ou seja,
T = H, (1.3.46)

logo a componente PY conservada é a energia, e as demais sdo as componentes do

momento.
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TOPICOS EM GEOMETRIA
DIFERENCIAL

Variedades

Espacos Topolégicos

Um espago topolédgico é um par (X, 7), onde X é um conjunto nao vazio e 7 é
uma familia de subconjuntos abertos U; (i € I) de X satisfazendo as seguintes condigoes

(1) 0,Xer

(2) UesUier (JCI)

(3) Nies € T (J C I,J finito).

Os elementos de X sao chamados abertos e sob essas condigdes 7 é uma topologia
em X [33, 27]. Frequentemente se diz apenas "o espago topolégico X", mencionando 7
somente quando for necessario para evitar ambiguidades. Qualquer conjunto X sera um
espago topoldgico se tomarmos uma das seguintes topologias 7 ={todos subconjuntos de
X} our = {X,0} que sdo exemplos diretos, claramente satisfazem as condigoes (1) a (3)
e sao denominadas respectivamente topologia discreta e topologia indiscreta.

Uma aplicagdo f : X — Y de um espaco topoldgico X em um espago topologico
Y, diz-se continua quando a imagem inversa f~!(B) de todo aberto B C Y for um aberto
em X. Mais especificamente f se diz continua no ponto a € X quando, para cada aberto
B contido em Y, com f(a) € B, existir um aberto A C X, com a € A, tal que f(A) C B
[33]. Portanto podemos falar de continuidade de uma func¢do sem falar de distancia, ou
seja, sem necessidade de que necessariamente X e Y sejam munidos de uma métrica.
Neste sentido, espagos métricos sao subconjuntos de espagos topoldgicos.

Um exemplo interessante de espaco topoldgico é obtido tomando X = R e 7
consistindo de todos subconjuntos de R que podem ser escritos como unides de intervalos

abertos (a,b). Assim, considerando-se fungoes f : R — R com a topologia acima definida
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para R, verificamos que a condi¢ao de continuidade é equivalente a definida num curso de
calculo onde utilizamos o conceito de norma.

Um espago topologico (X, 7) se diz Hausdorff se para cada par de pontos distintos
p,q € X, com p # g, podemos encontrar conjuntos abertos U,, U, € 7 tal que p € U, ¢
qe U, eU,NU, =0. A titulo de exemplo, considere X = R" e a topologia 7 consistindo
de todo subconjunto de R™ que possa ser escrito como a uniao de conjuntos abertos
(a1,b1) X ... X (ayn, b,). Com essa topologia definida R™ é claramente um espago topoldgico
Hausdorff.

Variedades Diferenciaveis

No célculo em R”, seja f : R® — R™ diferenciavel, entdo a derivada de f na

dire¢ao v no ponto p é dada por

Df,(v) = lim flp+tv) — f(p)

t—0 t

(2.1.1)

portanto necessitamos de uma estrutura de espago vetorial, pois somamos e multiplicamos
por escalar na definicdo acima. Porém, se olharmos mais atentamente, como f é diferen-
ciavel e portanto continua, precisamos de uma estrutura de espaco vetorial local, pois
estamos somando "coisas'que estao muito proximas. Sutilezas como estas nos mostram
que podemos ter espagos mais gerais que R™, pois sao localmente euclideanos, mas que nos
permitem falar de diferenciabilidade. Uma das estruturas mais gerais que podemos traba-
lhar em matemética sdo os espagos topolégicos [33], portanto natural impormos que esses
espacos mais gerais que denomina-se variedades sejam espacos topoldgicos, localmente
euclideanos.

Define-se agora matematicamente variedades diferenciaveis, quando diz-se dife-
renciaveis, por conveniéncia considere C'*°. M é uma variedade diferenciavel n-dimensional

se:

i M é um espaco topoldgico Hausdorft;
e ii M ¢é munido com uma familia de pares A = {(U;, p;) };

e iii U; é uma familia de conjuntos abertos os quais formam uma cobertura para M,

ou seja, U; U; = M. p; ¢ um homeomorfismo de U; sobre um subconjunto aberto U/
de R™;

e iv Dados U; e U; tal que U;NU; # 0, o mapa ¢;; = ¢; o goj_l de ¢;(U;NU;) em

O par (U;, ¢;) é denominado uma carta enquanto toda a familia A é denominada

atlas. O subconjunto U; é a vizinhanga coordenada, enquanto ¢; é a fungdo coordenada.
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Dado um ponto p € M entao ¢; é representado por n fungées {z#(p)} chamadas
coordenadas [33, 34].

O item v nos garante que a transicao entre sistemas de coordenadas deve ser
diferenciavel, onde a diferenciabilidade é no sentido usual do calculo em R"™, ou seja, se
p € UNU; # 0, com ¢; = {zV'} e ¢; = {y”} entdo z#(y) é diferencidvel com respeito a
cada y”.

Por exemplo, a esfera n- dimensional 5" = {(2°,...,2") € R /Y7 2i® = 1}
¢ uma variedade diferenciavel . Considere por exemplo as vizinhancas coordenadas que

formam uma cobertura para S"
Ur = {(2°,...,2™) € R"" /2" = 0}. (2.1.2)
Sejam agora as fungoes coordenadas ;4 : U;x — R™ dadas por
0 i-1 il

Yix = (27, .27 2" 2", (2.1.3)

e portanto o3 : R" — U dadas por

i = (2° ... (2.1.4)

Com essa construgao para o atlas as fungoes de transicao ;+1(;+) sao diferencidveis em

Upry NUgj4y # 0, portanto S™ é uma variedade diferencidvel [27].

Funcoes Diferenciaveis e Vetores Sobre Uma Variedade

Seja M uma variedade m-dimensional e N uma variedade n-dimensional, entao

um mapa f: M — N tem a seguinte representacao coordenada:
pofop:R™ = R" (2.1.5)

Se tomarmos ¢(p) = {x*} como coordenada em p € M e ¥(f(p)) = {y*} coordenadas
em f(p) € N, entdo f ¢é dita diferencidvel se y = 1) o f o o~ !(z) é diferencidvel no sentido
usual do céalculo em R".

Uma vez que temos definido o que s@o mapas diferenciaveis, podemos definir
outros objetos geométricos. Seja f : M — R uma funcdo diferenciavel, e uma curva
c¢(A) @ (a,b) = M tal que ¢(0) = p € M, define se o vetor tangente em ¢(0) através da

derivada direcional de uma fungao f(c()\)) ao longo da curva ¢(A) em A =0

df (c(N))

] (2.1.6)

& Instituto de Fisica — UFG



B.1. VARIEDADES 75

Dada uma coordenada local {z#}, podemos escrever

df(c(A),  _ 9f dat(c(N))
N T (217)
Definindo o operador diferencial X
_dat(c(N)) g i 0
X = ) |’\Zoaazﬂ =X En (2.1.8)
temos que
df (e¢(A
IO = X111 21.9)

Define-se assim X = X"-2. = X*§, como vetor tangente a M no ponto p = ¢(0). O
conjunto de vetores tangentes a todas as curvas que passam por p € M ¢é denominado
espaco vetorial tangente T,,(M ). Assim, dado um sistema de coordenadas {z#} local valido
em alguma vizinhanca de p € M, os operadores {0, } formam uma base natural de T,,(M)
[33]. Assim, se um vetor V,, € T,,(M) entao V, = V*09, sao chamados vetores ou vetores
contravariantes, onde V* sdo chamadas componentes de V,, na base 0,,.
Seja V), € T,(M), entdo o mesmo nao deve depender do sistema de coordenadas,
portanto dado p € U;NU; # 0 e x = ¢;(p), y = ;(p) devemos ter
vV, = xn o xw 9 (2.1.10)
0z, Oy+

e portanto devemos ter a seguinte relagao

oyt

XKW =272
oxv

X" (2.1.11)

que é a lei de transformacao para as componentes dos vetores para que oS mesmos

permanecam invariantes diante de uma mudanca de coordenadas.

1-forma e Tensores Sobre Uma Variedade

O espaco tangente a um ponto p € M é um espago vetorial, portanto existe
um espago vetorial dual Tx(M) de T,(M). Os elementos w : T(M) — R de T;(M)
sao chamados vetores duais, ou vetores covariantes, ou ainda no contexto de formas

diferenciais de 1-forma. Denotando
L£M)={f:M—->R/f e C>}

como o conjunto de todas as func¢oes diferenciaveis de M em R, um exemplo de 1-forma é
a diferencial df de uma fungao f € £(M). A agao de df € T;;(M) em um vetor V' € T,,(M)
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¢ definida por

df oV = V[f] :ngﬂ. (2.1.12)

A base dual associada a base {J,} de T,,(M) é da*, a qual é L.I e gera T;(M) pois de
(2.1.12) temos que
da' oV = VP, (2.1.13)

Assim, tomando A dz* = 0, entdo \,dz*(V) =0 VV € T,(M), logo fazendo V' = 0,
sucessivamente obteremos
Auda 08, = A, = 0. (2.1.14)

para v = 1,...,n e portanto {dz"} é L.I. Considere agora a 1-forma w € T;(M), entao
woV =Vw] =V"ouw=uw,dz" oV (2.1.15)

logo, Yw € T;(M), temos que w = w,dz*, portanto {dz"} gera T(M) e forma uma base
para o mesmo, w, sao chamadas componentes da 1-forma.

Vetores e 1-formas sao objetos lineares, pode-se utiliza-los para construir objetos
multilineares denominados tensores. Um tensor do tipo (¢, ) é um objeto multilinear que
mapeia ¢ elementos de T (M) e r elementos de T,(M) nos nimeros reais. O conjunto
dos tensores do tipo (g,r) num ponto p € M é denotado por T2 (M). Seja T' € T,4,(M),

podemos escreve-lo em termos das bases de T),(M) e T;(M) da seguinte maneira;

T =T/ 110, Q... Q) 0, Q@ dz" Q) ... @ da. (2.1.16)

Deste modo,
q T

T: QT (M)RQT,(M) =R

é um mapa linear.

Variedades Riemannianas e Pseudo Riemannianas

Tensor Métrico

O tensor métrico generaliza a ideia de produto interno em espacos vetoriais, pois
em variedades tem-se uma estrutura de espaco vetorial local e portanto o produto interno é
definido também localmente, assim em cada espago tangente a um ponto p € M definimos
o tensor métrico g, [33].

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma métrica riemanniana g sobre M é um
(0,2) campo tensorial sobre M tal que para cada p € M:

(1) go(U, V) =g,(V,U),

(2) g,(U,U) >0, sendo aigualdade valida apenas se U = 0, onde U,V € T,,(M).
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Seja agora M uma variedade diferenciavel. Uma métrica pseudo-riemanniana g
sobre M é um (0,2) campo tensorial sobre M se para cada p € M satisfaz:
(1) gp(U, V) = gp(V.U),
(2) Se g,(U,V) =0 qualquer que seja U € T,(M), entdao V = 0.
Seja (U, ) uma carta em M e {z"} as coordenadas, entdo sendo g, um (0,2)
tensor temos que
Gp = Gu(p)da” ® dx”, (2.2.17)

onde
9w (P) = Gp(Op; 0y). (2.2.18)

O tensor métrico pode ser representado por uma matriz cujos elementos sao g,,, desta
forma a inversa do tensor métrico sera representada pela matriz cujos elementos sao g"”
e satisfazem por defini¢ao g,,g"* = d};.
Temos por definicdo que g, : T,(M) ® T,(M) — R é um produto interno
g,(U, V) entre dois vetores U,V € T,(M). Assim, dado um U € T,(M) temos que
g (U V) = g(U"9,,V"0,) = U'VYgy(94,0)) = guU"VY = w, V" = (wy,V), o
qual nos diz que podemos tomar o produto interno equivalentemente como um mapa
15 (M) @ T,(M) — R se considerarmos wy = w,dx” como 1-forma e portanto g, da
origem a um isomorfismo entre Ty(M) e T,(M). Este isomorfismo entre o espaco tangente
e o respectivo dual é dado por
wy = guU” (2.2.19)

Ut = g"w,. (2.2.20)

Define-se um deslocamento infinitesimal ds como
ds® = g(dx"9,,dz"9,) = g,,dz"dz". (2.2.21)

Se a matriz g,, tem todos autovalores estritamente positivos, entao g é riemanniana, e se
possui alguns autovalores negativos o tensor métrico é dito pseudo riemanniano [33]. Um
caso especial de métrica pseudo Riemanniana é quando apenas um autovalor é positivo,
neste caso g ¢ dita métrica de Lorentz.

Uma variedade M é dita riemanniana se admite uma métrica riemanniana, pseudo
riemanniana se admite uma métrica pseudo riemanniana e num caso especial em que a

variedade admite uma métrica de Lorentz a variedade é chamada lorentziana.
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Derivada Covariante, Transporte Paralelo e Geodésicas

Seja a : (a,b) — M uma curva diferencidvel em M, ndo podemos simplesmente

definir P2 N ‘0 )
o L« —a'(Ag
TS e S W (22.22)

pois /(X)) € To (M) e o' (Xo) € Tong) (M) estao definidos em espagos vetoriais distintos

e portanto esta operacao nao faz sentido.

A definicdo do conceito de conexao afim atende esta necessidade de definir uma
noc¢ao de derivada intrinseca para campos vetoriais e se comporta exatamente como uma
derivada direcional. O nome conexao se refere exatamente a ideia de conectar localmente
os espacos tangentes de uma variedade.

Seja I'(M) o conjunto dos campos vetoriais sobre M, uma conexao afim V é um
mapa V : I'(M) x I'(M) — I'(M) o qual satisfaz as seguintes condigoes:

(1) Vx(Y+2)=VxY +VxZ
(2) Vix4v)Z =VxZ +VyZ

B) Vyx)Y = fVxY

(4) Vx(fY)=X[f]Y + fVxY,
onde f € £(M)e X,Y, Z € T'(M).

Seja M uma variedade de dimensdo n e (U,¢) uma carta com coordenadas

Vi
Vi

x = p(p) sobre M, entdao define-se os coeficientes de conexao Fl))ﬂ pela seguinte expressao

_ A
Ve, =V e, =e\l

v

(2.2.23)

onde e, = d, é a base coordenada em T,(M). Desta forma, os coeficientes de conexao
especificam como os vetores da base variam de um ponto para outro [33, 34]. Sabendo
como V atua na base, podemos obter sua atuacao sobre vetores quaisquer. Seja, por
exemplo, V = V*e, e W = W"e, vetores de T,(M) entao

VW = ViV, (W) = V(e [W"]e,), (2.2.24)
e portanto de (2.2.23) temos que
VW = VW +T7, e (2.2.25)
Portanto V mapeia V e W em um novo vetor V*V,W?e, onde
VWA =0,W*+T7, (2.2.26)

¢ a A-ésima componente do vetor V,IW. Denomina-se V,IW como a derivada covariante
do vetor W.
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Seja a 1-forma w, pode se demonstrar que sua derivada covariante é dada por
V,w =V, w.dz®, onde
Ve = Owa — wil'), (2.2.27)

é a a-ésima componente de V,w. [33]

De maneira geral, a derivada covariante de um tensor (p,q) é dada por

VT = Vgt e, @...Q e,

H1---Hp
onde
ay...0q ..o aq gkas...a Qpyay..op—1k _ Tk ar...0p Tk aq...0p
Vﬁtm-..uz - 8ﬁtu1mu§ + Fﬂktmm#qp ot Fﬁktm.-#g Fﬂmtkuz---uq Fﬂuqtm-.-uq—lk’
(2.2.28)

sao as componentes do tensor V,T" [34, 27].

Seja ¢(\) : I — M uma curva em M, seja (U, ¢) uma carta que cobre a imagem
de ¢()) e tenha coordenada = = ¢(p), considere também um campo vetorial X definido
ao longo de ¢(A) tal que

X = X4(e(N))enleon, (2.2.20)

entao se V = % é o vetor tangente a c¢(\), X é dito ser transportado paralelamente ao

longo de ¢(\) se satisfaz a condigao:
VyX =0, (2.2.30)

qualquer que seja A € I. Podemos escrever a condicao de transporte paralelo em termo

das componentes do campo, abrindo (2.2.30)

V() (X)) =0 (2.2.31)

dx o

e utilizando as propriedades de conexao obtemos

dx®
d}\,va (X*e,) =0 (2.2.32)
e consequentemente obtem-se
ax+ dx®
re xXo—— =0. 2.2.33

De modo semelhante [33], um tensor 7' é transportado paralelamente ao longo de uma

curva ¢(\) definida em M se
dz®
—V, Tt = (). 2.2.34
R (22.34)
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Se tomarmos X em (2.2.30) como o préprio vetor tangente a ¢(A) e obtivermos
VyV =0 (2.2.35)

entao ¢(\) é denominada geodésica, em termos de componentes escreve-se

dz®
V(%q& (d)\ea> =0 (2236)

que resulta na equacao
A2 dx* dx¥
pa —0 9.9.37
2 T (2.2.37)

que ¢ a equacao geodésica para uma dada conexao.

Seja M uma variedade diferenciavel, entao podemos ter varias conexoes possiveis,
porém se a variedade for munida de uma métrica podemos restringir as possiveis formas
de conexoes impondo que a métrica seja covariante, ou seja, exigindo que se dois vetores
X e Y sao transportados paralelamente ao longo de uma curva, entao o produto interno
nao ¢ alterado ao longo deste transporte. Matematicamente tal condicao significa que

restringimos as conexoes tais que a métrica satisfaca:

daxt
vaga,g —0. (2.2.38)

Se esta relacao é satisfeita, a conexao V é dita compativel com a métrica ou chamada

conexao métrica. Desta forma uma conexao métrica satisfaz V,g,,, = 0, ou seja

aag;w - Féug)\u - nggu)\ = 0. (2239)
Tomando as permutagoes ciclicas de (o, i, v) em (2.2.39) obtemos

OuGapn — Loagrn — Thugar = 0. (2.2.40)

8MglIOé - F;\WQM - F;\mgyx =0. (2241)

Somando (2.2.40) e (2.2.41) e subtraindo (2.2.39) e utilizando o fato de que o tensor

métrico é simétrico obtemos

Ouva + Ovfap — OuGuw + TO?VgM + To’é\ugy,\ — 2FE\W)9M =0, (2.2.42)
onde 7, Ci‘# = Fgu — Fﬁa ¢ denominado tensor de torsao e Ff‘w) = % (Fﬁy + Ffj‘u). No caso

em que a variedade ¢ livre de torsao, ou seja, Tﬁ\u = 0 entao diz-se que a conexao métrica

V ¢ dita conexao de Levi-Civita e (2.2.42) toma a forma

8#91/04 + al/gau - aozg;w - 2F2yg)\a - O, (2243)
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assim pode-se obter os coeficientes de conexao dados por

1
Lo = 59" (Outvo + 0ufou — Daguw) (2.2.44)

denominados simbolos de Christoffel [33]. Reforcamos que estes sdo os coeficientes de
conexao para uma conexao métrica V em uma variedade que ndo apresenta torsao, ou

seja para conexoes de Levi-Civita.

Tensor de Curvatura de Riemann

Em espacos euclideanos, como R"”, se transportarmos um vetor V' de um ponto p a
um ponto ¢ paralelamente ao longo de uma curva ¢, nao interessa qual curva utilizemos, o
vetor deslocado serd sempre o mesmo. Assim, se transportarmos um vetor V' paralelamente
ao longo de uma curva fechada no R™, obteremos que o vetor nao sofre variagoes. O mesmo
nao é verdade em espacgos de natureza nao euclideana, por exemplo no caso da esfera.
Se imaginarmos uma esfera embebida no R”, intuitivamente afirmariamos que a mesma
apresenta curvatura, porém nao é tao 6ébvio falar de curvatura de um espaco que nao esta
embebido em R"”, tratando a curvatura como uma propriedade intrinseca da variedade.

Para definir um conceito intrinseco de curvatura em uma variedade diferenciavel
utilizaremos a ideia de transporte paralelo de vetores [33]. A curvatura em uma variedade
mede o quanto um vetor transportado paralelamente ao longo de diferentes curvas varia.
Desta forma variando um vetor V? ao longo da dire¢ao p e depois v, e comparando com
o mesmo variando primeiro na dire¢ao v e depois p obtemos informacao da curvatura, da
seguinte maneira:

V., V, VP =V, V,VF -V, V, V7 (2.2.45)
utilizando a defini¢do de derivada covariante obtemos que
V0 VIVO = (0,10, = 0,10, + T\, =TT, ) VT = 213, VAV (2.2.46)
e portanto podemos reescrever (2.2.46) da seguinte maneira
[V, VVP = RE VO = 2TV, V? (2.2.47)
onde T7, ¢ o ja definido tensor de torsdo e

RS, = 0,00, = a1, + Ty, —T0,\I, (2.2.48)

¢ o denominado tensor de curvatura de Riemann que nos dé informacoes de curvatura da
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variedade [34]. Tomando o trago do tensor de Riemann R% ,, obtemos

R,, = R

opy

(2.2.49)

que é chamado tensor de curvatura de Ricci. O trago do tensor dde Ricci por sua vez nos
da
R=R]=¢""R,, (2.2.50)

denominado escalar de curvatura de ricci.

Vetores de Killing; Espacos Maximalmente Simétricos

Campos tensoriais podem possuir diferentes simetrias, simetrias da métrica sao

chamadas isometrias. Por exemplo, considere a métrica de Minkowski:
ds® = n,,datdz”. (2.3.51)

Translagdo sao isometrias deste espaco, uma vez que a transformacao x* — z* + a*
mantém a métrica invariante. As transformacoes de Lorentz z# — Akx” sao outro exemplo
de isometrias deste espaco.

A invariancia da métrica por translagoes esta associada ao fato de que a métrica
nao depende das fung¢oes coordenadas individuais 2*, de fato, sempre que 0,-g,, = 0 para

algum o* fixo (para todo u,v), entdo a transformagao:
7 =17 4a”, (2.3.52)

¢ uma isometria do espago em questao [5]. Isometrias desta forma possuem consequéncias
imediatas para o movimento de particulas teste descritas pela equagdo geodésica. A
equagao geodésica pode ser escrita em termos do 4-momento (p* = mdx*/dr)da seguinte
maneira:

P Vapt = 0. (2.3.53)

Por se tratar de uma conexao métrica, podemos baixar o indice i, assim obtemos que

P Ospu — I,0"ps = 0. (2.3.54)
Uma vez que
dp
P Oy = m—-,

podemos notar que o primeiro termo esta relacionada com a taxa com que a componente
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do momento varia ao longo do caminho. O segundo termo é

1 1 v
3P "Pe = 5 (3G + Ougir = 0uga) P'P” = 5 (Dugur) Pp" (2.3.55)
Assim, a equagao geodésica pode ser escrita como:
dp, 1 A
+E — —(d,q, v, 2.3.56
m-— == 5 (0ugn) Pp ( )

portanto, se todas componentes da métrica sdo independentes da coordenada z° , entdo
a isometria associada implica na conservagao da o*-ésima componente do momento, ou

seja:
dpa*
dr

que vale ao longo de qualquer geodésica. Portanto entender as isometrias de um espago é

Oy =0 = =0, (2.3.57)

muito 1util no estudo do movimento de particulas teste em variedades curvas. Um campo
vetorial que representa a direcao de isometria de uma variedade é o denominado campo
vetorial de Killing, o qual segue adiante.

Considere (M, g) uma variedade (pseudo)-Riemanniana e K um campo vetorial
sobre M. Se um deslocamento €K, onde € é infinitesimal, gera uma isometria, entao o
campo vetoria K ¢ um campo vetorial de Killing [33]. Se a transformacao z# — x# + e K*

é uma isometria, entao:

O(x® + eK®) 0(2P + eKP)
ozt oxV?

gaﬁ (ZL‘ + EK) = guu(x)- (2358)
Desprezando termos da ordem de €2 obtemos a seguinte condicdo:
Kaaag;w + auKagocV + ayKﬂguﬁ = O, (2359)

denominada equacao de Killing, a qual deve ser satisfeita por vetores de Killing, que nos
informam as dire¢oes de isometria da variedade. Para conexoes de Levi-Civita, utilizando

(2.2.39), podemos reescrever as equagoes de Killing da seguinte maneira:
VK, +V,K, =0. (2.3.60)

Desta forma, ¢ evidente que se dg,,/02° =0, V p, v, entdo K = §,+ ¢ um vetor de
Killing.

Com efeito, considere o espaco R?, podemos notar que K; = 9, Ky = 9, K3 = 0.,
Ky = —y0, + 20, K5 = 20, — 20, e K¢ = —20, +y0, sao vetores de Killing deste espago,
linearmente independentes e associados as simetrias de translacdo e rotacdo. Para o R3
temos 6 vetores de Killing linearmente independentes, de forma geral, considerando o R"

temos n vetores de Killing associados as simetrias de translacao e %n(n — 1) associados a
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rotagao, portanto para o R" temos %n(n+ 1) simetrias independentes e portanto a mesma
quantidade de vetores de Killing linearmente independentes.

Variedades (pseudo)-Riemannianas de dim = n, que admitem n(n + 1)/2 vetores
de Killing sdo denominados espagos maximamente simétricos. Esta classe de variedades,
em qualquer ponto, ou sistema de coordenadas satisfazem a relagao [5, 25]:

R
Rpauy = ) (gpugau - gpugm/) ) (2361)

n(n—1

onde R, € o tensor de curvatura de Riemann e R é o escalar de curvatura de Ricci.
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