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RESUMO

Com base no modelo mecénico de Kelvin-Voigt, estuda-se neste trabalho a influéncia do
amortecimento viscoelastico nas vibra¢des ndo lineares e na instabilidade dindmica de placas
retangulares carregadas transversal e axialmente. S&o consideradas placas retangulares com
imperfeicdes geomeétricas iniciais e com molas rotacionais lineares em todas as bordas de
forma a considerar o engastamento. As relagdes ndo lineares de Von-Karman sdo utilizadas
para descrever as relacfes de deformacéo das placas e o sistema de equagOes ndo lineares de
equilibrio dinamico é encontrado por meio do principio de Hamilton através da aplicacdo do
método de Rayleigh-Ritz, sendo resolvido posteriormente através do método de Runge-Kutta
de quarta ordem. Inicialmente investiga-se, por meio das relacbes frequéncia-amplitude, a
influéncia do parametro de viscoelasticidade no comportamento mecénico néo linear da placa,
observando-se que com o aumento do parametro de viscoelasticidade, as amplitudes maximas
e a ndo linearidade da resposta diminuem. Foram obtidas as curvas de ressonancia, 0 caminho
pos-critico, os diagramas de bifurcacdo, os planos fase e os mapeamentos de Poincaré para
duas placas diferentes em condigdes distintas de carregamento. Mostra-se que, para todas as
amplitudes estudadas do carregamento transversal, a placa apresenta solucdes periodicas de
periodo 1T. No entanto, quando se analisa a placa com niveis mais altos do carregamento
axial, encontrou-se também solucdes de alta ordem, quase-periddicas e cadticas. Para todos 0s
casos observa-se um comportamento de endurecimento (hardening) da placa, porém, no
estudo do efeito de imperfeicbes geométricas iniciais, a resposta pode se tornar inicialmente
amolecida (softening) para niveis altos da imperfeicdo. Por fim, é utilizado também um
modelo de amortecimento ndo-linear, o qual é comparado com um modelo de amortecimento

VISCOS0 equivalente.

Palavras-Chave: Placas viscoelasticas, modelo de Kelvin-Voigt, vibra¢cdes ndo lineares
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ABSTRACT

In this work, based on Kelvin-Voigt mechanical model, the effect viscoelastic damping on the
nonlinear vibrations and dynamic instability of transversally and axially loaded rectangular
plates is studied. Rectangular plates with initial geometric imperfections and, in order to admit
clamped boundary conditions, linear rotational springs at the edges are considered. The non-
linear Von-Karman relations are used to describe the deformation relations of plates and the
system of non-linear dynamic equilibrium equations is found through the Hamilton principle
by application of the Rayleigh-Ritz method, which are in turn, solved by the fourth-order
Runge-Kutta method. Initially, using the frequency-amplitude relations, the influence of the
viscoelasticity parameter on the nonlinear mechanical behavior of the plate is investigated,
observing that with the increase of viscoelasticity parameter, the maximum amplitudes and
nonlinearity of the response decrease. The resonance curves, the post-critical paths, the
bifurcation diagrams, the basins of attraction, the phase portraits and the Poincaré maps are
obtained for two different plates under distinct loading conditions. It is shown that, for all the
amplitudes of the transverse loading studied, the plate presents periodic solutions of period
1T. When the plate is analyzed with higher levels of axial loading, this response may have
periods of high order, and quasi-periodic and chaotic responses are also found. In all cases, a
behavior of hardening of the plate is observed, however, in the study of effect of initial
geometric imperfections, the response may become initially softened for high levels of
imperfection. Finally, a nonlinear damping model is also used, which is compared with an

equivalent viscous damping model.

Keywords: Viscoelastic plates, Kelvin-Voigt model, nonlinear vibrations
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J(t) — Funcéo de fluéncia

kr — Coeficiente de rigidez das molas

K1, K2(€), K3(E, &) — Matriz de rigidez com dependéncia linear, quadratica e cubica
K1 — Componente de rigidez relativa a primeira equacéo

M — Matriz de massa diagonal

M:— Componente de massa relativa a primeira equagao

Mx, My — Momentos na diregdo do eixo x e do eixo y

m, n — Modos de vibragdo nas direcdes x e y

M, N— Numero de modos utilizados para discretizacdo na direcdo x e y

Nx, Ny — Cargas axiais aplicadas na dire¢do do eixo x e do eixo y

Nxo0 — Amplitude da parcela estatica da carga axial para estudo de flambagem
Nx.1 — Amplitude da parcela dindmica da carga axial para estudo de flambagem
N — NUmero de graus de liberdade utilizados nas expansées modal

t— Tempo

T — Energia cinética da placa

Up — Energia potencial da placa

Ue — Energia potencial da placa relativa a parte elastica

Uv — Energia potencial da placa relativa a parte viscoelastica

Uwm — Energia potencial relativa as molas rotacionais

Uc — Energia potencial relativa as cargas axiais estaticas de tragéo

U — Energia potencial total da placa

u, v, w — Componentes de deslocamento nas direcbes X, y e z

Um,n, Vmn, Wmn — Amplitudes dos deslocamentos nas direcdes X, y e z, respectivamente
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w11 — Amplitude de deslocamento do modo fundamental
wo — Amplitude da imperfeicdo geométrica inicial

W,, — Amplitude média do deslocamento de uma oscilagdo do modo fundamental

W — Trabalho realizado pela carga pontual harmonica
Simbolos gregos

omn — Fator de amortecimento viscoeldstico linear

ou,1 — Fator de amortecimento viscoelastico linear relativo ao modo (1,1)

P — Fator de amortecimento viscoelastico relativo a ndo linearidade cubica

1 — Fator de amortecimento viscoeléstico ndo linear cubico relativo ao modo (1,1)
& &1, & — Deformagdes no modelo, no elemento 1 e no elemento 2

&, &, %y — Componentes de deformacgdo em um ponto qualquer da placa

&0, &0, Jky,0 — Componentes de deformagdo na superficie média da placa

0— Delta de Dirac

At — Passo de tempo para integracdo numérica do sistema

Kx, Ky, kxy — Componentes de mudanca de curvatura e torgdo em qualquer ponto da placa
n — Parédmetro de viscoelasticidade

1 — Coeficiente de viscosidade

v— Coeficiente de Poisson

¢ — Vetor de aceleracdes em coordenadas generalizadas

¢ — Vetor de velocidades em coordenadas generalizadas
¢ — Vetor de deslocamentos em coordenadas generalizadas

o — Massa especifica do material

I'o — Razdo da parcela estética da carga axial com a carga critica de flambagem
11— Razdo da parcela dindmica da carga axial com a carga critica de flambagem
o, o1, o» — Tensdes no modelo, no elemento 1 e no elemento 2

on, & — Tenséo e deformagdo constante aplicada no instante inicial

ox, oy, Txy — Componentes de tensdo na direcdo X, na dire¢do y e cisalhante

7— Tempo adimensional

w — Periodo de uma oscilagéo

¢ — Parametro adimensional de frequéncia da carga transversal
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¢ — Parametro adimensional de frequéncia da carga axial

@ — Frequéncia de vibragéo da placa

L — Frequéncia de vibragéo da placa carregada com o carregamento axial estatico
m,n — Frequéncia de vibracdo modal da placa

1,1 — Frequéncia de vibragdo do modo fundamental da placa

£ Frequéncia de excitacdo da carga harmonica transversal

£ — Frequéncia de excitacdo da carga harmonica axial

¢mn — Fator de amortecimento viscoso modal

¢mn — Fator de amortecimento viscoso modal relativo ao modo (1,1)
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

Uma placa é caracterizada como um elemento estrutural definido em coordenadas
bidimensionais e geralmente com uma de suas dimensdes relativamente pequena em relacao
as demais, podendo receber cargas transversais e no plano. Esse elemento esta presente nas
mais diversas aplicagdes da engenharia, tais como: lajes e paredes de edificios, reservatorios,
cascos de navios, tabuleiros de pontes, partes da asa e da cauda de aeronaves, entre outras.

A respeito das caracteristicas geomeétricas as placas podem ser distribuidas em trés grupos,
quais sejam: as membranas, as placas finas e as placas espessas. O grupo das membranas €
caracterizado por elementos esbeltos com rigidez a flexdo desprezivel ou nula, sendo que sua
resisténcia aos efeitos do carregamento é fornecida por meio dos esforgos de membrana e do
cisalhamento no plano. Por outro lado, as placas finas e espessas resistem ao carregamento
por meio do momento fletor, do momento torcor, esfor¢os cisalhantes transversais e esforgos

de membrana.

Placas finas podem ser representadas através da Teoria Classica de Placas proposta por
Kirchhoff-Love. Porém, quando se trata de placas espessas, essa teoria classica nao representa
bem seu comportamento, pois para esse grupo de placas se faz necessario a consideracdo da

contribuicédo do cisalhamento na rotacdo da secdo transversal.

Além disso, as solicitagBes externas impostas podem provocar grandes deslocamentos e
grandes amplitudes de vibragdo, sendo necessario, nesse caso, considerar uma analise ndo

linear geométrica, o que torna a modelagem da placa mais complexa.

Atualmente podem-se encontrar placas constituidas por diversos materiais tais como:
borracha, concreto, aco, madeira, polimeros e materiais biologicos. Neste escopo, placas de
borracha podem ser facilmente encontradas na indUstria mecanica e na mineracdo, tendo
como principais aplicagfes o suporte estrutural de maquinas e equipamentos bem como o
revestimento de pecas para o amortecimento de vibragdes indesejadas. Ja as placas
constituidas de concreto ou de ago sdo mais comuns na construcdo civil e placas compostas

por polimeros tém mais utilidade em aplicagdes mecénicas, aeroespaciais e militares como o
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desenvolvimento de coletes a prova de balas nos quais sdo utilizadas placas em polipropileno
e favos de aramida. Na Figura 1.1 apresentam-se alguns exemplos de aplicacGes para placas
retangulares.

Figura 1.1 — Aplicaces de placas: (a) laje Steel Deck; (b) suporte estrutural em neoprene; (c) placa em teflon;
(d) lajes em concreto armado; (e) favos de aramida; (f) tabuleiro de uma ponte

Ty

Fonte: (a) http://sodef.com.br/lajes-steel-deck/;
(b) http://www.diprotec.com.br/produto/borracha-nitrilica/;
(c) http://www.imporseal.pt/produtos/plasticos-tecnicos/placas-e-varoes/placas/;
(d) https://www.mapadaobra.com.br/capacitacao/laje-macica-x-protendida/;
(e) http://www.aeroexpo.online/pt/prod/cel-components-srl/product-182895-28618.html;
(f) https://www.ecopontes.com.br/produtos-ver/ponte-hibrida-ecotex/22
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Devido ao avango da engenharia, em diversas areas observa-se também a utilizacdo de placas
compostas por materiais viscoelasticos, tendo como principais exemplos 0s metais em altas

temperaturas, elastdmetros, materiais bioldgicos e compositos.

Os materiais viscoelasticos possuem relacdo constitutiva dependente do tempo e possibilitam
um corpo a se comportar em regime el&stico e viscoso. Essa caracteristica pode ser trabalhada
em diversos aspectos dentro da engenharia bem como na caracterizagdo do amortecimento de
vibracbes em estruturas. Nesse aspecto, utiliza-se as formulacdes da viscoelasticidade no

intuito de considerar o amortecimento viscoelastico.

Para a andlise da resposta dindmica ndo linear de uma placa considerando o amortecimento
viscoelastico, primeiramente é necessario definir seu modelo mecénico o qual é baseado em
um acoplamento de molas e amortecedores que representam adequadamente a caracteristica
viscoelastica da placa. Flugge (2013), Marques e Creus (2012) e Amabili (2018a) destacam
que os principais modelos viscoelasticos sdao: 0 modelo de Maxwell, 0 modelo de Kelvin-
Voigt, 0 modelo de Zener e o modelo de Boltzmann. No Capitulo 2 desta dissertagdo
apresenta-se uma explicacdo e a deducdo das leis constitutivas viscoelasticas para cada um

deles.

Por conta da dependéncia do tempo, as relaces entre tensdo e deformacdo em um modelo
mecanico viscoelastico sdo obtidas por testes de fluéncia e relaxacdo. No teste de fluéncia
aplica-se no modelo uma tenséo constante em um intervalo de tempo, verificando a variagédo
de deformacdes ao longo do tempo. Ja no teste de relaxacdo uma deformacdo constante é

aplicada ao modelo, sendo observada a variacdo de tensdes ao longo do tempo.

Segundo Amabili (2018c) tanto o modelo de Zener quanto o modelo de Boltzmann capturam
bem as propriedades de tensdo e deformacdo em ambos os testes, porém fornecem equacgdes
constitutivas mais complexas que dificultam a caracterizacdo matematica e a implementagéo
computacional. Por outro lado, no modelo de Kelvin-Voigt verifica-se uma limitagéo
matematica quanto ao teste de relaxacdo. No entanto, esse modelo mecénico captura com
precisdo o fenémeno da fluéncia e é amplamente utilizado para a modelagem de vibracoes
ndo lineares de placas com amortecimento viscoelastico, pois sua implementacéo

computacional é mais simples quando comparada aos demais modelos.

E possivel encontrar uma vasta bibliografia sobre analise ndo linear de placas em regime

elastico com amortecimento viscoso linear. Porém, a bibliografia é limitada no aspecto de
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materiais com amortecimento viscoelastico, devido a dificuldade de modelagem pela
dependéncia do tempo e de validacédo dos resultados via experimentos.

Com base nisso, o item 1.1 deste trabalho apresenta uma revisdo do estado da arte das leis
constitutivas viscoelasticas utilizadas para a modelagem de vibracfes nédo lineares de placas
em diversas condicOes e para diferentes aplicacGes na engenharia. Em sequéncia, no item 1.2
sdo apresentados os objetivos do trabalho. E por fim, no item 1.3 apresenta-se a organizagéo

desta dissertacéo.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

No trabalho de Xia e Lukasiewicz (1994), analisou-se a resposta dindmica de uma placa
sanduiche composta por trés camadas, considerando as duas externas como isotrépicas e
elasticas e a camada central como viscoelastica. Para isso, adotou-se 0 modelo de Kelvin-
Voigt para caracterizar o material viscoelastico e a ndo linearidade geométrica do sistema foi

descrita pela teoria Mindlin-Reissner.

Nessas analises variaram-se varios fatores fisicos e geométricos da placa considerando o
sistema em vibracdo livre. As equacgdes de equilibrio foram obtidas pelo principio de
Hamilton, utilizando o método de Runge-Kutta para resolugdo do sistema. Concluiu-se que a
espessura € a rigidez da camada central viscoelastica sdo os fatores que mais influenciam na

variacdo da frequéncia natural da placa.

Posteriormente Xia e Lukasiewicz (1995) acrescentaram carregamento dinamico e utilizaram
o0 principio dos trabalhos virtuais para a obtencdo das equacdes de equilibrio dindmico as
quais foram solucionadas pelo método do Balanco Harmonico. Nesse trabalho, a camada
central da placa também foi considerada como material viscoeléstico, sendo caracterizada

através do modelo mecénico de Kelvin-Voigt.

Com isso verificou-se a influéncia de alguns fatores fisicos e geométricos da placa na sua
resposta dindmica ndo linear tais como: espessura da placa e médulo de elasticidade
longitudinal e transversal. Analisaram-se as curvas de ressonancia e curvas que relacionam a
amplitude maxima da vibracdo com o fator fisico ou fator geométrico em questdo. Foram
discutidos os melhores valores para esses fatores a fim de se obter a menor amplitude de

deslocamento transversal da placa.
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A influéncia da ndo linearidade geométrica e do pardametro de viscoelasticidade na
instabilidade dindmica de placas também foi analisado por Sun e Zhang (2001). Para isso,
utilizaram o principio da superposicdo de Boltzmann para caracterizar o material viscoelastico
e desenvolveram uma implementacdo computacional transformando todas as equacfes de
equilibrio integro-diferenciais em um sistema dindmico autbnomo o qual foi solucionado pelo

método de Runge-Kultta.

Considerou-se uma placa simplesmente apoiada sob efeito de um carregamento axial
distribuido composto de uma parcela estatica e de uma harménica. Concluiu-se que 0s
parametros viscoelasticos podem influenciar nas condi¢des de estabilidade de placa e que,
para determinadas condicfes viscoelasticas, devido a ndo linearidade geométrica, podem

existir atratores cadticos na bacia de atracao do sistema dinamico.

Rossihkin e Shitikova (2006) estudaram a ressonancia interna nas vibracfes livres nédo
lineares de uma placa viscoelastica considerando a derivada fracional de Riemann-Liouville.
Nesse trabalho, estudou-se a interacdo modal da placa submetida a diferentes ressonancias
internas, concluindo que, dependendo da ordem da derivada fracional, podem existir
diferentes regimes vibracionais na estrutura, quais sejam: estaciondario, quase estacionario e

transiente.

Ja Boutyour, Daya e Potier-Ferry (2006) desenvolveram uma metodologia limitada a
respostas periddicas para a analise de vibracGes ndo lineares de cascas viscoelasticas. O
método parte de uma abordagem energética hibrida, unindo o método do balan¢o harménico
com um modo complexo do método de Galerkin. A analise viscoelastica nesse acoplamento
foi realizada no dominio da frequéncia e tem como resultado uma equacdo que relaciona a
amplitude de vibracdo da casca com sua respectiva frequéncia vibracdo, sendo possivel

analises das curvas de ressonancia em relacdo ao parametro de viscoelasticidade.

Um pouco mais tarde, Bilasse, Azrar e Daya (2011) desenvolveram um método numeérico para
analise linear e ndo linear de vibragdes de placas sanduiches viscoelasticas, onde foram
estudadas placas compostas de trés camadas, sendo as camadas externas material elastico e a
camada central material viscoelastico. O procedimento computacional desenvolvido teve
como base o método dos elementos finitos, acoplado ao método de balango harménico com
um modo complexo do método de Galerkin, em que os resultados sdo obtidos por meio de um

problema de autovalor.
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Também foi admitido que o comportamento mecénico da placa é governado pela teoria de
Mindlin-Reissner. Assim, desenvolveu-se uma formulagdo que considera o comportamento
viscoelastico no dominio da frequéncia, mostrando ser uma abordagem bastante eficiente para
caracterizar as respostas linear e ndo linear das placas em diferentes condicGes de contorno e

para diferentes leis constitutivas viscoelasticas.

Balkan ¢ Mecitoglu (2014) analisaram teoricamente e experimentalmente o comportamento
dindmico nédo linear de placas sanduiche compostas de material viscoelastico submetidas a
explosdo ndo uniforme. Foram analisados dois tipos de placas, todas com trés camadas, sendo
a camada central composta por material viscoelastico e as camadas externas compostas por
compésitos laminados. Consideraram engaste em todas as bordas das placas e o modelo
mecanico de Kelvin-Voigt foi utilizado para caracterizar o material viscoelastico, onde o

parametro de viscoelasticidade foi obtido por testes de Dynamic Mechanical Analyzer (DMA).

Esses autores concluiram que, para um controle eficiente das vibragdes da placa, aumentar a
espessura da camada central € mais conveniente que aumentar a espessura das demais
camadas. Porém, essa assertiva s6 é valida para um regime linear de vibracGes, pois em um
regime com nao-linearidade geométrica acentuada a variacao da espessura das camadas ndo
causa tanta influéncia na resposta dindmica da placa. Também foi concluido que, ao alterar a
excentricidade da carga de exploséo, os picos de amplitude e a frequéncia de vibragdo da
placa podem ser alterados.

Posteriormente, Amabili (2016) analisou as vibracdes em placas retangulares viscoelasticas
através do modelo mecanico de Kelvin-Voigt, comparando-as com um modelo de
amortecimento viscoso equivalente no qual o amortecimento viscoeléstico é negligenciado.
Observou-se que a resposta da frequéncia da placa é diferente para cada modelo de
amortecimento considerado, pois o amortecimento proporcionado por Kelvin-Voigt resulta
em termos nao lineares proporcionais a rigidez da placa. Concluiu-se também que, quando é
considerado o efeito de imperfeicdes geomeétricas iniciais, a resposta da frequéncia pode ser
inicialmente amolecida (softening) tornando-se endurecida (hardening) para maiores

amplitudes de vibragdes.

O modelo mecénico de Kelvin-Voigt também foi utilizado no trabalho de Balasubramanian et
al. (2017) que compararam placas sob efeito de amortecimento viscoso equivalente com

placas sob amortecimento viscoelastico. Analisaram numericamente e experimentalmente
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vibracdes ndo lineares em dois tipos de placas viscoelasticas, uma composta por silicone e
outra por neoprene, considerando-as finas, isotrdpicas, engastadas em todas as bordas e
submetidas a um carregamento pontual harménico. As placas foram analisadas em quatro
diferentes niveis de carga, comparando as curvas de ressonancia obtidas através da analise

numeérica com as mesmas curvas obtidas através de analises experimentais.

Com as analises foram confirmados os resultados alcan¢ados por Amabili (2016), nos quais a
resposta da frequéncia é diferente para cada consideracdo de amortecimento da placa. Além
disso, Balasubramanian et al. (2017) concluiram que, para altas amplitudes de vibracdo, o
modelo de Kelvin-Voigt ndo consegue descrever bem o comportamento mecanico ndo linear
da placa, pois, para que ndo houvesse divergéncia dos resultados experimentais com 0s
resultados numéricos, necessitou-se a alteracdo do parametro de viscoelasticidade para cada

nivel de carga.

No trabalho de Amabili (2018a) foi apresentado um modelo de amortecimento ndo linear a
partir do modelo de Zener, sendo obtido a partir de uma adaptacdo na formulacéo
viscoelastica fornecida pelo modelo mecéanico. Nas andlises considerou-se uma placa

retangular de aco inoxidavel com imperfei¢cbes geométricas iniciais.

As curvas de ressonancia da placa obtidas através da anélise numérica foram comparadas com
curvas obtidas via analise experimental, onde constatou-se que, com a formulacdo proposta
pelo autor, € possivel descrever o comportamento mecanico da placa para diferentes niveis de
ndo linearidade geométrica utilizando dois valores para o parametro de viscoelasticidade, um

representando o regime linear e outro o regime ndo linear de vibracéo.

Posteriormente, Amabili (2018b) prop6s-se um modelo de amortecimento nédo linear para
estudar as vibracdes ndo lineares de placas retangulares e cascas cilindricas. Nesse estudo,
caracterizou-se 0 amortecimento a partir de um sistema de um grau de liberdade com néo
linearidade geométrica derivado do modelo viscoelastico de Zener. A partir disso, utilizou-se
0 método do balango harmdnico e obteve-se o sistema de equilibrio dindmico dos elementos
estruturais. Por meio das curvas de ressonancia, comparou-se as analises numéricas com
resultados experimentais, sendo obtida concordancia entre as curvas e constatando a eficacia

do modelo de amortecimento.
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Estudos semelhantes acerca de amortecimento ndo linear a partir de modelos mecanicos
viscoelasticos podem ser encontrados nos trabalhos de: Balasubramanian, Ferrari e Amabili
(2018) e Amabili (2019).

1.2 OBJETIVOS

O objetivo deste trabalho é estudar a instabilidade dindmica de placas viscoeldsticas, finas,
retangulares e isotropicas, submetidas a carregamentos transversais e a carregamentos axiais

ndo simultaneos. Para isso, tem-se 0s seguintes objetivos especificos:

e Aplicar uma formulacdo matemética para a obtencdo do sistema ndo linear de
equacdes de equilibrio dindmico, considerando o modelo de Kelvin-Voigt para
caracterizar o material viscoelastico;

e Estudar a influéncia do parametro de viscoelasticidade no grau de ndo linearidade das
relacdes frequéncia-amplitude;

e Analisar os planos fase, os mapeamentos de Poincaré e as curvas de ressonancia da
placa para valores incrementais de carregamento transversal,

e Analisar o caminho pds critico, os diagramas de bifurcacdo, os planos fase e 0s
mapeamentos de Poincaré considerando o carregamento axial;

e Aplicar um modelo de amortecimento ndo linear obtido a partir da formulacédo
viscoelastica fornecida pelo modelo de Kelvin-Voigt;

e Analisar a influéncia de imperfeicdes geométricas iniciais, do pré-tracionamento por
cargas axiais estaticas e da geometria da placa nas curvas de ressonancia e nas

relagdes frequéncia-amplitude.

1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

No Capitulo 1, apresenta-se uma introducdo a tematica das placas retangulares. Também se
faz uma introducéo a anélise dindmica de placas viscoelésticas. Por fim, apresenta-se também

um estado da arte neste ramo de pesquisa e define-se os objetivos do trabalho.

No Capitulo 2, apresenta-se uma formulacdo matemaética para anélise dindmica ndo linear de
placas viscoelasticas utilizando o modelo mecénico de Kelvin-Voigt. A formulacéo é obtida
pelo método de Rayleigh-Ritz atraves do principio de Hamilton modificado. Apresenta-se
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também uma conceituacdo da viscoelasticidade bem como a deducdo das equacles

constitutivas dos modelos mecéanicos viscoelasticos mais recorrentes na bibliografia.

No Capitulo 3, apresenta-se os resultados numéricos obtidos com a formulacéo apresentada,
nos quais sdo expostas as analises de instabilidade dinamica da placa, por meio dos planos
fase, mapeamentos de Poincaré, relagdes frequéncia-amplitude, curvas de ressonancia,
caminho poés-critico e diagramas de bifurcagéo.

No Capitulo 4, apresenta-se as conclusfes obtidas e as sugestdes para trabalhos futuros.
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CAPITULO 2
FORMULACAO MATEMATICA

Neste capitulo, apresenta-se a formulacdo das equagdes constitutivas dos modelos mecéanicos
viscoelasticos mais utilizados bem como a formulacdo matemaética de placas viscoelasticas

retangulares, finas e isotropicas, a qual é baseada em abordagem energética.

2.1 MATERIAIS BASICOS

Os materiais basicos sdo 0s elementos necessarios para descrever e consolidar um modelo
mecanico viscoelastico, sendo que esses materiais se dividem em elasticos e viscosos
(AMABILI, 2018c). Sabe-se que um material é caracterizado como eléstico quando seu
estado deformado é atingido imediatamente apos a aplicacdo de uma carga externa e quando
descarregado obtém-se a recuperacdo total da sua forma original, caracterizando uma
deformacéo reversivel com conservacdo de energia interna de deformacdo. A representacdo
desse material € feita pelo elemento de mola eléstica linear, conforme é apresentado na Figura
2.1.

Figura 2.1 — Elemento de mola elastica linear

E o
G /V\N\, ) G

A
A

A resposta deste elemento ndo depende do tempo e € tipica de solidos elasticos. Dessa forma,
ao aplicar uma tensdo constante neste elemento, caso a deformagdo resultante também seja
constante e proporcional a tensdo aplicada, considera-se que a mola tem comportamento
elastico linear e atende a Lei de Hooke, na qual tem-se o modulo de elasticidade E como uma
constante de proporcionalidade que governa a rigidez do elemento, em que sua relagdo

constitutiva € mostrada na equacao (2.1).
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c=Ee 2.1)

Por outro lado, os materiais viscosos ttm o comportamento semelhante ao de um fluido
Newtoniano, o qual € governado pela Lei de Newton da Viscosidade, em que sua taxa de

variacdo das deformacdes ao longo do tempo deve ser proporcional a tensao aplicada, tendo o

coeficiente de viscosidade & como a constante de proporcionalidade.

Essa constante representa a resisténcia do material ao escoamento devido a uma acédo
tangencial, isto é, x determina o grau de resisténcia ao cisalhamento de um fluido, sendo
denominado coeficiente de viscosidade. Esse tipo de material pode ser representado
matematicamente por um elemento de amortecimento viscoso (dashpot), como € apresentado

na Figura 2.2. A relacdo constitutiva para esse elemento é apresentada na equacao (2.2).

Figura 2.2 — Amortecedor viscoso

I
!

o(t) = u% 2.2)

De posse da equacéo (2.2), verifica-se a dependéncia do tempo em sua resposta, haja vista que
sua lei constitutiva envolve a taxa de deformagdes em ordem ao tempo, sendo que no instante
inicial a deformagdo no modelo € nula (¢ (0) = 0). Com a solu¢do da equacdo diferencial (2.2)
(ver equacdo (2.3)), verifica-se também que, durante a aplicacdo subita de uma tensdo
constante (ov), as deformacgdes ao longo do tempo variam linearmente. Com a retirada da
tensdo as deformacdes desenvolvidas no elemento permanecem e inicia-se um processo de
recuperacdo do material, o qual tem a duragdo necessaria para que o elemento volte a

configuragdo original.

_%,
U

¢ (2.3)
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2.2 FLUENCIA E RELAXACAO

Por conta da dependéncia do tempo, as informacGes mais relevantes dos materiais
viscoelasticos devem ser obtidas através de testes de fluéncia (creep) e testes de relaxacéo.
Um teste de fluéncia é realizado aplicando subitamente no material uma tens@o constante (oo)
uniaxial em um determinado intervalo de tempo, sendo observada a resposta de suas
deformacdes ao longo do tempo nesse intervalo. Para uma melhor caracterizacdo matematica,
comumente utiliza-se a funcdo de Heaviside H(t) para descrever a aplicacdo da tensdo ao
longo do tempo. Por exemplo, para uma variagéo de to <t < t; pode-se escrever a funcéo de
aplicagéo da tensdo como:o(t) = oo H(t — to) — oo H(t — t1), com distribuic¢éo ilustrada na
Figura 2.3(a).

Figura 2.3 — Teste de fluéncia: (a) Aplicacdo de uma tensdo constante em um intervalo de tempo; (b) resposta
das deformacdes ao longo do mesmo intervalo para um material viscoelastico

. O . & /fluéncia
Oy

€ 4 recuperagao
t / t
t t, t, t,
(@) (b)

Com a aplicacédo de ov, observa-se uma deformagdo instantanea em materiais elasticos, a qual
é mantida constante até o término do instante de aplicacdo da tenséo, onde toda a deformacéo
é recuperada. Porém, nos materiais viscosos, constata-se uma deformacdo incremental ao
longo do tempo e nula no instante inicial, sendo que ao término do instante de aplicacdo da
tensdo as deformacOes até entdo desenvolvidas sdo mantidas e inicia-se 0 processo de
recuperacdo. Assim, a deformacdo ao longo do tempo nos materiais viscoelésticos é
caracterizada por uma deformacéo instantanea em to a qual € incrementada até o instante ti,
onde verifica-se a recuperacdo instantanea relativa a parcela elastica e inicia-se a recuperagéo
gradativa relativa a parcela viscosa do material, conforme apresentado na Figura 2.3(b). O que
governa a distribuicdo das deformacgfes ao longo do tempo ¢é a fungédo de fluéncia, a qual é
uma caracteristica intrinseca de cada material/modelo e ser4 comentada de forma mais

minuciosa nos itens a seguir.
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Por outro lado, o teste de relaxagdo consiste em aplicar no material uma deformacéao constante
(e0) e verificar sua resposta das tensGes ao longo do tempo. Assim como para a tensao,
comumente se utiliza a fungdo de Heaviside H(t) para caracterizar tal aplicagdo. Para uma
aplicacdo no instante to <t < t1, € possivel escrever a funcdo de aplicacdo da deformacao
como: &(t) = e H(t — to) — £0 H(t — t1) e ilustrada na Figura 2.4(a)

Figura 2.4 Teste de relaxagdo: (a) Aplicacdo de uma deformagdo constante em um intervalo de tempo; (b)
resposta das tensfes ao longo do mesmo intervalo

A(c; A G

go O-O «
relaxacao

t, L L L mgéo

(@) (b)

Ao longo de todo o teste de relaxacdo a tensdo também se manteria constante no caso de um
material perfeitamente eldstico. No entanto para um material viscoelastico verifica-se um
valor de tensdo elastica no instante inicial (to) e, a partir desse instante, o valor da tenséo
possui uma variacdo decrescente tendendo a um valor assintético, como ilustrado na Figura
2.4(b).

2.3 MODELOS MECANICOS

Para possibilitar o comportamento viscoelastico em um corpo, isto €, o comportamento
elastico e viscoso, €& necessario estabelecer um modelo mecénico que represente
matematicamente tal desempenho. Para isso, faz-se o acoplamento do elemento de mola

elastica linear com o elemento viscoso (dashpot) como sera visto a seguir.

2.3.1 MODELO DE MAXWELL

O modelo de Maxwell é baseado em um acoplamento em série do elemento elastico com o

elemento viscoso (AMABILI, 2018c), como mostrado na Figura 2.5. A deformacéo total
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nesse modelo € dada pela soma da deformacgdo da mola e do amortecedor. Entretanto a tenséo

€ a mesma nos dois elementos como apresentado na equacéo (2.4).

Figura 2.5 — Modelo de Maxwell

o) E o)

o=0,=0,
(2.4)

E=¢+¢,

Com isso, percebe-se que a taxa de deformagéo total no modelo em relagéo ao tempo pode ser

expressa pela soma da taxa relativa a parte viscosa e da taxa relativa a parte elastica, a saber:

5_‘9:%+% (2.5)
ot ot ot

em que a tensdo em cada elemento é dada por:

o,=E¢g
o = %5 (29)
2 ,Uat

sendo E 0 modulo de elasticidade e 2 0 coeficiente de viscosidade.

Assim, relacionando as equacges (2.5) e (2.6), pode-se obter a equacdo diferencial (2.7), a

qual relaciona a deformacdo total no modelo de Maxwell com as tens6es dos elementos.

de _1do, o,

dt Edt 4 @7)

Multiplicando-se a equacéo (2.7) por E, obtém-se a equacdo constitutiva normalizada para o

modelo de Maxwell, dada por:

gle _Uo, o (2.8)
dt dt g

_H
com U—E (2.9)
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sendo 7 o pardmetro de viscoelasticidade do modelo, também chamado de tempo de fluéncia

ou tempo de relaxagéo, medido em segundos.

Quando o modelo de Maxwell é submetido a uma tensdo constante (op) no instante t = 0, €
verificada uma deformacdo instantanea no elemento elastico enquanto no elemento viscoso
verifica-se uma deformagéo mais lenta e nula nesse mesmo instante. Com isso, a deformacao

inicial no modelo de Maxwell submetido a um teste de fluéncia é dada por:
£(0) = % (2.10)

Desse modo, admitindo-se que a tensdo é constante e aplicando-se a condicdo inicial da
equacdo (2.10), é possivel solucionar a equagdo constitutiva do modelo de Maxwell (2.8) e

obter uma funcéo da deformacéo em relacéo ao tempo a qual € apresentada em (2.11).

O

£(t) = EOGHJ 2.11)

Reescrevendo-se (2.11) em relacdo a funcédo de fluéncia tem-se:
elt)=0,J(t)

2.12)
1) =é(%+1}

sendo J(t) a funcdo de fluéncia do modelo a qual é responsavel por indicar de que forma a

deformacéo é distribuida ao longo do tempo. Nesse caso, pode-se observar que o modelo de
Maxwell submetido a uma tensdo constante responde com o aumento linear das deformacdes,

como é apresentado na Figura 2.6.

Quando o modelo de Maxwell é submetido a uma deformacdo constante (&) no instante t = 0,
verifica-se 0 surgimento instantaneo de tenses somente no elemento de mola, portanto, nesse
instante de tempo, sO havera tensdo no elemento elastico. Apds esse instante, o amortecedor
comeca a reagir e faz com que a tensdo eléstica diminua até que seja admitida toda a
deformacéo inicial. Assim, pode-se obter a tensdo inicial no modelo de Maxwell, submetido a

um teste de relaxacdo, a qual é dada pela equacéo (2.13).
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Figura 2.6 — Teste de fluéncia no modelo de Maxwell

c(0)=¢,E (2.13)

Aplicando a condicdo inicial de (2.13) e considerando uma deformacdo constante, pela
solucdo de (2.8) é possivel obter uma funcdo da tensdo em relagdo ao tempo a qual é
apresentada em (2.14).

o(t) =, E exp(—%j (2.14)

Reescrevendo-se (2.14) em relagdo a funcdo de relaxagdo tem-se:
o(t) =g,E(t)

com E(t) = Eexp [_lj (2.15)
n

em que E(t) é a funcdo de relaxacdo do modelo a qual é responsavel por indicar de que forma

a tensdo é distribuida ao longo do tempo.

Observa-se para esse teste que o modelo de Maxwell responde com a diminuicédo exponencial
das tensdes, tendendo a um valor assintético como apresentado na Figura 2.7. Com base
nisso, o parametro de viscoelasticidade (77), nesse caso também chamado de tempo de
relaxagdo, € o tempo necessario para que se obtenha uma tensdo no valor de e vezes da

tensdo elastica inicial.
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Figura 2.7 — Teste de Relaxacdo no modelo de Maxwell

(o}

2.3.2 MODELO DE KELVIN-VOIGT

O modelo de Kelvin-Voigt é caracterizado pelo acoplamento em paralelo do elemento elastico
e do elemento viscoso (AMABILI, 2018c), como mostrado na Figura 2.8. Nesse modelo a
tensdo total é dada pela soma das tensdes em cada elemento. No entanto, a deformacéo devera

ser a mesma tanto para a mola quanto para o amortecedor como apresenta a equacéo (2.16).

Figura 2.8 — Modelo de Kelvin-Voigt

E
1
(o2 (o2
H .—}
)7
]
|
2 —
le ¢ )l
D g
o =0, t0o
e (2.16)

E=¢ =g,

Substituindo as relacGes (2.1) e (2.2) em (2.16) ¢ possivel estabelecer uma equacdo da tensao

total do modelo em relagéo as deformagdes a qual é apresentada na equagéo (2.17).
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oe
c=Ee+u— 2.17
1 (2.17)

Fatorando a equacéo (2.17) por E e aplicando-se a relagdo do parametro de viscoelasticidade,

tem-se a equacdo constitutiva normalizada do modelo de Kelvin-Voigt:
O'—E(8+ a—gj 219)
n ot :

Quando o0 modelo de Kelvin-Voigt é submetido a uma tensdo constante (ov) no instante t = 0,
diferente do modelo de Maxwell, ndo havera deformacdo instantdnea da mola, pois esta é
impedida pelo amortecedor o qual ndo reage instantaneamente. Por este motivo a deformacéo

inicial no modelo serd nula como mostra a equacao (2.19).
£(0)=0 (2.19)

Considerando uma tensdo constante e a condicao inicial de deformacdo nula, com a solucéo
da equacao (2.18) é possivel obter uma funcao da deformacao em relacdo ao tempo dada pela

seguinte equacdo:

et)= %(1—exp(—%D (2.20)

Com isso, reescrevendo-se a equacado (2.20) em relacdo a funcao de fluéncia tem-se:

e(t) =0, I (t)

com J(t) = é[l_exp(_ln 2.21)
n

sendo J(t) a funcdo de fluéncia do modelo.

Para esse caso, observa-se que o modelo de Kelvin-Voigt submetido a um teste de fluéncia
responde com o aumento exponencial das deformacgdes ao longo do tempo como mostra a

Figura 2.9.

Ao considerar a aplicacdo de uma tensdo constante no modelo de Kelvin-Voigt, chega-se a
uma equacdo de tensdo algébrica e independente do tempo, sendo impossivel colher dados
relativos a relaxacdo do modelo. Para contornar isso, aplica-se uma deformacdo dada pela
funcdo de Heaviside no instante t > to, da forma: &t) = & H(t — to). Assim, é possivel

reescrever a equagéo (2.18) como:
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Figura 2.9 — Teste de Fluéncia no modelo de Kelvin-Voigt

ot)=Eg,H(t—t,)+n Eg,5(t—t,) (2.22)

em que: o (t —to) € o delta de Dirac, para um instante t > to, oriundo da derivacdo da funcgéo de
Heaviside em relacdo ao tempo. A distribuicdo de tensdo ao longo do tempo dada pela

equacdo (2.22) ¢ ilustrada na Figura 2.10.

Figura 2.10 — Teste de Relaxagdo no modelo de Kelvin-Voigt

(o}

Com isso, percebe-se que é impossivel realizar um teste de relaxacdo no modelo de Kelvin-
Voigt, pois seria necessaria uma tensdao extremamente alta no instante inicial (to) para

descrever corretamente seu comportamento.

2.3.3 MODELO DE ZENER

Para a obtencdo deste modelo, realiza-se uma generalizacdo no modelo mecanico de Kelvin-

Voigt na qual se adiciona um modelo de mola para operar em paralelo com o modelo
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mecénico como apresentado na Figura 2.11. Por conta disto, este modelo também pode ser
denominado como Solido Linear Padrdo no formato de Maxwell (FLUGGE, 2013;
AMABILI, 2018a).

Figura 2.11 — Modelo de Zener

E,
2
lo2 o
H H
,U_ E|
1 I 1
le € #I

|‘
Como visto no modelo de Maxwell, pode-se escrever a taxa de variacdo da deformacdo em

relacdo ao tempo como a soma da contribuicdo da mola e do amortecedor. Sendo assim, a

taxa de variacao relativa aos elementos em série pode ser escrita da como:
. . O.
Eé =0,+—+ (2.23)
n
A taxa de variacdo na ordem do tempo relativa ao elemento elastico isolado é dada por:
E,é =0, (2.24)

Assim, somando a equacéo (2.23) com a equacéo (2.24) e sabendo que para um acoplamento
em paralelo dessas equacdes, as deformacdes e suas respectivas taxas de variagdo devem ser

iguais:

é(E1+E2):(a'l+o"2)+% (2.25)

Sabe-se também que para um acoplamento em paralelo a tensdo total é dada pela soma da

contribuicdo de cada elemento acoplado. Com isso, buscando uma conveniéncia matematica,

é introduzido o parametro E=ﬁ na equacdo (2.25) o qual é uma adaptacdo da equacdo
n n
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(2.24). Assim, obtém-se a equagdo (2.26), sendo a equacdo constitutiva normalizada do
modelo Zener.

. E .
g(E1+E2)+T:o-+g (2.26)

Quando o0 modelo Zener é submetido a um teste de fluéncia, a deformacao no instante inicial é
dada pela contribuicdo dos dois elementos elasticos presentes no modelo, haja vista que no

instante inicial ndo ha deformac@es no amortecedor como ja discutido anteriormente.

g(o)z(Efi—OEz) (2.27)

A partir da condicdo inicial (2.27) é possivel solucionar a equacdo do modelo Zener (2.26)
para um valor de tensdo constante, sendo obtida a equacdo das deformacgdes em relacdo ao

tempo e apresentada em (2.28).

1 E, —E,
g(t):%(E—z_Ez(EﬁEz)exp[f?(EﬁEz)tD (2.28)

Reescrevendo (2.28) em relacdo a funcéo de fluéncia tem-se:

e(t)=0,J3(t)

(2.29)

1 E -E
I(t)==—-—— 2__t
com 3 ()= ¢ EZ(E1+E2)eXp£77(E1+E2)J

Com isso, nota-se que o modelo Zener submetido a um teste de fluéncia possui uma
distribuicdo das deformacdes ao longo do tempo semelhante a distribui¢do apresentada para o
modelo de Kelvin-Voigt (Figura 2.9). Porém, com a adicdo do elemento eldstico no modelo
Zener, a solucéo parte de um valor inicial como ilustra a Figura 2.12.

Submetendo agora 0 modelo Zener a um teste de relaxagéo, sabe-se que a tenséo no instante
inicial é dada pela contribuicdo apenas dos dois elementos de mola como apresentado na

equacéo (2.30).

o(0)=(E+E;)s (2.30)
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Figura 2.12 — Teste de Fluéncia no modelo Zener

P
Oy
EZ
Oy
E +E,
t
0

De posse dessa condicdo, com a resolucédo de (2.26) obtém-se:

t
o(t)=E,&+E ¢ exp(—;) (2.31)

Reescrevendo-se (2.31) em relagdo a funcéo de relaxacdo, tem-se:
o(t)=¢E(t)

comE(t)=E,+E, exp[—lj
n

(2.32)

Assim, observa-se que, ao submeter o modelo Zener a um teste de relaxacdo, o valor da
tensdo diminui exponencialmente a partir do valor de tensdo inicial, tendendo a um valor

constante como pode ser observado na Figura 2.13.

Figura 2.13 — Teste de Relaxagdo no modelo Zener

O

&(E+E,) &

&E, ———————=

A fim de comparar o modelo Zener com o modelo de Kelvin-Voigt, utilizando-se 0 Método
do Balango Harmonico (NAYFEH e MOOK, 1979), é possivel obter uma solucdo simples
para a equacgdo (2.26). Desse modo, adotam-se solu¢es harmonicas para a tensdo e para a
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deformacédo do modelo, sendo introduzido um termo constante e um termo relativo ao

primeiro harmdnico como é indicado nas equagdes (2.33) e (2.34).
e(t) =g, +¢gsin(wt) (2.33)
o(t) =0, +0,sin(wt)+o, cos(wt) (2.34)

em que o € a frequéncia de vibragdo e &, &1, ov, o1 € o» sd0 coeficientes a serem

determinados.

Substituindo-se as equacdes (2.33) e (2.34) em (2.26), obtém-se:

o, +0,8in(wt)+o, cos(wt)+nwo, cos(wt)-nwo,sin(wt)=E, & +

: 2.35
+E, & sin(wt)+E,nwe, cos(wt)+E nwe, cos(wt) (2:35)
Sabe-se que 0s termos constantes possuem a seguinte relacao:
o, =E ¢ (2.36)
Assim, os termos dos harmdnicos de tenséo séo obtidos como:
2 2
n° o
o=E,¢+———E ¢ 2.37
1 2“1 1+7720)2 El 1 ( )
no
o, =1+77—2a)251 & (2.38)
Combinando-se as equacdes (2.36) e (2.37), pode-se escrever:
772 602
o, +o;sin(wt)=E, & +E, & sin(wt)+——— E, ¢ sin(wt)
1+7°w
, (2.39)
. n-ow
o} +O'lS|n(a)t): E2 8(t)+1+77—2a)2 El(g(t)_go)
Sabendo-se que:
£(t) =& cos(mt)w (2.40)

pode-se reescrever a equacao (2.38) como:
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n .
o, cos(wt) = T E £(t) (2.41)
Para sistemas com um leve amortecimento o termo (77@?) aproxima-se de zero, 0 que nao é
valido para borrachas e materiais bioldgicos (AMABILI, 2018a). Com base nessa hipotese,

pode-se reescrever as equacdes (2.39) e (2.41) como:

o(t)=0,+o,sin(wt)+o,cos(wt)=E, e(t)+nE £(t) (2.42)
sendo a relagdo constitutiva do modelo Zener no caso adotado.

Assim, no caso de sistemas com amortecimento leve, a relagcdo constitutiva do modelo Zener
é idéntica a equacdo (2.18), a qual refere-se a relacdo constitutiva modelo do modelo de
Kelvin-Voigt, constatando que ambos 0s modelos sdo compativeis para analises de sistemas
na condicdo adotada. Ainda € valido ressaltar que para uma melhor implementacdo
computacional, é conveniente adotar-se iguais todas as rigidezes do modelo mecénico,

tornando: E1 = E».

2.3.4 MODELO DE BOLTZMANN

Para este modelo realiza-se uma generalizacdo no modelo mecanico de Kelvin-Voigt, em que
se adiciona um modelo de mola para operar em série com 0 modelo mecanico como pode ser
visto na Figura 2.14. Por conta disso, este modelo também pode ser denominado como Sélido
Linear Padrdo no formato de Kelvin-Voigt (FLUGGE, 2013; MARQUES e CREUS, 2012).

Figura 2.14 — Modelo de Boltzmann
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Como apresentado no modelo de Kelvin-Voigt, a tensdo no modelo é dada pela soma da
tensdo na mola e no amortecedor. Assim, a tensdo nos elementos em paralelo pode ser escrita

como:

2—5 +né
E 2 né, (2.43)

2

Por outro lado, a tensdo no elemento elastico isolado é dada por:
= =& (2.44)
Sabendo que em um acoplamento em série as tensGes devem ser iguais, pode-se escrever:

o, O, .

—+—==5+5,+18, (2.45)

E E

Como jé visto, em um acoplamento em série a deformacéo total no modelo é dada pela soma

da contribuicdo de cada elemento acoplado, sendo que a tensao é a mesma em cada elemento.

Desse modo, buscando uma conveniéncia matematica, introduz-se o parametro E—=€ na
2

equacdo (2.45), o qual é uma adaptacdo da equacdo (2.44). Com isso, pode-se escrever a

equacdo (2.46), sendo a equacao constitutiva normalizada do modelo de Boltzmann.

o of 1l 1 E .
- | —4— ==+ 2.46
E, U(El Ezj ( )

Submetendo o0 modelo de Boltzmann a um teste de fluéncia, nota-se que a deformacao inicial

é dada somente pela reacdo da mola isolada, isto é:

£(0) =% (2.47)

De posse disso, € possivel solucionar a equacdo diferencial (2.46) para um valor de tenséo

constante (ov), tendo como resultado a fungdo apresentada na equacdo (2.48).

e(t)=o, (Ei+Ein—g—Zexp[—%j (2.48)

1

Reescrevendo (2.48) em relacdo a funcao de fluéncia, tem-se:
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e(t)=0,J (1)

comJ (t):EiJrEi(l—exp(—lD (2.49)

1 2 n

De posse disso, nota-se um crescimento exponencial das deformac6es ao longo do tempo (ver

Figura 2.15), semelhante ao fornecido pelo modelo Zener.

Figura 2.15 — Teste de Fluéncia no modelo de Boltzmann

Quando o modelo de Boltzmann é submetido a um teste de relaxacdo, constata-se que a
tensdo inicial no modelo serd obtida apenas pela contribuicdo da mola isolada, pois sabe-se
que a tensdo inicial no modelo de Kelvin-Voigt acoplado junto a essa mola deve ser nula.

Assim, tem-se que:
o(0)=E, ¢, (2.50)

Com base nisso, é possivel solucionar a equacdo diferencial (2.46) no caso de aplicacdo de
uma deformacao constante, sendo obtida uma equacao das tensées em ordem ao tempo como

apresenta a equacéo (2.51).
E, E E E
t)=¢,| =2 +| E,——2% |exp(—kt
o(t) go(ElJrEz (Ei E1+EJ P )J

com k :5[i+ij
n\E E,

Em que k é uma constante que tem apenas a finalidade de simplificar a notacdo. Agora,

(2.51)

reescrevendo (2.51) em relagdo a fungdo de relaxacéo, é possivel obter:
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o(t)=¢E(t)

com E(t)z(;li+(a—%jexp(—kt)] (2.52)

, +E,

A partir disso, nota-se que ha um decaimento exponencial das deformacdes ao longo do
tempo, também semelhante ao apresentado pelo modelo Zener, como pode ser visto na Figura
2.16.

Figura 2.16 — Teste de Relaxa¢&o no modelo de Boltzmann
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2.3.5 MODELO GENERALIZADO DE MAXWELL E SERIE DE
PRONY

Este modelo generalizado é composto por um modelo de mola elastica e N modelos
mecanicos de Maxwell posicionados em paralelo (AMABILI, 2018c), conforme ilustrado na
Figura 2.17.

Figura 2.17 — Modelo Generalizado de Maxwell
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Para o i-ésimo modelo mecéanico de Maxwell dentro do modelo generalizado é possivel
escrever:
=01, 0 (2.53)
E. En
onde: Ei, ai e i = Eili séo, respectivamente, a rigidez, a tenséo e o tempo de relaxacgéo do i-

ésimo modelo mecéanico de Maxwell.

Para 0 modelo de mola isolado, pode-se estabelecer a seguinte relacdo: o(0) = Ex ¢,
sendo: o(0) a tensdo em um instante de tempo inicial (t = 0) e E~ a rigidez instantanea relativa

a mola isolada.

Com N igual a 1 nota-se que o0 modelo generalizado passa a possuir as mesmas caracteristicas
do modelo mecénico Zener. Sendo assim, analisando a equacéo (2.32), pode-se assumir que a

funcdo de relaxacdo do modelo generalizado de Maxwell é dada por:

N t
E(t)=E,+)_E exp(—:j (2.54)
i=1 i
Para um instante de tempo inicial (t = 0) a funcdo de relaxagdo passa a fornecer a seguinte
relacao:
N
E(0)=E,+ > E (2.55)

E_ = E(O)—Z E, (2.56)

Substituindo-se (2.56) em (2.54), obtém-se:

i-1 7

E(t)= E(O)—ZN: E [l—exp( t D (2.57)

Dividindo-se toda a equacéo (2.57) por E(0), pode-se obter:

e(t)zl—iei (1—exp(—£D (2.58)

i-1 4
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A funcdo e(t) = E(t)/E(0) representa 0 modulo de relaxacdo normalizado do modelo de
generalizado de Maxwell, que também é conhecida como a funcéo da Série de Prony. O termo
ei = Ei(t)/E(0) ¢ a relacéo entre a rigidez do i-ésimo termo do modelo e a rigidez no instante
inicial. Devido a utilizacdo de termos normalizados, a Série de Prony ndo faz referéncia a
nenhum modelo mecénico (SERBAN, MARSAVINA e SILBERSCHMIDT, 2012)

2.4 PLACA VISCOELASTICA

Considera-se uma placa flexivel, retangular, imperfeita, isotropica, engastada em todas as
bordas com um sistema de coordenadas (X, y e z) e campos de deslocamentos u(t,x,y,z),
v(t,x,y,z) e w(tx,y,z) respectivamente, tendo como origem (O) um de seus cantos. As
imperfei¢cbes geomeétricas iniciais (Wo) sdo assumidas na direcdo z da placa e estdo associadas
a condicdo de tensdo inicial nula. Suas dimens6es nas direcdes x e y sdo, respectivamente, a e
b, sendo que sua espessura é dada por h, como esta esquematizado na Figura 2.18. O texto
aqui apresentado segue a formulacdo utilizada por Balasubramanian et al. (2017) e por
Amabili (2018a).

Nesta formulacéo serédo utilizadas as relaces ndo lineares entre deformacdes e deslocamentos

de Von Kéarman, as quais, segundo Amabili (2008), podem ser escritas como:

E=ETIK,, &, =&, FIK,, Yy =VyotIKy

ou 1(6\,\/)2 oW ow, .1 aw2 ow ow,
Eo=—+=| — | +—2 &=
Tooox 2\ oX OX OX ’8y28y 8y8y

(2.59)
_Ou v owow owow, ow, ow

P = o Yoy T ox oy ox oy | ox oy

o°w o°w o°w
K== Ky=———, Ky=-2
OX oy oxoy

em que:
o &, &, € )y Sa0 as componentes de deformacdo em um ponto qualquer da placa;

* &0, &0, € J%y,0 540 as componentes de deformacéo na superficie média da placa;
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* Ky Ky € Ky S80 as componentes de mudanga de curvatura e torgdo na superficie média

da placa.

Figura 2.18 — Esquematizagdo da geometria e do sistema de coordenadas da placa viscoelastica.

.
/

/

Considera-se uma placa viscoelastica governada pelo modelo de Kelvin-Voigt, esse modelo
de material € adotado pela maior facilidade de implementacdo computacional em relacdo aos
demais modelos constitutivos viscoelasticos e por conseguir representar qualitativamente o

comportamento mecanico da placa.

As relacdes tensdes-deformacdes da placa sdo governadas pela equacdo (2.18), a qual refere-
se a equacdo constitutiva do modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt. A partir disso pode-se

obter a relacdo constitutiva da placa a qual é descrita pela equacéo (2.60).

E E (o0s,  Og
o, = (6, +ve,)+n—s +v

1-v° 1-vo\ ot ot
E E (0Je, O,
O-y:]_—vz (8y+V5X)+771_V2[ 8ty +v p ] (260)

Em forma matricial, tem-se:
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E vE E vE
1-v? 12 0 1-v* 1-v° 0
o _E _EV o _EV _EV éx
1% v
o, |= 0 e, |+ 0 & 2.61
Y1-vE 12 B M . v (261)
Z-xy E yxy 0 0 E ]/xy
L 21+v) | i 2(1+v) |

Por ser uma placa fina, ndo serdo consideradas as inércias rotacionais e a contribui¢cdo do

cisalhamento na deformacéo da secéo transversal. De posse disso, a energia potencial da placa

é dada por:
g a b

UP:% II(0X8X+O'Y £, +17, 7,)dydxdz (2.62)
_Th 00

Substituindo-se as relacdes de (2.59) e de (2.60) em (2.62), obtém-se o funcional da energia
potencial da placa viscoelastica em funcdo das deformacdes, podendo ser escrita como a soma

da parcela elastica (Ug) e da parcela viscosa (Uv).
U, =U +U, (2.63)

Sendo:

1-
U = 20 V)J‘J‘( 1.0 +8y0 +2vexoey0+ > ;/Xyo]dydx

(2.64)
3
+L2 (K‘X2+K‘2+2VK‘XK‘ +1_—VK‘X2jdde
2(12(1—v?)) y vt
00
a b.
Eh 1-
UV:n(l_Vz) gx0€x0+8y08y0+vgx08y0+V‘9y08x0+ 2 yxyoyxyo dde
(2.65)
ER’ K K, +K K, +VK K, +VK, K +1_—VK K jdydx
12(11/) XX yoy Xy VXZXYXV

Pelas equacdes (2.64) e (2.65) é possivel perceber que a parcela viscosa (Uyv) da energia
potencial pode ser obtida derivando a parcela elastica (Ug) em relacdo ao tempo e

multiplicando pelo parametro de viscoelasticidade (77) como ja previsto em (2.18).
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ou,
u, :n( .- j (2.66)

Para representar o engastamento consideram-se molas rotacionais com rigidez kr em todas as
bordas da placa. Assim, adiciona-se a energia potencial da placa a energia potencial relativa

as molas rotacionais a qual é dada por:

et oL T(E) o2 ((5) S (5) ) oo

sendo: Um a energia relativa as molas rotacionais e kr o coeficiente das molas (rigidez por

unidade de comprimento).

Para um valor de kr = 0 tem-se, portanto, a consideracdo de engastamento nulo, isto é, obtém-
se uma placa apoiada nas quatro bordas. Por outro lado, para um valor de kr tendendo ao
infinito, tende-se a condicdo de engastamento perfeito nas quatro bordas. Com um valor
intermediario de k;, obtém-se a condicdo de apoio rotacional elastico. Quando séo
comparados resultados numéricos e experimentais, faz-se necessaria uma andlise de
convergéncia para obter um valor ideal de kr nos dois casos, a fim de representar corretamente
0 comportamento da placa com a condi¢do de contorno desejada. As condicGes de contorno

da placa podem ser escritas como:

ow
w=0, M, =tk — emx=0, a
oX

(2.68)
ow
w=0, My:ikra—y,emyzo’b

Admitindo-se a condicdo de contorno da equacgéo (2.68), a expansdo para os deslocamentos
transversais pode ser obtida por meio funcbes senoidais combinadas em uma série de senos
duplos de Fourier, de modo que se obtenha relagdes para uma placa simplesmente apoiada,
em que ao inserir as molas rotacionais tornam-se relages para condic¢do de apoio elastico ou
engastamento perfeito (AMABILI e GARZIERA, 1999).

Os deslocamentos axiais serdo tratados em dois casos. No primeiro caso admite-se apoios

fixos (ver Figura 2.19), sendo:u=v=0emx=0,aeu=v=0emy=0, b. Para o segundo
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caso considera-se apoios moveis (ver Figura 2.20), onde:v=0emx=0,aeu=0emy =0, b,

com:v=0paray=0eu=0parax=0.

Figura 2.19 — Representac&o das condi¢Bes de contorno da placa com apoios axiais fixos
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Figura 2.20 - Representacdo das condicGes de contorno da placa com apoios axiais moveis
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Apresentam-se, nas equacoes (2.69) e (2.70), para cada caso respectivamente, a expansao dos
campos de deslocamento da placa.
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v(x,y.t)= iivmz” (t) sen (%) sen(znbﬂyJ (2.69)
BN MAX ) gon( N7Y

W(x,y,t)_;nZwm‘n(t)sen[ ) jsen( . j
BNl MAX ) gon( N7Y

u(x,y,t)_;;umn(t)cos( ) jsen( . j

v(x,y.t)= ZZ:vm’2n (t) sen (%) cos(%) (2.70)
BN maX) on( N7Y

w(x,y,t)_;;wm’n(t)sen( " Jsen( . J

e m e nsdo, respectivamente, 0 nimero de semiondas nas direcdes de x e y;
e M e N é& o nimero de termos utilizados na expansdo de acordo com cada
deslocamento;

e Umn(t), Vmn(t) € Wmn(t) sdo as amplitudes modais para cada deslocamento.

Desse modo, o vetor das amplitudes de deslocamento em coordenadas generalizadas é

definido como:
&=t ©), Voo (0, W, (0] 2.71)

sendo que a dimensdo de & sera referida como N, a qual é a soma do nimero de graus de

liberdade utilizados nas expansdes dos deslocamentos.

Para a consideracdo das imperfeicdes geométricas iniciais, admite-se uma expansdo em serie

de senos duplos de Fourier conforme apresentado a seguir:

W, (X, y)=ii%'nsin(mzxjsin(%j (2.72)

m=1 n=1

onde: M; e N; sdo os numeros de termos utilizados na expansdo da imperfeicdo e Amn € a

amplitude da imperfeicéo.
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Considera-se também nesta formulagdo cargas axiais estaticas que atuam como uma tracao
inicial na placa. Para isso, é estabelecida a equacdo da energia relativa a esse carregamento, a
qual é obtida a partir da equacdo (2.62), admitindo-se que ox e oy S80 as tensdes normais
desenvolvidas pelas cargas Nx e Ny (ver Figura 2.21) e que & e g Sa0 suas respectivas
deformacdes nas direcOes x e y. Assim, a equacao da energia relativa ao carregamento axial de

tracdo inicial, pode ser escrita como:

Figura 2.21 — Placa viscoelastica com pré-carregamento axial estatico de tragdo

yi

111

— >
— >
NX NX
PR >
TTTTTT

ow\’ v 1fow
J-J- [6x 2(axj]+N oy E(Ej dy dx (2.73)

Em vista disso, a energia potencial total da placa viscoelastica sera dada por:
U=U,+U,, +U, (2.74)

sendo: Up a energia potencial relativa a parte elastica e a parte viscosa da placa; Um a energia
potencial das molas rotacionais; Uc a energia potencial relativa as cargas axiais de pré-

tracionamento.

Para a equacgdo relativa ao trabalho das forcas externas, considera-se que a placa esta
submetida a uma carga pontual harmdnica com frequéncia Q atuando na posi¢do X1 € y1 como

é apresentado na Figura 2.22.
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Figura 2.22 — Placa viscoelastica com carga transversal pontual harmdnica

/

Y | f cos(21)

Com isso, pode-se escrever a equacdo do trabalho da forca externa como:

W = fcos(Qt)I J 5(x=x)8(y—-y,)wdydx (2.75)

sendo:
o f, 0 et, respectivamente, a intensidade da carga, a frequéncia excitadora e o tempo;
e W0 campo de deslocamento transversal;

e S0 delta de Dirac aplicado no ponto de acdo (x1, y1) da carga.

Posteriormente, considerou-se a placa submetida somente a um carregamento axial de
compressdo na direcdo X, sendo composto de uma parcela estatica e outra harmdnica,

conforme indicado na Figura 2.23

Figura 2.23 - Placa viscoelastica com carga axial de compressdo composta de parcela estética e harmonica

Py
N, o+ N,,cos(£2 t) - — N, o, +N,, cos(£2 t)
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Com isso a equacdo (2.75) € substituida e o trabalho das cargas externas passa a ser descrito

por:

W =(N,,+N,,cos(£2, t))J‘: job[%(;—ag)zjdydx (2.76)

onde: Nxo é a parcela estatica e Nx,1 € a amplitude da parcela harménica do carregamento axial

e Q a frequéncia da carga axial.

Por fim, apresenta-se a energia cinética da placa a qual é dada por:
1 a b
T:Ephj j (u2+\72+v'v2)dydx 2.77)
0 0

Para se chegar as equacdes de equilibrio dindmico em funcdo das amplitudes desconhecidas,
aplica-se 0 método de Rayleigh-Ritz e posteriormente o principio de Hamilton, em que,
segundo Amabili (2008), é dado por:

d{oT | o oU oW
p 27

— — |- + =
dt\ os; ) 05, 0, ¢,
onde j possui uma variacdo de 1 <j <N

O primeiro termo da equacdo (2.78) é descrito por:

dfor | 1 5
—| —|==abhpé& 2.79
dt{ 5 5}) 220hA¢; (2.79)
Apo6s a aplicacdo de (2.78) sdo obtidas as equacOGes de equilibrio dindmico da placa

viscoelastica, as quais sdo apresentadas em notacdo matricial pela equacéao (2.80).
ME+[G, +G,(€) + G, (&, &)]5+[K, +K, (&) +K;(§,8)]& = Fcos(Qt) (2.80)

em que:
e M éamatriz de massa diagonal, cuja dimens&o é N x N ;
o Gi1, G2(§) e Gs(&, &) sdo as matrizes de viscosidade (amortecimento viscoelastico)
com termos lineares, quadraticos e cubicos, respectivamente;
o Ki, K2() e Ks3(§ &) sdo as matrizes de rigidez eldstica com termos lineares,

quadraticos e cubicos, respectivamente;
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e F é o0 vetor de cargas, o qual representa a projecdo da carga pontual harmonica nas
coordenadas generalizadas;

e {, & e ¢ sdo, respectivamente, os vetores das amplitudes de aceleragdes, de

velocidades e de deslocamentos em coordenadas generalizadas.

Os elementos das matrizes de rigidez néo linear K2(§) e Ks(&, &) podem ser generalizados da

seguinte forma:

k2Li (&) = ij,i,k ék
ket _ (2.81)

ksj‘i (‘bm ‘ta) = Z kj,i,k,l §k §|

k,1=1

De maneira analoga, os elementos das matrizes amortecimento viscoelastico ndo linear G2(&)

e Gs(&, &) podem ser generalizados como:

9, ©= Z 95k Sk
=8 2.82)

93, &)= Z 9jik1 5 S

k=1

O sistema matricial de equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem apresentando em
(2.80) pode ser transformado em um sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem.
Essa transformacdo permite a aplicacdo de ferramentas numéricas para a resolucdo de

sistemas dinamicos discretos.

Com o auxilio da variavel auxiliar y dependente do tempo, admite-se que y =& e multiplica-

se todo o sistema (2.80) pela inversa da matriz de massa (M), tendo como resultado o novo
sistema de primeira ordem apresentado em (2.83).

y=¢;

y = M™Fcos(Qt) —[M*G +M7G, (&) + M'le(a,i)}% (2.83)
“[MIK+ MK, (&) + MK, (5.8) &

Também se estudou neste trabalho a consideracdo do amortecimento por meio de um modelo

de amortecimento viscoso equivalente. Para uma analise considerando um amortecimento

viscoso equivalente ao amortecimento viscoelastico, pode-se substituir as matrizes de
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viscosidade (G1, G2(§) e Gs(§, &)) da equacdo (2.80) por uma Unica matriz C, relativa ao

amortecimento viscoso equivalente. Assim a equacao (2.80) pode ser reescrita como:
ME+CE+[K, +K, (&) + K, (&, &)]& =Fcos(Qt) (2.84)

De maneira analoga, utiliza-se uma substituicdo de variaveis e (2.84) é reescrito em um

sistema de duas equac0es diferenciais de primeira ordem, passando a ter a seguinte forma:

y=§
. 2.85
y =M'Fcos(Qt) -M'CE [ MK + MK, (&) + MK, (&,8) |&; (2.85)
Admite-se que a matriz de amortecimento viscoso equivalente é dada por:
20,8, 0
M'C = : : (2.86)
O o 2 a)n,m é’n,m

em que onm € a frequéncia de vibracdo do sistema e ¢ym é 0 fator de amortecimento viscoso
modal, ambos relacionados com os nimero de semiondas m e n, 0s quais também representam

0s modos de vibracédo da placa.

A partir do sistema de equacdes apresentado em (2.83), Amabili (2018a) propde um modelo
de amortecimento ndo linear por meio de uma simplificacdo das matrizes de viscosidade.
Desse modo, observando o sistema de equacdes (2.83), a matriz MG, a qual refere-se a

matriz de amortecimento viscoelastico linear, pode ser descrita como:

2601,1051,1 0
MiG=| : (2.87)
0 e 200, Oy

Em particular, de modo a se utilizar um amortecimento modal, as matrizes (2.86) e (2.87) sao
consideradas como diagonais e o mesmo fator de amortecimento é utilizado em todos o0s
modos de vibragdo, o que ajuda a reduzir os pardmetros de amortecimento a serem
identificados em uma andlise. No caso da equacdo (2.87), o coeficiente amn assume o papel

do fator de amortecimento viscoelastico linear.

Através de andlises experimentais os trabalhos Amabili (2018b, 2019) constataram que, no

caso de sistemas com respostas periodicas e sem nenhuma ressonancia interna ativada, a
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matriz de amortecimento viscoelastico ndo linear de termos quadraticos (MGz(&)), pode ser

negligenciada. Desse modo, pode-se escrever:
MG, =0 (2.88)

Assim, nessa hipotese, conclui-se que a matriz de amortecimento viscoelastico de termos
clbicos (M1Gs(&, &)) é a parcela ndo linear que causa mais influéncia no amortecimento do
modelo para maiores amplitudes de vibragcdo, baseando-se na hipGtese de ndo existir
ressonancias internas ativas e que a resposta do sistema seja periodica. Por outro lado, em um

regime linear a matriz M-1G passa a ser responsavel por todo o amortecimento do sistema.

A matriz M1G3(E, &) pode ser simplificada como:

_ﬁl,la)l,l 2
h2 51 0
M7G,(&,8) = : : (2.89)
ﬁm,n a)m,n 2
| ° 7

onde & € a coordenada N do vetor das amplitudes de deslocamento do sistema; h é a
espessura da placa; omn € a frequéncia natural de vibragdo do sistema e fnn assume o fator de
amortecimento viscoelastico cubico. Nota-se, portanto, que no caso apresentado o0

amortecimento cubico ndo € constante no tempo e varia de acordo com o periodo de vibracéo.

Assim, assumindo que o sistema possua somente respostas periodicas e que ndo ha
ressonancias internas aplicadas, pode-se controlar todo o comportamento néo linear da placa
com apenas dois valores de amortecimento, um para o regime linear sendo representado pelo
fator de amortecimento viscoelastico linear () e outro para o regime ndo linear sendo

representado pelo fator de amortecimento viscoelastico cubico (5).

O termo de amortecimento viscoelastico cubico do sistema de equacdes de equilibrio

dindmico da placa (2.83) atuante no modo (1,1) é descrito por:

B, (éT(t)j 51,1 (t) (2.90)

Por outro lado, o termo de amortecimento viscoelastico linear para 0 mesmo modo de

vibracdo é dado por:

20,0, 51,1 (t) (2.91)
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2.4.1 RELACAO FREQUENCIA-AMPLITUDE

A relagdo frequéncia-amplitude auxilia na verificagdo do grau de ndo linearidade da placa
qguando analisada em vibracdo livre. Segundo Nandakumar e Chatterjee (2005) essa relagédo
pode ser obtida analisando a projecdo do modo fundamental (w1,1) na resposta no tempo do
sistema, a qual, nesta dissertacdo, é obtida pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Assim, analisa-se um valor meédio da amplitude para cada oscilagdo (w,,), bem como seu

respectivo periodo, como esta esquematizado na Figura 2.24.

Figura 2.24 — Esquematizagdo de uma oscilagdo

Ws(t) -~ A

W4 (tl) - Ty

sendo:
e wz1(t1) o valor da amplitude no instante inicial da oscilacéo;
e wz1(t2) o valor da amplitude no instante intermediario da oscilacéo;

e 10 periodo da oscilacéo.

A partir disso, a amplitude média é calculada como a media aritmética do mddulo das

amplitudes no instante inicial e no instante intermediario da oscilacao:

g )]+ (1)
W, =

(2.92)
11 2

O periodo, que ¢ a duracdo da oscilacdo, € dado pelo inverso da frequéncia, a qual é descrita
por:

2

o (2.93)

Ty
Com isso, a relagdo frequéncia-amplitude € obtida relacionando a frequéncia @ com a

amplitude meédia de vibracdo da placa w,,. Essa relagdo, também chamada de backbone
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curve, ndo s verifica o grau de nédo linearidade do sistema em vibragdo livre, como também
delimita sua zona de ressonancia, sendo possivel identificar se o comportamento da placa

apresenta ganho de rigidez (hardening) ou perda de rigidez (softening).

A verificagdo quanto ao grau de ndo linearidade € realizada basicamente analisando a
inclinacdo da curva, ou seja, quanto mais vertical a curva for, menor seréd a ndo linearidade do
sistema. Para a verificagdo quanto ao comportamento da placa, analisa-se os valores de
frequéncia para os quais amplitude média se aproxima. Caso as curvas tendam a valores
crescentes de frequéncia, tem-se, portanto, um comportamento com ganho de rigidez, caso

contrario, identifica-se um comportamento com perda de rigidez.

2.4.2 VARIAVEIS ADIMENSIONAIS

Por conveniéncia numérica e uma maior eficiéncia computacional realizou-se a
adimensionalizacdo do sistema ndo linear de equacBes de equilibrio dindmico da placa,

adotando os seguintes parametros adimensionais:

w, (t)=hw_ (7); t=—: FO:NX'O; FlzNX'l;
’ ' a)l,l cr Ncr
W o (1) = @, W, (2); ¢ = wﬁ; cos(£2t) =cos(¢7); (2.94)
W (1) = 0, () b= cos( 1) =cos(, o)
2%

onde:
e téotempo em segundos;
e héaespessurada placa;
e 7é0tempo adimensional;
e 1, € afrequéncia natural da placa;
e e afrequéncia de excitacdo da carga harmdnica transversal,
e () éafrequéncia de excitacdo da carga harménica axial;
e ¢ é o parametro de frequéncia adimensional da carga transversal;
e & é o pardmetro de frequéncia adimensional da carga axial;

o w,.(t), W, (t) e w, . (t) sio respectivamente as amplitudes de deslocamento,

velocidade e aceleragéo;
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e [op e [i1 sdo o0s parametros adimensionais de carga axial de compressao
respectivamente a parcela estatica e harmonica;

e Nxo e Ny1 sdo as amplitudes do carregamento axial de compressdo respectivamente a
parcela estatica e harmonica;

e Ncr é a carga critica de flambagem da placa.
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CAPITULO 3
RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo serdo apresentados os resultados das analises realizadas em duas placas
retangulares viscoelasticas. Inicialmente considerou-se uma placa de silicone analisada
anteriormente por Balasubramanian et al. (2017). Nesta placa estudou-se o amortecimento
viscoelastico caracterizado pelo modelo mecanico de Kelvin-Voigt, representado pela

equacéo (2.80).

Por meio das relagdes frequéncia-amplitude e das curvas de ressonéncia, analisou-se a
influéncia do pardmetro de viscoelasticidade (7) na resposta dindmica nédo linear da placa.
Também foi analisada a periodicidade dessa resposta por meio de planos fase e mapeamentos
de Poincaré. Por fim, verificou-se a influéncia da geometria e de cargas axiais estaticas de

tracdo no comportamento dindmico ndo linear da placa.

Posteriormente analisou-se uma placa de aco inoxidavel j& estudada por Amabili (2018a).
Para essa placa aplicou-se o modelo de amortecimento ndo linear descrito nas equacoes
(2.87), (2.88) e (2.89), sendo comparado com um modelo de amortecimento Vviscoso
equivalente apresentado nas equacdes (2.84), (2.85) e (2.86). Apos isso, verificou-se também
a influéncia de imperfeicGes geométricas iniciais na resposta dindmica ndo linear da placa

para estes dois modelos de amortecimento.

Na sequéncia realizou-se também uma analise de instabilidade dessa placa, a qual foi
submetida a somente uma carga axial de compressdo na direcdo paralela ao eixo x. O
carregamento foi composto por duas parcelas ndo simultdneas, uma estatica e outra
harmonica. Nessa analise utilizou-se a formulagéo viscoelastica, em que o amortecimento da
placa de aco foi caracterizado pelo modelo mecénico de Kelvin-Voigt. Assim, avaliaram-se as
vibragcdes ndo lineares da placa viscoelastica por meio dos diagramas de bifurcacdo, dos

planos fase e dos mapeamentos de Poincaré.
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3.1 FREQUENCIA DE VIBRACAO

Para placas simplesmente apoiadas é possivel obter uma solugdo analitica no célculo de suas
frequéncias, as quais podem ser obtidas adotando a expansao do deslocamento transversal w
em relacdo ao numero de semiondas m e n, sendo m na dire¢do x e n na direcdo y, conforme

indicado na equagéo (3.1):

w(x,y,t)=w,(t) sen(mzxj sen(nz yj+w2’2 (t) sen(zmaﬂxJ sen(zngr y} (3.1)

A sequir, aplicou-se a expansédo (3.1) na formulacdo apresentada para a placa viscoelastica e

chegou-se a duas equacgfes da forma apresentada em (2.80), em que as amplitudes wi(t) e
w2,2(t) foram obtidas desacopladas em cada equacgdo. E valido ressaltar que a expanséo (3.1)
deve ser realizada com no minimo dois graus de liberdade, no intuito de evitar inconveniéncia

numérica na formulacéo.

Com isso, ao admitir que a placa estd em um regime linear de vibracéo livre ndo amortecida,
isto €, considerando-se o vetor de cargas (F) nulo, excluindo os termos de amortecimento e
negligenciando os termos clbicos e quadraticos de rigidez da primeira equacao resultante,

chegou-se a uma relacédo do tipo apresentada em (3.2).
Ml Wl,l (t) + Kl(m’ n) Wl,l(t) =0 (3.2)

a qual representa uma equacao de equilibrio linear para a placa no regime de vibracdo livre
ndo amortecida, onde M; representa o termo de massa e Ki(m, n) caracteriza o termo de
rigidez linear da placa dependente do nUmero de semiondas. Substituindo-se agora
wi1(t) = A cos(wt), sendo A uma constante de amplitude e w é a frequéncia de vibracdo da

placa, obteve-se a equacéo (3.3):

S (BRH e= :
mn a b 12,0(1—1/2) (33)
que fornece a frequéncia de vibracdo da placa em fungdo dos modos de vibracdo. Repetindo o

mesmo procedimento com a consideracdo do efeito do pré-carregamento axial estatico,

obtém-se a frequéncia de vibragdo como:
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Lo |t ﬂthz(a2n2+b2m2)2+(Nxb2m2+Nya2n2)(ab)2
™ b%a?{[p 12(1-v?) h

(3.4)

em que Ny e Ny s8o respectivamente os valores das cargas axiais estaticas na dire¢do x e y;

@m,n € 0 valor da frequéncia de vibragdo carregada.

Como a fungdo seno é a solugdo exata para descrever as condi¢fes de contorno de uma placa
simplesmente apoiada, as relacfes apresentadas em (3.3) e em (3.4) séo validas para todos 0s

modos de vibracdo de uma placa nessas condices.

Admitindo-se uma placa com pré-carregamento axial Nx =Ny =10kN e utilizando-se o0s
seguintes parametros fisicos e geométricos, dados por Amabili (2016), E = 70 GPa, p= 2778
Kg/m3, v=0,3, h=1mmea=b=30cm, mostra-se na Figura 3.1 os espectros de frequéncia
desta placa. Percebeu-se que na presenca do pré-carregamento a placa tem uma maior
frequéncia de vibracdo e que a frequéncia natural ocorre para a combinacdo de semiondas
m = n = 1 nas equacdes.

Figura 3.1 — Espectro de Frequéncia para a placa simplesmente apoiada (a) sem carregamento axial e (b) com
carregamento axial
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Para descrever o espectro de frequéncia de uma placa engastada nas quatro bordas, que ndo
possui solucdo exata, deve-se utilizar uma discretizagdo maior na expansao do campo de
deslocamento transversal w para atingir convergéncia de modos mais altos. Essa descrigédo

deve ser realizada numericamente a partir de um problema de autovalor.
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3.2 ANALISE DA PLACA DE SILICONE

Inicialmente desenvolveu-se uma placa retangular viscoel&stica de silicone, ja trabalhada por
Balasubramanian et al. (2017). A placa possui as seguintes caracteristicas geométricas:

h=15mme a=b=26cm. O silicone apresenta o0s seguintes dados fisicos: E = 5,62 MPa,

p=1430 kg/m3e v=0,5.

Para essa placa admitiu-se a atuacdo de um carregamento pontual harménico e de um pré-
carregamento axial estatico. As cargas axiais possuem valores fixos e iguais a: Ny = 100 N/m e
Ny =90 N/m, os quais foram adotados a fim de se obter convergéncia com o modelo
experimental. Realizou-se as analises para quatro valores incrementais de carga harmonica,
quais sejam: 0,01 N, 0,04 N, 0,07 N, 0,10 N. Respectivamente a esses valores, adotou-se 0s
seguintes parametros de viscoelasticidade (7): 0,0050 s, 0,0020 s, 0,0018 s, 0,0012 s. A carga
pontual foi aplicada nas coordenadas (x: =0.11; y1=0,19) m e os deslocamentos foram

metidos no centro da placa (x = 0.13; y = 0,13) m.

Através de uma analise de convergéncia percebeu-se que adotar kr = 1000 N/rad € suficiente
para considerar o engastamento nas extremidades da placa. Para essa placa admitiu-se que 0s
apoios axiais sao fixos, sendo utilizada, portando, a expansdo para os deslocamentos
apresentada na equacdo (2.69). De posse disso, desenvolveu-se um cédigo em linguagem
simbdlica no programa Maple® para a obtengdo do sistema de equagBes de equilibrio
dindmico da placa, bem como para o calculo das frequéncias, modos de vibracdo e para a
montagem das relacdes frequéncia-amplitude. Assim, realizou-se uma analise de
convergéncia, em funcdo do nimero de coordenadas generalizadas, da frequéncia natural da

placa, como pode ser observado na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Convergéncia da frequéncia natural da placa viscoelastica de silicone

N o ®Hz) (%)
3 9,05 -
12 2452 63,09
27 22,00 -11,45
39 21,02  -4,66
48 20,97  -0,24
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onde N representa o numero total de coordenadas generalizadas utilizadas em cada
discretizagdo, admitindo-se simetria de M e N entre os trés campos de deslocamento, isto é,
N =3M =3N.

Devido a baixa variacdo (0,24 %) entre os dois Gltimos valores de frequéncia e para uma
maior eficiéncia computacional, admitiu-se a discretizacdo com 39 graus de liberdade

(1,1 = 21,02 Hz), sendo utilizadas as seguintes coordenadas generalizadas:

Tabela 3.2 — Coordenadas generalizadas utilizadas nas expansées dos deslocamentos

Deslocamento Coordenadas generalizadas
u U2,1, U4, Us,1, Ug1, U23, Us3, Us3, Ug3, U2s, Uss, Uss, U2,7, Us7
\Y V1,2, V3,2, V52, V7.2, V1,4, V34, V54, V7,4, V16, V36, V56, V1,8, V338
w Wi,1, W1,3, W15, W1,7, W3,1, W3;3, W35, W3,7, W51, W53, W55, W7,1, W7,3

No trabalho de Balasubramanian et al. (2017) também se utilizou 39 graus de liberdade para a
expansdo dos deslocamentos da placa com os mesmos modos apresentados na Tabela 3.2,
sendo obtido pelos autores um valor de frequéncia natural igual a 20,90 Hz. Nota-se, portanto,
um desvio de 0,57 % entre os valores de frequéncia, podendo ser explicado pela divergéncia

de programas utilizados.

Apbs isso, também foram verificados os autovetores do sistema discreto o que permite

analisar os modos de vibragéo da placa, sendo os quatro primeiros apresentados na Figura 3.2.

Figura 3.2 — Representacdo dos quatro primeiros modos de vibracdo da placa viscoelastica

@m=1,n=1 (b)m=3,n=1 (c)m=1,n=3 (dm=3,n=3

Para verificar a influéncia do fator de viscoelasticidade na resposta dindmica ndo linear da
placa em vibracdo livre, analisaram-se as relacdes frequéncia-amplitude para os quatros
valores de 7. A resposta no tempo foi obtida atraves do método de Runge-Kutta, adotando as
mesmas condicOes iniciais de amplitudes e de velocidades para todos os casos estudados.
Com isso, seguindo a formulagdo apresentada no item 2.4.1 desta dissertacdo, foram obtidas

as curvas apresentadas na Figura 3.3.
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Figura 3.3 — Relag6es frequéncia-amplitude para os diferentes valores do parametro de viscoelasticidade
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A partir da Figura 3.3 percebeu-se que na medida em que se aumenta o fator de
viscoelasticidade 7, a amplitude maxima diminui, constatando a sua influéncia na resposta
dindmica ndo linear da placa. Observou-se também um comportamento da placa com ganho
de rigidez (hardening), isto é, as curvas tendem a valores crescentes de frequéncia, sendo o

esperado para o sistema estrutural em estudo.

Em seguida analisou-se, através das curvas de ressonancia quando a placa é submetida ao
carregamento harmonico, a resposta ndo linear da frequéncia considerando as variacfes da
amplitude do carregamento. As curvas foram encontradas pelo método da forca bruta e pelo
método da continuacdo (Del Prado (2001)), obtendo-se as respostas em equilibrio estavel
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(linha continua) e instavel (linha tracejadas), como é apresentado na Figura 3.4.
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Figura 3.4 — Curvas de ressonancia da placa para os diferentes valores de carga
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Para os menores valores de carregamento verificou-se que a resposta da curva possui um
baixo grau de ndo linearidade, e com o aumento do nivel de carga esse grau de ndo
linearidade cresce. Observou-se também um comportamento de endurecimento nas curvas,
como ja previsto nas relacdes frequéncia-amplitude. Observou-se que valores do parametro de
frequéncia maiores que o ponto de ressonancia (/w11 =1,0) a placa possui dois atratores
para as curvas, um atuando em menor amplitude e outro atuando em maior amplitude,

tornando a resposta da frequéncia nesses pontos mais sensivel as perturbacgdes iniciais.

Na sequéncia, as relacdes frequéncia-amplitude apresentadas na Figura 3.3 foram sobrepostas
nas curvas de ressonancia da Figura 3.4, constatando-se que as relag@es frequéncia-amplitude

também delimitam a zona de ressonancia da placa, como pode ser visto na Figura 3.5.
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Figura 3.5 — Sobreposicédo das relag@es frequéncia-amplitude nas curvas de ressonancia da placa
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Estudaram-se também os planos fase e os mapeamentos de Poincaré da placa viscoelastica.
Para isso considerou-se na carga harmonica transversal dois valores de frequéncia de vibracao
adimensional, ¢=0,9 e ¢=1,0. Em seguida, utilizou-se 0 método de Runge-Kutta de quarta
ordem para integrar o sistema de equacdes diferencias adimensionalizado. Os resultados para
0s quatro valores incrementais de cargas sdo apresentados na Figura 3.6, na qual observou-se

gue com o aumento da intensidade da carga, as amplitudes também aumentam e que o modelo
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vibra com periodicidade 1T em todos os casos estudados.
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Figura 3.6 — Planos fase e mapeamentos de Poincaré para diferentes valores de carga e frequéncia de excitacéo
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Posteriormente, realizou-se uma analise paramétrica a fim de verificar a influéncia da
geometria e de reducbes do pré-carregamento axial na resposta dindmica ndo linear da placa
de silicone analisada. Para a variacdo da geometria nao foram alterados os valores das cargas
axiais, as propriedades fisicas, a espessura e a dimenséo (a) relativa ao eixo x da placa, sendo
realizadas duas variaces na dimensdo (b) relativa ao eixo y. Na primeira variacdo adota-se

que b =1,5a e na segunda varia¢do b = 2 a, como mostrado a seguir:

Tabela 3.3 — Variacdo da geometria na analise paramétrica da placa de silicone

o Dimensdes da placa (m) Frequéncia Posicdo y; da carga
Variagao
a b natural (Hz) pontual (m)
15a 0,26 0,39 17,99 0,285
20a 0,26 0,52 16,82 0,380

Para a variacdo das cargas axiais todas as propriedades fisicas e geométricas foram
conservadas, sendo estudadas duas reduc¢des do carregamento. Na primeira variacdo admite-se
uma reducdo de 25% das cargas axiais considerada na primeira analise, as quais possuem 0s
seguintes valores: Nx = 100 N/m e Ny = 90 N/m. Para a segunda variacdo, considerou-se uma
reducdo de 50%, como pode ser visto na Tabela 3.4. E importante ressaltar que em todas as
variagfes a frequéncia natural da placa altera-se, sendo essas alteracfes apresentadas na
Tabela 3.3 e 3.4.
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Tabela 3.4 — Variacdo das cargas axiais na analise paramétrica da placa de silicone

Cargas axiais (N/m) Frequéncia
Reducéo
Ny Ny natural (Hz)
25% 75 67.5 18,29
50% 50 45 15,05

Assim investigou-se a influéncia destas variagdes nas relacdes frequéncia-amplitude da placa.
Devido ao baixo grau de ndo-linearidade a curva relativa a = 0.0050 s ndo foi estudada.
Todas as curvas em preto representam a placa original. Na variacdo da geometria as curvas
em vermelho representam a placa com b = 1,5a e as curvas em azul representam a placa com
b=2,0a. Observa-se a partir da Figura 3.7 que a variacdo da geometria ndo tem grande
influéncia na relagéo frequéncia amplitude do problema e que com o aumento da relacdo a/b

hd um deslocamento das curvas para a esquerda, indicando um pequeno aumento para oS

menores valores de frequéncia.

Para a variagdo do carregamento axial, as curvas em azul representam a placa com reducéo de
25% da carga axial e as curvas em vermelho representam a placa com reducdo de 50% da
carga. Com base nos resultados obtidos notou-se que, na medida em que se reduz os valores
das cargas axiais as curvas se deslocam para a direita, indicando diminuicdo da amplitude de
vibracdo para 0 mesmo valor de frequéncia, como pode ser visto nas Figuras 3.7 e 3.8.

Figura 3.7 — Relacdes frequéncia-amplitude da placa viscoeléstica para a variacdo da geometria: curvas em preto
representam a placa original, curvas em vermelho representam b = 1,5 a e curvas em azul representam b = 2,0 a.
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Figura 3.8 — Relages frequéncia-amplitude da placa viscoelastica para a variagdo do carregamento axial: curvas
em preto representam a placa original, curvas em azul representam a reducgéo de 25% a e curvas em vermelho

representam a reducédo de 50%.
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Em seguida, também se investigou as curvas de ressonancia para todas as variagdes
paramétricas da placa, sendo apresentadas na Figura 3.8. As cores das curvas seguem o
mesmo padrao adotado para as curvas frequéncia-amplitude das Figuras 3.7 e 3.8. Devido ao
seu baixo grau de ndo linearidade, nesta analise a curva relativa a f = 0,01 N também néo foi
analisada.

Figura 3.9 — Curvas de ressonancia da placa viscoelastica para a variacdo da geometria: curvas em preto
representam a placa original, curvas em vermelho representam b = 1,5 a e curvas em azul representam b = 2,0 a.
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Figura 3.10 — Curvas de ressonancia da placa viscoelastica para a variacdo do carregamento axial: curvas em
preto representam a placa original, curvas em azul representam a reducdo de 25% a e curvas em vermelho
representam a reducdo de 50%.
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A partir das curvas observou-se que em todas as variaces as placas possuem um padrdo de
comportamento com ganho de rigidez (hardening) com uma zona instavel proxima ao ponto
de ressonancia (©Q/w1,1 = 1), a qual é representada pelo trecho pontilhado das curvas. Notou-se
tambeém que as respostas com maior grau de ndo linearidade foram encontradas em placas

com o0s menores valores de cargas axiais e em placas com menores dimensdes, como previsto

pelas relagdes frequéncia-amplitude das Figuras 3.7 e 3.8.

Observou-se ainda que nos pontos onde a frequéncia da excitacdo (€2) é maior do que a
frequéncia natural (w11) a placa pode possuir dois atratores, um atuando em maior amplitude
e outro atuando em uma menor amplitude de vibragdo. Para comprovar isso utilizou-se a

Figura 3.10(c), a qual refere-se a curva com maior grau de ndo linearidade encontrada, sendo
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verificados os mapeamentos de Poincaré em trés pontos distintos das curvas (/w11 = 1.05,

Qlw11 =1.075, Q/w11 = 1.1), como é apresentado na Figura 3.11.

Para todas as curvas notou-se uma resposta periddica com periodo unitario. Na Figura 3.11(b)

observou-se a presenca de dois atratores representados pelas curvas em preto, nas demais

curvas notou-se somente um atrator atuando em maior amplitude. Na Figura 3.11(c)

percebeu-se a presenca de dois atratores representados pelas em azul, na curva em vermelho

foi observado um atrator de maior amplitude e na curva em preto um atrator atuando em

menor amplitude. Por fim, na Figura 3.11(d) percebeu-se que a presenca de dois atratores

ocorre nas curvas em vermelho, sendo que nas demais observou-se somente um atrator

atuando em menor amplitude.

Figura 3.11 — Curvas de ressonéncia da placa relativas a variacdo do carregamento axial com os trés pontos de
frequéncia analisados e seus respectivos mapeamentos de Poincaré
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3.3 ANALISE DA PLACA DE ACO INOXIDAVEL

Neste item estudam-se as vibra¢es ndo-lineares em uma placa retangular de ago inoxidavel
com imperfeicGes geometricas iniciais, a qual foi analisada por Amabili (2018a). Para essa
placa considerou-se as seguintes caracteristicas geométricas: h =0,0005 m, a=0,25m,
b = 0,24 m e o material foi caracterizado utilizando os seguintes dados fisicos: E = 193 GPa,
p =8000 kg/m3e v=0,29.

3.3.1 INFLUENCIA DO CARREGAMENTO TRANSVERSAL

Em uma primeira analise admitiu-se a atuacdo somente de um carregamento transversal,
pontual e harménico nas seguintes coordenadas: (x1 = 0,0625 m; y1 = 0,18 m). Nesta anélise,
caracterizou-se o material da placa por meio do modelo de amortecimento ndo linear, o qual
foi comparado com o modelo de amortecimento viscoso. Estudaram-se as vibragfes néo
lineares da placa considerando quatro valores incrementais para a amplitude da carga
dindmica, sendo que para cada amplitude considerou-se um fator de amortecimento viscoso
(¢) diferente, como pode ser visto na Tabela 3.5.

Tabela 3.5 — Valores utilizados para o fator de amortecimento viscoso em relacdo da amplitude do carregamento
transversal para analise da placa de ago

Amplitude da carga Fator de amortecimento
harménica (f) viscoso (&)
0,30 N 0,0080
0,50 N 0,0097
0,70 N 0,0121
0,90 N 0,0140

Através da analise experimental, considerando-se um regime linear de vibracdo e utilizando-
se 0,01 N para a amplitude da carga transversal harmonica, Amabili (2018a) obteve 0,0023
para o coeficiente de amortecimento viscoso da placa em questdo. Assumindo-se esse valor
para o fator de amortecimento viscoelastico linear (), esse autor calibrou um valor para o
fator de amortecimento ndo linear cubico (), de modo a se obter coeréncia entre as curvas de

ressonancia obtidas via analise experimental e via analise numéricas.

Desse modo, utilizam-se valores fixos para os coeficientes « e £, de modo a representar o

amortecimento do material para todos os niveis de ndo linearidade estudados, isto €, com estes
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dois fatores de amortecimento consegue-se representar as vibragdes ndo lineares da placa para
todas as amplitudes da carga pontual apresentadas na Tabela 3.5. De posse disso, admitiram-
se neste trabalho os mesmos valores utilizados por Amabili (2018a), quais sejam: « = 0,0023

e f=0,044.

A imperfei¢cdo geométrica da placa foi caracterizada considerando somente o primeiro modo
da expansdo apresentada em (2.72), ou seja, M; = Nj = 1, admitindo-se que A1 = 0,70 h e que
as condicdes de contorno nas quatro bordas da placa sdo representadas por apoios elasticos,
considerando kr =100 N/rad para caracterizar a rigidez equivalente das molas rotacionais
lineares uniformemente distribuidas. Considerou-se também que a placa possui apoios axiais
moveis (ver Figura 2.20), o que levou a utilizacdo da expansdo modal para os deslocamentos

apresentada nas relacdes de (2.70).

Para a discretizagdo da placa utilizaram-se 22 graus de liberdade, admitindo-se as
coordenadas generalizadas apresentadas na Tabela 3.6 nas analises:

Tabela 3.6 — Coordenadas generalizadas utilizadas nas expansfes dos deslocamentos para placa de aco

Deslocamento Coordenadas generalizadas
u U1, U3, U3, U33, U1s, Us1, Uss, Usg3, Uss
v V11, V1,3, V31, V33, V15, V5.1, V355, V53, V55
w Wa,1, W13, W31, W33

A partir disso obtiveram-se os valores de frequéncia de vibracdo da placa, os quais sdo
apresentados na Tabela 3.7. Esses valores sdo comparados com as frequéncias obtidas por
Amabili (2018a) para a mesma placa em questéo e ndo sdo observados desvios relativos entre

os resultados desse autor e do presente estudo.

Tabela 3.7 — Frequéncias de vibragdo da placa de aco com imperfeicdo geométrica de A1 = 0,70h

w1 (rad/s) an 3 (rad/s) ws 1 (rad/s) wz 3 (rad/s)
4416 1475,59 1567,47 2493,37

E importante ressaltar que foram utilizados os valores de frequéncia respectivos a cada modo
de vibracéo nas relagOes de (2.87) e de (2.89), de maneira que o fator de amortecimento passe

a ser uma funcdo do modo de vibracédo da placa.

A partir disso, obtiveram-se as curvas de ressonancia da placa quando submetida a carga

transversal com amplitudes 0,3N, 0,5N, 0,7N e 0,9N, considerando-se o modelo de
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amortecimento ndo linear e um modelo de amortecimento viscoso equivalente. Essas curvas
também foram obtidas utilizando o algoritmo da Forca Bruta e da Continuacéo (Del Prado,
2001), sendo relacionada a frequéncia adimensional de vibracdo da placa com seu

deslocamento transversal, o qual foi analisado no centro da placa (x = 0,125; y =0,12) m.

Os trechos tracejados nas curvas representam os pontos de equilibrio instavel e os trechos
continuos representam os pontos de equilibrio estavel. As curvas considerando os dois

modelos de amortecimento foram sobrepostas para cada amplitude da carga dindmica e
podem ser observadas na Figura 3.12.

Figura 3.12 — Curvas de ressonancia da placa de a¢o obtidas com o modelo de amortecimento viscoso (linha
preta) e com o amortecimento néo linear (linha azul)
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A partir das curvas de ressonancia apresentadas na Figura 3.12 percebeu-se que a placa de ago
possui, como esperado, um comportamento de endurecimento. Observou-se também que, para

altas amplitudes da carga dinamica, a placa possui dois atratores nos trechos préximos ao
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ponto de ressonancia (/w11 =1,0), um atuando em maior amplitude e outro atuando em

menor amplitude de vibragéo.

Comparando os dois modelos de amortecimento em questdo, observou-se que o modelo de
amortecimento ndo linear forneceu valores de deslocamentos inferiores aos valores
encontrados com o modelo de amortecimento viscoso nos pontos proximos a zona de
ressonancia (Q/wi,1 =1,0), porém, no geral, mostrou-se eficiente para caracterizar o

comportamento mecanico da placa.

Posteriormente, verificou-se a influéncia do aumento da amplitude da imperfeicdo geométrica
nas curvas de ressonancia da placa, admitindo-se M; = Nj = 1 na relagéo (2.72). Estudaram-se
quatro variacBes para a amplitude da imperfeicdo, quais sejam: A1 =0,8h, A11=0,9h,
A11=10h e A;1=1,1h. Todas as caracteristicas fisicas e geométricas da placa foram
preservadas neste estudo. Na Tabela 3.8 apresentam-se 0s novos valores para a frequéncia de

vibracdo da placa para cada nivel de imperfeicéo estudado.

Tabela 3.8 — Frequéncias de vibragdo da placa de aco para diferentes niveis da imperfeicdo geométrica

Aix an 1 (rad/s) an 3 (rad/s) wa 1 (rad/s) ws 3 (rad/s)
0,8h 455,79 1489,85 1582,32 2503,56
09h 471,32 1505,85 1598,98 2515,07
1,0h 488,05 1523,52 1617,40 2527,90
1,1h 505,85 1542,80 1637,50 2542,01

Com a Tabela 3.8 percebeu-se que, para aumentos da imperfeicdo geométrica, a frequéncia de
vibracdo da placa também aumenta. Isso ocorre devido a presenca de termos quadraticos
dentro da matriz de rigidez da placa oriundos da formulacdo considerando a imperfeicao
geométrica. Essa variacdo pode ser observada na Figura 3.13, onde a frequéncia de vibracéo

do modo fundamental da placa (w1,1) é relacionada com a amplitude da imperfeigao.
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Figura 3.13 — Variacéo da frequéncia natural da placa em relacdo da amplitude da imperfeicdo geométrica inicial
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As variagdes da imperfeicdo foram aplicadas na curva de ressonancia com maior ndo
linearidade, a qual se refere a curva de f = 0,9 N (Figura 3.12(d)). As analises foram realizadas
considerando os dois modelos de amortecimento, para 0s quais mantiveram-se 0 mesmo valor

do coeficiente de amortecimento viscoso (¢=0,0140) e para os coeficientes de

amortecimento n&o linear (« = 0,0023 e = 0,044).

As curvas de ressonancia da placa considerando os niveis de imperfeicdo geométrica em
questdo para os dois modelos de amortecimento sdo apresentadas na Figura 3.14. As curvas
em preto representam o modelo de amortecimento viscoso e as curvas em azul o modelo de

amortecimento ndo linear.

Através da Figura 3.14 observou-se que na medida em que a amplitude da imperfeicdo
geométrica aumenta, a resposta ndo linear da placa tende a ficar amolecida, de maneira que,
para a amplitude mais alta da imperfeicdo, a resposta é inicialmente amolecida e se torna
endurecida para maiores deslocamentos. Este comportamento foi observado para os dois
modelos de amortecimento estudados, no entanto, nas curvas obtidas com o modelo de
amortecimento néo linear, observaram-se novamente deslocamentos menores em relacdo aos
deslocamentos fornecidos pelo modelo de amortecimento viscoso equivalente nos pontos

proximos a zona de ressonancia (¢ = 1,0).
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Figura 3.14 — Influéncia da imperfeicdo geométrica nas curvas de ressonancia da placa de aco obtidas com o
modelo de amortecimento viscoso (linha preta) e com o amortecimento ndo linear (linha azul)
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3.3.2 INFLUENCIA DO CARREGAMENTO AXIAL

Em uma segunda andlise estudou-se a placa de aco inoxidavel submetida somente a um
carregamento axial de compresséo distribuido nas bordas x =0, a e aplicado na dire¢do x da
placa, conforme ilustrado na Figura 2.23. Inicialmente considerou-se apenas a parcela estatica
do carregamento, a fim de construir o caminho pos-critico da placa. Posteriormente, para o
estudo dos diagramas de bifurcacdo, o carregamento axial foi admitido como dindmico sem a
consideracao da parcela estatica.

As caracteristicas fisicas e geométricas da placa foram mantidas: h = 0,0005 m, a = 0,25 m,

b=0,24m, E=193 GPa, p=8000 kg/m3 e v=0,29, bem como a expansdao modal para os
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deslocamentos, as coordenadas generalizadas e o nimero de graus de liberdade (ver Tabela
3.6). No entanto, nesta analise o material da placa foi caracterizado pelo modelo de
amortecimento viscoelastico utilizando o modelo mecanico de Kelvin-Voigt com n=510Fs.
N&o foram consideradas imperfeicGes geométricas e também se admitiu molas rotacionais
lineares distribuidas em todas as bordas da placa, com k- =100 N/rad para caracterizar a

rigidez equivalente das molas.

Assim, encontrou-se o valor de w11 = 391,41 rad/s para a frequéncia natural da placa. A carga
critica de flambagem foi encontrada através de um problema de autovalor, para a qual
encontrou-se N¢r = 3297,29 N/m. A partir disso, a carga axial estatica adimensionalizada com
a carga critica (7o=Nxo/Ncr) foi relacionada com a frequéncia carregada do modo
fundamental adimensionalizada com a frequéncia natural da placa (w./@11). Essa relacdo é

apresentada na Figura 3.15.

Figura 3.15 — Variagdo da frequéncia natural da placa em relagdo ao carregamento estatico de compressdo axial
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A partir da Figura 3.15, percebeu-se que para valores do carregamento superiores a carga
critica a placa passa a possuir duas solucdes, uma delas referente a solucéo instavel (trecho
pontilhado) onde a curva tende a valores negativos de frequéncia e outra referente a solucéo

estavel na qual observa-se valores crescentes de frequéncia.

Ap0s isso, obteve-se 0 caminho pds-critico da placa no qual relacionam-se a carga estatica de
compressdo axial adimensionalizada com a amplitude de vibracdo do modo fundamental da
placa, sendo apresentado na Figura 3.16. Para a construcdo dessa relagdo, utilizou-se o

algoritmo da Forga Bruta a partir de Del Prado (2001).
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Figura 3.16 — Caminho pds-critico da placa de aco
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A partir da Figura 3.16 percebeu-se que, para valores de Nyo inferiores a carga critica de
flambagem (/o = 1), ndo séo verificados deslocamentos transversais, sendo identificado neste
trecho o caminho fundamental de equilibrio da placa. Por outro lado, para valores de Nxo
superiores a carga critica, ocorre a perda de estabilidade com ganho de rigidez e a placa passa
a responder com deslocamentos transversais, onde pode-se observar o caminho pds-critico da

placa o qual é caracterizado por uma bifurcacao simétrica estavel.

Na sequéncia estudaram-se os diagramas de bifurcagdo da placa. Para isso admitiu-se o
carregamento de compressdo axial como harmdnico sem a presenca de carregamentos
estaticos. Os diagramas foram obtidos pelo algoritmo da For¢a Bruta (DEL PRADO, 2001),
sendo a periodicidade da resposta fornecida pelos diagramas analisada pelos planos fase e
pelos mapeamentos de Poincaré, os quais foram obtidos pelo método de Runge-Kutta de
quarta ordem.

Além disso, também se estudaram os atratores destas respostas, os quais foram analisados
projetando o modo fundamental na bacia de atracdo do sistema, sendo obtida através do
algoritmo de Del Prado (2001). Os diagramas de bifurcacdo foram estudados em duas regioes
de ressonancia, a primeira junto a 1.1 e a segunda junto a 2 1. Na Figura 3.15

apresentam-se os diagramas referentes a primeira regido.
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Figura 3.17 — Diagramas de bifurcacdo para valores de frequéncia em torno de 1 wi1
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Na Figura 3.17(a), para valores pequenos da amplitude do carregamento, a placa apresenta
solucdes triviais e a medida que a carga € incrementada a placa chega a um valor critico, onde
h& um ponto de bifurcacdo supercritico passando a ter duas solucgdes periddicas de periodo 1T.
Quando o valor da carga é aumentado, as solugdes 1T aumentam de amplitude com um salto
dindmico em torno de 731 = 1,18. J& para valores proximos de /1 = 1,90, a placa apresenta uma

janela de solugdes quase periddicas.

Em 71=0,80 no diagrama da Figura 3.17(a), observou-se duas respostas peridédicas com
periodicidade 1T, como pode ser observado no plano fase sobreposto no mapeamento de
Poincaré da Figura 3.18(a). Cada oOrbita foi obtida utilizando condicdes iniciais diferentes, o

que constata a presenca de dois atratores na resposta da placa, um atuando em uma amplitude

P.V.l. DIAS Capitulo 3



85
Analise ndo linear de placas retangulares compostas de material viscoelastico.

negativa (em preto) e outro atuando em uma amplitude positiva (em vermelho) como pode ser
observado na bacia de atracdo apresentada na Figura 3.18(b).

Figura 3.18 — (a) Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré e (b) bacia de atragdo em ¢ = 0,95 com
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0.8
0.4
L 1 e
2 2
= 04 =
= =
= g =
-0.4
'08 T I T T T T T

Para 71 =1,90 no diagrama da Figura 3.17(a), verificou-se uma janela de solucGes quase

periddicas caracterizada por uma nuvem de pontos no mapeamento de Poincaré, como pode
ser visto na Figura 3.19.

Figura 3.19 — Mapeamento de Poincaré em ¢ = 0,95 com /7 =1,90
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Quando se analisou o valor /1=2,0 no diagrama da Figura 3.17(a), verificou-se uma
duplicacdo de periodo, em que cada orbita do plano fase passa se a ter dois pontos fixos na

secdo de Poincare, obtendo, portando, uma resposta de periodo quatro para a placa neste nivel
de carregamento, como pode ser visto na Figura 3.20.
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Figura 3.20 — Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré em ¢_= 0,95 com 73 = 2,00

No diagrama da Figura 3.17(b), para amplitudes pequenas da carga axial, observou-se
solucdes triviais, sendo que para maiores amplitudes da carga a placa chega a um valor critico
e encontra-se um ponto de bifurcacdo subcritico. Em 71=0,80 notou-se duas respostas
peridédicas de periodicidade 1T (ver Figura 3.21(a)) as quais foram obtidas utilizando
condicGes iniciais diferentes. Percebeu-se também que a solucdo apresenta dois atratores, um

para a amplitude negativa e outra para a amplitude positiva, como ¢ apresentado na bacia de
atracdo da Figura 3.21(b).

Figura 3.21 — (a) Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré e (b) bacia de atragdo em ¢ = 1,00 com

71=0,80
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Para /1 =1,70 no diagrama da Figura 3.17(b), observou-se que a resposta da placa passa a ter

quatro solucdes de periodicidade 1T, onde verificaram-se quatro oOrbitas no plano fase, duas
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para a amplitude negativa e duas para a amplitude positiva como pode ser visto na Figura
3.22.

Figura 3.22 — Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré em ¢ = 1,00 com 77 = 1,70
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No diagrama da Figura 3.17(c) em /1=0,80 notou-se a solugédo trivial da placa atuando
juntamente com duas solugdes de periodo 1T, onde verificou-se no plano fase duas Orbitas
fechadas com um ponto fixo na secdo de Poincaré em cada uma (ver Figura 3.23(a)).
Analisando-se a bacia de atracdo da placa neste valor de carregamento, notou-se a presenca de
trés atratores (ver Figura 3.23(b)), o primeiro referente a solucdo em amplitude negativa (em

preto), o segundo referente a solucdo em amplitude positiva (em vermelho) e o terceiro refere-
se a solucdo trivial do sistema (em azul).

Figura 3.23 — (a) Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré e (b) bacia de atragdo em ¢ = 1,05 com
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Analisando-se a resposta em /1=1,60 para o diagrama da Figura 3.17(c), notou-se uma

solucdo quase periddica para cada amplitude de vibracdo (negativa e positiva), como pode ser
visto no mapeamento de Poincaré apresentado na Figura 3.24.

Figura 3.24 — Mapeamento de Poincaré em ¢ = 1,05 com 73 = 1,60

2
1_
—
e 4 VY
= 04 ‘|
E \
3 4 .
.14
-2 T I T I T I T
-2 -1 0 1 2

Os diagramas de bifurcacdo referentes a regido de ressonancia principal, ou seja,
considerando ¢4 junto a 2 w11, S80 apresentados na Figura 3.25. Apresentam-se 0s diagramas

a esquerda (Figura 3.25(a), Figura 3.25(c) e Figura 3.25(¢e)) e a ampliacdo de seus trechos
mais interessantes a direita (Figura 3.25(b), Figura 3.25(d) e Figura 3.25(f)).

Figura 3.25 — Diagramas de bifurcacdo para valores de frequéncia junto a 2 a1
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Na Figura 3.25(a), notou-se que em 71 =0,80 a placa possui resposta periodica de periodo 2T
representada por uma Orbita fechada no plano fase (ver Figura 3.26(a)). Também se observou
duas regides na bacia de atracdo da placa as quais se referem a projecdo das secdes de

Poincaré como pode ser visto na Figura 3.26(b).
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Figura 3.26 — (a) Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré e (b) bacia de atragdo em ¢ = 1,90 com
71=0,80
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Em /1 =1,40 no diagrama da Figura 3.25(b), observou-se que a resposta da placa possui uma
janela de solugbes quase periddicas (ver Figura 3.27(a)) e em 7/1=1,53 passa a ter

periodicidade 10T, onde verificou-se uma Orbita fechada no plano fase com dez pontos no
mapeamento de Poincaré (ver Figura 3.27(b)).

Figura 3.27 — (a) Mapeamento de Poincaré com 77 = 1,40 e (b) Plano fase sobreposto no mapeamento de
Poincaré com 71 =153 em ¢ = 1,90
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Ao analisar a bacia de atracdo para /71 =1,53 no diagrama da Figura 3.25(b), verificou-se dez

regides referentes a projecdo das se¢Bes de Poincaré, como pode ser visto na Figura 3.28.
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Figura 3.28 — Bacia de atracdo em ¢ = 1,90 com 71 =1,53
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Ainda analisando o diagrama da Figura 3.25(b), observou-se que nos trechos proximos a
I1=1,60 tem-se uma zona com resposta periodica atuando juntamente com solucbes quase
periddicas, sendo que em /1 =1,64 a placa passa a ter uma resposta cadtica (ver Figura

3.29(a)). Para 71 =2,00, a solu¢do se torna periddica com periodicidade 2T, como pode ser
visto na Figura 3.27(b).

Figura 3.29 — (a) Mapeamento de Poincaré com /31 = 1,70 e (b) Plano fase sobreposto no mapeamento de
Poincaré com 77 = 2,00, em ¢ = 1,90
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Quando se analisa 71 =0,80 no diagrama da Figura 3.25(c), verificou-se que a placa possui
uma solucgdo periddica com periodicidade 2T (ver Figura 3.30(a)) e que a bacia de atracdo

para este valor de carregamento apresenta duas regifes referentes as se¢fes de Poincaré como
é mostrado na Figura 3.30(b).
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Figura 3.30 — (a) Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré e (b) bacia de atragdo em ¢ = 2,00 com

71=0,80
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Analisando-se 71 =1,39 no diagrama da Figura 3.25(d), notou-se quatro solugdes periddicas
para a placa. Nas duas primeiras verificou-se duas solugdes periodicas de periodicidade 1T as
quais sdo apresentadas na Figura 3.31(a). Para as outras duas verificou-se seis pontos fixos na
secdo de Poincaré com uma Orbita fechada para cada solucdo, conforme apresentado na

Figuras3.31(b) e na Figura 3.31(c). Ainda é vélido ressaltar que cada solucéo foi encontrada
utilizando condicdes iniciais diferentes.

Figura 3.31 — Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré em ¢ = 2,00 com /7 = 1,39
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Quando se analisou a resposta da placa para 71=1,65, foram observadas duas solucdes
periddicas com periodicidade 4T, como pode ser visto na Figura 3.32(a). Também se analisou
a bacia de atracdo da placa para esse valor de carregamento, onde verificou-se uma bacia com

oito regides as quais referenciam as se¢des de Poincaré, como mostrado na Figura 3.32(b).

Figura 3.32 — Bacia de atracdo em ¢ = 2,00 com 77 = 1,65
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Para 71=1,83 no diagrama da Figura 3.25(d), observou-se que solugédo da placa passa a ser

quase periodica e se torna caética em /1=1,95 como é descrito respectivamente na
Figura 3.33(a) e na Figura 3.33(b).
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Figura 3.33 — Mapeamento de Poincaré em ¢ = 2,00
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Ao analisar o diagrama de bifurcacdo da Figura 3.25(e), observou-se que em /1 =0,80 placa
possui uma solucgdo periodica de periodicidade 2T, conforme ilustrado na Figura 3.34(a). Na

bacia de atracdo da placa para esta amplitude de carregamento, também se verificou duas
regibes referentes as se¢des de Poincaré (ver Figura 3.34(b)).

Figura 3.34 — (a) Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré e (b) bacia de atragdo em ¢ = 2,05 com

171=0,80
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Analisando-se 71 =1,50 no diagrama da Figura 3.25(f), observou-se que a resposta da placa
passar a ser caracterizada por janela de solucGes quase periddicas, representada por uma

nuvem de pontos no mapeamento de Poincaré o qual € apresentado na Figura 3.35.
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Figura 3.35 — Mapeamento de Poincaré em ¢ = 2,05 com /3 = 1,50
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Em 71=1,60 no diagrama da Figura 3.25(f), verificou-se que a placa possui trés solugdes
periddicas de periodicidade 2T, sendo verificada uma érbita fechada com dois pontos fixos na
secdo de Poincaré para cada solucdo (ver Figura 3.36(a)). Em /1 =1,68, também se observou
trés solucdes periodicas para a resposta dinamica da placa (ver Figura 3.36(b)), no entanto,
duas delas passam a possuir periodicidade 4T e uma se mantém com periodicidade 2T, isto €,
acontece uma duplicacdo de periodo somente para as duas solugdes de baixa amplitude (em

vermelho e em azul) em relacéo a resposta obtida com 771 = 1,60.

Figura 3.36 — Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré em ¢ = 2,05

3 3
1.54 1.5
= . e .
2 3
= 04 = 04
2 <
=) - o ]
-1.54 -1.5
-3 — T T T T T -3 — T T T "
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
W, Wia
(a) 73 = 1,60 (b) 71= 1,65

Ainda analisando-se o diagrama de bifurcacdo da Figura 3.25(f), percebeu-se que em

I1=1,68 a placa responde com uma solucéo periodica de periodo 2T (ver Figura 3.37(a)).

P.V.l. DIAS Capitulo 3



96
Analise ndo linear de placas retangulares compostas de material viscoelastico.

Considerando-se 71 =2,00, notou-se que a solucdo da placa passa a ser quase periddica,
conforme ilustrado na Figura 3.37(b).

Figura 3.37 — (a) Plano fase sobreposto no mapeamento de Poincaré com 73 = 1,80 e (b) Mapeamento de
Poincaré com 71 =2,00 em ¢_= 2,05
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CAPITULO 4
CONCLUSOES

Com o objetivo de melhor compreender o efeito do amortecimento viscoelastico nas
vibragbes ndo lineares de sistemas estruturais, neste trabalho realizou-se uma anélise da
instabilidade de placas viscoelasticas, finas, retangulares e isotrépicas, submetidas a
carregamentos harmonicos transversais e axiais ndo simultaneos. Para descrever as relacdes
de deformacéo das placas, foram utilizadas as relagcdes nédo lineares de Von-Karman. Por meio
do principio de Hamilton, e da aplicacdo do método de Rayleigh-Ritz, obteve-se o sistema de
equac0es diferenciais ndo lineares de equilibrio dindmico da placa o qual foi resolvido através

do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Inicialmente estudou-se uma placa de silicone analisada anteriormente por Balasubramanian
et al. (2017). Considerou-se nessa placa molas rotacionais lineares uniformemente
distribuidas ao longo de todas as bordas para representar engastamento. Admitiu-se também
um pré-tracionamento no plano, através de cargas axiais estaticas de tracdo. A caracterizacao
do amortecimento dessa placa foi realizada pelo modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt, sendo
escolhido pela sua maior facilidade de implementagdo computacional em relacdo aos outros

modelos encontrados na bibliografia.

Primeiramente investigou-se a influéncia do coeficiente de viscoelasticidade (7) na sua
resposta dinamica ndo linear da placa quando submetida a um carregamento pontual,
transversal e harmonico. Para isso, foram obtidas as relacdes frequéncia-amplitude e as curvas
de ressonancia da placa viscoelastica. As relacdes frequéncia-amplitude mostraram em todos
0s casos estudados que a placa possui um comportamento com ganho de rigidez e que
aumentos no parametro de viscoelasticidade ocasionam diminui¢des da amplitude média de
vibragdo. As curvas de ressonéncia, além de confirmarem o comportamento hardening
encontrado nas relagdes frequéncia-amplitude, evidenciaram também que, para maiores
amplitudes da carga dindmica, a curva apresenta uma maior ndo linearidade e maiores

amplitudes de vibragao.
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Através de uma analise paramétrica, verificou-se também a influéncia da geometria da placa e
do pré-tracionamento axial nas curvas de ressonancia e nas relagdes frequéncia-amplitude.
Percebeu-se que, na medida em que se aumenta as dimensdes longitudinais da placa (a e b), a
frequéncia natural diminui e as amplitudes de vibracdo aumentam. Por outro lado, aumentos
do carregamento axial estatico ocasionaram aumentos da frequéncia natural e diminui¢Ges das

amplitudes de vibragéo.

Notou-se ainda em todas as variagdes paramétricas que a placa mantém o mesmo padrdo de
comportamento verificado anteriormente no qual observou-se ganho de rigidez (hardening) e
a existéncia de uma zona instavel préxima ao ponto de ressonancia (/w11 = 1). Percebeu-se
também que, quando a frequéncia da excitacdo € maior que a frequéncia natural (/w11 > 1),
nas curvas com maior ndo linearidade a placa pode possuir dois atratores, um atuando em
maior amplitude e outro em menor amplitude, o que torna o sistema sensivel as condi¢des

iniciais.

Em seguida, por meio dos planos fase e dos mapeamentos de Poincareé, verificou-se também a
periodicidade da resposta dindmica da placa nas condi¢cdes em questdo, sendo observadas

solugdes periodicas com periodicidade 1T para todos os casos estudados.

Posteriormente investigaram-se as vibragdes ndo lineares em uma placa retangular de aco
inoxidavel, estudada anteriormente no trabalho de Amabili (2018a). Nessa placa foram
consideradas molas rotacionais lineares uniformemente distribuidas ao longo de todas as
bordas e o efeito de imperfeicdes geométricas iniciais, as quais foram admitidas com a
condicgéo de tensdo inicial nula. Inicialmente admitiu-se a placa submetida a um carregamento
transversal, pontual e harménico e que o amortecimento do sistema é governado pelo modelo
de amortecimento ndo linear descrito no Capitulo 2, sendo comparado com um modelo de

amortecimento viscoso equivalente.

Foram obtidas as curvas de ressonancia da placa para valores incrementais do carregamento
transversal, as quais foram comparadas com os resultados experimentais de Amabili (2018a).
Os resultados mostraram que 0 modelo de amortecimento ndo linear consegue representar o
comportamento da placa em todas as amplitudes do carregamento analisadas. Para isso, foram
utilizados dois valores fixos para os coeficientes de amortecimento ndo linear («e f), um

representando o fator de amortecimento do regime de vibracdo linear e outro para o regime
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ndo linear cubico, sendo considerado também que os coeficientes de amortecimento séo

relacionados como uma fungdo do modo de vibragao da placa.

No entanto, ressalva-se que este modelo de amortecimento ndo linear é valido somente para
sistemas com solucdes periddicas e sem ressonancias internas ativadas. Salienta-se também
que o modelo de amortecimento n&o linear forneceu deslocamentos menores em relacdo aos
deslocamentos fornecidos pelo modelo de amortecimento viscoso equivalente nos pontos

préximos a zona de ressonancia (¢ = 1,0).

Apobs isso, verificou-se também a influéncia de imperfeicbes geométricas iniciais na resposta
dindmica nao linear da placa, também considerando o modelo de amortecimento ndo linear e
um modelo de amortecimento viscoso equivalente. Nessa analise constatou-se que aumentos
na amplitude da imperfeicdo geométrica ocasionaram aumento da frequéncia natural da placa.
Também foi observado que para maiores amplitudes de imperfeicdo a resposta da placa é
inicialmente amolecida (softening) e se torna endurecida (hardening) para maiores amplitudes

de vibraco.

Na sequéncia realizou-se uma analise da placa de aco inoxidavel considerando a atuacdo de
uma carga harmoénica de compressdo axial na direcdo paralela ao eixo x. Nessa anélise ndo
foram consideradas imperfei¢cfes geométricas iniciais e utilizou-se a formulagdo viscoelastica,
em que o amortecimento da placa foi caracterizado pelo modelo mecénico de Kelvin-Voigt.
Com isso, foi obtido o caminho pés-critico, os diagramas de bifurcacdo, os planos fase, 0s
mapeamentos de Poincaré e as bacias de atracdo da placa considerando a regido de

ressonancia junto a 1 w11 € a regido de ressonancia junto a 2 wx 1.

De uma forma geral essa analise mostrou que, para baixas amplitudes do carregamento axial,
como por exemplo 71 = 0,8, a resposta da placa é caracterizada por duas solucbes periddicas
de periodo 1T na regido de ressonéncia junto a 1 @11. J& na regido de ressonéncia junto a
2 w11, a resposta da placa é caracterizada por uma solugdo periodica com periodicidade 2T
em todos os casos estudados para 0 mesmo nivel de carregamento. Para maiores niveis da
carga axial se verificou que a resposta dinamica ndo linear da placa se torna mais complexa,

onde encontrou-se também solugdes de alta ordem, quase periddicas e cadticas.

Por fim, espera-se contribuir para a continuacdo do estudo do amortecimento viscoelastico nas
vibrac6es ndo lineares em placas retangulares, propondo as seguintes sugestdes para trabalhos

futuros:
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Estudo da influéncia do coeficiente de viscoelasticidade (7) nas curvas de instabilidade
paramétrica, nas bacias de atracdo e nos diagramas de bifurcacdo da placa, bem como a

influéncia de imperfei¢cGes geométricas iniciais.

Andlise de placas compostas por camadas de materiais diferentes e a influéncia da espessura
de cada camada nas vibracfes ndo lineares, para isso, deve-se admitir uma teoria ndo linear
que considere o efeito do cisalhamento na rotacdo da secdo transversal, como por exemplo a

teoria de Mindlin-Reissner.

Calibrar um modelo numérico, via elementos finitos por exemplo, para caracterizar o modelo
viscoelastico e reproduzir os resultados apresentados neste trabalho, para tal, é interessante
analisar as formulac6es do integral hereditario e a formulacdo fornecida pelas séries de Prony

para a caracterizacdo do amortecimento viscoelastico.

Aplicar o modelo de amortecimento ndo linear para outros materiais em diferentes niveis de
ndo linearidade, confirmando os resultados com andlise experimental. Além disso, €
interessante estudar diferentes modelos de amortecimento ndo linear, como pode ser
encontrado em Amabili (2018b) e Amabili (2019), e compara-los com os modelos de

amortecimentos apresentados nesta dissertagéo.
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