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Resumo

Neste trabalho aplicamos o método de Monte Carlo Quantico a temperatura
finita conhecido como Path Integral Monte Carlo (PIMC) a fim de estudar o comportamento
quantico-classico do Neonio. Calculamos a matriz densidade de um corpo, bem como a dis-
tribuigao de momento atomica que mostrou ser significativamente diferente da distribuicao
classica de Maxwell-Boltzmann nos intervalos de densidade e temperatura estudados. Os
desvios de uma gaussiana classica sao substanciais porém esses desvios diminuem para tem-
peraturas acima de T = 35 K ou densidades abaixo de p = 20 nm~3. Além disso, para baixas
temperaturas os resultados mostram que ha mais atomos com momentos menores do que na

distribuicao cléssica gaussiana.
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Abstract

In this work we have applied Quantum Monte Carlo method at finite tempera-
ture known as Path Integral Monte Carlo (PIMC) to study the quantum-classical behavior
of the Neon. We have calculated the one body density matrix as well as the atomic momen-
tum distribution which have shown to be significantly different from the classical Maxwell-
Boltzmman distribution in the range of densities and temperatures studied. The deviations
from a classical gaussian are substantial but it decreases as one goes to temperatures above
T = 35 K or densities below p = 20 nm~3. Furthermore, at low temperature the results

show that there are more low momentum atoms than in a classical gaussian distribution.
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Capitulo 1

Introducao

Por volta de 1920, Schroedinger e Heisenberg desenvolveram as formulagoes padroes
para a mecanica quantica. Em 1945, Dirac publicou um artigo, no qual sugeria o uso do
formalismo lagrangeano aplicado & mecéanica quantica [1]. Feynman, partindo dessa idéia,
publicou em 1948 um artigo que continha o terceiro formalismo da mecéanica quantica [2],
conhecido como integral de trajetoria. Mais tarde, Feynman usando os mesmos principios
que o levaram a deducao desse novo formalismo, desenvolveu uma nova formulagao para a
eletrodinamica quantica [3] e a técnica dos diagramas para a teoria de perturbagao [4-6].

Com o avanco dos computadores, as idéias de Feynman comecam a ser aplicadas
de maneira mais eficiente. Além de fornecer uma descri¢ao precisa de um sistema quantico, o
formalismo da integral de trajetéria pode ser implementado em uma técnica computacional
calculando propriedades microscopicas de um sistema quantico. Chega-se entao a um ponto
em que é necessario o surgimento de um método computacional ao qual se pode aplicar as
idéias do formalismo da integral de trajetéria; tal método é conhecido como Path integral
Monte Carlo (PIMC) [7]. O método PIMC tem uma grande vantagem sobre os outros
métodos de Monte Carlo quéantico porque pode ser usado em simulacoes para sistemas a
temperaturas finitas [8,9].

A idéia central do método PIMC ¢ a utilizacao de uma propriedade fundamental
da matriz densidade de um sistema em equilibrio termodinamico. Tal propriedade diz que
a convolucao de duas matrizes densidade, a temperatura 7', tem como resultado uma nova
matriz densidade a temperatura % Assim é possivel estudar sistemas a baixas temperaturas
através da matriz densidade de sistemas com temperaturas mais altas. A forma da matriz

densidade a baixa temperatura em termos do produto de matrizes densidades a altas



temperaturas é formalmente o mesmo do formalismo da integral de trajetéria. A tnica
diferenca é que a integral de trajetéria nao possui temperatura [10], ao invés disso, ha um
fator temporal imaginario.

A mecanica quantica de sistemas de muitos corpos [11] é atualmente apresentada
como um problema complicado e varios fenomenos, tais como a condensagao de Bose, sao
geralmente de dificil entendimento. Um estudo bem sucedido de Feynman foi o mapea-
mento com integrais de trajetéria de um sistema quantico através de um modelo classico
de polimeros interagentes. O polimero [12], pode ser visto como um anel composto de
varias particulas nao fisicas interagindo no tempo imaginario. Isso nos da uma simples
reprensentacao cldssica, de um sistema quantico complexo, como por exemplo um superfliido
[13]. Nao é apenas simples, mas é exato para todas as propriedades termodinamicas.

Neste trabalho fizemos a implementacao de um cédigo PIMC visando aplicé-
lo a sistemas de sélidos [14-16] e liquidos quanticos [17, 18], mais especificamente para o
Neonio (Ne). Nos dltimos anos as propriedades do Ne tem sido intensivamente estudadas
por fisicos experimentais, pois através de técnicas de espalhamento de néutrons [19-21] pode-
se retirar propriedades estruturais e termodinamicas, tais como a energia cinética. O Ne,
além de ser um 6timo modelo para teste de cddigos computacionais [22], tem aplicagdes
comerciais bem tteis. F usado em letreiros luminosos, além de ser um liquido criogénico
economico e que resfria quarenta vezes mais que o hélio. Mas o fato principal de escolhermos
o nebnio como objeto de estudo é devido as suas caracteristicas quanticas intermediarias.
Desejamos investigar o carater classico-quantico do Ne através da matriz densidade de uma
Unica particula e de sua transformada de Fourier, que representa a distribuicao de momento
[23,24].

A partir desse momento, faremos um breve resumo sobre a estrutura do nosso
trabalho. Inicialmente, apresentamos o formalismo da integral de trajetoria, chamando a
atencao para seus principais aspectos e fazendo a conexao entre o isomorfismo e a matriz den-
sidade. Feito isso, apresentamos a metodologia, esclarecendo como extraimos as propriedes
termodinamicas do sistema. Apresentamos, em seguida, como as idéias do formalismo de
Feynman podem ser utilizadas computacionalmente, fazendo a fusao entre o formalismo

da integral de trajetoria e do algoritmo de Metropolis e dando origem ao entao conhecido



método PIMC. Dedicamos um capitulo a caracterizacao do nosso sistema, mostrando que
modelo serd utilizado para a obtencao dos resultados. No capitulo posterior, expomos e
discutimos os resultados obtidos com bastante detalhe, e enfim apresentamos as conclusoes

gerais e as perspectivas que motivam a continuacao do trabalho.



Capitulo 2

Fundamentos do formalismo da
integral de trajetoria

Vamos apresentar neste capitulo as idéias fundamentais sobre o conceito de am-
plitude de probabilidade, que estao associadas diretamente com as equacoes de movimento
em funcao do tempo. A analise consiste em estudar as mudancas, do ponto de vista fisico,

causadas pela transicao da mecanica classica para a mecanica quantica.

2.1 Acao classica: O principio de Hamilton

Em dois trabalhos publicados no século XIX, Hamilton [25,26] enunciou o principio
dinamico no qual é possivel basear toda a mecanica, e também boa parte da fisica cléssica.
Podemos enunciar o principio de Hamilton como:

De todas as trajetorias possiveis que um corpo tem para tracar no espaco das
configuracoes, ele ird percorrer somente o caminho que minimiza a a¢ao.

O principio de Hamilton descreve o movimento de sistemas mecanicos, cujas
forgcas podem ser obtidas de um potencial escalar, sendo que este deve ser uma fungao das
coordenadas, das velocidades e do tempo. Para sistemas desse tipo o principio de Hamilton
pode ser enunciado da seguinte maneira:

O movimento de um sistema entre os tempos ti e ty € tal que a integral

to
5:/ dtL(z, i 1), 2.1)
t

1



2.2 A integral de trajetéria 5

com L(z,x;t) sendo a lagrangeana do sistema, deve ter um wvalor estaciondrio para a tra-
jetoria real do sistema em questdo. S € conhecida como acgdo cldssica.

Temos entao que entre todas as trajetérias que uma particula poderia descrever,
ela ralizard aquela cujo valor da integral na eq. (2.1) seja estaciondrio. Isso significa que essa
integral tera o mesmo valor dentro dos infinitésimos de primeira ordem, ou seja, a nogao de
um valor estaciondrio para uma integral de linha corresponde a uma derivada primeira nula.

Podemos resumir essas idéias, afirmando que o movimento é tal que a variagao
da integral de linha S entre dois instantes t; e to, é nula

to
08 = 5/ dtL(q,q;t) = 0. (2.2)
t1

O principio de Hamilton é uma condicao suficiente para deduzirmos as equacoes
de movimento, possuindo ainda vantagens como a invariancia em relagao aos sistemas de
coordenadas generalizadas usadas para expressar a lagrangeana, e também por constituir
uma formulacao que é base fundamental para outras areas da fisica, como por exemplo a

teoria de campos.

2.2 A integral de trajetoéria

2.2.1 Amplitudes de probabilidade

Seja um experimento em que deseja-se medir de forma consecutiva trés quanti-
dades, A, B e C'. Suponhamos que as trés quantidades A,B e C' tenham autovalores a,b
e ¢ respectivamente, sendo que tais autovalores nao sao degenerados. Podemos definir P,
como sendo a probabilidade classica de medirmos A e obtermos o autovalor a, e em seguida,
medirmos B e encontrarmos b. Procedendo da mesma forma podemos definir a probabilidade

P.. Caso os eventos entre a e b sejam independentes daqueles entre b e ¢, entao temos que
Pzzbc = Pabec (23)

Isso esta de acordo com a mecanica quantica quando declara-se que B = b se trata de uma



2.2.1 Amplitudes de probabilidade 6

especificacao completa do estado. Para qualquer outro evento, temos

Poe =Y Pu. (2.4)
b

A diferenga essencial entre a mecanica cldssica e a mecanica quantica estd na eq. (2.4); na
mecanica classica ela é sempre verdadeira, mas na mecanica quantica ela é frequentemente
falsa. A eq. (2.4) é substituida pela seguinte lei na mecéanica quantica: existem nimeros

complexos ©up, Poe € Pae, tais que

Pab = |90ab’2; Pbc - |<10bc|2; Pac = |90ac|2- (25)

A lei classica obtida combinando-se a egs. (2.3) e (2.4), é

Pac = Z Pabpbc (26)
b

que de forma mais adequada para a mecanica quantica é dada por

Pac = Z PabPbe- (27)
b

Podemos dizer que se a eq. (2.7) é verdadeira logo a eq. (2.6) é falsa. O erro
cometido ao deduzir a eq. (2.6) estd em assumir que para ir de a para ¢ o sistema deve
ir através de uma condi¢ao em que o operador B tenha um valor definido b. Caso B seja
medido entre os experimentos A e C, entao a eq. (2.6) esta correta. Isso quer dizer que se
o aparato experimental preparado para medir B seja de fato usado, nao significa que seja
necessario consultar tal resultado de B, logo podemos afirmar sob tais condi¢oes que a eq.
(2.6) é valida. Podemos fazer tal afirmacgao porque o aparato que mediu B ja realizou seu
papel; se for necessario ou desejado, consultar o resultado da medida, podemos fazé-lo sem
perturbar o equilibrio de qualquer sistema.

A eq. (2.7) é a representagao tipica da natureza ondulatéria da matéria. Vemos
que a probabilidade de encontrar uma particula indo de a para ¢, pelas diferentes trajetorias
possiveis, sendo tais trajetorias os valores de b, e se nao é realizada uma medida para determi-

nar essas trajetérias, podemos representar entao essa probabilidade como sendo o quadrado
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da soma de varias quantidades complexas, sendo cada uma dessas quantidades referentes a
uma trajetoria.
A generalizagdo das egs. (2.6) e (2.7) para um grande numero de medidas

A,B,C,D...L, com autovalores a, b, c,d...l, é

Poved..1 = |Paved..i|*- (2.8)

Classicamente podemos escrever a probabilidade de resultar a,c,l, caso b,d resultem da

medida de B e D, como

Pacl = Z Z ---Pabcd...l- (29)
b d

J& na mecanica quantica, caso nao hajam medidas entre A e C, ou entre C' e L, isto é,

Pacl = | Z Z ---Spabcd...lPa (21())
b d

sendo que a quantidade @gpq.; pode ser chamada de amplitude de probabilidade, para a

condicao A=a,B=b,C=c¢,D=d,---L=1.
2.2.2 Amplitude de probabilidade para trajetérias e os postulados de Feynman

Imaginemos que uma particula tem seu movimento limitado a uma dimensao
e pode assumir varios valores da coordenada x. Suponhamos que seja possivel realizar um
grande numero de medidas e que todas elas estejam separadas por um tempo 7. Assim temos
que a sequéncia dessas medidas, tais quais A, B, C..., é realizada nos tempos t;,1 = t; + 7,
com ¢ = 0,1, 2..., correspondendo aos tempos tq, ts, t3... € assim por diante.

Vamos assumir que o valor da medida realizada no tempo t; seja dado por x;. As-
sim, de um ponto de vista cldssico, os sucessivos valores da coordenada x definem a trajetoria
x(t), sendo que a probabilidade é uma funcao dos valores de = dada por P(xq, ..., Z;, Tit1...).
A probabilidade de que a trajetoria esteja numa determinada regiao R do espaco é obtida
integrando essa probabilidade sobre toda regiao em questao.

Seja entao que a probabilidade de que z; esteja entre a; e b;, e que, ;1 esteja
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entre a;,1 e b;y1, e assim por diante é dada por

bi  pbit1
/ / d$1...d$idl'i+1...P(ZE1,...,,Ii,l'i_,_l...)
ai Jai41

:/dxl...d.'L'idlL‘i+1...P(ZE1,...,Ii,l’i_;,_l...), (211)
R

que é a eq. (2.9) com a, b... substituidos por 1, xs..., e a soma sendo trocada pela integral.
A integral | r € calculada sobre toda regiao R do espago.

Suponha a realizacao de uma medida que consiga no maximo determinar que a
trajetéria esteja localizada em algum lugar de R do espago, e que nao ¢é possivel determinar
uma trajetoria precisamente. A medida a ser feita serd denominada como medida ideal,
cujo resultado deve ser igual a |¢(R)|?, em que ¢(R) é a amplitude de probabilidade para a
regido R, dada pela eq. (2.10). Se substituirmos a, b... por 1, xs..., € trocarmos a soma pela

integral, a amplitude de probabilidade da eq. (2.10), passa a ser dada pela expressao

@(R) = lim d$1...d$idxi+1...(p(x1, vy Ly xi-i—l"')a (212)

7—0 R

na qual o nimero ®(zy, ..., ;, £;11...) ¢ uma funcdo das variaveis da coordenadas x;, que tem
o papel de definir a trajetéria. Notemos que, caso 7 — 0, a trajetoria torna-se continua, isto
é, ® passa a depender nao das parcelas (z;,t;)...(Ti41, tit1)..., mas de z(t), que corresponde
a trajetoria inteira.

Podemos agora resumir as idéias apresentadas até o presente momento através
do primeiro postulado de Feynman para o formalismo da integral de trajetoria:

Se uma medida ideal é realizada para determinar se uma particula tem uma

trajetoria em alguma regiao do espacgo, entao a probabilidade de que isso seja verdade, é
tgual ao quadrado do modulo da soma de todas contribuicoes complexas, sendo que cada
contribuicao corresponde a uma trajetoria na regidao.

E possivel ainda acrescentar a esse postulado a idéia de que uma trajetéria é
definida somente pelas posicoes x; através das quais ela é igualmente espacada no tempo,

segundo a relagao t;4 1 =1, + 7.
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A importancia do primeiro postulado esta no fato de que ele introduz o tipo de
ferramenta a ser usado para o cédlculo das probabilidades. Veremos agora que o segundo
postulado tem como objetivo a descri¢ao do cdlculo da fungao ®(z1, ..., ;, x;11...) para todas
as trajetérias. Apresentamos entao o segundo postulado de Feynman para o formalismo da
integral de trajetoria:

Todas as trajetorias contribuem igualmente em magnitude, sendo que a fase de
cada uma € dada pela agao cldssica.

Esse postulado diz que a contribuicao ®(zy,...,2;, r;11...) para uma dada tra-
jetoria é proporcional a

() o exp (%S(:z:(t))) | (2.13)
em que S é a agao classica, dada pela eq. (2.1).

Para interpretar o primeiro postulado foi necessario definir uma trajetoria dada
somente pela sucessao dos pontos x; através dos quais se forma a trajetéria em sucessivos
tempos t;. Para calcular a acao classica, devemos conhecer todos os pontos da trajetoria,
e nao apenas ;. Suponhamos que a fungao z(t) represente a trajetéria seguida por uma
particula cldssica, com a lagrangeana L. Vamos assumir também, que z(t) esteja entre o
intervalos de tempo t; e t;11 e que a particula parte de (z;,t;) e chega em (x;41,%;41). Tal
situacao ¢ ilustrada pela Figura (2.1). Seja a trajetoria classica aquela que minimiza a acao,
logo podemos escrever

S=> S(wi,x:), (2.14)

em que

S(ai1, ) = Min /t L), 2(0)). (2.15)

i

A acao escrita nessa forma sé nos fornece informagoes classicas, tais como a lagrangeana.
Vamos chamar a atencao para um fato importante na eq. (2.14): mesmo que o tempo 7 seja
finito, a soma ainda ¢ infinita, logo nao tem significado; deve-se entao considerar um tempo

arbitrariamente longo, porém finito.
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Figura 2.1: Possiveis trajetérias e a regiao de interesse para o cdlculo da agao.

Para termos idéia quantitativa em relacao a eq. (2.13), devemos nos lembrar que
para dimensoes macroscopicas o valor da acao classica S é grande se comparado com valor
de h; se uma particula livre com uma massa de 1 Kg percorre a distancia de 1 m em um

3

intervalo de tempo de 1 s, temos que o valor da acao cléssica é dado por

1 m?
S lass = §Kg§3 =0,5 J.s. (2.16)
Sabendo que i = 1.054 x 1073 J.s, temos entdo a razdo 2 = 4,74 x 10*, um ndmero

absurdamente grande. Consequentemente haverao efeitos de interferéncia destrutiva entre
as trajetorias que contribuem para a probabilidade, isto é, o carater ondulatério da matéria
nao se manifesta. J& para o caso microscopico, a acao se torna muito pequena, o que provoca
uma menor variagao da exponencial, provocando uma diminuicao na interferéncia destrutiva
e consequentemente provocando uma incerteza na trajetéria da particula.

Substituindo as egs. (2.13), (2.14) e (2.15) na eq. (2.12), e usando os postulados

de Feynman, obtemos a amplitude de probabilidade na seguinte forma

dvy, doideg,
p(R) = lim | ot T ek S S, (2.17)
T R

em que % é o fator de normalizacao para cada instante.
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Figura 2.2: A figura mostra a regiao R dividida em duas regides R’ no tempo t' e R” no tempo t”,
anteriormente e posteriormente ao tempo ¢, respectivamente.

2.2.3 Definindo a funcao de onda

Seja uma determinada regiao R, num instante ¢ qualquer. Vamos dividir essa
regiao R em duas partes, de forma que uma regiao R’ esteja num tempo t' e que a regiao R
esteja no tempo t”, correspondendo as regioes e tempos anteriores e posteriores ao tempo t,
respectivamente. O esquema é mostrado na Figura (2.2). Entao, a probabilidade de que a
trajetéria que estava em R’ no tempo t', v4 para R” no tempo t” é dada por |p(R', R")|?.
Vamos supor que o tempo ¢ corresponde a um ponto particular k£ da subdivisao temporal,
em intervalos iguais a 7, isto é, vamos assumir ¢t = t;, onde o indice k, depende da subdivisao

T, é claro. Logo, a exponencial da eq. (2.17), pode ser separada em um produto de dois

fatores:
i k—1 i 00
exp ﬁizzoos(ﬂﬂiﬂ,xi) X €xp ﬁ;S(l’iH,xi) ] (2.18)

em que o primeiro termo possui somente coordenadas com indices menores que k, e conse-
quentemente o segundo termo possui coordenadas com indices maiores ou iguais a k.
Devemos entao realizar a integracao sobre todas as variaveis; x; para i < k
realizada sobre o primeiro termo na eq. (2.18) e depois x; para i > k para o segundo termo.
Consequentemente |@(R', R")|? pode ser escrita como produto dos dois fatores supracitados,

e estes s@o integrados sobre x;. Entao, sejam estes dois fatores denotados por x*(xg,t) e
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Y(z, t), temos

o(R.R') = / drx* (2, (. ), (2.19)
com
. 1 ol d{L‘k_l d(Ek_Q
(g, t) = 111)1(1) oxp | Z:Z_;o S(xig1,x;) c (2.20)
e
*(zg, t) = lim ex iiS(m x;) dTu1 Whia (2.21)
X ks - 70 J p 3 o i+1y L4 C C y .

em que o asterisco em x* denota o complexo conjugado.

A quantidade 1) depende somente da regiao R’, anterior ao tempo ¢, e é comple-
tamente definida se esta regiao for conhecida, nao dependendo de maneira alguma do que
acontece num dado tempo posterior a t, pois as informagoes ¢ futuras” estao contidas so-
mente apos o instante ¢, dadas pela quantidade xy. Uma particula que antes estava na regiao
R', no tempo t', pode ter seu estado descrito por uma quantidade ¥ (x,t), definida como

funcao de onda. Enfim podemos resumir as idéias apresentadas até agora, pela equagao

‘/dmx*(x,t)w(aa,t) 2 (2.22)

que representa a probabilidade de um sistema que se encontra no estado 1 ser encontrado
por uma medida do aparato experimental cujas caracteristicas sao dadas por .
2.2.4 Equivaléncia entre os formalismos de Schroedinger e de Feyn-
man

Como préximo passo do desenvolvimento da teoria, é relevante mostrarmos que
apesar do formalismo da integral de trajetéria apresentar uma ferramenta muito 1util e rev-
olucionaria para alguns campos da fisica, em especial para a eletrodinamica quantica, nao
representa uma nova teoria fisica. Logo, devemos ser capazes de obter a equacao de onda de

Schroedinger partindo das idéias de Feynman, mostrando assim, a equivaléncia entre ambos

os formalismos.
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Podemos resumir todas as idéias sobre o formalismo da integral de trajetoria a
partir da seguinte afirmacao: a probabilidade de uma particula partir do ponto x; no tempo
t; e chegar ao ponto x5 no tempo t, é P(2,1) = |K(2,1)]?, em que a amplitude ¢ dada pelo
propagador (apéndice A)

K(2,1)] =) ®(z(t)), (2.23)

TP
em funcao da contribuigao de todas trajetérias possiveis (T'T'P) de ®(z(t)), que pode ser

escrita similarmente a eq. (2.13). Entao temos
O(z(t)) = CerSE®) (2.24)

em que C é uma constante de normalizacao e S ¢é a agao classica da trajetoria em questao.
Considerando o fato de que a eq. (2.23) é o andlogo discreto a uma integral de Riemann
no caso continuo, podemos fatiar ®(x(¢)) em muitos intervalos, cada fatia possuindo largura
7, de modo que quanto mais fatias fizermos, mais perto estaremos do valor da integral.

Tomando o limite de 7 — 0, podemos reeescrever a eq. (2.23) como

) [ 1
K(2,1) = lli% / . /exp <ﬁ5(2’ 1)) dxy - -de_lm, (2.25)

A eq. (2.25), é a equagao central do formalismo da integral de trajetéria.
Uma vez que conhecemos a equagao que descreve o formalismo de Feynman para
a mecanica quantica, podemos entao, a partir dai, recuperar o formalismo de Schroedinger.

Para tanto, vamos escrever a fun¢ao de onda em termos do propagador:
VY(we,t2) = / dry K (w2, to; 71, 1) (21, 1), (2.26)

em que representamos através dele a fungao 1 num tempo t,. Escrevemos t5 como a soma de
t; com um incremento 7. Assim, para um tempo t; = t;_; + 7, podemos reecrever a eq.(2.26)

numa forma mais geral, dada por

[e.e]

Y(xi tiog +7) Z/ dr; 1K (zi,t;xio1, tio1)(zi-1,ti-1)

—00

L[ T x; — X
= 6/_00 dr;_1exp (TﬁL(_T 1,%))1/’(%—1,751-_1) (2.27)
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onde C' é uma constante de normalizacao a ser determinada e L é a lagrangeana,

1
L= 5m:‘ﬁ — V(z,t) (2.28)

m a massa, & a velocidade e V' (z,t) a energia potencial. A velocidade pode ser expressa na

LTi—Ti—1

forma discreta, & = , x;, como mostrado no argumento da lagrangeana na eq. (2.27).

Substituindo a lagrangeana da eq. (2.28) na eq. (2.27), temos

1 [ 1/ im(z; —xzi_1)?
¢($i7ti—1+7):5/wdflﬁz 16Xp2(h%)x

X exp ( _ %TV(.iEi,t)>¢(xi_1, fo). (2.29)

Essa integral sera calculada tomando pequenos incrementos (z; —x;_1). Substituindo z; 1 =

x; + 1 na eq. (2.29) e considerando 7 muito pequeno, obtemos

L :
(i, tiog +7) C’/ dn exp (;177;77 ) exp (— %TV(SL‘i,t))w(iL‘il,til). (2.30)

O préximo passo, consiste em expandirmos a eq. (2.30) em uma série de poténcias

até a primeira ordem em 7 e até segunda ordem em 7, logo ficamos com

(i, t) +7 QWlat) _ C/ dn exp < > (1 — —”V(gi’t)) X

ot
OY(wst) 1 ,0%(x;,1)

x <w(xi,t) + (2.31)

Aqui trocamos t;_; por t, afim de simplificar a notacao. Comparando os termos de mesma

ordem em ambos os lados da eq. (2.31), encontramos as relagoes:

é/:: dn exp (227;;7_2) = 1. (2.32)
Para ordem zero em 7 temos )
O (27m'h7’>27 (2.33)
m
que ¢é o valor para a constante de normalizagao C. Ja para a primeira ordem em 7, encon-
tramos,
¥+ Ta_w = — hr 0% (2.34)

© 2%m Ox?’
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que é valida somente se a funcao v satisfaz a relagao
ih— = ——— + V(z,t)1, (2.35)
que nada mais é que a equacao de Schroedinger.

2.2.5 Solugao exata para a particula livre

Vamos escrever agora o propagador, dado pela eq. (2.25), para o caso da particula

livre que caminha de um ponto 1 a um ponto 2. A Lagrangeana de uma particula livre é

L=m— .
m, (2.36)

sendo m e x, a massa e a velocidade da particula respectivamente. Seja o propagador para

particula livre dado por

. N
. m 9 1
K1) =t [ e [ﬁ 2 tr =) ] doy - daxagy,  (237)

sendo C' dado pela eq. (2.33).
A integral da eq. (2.37) pode ser dividida em integrais gaussianas, se desenvolver-
mos a soma que se encontra no termo exponencial. Feito isso, teremos N — 1 integrais com

a seguinte forma:

/°° (QW;hr) B exp { mi [(@ig1 — 2:)% + (i — 221)?] } da;. (2.38)

o 2ht

A integral tem como resultado

/ dwe " = \/Eefz. (2.39)
e «

Assim, obtemos entao a solugao para a eq. (2.38),

(%ZMT) B exp [ (w1 — 1i1)?] (2.40)

m 4ihT

Procedendo dessa forma N — 1 vezes, encontramos a solugdo completa para a

2mihnTt \
m

integral da eq. (2.37)

[

m
2ihnT

exp [ (, — xa)ﬂ (2.41)
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com nt =t — t,.

Como pode ser visto da eq. (2.41), para a particula livre, o resultado da amplitude
¢ exata em termos da acao classica, o que geralmente nao é verdade quando adicionamos um
potencial a lagrangeana. Quando acrescentamos a energia potencial a acao, a integral da
eq. (2.37) se torna muitas vezes insolivel exatamete. Porém, computacionalmente, somos
capazes de contornar o problema, usando métodos de amostragem para o potencial em

questao.

2.3 Isomorfismo

Apresentamos agora uma ferramenta muito util para a compreensao de processos
na escala quantica: o isomorfismo. O isomorfismo serve para mapearmos classicamente um
sistema quantico. O procedimento se baseia no isomorfismo de fliidos poliatomicos usando
mecanica estatistica classica, e que surge da discretizagao da formulagao da integral de
caminho para a mecanica quantica.

Na representacao da integral de trajetéria, a funcao particao canodnica é rep-
resentada por uma soma pesada pelo fator de Boltzmann, que é realizada sobre trajetorias
continuas no espaco de configuracoes. E bem conhecido que quando essas trajetérias sao dis-
cretizadas usando M estados configuracionais, a funcao particao quantica para N particulas
se torna uma funcao particao classica de MxN particulas. Se desprezarmos os efeitos de
troca (ficard claro mais adiante que hé a possibilidade de ocorrer troca de particulas entre
dois polimeros), podemos mais facilmente escrever a fun¢ao partigdo sob a forma de um
sistema classico composto de N moléculas em forma de anel. Cada uma dessas moléculas
flexiveis contém M atomos, também chamados de contas. A configuracao espacial associada
com os atomos adicionais corresponde a dispersao quantica que por sua vez estd relacionda
com o principio de incerteza.

O isomorfismo classico apresenta moléculas em formas de anéis, como pode ser

visto na fig. (2.3), porque a fungao particao é o traco de uma matriz densidade, ou seja,
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no equilibrio térmico a matriz densidade sé possui elementos na diagonal. Entao, cada

Figura 2.3: Representagao de um polfmero classico; tal polimero é composto por um conjunto de particulas
nao fisicas chamadas de contas que estao enumerados de 1 a 6.

trajetéria precisa comecar e terminar num mesmo ponto do espago das configuracoes. Uma
molécula fechada representa uma matriz densidade diagonal, enquanto que uma molécula
aberta representa uma matriz densidade com elementos fora da diagonal.

Como veremos mais tarde, podemos considerar a expressao para a matriz den-
sidade como a sendo a integral que fornece uma configuracao classica. A acao é analoga
a uma energia potencial classica dividida por kgT. Na analogia classica, a acao cinética
corresponde a um potencial tipo mola, conectando os M atomos ou contas do polimero,
representando o mesmo atomo em sucessivas fatias temporais.

O sistema classico é um conjunto de contas, conectadas por molas, como é
mostrado na fig. (2.3). Tal conjunto é denominado polimero. De fato, esse modelo é muito
util para descrever um sistema quantico. A agao potencial (ou a¢ao de interagao) representa
forgas entre contas de diferentes polimeros, mantendo-os afastados (potencial repulsivo). O
potencial é representado por um potencial interpolimérico que do ponto de vista cléssico,
somente contas que estiverem no mesmo tempo imaginario e em polimeros diferentes podem

interagir. Representamos a interacdo dada por esse potencial na fig. (2.4).
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Figura 2.4: Representacio da interacdo entre dois anéis poliméricos. Somente contas com mesmo indice
interagem entre si.

Propriedades estaticas e termodinamicas, sao determinadas pelo traco da matriz
densidade. A férmula para elementos diagonais da matriz densidade envolve um caminho
que retorna ao ponto inicial apés M passos, formando entao o anel polimérico.

A importancia do isomorfismo estd principalmente no fato de que a fungao particao
do sistema quantico é igual a do sistema classico. Da funcao particao podemos retirar grande
parte das informacoes necessarias para descrever o sistema. Porém, a linguagem que liga
um sistema quantico com o modelo do polimero pode ser as vezes muito confusa; a mesma
palavra aplicada a um sistema quantico pode ter um significado totalmente diferente para
um sistema classico. Por exemplo quando falamos da “energia do polimero” na verdade
estamos falando da acdo. Sabemos que a entropia de um sistema quantico decresce com a
temperatura. Porém para baixas temperaturas o sistema polimerico se torna mais desorde-
nado, sendo que se o contrario acontece, ou seja, se a temperatura aumenta, o polimero se
torna a mais localizado no espaco. Uma representagao dessa situacgao é dada na fig. (2.5). A

confusao surge porque a temperatura do polimero nao é a mesma da temperatura quantica.
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Gradiente de Temperatura

<

@s:szz}{:;

Figura 2.5: Comportamento do polimero em relagio a temperatura.

A melhor maneira de sanar essa duvida é usando equacao

T== (2.42)

1

BT T ¢é a temperatura e 7 é o passo temporal. Vemos que a temperatura é

na qual f =
inversamente proporcional ao niimero de fatias temporais. Logo quanto menor for a tempe-
ratura, mais contas terda o polimero, o que significa que ele se encontra mais delocalizado;
uma temperatura igual a zero corresponde a um polimero infinitamente grande.

Tempo é uma palavra que em nosso trabalho tem pelo menos trés significados
diferentes; o tempo real do sistema quantico, o tempo imaginario da integral de caminho e o
tempo computacional que da a evolucao do sistema na simulacao computacional. O tempo
na simulacao é chamado de passo temporal. Ja o tempo da integral de caminho se confunde
um pouco com o tempo real. Por exemplo a “velocidade” de uma conta é definida como
o deslocamento de uma fatia temporal para outra dividido por 7. Mas essa defini¢cao nos
impele a interpretar que atomos “rapidos” correspondem a atomos mais energéticos, o que

nao ¢ verdade ja que a temperatura é menor, e por consequéncia estao mais delocalizados no

espaco. Por outro lado, particulas que estao concentradas numa pequena regiao do espaco
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tem menor “velocidade” e alta energia. Essa inversao do significado provém da definicao de
velocidade por meio do tempo imaginéario.

Como sera visto mais tarde, a energia cinética na aproximacao primitiva, por

(T) =K - <(%>2> (2.43)

onde vemos que a energia cinética é uma constante K, menos o quadrado da “velocidade

exemplo, é dada por

imaginaria”. Essa constante garante que a energia sempre permaneca positiva; para uma
Unica trajetéria é possivel que o polimero se desloque muito e a energia para aquela trajetoria
pode ser negativa, mas a média é sempre positiva.

Qualquer observavel que corresponde a uma funcao escalar das coordenandas
consegue mapear o sistema quantico de maneira direta através do polimero; por exemplo, a

densidade de particulas pode ser obtida simplesmente como a média das contas

(p(r)) = (30— Tim)), (2.44)

em que a média é calculada sobre todas as configuragoes do polimero. Uma vez que os
polimeros sao periédicos no tempo imaginario, podemos fazer uma média sobre todas as M

fatias temporais, assim como sobre todos os caminhos.

2.4 A matriz densidade

Para que possamos ter uma idéia mais clara sobre como funciona o método PIMC,
é necessario conhecer as relacoes existentes entre o formalismo da integral de trajetoria e a
matriz densidade. E relevante mencionarmos que todo nosso trabalho é realizado utilizando
o ensemble canonico, ou seja, nosso sistema possui o nimero de particulas N, o volume V' e
a temperatura 7' fixos, sendo a variavel em questao a energia total £. Quando falamos sobre
o numero de particulas, nos referimos ao nimero de atomos, que na linguagem do método

PIMC, significa o nimero de anéis poliméricos.
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Todas as propriedades estaticas, e em principio, propriedades dinamicas de um
sistema quantico em equilibrio, sao obtidas de uma matriz densidade térmica. Suponhamos
que os autovalores e autovetores exatos de uma Hamiltoniana H sao ¢; e F;. No equilibrio

térmico, a probabilidade de um dado estado i ser ocupado é dada pelo peso de Boltzman
Py o e PEi (2.45)

em que = sendo kp a constante de Boltzman e T" a temperatura.

kpT T’
Sabemos que no limite de baixas temperaturas, efeitos quanticos passam a ter
relevancia, e assim, vamos trabalhar com a estatistica de Boltzman no regime quantico, a
qual permanece valida a menos que a temperatura se torne tao baixa que comecem a aparecer

efeitos de indistinguibilidade.

Seja o valor de equilibrio de um operador O

(0) =271} (9i[Olgi)e ™, (2.46)

no qual a funcéo particao é dada por Z = ), e PFi Na notacio de operador podemos
escrever essas equagoes de maneira mais simples Z = Tr(e ") e (O) = Tr(Oe #")/Z. O
operador e #" é a matriz densidade e Tr é o traco da matriz.

Embora os tragos das matrizes possam ser calculados em qualquer base completa,
trabalharemos exclusivamente na base das posigoes, na qual as particulas podem ser rotu-
ladas. Trabalhamos na base da posicao porque todos elementos da matriz densidade sao
positivos e podem ser interpretados como probabilidades. Na representacao do espaco, a

matriz densidade pode ser escrita como

p(R,R'; 8) = (Rle "M|R') = Z ¢:(R)¢i (R e (2.47)

em que R =17,...,Ty e T; é a posicao da i-ésima particula. Se assumirmos estar num espago
tridimensional, p(R, R'; 5) é entdao, uma funcao de 6N + 1 varidveis. Na representacao do

espaco, o valor esperado de O é

(0) = 77! / dRAR p(R, R'; B)(R|O|R'). (2.48)
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sendo que
7z / dRp(R, R: B). (2.49)

é funcao particao do sistema.
2.4.1 Propriedades da matriz densidade

Apresentamos em seguida a propriedade que constitui a base do método PIMC.
O produto de duas matrizes densidade ¢ também uma matriz densidade. Isso implica no
fato de que existe a convolugao de duas matrizes densidade em uma matriz densidade a uma
temperatura mais baixa. A fim de demonstrarmos tal propriedade, vamos partir da definicao

da matriz densidade dada pela eq. (2.47), para uma particula que sai de Ry e vai para R,
p(Ri, Ry; B) = (Rale ™™ |Ry). (2.50)
Podemos reescrever a equacao acima de outra forma, se assumirmos que 8 = 1+ 35. Assim,
p(Ry, Rs; By + ) = (Rye” " e™ %% |Ry). (2.51)

Aplicando o operador identidade no lado direito da eq. (2.51), temos

p(Ry, Rs; B1 + B2) = /dR2,0(R1R2;51)P(RQR3;ﬁ2)a (2.52)

que representa a propriedade da convolucao.

A féormula para a integral de trajetéria da matriz densidade de muitos corpos é
obtida utilizando a propriedade do produto M vezes, dando uma expressao para a matriz
densidade a temperatura 7T, em termos de matrizes densidade a uma temperatura MT.
Assim temos que

e P = (eTTMM, (2.53)

onde o passo temporal é 7 = % Para M fatias temporais temos

p(Ro, Ry; 1) = /deng...dRM_lp(RoRl;T)p(Rle;T)...p(RM_l,RM;T). (2.54)
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Notemos que este resultado é exato para M > 1. O nimero M fatias temporais
corresponde a quantidade de contas. Se M for finito, temos um caminho discreto. No limite
em que M — oo, temos um caminho continuo. Sabendo que [ %, entao as matrizes
densidade do lado direito da eq. (2.54) sdio MT vezes mais altas que p(Ro, Rp; 7). Assim
se tais matrizes estiverem a uma temperatura suficientemente alta, podem ser consideradas
matrizes densidade clédssicas.

Como mencionado anteriormente, a matriz é nao negativa para todos os valores

que a compoem, desde que estejamos lidando com particulas classicas ou bdsons. Logo

podemos interpretar tais elementos matriciais como probabilidades, e enfim, amostra-los.

2.4.2 Relacao entre a matriz densidade e a integral de trajetéria

Até o presente momento mostramos algumas das principais caracteristicas da
matriz densidade, e discutimos o isomorfismo classico, onde nos referimos as contas como
sendo particulas nao fisicas conectadas por molas no tempo imaginario. Agora vamos mostrar
a relacao temperatura e tempo dentro do contexto do formalismo da integral de trajetoria.

Consideremos uma tunica particula em uma dimensao, cujo hamiltoniano seja
dado por

H=—" +V(R). (2.55)

Afim de alcangar nosso propdsito vamos comegar derivando a eq. (2.47) com respeito a .

Assim obtemos

0 , ,
5P (B R ZE@ )¢i(R)e™ (2.56)
o que nos leva a
0 , h2 82 .
a5" p(R, R B) = <—%@ + V(R)> p(R, R'; B), (2.57)

que é chamada de equacao de Bloch.

Por outro lado, temos a equacao de Schroedinger dada para a funcao de onda
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(1),

ih%w(a:,t) = (__mT + V(x)> W(x,t). (2.58)

Devemos nos lembrar que é possivel obter a evolucao temporal da funcao de onda

por meio do propagador como

W t) = / o' K (w12 ) (o 1), (2.59)

tendo em mente que o propagador satizfaz a equacao de Schroedinger (apéndice A). Portanto,

'haK( t; ' t) s +Vix) ) K(x,t;2',t) (2.60)
ih—K(x,t;x =|—-——=— ; .
ot Y 2m Ox? e
com a condi¢ao de contorno necessaria,

K(z,t;2't") = 0(x — 2'). (2.61)

Finalmente fica evidente a equivaléncia entre as eqgs. (2.57) e (2.60) se substi-
tuirmos t = —ifh e R = x. Em outras palavras, a matriz densidade é o propagador para a

evolugao no tempo imaginario,
p(R,R'; 8) = K(—iBh,z;t',2). (2.62)

A eq. (2.62) nos dd uma conexao entre a mecanica quantica e a mecanica es-

tatistica quantica.



Capitulo 3

Acao

Podemos dizer que para a implementacao de um bom cédigo de PIMC devemos
nos atentar basicamente a construcao da agao, da amostragem e por fim ao calculo das
propriedades, que se da por meio dos estimadores, os quais serao estudados mais tarde.
Mostraremos nesse capitulo dois tipos basicos de aproximacao para a acao: a aproximacao
primitiva e a de Li-Broughton. Para tanto, usaremos as idéias que foram desenvolvidas sobre
o isomorfismo classico. Como vimos anteriormente, o isomorfismo tem um papel fundamental
na compreensao de um sistema quantico utilizando-se de argumentos cléssicos simples.

Quando se trabalha com o método PIMC é muito importante saber como con-
struir uma acao consistente. Uma ac¢ao pode ser considerada eficiente caso ela nos fornega
resultados exatos no limite em que passos temporais tendem para o infinito. Podemos dizer
também, que uma boa acao converge rapidamente para um valor bem definido, utilizando
menos contas durante a simulacao. A primeira quantidade com a qual deparamos ¢é a energia
total devido a sua ligacao direta com a funcao particao, mas outras grandezas tais como a
energia cinética, a energia potencial e a funcao correlacao de pares devem ser estudadas
com muito cuidado. No presente trabalho, usaremos estudos de convergéncia das principais

quantidades de interesse, que sao muito importantes para julgar se uma acao ¢ boa ou nao.
3.1 A aproximacao primitiva

Suponhamos que a hamiltoniana possa ser escrita em duas partes, H = T + V,

25
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onde T e V sao os operadores energia cinética e potencial respectivamente. Temos entao que

e T(THY) — e_TTe_TVe_é[T’V]‘“ (3.1)

No limite 7 — 0, os termos de ordem superior a partir de 72

se tornam muito pequenos e
podemos despreza-los. Esta aproximacao é conhecida como aproximacao primitiva.

Vimos que quanto menor a temperatura, maior é o nimero de fatias temporais
necessarias. Um grande nimero M de fatias é necesséario portanto, implicando num caminho

construido sobre muitas matrizes densidade de altas temperaturas. Levando isso em conta

consideremos a seguinte funcao particao

Z:/dajl...dpr(:Ul,xg;%)...p(wM1,:UM;%)p(xM,x1;%) (3.2)

para uma grande nimero de contas. No caso em que a energia potencial é nula na eq. (2.57),

temos

) , B o
%P(R,R,B) =5 a2

em que R = x1,5.... Se observarmos atentamente, vemos que a eq. (3.3) tem a forma da

(R, R B), (3.3)

equacao de difusao, em que [ exerce o papel do tempo e % o do coeficiente de difusao.
Assim, p(z,2’; 8) pode ser considerada como a probabilidade de se encontrar particulas
difundidas na posicao x, sendo que a temperatura S = 0 todas estdao em x = 2. Logo, todos
os elementos da matriz p(z,2’; §) sdo positivos ou nulos.
Seguindo a mesma linha de raciocinio, encontramos entao a solucao da eq. (3.3)
na seguinte forma 1
p(z,2'; B) = (#ﬁfﬂ) ’ e~z 7" (3.4)

e vemos entao que, considerando V' (z) = 0, temos um resultado exato. Porém, se consider-

armos V' (x) # 0, de fato a solugao ainda é exata e dada por

1
2 m /
p(x, J,‘/; /8) = (#W) 6_2[37(:6_&: )Q—ﬂV(:E) (35)

Caso a diferenca x — 2’ aumente e [ diminua, o primeiro termo do expoente se tornard

dominante; entao podemos considerar a energia potencial como constante mesmo que ela
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seja dependente de z. O resultado valido para [ pequeno e para M grande pode ser escrito

CO11o

NI

M _mM (. gt 2_ 8 z
m

Enfim podemos obter a funcao particao para a aproximacao primitiva, substituindo a eq.

(3.6), na equacdo para a fungao partigao

7 = /dRp(x,:L";B). (3.7)

Logo
M

M\*® M !
AYES (#ﬁﬁ?) /dml...da:Mexp [—BZ (%(%H - xz‘)Q + MV@UZ))

=1

, (338

que é exata quando o nuimero de contas se torna infinito, ou seja Z = limy; o Za;.
Observando a eq. (3.8), vemos que o argumento da exponencial é composto por
dois termos, sendo o primeiro referente a energia cinética e o segundo a energia potencial. O
termo cinético tem a forma de um potencial do tipo mola, enquanto que o termo potencial
pode ser em principio qualquer tipo de interacao. Do ponto de vista do isomorfismo, o termo
cinético da a interacao entre as contas da mesma trajetéria, enquanto o termo potencial
descreve a interacao entre contas de diferentes trajetérias desde que as mesmas estejam no

mesmo tempo imagindrio.
3.2 Aproximacao de Li-Broughton

Apresentamos a partir de agora uma correcao para aproximacao primitiva, de-
senvolvida por Li e Broughton em 1987 [27]. Essa aproximagao melhora a convergéncia da
simulac¢ao usando um nimero menor de contas. Isso diminui significativamente as flutuagoes
na energia cinética durante a simulagao computacional, bem como a diminuicao do tempo
de simulacao. Conseguimos tal feito, considerando mais termos na féormula da Zassenhaus
(Apéndice C), sendo que na aproximagao primitiva se utiliza somente os dois primeiros ter-
mos dessa féormula, que pode ser escrita como:

e—T(A-i-B) 6—TA6—TB6T2026—7’3036T4C4 .

. (3.9)
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onde A e B sao operadores que nao comutam e os coeficientes Cy, C3, C4 sao calculados no
apéndice C.

Antes de comecarmos os calculos sobre a aproximacao de Li-Broughton, vale
a pena voltarmos nossa atencao para algumas caracteristicas do isomorfismo. Uma dada
conta do polimero sente a atuacao de um potencial externo provocado pela presenca das
outras contas que se encontram no mesmo tempo imagindrio e internamente um potencial
harmonico produzido pelas molas que conectam as contas. Podemos expressar a soma desses

dois potenciais através de um tunico potencial efetivo, ou seja,

mM & 1 d
Vip (1, ..y 2ag) = W;(asiﬂ —z)%+ M;wxi). (3.10)
Temos entao a funcao particao escrita em termos do potencial efetivo como
M
7 = <%> : /d:cl...d:vMexp (= BVos (@1, s )] (3.11)

Quanto a aproximacao da exponencial, podemos escreve-la como

e TAB) — g (A, B,T) + O(7°), (3.12)
onde
g4(A, B,T) _ e—TA/Qe—TB/Q67'30/246—7'3/26—7'14/2’ (3‘13)
onde C' = [[B, A], A+ 2B]. Logo, a fungao partigdo passa a ser escrita como
Z =Tr[gi(A,B,7)". (3.14)

As egs. (3.13) e (3.14) nao sao adequadas ao nosso propdsito, ou seja, nao sao apropriadas
para o uso em simulacao computacional. Para torné-las 1teis ao nosso interesse, usaremos a
idéia sugerida por Li-Broughton. Podemos reescrever a eq. (3.13) de duas formas diferentes

porém equivalentes

67730/24677A/2677'BefTA/2€T4[A+B,C]/48’ (315>

ou senao,

o~ TA/2—TB ,~TA/2,~T3C/24 ,~T4[A+B,C] /48 (3.16)



3.2 Aproximacao de Li-Broughton 29

Substituindo as egs. (3.15) e (3.16) na fungao parti¢do da eq. (3.14), podemos montar outras

aproximacoes, tais como

(1)

— efTB/QefTA/Q67730/24677'14/2677'3/2674[A+B,C]/48’ (317>

(2)

gy = 6773/2677.4/267730/2467714/26773/26774[A+B,C}/48. (318)

Sendo as egs. (3.17) e (3.18) duas fungdes de particao, a média das duas também é uma

funcao de particao e por isso a nova aproximagcao ¢ valida para

gf)) _ e_TB/2e_TA/2e_T3C/24e—TA/26—TB/2' (3.19)

Comparando as egs. (3.13) e (3.19), vemos que sao iguais, exceto pela troca na sequéncia
de A e B. Agora, fazendo A=T e B=V naeq. (3.13),e A=V eB=Tnaeq. (3.19) ¢

em seguida combinando as duas da seguinte forma

2 1
gy = 594(Ta ViT)+ 594(‘/7 T;7), (3.20)
obtemos a seguinte func¢ao
9514) _ e—TT/ze—TV/z6—730’/246—TV/26—TT/2’ (3‘21)
onde
h2
¢ =V, T, V] = L (vv)2 (3.22)
m

Substituindo a eq. (3.22) na eq. (3.14), obtemos um novo potencial efetivo
L5 PR :
‘/ef — ‘/:gf + m Z[VZV(TZ)] . (323)

i=1
O dltimo termo da eq. (3.23) é chamado de corregao de Li-Broughton para a aproximacgao
primitiva, podendo ser convertido de forma direta e simples para a linguagem computacional.
Detalhes da &lgebra que mostra que o comutador de C’ pode ser escrito em termos do

gradiente de V' sao encontrados no apéndice B.
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Por fim, podemos escrever a funcao particao para a aproximacao de Li-Broughton

da seguinte forma

M D

Z = /dﬂfl e dryy (T:—M) 2 exp [V (1, am)] (3.24)

em que D = 1,2 ou 3, representa o nimero de dimensoes.



Capitulo 4

Estimadores e distribuicoes

4.1 Estimador termodinadmico para a aproximacao pri-
mitiva

Resta-nos agora saber como calcular as energias, o que serd feito usando esti-

madores. O estimador usado para calcular as propriedades do nosso sistema serd o estimador

termodinamico. Para se obter o estimador termodinamico da energia, vamos comegar pela

definicao de média termodinamica para a energia como

(E) = _alﬂ _ lTrHe*fBH _ Zz Eie™?

05~z e -y

o _ 1
o8~ M

em que F; sao as autoenergias do operador hamiltoniano. Fazendo a% e derivando a
eq. (3.8) em relacdo a 7 (lembrando que 7 = ), calculamos o estimador termodinamico da
energia para a aproximacao primitiva como

M m M Ti — Tiq 2 1 M
(E) = 23 o <Z (7) > + 97 <; V($i)> ) (4.2)

=1

em que (F) é a energia total por particula. Devemos observar que no caso em que M =1, a
eq. (4.2), volta ao limite cldssico do valor da energia. O valor exato para a energia quantica é
obtido quando fazemos o limite M — co. Na eq. (4.2), o tltimo termo representa a energia
potencial e o primeiro corresponde ao valor da energia cinética multiplicado pelo ntmero
de contas. O segundo termo tem o papel de corrigir o valor do primeiro termo. Vale a
pena citar, que nao é possivel separar a energia cinética total em um termo cléssico e outro

quantico e analisa-los separadamente; assim haveriam momentos em que a energia cinética
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total assumiria valores negativos o que nao tem sentido fisico. A generalizacao para trés

dimensoes é direta.

4.2 Estimador termodinamico para a aproximacao de
Li-Broughton

A partir do presente momento, faremos uma breve demonstragao, que visa obter o
estimador termodinamico para a correcao da aproximagao primitiva. Seja a func¢ao particao

de um sistema tridimensional

M\ 2
J— m _ﬁve
_ (%hw) BV (4.3)

em que V. ¢é o potencial efetivo e M o nimero de contas do polimero. Segundo a mecanica

estatistica, a energia termodinamica é dada por
E=——27 (4.4)

Efetuando a derivagao na eq. (4.4), temos

1 mM 3M 3M
E — _ 75Vef 2 -1
Z{e <2ﬂﬁ2ﬁ> ( 2 )5

e Col|

3M V.
= 5 v+ (59) -

Sabendo que o potencial efetivo para a aproximagao de Li-Broughton é dado por

1 M
Ver = 27rh2ﬁ2 Z i1 — Ri)? + i Z V(R;)

M

(VR (46)

= 2AmM?

e novamente derivando a eq. (4.6) em relacdo a 5 obtemos

ave [
f _ h%g Z L 12an3 Z(VZ-V(Ri))? (4.7)
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Assim, para uma unica particula em trés dimensoes obtemos o estimador da

energia para a aproximagcao de Li-Broughton da seguinte forma,

M

3M M - _
(Erp) = 25 QmFLTﬁQ <Z<Ri+1 - Ri)2>

%

+ % <Z {V(ﬁz) + %[Vzv(ﬁz)]2}> : (4.8)

i

Ao longo do nosso trabalho, mostraremos alguns resultados comparativos entre essa aprox-

imacgao e a aproximacao primitiva.

4.3 Distribuicao de momento e matriz densidade de
um corpo

A distribuicao de momento é um observavel de grande importancia, que pode ser
obtido através de experimentos de espalhamento de néutrons. Por outro lado, nao menos
importante, temos a matriz densidade de um corpo, que fornece informacgoes valiosas sobre
o regime em que o sistema se encontra. Além disso, a partir dela podemos podemos obter a
distribuicao de momento, o que permite uma comparacgao direta com o experimento. Nesta
secao mostraremos brevemente como calcular a distribuicao de momento, e da mesma forma

como obter a matriz densidade de um corpo.
4.3.1 A matriz densidade de um corpo

Podemos definir a matriz densidade de um corpo da seguinte forma,

1 — — — — — — — — —
n(r) = E/dﬂdf'g---dTM (P, T+, Tule PRIF) 4 7 7y - - T ) (4.9)

em que, Z é a fungao particdo. A eq. (4.9) mostra que para obtermos a matriz densidade
de um corpo é necessario que haja um termo fora da diagonal. Segundo o isomorfismo, uma
matriz densidade nao diagonal representa um polimero aberto, ou seja, fora do equilibrio
térmico. Durante a simulacao, o sistema em algum momento tem um polimero aberto, isto
é, fora do equilibrio. Quando o sistema é termalizado, o polimero se fecha; dai tiramos as

propriedades termodinamicas do sistema.
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O método usado nesse trabalho para se obter a matriz densidade de um corpo
é conhecido como método “trail”. Este método é bem simples e baseia-se na amostragem

direta da posicao 7 de uma conta do polimero segundo a equagao,

(4.10)

=3

=i

em que 77 ¢ um vetor aleatorio.

4.3.2 Distribuicao de momento

A distribuicao de momento é definida como a transformada de Fourier da matriz

densidade de uma unica particula,

1
(27)?

n(k) = / dFexp(—ik « Fn(F), (4.11)

sendo a distribuicao de momento normalizada com a condicao

/dEn(E) =1. (4.12)

De acordo com as eqs. (4.9) e (4.11), a distribuigao de momento é a transformada de
Fourier de uma matriz densidade nao diagonal. Logo, a idéia de que a trajetéria de uma
particula termina e comeca no mesmo ponto nao pode ser usada para calcular a distribuicao
de momento.

Consideremos agora a distribuigao de momento classica. De acordo com a mecanica
estatistica, uma distribuicao classica que tem a forma de uma gaussiana é chamada de dis-

tribuicao de Maxwell-Boltzman e é dada por,

h2 K2

Neiass(k) = Ae 2mEsT (4.13)

com p = hk. Usando a eq. (4.12), podemos encontrar a constante de normalizagao A

A\
() ”

ﬁ2

em que A = 5
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A partir das eqs. (4.13) e (4.14), podemos encontrar a forma cldssica para a

matriz densidade de um corpo aplicando a transformada de Fourier inversa
Nelass(T) = /dEeiE'Fn(E). (4.15)

Substituindo a eq. (4.13) na eq. (4.15), obtemos

o0 = n2k2
Netass(T) = 47TA/ dkk2e™tT e mmkpT

—00

3 2
4 (”’ffT> o tEE (4.16)

Agora, basta substituirmos eq. (4.14) na eq. (4.16) para encontrar

EBT 2

nclass(r) =e " s (417)

que da a expressao classica para a matriz densidade de um corpo. Essa equacao sera muito

usada para a analise dos limites cldssico e quantico.



Capitulo 5

Amostragem

Na simulagao de sistemas classicos (Dindmica Molecular) os dtomos sao trata-
dos como particulas e a evolugao temporal desses sistemas ¢ feita através da resolucao das
equagoes de movimento de Newton. No método PIMC cada dtomo ¢é representado por varias
particulas, que segundo o isomorfismo estao conectadas por molas. Isto leva a um gasto com-
putacional muito grande fazendo com que a termalizacao do sistema seja mais demorada,
devido aos longos tempos de correlagao. Tendo isso em vista, se torna importante estudar
métodos eficientes de amostragem. Mostraremos dois tipos de amostragem: conta a conta
e bissecao, apontando suas principais diferencas. Faremos ainda uma revisao sobre o algo-
ritmo Metropolis além de introduzir uma implementagao mais sofisticada deste algoritmo,

chamado de algoritmo de Metroplis de vérios niveis.

5.1 Revisando o algoritmo de Metropolis

A principal exigéncia quando se faz uma simulacao em fisica estatistica é que
se encontre um método que seja capaz de gerar uma sequéncia de estados aleatdrios, com
a condicao de que cada um desses estados tenha ocorrido com igual probabilidade. Uma
maneira usual de se fazer isso é construindo o que chamamos de cadeias de Markov. Uma
cadeia de Markov ¢ uma sequéncia de tentativas de movimento que satisfazem as seguintes

condicoes:
e O resultado de cada tentativa de movimento pertence a um conjunto finito de resultados

36
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So, S1, S, ... chamado de espaco amostral ou espaco de estados;

e O resultado de cada tentativa de movimento depende somente do resultado imediata-

mente anterior.

Para construirmos uma cadeia de Markov, devemos mudar o estado do sistema
de acordo com uma regra de transigdo, denotada por P(s — s’). Aplicando repetidamente
essa regra de transicao, sera entao gerado um passeio aleatério pelo sistema. Para que haja a
convergéncia do estado para uma situacao de equilibrio, a probabilidade de transicao precisa
ser ergodica, ou seja, deve ser possivel passar de um estado para outro com um nimero finito
de passos com uma probabilidade nao nula. A probabilidade de transicao deve satisfazer a

equagao do balanco detalhado
7(s)P(s — §') = m(s)P(s' — s), (5.1)

em que 7(s) é a populacao relativa do estado s no equilibrio. Se assumimos que hé ergodi-
cidade no sistema, entao a condicao do balanco detalhado é suficiente para garantir que no
limite de muitos passos a distribuigao 7(s) serd amostrada.

Podemos fatorar a probabilidade de transicao em uma distribuicao de amostragem
a “priori”, denotada por T'(s — s'), e a probabilidade de aceitagao A(s — s’). A regra de

transicao pode ser escrita como
P(s = §)=T(s = s)A(s = §). (5.2)

No procedimento geral do método de Metropolis, uma tentativa de movimento ¢é aceita ou

rejeitada segundo a expressao

(5.3)

A@ﬁypﬂm{Lﬂyéﬁ]

T(s— )
que satisfaz a equacao do balango detalhado. Embora originalmente T'(s — §') seja igual
a T'(s — s) no método de Metropolis, a probabilidade T(s — s') pode ser escolhida da

maneira que for mais conveniente para o problema.
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Ao seguir o raciocinio sobre o método de Metropolis, somos levados natural-
mente ao estudo sobre os critérios de aceitagao. Como dito anteriormente, a probabili-
dade de transicao para um dado estado microcépico s’ é completamente determinada caso

conhecamos o estado s. Tal probabilidade de transicao pode ser denotada por
W, = P(s',t]s,1), (5.4)

em que P(s',t|s,t), é a probabilidade de que o sistema que se encontrava no estado s num
tempo t sofra uma transicao para o estado s’ no tempo t’. Usando o fato de que os processos

markovianos obedecem a equac¢ao mestra

dP(s,t)
- Z[P(Si+1>t)w(5i+17i7t) — P(si, )W (si41, 1)) (5.5)

i
Na situacao de equilibrio, ou seja, quando o t — 0o, temos que a probabilidade P(s,t) tende

a um valor estaciondrio P.(s). Assim, fazendo % =0 na eq. (5.5), obtemos

P(s)W (si114) = Pe(s)W (83341), (5.6)

que nada mais é do que a equagao do balango detalhado, eq. (5.1).
Podemos escrever a distribuicao de probabilidades para o formalismo da integral

de trajetoria como sendo
M

1 )
Po(s) = 5 expl-= > _ &), (5.7)
j
em que S7 é a acao da j-ésima conta.

Para analisarmos se a transicao pode ou nao ser realizada, calculamos a diferenca

entre a acao dos estados de interesse

Pe<3') _ W(3i+1,i) — exp

P.(s)  W(siis1) ; (5.8)

M
Z AS

J

sendo AS? a variacao na acao da j-ésima conta. Enfim, a probabilidade de transicao de um

estado microscépico s para outro s’ segue o seguinte critério de aceitacao

W - 1, se AS <0,
* T expl- Y1, 8], se AS > 0.
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Em outras palavras, esse é o critério usado para a aceitacdo ou nao de um movimento no
algoritmo. Caso AS < 0, o movimento é aceito, pois a a¢do é minimizada; se AS > 0 o
valor exp[— Zj\il S79] é comparado com um niimero aleatério r e se este niimero aleatério for
menor que o termo exponencial, isto é, r > exp[— Z;‘il S7] o movimento é aceito. Se ocorrer
que r < exp|— Z;‘il S79], o processo ¢ rejeitado, e o algoritmo tenta um novo movimento

através da criagao de um novo estado microscopico.

5.2 Amostragem conta a conta

A amotragem conta a conta é a maneira mais simples de amostrarmos uma dis-

tribuicao de probabilidade que tem a forma geral dada por

1 .
P= EepoAZ, (5.10)

em que Z é uma constante de normalizagao e A a grandeza a ser amostrada. O algoritmo

funciona de maneira bastante simples e seu esquema é apresentado a seguir:
e [) Calculamos a acao total do sistema;
e II) Realizamos um deslocamento aleatério de uma conta do polimero;

e III) Calculamos a agdo. Se houver diminuigao da agao o movimento é aceito, senao ele
serd submetido aos critérios de Metropolis, segundo a eq. 5.9. Caso o movimento seja
aceito, as novas posigoes sao atualizadas pelo algoritmo; caso contrario, as posicoes

antigas permanecem, até a tentativa de outro movimento.

Uma boa alternativa para melhorarmos as chances de aceitacao do movimento é

estabelecer a aceitacao direta da parte cinética da acao através da expressao
T, ocexp |— (5.11)

que corresponde entao a parte nao interagente da matriz densidade que tem a forma de

uma distribuicao gaussiana cujo centro é localizada em Rj; e largura v A7r. Com isto a
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probabilidade de transicao de um estado s para um estado s’ pode ser dividido em duas
partes, sendo uma delas a distribuigdo a “priori”, dada pela eq. (5.11), e a outra como
a probabilidade de aceitagao (que serd submetida aos critérios de Metropolis), da mesma
forma como é mostrado na eq. (5.2). A probabilidade de aceitagao sera dada por

/
As g = min [17 T — S)} )

—T(s ) (5.12)

Embora satisfaga todas as condicoes exigidas, e, ainda que fagamos melhorias na
probabilidade de aceitacao, a amostragem conta a conta apresenta muitas limitagoes. Para
ilustrar tais inconveniéncias do método em questao, suponhamos que estamos usando uma
aproximacao qualquer para a agao. Para tanto, devemos partir de uma matriz densidade de
altas temperaturas. Para diminuirmos a temperatura de um sistema como esse, € necessario
usar a propriedade de convolucao das matrizes muitas vezes, tendo como consequéncia a
necessidade de muitas contas para a simulacao o que aumenta as flutuagoes no valor da

energia cinética tornando a simulacao mais lenta e dificultando a convergéncia. Na préxima

sessao, sera proposto um método que visa contornar tais dificuldades.

5.3 Meétodo da Bissecao

5.3.1 Construcao de Lévy

A construgao de Lévy (1939) é um algoritmo que tem como objetivo amostrar o
caminho de uma particula livre, ou seja, no caso em que V' = 0. Na construcao de Lévy,
escolhe-se inicialmente dois pontos fixos da trajetdria, sejam estes Ry no tempo t = 0 e Rp
no tempo ¢ = tg. Entao, o ponto médio Rg/, ¢ amostrado exatamente pela expressao

— — 1
- Ry+ R L AB\?
Rigpp = ——5— 5 24 4) (;) , (5.13)

12 Devido ao fato da

em que 77 ¢ um vetor aleatdrio, cuja distribuicao ¢ gaussiana, e A = 5
m

distribuicao ser exata, nao ha rejeicoes ao movimento. Aplicando este algoritmo recursiva-

mente em dois intervalos [0, 3/2] e [3/2, 8], podemos gerar outros dois pontos, Rg/s € R/
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O algoritmo continua até que a diferenca entre os intervalos seja 7. Este método, além de

simples, pode acelerar significativamente a simulacao computacional de sistemas quanticos,

principalmente se combinado com o método de Metropolis de varios niveis, que é discutido

a seguir.

5.3.2 Meétodo de Metropolis de varios niveis e o algoritmo da
bissecao

O método de Metropolis de varios niveis é um algoritmo usado para amostragem
de qualquer funcao distribuicao que possua propriedades de convolugao em seus operadores
exponenciais. Esta técnica usa a mesma idéia do método de Metropolis convencional, porém
usando muitos passos de rejeicao e aceitacao ao mesmo tempo, ou seja, mais de um movi-
mento pode ser aceito ou rejeitado de uma sé6 vez.

Nos casos em que a funcao probabilidade é muito dificil de calcular, ou senao, caso
a tentativa de um movimento seja dificil de se construir, fazemos uma estimativa grosseira,
tal como estd dada pela eq. (5.3). Consequentemente, espera-se que os critérios de aceitacao
nao sejam muito criteriosos, gerando muitas aceitagoes ou rejeigoes nos movimentos. Isso
torna a escolha de tal estimativa pouco eficiente.

Pode-se realizar o método de Metropolis de varios niveis, incluindo no método
tradicional uma série de passos intermediarios. Assim, com esse intuito, vamos dividir uma
dada configuracdo de um estado s em [ + 1 niveis, sendo s = (s, $1,...5;), com sy per-
manecendo fixo, entao s; é amostrado no primeiro nivel, s, no segundo nivel, e assim por
diante. Sejam s’ = (s, s}...s]) as novas posigoes, com s = s9. Sendo a distribui¢do exata
para o ultimo nivel, temos

m(s) = m(So, S1,-.-51). (5.14)

Seja T}, a regra de amostragem para o nivel k. Temos que tal amostragem é aceita segundo
a probabilidade

(5.15)
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Se o nivel k for aceito, seguimos para o préoximo nivel; se nao, voltamos para o inicio e
comegamos uma nova tentativa, isto é, realizamos uma nova divisao na configuragao. A
probabilidade de aceitacao é construida de modo que satisfaca a equacao do balanco detal-

hado para cada nivel,

Tk(Sk)ﬂ'k(S,)Ak<S) == Tk(s’k)wk(s)Ak(s'). (516)

Enfim, o movimento sera aceito se o movimento de cada nivel for aceito independentemente;
assim a probabilidade de aceitacao total sera o produto da probabilidade de aceitagao de

cada nivel, ou seja,
1
P(s — ') = [ [ Te(s") Au(s). (5.17)
k=1

Até o presente momento usamos a construgao de Lévy como a regra de amostragem,
denotada por T. Sabendo que a construcao de Lévy amostra a energia cinética de maneira
exata, o critério de aceitacao ou rejeicao envolve entao somente a energia potencial. Para um
numero total [ de niveis, consideramos um segmento do polimero de comprimento 2[+1, com
os dois extremos do segmento fixados. Em seguida, fazemos uma tentativa de movimento,
amostrando o ponto médio do segmento do polimero por meio da construcao de Lévy. O
movimento sera aceito ou rejeitado de acordo com o critério de Metropolis. Chamamos este
de primeiro nivel ou nivel rudimentar da amostragem. Se o primeiro nivel for aceito, con-
tinuamos a dividir cada novo segmento em duas partes, usando a construcao de Lévy, sendo
o critério de aceitacao o mesmo que foi usado para o nivel anterior. Os dois novos pontos
médios gerados devem ser aceitos ao mesmo tempo, pois estes pertencem ao mesmo nivel, e,
€aso isso nao ocorra, esses novos pontos sao rejeitados. Procedemos assim até alcancarmos
o nivel mais refinado ou ultimo nivel.

Esse procedimento é conhecido como o algoritmo da bisse¢ao. Ele surge da
juncao do método de Metropolis de varios niveis e da construcao de Lévy. Entao vemos
que sao amostrados apenas movimentos que possuem grande probabilidade de aceitacao.

Esse método além de simples e rapido, evita que movimentos desnecesséarios sejam realiza-
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dos. A seguir mostraremos um esquema detalhado sobre o algoritmo da bissecao.

e D)Inicialmente tomamos um segmento do polimero:

e II)Fixamos os extremos desse segmento: amostramos entao ponto médio do segmento.

R, R, Rs

Se o movimento for aceito, seguimos para o proximo nivel. A coordenada R4 é

amostrada, usando a relagao

1

’:M+ﬁ(27h2)2'

Ry (5.18)

2
Calculamos entao U(Ry;47), que é a energia da posicao Ry, dada pela expressao geral

U(Rp; k1) = kTV(Rpy), (5.19)

onde k é a constante de Boltzman, M é o numero de contas e M7 = . A diferenga

de energia dada é pela posicao da conta antes e apés o movimento, pela expressao
OU(47) = U(Ry';47) — U(Ry; 47). (5.20)
A probabilidade de aceitacao para que ocorra o proximo movimento é dada por,

Ay = min{1,exp(—06Uys )} . (5.21)

e III) Amostramos novos pontos médios Ry e Rg do segmento resultante. As coordenan-
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das dos novos pontos amostrados sao

- -/ 1
" K2\ 2
R':M+ﬁ<f_)

22
2 2 m (5:22)
e
., R/+FR TR 2
Ry = —— 2474 (—) . (5.23)
2 m
Calculamos entao a diferenca de energia
8[Usr, = U(RY;27)] — [U(Ry;27) + U(R¢'; 27) — U(Rg; 27)], (5.24)
e entao a probabilidade de aceitacao para o préximo passo é
Ay = min {1, exp(—6Usy, + 06Uy, ) }. (5.25)

e [V)Uma vez que o movimento anterior foi aceito, devemos fazer a amostragem do nivel

mais refinado. As coordenadas dos pontos supracitados sao as seguintes:

2 2m

/ — / 1
—»/_R4 +R4+_, ThQ 2
3T "\ om

! / 1
—»I_R4 +R6+_, Th2 2
5T T\ 2

/ 1
> R R h*\ 2
R, = e + fig + 17 (T_> 7 (5.26)
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sendo que a diferenca de energia entre as configuragoes, é

S0 = U(RY )] ~{U (Bu 1)U (By's 7) U (R m) |+ U (R’ )] ~{U (B 1)U (Be's 7) U (R 7).
(5.27)
E importante notarmos que no tltimo nivel todos os pontos foram amostrados,
exceto os dois extremos que sempre permanecem fixos. A probabilidade de aceitagao do

ultimo nivel pode ser escrita como
A, =min{1,exp(—dU, + U, )}, (5.28)

sendo que somente quando este nivel for aceito é que substituimos a antiga configuracao
pela mais nova. Ainda que os outros niveis sejam aceitos e este ultimo nivel rejeitado, a
configuracao mais antiga prevalece.

Apés usar todas as probabilidades aproximadas das eqs. (5.21), (5.25) e (5.28),

na verdade amostramos a distribuicao exata
lexp(—0Uy, )] X [exp(—0Us, + 60Uy )] X [exp(—dU, + 0Us, )] = exp(—dU.,). (5.29)

O calculo de todas as propriedades termodinamicas deve ser feito somente apds o ultimo

nivel ser aceito. Assim obtemos a distribuicao de forma correta.



Capitulo 6

Modelo e Sistema

O sistema em estudo é constituido por dtomos de Neonio (Ne). Os gases nobres
em geral tém sido estudados intensivamente durante os ultimos anos devido a suas estru-
turas simples de camadas fechadas, que permitem estudos de sistemas de muitos corpos.
Esses sistemas, além disso, servem como bons modelos que podem ser usados em medi-
das experimentais. Embora muitos dos gases nobres sejam tratados como sistemas classicos,
aproximacoes quanticas sao necessarias para entender o comportamento dos gases mais leves,
Hélio e Neonio, a baixas temperaturas.

O Ne tem atraido o interesse de cientistas da matéria condensada devido ao seu
comportamento quantico intermediario, o que fornece valiosas idéias fisicas se comparado
com outros sistemas cldssicos e quanticos. Além disso, uma das maiores motivagoes para
se estudar o Ne estd no fato de que medidas experimentais da energia cinética podem ser
comparadas diretamente com resultados obtidos por métodos computacionais.

Seja o hamiltoniano H, escrito na forma mais geral

R & L
H:%Zvi2+2v(|Ri—Rj|), (6.1)
i i<j
sendo a energia potencial V qualquer potencial de interacgao.

Nosso sistema em particular, é bem descrito pelo potencial 6-12 de Lennard-Jones

12 6
|Ri — Rj |R; — R

46
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!! V —
3 atrativo e
! repulsivo =-===--

r

Figura 6.1: A figura mostra o comportamento do potencial 6-12 de Lennard-Jones.

em que o é o raio da nuvem eletronica e € é a profundidade do potencial. Como mostra o
grafico da Figura (6.1), o potencial é atrativo para grandes valores de |R; — R;|, atingindo
seu minimo para |R; — R;| = 1.220. E fortemente repulsivo para |R; — R;| = o, tendendo ao
P oA , S o 12
infinito quando a distancia entre os atomos tende para um valor nulo. O termo |R; — R;| ¢
dominante para pequenas distancias, descrevendo a repulsao entre dois &tomos e evitando que

. . NP 3 5,6, .
se aproximem muito. Para grandes distancias, o termo |R; — R;| ~ é dominante e descreve

a atracao entre dois atomos.

6.1 Adimensionalizacao do operador Hamiltoniano

Para usarmos o operador hamiltoniano dado pela eq. (6.1) em célculos com-
putacionais, é conveniente que facamos a adimensionalizacao das grandezas envolvidas, em
especial o operador Hamiltoniano. O primeiro passo é a adimensionalizacao da energia po-

tencial dada pela eq. (6.2). Vamos definir uma nova posigao como sendo

— — X — X EZ
Ry=FR -R ==4 (6.3)

g

Substituindo a eq. (6.3) na eq. (6.2), teremos

1 12 1 6
(| Bs|) = 4e ( - ) —< - ) . (6.4)
|| ||
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Agora basta dividirmos a eq. (6.4) por ¢, e definirmos um novo potencial adimensional, que

sera denotado por v*, dado por

1 12 1 6
o) ()] o
| 1| |12

O proéximo passo é adimensionalizar a parte cinética do hamiltoniano. Para tanto,

o<

tendo em mente que as unidades permanecem as mesmas, devemos dividir a parte cinética

por &, tal como fizemos com a parte potencial. Assim teremos

T B < 1 &
7- c 2m€ - 2 Z(n ) ? ( )
em que (n*)? = %202 Enfim, o hamiltoniano adimensionalizado toma a forma

1 N 1 12 1 6
H ==Y (n")?V+4 ( 5 ) - ( - ) , (6.7)
22 2 IR B3|

7 1<j

que ¢ utilizado na simulacao.



Capitulo 7

Resultados

Neste capitulo realizamos uma discussao detalhada dos resultados obtidos através
da simulacao computacional usando o método PIMC. Primeiramente, com o intuito de tes-
tar nosso codigo simulacional, realizamos alguns estudos de convergéncia das propriedades
termodinamicas do sistema, tais como as energias cinética, potencial e total. Em seguida,
procuramos reproduzir resultados experimentais e tedricos encontrados na literatura. Assim,
ap6s ganharmos confianga, podemos passar para a segunda etapa do trabalho, que consiste
no estudo das propriedades do Neonio, tais como as energias cinética, potencial e total.
Fizemos também, uma breve analise da estrutura do sistema e afinal o estudo do comporta-
mento classico-quantico do neonio através do estudo da matriz densidade e da distribuicao

de momento.

7.1 Testando o cédigo

7.1.1 Estudos de convergéncia

Vamos comecar a nossa discussao estudando a convergéncia das propriedades
termodinamicas tais como energia total, cinética e potencial. Para tanto, usaremos como
parametro os valores das energias obtidas pelas médias calculadas por meio da simulacao,
segundo os critérios que serao mostrados a seguir. Mostraremos qual o comportamento das
energias total, potencial e cinética em relacao a quantidade de contas usadas na simulacao.

Como dito anteriormente, as contas sao entidades nao fisicas que servem para representar

49
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uma dada particula, nesse caso, o atomo de Neonio. Com isso, queremos obter qual a quan-
tidade minima de contas que precisamos usar na simulacao para que nao hajam mudancas
significativas na energia total do sistema. Nao obstante, mostraremos as diferencas de con-
vergéncia das propriedades entre a aproximagao primitiva e a aproximacao de Li-Broughton.

Primeiramente fixamos uma quantidade qualquer de contas e calculamos as médias
das energias, esperando que o sistema entre em equilibrio térmico. Realizamos nossas sim-
ulacoes utilizando 200 blocos, sendo que cada bloco corresponde de 200 a 500 passos de

simulacao. A Figura (7.1) mostra o comportamento das energias total, cinética e potencial,

50 ~ 1 I T T E
*
or Energia cinética  « i
Energia potencial 4
* Energiatotal e
_50 - -
-100 .

Energias médias

-150 N 4

-200 (* 4
e

-250 J 1 1 I
0 50 100 150 200

blocos

Figura 7.1: Médias das energias cinética, potencial e total por bloco.

como funcao do ntmero de blocos da simulagao. Notamos que para os primeiros blocos a
energia ainda cresce significativamente. Se fizermos as médias termodinamicas considerando
as contribuigoes desses primeiros blocos, teremos médias ruins, e para que elas nao interfiram,
é necessario aumentar os passos de tempo. Para contornar esse problema, basta realizarmos
um corte da parte nao convergida, fazendo com que as médias sé comecem a ser calculadas

a partir de uma certa quantidade de blocos.
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Queremos nesse momento mostrar brevemente as diferencas entre os resultados
extraidos da aproximacao primitiva e de Li-broughton para a acao. Para isso utilizamos
o neonio & temperatura 7" = 9.4 K e com densidade p = 3.346 nm 3, utilizando véarios
nimeros M de contas. A Tabela (7.1), mostra os resultados obtidos usando a aproximagao de
primitiva, enquanto que a Tabela (7.2) expoe os resultados da aproximacao de Li-Broughton.

Estudamos as duas aproximagoes utilizando o mesmo niimero de passos durante a simulagao.

Na Tabela(7.1), notamos que as energias cinética, potencial e total, tendem a aumentar com

M| V(K L (K) Lr (K)
1 | -216.443(1) | 14.100(1) -202343(1)
2 | -230.751(3) | 20.643(1) | -210.108(1)
4 |-221.312(2) | 22.574(1) | -198.737(3)
8 | -206.161(2) | 23.501(3) | -182.660(2)
16 | -206.340(3) | 23.835(2) | -182.505(2)
32 | -206.467(3) | 24.445(1) | -182.022(1)

Tabela 7.1: Energias cinética, potencial e total por particula (em Kelvin), para temperatura T = 9.4 K e
densidade p = 3.346 nm ™3, para aproximacdo primitiva.

o nimero de contas. Mas o que realmente é de relevancia é o fato de que a partir de M = 8, os
valores de todas as energias comecam a convergir para um valor bem definido. Isso sugere que

a partir dessa quantidade de contas, ja é possivel extrairmos resultados confiaveis a partir

da simulacao.

Porém, ao observarmos os dados da Tabela (7.2), notamos que os valores

M| V(K L (K) Er (K)
1 [ -202.142(3) | 15.108(1) | -217.250(2)
2 | -204.266(1) | 20.517(1) | -224.783(2)
4 1-209.088(2) | 23.0(1) | -186.088(2)
8 |-206.971(2) | 24.018(2) | -182.258(2)
16 | -206.076(2) | 24.122(2) | -181.954(1)
32 | -206.0(1) | 24.808(1) | -181.192(1)

Tabela 7.2: Energias cinética, potencial e total por particula (em Kelvin), para temperatura 7 = 9.4 K e
densidade p = 3.346 nm~3, para aproximacdo de Li-Broughton.

de todas as energias ainda nao convergiram como pensavamos, pois as mesmas continuam
aumentando. Comparando os resultados da Tabela (7.1) com os da Tabela (7.2), notamos

claramente que a aproximacao de Li-Broughton para acao exige menos contas para atingir
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valores estaveis para as médias termodinamicas, uma vez que usamos o mesma quantidades
de passos durante a simulacdo em ambas as aproximagcoes. Concluimos que de fato, a

aproximacao de Li-Broughton constitui uma boa correcao para a aproximacao primitiva.
7.1.2 Comparacao com os resultados da literatura

Afim de provarmos a confiabilidade do nosso cédigo simulacional, podemos re-
produzir alguns resultados que podem ser encontrados na literatura.

Inicialmente, comparamos nossos resultados com resultados experimentais obti-
dos por Peek et al. [20] e Timms et al. [19]. Em ambos os artigos, os autores calculam as
energias cinéticas por particula para o Neonio, para varias densidades e temperaturas. Para
obter esses resultados, ambos os autores utilizaram diferentes aparatos experimentais e dife-
rentes técnicas de espalhamento de neutrons, como por exemplo o Espalhamento Compton
de Neutrons (ECN). Nossas simulagoes foram realizadas usando uma rede cubica de face
centrada (FCC) com 108 atomos de Neonio sendo que, o potencial de interagao usado é o
potencial 6-12 de Lennard-Jones. No nosso calculo PIMC, desprezamos efeitos de troca, pois
tais efeitos nao sao importantes para o Neonio.

A tabela a seguir mostra os resultados obtidos através da simulacao computacio-

nal e os resultados experimentais.

Temperatura(K) | densidade (nm~3) | E.(K)-PIMC | E.(K)-Peek | E.(K)-Timms
125 14.97 - — 44.0(1)
4.7 44.95 41.310(1) 49.2(3) —
9.4 44.86 41.69(2) 49.1(4) —
10.20 44.85 41.789(1) — 43.0(1)
11.4 44.80 12.67(3) 49.0(2) —
17.8 44.10 45.067(2) 51.2(3) —
20.20 43.78 47.58(2) — —
26.4 43.25 51.142(2) 57.9(2) 48.0(1)

Tabela 7.3: Os resultados para a energia cinética por particula (em Kelvin) do presente trabalho que
foram obtidos pelo método PIMC, sdao comparados com os resultados experimentais obtidos por Peek et al.
e Timms et al., para diferentes densidades e temperaturas.

Uma simples andlise dos dados apresentados na Tabela (7.3) mostra que os val-
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ores experimentais de Peek, sao em média 10% maiores que os valores tedricos obtidos pela
simulagao PIMC. Nao encontramos a principio nada que explicasse essa discordancia. Por
outro lado, os resultados experimentais de Timms sao bem proximos dos obtidos por nés na
simulacao. Em seguida confrontamos nossos resultados com resultados teéricos conhecidos,
obtidos também através do método PIMC. Os trabalhos escolhidos para realizarmos a com-
paragao foram publicados por Cuccoli et al. [28] e Timms et al. [19]. Em ambos os trabalhos,
sao calculadas as energias cinéticas por particula, através do método PIMC. Apresentamos

na Tabela (7.4), os resultados da literatura obtidos pela simulacao PIMC,

Temperatura(K) | densidade (nm ™) | E.(K)-Timms at al | E.(K)-Cuccoli

4125 44.97 A1.6(1) —

5.00 44.97 — 42.8(4)

10.0 44.86 — 43.2(6)
10.154 44.85 42.6(1) —

15.0 44.48 — 44.7(7)
15.867 44.48 46.5(1) —
20.00 43.78 — 47.7(9)
20.308 43.50 47.8(1) .

Tabela 7.4: Os resultados para a energia cinética por particula (em Kelvin) apresentados, foram obtidos
através do método PIMC por Cuccoli et al. e Timms et al., para diferentes densidades e temperaturas.

Se compararmos os valores da Tabela (7.3) com os valores da Tabela (7.4), vemos
que todos os resultados da literatuta estao em concordancia com os resultados deste trabalho,
exceto para os valores experimentais obtidos por Peek. Para que possamos comparar os
resultados de forma mais qualitativa, basta observarmos atentamente o grafico da Figura
(7.2). O gréfico mostra que a energia cinética sempre aumenta com a temperatura, o que
é intuitivamente esperado. A literatura nao deixa claro, quais seriam as razoes para as
divergéncias entre os resultados obtidos por Peek e os demais, mas sugere que possa haver
por exemplo, residuos de impurezas na amostra avaliada, ou ainda erros sistematicos na
andlise de seus dados. Embora hajam diferencas consideraveis nos valores da energia cinética,
entre a teoria e o experimento, verificamos, ainda assim, a concordancia entre ambos no

comportamento da energia cinética e a temperatura.
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Figura 7.2: Energias cinéticas por particula (em Kelvin) para diferentes temperaturas, obtidas através de
métodos experimentais e tedricos.

Em seu trabalho [19], Timms usou o potencial de Aziz [29], e como citamos
anteriormente o potencial de nossa escolha foi o potencial de Lennard-Jones. Os resultados
mostram que o Neonio é praticamente insensivel quanto a escolha dos potenciais em questao.
Sendo assim, podemos considerar que nossa escolha foi bem sucedida.

O sucesso obtido nesta primeira etapa do trabalho, nos proporcionou seguranca
suficiente para obtermos andlises mais detalhadas dos sistemas compostos de gases nobres,

no nosso caso, para o Neonio.

7.2 Resultados obtidos pela simulacao

Estudaremos nesta sessao a matriz densidade e qual a sua ligacao com a tempe-
ratura e com a densidade, dando énfase a analise dos limites classicos e quanticos de seu
comportamento. Além disso, faremos um estudo sobre a tranformada de Fourier da matriz
densidade de um corpo, que dé origem a distribuicao de momentos. Estudaremos ainda

a funcao correlacao de pares e o comportamento das energias cinética, potencial e total,
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focando nossas atencgoes principalmente na energia cinética, sendo que as outras energias

exercerao o papel de parametros para analise de convergencia.
7.2.1 Propriedades estruturais

Vamos voltar a nossa atencao neste momomento para uma breve andlise da es-
trutura da rede cristalina do Neonio através da funcao de correlacao de pares. A funcao
correlacao de pares é proporcional a probabilidade de encontrarmos um atomo em qualquer
direcao de uma rede critalina ou liquido, a partir de um determinado ponto do espaco. Um
ponto positivo da funcao de correlacao de pares é que sua obtencao nao depende de muitos
passos de Monte Carlo, ou seja, uma vez que o sistema estd em equilibrio térmico necessita-se
de poucos passos temporais para que consigamos um resultado razoavelmente preciso.

Podemos escrever a probabilidade de encontrar duas particulas separadas por

uma distancia r como

g(r):% S 6(r— ) ) (7.1)
i#£]

Aqui N é o numero de dtomos e V' o volume do sistema. Na pratica, a eq. (7.1) gera
uma fileira de fungoes delta, formando um histograma. Devemos notar que nao rotulamos
as contas; fixamos o centro de massa do polimero e calculamos a distancia entre os outros
centros de massa a partir do que foi escolhido como referéncia.

A funcao de correlacao de pares pode ser usada também para critérios de con-
vergéncia, estudando seu comportamento perante a quantidade de contas utilizadas durante
a simulagao, como pode ser visto no grafico da Figura (7.3) e no grafico da Figura (7.4).
Além disso, embora nao seja seu principal papel, a fungao de correlacao de pares pode servir
de indicador do estado em que a matéria se encontra, isto é, se o sistema estd na fase liquida,
gasosa ou solida. Nao é do nosso maior interesse verificar em qual fase o sistema estd, pois
para isso seria necessario um estudo detalhado do fator de estrutura, que oferece provas
cabais sobre o estado da matéria. Como ¢é possivel observar na Figura (7.3) para 2 e 4 con-

tas, as funcoes de correlacao sao bem distintas, ao contrario do que acontece a partir de 8
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contas quando as curvas comecam a se sobrepor, indicando que 8 contas é uma quantidade
razoavelmente boa para realizarmos a simulacao. Vale a pena citar que nao conseguimos
bons resultados usando apenas 1 conta. Mas o que chama a atencao é quando observamos
a Figura (7.4), que apresenta curvas bem similares mesmo para poucas contas. Isso acon-
tece porque para altas temperaturas o polimero estd mais localizado e o nimero de contas
nao precisa ser muito grande para que a g(r) possa “mapear” a posi¢ao das contas desse
polimero. Isso significa que quando o polimero estd mais localizado suas contas estao mais
proximas, o que facilita o calculo do centro de massa e por sua vez o calculo da funcao de
correlacao de pares.

O gréfico da Figura (7.5), mostra o comportamento da fun¢ao de correlagao de
pares com o aumento da temperatura. Notamos que com o aumento da temperatura o
pico da funcao de correlacao de pares fica cada vez menor enquanto sua largura aumenta.
Isto significa que a probabilidade de encontrarmos um atomo em qualquer direcao da rede
cristalina aumenta a medida que a temperatura cresce. Para explicarmos porque isso acon-
tece, vamos imaginar um polimero que se encontra em uma alta temperatura. De acordo
com o isomorfismo este polimero esta bem localizado no espacgo, porém no espaco real ele

tem uma maior mobilidade, ou seja, move-se mais em torno de uma posicao na rede. Assim
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Figura 7.5: Comportamento da fun¢io de correlagao de pares como fungio da temperatura.

sendo, é mais provavel que encontremos um atomo que se move mais na rede. Este compor-
tamento é tipico de um liquido. Para baixas temperaturas os picos sao mais estreitos devido
a menor mobilidade do polimero. Logo, este fica confinado a uma regiao menor do espaco,
tornando-se mais dificil de encontra-lo ao caminharmos aleatoriamente sobre a rede. Este
tipo de situagao é geralmente caracterizada por uma transicao para o estado soélido.
7.2.2 Analise dos limites classicos e quanticos através do estudo
da matriz densidade de um corpo

Todas as andlises feitas a respeito da funcao de correlacao de pares, embora déem
idéias interessantes, nao dao informagoes precisas sobre o comportamento do nosso sistema,
principalmente em relagao ao topico principal: a analise do comportamento classico-quantico
do Neonio. Para que possamos entender melhor como é esse comportamento e quais sao os
limites classicos e quanticos, usaremos a matriz densidade de um corpo. Ela nos fornece
informagoes para estudarmos as transicoes classicas e quanticas, e ainda mostra fenomenos
associados ao comportamento quantico, como por exemplo a formacao do condensado de

Bose-Einstein. Em termos do isomorfismo, o calculo da matriz densidade corresponde a
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uma simulacao na qual o polimero estd inicialmente aberto e que se fecha quando o sistema
entra em equilibrio térmico. Logo um polimero fechado corresponde a uma matriz densidade
diagonal que por sua vez representa um sistema em equilibrio térmico.

Visando melhores resultados, podemos verificar como a matriz densidade se com-

porta com o nimero de contas usadas na simulagao. Podemos ver claramente na Figura (7.7)
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Figura 7.7: Matrizes densidade de um corpo para
diferentes nimeros de contas 2, 4, 8, 16 e 32, para
uma densidade p = 33.46 nm ™ e temperatura T =
26.4 K.

Figura 7.6: Matrizes densidade de um corpo para
diferentes nimeros de contas 2, 4, 8, 16 e 32, para
densidade p = 33.46 nm 3 e temperatura T = 4.7 K.

que o numero de contas nao influencia de forma significativa o comportamento da matriz
densidade no regime de altas temperaturas. Isso nao é verdade para baixas temperaturas
como pode ser verificado na Figura (7.6). O comentério que fizemos anteriormente para
a funcao ¢(r), sobre como a mobilidade do sistema influencia nas distribui¢oes, pode ser
aplicado também nesse caso. Para baixas temperaturas sao necessarias mais contas para
realizarmos a simulacao, ou entao, aumentar a quantidade de passos temporais.
Comecamos o estudo da matriz densidade de um corpo, fixando a densidade do

3 e variando a temperatura, como pode ser visto na Figura (7.8).

sistema em p = 33.46 nm~
Notamos na Figura (7.8), que a matriz densidade converge para zero mais rapidamente,
quanto mais alta for a temperatura. Este comportamento esta de acordo com a expressao

para a matriz densidade que obtivemos anteriormente. Para temperaturas menores, o efeito

quantico da delocalizacao é observado, aumentando a largura da distribuicao; mesmo que
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Figura 7.8: Comportamento da matriz densidade de um corpo para diferentes temperaturas T’ = 4.7, 11.4,
17.8 e 35.209 K, para uma densidade fixada em p = 33.46 nm 5.

para baixas temperaturas o polimero tenha menos mobilidade, ele se encontra mais aberto e
assim as contas sao encontradas mais longe umas das outras, causando um alargamento da
distribuicao.

Como foi dito anteriormente, a matriz densidade pode nos fornecer informacoes
interessantes tais como a existéncia de uma fase condensada. Os pioneiros na andlise da
matriz densidade foram Penrose e Onsager [30]. Eles mostraram que quando a curva da
matriz densidade converge para um valor constante diferente de zero, temos a formacao de
uma fase condensada e que esse valor é proporcional a formacao desse condensado. Assim,
de acordo com a idéias de Penrose e Onsager, o grafico da Figura (7.8), ndo apresenta em
nenhum caso a formagao de condensado, pois todas as curvas tendem a zero.

Embora a Figura (7.8), ndo apresente nenhum indicio do fenomeno quantico
supracitado, nao podemos afirmar se as curvas exibem ou nao um comportamento classico
ou quantico. Entao, mesmo que a matriz densidade nao indique a presenca de um fenomeno

quantico, nao significa necessariamente que seu comportamento seja classico. Para resolver-
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mos essa questao, vamos recorrer a sessao 4.3, na qual obtemos a expressao classica para a
matriz densidade. Mostramos que a expressao classica para a matriz densidade, tem a forma
de uma distribuicao gaussiana. Embora as curvas obtidas através da simulacao PIMC pos-
suam formas similares a de uma distribuicao gaussiana, nao seria sensato afirmar que todas
sao de fato distribuigoes gaussianas, e muito menos afirmar que se tratam de distribuigoes
classicas.

Tendo em vista as circunstancias até o presente momento, temos como proposta
comparar as curvas obtidas através da simulagao com suas respectivas distribuigoes classicas.
A sequéncia de Figuras a seguir mostra o logaritmo da matriz densidade como funcao do
quadrado da posicao. Dessa maneira, obtemos a distribuicao classica como uma reta. Por-
tanto, qualquer comportamento que difira dessa reta representard um desvio do comporta-

mento cléssico.
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Para temperaturas mais baixas, 7" = 4.7 e T' = 11.4 K nas Figuras (7.9) e
(7.10), notamos uma clara divergéncia entre as curvas cldssicas e as curvas provenientes da
simulagao, o que indica que o sistema nessas condicoes se encontra no regime quantico. Para
a temperatura 7' = 17.8 K, ja notamos que a curva simulada comeca a se aproximar da curva
classica. Até que finalmente para uma temperatura consideravelmente maior, 7' = 35.209
K, na Figura (7.12), a curva representa um forte indicio de que o sistema esteja no regime
cléssico.

Em seguida, fizemos a mesma andlise do limites classico e quantico, sé que dessa
vez mantendo o sistema a uma temperatura fixa e variando a sua densidade. Podemos obser-
var na Figura (7.13), o comportamento das matrizes densidade para uma temperatura fixa

T = 25.8 K, e varias densidades. Como pode ser observado na Figura (7.13), quanto maior a
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Figura 7.13: Matrizes densidade para as densidades p = 20.00, 35.00, 44.00 e 58.00 nm~—3, para uma
temperatura fixada em T = 25.8 K.

densidade mais rapidamente as curvas tendem a zero. Podemos atribuir esse comportamento
ao fato de que para baixas densidades o polimero tem uma maior liberdade para se mover,

provocando assim o alargamento da curva. Para altas densidades ele fica mais confinado em
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uma certa regiao, o que explica o estreitamento da matriz densidade de um corpo.

Assim como no caso da andlise para a temperatura, feita anteriormente, as ma-
trizes densidade nao indicam a formacao de condensado. Procedendo da mesma forma que
para a analise da temperatura, construimos graficos do logaritmo das distribugoes e com-

paramos com os resultados da simulagao.
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Para a densidade mais baixa na Figura (7.14), vemos que a matriz densidade
indica que o comportamento estd dentro do limite cldssico. De acordo com a mecanica
estatistica, o limite quantico ocorre para altas densidades, o que pode ser visto nas Figuras
(7.15), (7.16) e (7.17).

Através da analise da matriz densidade de um corpo, estudamos os limites classico
e quantico usando o método PIMC. Surge porém uma pergunta: existe necessariamente al-
gum fendmeno associado ao comportamento quantico tanto para o caso de baixas temperat-
uras como para altas densidades? Se conseguissemos identificar por exemplo fenomenos tais
como a formagao de condensado ou uma fase superfliiida, poderiamos facilmente relacionar
esses fendmenos ao comportamento quantico do nosso sistema; porém, nao conseguimos
identificar nenhum comportamento desse tipo.

Com todas as indagacoes anteriores, seria sensato de nossa parte nos questionar-
mos sobre uma idéia importante: até que ponto podemos confiar nos resultados fornecidos
pela matriz densidade? Motivados por essa divida, somos levados a procurar outros mecan-
ismos de avaliagao sobre os regimes classico e quantico do nosso sistema.

Uma grandeza que pode ser facilmente calculada a partir dos nossos resultados,
e que é capaz de nos fornecer informacgoes sobre o regime do sistema, é o excesso de energia
cinética do sistema, dada por

Eexc - Eksim - Ekclasa (72)

em que o termo FEyg,, corresponde a energia cinética obtida pelo calculo PIMC, e Eyqqs =
%kBT é a energia cinética classica. Logo, se houver energia excedente, oriunda da eq. (7.2),
o sistema estara no regime quantico. A andlise da energia cinética excedente é apresentada a
seguir. Construimos a Tabela (7.5) usando os mesmos valores com os quais fizemos a anélise
do comportamento quantico-classico em relagao a temperatura para a matriz densidade de
um corpo. Os resultados obtidos aqui concordam com a matriz densidade, exceto para a
temperatura 7" = 35.209 K. Enquanto a matriz densidade aponta um comportamento cléssico

do sistema para essa temperatura, como pode ser verificado na Figura (7.12), a andlise da
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Temperatura(K) | Ersim (K) | Exeas(K) | Feze(K)
4.7 19.70(2) 7.05 12.65
114 26.57(1) 17.10 9.47
17.8 34.89 (2) 26.70 8.19
35.209 60.34 (2) 52.81 7.52

Tabela 7.5: Resultados para a energia cinética excedente por particula (em Kelvin) foram obtidos pelo
método PIMC, para diferentes temperaturas e densidade fixada em p = 3.346 nm—2.

energia cinética excedente mostra que ainda ha uma notavel diferenca entre as energias
cinéticas obtidas pelo método PIMC e as obtidas pela energia cinética classica. Fizemos
também o mesmo para o estudo do limite quantico-classico para a densidade, calculando
novamente o excesso de energia cinética. KEsse estudo é apresentado na préxima tabela.

Comparando a Tabela (7.6), com as Figuras de (7.14) a (7.17), vemos que a todos resultados

densidade(nm™3) | Ersim (K) | Ereas(K) | Eeze(K)
20.0 A1.9(1) | 387 3.2
35.0 48.11(1) § 9.41
44.0 53.61(3) ) 14.41
58.0 82.96(3) § 44.26

Tabela 7.6: Resultados para a energia cinética excedente por particula (em Kelvin) foram obtidos pelo
método PIMC, para diferentes densidades e temperatura fixada em T = 25.8 K.

estdao em concordancia, exceto para densidade p = 20.0 nm 3. Para essa densidade ainda ha
excesso de energia cinética, embora a matriz densidade indique um comportamento classico.

Mais uma vez surgem duividas. Estariam errados os nossos resultados para a
matriz densidade de um corpo? O excesso de energia cinética realmente existe? As respostas
para essas questoes, a principio, nao podem ser dadas sem que primeiramente facamos uma
outra analise embora tudo indique que o excesso de energia realmente exista, e que a matriz
densidade nao seja possivelmente apropriada para o esse tipo de estudo. Vimos que a matriz
densidade esta de acordo com analise do excesso de energia cinética para os resultados no
limite quantico, mas parece falhar ao apontar limites classicos. Para que possamos ter uma
prova definitiva sobre a validade dos resultados apresentados até aqui, vamos recorrer ao
estudo de uma propriedade que esteja relacionada com a energia cinética, o que sera feito

através do estudo da distribuicao de momento.
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7.2.3 Estudo da distribuicao de momento

Uma importante informagao que podemos extrair da matriz densidade de um
corpo é a distribuicao de momento, que pode ser obtida diretamente da tranformada de
Fourier, como visto na se¢ao 4.3. A distribuigao de momento fornece informagoes essenciais
sobre as correlacoes presentes no sistema, que nao sao visiveis em outras propriedades. A
sua vantagem sobre a matriz densidade esta principalmente no fato de que ela pode ser
comparada diretamente com resultados experimentais, tais como espalhamento de néutrons.
Outra grande vantagem de se usar métodos simulacionais para calcular a distribuicao de
momento é que as medidas experimentais diretas da energia cinética sao dificeis de se obter.

As distribui¢oes de momento sdo dadas nas Figuras (7.18) e (7.19), mostrando
seu comportamento em relacao a temperatura e em relagao a densidade, respectivamente.
Para estudarmos a distribuicao de momento em termos da temperatura, vamos nos lembrar
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Figura 7.18: Distribuigoes de momento para as Figura 7.19: Distribuigoes de momento para as
temperaturas T = 4.7, 11.4, 17.8, e 35.209 K, para densidades p = 20.00, 35.00, 44.00, e 58.00 nm 3,
uma densidade fixada em p = 33.46 nm 3. para uma temperatura fixada em T = 25.8 K.

do comportamento da matriz densidade de um corpo mostrado anteriormente na Figura
(7.8). Matematicamente, quando realizamos a transformada de Fourier da matriz densidade
de um corpo, estamos fazendo uma mudanga de variaveis, e esperamos que na regiao em

que r é grande, k seja pequeno, e vice-versa, o que explica a mudanga na largura da dis-

tribuicao. Mas, observando de um ponto de vista que realmente interessa, isto é, fisicamente,
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o alargamento da distribuicao de momento com o aumento da temperatura se da devido ao
fato de que ao aumentarmos a temperatura, estamos dando liberdade para que o sistema
ocupe estados k mais altos, como mostra a Figura (7.18). O mesmo comportamento pode ser

observado no caso da densidade, como mostra Figura (7.19), porém, os motivos que levam

a esse comportamento sao totalmente opostos ao caso da temperatura.

Com o aumento da densidade, a limitacao de acesso aos estados quanticos provo-
cam um grande aumento no momento das particulas, uma vez que nao tém liberdade de
ocupar qualquer posicao no espacgo de fases em que se encontram, o que explica a pequena
largura da matriz densidade de um corpo para altas densidades, na Figura (7.13). Um
sistema nessas condicoes é compelido a aumentar sua ocupacao no espaco dos momentos.

Resta-nos agora, concluir a analise da distribuicao de momento para os casos
estudados na subssecao anterior. Para isso, vamos comparar a distribuicao de momento que
obtivemos através do método PIMC com a distribuicao de momento classica, dada pela eq.
(4.13). Vamos focar nossa atencao para os casos em que a matriz densidade de um corpo

aponta o comportamento classico, pois nestes, foi verificado um excesso de energia cinética,

indicando que o sistema possivelmente se encontra no regime quantico. Observando as
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Figura 7.20: Comparagao entre as distribui¢ées de Figura 7.21: Comparacio entre as distribuicoes de
momento cldssica e a obtida através da transformada momento cléssica e a obtida através da transformada
de Fourier da matriz densidade de um corpo (sim- de Fourier da matriz densidade de um corpo (sim-
ulagao) para temperatura T' = 35.209 K e densidade ulacio) para densidade p = 20.00 nm~2 e tempera-
p = 33.46 nm 3. tura T' = 25.8 K.
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Figuras (7.20) e (7.21), notamos claramente uma diferenca entre as distribuicoes cldssicas
e as obtidas pela simulacao, corroborando a analise feita através do cédlculo de excesso de
energia cinética. Em ambas as Figuras (7.20) e (7.21), vemos que a distribui¢ao de momento
para as curvas obtidas pela simulagao, sao mais estreitas. Isso acontece porque no regime
quantico, as particulas tendem a se concentrar em torno de £ = 0. Se caso a temperatura
e a densidade aumentarem demasiadamente, as distribui¢oes se tornarao mais alargadas,
pelos motivos citados anteriormente. O comportamento quantico do nosso sistema, além dos
limites para baixas temperaturas e de altas densidades, pode estar relacionado com o fato
de que o potencial usado é anarmonico. Num sistema cldssico a posicao e o momento, nao
estao correlacionadas; ja num sistema quantico essas grandezas estao diretamente ligadas,
o que nao permite medirmos independentemente cada uma delas. Assim, podemos dizer
que k estd ligado ao potencial indiretamente através da posicao, e pode ser afetado pela
anarmonicidade desse potencial, no nosso caso o potencial de Lennard-Jones.

Torna-se inevitavel nao nos questionarmos sobre esse resultado; por que a matriz
densidade de um corpo falha ao descrever o comportamento para os casos estudados? O
calculo do excesso de energia cinética, juntamente com os resultados obtidos para a dis-
tribuicao de momento, nos levam a pensar que as caracteristicas quanticas de um sistema,
devem estar fortemente relacionadas com a sua energia cinética. Logo, uma distribuicao feita
sobre o espaco das posicoes, nao constitui a forma mais eficiente de descrever com precisao
regimes nas fronteiras entre o comportamento classico e quantico.

Podemos concluir que a matriz densidade, fornece na verdade um comportamento
assintético do regime do sistema, no caso de altas temperaturas e baixas densidades. Ainda
assim, ela é muito usada para descrever fenomenos de superfluidez e de formacao de conden-
sado, além de fornecer a distribuicao de momento que mostrou ser o instrumento correto para
o tipo de analise que procuramos realizar nesse trabalho. Embora nao tenhamos conseguido
definir exatamente onde se encontram as fronteiras entre os regime classico e quantico, fomos

bem sucedidos na descoberta do método que descreve esses comportamento, motivando-nos
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a partir para estudos mais detalhados sobre o sistema discutido nesse trabalho.

O estudo do Ne, foi muito importante para o aprimoramento de nossas técnicas,
servindo de base para estudo de sistemas mais complexos. Futuramente, pretendemos estu-
dar qual a influéncia dos defeitos sobre a anarmonicidade em um cristal de nednio. Também
pretendemos trabalhar com um sistema composto por Hélio (He), tendo como objetivo prin-

cipal estudar o mecanismo de formagao da fase superflilida no sélido de He.



Capitulo 8

Conclusoes Gerais

Neste trabalho apresentamos o formalismo de integral de trajetéria desenvolvido
por Feynman, que mostra que as propriedades termodinamicas de um sistema bosonico sao
exatamente equivalentes as de um tipo peculiar de sistema classico de polimeros interagentes
na forma de um anel, o que nos permite fazer interpretacoes fisicas valiosas. Usando este
tipo de mapeamento quantico-classico, generalizamos a usual técnica de simulacao Monte
Carlo para sistemas classicos, para simular um sistema quantico formado por dtomos de
Ne. Este procedimento é atualmente conhecido como método ”Path Integral Monte Carlo”.
Como consequéncia disto, desenvolvemos com sucesso um cédigo baseado no formalismo da
integral de trajetéria, o que propiciou o estudo do Ne em varios regimes de densidade e
temperatura.

Num primeiro momento, achamos que seria importante comparar nossos resulta-
dos com alguns conhecidos na literatura. A concordancia entre esses resultados, provou que
a partir dai podiamos buscar mais detalhes sobre o estudo do Ne. Utilizando a funcao de
correlacao de pares, fizemos um breve estudo sobre as propriedades estruturais do Ne.

No &pice do nosso trabalho, usamos a matriz densidade de um corpo para tentar
descrever o regime classico-quantico do Ne. A matriz densidade se mostrou eficiente apenas
para demonstar regimes estritamente quanticos, falhando ao apontar o regime classico para
temperatura 7' = 35.209 K e densidade p = 33.46 nm™3, e também para o caso com tempera-

tura T = 25.8 K e densidade p = 20.00 nm 3. Ao calcularmos o excesso de energia cinética,

71
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supomos que os resultados para a matriz densidade nos dois regimes citados, poderiam estar
incorretos. Buscamos entao estudar a distribuicao de momento, que justificou o excesso de
energia obtido para esses dois casos, descrevendo corretamente o regime em que o sistema
se encontrava.

O Ne da forma como foi modelado neste trabalho, correspondeu as nossas ex-
pectativas, mostrando realmente ser um bom sistema-modelo para a investigacao do seu
comportamento quantico-classico. A experiéncia adquirida com o Ne, nos permitira atacar
sistemas mais complexos, com caracteristicas mais peculiares, como por exemplo, o hélio.
Como continuacao do estudo do Ne, prentendemos incluir defeitos em sua estrutura e verificar
como esses defeitos influenciam tanto no regime classico-quantico, assim como na anarmoni-
cidade do Ne solido. Queremos ainda, estudar um problema recente, que tem como ponto

principal a investigacdo do mecanismo que gera a fase superfluida no hélio sélido [31,32].



Apéndice A

Propagador

Consideremos uma particula descrita por uma fungao de onda ¥ (7,t). A equagao

OP(Tit)
ot

de Schroedinger nos permite calcular , isto é, a taxa de variacdo de ¢ (7, t) com respeito
a t. Isso por sua vez, dd a evolucdo temporal da fungao de onda ¢ (7, t), de um ponto de vista
diferencial. De uma modo mais direto podemos determinar (7, tp), tomando a funcao de
onda num dado ponto 7y, num tempo tg, a partir do conhecimento completo da funcao de
onda (", t').

Para considerar essa possibilidade, podemos recorrer ao eletromagnetismo, onde
ambos os pontos de vista sao possiveis. As equagoes de Maxwell fornecem as taxas de variagao
das componentes dos campos elétricos e magnéticos. O principio de Huygens permite calcular
diretamente, quando o campo monocromatico é conhecido numa superficie ¥, o campo num
ponto P; soma-se os campos radiados no ponto P por fontes secundarias fi, fo, ... f,, situadas
em X e cujas amplitudes e fases sao determinadas pelo valor de fi, fo, ... fp-

Com isso queremos mostrar que existe na mecanica quantica um analogo a esse

principio de Huygens. Mais precisamente podemos escrever para ty > t;

(7, t2) :/dSTlK(F%tQ;'Fl,t1)¢(7?17t1)~ (A1)

A amplitude de probabilidade de encontrar a particula em 75 no instante ty é
obtido somando-se todas as amplitudes “irradiadas” por fontes secundarias (7, t1), (7r7', t1)...

situadas no espago-tempo na superficie t = t;, sendo que cada uma dessas fontes tem uma
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contribuicao proporcional a (7, 1), ¥(r', t1), - .
A.1 Existéncia e propriedades de um propagador

A questao principal, é como conectar diretamente os estados do sistema em dois

tempos diferentes. Isso é possivel usando o operador evolugao. Sejam dois estados [¢)(t1)) e
[9(t2)), temos que
[¥(t2)) = Ulta, ta)|1(t)), (A.2)
com (7, ta) = (Mal1(te)). Substituindo a eq. (A.2) na relagdo (7, t2) = (F2|t(t2)) e
aplicando a relagio de completeza [ d*r|ri)(ri| = 1, temos:
(7o, ta) = (72|U (L2, 1) [1h(t1))
= (| U (t2, 1) 1|0 (1))

- /d3r1<F2|U(t2,t1)|F1>¢(F1,tl), (A.3)

comparando a eq. (A.3) com a eq. (A.1l), definimos o propagador como
K(FQ,tQ;Fl,t1> == <FQ|U(t2,t1)|F1> (A4)

De fato desde que queiramos usar férmulas do tipo da eq. (A.1), somente para ty > t,
temos que admitir que caso contrario, o propagador seja nulo, ou seja, K = 0 para ty < t;.

A definicao de K se torna
K (7, 12,71, 1) = (ra|Ul(ta, t1)[r1)O(t2 — t1) (A.5)

onde O é a funcao degrau.

A.2 Interpretacao fisica do propagador

Podemos interpretar o propagador dado pela eq. (A.5) como sendo a amplitude
de probabilidade de uma particula, partindo de 7} no tempo t;, chegar no ponto 75 no tempo

ty. Se tomamos o estado inicial em ¢, ou seja |1 (t1)) = |F), entdo em to temos

[U(t2)) = Ulta, t1)|00(t1)). (A.6)
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Logo Ul(ts, t1)|™) = |¥(t2)), e, a amplitude de probabilidade de encontrar a particula em 7%,
é
(2]t (t2)) = (M2|U (22, t1)|71), (A.7)

que comprando com a eq. (A.4) é justamente o propagador.

A.3 Propagador em termos dos autoestados do oper-
ador hamiltoniano

Vamos assumir que o operador hamiltoniano, nao depende explicitamente do
tempo e que |p,) e F, sdo seus autoestados e autovalores respectivamente. A equagao de
autovalor é entao H|p,) = E,|pn). De acordo com a férmula para o operador evolugao,
temos que

Uty t1) = e nH =1, (A.8)

Inserindo nessa equagio a relagio de completeza 3 |, ){¢,| = 1, temos

Ults, ta) Z'f R (=)0, ) (0. (A.9)

Aplicando (75| e |7) em ambos os lados da eq. (A.9), e multiplicando pela fungao degrau

para garantir que o propagador se anule para ty < t1, temos

K (Fo,to; 71, t1) = O(t2 = 1) D on” (r1)ipn(ra)e” #2710 (A.10)

n

que representa o propagador em termos dos autoestados do operador hamiltoniano.

A.4 Equacoes satisfeitas pelo propagador

Vamos aplicar o operador

[ma% - H}, (A.11)

na eq. (A.10). Assim temos

i = ] K i) = i3 1) 5 (e 15, ()
2
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onde usamos %{;tl) = 0(ta —t1), ou seja, a derivada da fungao de degrau resulta na funcao

delta. O termo do somatério nos fornece

Y e (r)ealrz) = Y (ralen) (palr)
' = (5?’/’2 — 7“1). (A]-S)

De volta a eq. (A.10) finalmente K, satisfaz a equagao

|:Zh£ — H:| K(FQ, tg, Fl,tl) = Zh5<t2 — t1>5(7“2 — 7’1) (A].4)
2

A solugao dessa equacao é dada pelas fungoes de Green. A condigao de contorno suficiente

é K(FQ,tQ;Fl,tl) = 0, para to < t.

A.5 Decomposicao do propagador em uma soma de
amplitudes parciais

Podemos decompor o operador evolugao em produtos de operadores evolugao de

tempos intermedidrios, da seguinte forma,
Uty —t1) = Ulta, tan)U(tan, tan—1)---U(tar, t1); (A.15)
aplicando (75| e |7) & eq. (A.15), teremos
(ro|U(ta, t1)|r1) = (ro|U(t2, tan)U (tan, tan—1)---U(tar, t1)|r1), (A.16)
e da eq. (A.4), obtemos o propagador na forma
K (7, to;r1,t1) = (r2|U(ta, tan)U(tan, tan—1)---Ul(ta1, t1)|r1)- (A.17)
Aplicando a relacao de completeza para cada tempo intermediario,
K(2,1) = / Pron / Fron .. / Pro K (2, an) K (an) (A.18)

chegamos na expressao para o propagador em termos de somas de amplitudes parciais.



Apeéendice B

Correcao de Li-Broughton

Consideremos a seguinte expansao,

C'=[V,T,V] = (VI =TV)V —-V(VT =TV)

= —(TV)V = V(VT) +2VTV. (B.1)

Para resolver a eq. (B.1) ¢é necessario trabalhar os operadores 7" e V' na forma real

N M

IS o ol V5 (B2)
N om M i '

i=1 a=1

1 M
Vo= 22D Viire —ril).

a=1 i<j

Substituindo as eqgs. (B.3) na eq. (B.1), obtemos

O = =B Yy VIria = mial) 2oy S V2 S VIria = 7l
2 (DAL S V3 iy Ve = o)) Sy VIria = 75al)
25 e V(ria = 7ial) (Sics ViIria = 150) DA X, V2. (B.3)

onde \ = h?/2m.
Antes de seguirmos adiante, é necessario recorrermos a alguns resultados da teoria

das distribuigoes. Seja 1) uma funcao de apoio, entao

PV = V(¥Ve) — ViV¢
= —V(Vio) + Vo. (B.4)
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Os primeiros termos de cada linha da eq. (B.4) tendem para zero, uma vez que eles sdo

oriundos do divergente da fungao de apoio e serao integrados, logo

YV? = V2, (B.5)
Procedendo da mesma maneira
YVo = V(o) — (Vi)o, (B.6)
o que nos leva a
YV = =V. (B.7)

Usando esse resultados na eq. (B.3), teremos

O = =B Yy VlIiria = rial) Zaly X V3 X, VIiria = 7ial)
3 (A 2 VA S Ve = ia)) Ly VI7ia = 7al)

55 Lo T V2 (S Vlria = ial) iy ViIria = 1ial))

- _1\24_/\3 Zi<j V([ria = rjal) Zi\/lﬂ Zi\; Vi Zz’<j V([ria — rjal)
1 (T S V2 Ly VlIria = ial)) Sics VI7ia = 1ial)
1 Sy o V(S VIria = 3al)) Eics VIria = 7ial)
155 (Liey Vilria = 7a) ) 0L K V2 Y, Vilria = al),

= 22 20 I V2 (e Vria = 1ial) ) Zic; ViIria = 73al)
_% (Zi<j V([ria — Tja|)> 22/1:1 zzj\; szoz ZK]‘ V(Iria — Tja|)a
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A
S, (va—w) V2 S Vi — rial)
a=1 i=1

1<j 1<j

Logo, obtemos

C' = [(vaz> (I7ia = 75a) (ZVWZ) (Iria = ml)].

1<j 1<J

Assim, podemos escrever a correcao de Li-Broughton como

onde
Zv ’rwz rkoz|)a

k#i
e a representa as coordenadas espaciais x, y e z.

(B.8)

(B.10)

(B.11)



Apéndice C

Formula de Zassenhaus

A férmula de Zassenhaus consiste na expansao da soma de operadores que nao
comutam no argumento de uma exponencial. Esta férmula é importante no calculo da

correcao da agao classica dada por

B _ Ao Cagn o
onde
C, — —%[A,B], (C.2)
Cs = A [4,B]) +2(B, (4, B),
Cy = =4 LA, [4, Bl + 3B, [A, [4, BI]l + 315, B, A, BI]).

Na deducao dos coeficientes da expansao acima, usaremos o método de diferenciacao por
parametro [33,34]. O método consiste na multiplicagdo dos operadores localizados nas ex-
ponenciais por uma parametro real A

2 3. 14
6)\A+B — 6)\146)\36)\ 026>\ 036)\ Cy . (03)

Vamos diferenciar ambos os lados da eq. (C.3) com respeito a A,

2 3 4 2 3 4
%e)\(A—i—B) — PMAPBANC2 N O3 N Ca L MAB BN Ca NC3 MCh Ly

e)‘Ae’\Be)‘QCQ(2/\02)6)‘3036’\404 e (C.4)
Multiplicando o lado direito da eq. (C.4) por
o MAB _ | A Cu ,=X3Cs = A2C2 = AB ,—AA

., (C.5)
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para obter

A+B = A+6’\ABe_’\A+e’\Ae)‘B(Z)\C’g)e_)‘Be_’\A+e’\Ae’\Be’\202 (3/\203)6_>\2026_)‘B6_>\A+' o

(C.6)
utilizando a seguinte relagao
eMBe =Y "N (jl){A7, B}, (C.7)
com
[A° B} = B, {A" B} = [A,{4", B} (©8)
podemos reescrever a eq. (C.6) da seguinte maneira
A A g n a2 N AT A B “AB_—\A
B:E%m{/x ,B}+2A;He {B™, Cyle 43\ ;Fe M{Cn Csle MBe My
(C.9)

B= Z—{A” B}+2>\ZZ—{Am {B".Ca}} +
x© o0 X )\2n+mrj—k0n ’

Y Yy T {A* {B™ {C},C3}}} + - (C.10)

k=0 m=0 n=0

Explicitando o primeiro termo do lado esquerdo da igualdade, temos

O—Z—{A” B}+2)\ZZ

m=0 n=0

AB", Cao}} +
x© 0 0 )\Qn—l—m—l—

D D R s {A* {B™ {C} C5}} )+ - (C.11)

k=0 m=0 n=0

A partir da eq. (C.11), podemos calcular os coeficientes da expansao. Para isso basta
igualarmos os termos de mesma ordem em \. Para ilustrar isso calcularemos Csy, C3, - - -:

Calculo de Cj : considerando termos de ordem A na eq. (C.11), obtemos

0 = M(A, B]+20), (C.12)

1
02 - —5[147 B]
Calculo de Cj : considerando termos de ordem A\? na eq. (C.11), obtemos

0= AQ(%{AZ, B} 4 2{A% {B,Co}} + 2{A, {B2 Co}} + 3C5), (C.13)
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utilizando o resultado calculado para C5, obtemos Cs
1

Cy — é[A,[A,BHJr%[A,[A,B]].

Para obtermos os outros coeficientes, procedemos de maneira andloga.
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