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Resumo

Cintra, Adriana Araujo.Superfícies Completas com Curvatura Gaussiana
Constante emH2×R e S2×R. Goiânia, 2010.85p. Dissertação de Mestrado.
Instituto de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

Neste trabalho classificamos as superfícies completas, comcurvatura Gaussiana cons-

tante, emH2 ×R e S2 × R. Mostramos que existe uma única superfície completa, a

menos de isometria, com curvatura Gaussiana constante positiva em H2 × R, maior

que um, emS2 × R, e que não existe superfície completa com curvatura Gaussiana,

K(I) < −1, em H2 × R e S2 × R. Provamos ainda que, se−1 ≤ K(I) < 0, existem

infinitas superfícies completas emH2×R com curvatura GaussianaK(I) e, com hipóteses

adicionais, provamos que, se−1 ≤ K(I) < 0 e 0< K(I) < 1, não existe superfície

completa emS2×R com curvatura GaussianaK(I). Estes resultados foram obtidos por

Aledo, Espinar e Gálvez e podem ser encontrados em [1].

Palavras–chave

Superfícies completas, Curvatura Gaussiana constante



Abstract

Cintra, Adriana Araujo.Complete surfaces with constant Gaussian curvature
into the H2×R and S2×R.. Goiânia, 2010.85p. MSc. Dissertation. Instituto
de Matemática e Estatística, Universidade Federal de Goiás.

In this work we classify the complete surfaces with constantGaussian curvature into the

H2×R andS2×R. We show that exists a unique complete surface, up to isometries, with

positive constant Gaussian curvature into theH2×R, and greater than one, into theS2×R

and that there is no complete surfaces with constant Gaussian curvatureK(I) < −1 into

theH2×R andS2×R. We prove that even if−1≤ K(I) < 0 there are infinite complete

surfaces into theH2×R with Gaussian curvatureK(I) and with additional assumption

we prove there is if−1≤ K(I) < 0 and 0< K(I) < 1 there is no exists complete surfaces

into S2×R with Gaussian curvatureK(I). These results were obtained by Aledo, Espinar

and Gálvez and can be found in [1].

Keywords

Complete surfaces, Constant curvature Gaussian
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Introdução

Em 1899, H. Liebmann mostrou que se S é uma superfície regular, compacta e

conexa com curvatura Gaussiana constante, então S é uma esfera.

Dois anos depois, em 1901, D. Hilbert provou que não existe asuperfície com-

pleta de curvatura Gaussiana constante negativa emR3.

Esses dois resultados foram muito importantes dentro da teoria de subvariedades

pois classifica as superfícies de curvatura Gaussiana constante noR3, e eles foram

estendidos paraS3 e H3, já que nesses espaços as equações de Codazzi permanecem

as mesmas e a Fórmula de Gauss é similar a doR3. Todavia, não podemos estender para

outros espaços, uma vez que as equações de compatibilidade,em geral, mudam bastante.

A mais ou menos cinquenta e cinco anos, H.Hopf associou formas diferen-

ciais quadráticas holomorfas a superfícies com curvatura média constante. Essa forma

quadrática é conhecida como a diferencial de Hopf e é a chave principal para a demons-

tração de seu teorema que afirma que uma esfera imersa emR3 com curvatura média

constante é a esfera redonda, ou seja, todos os seus pontos são umbílicos.

Em 2004, U. Abresch e H. Rosenberg, em [2], generalizaram a diferencial de

Hopf para superfícies imersas emS2×R e H2×R, associando uma forma quadrática

holomorfa com a diferencial de Hopf provaram que toda esferaimersa emS2 ×R e

H2×R, com curvatura média constante, é uma superfície rotacionalmente simétrica.

Motivados por esses resultados Alencar, Do Carmo e Tribuzy levantaram a

seguinte questão:

Quais eram as superfícies fechadas imersas em S2×R e H2×R de curvatura

Gaussiana constante?

Gálvez, Espinar e Alencar, em [1], classificaram as superfícies completas de

curvatura Gaussiana constante emS2×R eH2×R.

O principal objetivo do nosso trabalho é apresentar a resposta para o problema

proposto por Alencar, Do Carmo e Tribuzzi, mostrando que valem os seguintes resultados

emS2×R eH2×R:

Teorema do Tipo Liebmann: Existe uma única superfície completa, a menos

de isometria, com curvatura Gaussiana constante K(I) > 1 em S2×R, e K(I) > 0 em

H2×R. Em particular, essa superfície é rotacionalmente simétrica.



iii

Teorema do Tipo Hilbert: Não existe qualquer imersão completa com cur-

vatura Gaussiana K(I) < −1, constante, em S2×R e H2×R.

O nosso trabalho está dividido em quatro capítulos da seguinte maneira:

No primeiro capítulo, apresentamos alguns resultados e definições que serão

necessários no decorrer do trabalho, sobre superfícies completas e compactas, relem-

bramos a classificação das superfícies completas de curvatura constante emR3, calcu-

lamos as equações de compatibilidade emS2×R e H2×R e fizemos um breve estudo

sobre superfícies de Riemann mostrando que a existência de um par Codazzi, com cur-

vatura extrínseca constante, implica na existência de uma forma quadrática holomorfa.

No segundo capítulo, classificamos as superfícies de revolução completas, com

curvatura Gaussiana constante K(I), emH2×R, mostrando que, paraK(I) > 0 existe uma

única superfície de revolução completa, a menos de isometria, com curvatura K(I) e que

para−1≤ K(I)≤ 0 existem infinitas superfícies de revolução completas emH2×R com

curvatura Gaussiana constante K(I), e encontramos uma parametrização para todas elas.

No terceiro capítulo, classificamos as superfícies de revolução completas, com

curvatura Gaussiana K(I), emS2×R mostrando que paraK(I) > 1, existe uma única

superfície de revolução completa, a menos de isometria, comcurvatura K(I), e que os

cilindros flats são as únicas superfícies de revolução completas emS2×R com curvatura

GaussianaK(I) < 1.

No quarto capítulo, definimos uma nova forma quadrática A, a partir da métrica

induzida I e mostramos que (A,II) é um par Codazzi com curvatura extrínseca constante,

onde II é a segunda forma fundamental da imersão. Assim garantimos a existência de uma

forma quadrática holomorfa que é a chave principal para a demonstração do Teorema do

Tipo Liebmann. Finalmente, mostrarmos usando o fato de (A,II) ser um par Codazzi,

que vale o Teorema do Tipo Hilbert. Os casos em que−1 ≤ K(I) < 0 e 0< K(I) < 1

emS2×R permanecem em abertos, mas mostramos também no quarto capítulo, que não

existem superfícies completas com curvatura Gaussiana constante K(I), nesses casos, se

o gradiente da função altura satisfaz a uma certa condição.



CAPÍTULO 1
Preliminares

Neste capítulo iremos abordar algumas definições e resultados que usaremos no

decorrer do trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrados em [5], [6], [8] e [9].

1.1 Conceitos Básicos

Nesta seção definiremos alguns conceitos básicos que usaremos no decorrer do

trabalho.

Definição 1.1 Uma variedade diferenciávelde dimensão n é um conjunto M e uma

família de aplicações biunívocas xα : Uα ⊂ Rn → M de abertos Uα de Rn em M tais

que:

1.
⋃

α xα(Uα) = M.

2. Para todo parα,β, com xα(Uα)
⋂

xβ(Uβ) = W 6= /0, os conjuntos x−1
α (W) e x−1

β (W)

são abertos emRn e as aplicações x−1
β ◦xα são diferenciáveis.

3. A família{Uα,xα} é máxima relativamente às condições(1) e (2).

O par (Uα,xα) com p∈ xα(Uα) é chamado umaparametrizaçãode M em p e xα(Uα) é

chamada umavizinhança coodernadaem p. Uma família{Uα,xα} satisfazendo(1) e(2)

é denominada umaestrutura diferenciávelem M.

O espaço EuclidianoRn, com a estrutura diferenciável dada pela aplicação

identidade é uma variedade diferenciável.

Definição 1.2 Sejam M e N variedades diferenciáveis. Uma aplicação diferenciável

φ : M → N é umaimersãose dφp : TpM → Tφ(p)N é injetiva pra todo p∈ M. Se, alím

disso,φ é um homeomorfismo sobreφ(M) ⊂ N, ondeφ(M) tem a topologia induzida por

N, diz-se queφ é ummergulho. Se M⊂ N e a inclusão i: M →֒ N é um mergulho, diz-se

que M é umasubvariedadede N.

Uma superfície regularS⊂ R
3 é um exemplo de uma subvariedade doR

3.
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Introduziremos agora uma maneira de medir comprimentos de vetores tangentes

que varia diferenciavelmente com o ponto em uma variedade diferenciável.

Definição 1.3 Uma métrica Riemannianaem uma variedade diferenciável M é uma

correspondência que associa a cada ponto p∈ M um produto interno〈,〉p no espaço

tangente TpM, que varia diferencialmente no seguinte sentido : Se x: U ⊂ Rn → M

é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(x1,x2, ...,xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
q = dx(0, ...,1, ...,0), então

〈

∂
∂xi

(q),
∂

∂x j
(q)

〉

q

é uma função diferenciável em U. Uma variedade diferenciável com uma dada métrica

Riemannana chama-se umavariedade Riemanniana.

SejamM e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismof : M → N é uma

isometriase:

〈u,v〉p = 〈d fp(u),d fp(v)〉 f (p), para todop∈ M e u,v∈ TpM. (1.1)

Definição 1.4 Seja f: M →N uma imersão. Se N tem uma estrutura Riemanniana, então

f induz uma estrutura Riemanniana em M por(1.1). A métrica M é chamada então a

métricainduzidapor f , e f é umaimersão isométrica.

Uma métricaPseudo-Riemanninaem uma superfícieS é uma correspondência

que associa a cada pontop deSuma forma bilinear simétrica não degenerada〈,〉 (porém

não necessariamente positiva definida) emT pSe que varia diferenciavelmente comp.

Definição 1.5 Considerando a forma quadrática Q(x1,x2,x3,x4) = −x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4,

com(x1,x2,x3,x4)∈R4, a métrica pseudo-Riemanniana induzida por Q emR4 é chamada

métrica Lorentziana.

1.2 Superfícies Completas e Compactas

Nesta seção iremos relembrar alguns resultados importantes sobre superficíes

completas e compactas que faremos uso no desenrolar do trabalho.

Definição 1.6 Uma superfície regular S é ditacompletase para qualquer ponto P∈ S,

qualquer geodésica parametrizadaγ : [0,ε) → S de S, começando em P= γ(0), pode ser

estendida em uma geodésica parametrizadaγ : R → S, definida sobre toda reta real.
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Proposição 1.7Uma superfície regular fechada mergulhada emR3 é completa na

métrica induzida.

Uma curvadivergenteem uma superfícieS é uma aplicação diferenciável

α : [0,∞) → S tal que para qualquer conjunto compactoK ⊂ Sexiste umt0 ∈ [0,∞) com

α(t) /∈ K parat > t0. O comprimentode uma curva divergente é definido como

lim
t→∞

∫ t

0
‖α′(t)‖dt.

Observação 1.8Uma superfície regular S é completa se, e somente se, o comprimento

de qualquer curva divergente em S é ilimitado.

Uma superfície regularScompacta é sempre completa, porém nem toda superfí-

cie completa é compacta. Quando a curvatura Gaussiana de umasuperfícieSé positiva e

não se aproxima de zero muito rapidamente, veremos em seguida, queSé compacta.

Teorema 1.9 (Bonnet)Se a curvatura Gaussiana K(I) de uma superfície completa

satisfaz

K(I)≥ δ > 0,

então S é compacta e o diâmetroρ de S satisfaz a desigualdadeρ ≤ π√
δ
.

ConsiderandoSuma superfície regular, dizemos que uma região (conexa)R⊂ S

é regular seR é compacta e a sua fronteira,∂R, é a união finita de curvas regulares por

partes fechadas e simples que não se interceptam.

Um triângulo é uma região simples que tem apenas três vértices com ângulos

externosαi 6= 0, i = 1,2,3. Umatriangulaçãode uma região regularR⊂ Sé uma família

finita T de triângulosTi , i = 1, ..,n, tal que

1.
⋃n

i=1Ti = R

2. SeTi ∩Tj 6= /0, i 6= j, entãoTi ∩Tj é uma aresta comum deTi e Tj ou um vértice

comum deTi eTj .

Definição 1.10Dada uma triangulaçãoT de uma região regular R, de uma superfície

regular S, denotaremos por F o número de triângulos, por E o número de arestas, e por

V o número de vértices da triangulação. O número

F −E +V = χ(T ) (1.2)

é chamadocaracterística de Euler-Poincaréda triangulação.
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Prova-se que a característica de Euler-Poincaré não depende da triangulação de

R, e neste caso,χ(T ) = χ(R) para toda famíliaT .

O Teorema de Gauss-Bonnet é provavelmente o mais profundo nageometria

diferencial das superfícies. Uma primeira versão deste teorema foi dada por Gauss em

triângulos geodésicos e a extensão para uma região simples deve-se a Bonnet.

Teorema 1.11 (Gauss-Bonnet Global)Seja R⊂S uma região regular de uma superfície

orientada S e sejam C1, ...,Cn as curvas fechadas, simples e regulares por partes que

formam a fronteira de R. Suponha que cada Ci é orientada positivamente e sejamθ1, ...,θp

o conjunto de ângulos externos das curvas C1, ...,Cn. Então

n

∑
i=1

∫

Ci

kg(s)ds+
∫∫

R
K(I)dσ+

p

∑
l=1

θl = 2πχ(R), (1.3)

onde s denota o comprimento de arco de Ci , e a integral sobre Ci significa a soma das

integrais em todos os arcos regulares de Ci .

Existem aplicações muito interessantes do Teorema de Gauss-Bonnet, mas no

nosso trabalho vamos utilizar a seguinte:

Teorema 1.12 (Aplicação do Teorema de Gauss-Bonnet)Uma superfície compacta

com curvatura positiva é homeomorfa a uma esfera.

Observação 1.13Todos os resultados desta seção podem ser estendidos para H2×R e

S2×R.

1.3 Superfícies de Revolução, Completas, emR3

Nesta seção vamos classificar as superficíes de revolução, completas, com cur-

vatura Gaussiana constante no espaço euclidianoR3.

A menos de isometria, podemos escolher o eixo de rotação comosendo o eixo

(0,0,x3). Neste caso, a matriz de rotação é dada por

R=







cos v −sen v 0

sen v cos v 0

0 0 1






, (1.4)

ondev é o ângulo de rotação em torno do eixo de revolução

Seja α(u) = (l(u),0,h(u)) ⊂ R3 uma curva regular tal quel(u) ≥ 0,

parametrizada pelo comprimento de arco, ou seja,

(l ′(u))2+(h′(u))2 = 1 (1.5)
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que corta ortogonalmente o eixo de rotação(0,0,x3) somente nos pontos final e inicial.

Uma parametrizaçãoΨ :U ⊂R2 →R3 para a superfície de revolução, neste caso

é dada por

Ψ(u,v) = (l(u)cos v, l(u)sen v,h(u)).

Derivando em relação au ev temos que

{

Ψu(u,v) = (l ′(u)cos v, l ′(u)sen v,h′(u))

Ψv(u,v) = (−l(u)sen v, l(u)cos v,0).
(1.6)

Portanto os coeficientes da primeira forma fundamental são dados por:











E(u,v) = |Ψu(u,v)|2 = l ′(u)2+h′(u)2 = 1

F(u,v) = 〈Ψu(u,v),Ψv(u,v)〉 = 0

G(u,v) = |Ψv(u,v)|2 = l2(u).

Logo a métrica induzida é dada por

I = du2+ l2(u)dv2.

Fazendo o produto vetorial em (1.6) temos que

Ψu×Ψv = (−h′(u)l(u)cos v,−h′(u)l(u)sen v, l ′(u)l(u)).

Assim, de (1.5) temos que

‖Ψu×Ψv‖2 = (h′(u))2l2(u)cos2 v+(h′(u))2l2(u)sen2 v+(l ′(u))2l2(u)

= (h′(u))2l2(u)+(l ′(u))2l2(u)

= [(h′(u))2+(l ′(u))2]l2(u)

= l2(u).

Portanto, o vetor normalN : U ⊂ R2 → S2 da superfície é dado por

N(u,v) =
Ψu×Ψv

‖Ψu×Ψv‖
= (−h′(u)cos v,−h′(u)sen v, l ′(u)).

Agora derivando o normal em relação au ev temos que

{

Nu(u,v) = (−h′′(u)cos v,−h′′(u)sen v, l ′′(u)),

Nv(u,v) = (h′(u)sen v,−h′(u)cos v,0).
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Portanto os coeficientes da segunda forma fundamental são dados por











e(u,v) = 〈Ψu(u,v),−Nu(u,v)〉 = h′′(u)l ′(u)−h′(u)l ′′(u)

f (u,v) = 〈Ψu(u,v),−Nv(u,v)〉 = 0

g(u,v) = 〈Ψv(u,v),−Nv(u,v)〉 = h′(u)l(u).

Neste caso, a curvatura GaussianaK(I) da superfície é igual a

K(I) =
eg− f 2

EG−F2 =
[h′′(u)l ′(u)−h′(u)l ′′(u)]h′(u)l(u)

l2(u)

=
h′′(u)h′(u)l ′(u)− (h′(u))2l ′′(u)

l(u)
.

Observemos agora que derivando (1.5) obtemos que

2l ′(u)l ′′(u)+2h′(u)h′′(u) = 0,

ou seja,h′(u)h′′(u) = −l ′(u)l ′′(u). Portanto substituindo em (1.7) temos que

K(I) =
−l ′′(u)(l ′(u))2− (h′(u))2l ′′(u)

l(u)
= − l ′′(u)

l(u)
.

Sendo assim, classificar as superfícies de revolução com a curvatura Gaussiana

constante é equivalente a estudar a seguinte equação diferencial ordinária,

l ′′(u)+K(I)l(u) = 0.

A solução dessa equação, de acordo com o sinal da curvatura, édada por

l(u) =











Acos(
√

K(I)u)+Bsen(
√

K(I)u), seK(I) > 0

Au+B, seK(I) = 0

Acosh(
√

−K(I)u)+Bsenh(
√

−K(I)u), seK(I) < 0,

(1.7)

ondeA eB são constantes reais que não se anulam simultaneamente.

Caso 1 -K(I) > 0

Neste caso, por (1.7), temos que

l(u) = Acos(
√

K(I)u)+Bsen(
√

K(I)u). (1.8)

Se S é completa comK(I) > 0, então pelo Teorema de Bonnet temos queS

é compacta. Assim pelo Teorema (1.12), Ψ(u,v) tem que ser a parametrização de uma

esfera, isto é,α(u) é uma curva que intercepta o eixo em um ponto inicial e um ponto
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final.

Seu0 é o ponto inicial, então reparametrizandoα trocandou porz= u−u0 temos

queα(z) corta o eixo na origem emz = 0, isto é,α(0) = (0,0,h(0)). Logo, l(0) = 0.

Portanto, de (1.8) tem-se queA = 0. Logo,

l(z) = Bsen(
√

K(I)z).

Assim,

l ′(z) =
√

K(I)Bcos(
√

K(I)z).

Portanto, de (1.5) temos que

(h′(z))2 = 1−K(I)B2cos2(
√

K(I)z). (1.9)

Considerando que a curva intercepta o eixo ortogonalmente,isto é,h′(0) = 0,

logo de (1.9) tem-se queB = 1√
K(I)

. Portanto, a menos de isometria











l(z) =
sen(

√
K(I)z)√

K(I)

h′(z) =
√

1−cos2(
√

K(I)z) = sen(
√

K(I)z).
(1.10)

Portanto integrandoh′(z) temos que

h(z) = −cos(
√

K(I)z)
√

K(I)
, (1.11)

e a superfície completa com curvatura Gaussiana constante positiva é a esfera.

Figura 1.1: Esfera: Superfície com curvatura Gaussiana K(I) > 0
emR

3.
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Caso 2 -K(I) = 0

Neste caso por (1.7), temos quel(u) = Au+B.

i. Seα(u) não intercepta o eixo então a métrica induzidaI = du2 +(Au+B)2dv2 da

superfície será completa seα(u) está bem definida para todou∈R. PortantoA= 0.

Assim temos quel(u) = B, e consequentementel ′(u) = 0.

Portanto, a menos de isometrias, de (1.5) temos queh′(u) = 1, eh(u) = u.

Assim obtemos o cilindroΨ(u,v) = (Bcos v,Bsen v,u).

Como α(u) é bem definida temos que o cilindro é fechado emR
3, então pela

Proposição (1.7) temos que o cilindro é completo. (Ver Figura (1.2(b))).

ii. Se α(u) intercepta o eixo, então podemos assumir sem perda de generalidade que

intercepta emu = 0, ou seja,α(0) = (0,0,h(0)). Assim,

0 = l(0) = A.0+B = B,

Portanto, para todou∈ R+

l(u) = Au. (1.12)

Derivando a equação acima obtemos quel ′(u) = A. Assim de (1.5) temos que

(h′(u))2 = 1−A2.

Comoα(u) deve interceptar o eixo ortogonalmente, entãoh′(0) = 0.

Logo, 1−A2 = 0, ou seja,A = ±1. Comol(u) ≥ 0 e u ∈ R+ segue queA = 1.

Assim,

l(u) = u e h′(u) = 0.

Integrando temos que

h(u) = h(0). (1.13)

Neste casoΨ(u,v) = (ucos v,usen v,h(0)) é uma parametrização do plano que é

uma superfície completa. (Ver Figura (1.2(a))).

Assim obtemos, a menos de isometrias, duas superfícies de revolução completas

que possuem curvatura Gaussiana nula.
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     ( a )      ( b ) 

Figura 1.2: (a) Cilindro e (b) Plano : Superfícies com curvatura
Gaussiana K(I) = 0

Caso 3 -K(I) < 0

Neste caso por (1.7), temos que

l(u) = Acosh(
√

−K(I)u)+Bsenh(
√

−K(I)u). (1.14)

i. Se α(u) intercepta o eixo então podemos assumir novamente que intercepta para

u = 0, ou seja,α(0) = (0,0,0). Assim,

0 = l(0) = A.1+B.0 = A.

Logo l(u)= Bsenh(
√

−K(I)u) para todou∈R+, poisl(u)≥0. Portanto, derivando

temos que

l ′(u) =
√

−K(I)Bcosh(
√

−K(I)u).

Portanto de (1.5)

(h′(u))2 = 1+K(I)B2cosh2(
√

−K(I)u).

Como a curvaα deve interceptar ortogonalmente temos queh′(0) = 0 e conse-

quentemente, a menos de isometrias,B = 1√
−K(I)

, que é um absurdo. Logo não

existe superfície completa com curvatura negativa constante interceptando o eixo

ortogonalmente.

ii. Seα(u) não intercepta o eixo então a métrica induzida

I = du2+(Acosh(
√

−K(I)u)+Bsenh(
√

−K(I)u))2dv2
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da superfície para ser completa deve ser bem definida para todo u∈ R.

Primeiramente vamos mostrar queA2 ≥ B2.

De fato, suponhamos por absurdo queA2 < B2. Então pela definição das funções

trigonométricas hiperbólicas temos que (1.14) é dada por

l(u) = A
e
√

−K(I)u+e−
√

−K(I)u

2
+B

e
√

−K(I)u−e−
√

−K(I)u

2

=
(A+B)e

√
−K(I)u+(A−B)e−

√
−K(I)u

2
. (1.15)

Fazendou = 0 em (1.14) temos queA = l(0) ≥ 0.

ComoA2 < B2, entãoA−B < 0 ouA+B < 0.

SeA+B < 0 eu→ ∞ em (1.15) entào

lim
u→∞

l(u) = −∞.

Analogamente temos que seA−B < 0 eu→−∞ em (1.15) então

lim
u→−∞

l(u) = −∞.

Nos dois casos temos uma contradição poisl(u) ≥ 0 para todou ∈ R. Portanto

A2 ≥ B2.

SeA2 = B2 então mudandou para−u se necessário, podemos assumir queA = B.

Logo, de (1.14) temos que

l(u) = Acosh(
√

−K(I)u)+Asenh(
√

−K(I)u)

= A

[

e
√

−K(I)u+e−
√

−K(I)u

2
+

e
√

−K(I)u−e−
√

−K(I)u

2

]

= Ae
√

−K(I)u.

Fazendo a mudançaz= u− lnA√
−K(I)

obtemos que

l(z) = e
√

−K(I)z
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Portanto,

l ′(z) =
√

−K(I)e
√

−K(I)z.

Assim,(l ′(z))2 = −K(I)e2
√

−K(I)z.

Mas de (1.5) temos que(l ′(z))2 ≤ 1 para todoz∈ R, ou seja,

−K(I)e2
√

−K(I)z≤ 1, ∀z∈ R;

Agora fazendoz = 0 na equação acima temos queK(I) ≥ −1. Portanto, de (1.5)

temos que

h′(z) =

√

1+K(I)e2
√

−K(I)z

Portanto encontramos a superfície tal que a parametrizaçãoda curva geratriz é dada

por

l(z) = e
√

−K(I)z e h(z) =
∫ z

0

√

1+K(I)e2
√

−K(I)zdz,

e esta superfície não é completa pois sua curva geratriz possui bicos.

Figura 1.3: Pseudoesfera: Superfície com curvatura Gaussiana
K(I) = −1 emR

3.

SeA2 > B2 entãoB2

A2 < 1. Portanto existeθ ∈ R tal que B
A = tanhθ. Assim existe

C > 0 tal queA = Ccoshθ eB = Csenhθ. Portanto de (1.14) temos que

l(u) = Ccoshθcosh(
√

−K(I)u)+Csenhθsenh(
√

−K(I)u)

= Ccosh(
√

−K(I)u+θ).

Assim reparametrizando a curva trocandou porz= u+ θ√
−K(I)u

temos que

l(z) = Ccosh(
√

−K(I)z).
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Portanto,

l ′(z) = C
√

−K(I)senh(
√

−K(I)z).

Assim,

(l ′(z))2 = −K(I)C2senh2(
√

−K(I)z).

Mas de (1.5) temos quel ′(z) ≤ 1 para todoz∈ R, ou seja,

−K(I)C2senh2(
√

−K(I)z) ≤ 1, ∀z∈ R. (1.16)

Agora existed ∈ R tal quesenh(
√

−K(I)d) = 1
C e da equação acima temos que

K(I)≥−1.

Portanto, de (1.5) temos que

h′(z) =

√

1+K(I)C2senh2(
√

−K(I)u).

Observe que parah′(z) ser bem definida temos que

z∈
[

1
√

−K(I)
arcsenh

(

−1

C
√

−K(I)

)

,
1

√

−K(I)
arcsenh

(

1

C
√

−K(I)

)]

.

Portanto,

h(z) =
∫ u

0

√

1+K(I)C2senh2(
√

−K(I)z)dz.

Neste casos, estas superfícies não são completas pois a curva não definida para todo

z∈ R.

Apesar de saber que estes resultados são verdadeiros usandoo Teorema de

Liebmann e Hilbert, desenvolvi as contas para superfícies de revolução pois foi usando

estas ideias que Aledo, Espinar e Gálvez em [1], generalizaram estes resultados para

H2×R eS2×R.

1.4 A Fórmula de Gauss e as equações de Codazzi

Nesta seção iremos obter a Fórmula de Gauss e as equações de Codazzi em

M2(ξ)×R onde

M2(ξ) =

{

S2, seξ = 1

H2, seξ = −1.
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SejaR4
k, k = 0,1, o espaço vetorialR4 com coordenadas lineares(x1,x2,x3,x4)

e com a métrica〈,〉 induzida pela forma quadráticaξx2
1 +x2

2 +x2
3 +x2

4, onde

ξ =

{

1, sek = 0

−1, sek = 1.

VeremosS2×R como subvariedade do espaço EuclidianoR
4
0 , isto é,

S2×R = {(x1,x2,x3,x4) ∈ R
4 : x2

1 +x2
2 +x2

3 = 1}.

Analogamente veremosH2×R como uma subvariedade do espaço Lorentziano

R4
1, isto é,

H2×R = {(x1,x2,x3,x4) ∈ R
4 : −x2

1 +x2
2 +x2

3 = −1,x1 > 0}.

SejaSuma superfície orientável e(A,B) um par de formas quadráticas reais em

S tais queA é métrica Riemanniana. Associado a esse par podemos definir acurvatura

média e acurvatura extrínseca, respectivamente, por

H(A,B) =
Eg−2 f F +eG

2(EG−F2)
e K(A,B) =

eg− f 2

EG−F2 ,

ondeA = Edu2+2Fdudv+Gdv2 e B = edu2 +2 f dudv+gdv2, sendo(u,v) um sistema

de coordenadas locais.

Definição 1.14Dizemos que(A,B) é umpar Codazzise satisfaz as equações clássicas

de Codazzi, isto é,

{

ev− fu = eΓ1
12+ f (Γ2

12−Γ1
11)−gΓ2

11,

fv−gu = eΓ1
22+ f (Γ2

22−Γ1
12)−gΓ2

12. .

ondeΓk
i j são os símbolos de Christoffel da métrica Riemanniana A, e são dados por















































Γ1
11 =

1
2(EuG+EvF)−FFu

EG−F2

Γ2
11 =

− 1
2(EuF+EvE)+EFu

EG−F2

Γ1
12 = 1

2
EvG−FGu
EG−F2

Γ2
12 = 1

2
EGu−FEv
EG−F2

Γ1
22 =

− 1
2(GGu+FGv)+GFv

EG−F2

Γ2
22 =

1
2(EGv+FGu)−FFv

EG−F2 .

(1.17)
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SejaSuma superfície orientável eΨ : S→ M2(ξ)×R uma imersão com campo

de vetores normais unitários N. SejamI = 〈dΨ,dΨ〉 e II = 〈−dN,dΨ〉 a primeira e a

segunda formas fundamentais deΨ respectivamente eK(I) a curvatura Gaussiana. Seja

h(u,v) a quarta coordenada da imersãoΨ, a qual chamaremos defunção altura. Sejam

Ψ(u,v) = (x1(u,v),x2(u,v),x3(u,v),h(u,v))∈ R
4, (1.18)

tal que

ξx2
1(u,v)+x2

2(u,v)+x2
3(u,v) = ξ e se ξ = −1 tem-se x1 > 0, (1.19)

ondeu ev são parâmetros locais e

η = (x1(u,v),x2(u,v),x3(u,v),0) ∈ R
4
k. (1.20)

Uma base do plano tangenteTqΨ emq = Ψ(u,v) é{Ψu(u,v),Ψv(u,v)}.

Derivando (1.19) em relação au temos que

2ξx1(u,v)
∂x1(u,v)

∂u
+2x2(u,v)

∂x2(u,v)
∂u

+2x3(u,v)
∂x3(u,v)

∂u
= 0,

ou seja, 2〈Ψu(u,v),η〉 = 0.

De modo análogo, temos que 2〈Ψv(u,v),η〉 = 0.

Logo,η ∈ [TqΨ]⊥ e

|η| =
√

|〈η.η〉| =
√

∣

∣ξx2
1(u,v)+x2

2(u,v)+x2
3(u,v)

∣

∣=
√

|ξ| = 1.

Comoη é normal aN, entãoη é o normal unitário deM2(ε)×R em R4
k. Seja

IIη = 〈−dη,dΨ〉 a segunda forma fundamental induzida porη em S. Considerando











I = Edu2+2Fdudv+Gdv2

II = edu2+2 f dudv+gdv2

IIη = eηdu2+2 fηdudv+gηdv2,

as curvaturas extrínsecas são dadas por

K(I , II ) =
eg− f 2

EG−F2 e K(I , IIη) =
eηgη − f 2

η

EG−F2 .

Temos que{Ψu,Ψv,N,η} formam uma base ortonormal paraR4
k. Assim usando
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que
{

〈Ψu,N〉 = 〈Ψv,N〉 = 〈Ψu,η〉 = 〈Ψv,η〉 = 〈N,η〉 = 0

〈N,N〉 = 1 e 〈η,η〉 = ξ,

temos que











Ψuu = Γ1
11Ψu +Γ2

11Ψv +eN+ξeηη
Ψuv = Γ1

12Ψu +Γ2
12Ψv + f N+ξ fηη

Ψvv = Γ1
22Ψu+Γ2

22Ψv +gN+ξgηη,

(1.21)

ondeΓk
i j são os símbolos de Christoffel e que























Nu = a11Ψu +a21Ψv +c1η
Nv = a12Ψu +a22Ψv +c2η
ηu = b11Ψu +b21Ψv +d1N

ηv = b12Ψu +b22Ψv +d2N,

(1.22)

onde

a11 =
f F −eG
EG−F2 , a21 =

eF− f E
EG−F2 , a12 =

gF− f G
EG−F2 e a22 =

f F −gE
EG−F2 (1.23)

b11 =
fηF −eηG

EG−F2 , b21 =
eηF − fηE

EG−F2 , b12 =
gηF − fηG

EG−F2 e b22 =
fηF −gηE

EG−F2 (1.24)

c1 = ξ〈Nu,η〉, c2 = ξ〈Nv,η〉, d1 = 〈ηu,N〉, d2 = 〈ηv,N〉. (1.25)

Agora derivando a primeira equação de (1.21) em relação av temos que

Ψuuv= (Γ1
11)vΨu+(Γ2

11)vΨv+evN+ξ(eη)vη+Γ1
11Ψuv+Γ2

11Ψvv+eNv +ξηηv. (1.26)

Assim usando (1.21) e (1.22) segue que

Ψuuv = (Γ1
11)vΨu +Γ1

11{Γ1
12Ψu+Γ2

12Ψv + f N+ξ fηη}
+ (Γ2

11)vΨv +Γ2
11{Γ1

22Ψu+Γ2
22Ψv +gN+ξgηη}

+ evN+e{a12Ψu+a22Ψv +c2η}
+ ξ(eη)vη+ξeη{b12Ψu +b22Ψv +d2N}
= {(Γ1

11)v +Γ1
11Γ1

12+Γ2
11Γ1

22+ea12+ξeηb12}Ψu

+ {(Γ2
11)v +Γ1

11Γ2
12+Γ2

11Γ2
22+ea22+ξeηb22}Ψv

+ { f Γ1
11+gΓ2

11+ev +ξeηd2}N

+ {ξ fηΓ1
11+ξgηΓ2

11+ξ(eη)v +ec2}η.
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Analogamente derivando a segunda equação de (1.21) em relação au temos que

Ψuvu = (Γ1
12)uΨu +(Γ2

12)uΨv + fuN+ξ( fη)uη+Γ1
12Ψuu+Γ2

12Ψvu+ f Nu +ξ fηηu.

Assim usando (1.21) e (1.22) segue que

Ψuvu = (Γ1
12)uΨu+Γ1

12{Γ1
11Ψu +Γ2

11Ψv +eN+ξeηη}
+ (Γ2

12)uΨv +Γ2
12{Γ1

12Ψu+Γ2
12Ψv + f N+ξ fηη}

+ fuN+ f{a11Ψu+a21Ψv +c1η}
+ ξ( fη)uη+ξ fη{b11Ψu +b21Ψv +d1N}
= {(Γ1

12)u+Γ1
12Γ1

11+Γ2
12Γ1

12+ f a11+ξ fηb11}Ψu

+ {(Γ2
12)u+Γ1

12Γ2
11+(Γ2

12)
2+ f a21+ξ fηb21}Ψv

+ {eΓ1
12+ f Γ2

12+ fu +ξ fηd1}N

+ {ξeηΓ1
12+ξ fηΓ2

12+ξ( fη)u+ f c1}η.

Como queremos estudar imersões diferenciáveis segue queΨuvu− Ψuuv = 0,

logo

{(Γ1
12)u− (Γ1

11)v+Γ2
12Γ1

12−Γ2
11Γ1

22+T1}Ψu+

{(Γ2
12)u− (Γ2

11)v+Γ1
12Γ2

11+(Γ2
12)

2−Γ1
11Γ2

12−Γ2
11Γ2

22+T2}Ψv +

{ fu−ev +eΓ1
12+ f (Γ2

12−Γ1
11)−gΓ2

11+ξ fηd1−ξeηd2}N+

{ξ[( fη)u− (eη)v +eηΓ1
12+ fη(Γ2

12−Γ1
11)−gηΓ2

11]+ f c1−ec2}η = 0. (1.27)

onde
{

T1 = f a11+ξ fηb11−ea12−ξeηb12

T2 = f a21−ea22+ξ fηb21−ξeηb22.
(1.28)

Agora como{Ψu,Ψv,N,η} forma uma base temos que cada coeficiente acima é

nulo.

Então olhando para o coeficiente deΨv temos que

(Γ2
12)u− (Γ2

11)v +Γ1
12Γ2

11+(Γ2
12)

2−Γ1
11Γ2

12−Γ2
11Γ2

22 = −T2. (1.29)
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Substituindo (1.23) e (1.24) em (1.28) temos que

−T2 = e
f F −gE
EG−F2 − f

eF− f E
EG−F2 +ξeη

fηF −gηE

EG−F2 −ξ fη
eηF − fηE

EG−F2

=
(−eg+ f 2)E

EG−F2 +ξ
(−eηgη + f 2

η)E

EG−F2

= −EK(I , II )−ξEK(I , IIη)

= −E[K(I , II )+ξK(I , IIη)].

Como

(Γ2
12)u− (Γ2

11)v +Γ1
12Γ2

11+(Γ2
12)

2−Γ1
11Γ2

12−Γ2
11Γ2

22 = −EK(I). (1.30)

Assim (1.29) é dada por

K(I) = K(I , II )+ξK(I , IIη). (1.31)

A equação (1.31) é dita aFórmula de Gauss.

Agora olhando para o coeficiente do normal N em (1.27) temos que

ev− fu = eΓ1
12+ f (Γ2

12−Γ1
11)−gΓ2

11+ξ fηd1−ξeηd2. (1.32)

Derivando a terceira equação de (1.21) em relação au temos que

Ψvvu = (Γ1
22)uΨu+(Γ2

22)uΨv +guN+ξ(gη)uη+Γ1
22Ψuu+Γ2

22Ψvu+gNu +ξgηηu

= {(Γ1
22)u+Γ1

22Γ1
11+Γ2

22Γ1
12+ga11+ξgηb11}Ψu

+ {(Γ2
22)u+Γ2

22Γ2
11+Γ2

22Γ2
12+ga21+ξgηb21}Ψv

+ {eΓ1
22+ f Γ2

22+gu+ξgηd1}N

+ {ξeηΓ1
22+ξ fηΓ2

22+ξ(gη)u+gc1}η.

Derivando a segunda equação de (1.21) em relação av obtemos que

Ψuvv = (Γ1
12)vΨu +(Γ2

12)vΨv + fvN+ξ( fη)vη+Γ1
12Ψuv+Γ2

12Ψvv+ f Nv +ξ fηηv

= {(Γ1
12)v +(Γ1

12)
2+Γ2

12Γ1
22+ f a12+ξ fηb12}Ψu

+ {(Γ2
12)v +Γ1

12Γ2
12+Γ2

12Γ2
22+ f a22+ξ fηb22}Ψv

+ { f Γ1
12+gΓ2

12+ fv +ξ fηd2}N

+ {ξ fηΓ1
12+ξgηΓ2

12+ξ( fη)v + f c2}η.
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ComoΨvvu−Ψuvv = 0 temos que

{(Γ1
22)u− (Γ1

12)v +Γ1
22Γ1

11+Γ2
22Γ1

12− (Γ1
12)

2−Γ2
12Γ1

22+T3}Ψu +

{(Γ2
22)u− (Γ2

12)v +Γ2
11Γ1

22−Γ1
12Γ2

12+T4}Ψv +

{gu− fv +eΓ1
22+ f (Γ2

22−Γ1
12)−gΓ2

12+ξgηd1−ξ fηd2}N+

{ξ[(gη)u− ( fη)v +eηΓ1
22+ fη(Γ2

22−Γ1
12)−gηΓ2

12]+gc1− f c2}η = 0. (1.33)

onde
{

T3 = ga11+ξgηb11− f a12−ξ fηb12

T4 = ga21− f a22+ξgηb21−ξ fηb22.
(1.34)

Como{Ψu,Ψv,N,η} forma uma base paraR4
k temos que cada coeficiente de

(1.33) é nulo.

Agora olhando para o coeficiente deΨu temos que

(Γ1
22)u− (Γ1

12)v +Γ1
22Γ1

11+Γ2
22Γ1

12− (Γ1
12)

2−Γ2
12Γ1

22 = −T3. (1.35)

Substituindo (1.23) e (1.24) em (1.34)e usando a Fórmula de Gauss temos que

−T3 = f
gF− f G
EG−F2 −g

f F −eG
EG−F2 −ξgη

fηF −eηG

EG−F2 +ξ fη
gηF − fηG

EG−F2

=
(eg− f 2)G
EG−F2 +ξ

(eηgη − f 2
η)G

EG−F2

= GK(I , II )+ξGK(I , IIη)

= G[K(I , II )+ξK(I , IIη)]

= GK(I).

Assim, (1.35) passa a ser dada por

(Γ1
22)u− (Γ1

12)v+Γ1
22Γ1

11+Γ2
22Γ1

12− (Γ1
12)

2−Γ2
12Γ1

22 = GK(I). (1.36)

Agora igualando a zero o coeficiente deΨv temos que

(Γ2
22)u− (Γ2

12)v +Γ2
11Γ1

22−Γ1
12Γ2

12 = −T4. (1.37)
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Analogamente de (1.23), (1.24), (1.34) e da Fórmula de Gauss temos que

−T4 = f
f F −gE
EG−F2 −g

eF− f E
EG−F2 −ξgη

eηF − fηE

EG−F2 +ξ fη
fηF −gηE

EG−F2

= −(eg− f 2)F
EG−F2 −ξ

(eηgη − f 2
η)F

EG−F2

= −FK(I , II )−ξFK(I , IIη)

= −F[K(I , II )+ξK(I , IIη)]

= −FK(I).

Assim (1.37) fica

(Γ2
22)u− (Γ2

12)v +Γ2
11Γ1

22−Γ1
12Γ2

12 = −FK(I). (1.38)

Assim de (1.36) e (1.38) temos que

(EG−F2)K(I) = E
(

(Γ1
22)u− (Γ1

12)v +Γ1
22Γ1

11+Γ2
22Γ1

12− (Γ1
12)

2−Γ2
12Γ1

22

)

+ F
(

(Γ2
22)u− (Γ2

12)v +Γ2
11Γ1

22−Γ1
12Γ2

12

)

. (1.39)

Finalmente analizando o coeficiente deN na equação (1.33) temos que

fv−gu = eΓ1
22+ f (Γ2

22−Γ1
12)−gΓ2

12+ξgηd1−ξ fηd2. (1.40)

As equações (1.32) e (1.40) são conhecidas como asequações de Codazzi.

Observação 1.15Se S imersa em M temos pela fórmula de Gauss que

K(I) = K(I , II )+K,

onde K é a curvatura seccional de M. Assim se M= R
3 temos que K= 0, e portanto

K(I , II ) = K(I).

Observação 1.16Da equação (1.30) a curvatura Gaussiana K(I) da métrica

I = du2+ f (u)2dv2 é dada por:

K(I) = − 1

2
√

EG

{( Ev√
EG

)

v
+
( Gu√

EG

)

u

}

= − 1
2 f (u)

(2 f (u) f ′(u)

f (u)

)

u

= − 1
2 f (u)

(2 f ′′(u))

= − f ′′(u)

f (u)
.
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Assim se a curvatura é constante temos que:

f (u) =











Acos(
√

K(I)u)+Bsen(
√

K(I)u), seK(I) > 0

Au+B, seK(I) = 0

Acosh(
√

−K(I)u)+Bsenh(
√

−K(I)u), seK(I) < 0,

onde A,B são constantes reais que não se anulam simultaneamente.

Observação 1.17Da equação (1.30), a curvatura Gaussiana K(I) da métrica

I = Edu2+Edv2 é dada por:

K(I) = − 1

2
√

E2

{(Ev

E

)

v
+
(Eu

E

)

u

}

= − 1
2E

∆(logE),

onde∆(logE) é o Laplaciano dologE na métrica induzida I.

1.5 Pares Codazzi e formas quadráticas holomorfas

Nesta seção vamos fazer um breve estudo sobre superfícies deRiemann, para

mais detalhes ver Farkas [8]. Vamos mostrar que sob certas hipóteses, a existência de um

par Codazzi(A,B) implica que a curvatura extrínsecaK(A,B) é constante se, somente se,

existe uma forma quadrática holomorfa.

Definição 1.18Seja F: U → C uma função contínua, onde U é um aberto deC. Seja

w = u+ iv e F(w) = x(u,v)+ iy(u,v) onde x,y : U → R são funções contínuas. Dizemos

que F éholomorfaem z se, e somente,se

{

xu = yv

xv = −yu.
(1.41)

As identidades(1.41) são chamadas de relações de Cauchy-Riemann.

Definição 1.19Uma forma quadrática Q= Fdw2, onde F : U → C é uma função

contínua, é ditaholomorfase F é uma função holomorfa.

Seja S uma superfície orientável eΨ : S → M2(ε) × R uma imersão. Seja

w = u+ iv e w̄ = u− iv seu conjugado. Então

u =
w+ w̄

2
e v =

w− w̄
2i

.
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Portanto,
{

Ψw = 1
2Ψu+ 1

2i Ψv = 1
2(Ψu− iΨv)

Ψw̄ = 1
2Ψu− 1

2i Ψv = 1
2(Ψu + iΨv).

(1.42)

Sejah a quarta coordenada deΨ. Então olhando para a quarta coordenada de

(1.42) temos que
{

hw = 1
2hu+ 1

2i hv = 1
2(hu− ihv),

hw̄ = 1
2hu− 1

2i hv = 1
2(hu+ ihv).

(1.43)

Definição 1.20Umasuperfície de Riemanné uma variedade complexa analítica conexa

unidimensional, isto é, uma variedade real M de dimensão2 conexa com uma família de

homeomorfismo wα : Uα → C, comα ∈ I, e Uα são abertos deC tais que

i.
⋃

α wα(Uα) = M

ii. Para todoα,β ∈ I com Uα ∩Uβ 6= /0 tem-se que as funções transições

fαβ = wα ◦w−1
β : wβ(Uα∩Uβ) → wα(Uα ∩Uβ)

são holomorfas.

A família{Uα,wα} que cobre M (não necessariamente máxima) que satisfaz(i)

e (ii) será chamada estrutura analítica (ou parametrizações de coordenadas analíticas).

Exemplo 1.21 Um exemplo simples é a esfera de RiemannC∪{∞} (ou extensão do plano

complexo). As parametrizações de coordenadas analíticas são{Ui,w j}i, j=1,2 com

{

U1 = C,

U2 = (C/{0})∪{∞}

e
{

w1 = w, w∈U1,

w2 = 1
w, w∈U2.

observemos que

i.
⋃2

i=1wi(Ui) = C∪ (C/{0})∪{∞}= C∪{∞}

ii. Neste caso a função transição é

f12 : C/{0}→ C/{0}

w 7→ 1
z

pois U1∩U2 = C/{0} 6= /0.
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Notemos que se escrevermos w= u + iv então w̄ = u− iv. Logo temos que

zw̄ = (u+ iv)(u− iv) = u2+v2. Portanto

f12(w) =
1
w

w̄
w̄

=
w̄

ww̄
=

u
u2+v2 − i

v
u2+v2 = x(u,v)+ iy(u,v).

Logo,
{

xu = v2−u2

(u2+v2)2 , xv = −2uv
(u2+v2)2 ,

yu = 2uv
(u2+v2)2 , yv = v2−u2

(u2+v2)2 .

Portanto,
{

xu = yv,

xv = −yu.

Isto é f12 satisfaz as relações de Cauchy - Riemann. Portanto, pela definição(1.18),

temos que f12 é holomorfa.

Concluimos então que a esfera de Riemann é uma superfície de Riemann.

Definição 1.22Seja F: U → C um difeomorfismo. Dizemos que F é umbiholomorfismo

ou umdifeomorfismo holomorfose F e F−1 são holomorfas. Diz - se que U ébiholo-

morfo a F(U) se F é um bilohomorfismo.

Teorema 1.23 (Teorema da Uniformização de Riemann)Seja R uma superfície de

Riemann simplesmente conexa. Então R é biholomorfa a uma e somente uma das três

superfícies seguintes:

a) a esfera de RiemannC∪∞,

b) o plano complexoC,

c) o disco unitário D= {z∈ C;‖z‖ < 1}.

Toda superfície regular admite uma estrutura de superfíciede Riemann, e em

toda superfície de Riemann podemos introduzir uma métrica RiemannianaC∞ coerente

com a estrutura conforme.

Definição 1.24Seja R uma estrutura de superfície de Riemann de S. Usaremos somente

as coordenadas u e v em S tal que w= u+ iv é um parâmetro conforme em R. Sejam

A = Edu2 +Fdudv+Gdv2 e B= edu2+ f dudv+gdv2

formas quadráticas reais.
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Se A é uma forma quadrática real definida em S, escrevemos R= RA quando

A = λdwdw̄ em R para alguma funçãoλ. Neste caso, A é dita uma métrica R-conforme.

Em R definimos a forma quadrática

Q(B,RA) =
1
4
(e−g−2i f )dw2.

Se B é positiva definida podemos definir emRB a forma quadrática

Q(A,RB) =
1
4
(E−G−2iF )dw2. (1.44)

Notemos que

Q(A,RB) ≡ 0 ⇔ E = G e F = 0. (1.45)

Lema 1.25 Se (A,B) é um par Codazzi e B é definida positiva então a curvatura

extrínseca K(A,B) é constante se, e somente se, a forma quadrática Q(A,RB) é holomorfa.

Prova. Temos queQ(A,RB) = 1
4(E−G−2iF )dw2 é holomorfa se, e somente se, satisfaz

as relações de Cauchy - Riemann. Isto é,

{

Eu−Gu = −2Fv,

Ev−Gv = 2Fu.
(1.46)

Assim de (1.46) e (1.17) temos que Q é holomorfa se, e somente, se

{

1
2(Eu−Gu)+Fv = E(Γ1

11+Γ1
22)+F(Γ2

11+Γ2
22) = 0,

1
2(Ev−Gv)−Fu = F(Γ1

11+Γ1
22)+G(Γ2

11+Γ2
22) = 0.

Assim temos um sistema linear homogêneo na variáveis

(Γ1
11+Γ1

22) e (Γ2
11+Γ2

22).

ComoD = EG−F2 6= 0 então a única solução desse sistema é nula.

Portanto Q é holomorfa se, e somente se,

Γ1
11+Γ1

22 = Γ2
11+Γ2

22 = 0. (1.47)

Por outro ladoK(A,B) é constante se, e somente se,Ku(A,B) = Kv(A,B) = 0.

Mas emRB temos queB = µdwdw̄, ondeµ é uma função não nula, ou seja,e= g = µ e

f = 0. Logo, pela definição de curvatura extrínseca temos que
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K(A,B) =
µ2

D
.

PortantoK(A,B) é constante se, e somente se,

{

µu−µDu
2D = 0,

µv−µDv
2D = 0.

(1.48)

ComoD = EG−F2, então temos que

{

Du = EuG+EGu−2FFu,

Dv = EvG+EGv−2FFv.

Logo, de (1.17) temos que

{

Du
2D = Γ1

11+Γ2
12,

Dv
2D = Γ1

12+Γ2
22.

(1.49)

Portanto substituindo (1.49) em (1.48) temos queK(A,B) é constante se, e

somente se,
{

µu = µ(Γ2
12−Γ1

22),

µv = µ(Γ1
12−Γ2

11).
(1.50)

Mas por outro lado, como(A,B) é um par Codazzi logo(A,B) satisfaz as

equações clássicas de Codazzi, ou seja,

{

µu = µ(Γ1
11+Γ2

12),

µv = µ(Γ1
12+Γ2

22).
(1.51)

Logo de (1.50) e (1.51) temos queK(A,B) é constante se, e somente se,

{

Γ2
12−Γ1

22 = Γ1
11+Γ2

12,

Γ1
12−Γ2

11 = Γ1
12+Γ2

22.

PortantoK(A,B) é constante se, e somente se,

Γ1
11+Γ1

22 = Γ2
11+Γ2

22 = 0. (1.52)

Concluímos de (1.47) e (1.52) queK(A,B) é constante se, e somente se, a forma

quadráticaQ(A,RB) é holomorfa. �



CAPÍTULO 2
Superfícies de revolução completas emH2×R

Neste capítulo iremos estudar as superfícies de revolução completas com cur-

vatura Gaussiana constante, K(I), emH2×R.

É conhecido que as rotações preservam orientação e o eixo de rotação. A menos

de isometria podemos escolher o eixo de rotação como sendo(1,0,0)×R.

Sejam X = (x1,x2,x3,x4) ∈ H2 × R. Para rotacionar X em torno do eixo

(1,0,0)×R = (1,0,0,x4) primeiramente vamos transladar para a origem do sistema apli-

cando a translaçãoT : H2×R → H2×R, tal queT(X) = X −V ondeV = (1,0,0,0).

Agora podemos aplicar a rotação no eixo(0,0,0,x4) que é dada pela matriz

M =













1 0 0 0

0 cos v −sen v 0

0 sen v cos v 0

0 0 0 1













,

ondev é o ângulo de rotação.

Agora para obtermos a rotação no eixo desejado aplicamos a translação inversa

T−1(X) = X +V. Portanto a rotação em(1,0,0)×R é dada por

R(X) = T−1◦M ◦T(X). (2.1)

Mas

T(X) =













x1

x2

x3

x4













−













1

0

0

0













=













x1−1

x2

x3

x4













. (2.2)
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Agora de (2.2) temos que

M ◦T(X) =













1 0 0 0

0 cos v −sen v 0

0 sen v cos v 0

0 0 0 1

























x1−1

x2

x3

x4













=













x1−1

x2cos v−x3sen v

x2sen v+x3cos v

x4













. (2.3)

Por (2.3) temos que a rotação em torno do eixo(1,0,0)×R é dada por

R(x) = T−1◦M ◦T(x) =













x1−1

x2cos v−x3sen v

x2sen v+x3cos v

x4













+













1

0

0

0













=













x1

x2cos v−x3sen v

x2sen v+x3cos v

x4













.

(2.4)

Agora notemos que o conjunto

P = {(x1,x2,x3,x4) ∈ H2×R; x2 ≥ 0 e x3 = 0} (2.5)

intercepta toda órbita da rotação uma única vez. Portanto, iremos tomar uma curvaα
contida emP tal queα não intercepta o eixo de rotação exceto no pontos inicial e final.

Como queremos superfícies completas se a curva interceptaro eixo de rotação, em seus

pontos finais e iniciais, deverá ser ortogonalmente.

Consideremos a curvaα(u) = (cosh l(u),senh l(u),0,h(u))⊆ P , ondel(u) ≥ 0

eu é o comprimento de arco, ou seja,‖α′(u)‖ = 1.

Observações 2.1Dois fatos importantes são:

i. Derivandoα(u) temos queα′(u) = (l ′(u)senh l(u), l ′(u)cosh l(u),0,h′(u)). Assim

‖α′(u)‖2 = −(l ′(u))2senh2 l(u)+(l ′(u))2cosh2 l(u)+(h′(u))2

= (l ′(u))2[−senh2 l(u)+cosh2 l(u)]+(h′(u))2

= (l ′(u))2+(h′(u))2.

Assim, temos que

(l ′(u))2+(h′(u))2 = 1. (2.6)

ii. Considerando um ponto p= α(u) para algum u∈ R, seja

v(u) = α(u)− (1,0,0,h(u)) = (cosh l(u)−1,senh l(u),0,0)

.
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Então a distância de p ao eixo de rotação é

‖v(u)‖ =
√

−(cosh l(u)−1)2+senh2 l(u)

=
√

−cosh2 l(u)+2cosh l(u)−1+senh2 l(u)

=
√

−1+2cosh l(u)−1

=
√

2(cosh l(u)−1). (2.7)

Como p é arbitrário, a distância pontual da curva ao eixo é por(2.7).

Notemos queα(u) ∈ H2×R, poiscosh l(u) > 0 e

−cosh2 l(u)+senh2 l(u)+0 = −[cosh2 l(u)+senh2 l(u)] = −1.

Temos queα(u) ⊂ P , poissenh l(u) ≥ 0, uma vez quel(u) ≥ 0 ex3 = 0.

Agora de (2.4) temos que a superfície de revolução associada é

Ψ(u,v) = (cosh l(u),senh l(u)cos v,senh l(u)sen v,h(u)).

Portanto,

Ψu(u,v) = (l ′(u)senh l(u), l ′(u)cosh l(u)cos v, l ′(u)cosh l(u)sen v,h′(u)),

Ψv(u,v) = (0,−senh l(u)sen v,senh l(u)cos v,0),

e os coeficientes da primeira forma fundamental são:

E(u,v) = 1, F(u,v) = 0 e G(u,v) = senh2 l(u). (2.8)

Logo a métrica induzida é

I = du2+senh2 l(u)dv2. (2.9)

ConsiderandoK(I) a curvatura Gaussiana deΨ(u,v), vamos agora analisar os

três casos em termos do sinal da constante K(I).

As figuras que serão mostradas no decorrer deste capítulo sãográficos paramétri-

cos que irão representar as curvas geratrizes das superfícies obtidas onde, o eixoy repre-

senta a função alturah(u), e o eixox, a distância da curva ao eixo de rotação.
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2.1 Caso 1 -K(I) > 0.

Neste caso pela Observação (1.16), temos que

senh l(u) = Acos(
√

K(I)u)+Bsen(
√

K(I)u).

SeΨ(u,v) é completa, comK(I) > 0, então pelo Teorema de Bonnet temos que

Ψ(u,v) é compacta. Assim pelo Teorema (1.12), Ψ(u,v) tem que ser a parametrização de

uma esfera topológica, isto é,α(u) é uma curva que intercepta o eixo em um ponto inicial

e um ponto final.

Seja u0 o ponto inicial. Reparametrizandoα e trocando o parâmetrou por

z = u− u0 temos queα(z) corta o eixo emz = 0, isto é,α(0) = (1,0,0,h(0)). Assim

obtemos que
{

cosh l(0) = 1

senh l(0) = 0.

Portanto 0= senh l(0) = A1cos(
√

K(I)0)+B1sen(
√

K(I)0) = A1, ondeA1 eB1

são constantes reais.

Assim,senh l(z) = B1sen(
√

K(I)z). Portanto,

l(z) = arcsenh(B1sen(
√

K(I)z)). (2.10)

Derivando (2.10) temos que

l ′(z) =
B1
√

K(I)cos(
√

K(I)z)
√

1+B2
1sen2(

√

K(I))
.

Assim

(l ′(z))2 =
B2

1K(I)cos2(
√

K(I)z)

1+B2
1sen2(

√

K(I))
.

Agora substituindo em (2.6) obtemos que,

(h′(z))2 = 1− B2
1K(I)cos2(

√

K(I)z)

1+B2
1sen2(

√

K(I))
.

Como α(z) deve interceptar o eixo ortogonalmente entãoh′(0) = 0. Logo,

1−B2
1K(I) = 0, ou seja,B1 = 1√

K(I)
. Assim,

l(z) = arcsenh
( 1
√

K(I)
sen(

√

K(I)z)
)

(2.11)
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e

(h′(z))2 = 1− K(I)cos2(
√

K(I)z)

K(I)+sen2(
√

K(I))
.

ConsiderandoW(z) = K(I)+sen2(
√

K(I)), temos que

h′(z)2 =
1

W(z)
[W(z)−K(I)cos2(

√

K(I)z)].

Agora

W(z)−K(I)cos2(
√

K(I)z) = K(I)+sen2(
√

K(I)z)−K(I)cos2(
√

K(I)z)

= [1+K(I)]sen2(
√

K(I)z).

Assim,

(h′(z))2 =
1

W(z)
[1+K(I)]sen2(

√

K(I)z).

Portanto, a menos de isometria, temos que

h′(z) =
1

√

W(z)

√

1+K(I)sen(
√

K(I)z)

=
1

K(I)
√

W(z)
K(I)

√

1+K(I)sen(
√

K(I)z).

Observemos que

K(I) = K(I)+sen2(
√

K(I)z)+cos2(
√

K(I)z)

= W(z)+cos2(
√

K(I)z).

Assim obtemos que,

h′(z) =
1

K(I)
√

W(z)
[W(z)+cos2(

√

K(I)z)]
√

1+K(I)sen(
√

K(I)z)

=

√

1+K(I)

K(I)

[

√

W(z)sen(
√

K(I)z)+
1

√

W(z)
cos2(

√

K(I)z)sen(
√

K(I)z)
]

= −
√

1+K(I)

K(I)
√

K(I)
R(z).

onde

R(z) =
[

−
√

W(z)
√

K(I)sen(
√

K(I)z)−
√

K(I)cos2(
√

K(I)z)sen(
√

K(I)z)
√

W(z)

]

,
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Logo,

h′(z) = −
√

1+K(I)
K(I)

R(z)W(z)
W(z)K(I)

= −
√

1+K(I)
K(I)

1
1+S2(z)

R(z)
W(z)

,

ondeS(z) =
cos(

√
K(I)z)√

W(z)
.

Notemos que

S′(z) =
1

W(z)

[

−
√

W(z)
√

K(I)sen(
√

K(I)z)−
√

K(I)cos2(
√

K(I)z)sen(
√

K(I)z)
√

W(z)

]

=
R(z)
W(z)

,

uma vez queW′(z) = 2
√

K(I)cos(
√

K(I)z)sen(
√

K(I)z).

Assim,

h(z) = −
√

1+K(I)
K(I)

arctan S(z).

Portanto,

h(z) = −
√

1+K(I)
K(I)

arctan

(

cos(
√

K(I)z)
√

K(I)+sen2(
√

K(I))

)

. (2.12)

AssimΨ(u,v) = (cosh l(u),senh l(u)cos v,senh l(u)sen v,h(u)), ondel(u) eh(u)

são dadas por (2.11) e (2.12), respectivamente, é a única superfície de revolução completa

a menos de isometria, que possui curvatura Gaussiana constante positiva e a curva geratriz

é representada graficamente na figura a seguir:

Figura 2.1: Representação da curva geratriz da superfície com
curvatura Gaussiana K(I) > 0 em H2×R.
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2.2 Caso 2 -K(I) = 0.

Neste caso, pela Observação (1.16), temos quesenh l(u) = Au+B.

i. Seα(u) não intercepta o eixo, então a métrica induzidaI = du2+(Au+B)2dv2 da

superfície será completa seα(u) é bem definida pra todou∈ R. PortantoA = 0 e

l(u) = arcsenh B,

e neste caso,l ′(u) = 0. Portanto, a menos de isometria, segue de (2.6) queh′(u) = 1,

ou seja,

h(u) = u.

Assim obtemos o cilindroΨ(u,v) = (cosh(arcsenh B),Bcos v,Bsen v,u).

Comoα(u) é bem definida temos que o cilindro é fechado emH2×R, que é uma

subvariedade completa deR4
1. Então pela Observação (1.13) e pela Proposição (1.7)

temos que o cilindro é uma superfície completa. (Ver Figura (2.2(a)))

ii. Seα(u) intercepta o eixo, então podemos assumir, sem perda de generalidade, que

intercepta emu = 0, ou seja,α(0) = (1,0,0,0). Assim,

0 = senh l(0) = A.0+B = B,

Logo,senh l(u) = Au para todou∈ R+.

Portanto,

l(u) = arcsenh Au. (2.13)

Derivando a equação (2.13) obtemos que

l ′(u) =
A√

1+A2u2
.

Assim de (2.6) temos que

(h′(u))2 = 1− A2

1+A2u2 .

Comoα(u) deve interceptar o eixo ortogonalmente, entãoh′(0) = 0.

Logo, 1−A2 = 0, que implica que A = 1 poissenh l(u) ≥ 0 eu∈ R+.
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Assim, a menos de isometria, temos que

l(u) = arcsenh u

e

h′(u) =

√

1− 1
1+u2

=
u√

1+u2
.

Integrando temos que

h(u) = −1+
√

1+u2,

pois podemos assumir queα(u) intercepta o eixo emh(0) = 0.

Como α(u) é bem definida para todou ∈ R+ temos queΨ(u,v) é fechada em

H2×R, que é uma subvariedade completa deR
4
1, então pela Observação (1.13)

e pela Proposição (1.7) temos queΨ(u,v) é completa. (Ver Figura (2.2(b)))

Assim obtemos duas superfícies de revolução completas, a menos de isometria,

que possuem curvatura Gaussiana nula.

(a) (b)

Figura 2.2: Representação das curvas geratrizes das superfícies
com curvatura Gaussiana nula em H2 ×R que: (a)
Não intercepta o eixo de revolução e(b) Intercepta o
eixo de revolução.
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2.3 Caso 3 -K(I) < 0.

Neste caso, pela Observação (1.16), temos que

senh l(u) = Acosh(
√

−K(I)u)+Bsenh(
√

−K(I)u). (2.14)

i. Se α(u) intercepta o eixo então podemos assumir novamente que intercepta para

u = 0, ou seja,α(0) = (1,0,0,0). Assim,

0 = senh l(0) = A.1+B.0 = A.

Logo,senh l(u) = Bsenh(
√

−K(I)u) para todou∈ R+, poissenh l(u) ≥ 0.

Portanto,

l(u) = arcsenh(Bsenh(
√

−K(I)u)).

Derivando a equação acima obtemos que

l ′(u) =

√

−K(I)Bcosh(
√

−K(I)u)
√

1+B2senh2(
√

−K(I)u)
.

Assim de (2.6) temos que

(h′(u))2 = 1+
K(I)B2cosh2(

√

−K(I)u)

1+B2senh2(
√

−K(I)u)
.

Comoα(u) deve interceptar o eixo ortogonalmente, entãoh′(0) = 0.

Logo, 1+B2K(I) = 0, que implica queB = 1√
−K(I)

.

Assim,

l(u) = arcsenh(
1

√

−K(I)
senh(

√

−K(I)u)) (2.15)

e

(h′(u))2 = 1+
K(I)cosh2(

√

−K(I)u)

−K(I)+senh2(
√

−K(I)u)
. (2.16)

Notemos que(l ′(u))2 ≤ 1 de (2.6). Assim temos que

−K(I)cosh2(
√

−K(I)u)

−K(I)+senh2(
√

−K(I)u)
≤ 1.
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Assim,

−K(I)[cosh2(
√

−K(I)u)−1] ≤ senh2(
√

−K(I)u).

Logo,

−K(I) ≤ senh2(
√

−K(I)u)

cosh2(
√

−K(I)u)−1
= 1.

Portanto,K(I) ≥−1. Agora podemos calcularh(u).

Seja

W(u) = −K(I)+senh2(
√

−K(I)u). (2.17)

Então derivando temos que

W′(u) = 2
√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)cosh(
√

−K(I)u). (2.18)

Assim de (2.16),temos que

(h′(u))2 =
1

W(u)
[W(u)+K(I)cosh2(

√

−K(I)u)].

Mas de (2.17) temos que

W(u)+K(I)cosh2(
√

−K(I)u) = K(I)[cosh2(
√

−K(I)u)−1]+senh2(
√

−K(I)u)

= [1+K(I)]senh2(
√

−K(I)u).

Assim,

(h′(u))2 =
1

W(u)
[1+K(I)]senh2(

√

−K(I)u).

Portanto,

h′(u) =
1

√

W(u)

√

1+K(I)senh(
√

−K(I)u)

=
1

√

W(u)

√

1+K(I)senh(
√

−K(I)u)
1+
√

−K(I)

1+
√

−K(I)

=
1

√

W(u)

√

1+K(I)senh(
√

−K(I)u)
1+
√

−K(I)

1+
√

−K(I)

R(u)

R(u)

=
1+
√

−K(I)

R(u)

√

1+K(I)
R(u)senh(

√

−K(I)u)
√

W(u)(1+
√

−K(I))
,

onde

R(u) =
√

W(u)+cosh(
√

−K(I)u).
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Assim derivandoR(u) e usando (2.17) e (2.18) temos que

R′(u) =

√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)cosh(
√

−K(I)u)
√

−K(I)+senh2(
√

−K(I)u)
+
√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)

=

√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)cosh(
√

−K(I)u)
√

W(u)
+
√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)

=
√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)

[

cosh(
√

−K(I)u)
√

W(u)
+1

]

. (2.19)

Considerando,

L(u) =
R(u)

1+
√

−K(I)
, (2.20)

então,

h′(u) =
1

L(u)

√

1+K(I)
R(u)senh(

√

−K(I)u)
√

W(u)(1+
√

−K(I))

=
1

L(u)

√

1+K(I)
[
√

W(u)+cosh(
√

−K(I)u)]senh(
√

−K(I)u)
√

W(u)(1+
√

−K(I))

=
1

L(u)

√

1+K(I)
√

−K(I)

√

−K(I)S(u), (2.21)

onde

S(u) =
[
√

W(u)+cosh(
√

−K(I)u)]senh(
√

−K(I)u)
√

W(u)(1+
√

−K(I))
.

Derivando (2.20) e usando (2.19) obtemos que

L′(u) =

√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)

1+
√

−K(I)

[

cosh(
√

−K(I)u)
√

W(u)
+1

]

=

√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)
√

W(u)

[

√

W(u)+cosh(
√

−K(I)u)

(1+
√

−K(I))

]

=
√

−K(I)S(u).

Substituindo em (2.21) temos que

h′(u) =

√

−1+K(I)
K(I)

L′(u)

L(u)
.
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Portanto integrando a equação acima temos que

h(u) =

√

−1+K(I)
K(I)

log(L(u)).

Substituindo (2.20) na equação acima e usando (2.17) e (2.19) obtemos que

h(u) =

√

−1+K(I)
K(I)

log

[

cosh(
√

−K(I)u)+
√

senh2(
√

−K(I)u)−K(I)

1+
√

−K(I)

]

.

(2.22)

Como α(u) é bem definida para todou ∈ R+ temos queΨ(u,v) é fechada em

H2×R, que é uma subvariedade completa deR
4
1, então pela Observação (1.13)

e pela Proposição (1.7) temos queΨ(u,v) é completa.

Portanto,Ψ(u,v) = (cosh l(u),senh l(u)cos v,senh l(u)sen v,h(u)), onde l(u) e

h(u) são dadas respectivamente por (2.15) e (2.22), é a unica, a menos de isometria,

superfície de revolução completa com curvatura Gaussiana−1≤K(I)< 0 que corta

o eixo de revolução e a curva geratriz é representada graficamente na figura a seguir:

Figura 2.3: Representação da curva geratriz da superfície de
revolução com curvatura Gaussiana−1 ≤ K(I) < 0
em H2×R que corta o eixo de revolução.

ii. Seα(u) não intercepta o eixo então a métrica induzida

I = du2+(Acosh(
√

−K(I)u)+Bsenh(
√

−K(I)u))2dv2

da superfície para ser completa deve ser bem definida para todo u∈ R.

Primeiramente vamos mostrar queA2 ≥ B2.
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De fato, suponhamos por absurdo queA2 < B2. Então pela definição das funções

trigonométricas hiperbólicas temos que (2.14) fica

senh l(u) = A
e
√

−K(I)u +e−
√

−K(I)u

2
+B

e
√

−K(I)u−e−
√

−K(I)u

2

=
(A+B)e

√
−K(I)u+(A−B)e−

√
−K(I)u

2
. (2.23)

Fazendou = 0 em (2.14) temos queA = senh(l(0)) ≥ 0. ComoA2 < B2 então

A−B < 0 ouA+B < 0. Portanto, seA+B < 0 fazendou→ ∞ em (2.23) obtemos

que

lim
u→∞

senh l(u) = −∞. (2.24)

Analogamente, temos que seA−B < 0 fazendou→−∞ em (2.23) obtemos que

lim
u→−∞

senh l(u) = −∞, (2.25)

que gera uma contradição poissenh l(u) ≥ 0 para todou∈ R. PortantoA2 ≥ B2.

SeA2 = B2 então mudando u para -u se necessário, podemos assumir que A =B.

Logo, (2.14) se torna

senh l(u) = Acosh(
√

−K(I)u)+Asenh(
√

−K(I)u)

= A

[

e
√

−K(I)u+e−
√

−K(I)u

2
+

e
√

−K(I)u−e−
√

−K(I)u

2

]

= Ae
√

−K(I)u.

Fazendo a mudançaz= u− lnA√
−K(I)

obtemos que

senh l(z) = e
√

−K(I)z.

Assim temos que

l(z) = arcsenh(e
√

−K(I)z). (2.26)

Portanto,

l ′(z) =

√

−K(I)e
√

−K(I)z

√

1+e2
√

−K(I)z
.

Assim,(l ′(z))2 = −K(I)e2
√

−K(I)z

1+e2
√

−K(I)z
. Mas de (2.6) temos quel ′(z) ≤ 1 para todoz∈ R,
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ou seja,

−K(I)e2
√

−K(I)z

1+e2
√

−K(I)z
≤ 1, ∀z∈ R.

Logo,

−K(I) ≤ 1+e2
√

−K(I)z

e2
√

−K(I)z
≤ 1

e2
√

−K(I)z
+1.

Agora fazendoz→ ∞ na equação acima temos queK(I) ≥−1.

Portanto, de (2.6) temos que

h′(u) =

√

√

√

√

1+(1+K(I))e2
√

−K(I)u

1+e2
√

−K(I)u
.

Portanto,

h(u) =
∫ u

0

√

√

√

√

1+(1+K(I))e2
√

−K(I)u

1+e2
√

−K(I)u
du. (2.27)

Como α(u) é bem definida para todou ∈ R temos queΨ(u,v) é fechada em

H2 ×R, que é uma subvariedade completa deR4
1, então pela observação (1.13)

e pela proposição (1.7) temos queΨ(u,v) é completa.

Logo, seA2 = B2 existe uma única imersão completa, a menos de isometria,

de curvatura Gaussiana constante,K(I) > −1, cuja a curva geratriz é dada por

α(u) = (cosh l(u),senh l(u),0,h(u)) tal quel(u) e h(u) são dados respectivamente

por (2.26) e (2.27) e é representada graficamente na figura a seguir:

Figura 2.4: Representação da curva geratriz da superfície de
revolução com curvatura Gaussiana−1 ≤ K(I) < 0
em H2×R que não corta o eixo de revolução - Caso
A2 = B2.
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SeA2 > B2 entãoB2

A2 < 1. Portanto existeθ ∈ R tal que B
A = tanhθ. Assim existe

C > 0 tal queA = Ccoshθ eB = Csenhθ. Portanto de (2.14) temos que

senh l(u) = Ccoshθcosh(
√

−K(I)u)+Csenhθsenh(
√

−K(I)u)

= Ccosh(
√

−K(I)u+θ).

Assim fazendo a mudança u praz= u+ θ√
−K(I)u

temos que

senh l(u) = Ccosh(
√

−K(I)u). (2.28)

Portanto,

l ′(u) =
C
√

−K(I)senh(
√

−K(I)u)
√

1+C2cosh2(
√

−K(I)u)
.

Assim,

(l ′(u))2 = −K(I)C2senh2(
√

−K(I)u)

1+C2cosh2(
√

−K(I)u)
.

Mas de (2.6) temos quel ′(u) ≤ 1 para todou∈ R, ou seja,

−K(I)C2senh2(
√

−K(I)u)

1+C2cosh2(
√

−K(I)u)
≤ 1, ∀u∈ R.

Logo,

−K(I) ≤ 1+C2cosh2(
√

−K(I)u)

C2senh2(
√

−K(I)u)

≤ 1+C2

C2senh2(
√

−K(I)u)
+1.

Agora fazendou→−∞ na equação acima temos queK(I)≥−1.

Portanto, de (2.6) temos que

h′(u) =

√

1+
K(I)C2senh2(

√

−K(I)u)

1+C2cosh2(
√

−K(I)u)
.

Logo,

h(u) =
∫ u

0

√

1+
K(I)C2senh2(

√

−K(I)u)

1+C2cosh2(
√

−K(I)u)
du. (2.29)
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Como α(u) é bem definida para todou ∈ R e toda constanteC ∈ R temos que

Ψ(u,v) é fechada emH2×R, que é uma subvariedade completa deR4
1, então pela

observação (1.13) e pela proposição (1.7) temos queΨ(u,v) é completa.

Figura 2.5: Representação das curvas geratrizes das superfícies
de revolução com curvatura Gaussiana−1≤K(I) < 0
em H2×R que não corta o eixo de revolução - Caso
A2 > B2.

Portanto, seA2 > B2 encontramos infinitas superfícies de curvatura Gaussiana

constante,K(I) > −1, que não interceptam o eixo de revolução tal que a curva geratriz é

dada porα(u) = (cosh l(u),senh l(u),0,h(u)) ondel(u) eh(u) são dados respectivamente

por (2.28) e (2.29) eC é um número real qualquer.

Neste caso, provamos a existência de infinitas superfícies de revolução completas

com curvatura Gaussiana constante−1≤ K(I) < 0.

Assim classificamos as superfícies de revolução com curvatura Gaussiana cons-

tante completas emH2×R.



CAPÍTULO 3
Superfícies de revolução completas emS2×R

Neste capítulo iremos fazer o mesmo estudo do capítulo anterior classificando as

superfícies de revolução completas com curvatura Gaussiana constante,K(I), emS2×R.

Assim como no capítulo 2, a menos de isometria, podemos escolher o eixo

(1,0,0)×R como o eixo de revolução e analogamente a matriz rotação serádada por

(2.1).

Novamente o conjunto

P = {(x1,x2,x3,x4) ∈ S2×R; x2 ≥ 0 e x3 = 0} (3.1)

intercepta toda órbita da rotação uma vez. Portanto, nós iremos tomar uma curvaα
contida emP tal queα não intercepta o eixo de rotação, exceto no pontos inicial e final

ortogonalmente, pois queremos superfícies completas.

Consideremos a curvaα(u) = (sen l(u),cos l(u),0,h(u))⊆ P ondecos l(u)≥ 0

eu é o comprimento de arco, ou seja,‖α′(u)‖ = 1.

Observações 3.1Dois fatos importantes são:

i. Derivandoα(u) temos queα′(u) = (l ′(u)cos l(u),−l ′(u)sen l(u),0,h′(u)). Assim

‖α′(u)‖2 = (l ′(u))2cos2 l(u)+(l ′(u))2sen2 l(u)+(h′(u))2

= (l ′(u))2[cos2 l(u)+sen2 l(u)]+h′(u)2

= (l ′(u))2+(h′(u))2.

Assim temos que

(l ′(u))2+(h′(u))2 = 1. (3.2)

ii. Considere um ponto p= α(u) para algum u∈ R. Seja

v(u) = α(u)− (1,0,0,h(u)) = (sen l(u)−1,cos l(u),0,0)

então a distância de p ao eixo de rotação é
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‖v(u)‖ =
√

(sen l(u)−1)2+cos2 l(u)

=
√

sen2 l(u)−2sen l(u)+1+cos2 l(u)

=
√

1−2sen l(u)+1

=
√

2(1−sen l(u)). (3.3)

Como p é arbitrário, a distância pontual da curva ao eixo é dada por (3.3).

Notemos queα(u) ∈ S2×R, pois

sen2 l(u)+cos2 l(u)+0 = sen2 l(u)+cos2 l(u) = 1.

Assimα(u) ⊂ P poiscos l(u) ≥ 0 ex3 = 0.

Portanto a superfície de revolução associada é

Ψ(u,v) = (senł(u),cos l(u)cos v,cos l(u)sen v,h(u)).

Portanto,

Ψu(u,v) = (l ′(u)cos l(u),−l ′(u)sen l(u)cos v,−l ′(u)sen l(u)sen v,h′(u)),

Ψv(u,v) = (0,−cos l(u)sen v,cos l(u)cos v,0)

e os coeficientes da primeira forma fundamental são:

E(u,v) = 1, F(u,v) = 0 e G(u,v) = cos2 l(u).

Logo a métrica induzida é

I = du2+cos2 l(u)dv2.

ConsiderandoK(I) a curvatura Gaussiana deΨ(u,v), vamos agora analisar os

três casos em termos do sinal da constanteK(I).

As figuras que serão mostradas no decorrer deste capítulo sãográficos paramétri-

cos que irão representar as curvas geratrizes das superfícies obtidas onde, o eixoy repre-

senta a função alturah(u), e o eixox, a distância da curva ao eixo de rotação.
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3.1 Caso 1 -K(I) > 0.

Neste caso pela Observação (1.16), temos que

cos l(u) = Acos(
√

K(I)u)+Bsen(
√

K(I)u).

SeΨ(u,v) é completa comK(I) > 0 então pelo Teorema de Bonnet temos que

Ψ(u,v) é compacta. Assim pelo Teorema (1.12), Ψ(u,v) tem que ser a parametrização de

uma esfera topológica, isto é,α(u) é uma curva que intercepta o eixo em um ponto inicial

e um ponto final.

Seja u0 o ponto inicial. Reparametrizandoα e trocando o parâmetro u por

z = u− u0 temos queα(z) corta o eixo emz = 0, isto é,α(0) = (1,0,0,h(0)). Assim

obtemos que
{

sen l(0) = 1

cos l(0) = 0. .

Portanto 0= cos l(0) = A1cos(
√

K(I)0)+ B1sen(
√

K(I)0) = A1 ondeA1 e B1

são constantes reais.

Assim,

cos l(z) = B1sen(
√

K(I)z). (3.4)

Portanto,

l(z) = arccos(B1sen(
√

K(I)z)). (3.5)

Derivando (3.5) temos que

l ′(z) = −B1
√

K(I)cos(
√

K(I)z)
√

1−B2
1sen2(

√

K(I))
.

Assim,

(l ′(z))2 =
B2

1K(I)cos2(
√

K(I)z)

1−B2
1sen2(

√

K(I))
.

Agora substituindo em (3.2) obtemos que,

(h′(z))2 = 1− B2
1K(I)cos2(

√

K(I)z)

1−B2
1sen2(

√

K(I))
.

Como α(z) deve interceptar o eixo ortogonalmente entãoh′(0) = 0. Logo,

1−B2
1K(I) = 0, ou seja,B1 = 1√

K(I)
. Assim,

l(z) = arccos
( 1
√

K(I)
sen(

√

K(I)z)
)

(3.6)
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e

(h′(z))2 = 1− K(I)cos2(
√

K(I)z)

K(I)−sen2(
√

K(I)z)
. (3.7)

Comocos l(z) ≥ 0 então de (3.4) temos que 1√
K(I)

sen(
√

K(I)z) ≥ 0. Portanto,

0≤
√

K(I)z≤ π, isto é, 0≤ z≤ π√
K(I)

.

Mas por outro lado temos quecos l(z) ≤ 1, logo 1√
K(I)

sen(
√

K(I)z) ≤ 1 para

todo 0≤ z≤ π√
K(I)

. Em particular, paraz= π
2
√

K(I)
assim obtemos que 1√

K(I)
≤ 1, ou

seja,K(I)≥ 1.

Agora podemos calcularh(z). De (3.7) temos que

(h′(z))2 =
K(I)−sen2(

√

K(I)z)−K(I)cos2(
√

K(I)z)

K(I)−sen2(
√

K(I)z)

=
(K(I)−1)sen2(

√

K(I)z)

K(I)−sen2(
√

K(I)z)
.

Portanto, a menos de isometria, temos que

h′(z) =

√

(K(I)−1)sen(
√

K(I)z)
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z)
. (3.8)

Multiplicando e dividindo a equação acima por

S(z) = cos(
√

K(I)z)+

√

K(I)−sen2(
√

K(I)z), (3.9)

(3.8) é dada por

h′(z) =

√

(K(I)−1)sen(
√

K(I)z)S(z)
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z)S(z)

=

√

(K(I)−1)sen(
√

K(I)z)[cos(
√

K(I)z)+
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z)]
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z)S(z)

=

√

(K(I)−1)sen(
√

K(I)z)

S(z)

[

cos(
√

K(I)z)
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z)
+1

]

. (3.10)

Multiplicando e dividindo a equação (3.10) por
√

K(I)(1+
√

K(I)) temos que



3.1Caso 1 -K(I) > 0. 45

h′(z) = −
√

K(I)−1sen(
√

K(I)z)
√

K(I)
√

K(I)S(z)

[

−cos(
√

K(I)z)
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z))
−1

]

1+
√

K(I)

1+
√

K(I)
.

(3.11)

Fazendo

W(z) =
S(z)

1+
√

K(I)
. (3.12)

Derivando (3.9) e (3.12) temos que

S′(z) = −
√

K(I)sen(
√

K(I)z)−
√

K(I)sen(
√

K(I)z)cos(
√

K(I)z)
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z))

=
√

K(I)sen(
√

K(I)z)

[

− cos(
√

K(I)z)
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z)
−1

]

(3.13)

e

W′(z) =
S′(z)

1+
√

K(I)
. (3.14)

Portanto usando (3.12), (3.13) e (3.14) temos que

h′(z) = −
√

K(I)−1
K(I)

√

K(I)sen(
√

K(I)z)

W(z)(1+
√

K(I))

[

−cos(
√

K(I)z)
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z)
−1

]

= −
√

K(I)−1
K(I)

S′(z)

W(z)(1+
√

K(I))

= −
√

K(I)−1
K(I)

W′(z)
W(z)

. (3.15)

Portanto integrando a equação acima temos que

h(z) = −
√

K(I)−1
K(I)

log(W(z))

= −
√

K(I)−1
K(I)

log

[

S(z)

1+
√

K(I)

]

= −
√

K(I)−1
K(I)

log

[

cos(
√

K(I)z)+
√

K(I)−sen2(
√

K(I)z)

1+
√

K(I)

]

. (3.16)

AssimΨ(u,v) = (sen l(u),cos l(u)cos v,cos l(u)sen v,h(u)) ondel(u) eh(u) são

dadas por (3.6) e (3.16) respectivamente, é a única superfície de revolução completa , a
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menos de isometria, que possui curvatura Gaussiana positiva constanteK(I) ≥ 1 e a sua

curva geratriz é representada graficamente na figura a seguir:

Y

X

K(I)=2

K(I)=20

K(I)=1.02
K(I)=1.1

Figura 3.1: Representação da curva geratriz da superfície com
curvatura Gaussiana K(I) > 0 em S2×R.

3.2 Caso 2 -K(I) = 0.

Neste caso, pela Observação (1.16), temos quecos l(u) = Au+B.

i. Seα(u) não intercepta o eixo então a métrica induzidaI = du2 +(Au+B)2dv2 da

superfície será completa seα(u) é bem definida pra todou ∈ R. PortantoA = 0.

Assim temos quecos l(u) = B. Logo,l(u) = arccos Be l ′(u) = 0. Portanto de (2.6)

temos queh′(u) = 1, ou seja,

h(u) = u

Assim obtemos o cilindroΨ(u,v) = (sen(arccos B),Bcos v,Bsen v,u).

Comoα(u) é bem definida temos que o cilindro é fechado emS2×R, e comoS2×R

é uma subvariedade completa deR4
0 então pela Observação (1.13) e pela Proposição

(1.7) temos que o cilindro é uma superfície completa. Ver Figura 7.

ii. Se α(u) intercepta o eixo então podemos assumir sem perda de generalidade que

intercepta pra u = 0, ou seja,α(0) = (1,0,0,0). Assim,

0 = cos l(0) = A.0+B = B,

Logo,cos l(u) = Au∈ [−1.1]. Assimu∈ [−1
A , 1

A]. Portanto a métrica induzida não

é completa.

Assim obtemos somente os cilindros flat como superfície de revolução com

curvatura nula emS2×R.
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X

Y

Figura 3.2: Representação da curva geratriz da superfície com
curvatura Gaussiana nula em S2 ×R que não inter-
cepta o eixo de revolução.

3.3 Caso 3 -K(I) < 0.

Neste caso, pela Observação (1.16), temos que

cos l(u) = Acosh(
√

−K(I)u)+Bsenh(
√

−K(I)u). (3.17)

i. Se α(u) não intercepta o eixo e a imersão é completa entãou ∈ R, mas isto não

ocorre poisAcosh(
√

−K(I)u) + Bsenh(
√

−K(I)u) /∈ [−1,1] e cos l(u) ∈ [−1,1]

para todou∈ R, que contradiz (3.17).

ii. Se α(u) intercepta o eixo então podemos assumir sem perda de generalidade que

intercepta prau = 0, ou seja,α(0) = (1,0,0,0). Assim,

0 = cos l(0) = Acosh(
√

−K(I)0)+Bsenh(
√

−K(I)0) = A,

Logo,

cos l(u) = Bsenh(
√

−K(I)u). (3.18)

Se a imersão é completa entãou∈R+ mas isto não ocorre poisBsenh(
√

−K(I)u) /∈
[−1,1] ecos l(u) ∈ [−1,1] para todou∈ R+ que contradizem (3.18).

Portanto não existem superfícies de revolução completas emS2×R com cur-

vatura Gaussiana constante negativa.



CAPÍTULO 4
Resultados sobre unicidade e não-existência de

superfícies completas com curvatura Gaussiana

constante emH2×R e S2×R

Neste capítulo vamos demonstrar a unicidade de imersões isométricas completas

com curvatura Gaussiana constanteK(I) > 0 em H2 ×R e K(I) > 1 em S2 ×R e a

não existência de imersões isométricas completas emH2×R e S2×R com curvatura

Gaussiana constante negativaK(I) < −1.

Mas antes de demonstramos os teoremas principais precisamos de algumas

definições e resultados.

4.1 Lemas Básicos

Nesta seção iremos definir uma nova forma quadráticaA e encontraremos

condições necessárias e suficientes para queA seja Riemanniana, e neste caso o par(A, II )

será um par Codazzi com curvatura extrínseca constante.

SejaSuma superfície orientável eΨ : S→ M2(ξ)×R a imersão dada por (1.18)

com vetor normal unitário N. SejamI = 〈dΨ,dΨ〉 e II = 〈−dN,dΨ〉 a primeira e a

segunda formas fundamentais deΨ respectivamente eK(I) a curvatura Gaussiana.

Definição 4.1 Considere K(I) 6= ξ para todo ponto de S. Então podemos definir uma nova

forma quadrática

A = I +
1

ξK(I)−1
dh2, (4.1)

onde h é a função altura.

Se A é uma métrica Riemanniana podemos relacionar a curvatura extrínseca

K(A, II ) com a curvatura GaussianaK(I).

Lema 4.2 Se A é uma métrica Riemanniana em S então a curvatura extrínsica do par

(A, II ) é dada por K(A, II ) = K(I)−ξ.
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Prova. Sejamη o normal unitário deM2(ξ)×R emR4
k dado por (1.20) e IIη = 〈−dη,dΨ〉

a segunda forma fundamental induzida porη em S. Observemos que

dη = dΨ− (0,0,0,dh). (4.2)

Assim

〈−dη,dΨ〉 = 〈−dΨ+(0,0,0,dh),dΨ〉= 〈−dΨ,dΨ〉+dh2 = −I +dh2

Consideremos(u,v) parâmetros isotérmicos locais para a métrica induzidaI , ou

seja,I = E(du2+dv2) para uma função positivaE. Assim da equação acima temos que











eη = −E +h2
u,

fη = huhv,

gη = −E +h2
v. .

(4.3)

Assim temos que

K(I , IIη) =
eηgη − f 2

η

EG−F2 =
(−E +h2

u)(−E+h2
v)− (huhv)

2

E2 =
E2−E(h2

u+h2
v)

E2

= 1− h2
u+h2

v

E
= 1−‖∇h‖2. (4.4)

onde‖∇h‖ é a norma do gradiente deh na métrica induzidaI .

Tomemos

c =
1

ξK(I)−1
. (4.5)

Temos por (4.1) queA é dada por

A = (E +ch2
u)du2+2chuhv +(E +ch2

v)dv2, (4.6)

assim os coeficientes deA são

Ē = E +ch2
u, F̄ = chuhv e Ḡ = E +ch2

v. (4.7)

Então pela definição de curvatura extrínsica temos que

K(A, II ) =
eg− f 2

(E +ch2
u)(E +ch2

v)− (chuhv)2

=
eg− f 2

E2

1
1+c‖∇h‖2 =

K(I , II )
1+c‖∇h‖2 .
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Agora usando (1.31),(4.4) e (4.5) temos que

K(A, II ) =
K(I , II )

1+ 1
ξK(I)−1‖∇h‖2

=
(ξK(I)−1)K(I , II )
ξK(I)−1+‖∇h‖2

=
(ξK(I)−1)(K(I)−ξK(I , IIη))

ξK(I)−K(I , IIη)
. (4.8)

observemos que comoξ = ±1 temos1
ξ = ξ e ξ2 = 1. LogoK(A, II ) fica

K(A, II ) =
(ξK(I)−1)(K(I)−ξK(I , IIη))

ξ(K(I)−ξK(I , IIη))

=
ξK(I)−1

ξ
= K(I)−ξ. (4.9)

�

A forma quadrática realA dada por (4.6) é uma métrica Riemanniana emSse, e

somente se,A é positiva definida , isto é,

{

(E+ch2
u)+(E +ch2

v) = E(2+c‖∇h‖2) > 0,

(E+ch2
u)(E+ch2

v)− (chuhv)
2 = E2(1+c‖∇h‖2) > 0, .

(4.10)

ou equivalentemente,

1+c‖∇h‖2 > 0. (4.11)

Lema 4.3 Seja S uma superfície orientável eΨ : S→M2(ξ)×R uma imersão isométrica

com curvatura Gaussiana K(I). Então a forma quadrática A dada por(4.6) não é uma

métrica Riemanniana em S se, e somente se,

a) Existe um ponto em S satisfazendo0≤ K(I) < 1 e‖∇h‖2 ≥ 1−K(I) quandoξ = 1.

b) Existe um ponto em S satisfazendo−1 < K(I) ≤ 0 e ‖∇h‖2 ≥ 1+ K(I) quando

ξ = −1.

onde h é a função altura da imersãoΨ.
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Prova. Sejae4 = (0,0,0,1) entãoh = 〈Ψ,e4〉. Assim para todo vetor tangente unitáriow

temos que

〈∇h,w〉 = 〈dΨ(w),e4〉.

Assim pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos que

| 〈∇h,w〉 |=| 〈dΨ(w),e4〉 |≤ ‖dΨ(w)‖‖e4‖ = ‖dΨ(w)‖. (4.12)

ComoΨ é imersão isométrica então para todo vetor tangente unitário w temos

que

‖dΨ(w)‖ = ‖w‖ = 1.

Assim (4.12) fica

| 〈∇h,w〉 |≤ ‖w‖ = 1. (4.13)

Agora fazendow = ∇h
‖∇h‖ na equação acima obtemos que

| 〈∇h,
∇h

‖∇h‖〉 |=
| 〈∇h,∇h〉 |

‖∇h‖ =
‖∇h‖2

‖∇h‖ = ‖∇h‖ ≤ 1.

Portanto‖∇h‖ ≤ 1. Assim a condição (4.11) só não é satisfeita se somente, se

c≤−1 e ‖∇h‖2 ≥ −1
c

. (4.14)

a) Seξ = 1 temos de (4.5) quec = 1
K(I)−1. Logo (4.14) é satisfeita se, e somente se ,

1
K(I)−1

≤−1 e ‖∇h‖2 ≥ −1
1

K(I)−1

. (4.15)

Ou seja,

−1≤ K(I)−1 < 0 e ‖∇h‖2 ≥ 1−K(I). (4.16)

Portanto,

0≤ K(I) < 1 e ‖∇h‖2 ≥ 1−K(I). (4.17)

b) Seξ = −1 temos de (4.5) quec = 1
−K(I)−1. Logo (4.14) é satisfeita se, e somente

se ,
1

−K(I)−1
≤−1 e ‖∇h‖2 ≥ −1

1
−K(I)−1

. (4.18)

Ou seja,

−1≤−K(I)−1 < 0 e ‖∇h‖2 ≥ 1+K(I). (4.19)
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Portanto,

−1 < K(I) ≤ 0 e ‖∇h‖2 ≥ 1+K(I). (4.20)

�

Agora vamos focar nossa atenção nas imersões de curvatura Gaussiana cons-

tante.

Observação 4.4SejaΨ : S→ M2(ξ)×R uma imersão com curvatura Gaussiana cons

tante K(I) e com a métrica induzida I= 1
d2(du2 + dv2) onde d= d(u,v). Então pela

observação(1.17) temos que

K(I) = −d2

2
∆(log

1
d2). (4.21)

Notemos que






∂ log 1
d2

∂u = −2du
d

∂ log 1
d2

∂v = −2dv
d ,

e






∂2 log 1
d2

∂u2 =
2d2

u
d2 − 2duu

d
∂2 log 1

d2

∂v2 =
2d2

v
d2 − 2dvv

d .

Assim,

∆(log
1
d2) =

∂2 log 1
d2

∂u2 +
∂2 log 1

d2

∂v2 =
2d2

u

d2 − 2duu

d
+

2d2
v

d2 − 2dvv

d
=

2
d2 [d2

u+d2
v ]− 2

d
[duu+dvv].

Portanto(4.21) fica

K(I) = −d2

2
{ 2

d2 [d2
u +d2

v ]− 2
d
[duu+dvv]} = −(d2

u +d2
v)+d(duu+dvv). (4.22)

Portanto, temos a seguinte equação diferencial parcial

d(duu+dvv)− (d2
u +d2

v)−K(I) = 0.

Uma solução para a equação acima é

d =
1
2
[1+K(I)(u2+v2)]. (4.23)

Consideremos uma imersãoΨ : S→ M2(ε)×R com curvatura GaussianaK(I)

constante. Então pela observação (4.4) temos que para todo pontop ∈ S existe uma

parametrização de uma vizinhança de p e um domínioΩ ⊆R2 tais que a métrica induzida
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é dada por

I =
1
d2(du2+dv2) onde d =

1
2
[1+K(I)(u2+v2)] com (u,v) ∈ Ω. (4.24)

Assim tomando











I = Edu2+2Fdudv+Gdv2

II = edu2+2 f dudv+gdv2

IIη = eηdu2+2 fηdudv+gηdv2.

(4.25)

Logo neste caso temos que

E = G =
1
d2 e F = 0. (4.26)

Portanto de (1.17) os símbolos de Christoffel relacionado a métricaI são

{

Γ1
11 = Γ2

12 = −Γ1
22 = −uK(I)

d ,

−Γ2
11 = Γ1

12 = Γ2
22 = −vK(I)

d , .
(4.27)

Agora usando (4.3) temos que











eη = − 1
d2 +h2

u

fη = huhv

gη = − 1
d2 +h2

v. .

(4.28)

Assim neste caso (1.21) fica











Ψuu = −uK(I)
d Ψu + vK(I)

d Ψv +eN + ξ(− 1
d2 +h2

u)η
Ψuv = −vK(I)

d Ψu− uK(I)
d Ψv + f N + ξdhuhvη

Ψvv = +
uK(I)

d Ψu− vK(I)
d Ψv +gN + ξ(− 1

d2 +h2
v)η.

(4.29)

Seja δ = δ(u,v) a quarta coordenada do normalN. Como 〈N,η〉 = 0 então

derivando em relação au ev temos que

{

〈Nu,η〉 = −〈N,ηu〉
〈Nv,η〉 = −〈N,ηv〉.

(4.30)

Assim de (4.2) obtemos que

{

〈Nu,η〉 = −〈N,ηu〉 = −[〈N,Ψu〉−〈N,(0,0,0,hu)〉] = −〈N,Ψu〉+δhu = δhu

〈Nv,η〉 = −〈N,ηv〉 = −[〈N,Ψv〉−〈N,(0,0,0,hv)〉] = −〈N,Ψv〉+δhv = δhv.
(4.31)
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Portanto (1.23), (1.24) e (1.25) ficam























a11 = f F−eG
EG−F2 = − e

d2 d4 = −ed2

a21 = eF− f E
EG−F2 = − f

d2 d4 = − f d2

a12 = gF− f G
EG−F2 = − f

d2 d4 = − f d2

a22 = f F−gE
EG−F2 = − g

d2 d4 = −gd2,

(4.32)



























b11 =
fηF−eηG
EG−F2 = −− 1

d2 +h2
u

d2 d4 = 1−d2h2
u

b21 =
eηF− fηE
EG−F2 = −huhv

d2 d4 = −d2huhv

b12 =
gηF− fηG
EG−F2 = −huhv

d2 d4 = −d2huhv

b22 =
fηF−gηE
EG−F2 = −− 1

d2 +h2
v

d2 d4 = 1−d2h2
v

(4.33)

e






















c1 = ξ〈Nu,η〉 = ξδhu

c2 = ξ〈Nv,η〉 = ξδhv

d1 = 〈ηu,N〉 = −δhu

d2 = 〈ηv,N〉 = −δhv.

(4.34)

Assim temos de (1.22) que























−Nu = ed2Ψu+ f d2Ψv−ξδhuη
−Nv = f d2Ψu+gd2Ψv−ξδhvη
−ηu = (d2h2

u−1)Ψu +d2huhvΨv +δhuN

−ηv = d2huhvΨu +(d2h2
v−1)Ψv +δhvN. .

(4.35)

Portanto de (4.4) e (4.26) temos que a equação de Gauss é dada por

K(I) = (eg− f 2)d4+ξ(1−‖∇h‖2). (4.36)

Agora de (4.27),(4.28) e (4.34) temos que as equações de Codazzi (1.32) e (1.40)

ficam

ev− fu = eΓ1
12+ f (Γ2

12−Γ1
11)−gΓ2

11+ξ fηd1−ξeηd2

= −e
K(I)v

d
+ f (−K(I)u

d
+

K(I)u
d

)−g
K(I)v

d
+ξhuhvδhu−ξ(− 1

d2 +h2
u)δhv

= −K(I)v
d

(e+g)−ξ
δhv

d2 . (4.37)
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e

fv−gu = eΓ1
22+ f (Γ2

22−Γ1
12)−gΓ2

12+ξgηd1−ξ fηd2

= e
K(I)u

d
+ f (−K(I)v

d
+

K(I)v
d

)+g
K(I)u

d
−ξ(− 1

d2 +h2
v)δhu+ξhuhvδhv

=
K(I)u

d
(e+g)+ξ

δhu

d2 (4.38)

Agora podemos provar o teorema que é a chave principal para demostrar os

teoremas principais deste trabalho.

Teorema 4.5 Seja S uma superfície orientável eΨ : S→ M2(ξ)×R uma imersão de

curvatura Gaussiana constante. Se a forma quadrática A dadapor (4.1) é uma métrica

Riemanniana então(A, II ) é um par Codazzi de curvatura extrínseca constante.

Prova. Pela observação (4.4) temos que para todo pontop∈ Sexiste uma parametrização

de uma vizinhança de p e um domínioΩ ⊆ R2 tais que a métrica induzida é dada por

I =
1
d2(du2+dv2) onde d =

1
2
[1+K(I)(u2+v2)] com (u,v) ∈ Ω. (4.39)

Assim temos que

A =

(

1
d2 +ch2

u

)

du2 +2chuhvdudv+

(

1
d2 +ch2

v

)

dv2 onde c =
1

ξK(I)−1
, (4.40)

e neste caso temos que

Ē =
1
d2 +ch2

u, F̄ = chuhv e Ḡ =
1
d2 +ch2

v.

Se olharmos para quarta coordenada de (4.29) veremos que











huu = −uK(I)
d hu+

vK(I)
d hv +eδ

huv = −vK(I)
d hu− uK(I)

d hv + f δ
hvv =

uK(I)
d hu− vK(I)

d hv +gδ. .

(4.41)

Notemos que































Ēu =

(

1
d2 +ch2

u

)

u

= − 2
d3 K(I)u+2chuhuu Ēv =

(

1
d2 +ch2

u

)

v

= − 2
d3 K(I)v+2chuhuv

F̄u = (chuhv)u = c(huuhv +huhuv) F̄v = (chuhv)v = c(huvhv +huhvv)

Ḡu =

(

1
d2 +ch2

v

)

u

= − 2
d3 K(I)u+2chvhuv Ḡv =

(

1
d2 +ch2

v

)

u

= − 2
d3K(I)v+2chvhvv,

(4.42)
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e

ĒḠ− F̄2 =

(

1
d2 +ch2

u

)(

1
d2 +ch2

v

)

−c2h2
uh2

v =
1
d4(1+c‖∇h‖2). (4.43)

Logo de (1.17), (4.42) e (4.43) os símbolos de Christoffel da métricaA são

Γ̄1
11 =

d4

1+c‖∇h‖2

{

1
2

[(

− 2
d3K(I)u+2chuhuu

)(

1
d2 +ch2

v

)

+

(

− 2
d3K(I)v+2chuhuv

)

chuhv

]

−chuhvc(huuhv +huhuv)

}

=
d4

1+c‖∇h‖2

(

− 1
d5K(I)u− 1

d3cK(I)uh2
v +

c
d2huhuu

+ c2huh2
vhuu−

1
d3cK(I)vhuhv +c2h2

uhvhuv−c2huh2
vhuu−c2h2

uhvhuv

)

=
d4

1+c‖∇h‖2

(

− 1
d5K(I)u− 1

d3cK(I)uh2
v−

1
d3cK(I)vhuhv +

c
d2huhuu

)

=
d4

1+c‖∇h‖2

[

− 1
d5K(I)u− 1

d3cK(I)uh2
v−

1
d3cK(I)vhuhv

+
c
d2hu

(

− uK(I)
d

hu+
vK(I)

d
hv +eδ

)]

=
d4

1+c‖∇h‖2

[

− 1
d5K(I)u− 1

d3cK(I)u(h2
u+h2

v)+
c
d2eδhu

]

=
d4

1+c‖∇h‖2

[

− 1
d5K(I)u− 1

d5cK(I)u‖∇h‖2+
c
d2eδhu

]

=
d4

1+c‖∇h‖2

[

− 1
d5K(I)u(1+c‖∇h‖2)+

c
d2eδhu

]

= −K(I)u
d

+
ecd2δhu

1+c‖∇h‖2 .(4.44)

De modo análogo temos que,

Γ̄2
11 =

K(I)v
d

+
ecd2δhv

1+c‖∇h‖2 , (4.45)

Γ̄1
12 = −K(I)v

d
+

f cd2δhu

1+c‖∇h‖2 , (4.46)

Γ̄2
12 = −K(I)u

d
+

f cd2δhv

1+c‖∇h‖2 , (4.47)
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Γ̄1
22 =

K(I)u
d

+
gcd2δhu

1+c‖∇h‖2 , (4.48)

Γ̄2
22 = −K(I)v

d
+

gcd2δhv

1+c‖∇h‖2 . (4.49)

Assim da equação de Gauss (4.36) temos que

eΓ̄1
12+ f (Γ̄2

12− Γ̄1
11)−gΓ̄2

11 = e

[

f cd2δhu

1+c‖∇h‖2 −
K(I)v

d

]

+ f

[

f cd2δhv

1+c‖∇h‖2 −
K(I)u

d
− ecd2δhu

1+c‖∇h‖2 +
K(I)u

d

]

− g

[

ecd2δhv

1+c‖∇h‖2 +
K(I)v

d

]

= −e
K(I)v

d
+

f 2cd2δhv

1+c‖∇h‖2 −
egcd2δhv

1+c‖∇h‖2 −g
K(I)v

d

= −K(I)v
d

(e+g)− (eg− f 2)cd2δhv

1+c‖∇h‖2

= −K(I)v
d

(e+g)− [K(I)−ξ(1−‖∇h‖2)]cδhv

(1+c‖∇h‖2)d2

= −K(I)v
d

(e+g)− [(K(I)−ξ)c+ξc‖∇h‖2]δhv

(1+c‖∇h‖2)d2 .

Mas de (4.40) temos que

(K(I)−ξ)c= (K(I)−ξ)
1

ξK(I)−1
= ξ

ξK(I)−1
ξK(I)−1

= ξ. (4.50)

Logo da equação de Codazzi (4.37) temos que

eΓ̄1
12+ f (Γ̄2

12− Γ̄1
11)−gΓ̄2

11 = −K(I)v
d

(e+g)− [ξ+ξc‖∇h‖2]δhv

(1+c‖∇h‖2)d2

= −K(I)v
d

(e+g)− ξ(1+c‖∇h‖2]δhv

(1+c‖∇h‖2)d2

= −K(I)v
d

(e+g)− ξδhv

d2

= ev− fu.

De modo análogo, usando a equação de Gauss (4.36), (4.50) e a equação de

Codazzi (4.38), prova-se que

eΓ̄1
22+ f (Γ̄2

22− Γ̄1
12)−gΓ̄2

12 = fv−gu.
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Portanto o par(A, II ) satisfaz as equações clássicas de Codazzi, ou seja,(A, II )

é um par Codazzi. Além disso, como a curvatura GaussianaK(I) é constante então pelo

Lema (4.2) temos queK(A, II ) é constante. �

O teorema acima mostra que a existência deste par Codazzi emM2(ξ)×R não

depende só das equações de Codazzi mas da equação de Gauss também, diferentemente

do que acontece no espaçoR
3.

Corolário 4.6 Seja S uma superfície orientável eΨ : S→ M2(ξ)×R uma imersão de

curvatura Gaussiana positiva constante K(I) tal que K(I)− ξ > 0. Se considerarmos

S como a superfície de Riemann com estrutura conforme induzida pela segunda forma

fundamental então

Q =

(

〈Ψz,Ψz〉+
1

ξK(I)−1
h2

z

)

dz2 (4.51)

é uma forma quadrática holomorfa, onde z denota um parâmetroconforme local em S.

Prova. Como Ψ é uma imersão com curvatura Gaussiana constanteK(I) que satisfaz

K(I)− ξ > 0 então pelo Lema (4.3) temos que a forma quadráticaA é Riemanniana e

portanto do Teorema (4.5), (A, II ) é um par Codazzi com curvatura extrínsica constante

positiva, isto é,II é definida positiva. Assim pelo Lema (1.25) temos que a forma

quadrática

Q =
1
4
(E−G−2Fi)dz2 (4.52)

é holomorfa.

Observemos primeiramente que de (1.42) e (1.43) temos que

〈Ψz,Ψz〉 = 〈1
2
(Ψu− iΨv),

1
2
(Ψu− iΨv)〉 =

1
4
〈Ψu,Ψu〉−

1
4
〈Ψv,Ψv〉−

i
2
〈Ψu,Ψv〉

=
1
4
(〈Ψu,Ψu〉−〈Ψv,Ψv〉−2i〈Ψu,Ψv〉)

e

h2
z = [

1
2
(hu− ihv)]

2 =
1
4
(h2

u−h2
v −2ihuhv). (4.53)
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Portanto, de (4.1) temos que

Q =
1
4

(

〈Ψu,Ψu〉+ch2
u−〈Ψv,Ψv〉−ch2

v−2i(〈Ψu,Ψv〉+chuhv)

)

dz2

=

[

1
4

(

〈Ψu,Ψu〉−〈Ψv,Ψv〉−2i〈Ψu,Ψv〉
)

+
1
4

c(h2
u−h2

v −2ihuhv)

]

dz2

=

(

〈Ψz,Ψz〉+
1

εK(I)−1
h2

z

)

dz2.

Portanto a forma quadrática (4.51) é holomorfa. �

Teorema 4.7 Se S é uma superfície de Riemann homeomorfa a esfera , então toda forma

quadrática holomorfa, globalmente definida em S, é nula.

Prova. Pelo Teorema da Uniformização de RiemannSé biholomorfa a esfera de Riemann,

ou seja, existe um difeomorfismo holomorfo deS em C∪{∞}. Pelo exemplo (1.21) as

parametrizações de coordenadas analíticas sãoϕ1 : C → C e ϕ2 : C/{0} ∪ {∞} → C

definidas por

ϕ1(z) = z e ϕ2 =

{

1
z, se z6= ∞,

0; se z= ∞.

SejaC uma forma quadrática holomorfa globalmente definida emS. EntãoC

admite expressões locais holomorfas nesse sistema de coordenadas, a saber

{

γ(z)dz2, se z∈ ϕ1(C) = C,

β(z)dz2, se z∈ ϕ2(C/{0}∪{∞}) = C.

Na intersecçãoC/{0} das vizinhanças coodernadas pelo exemplo (1.21) temos

que a função transição éf12(z) = 1
z, ou seja, a mudança de coordenadaz= 1

w. Logo,

dw= − 1
z2dz,

ou seja,
dw
dz

= − 1
z2 = −w2.

Portanto na intersecção temos que

γ(z) = β(w)

(

dw
dz

)2

= β(w)(−w2)2 = β(w)w4 (4.54)
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Comoγ e β são inteiras temos que

lim
z→∞

γ(z) = lim
w→0

β(w)w4 = β(0)0 = 0.

Assim γ e β são limitadas e inteiras, portanto pelo Teorema de Liouville temos

queγ e β são constantes, ou seja,γ(z) = c1 e β(w) = c2. Logo de (4.54) temos que

c1 = c2w4 para todow∈ C.

Assimc1 = c2 = 0. PortantoC≡ 0. �

O seguinte resultado será fundamental para a demonstração do Teorema do Tipo

Hilbert.

Teorema 4.8 Se(A, II ) é um par Codazzi com curvatura extrínseca K(A, II ) constante

negativa e A é completa entãoinf |K(A)| ≡ 0.

Este resultado não será demonstrado aqui. Para ver a demonstração olhar [11] e [12].



4.2 Teorema do Tipo Liebmann 61

4.2 Teorema do Tipo Liebmann

Nesta seção vamos demonstrar o importante resultado sobre unicidade:

Dada uma constante real positiva determina-se unicamente,a menos de isome-

tria, uma imersão completa com curvatura Gaussiana igual a essa constante em H2×R

e quando essa constante é maior que um determina-se também uma única imersão com-

pleta,a menos de isometria, com curvatura Gaussiana igual aessa constante em S2×R.

Em particular, essas superfície são de revolução.

A ideia principal da prova é que sendo(A, II ) um par Codazzi, com curvatura

extrínseca constante, garantimos a existência de uma formaquadrática holomorfa e que

essa forma se anula em superfícies de Riemann homeomorfas a esfera de Riemann.

Também vamos mostrar que sob certas condições sobre o gradiente da função

altura não existe superfície completa com curvatura Gaussiana constante 0< K(I) < 1

emS2×R.

Teorema 4.9 (do Tipo Liebmann) Dada uma constante real K(I), existe, a menos de

isometria, uma única superfície completa de curvatura Gaussiana constante K(I) > 1 em

S2×R e uma única de curvatura Gaussiana constante K(I) > 0 em H2×R. Além disso,

estas superfícies são rotacionalmente simétricas.

Prova. Nos capítulos(2) e (3) mostramos a existência de superfícies rotacionalmente

simétricas com curvatura Gaussiana constante, então nos resta mostrar que elas são

únicas, a menos de isometria.

SejaS uma superfície orientável eΨ : S→ M2(ξ)×R uma imersão completa

com curvatura Guassiana constanteK(I) positiva satisfazendoK(I) > 1 quandoξ = 1.

Uma vez queK(I) é positiva pelo Teorema de Bonnet temos queSé compacta.

Além disso como a característica de Eulerχ(S) é positiva, considerando o

recobrimento universal se necessário podemos assumir queS é simplesmente conexa,

logo queSé uma esfera topológica, ou seja,Sé homeomorfa a uma esfera.

Por outro lado, pelo Lema (4.3) temos que a forma quadráticaA é Riemanniana

e portanto do Teorema (4.5) e do Lema (4.2), (A,II) é um par codazzi com curvatura

extrínsecaK(A, II ) constante positiva ondeII é a segunda forma fundamental de S.

ComoK(A, II ) > 0 temos queII é positiva definida, logo podemos considerar a

superfície de Riemann deS com estrutura conforme, induzida pela segunda forma fun-

damental. Então pelo Corolário (4.6) a forma quadráticaQ dada por (1.44) é holomorfa.

Mas pelo Teorema (4.7) temos queQ é identicamente nula uma vez queSé homeomorfa

a esfera , ou seja,̄E = Ḡ e F̄ = 0.

Mas emRII temos queII = µdudv. Logo K(A, II ) = Ē2

µ2 e portantoA e II são

conformes, ou seja,II = λA ondeλ2 = K(A, II ). Portanto pelo Lema (4.2), λ2 = K(I)−ξ.

ComoII é definida positiva, entãoλ =
√

K(I)−ξ.
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Podemos assumir queS é uma esfera de RiemannR2 ∪ {∞} do Teorema da

representação de Riemann com a métrica induzidaI dada por (4.39). Portanto, a forma

quadráticaA é dada por (4.40). ComoA e II são conformes com parâmetroλ =
√

K(I)−ξ
então































e= λ

(

1
d2 +ch2

u

)

=
√

K(I)−ξ

(

1
d2 +ch2

u

)

,

f = λchuhv =
√

K(I)−ξchuhv,

g = λ

(

1
d2 +ch2

v

)

=
√

K(I)−ξ

(

1
d2 +ch2

v

)

.

(4.55)

ondec é dado por (4.5).

Agora analisando a quarta coordenada das duas últimas equações em (4.35)

temos que










































0 = (h2
ud2−1)hu+huhvd2hv +δ2hu

= [(h2
u+h2

v)d
2−1+δ2]hu

= [‖∇h‖2−1+δ2]hu.

0 = huhvd2hu+(h2
vd2−1)hv +δ2hv

= [(h2
u+h2

v)d
2−1+δ2]hv

= [‖∇h‖2−1+δ2]hv.

(4.56)

Portanto temos que

δ2 = 1−‖∇h‖2. (4.57)

Agora analisando a quarta coordenada das duas primeiras equações em (4.35) e

usando (4.55) temos que











































−δu = λ
( 1

d2 +ch2
u

)

d2hu +cλhuhvd2hv

= [1+c(h2
u+h2

v)d
2]λhu

= [1+c‖∇h‖2]λhu.

−δv = cλhuhvd2hv +λ
( 1

d2 +ch2
v

)

d2hv

= [1+c(h2
u+h2

v)d
2]λhv

= [1+c‖∇h‖2]λhv.

(4.58)

Agora substituindo (4.57) temos que

−δu

1+c(1−δ2)
= λhu =

√

K(I)−ξhu e
−δv

1+c(1−δ2)
= λhv =

√

K(I)−ξhv (4.59)

Uma vez queS é compacta e a função alturah é de classeC∞, h possui um

ponto de míminop ∈ S pelo Teorema de Weierstrass. Portanto, a menos de isometria,

podemos assumir quep = (0,0) e h(0,0) = 0. Comop é ponto de mínimo temos que

hu(p) = hv(p) = 0. Logo de (4.57) δ(p) = 1 uma vez queII é positiva definida.
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Agora temos que encontrarδ(u,v) satisfazendo (4.59) tal queh(p)= 0 eδ(p) = 1

ondep = (0,0).

a) Seξ = 1 tem-se queK(I) > 1. Logo, de (4.5), c= 1
1−K(I) ∈ (0,∞). Substituindo em

(4.59) temos que
{ −δu(K(I)−1)

K(I)−δ2)
=
√

K(I)−1hu
−δv(K(I)−1)

K(I)−δ2)
=
√

K(I)−1hv,

ou seja,















δu√
K(I)
(

1− δ2
K(I)

) = −
√

K(I)
K(I)−1hu

δv√
K(I)
(

1− δ2
K(I)

) = −
√

K(I)
K(I)−1hv.

(4.60)

Integrando a primeira equação de (4.60) em relação au temos que

arctanh
( δ
√

K(I)

)

= −
√

K(I)
K(I)−1

h+c1(v). (4.61)

Portanto derivando em relação av a equação acima obtemos que

δv
√

K(I)
(

1− δ2

K(I)

)
= −

√

K(I)
K(I)−1

hv +
dc1(v)

dv
. (4.62)

Por outro lado a equação acima tem que ser igual a segunda equação de (4.60)

portanto
dc1(v)

dv
= 0.

Isto é,c1 é constante. Mas temosh(p) = 0 eδ(p) = 1, logo aplicando (4.61) em p

temos que

c1 = arctanh
( 1
√

K(I)

)

. (4.63)

Portanto de (4.61),

δ =
√

K(I)tanh

(

−
√

K(I)
K(I)−1

h+c1

)

, (4.64)

ondec1 é dado por (4.63)
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b) Seξ = −1 tem-se queK(I) > 0. Logo, de (4.5), c = −1
1+K(I) ∈ (−1,0) uma vez que

c→ 0 quandoK(I)→ ∞. Substituindo em (4.59) temos que

{ −δu(K(I)+1)
K(I)+δ2)

=
√

K(I)+1hu
−δv(K(I)+1)

K(I)+δ2)
=
√

K(I)+1hv,
(4.65)

ou seja,















δu√
K(I)
(

1+ δ2
K(I)

) = −
√

K(I)
K(I)+1hu

δv√
K(I)
(

1+ δ2
K(I)

) = −
√

K(I)
K(I)+1hv.

De modo análogo

δ =
√

K(I)tan

(

−
√

K(I)
K(I)+1

h+c2

)

(4.66)

ondec2 = arctan
(

1√
K(I)

)

.

Agora subtituindo (4.55) em (4.41) temos que































huu = −uK(I)
d hu + vK(I)

d hv +
√

K(I)−ξ

(

1
d2 +ch2

u

)

δ,

huv = −vK(I)
d hu− uK(I)

d hv +
√

K(I)−ξchuhvδ,

hvv =
uK(I)

d hu− vK(I)
d hv +

√

K(I)−ξ

(

1
d2 +ch2

v

)

δ. .

(4.67)

ondeδ é dado por (4.64) seξ = 1 e por (4.66) seξ = −1.

O sistema (4.67) é um sistema de equações diferenciais parciais de segunda

ordem elíptico então pelo Teorema de Bernstein [14], h é analítica na vizinhança dep.

Comoh éC∞ e h(p) = hu(p) = hv(p) = 0 então podemos calcular toda derivada deh no

pontop. Uma vez queh é analítica e conhecemos toda derivada deh no pontop então pela

unicidade da série de Taylor deh em torno dep temos queh é unicamente determinado

pela analiticidade.

Agora nos resta mostrar a unicidade das três primeiras coordenadas da imersão,

ou seja, que o normalη é unico, a menos de isometria. Suponhamos por absurdo que

existem duas imersões completasΨ1,Ψ2 : S → M2(ε) × R com a mesma curvatura

Gaussiana constante positiva e mesma função alturah tais que os normais dados por

(1.20) são respectivamenteη1 e η2.

Como a quarta coordenada dos normaisη1 e η2 são nulas então podemos

considerar as aplicaçõesηi : S→ M2(ε) com i = 1,2. Além disso, das duas últimas
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equações de (4.35) temos que

〈

∂ηi

∂u
,
∂ηi

∂u

〉

=

〈

(d2h2
u−1)

∂Ψi

∂u
+d2huhv

∂Ψi

∂v
+δhuNi ,(d

2h2
u−1)

∂Ψi

∂u
+d2huhv

∂Ψi

∂v
+δhuNi

〉

= (d2h2
u−1)2

〈

∂Ψi

∂u
,
∂Ψi

∂u

〉

+d4h2
uh2

v

〈

∂Ψi

∂v
,
∂Ψi

∂v

〉

+δ2h2
u〈Ni,Ni〉

= (d4h4
u−2d2h2

u+1)
1
d2 +d4h2

uh2
v

1
d2 +δ2h2

u

= [d2(h2
u+h2

v)+δ2−2]h2
u+

1
d2

= [‖∇h‖2+δ2−2]h2
u+

1
d2

com i = 1,2.

De modo análogo

〈

∂ηi

∂u
,
∂ηi

∂v

〉

= [‖∇h‖2+δ2−2]huhv,

e
〈

∂ηi

∂v
,
∂ηi

∂v

〉

= [‖∇h‖2+δ2−2]h2
v +

1
d2 ,

com i = 1,2.

Portanto de (4.57) temos parai = 1,2 que

〈

∂ηi

∂u
,
∂ηi

∂u

〉

=
1
d2 −h2

u,

〈

∂ηi

∂u
,
∂ηi

∂v

〉

= −huhv e

〈

∂ηi

∂v
,
∂ηi

∂v

〉

=
1
d2 −h2

v. (4.68)

Portanto as métricas induzida deη1 e η2 coincidem em todo ponto. Além disso

〈

∂ηi(p)

∂u
,
∂ηi(p)

∂u

〉

=

〈

∂ηi(p)

∂v
,
∂ηi(p)

∂v

〉

= 4 = E(p) = G(p) (4.69)

〈

∂ηi(p)

∂u
,
∂ηi(p)

∂v

〉

= 0 = F(p). (4.70)

Ou seja, no pontop = (0,0) as métricas induzidas deη1 e η2 coincidem com a

métrica induzidaI em p.

Portanto,ηi , com i = 1,2, pode ser visto como uma imersão da vizinhança

conexaU de p.



4.2 Teorema do Tipo Liebmann 66

Como as métricas induzidas coincidem temos que

η2◦η−1
1 : η1(U ) ⊆ M2(ξ) → M2(ξ)

é uma isometria, ou seja,η1 e η2 são iguais, a menos de isometria, emU . Assim

mostramos queΨ1 e Ψ2 coincidem localmente.

Para estendermos para todoM2(ξ)×R, sejaηi = (xi
1,x

i
2,x

i
3,0) com i = 1,2,

olhando para as três primeiras coordenadas de (4.29) temos que



















∂2xi
j

∂u2 = −uK(I)
d

∂xi
j

∂u +
vK(I)

d
∂xi

j

∂v +eNi
j + ξ(− 1

d2 +h2
u)x

i
j ,

∂2xi
j

∂u∂v = −vK(I)
d

∂xi
j

∂u − uK(I)
d

∂xi
j

∂v + f Ni
j + ξdhuhvxi

j ,
∂2xi

j

∂v2 =
uK(I)

d
∂xi

j
∂u − vK(I)

d
∂xi

j
∂v +gNi

j + ξ(− 1
d2 +h2

v)x
i
j .

(4.71)

ondei = 1,2 e j = 1,2,3. O sistema (4.71) é também um sistema de equações diferenciais

parciais elíptico. Logo pelo Teorema de Bernstein [14] temos queηi ,i = 1,2 é analítica

uma vez queNi é analiticamente determinado por∂Ψi
∂u , ∂Ψi

∂v e ηi . Portanto,Ψ1 e Ψ2

coincidem globalmente pelo Princípio da extensão analítica [13]. �

Agora emS2×R quandoK(I) é uma constante positiva menor que um temos

que não existe qualquer imersãoΨ : S→ S2 × R de curvatura GaussianaK(I) com

uma hipótese adicional sobre o gradiente da função altura. Antes de mostrarmos isso

precisamos do seguinte resultado que Tim Tzaneteas mostrouem [7].

Teorema 4.10Seja S uma superfície diferenciavél compacta. Então S admite métrica

Lorentziana se, e somente se, a característica de Eulerχ(S) de S é identicamente nula.

Agora podemos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 4.11 Seja S uma superfície compacta. Não existe qualquer imersãoΨ : S→S2×R

de curvatura Gaussiana0 < K(I) < 1 satisfazendo

‖∇h‖2 < 1−K(I) (4.72)

onde h é a função altura.

Em particular, não existe qualquer imersão completa em S2×R de curvatura

Gaussiana constante0 < K(I) < 1 satisfazendo(4.72).
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Prova.Suponha por absurdo que exista uma imersãoΨ : S→ S2×R de curvatura Gaus-

siana positivaK(I) satisfazendo (4.72). ComoK(I) > 0 então pelo o Teorema de Gauss-

Bonnet temos queS é uma esfera topológica. Por outro lado de (4.72) temos que

K(I) < 1−‖∇h‖2. Assim de (4.4) temos que

K(I , IIη) = 1−‖∇h‖2 > K(I). (4.73)

Portanto pela equação de Gauss (1.31) e de (4.73) temos que

K(I , II ) = K(I)−K(I , IIη) < K(I)−K(I) = 0. (4.74)

Logo pela definição de curvatura extrínseca e de (4.74) temos que

K(I .II ) =
eg− f 2

EG−F2 < 0 (4.75)

ComoEG−F2 > 0, segue queeg− f 2 < 0. PortantoII não é definida, ou seja,

II é uma métrica Lorentziana. Mas isto é uma contradição pois pelo Teorema (4.10)

não existe métrica Lorentziana em uma esfera. Portanto não existe qualquer imersão

Ψ : S→ S2×R de curvatura Gaussiana positivaK(I) satisfazendo (4.72). �

É conhecido que os slabS2×{t0} deS2×R têm curvatura Gaussiana igual 1 mas

ainda não é conhecido se estas são as únicas superfícies imersas emS2×R com curvatura

GaussianaK(I) ∈ (0,1].

4.3 Teorema do Tipo Hilbert

Nesta seção vamos demonstrar que

Não existe qualquer superfície completa com curvatura Gaussiana constante,

K(I) < −1, em M2(ξ)×R.

A ideia principal da prova é que sendo(A,B) um par Codazzi com curvatura

extrínseca constante negativa, tem-se que o ínfimo do móduloda curvatura Gaussiana

K(A) na métrica Riemanniana A é identicamente nulo.

Também vamos mostrar que, com hipótese adicional sobre o gradiente da função

altura, não existe superfície completa com curvatura Gaussiana constante−1 < K(I) < 0

emS2×R.

Teorema 4.12 (do Tipo Hilbert) Não existe imersão completa de curvatura Gaussiana

constante K(I) < −1 em H2×R e S2×R.
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Prova. Suponhamos por absurdo que exista uma imersão completaΨ : S→ M2(ξ)×R de

curvatura Gaussiana constanteK(I) < −1.

ComoK(I) < −1, então pelo Lema (4.3) temos que a forma quadráticaA dada

por (4.1) é uma métrica Riemanniana.

Primeiramente vamos mostrar queA é completa. Para isto consideremos um

vetor unitáriow e γ : [0,∞) → M2(ξ)×R uma curva divergente na imersão e observemos

que

K(I)−1 < −2 e K(I)+1 < 0. (4.76)

Assim temos que

• Seξ = 1 então de (4.5) e (4.76) temos que

−1
2

< c =
1

K(I)−1
< 0. (4.77)

Por outro lado de (4.1) obtemos que

A(w) = I(w)+cdh2(w) = I(w)+c〈∇h,w〉2. (4.78)

Mas de (4.13) temos que

〈∇h,w〉2 ≤ ‖w‖2 = I(w). (4.79)

Assim de (4.77) , (4.78) e de (4.79) temos que

A(w) ≥ I(w)+cI(w) = (1+c)I(w). (4.80)

Portanto,

lim
t→∞

∫ t

0
A(γ′(τ))dτ ≥ lim

t→∞

∫ t

0
(1+c)I(γ′(τ))dτ = (1+c) lim

t→∞

∫ t

0
I(γ′(τ))dτ. (4.81)

• Seξ = −1 então de (4.5) e (4.76) temos que

c = − 1
K(I)−1

> 0. (4.82)

Por outro lado de (4.1) e de (4.82) obtemos que

A(w) = I(w)+cdh2(w) = I(w)+c〈∇h,w〉2 ≥ I(w) (4.83)
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Portanto,

lim
t→∞

∫ t

0
A(γ′(τ))dτ ≥ lim

t→∞

∫ t

0
I(γ′(τ))dτ. (4.84)

ComoI é completa pela observação (1.8) temos que o comprimento da curvaγ
na métricaI é ilimitado, ou seja, o limite abaixo diverge

lim
t→∞

∫ t

0
I(γ′(τ))dτ. (4.85)

Assim de (4.81) e (4.84) temos que

lim
t→∞

∫ t

0
A(γ′(τ))dτ (4.86)

também diverge, ou seja, o comprimento da curvaγ na métricaA é ilimitado. Portanto da

observação (1.8) A é completa.

Vamos agora calcular a curvatura GaussianaK(A) da métricaA, logo de (1.39)

temos que

(ĒḠ− F̄2)K(A) = Ē
(

(Γ̄1
22)u− (Γ̄1

12)v + Γ̄1
22Γ̄1

11+ Γ̄2
22Γ̄1

12− (Γ̄1
12)

2− Γ̄2
12Γ̄1

22

)

+ F̄
(

(Γ̄2
22)u− (Γ̄2

12)v + Γ̄2
11Γ̄1

22− Γ̄1
12Γ̄2

12

)

. (4.87)

ondeΓ̄k
i j são os símbolos de Christoffel deA.

A equação acima pode escrita da forma

(ĒḠ− F̄2)K(A) =
[

Ē
(

(Γ̄1
22)u− (Γ̄1

12)v
)

+ F̄
(

(Γ̄2
22)u− (Γ̄2

12)v
)]

+
[

Ē
(

Γ̄1
22Γ̄1

11+ Γ̄2
22Γ̄1

12− (Γ̄1
12)

2− Γ̄2
12Γ̄1

22

)

+ F̄
(

Γ̄2
11Γ̄1

22− Γ̄1
12Γ̄2

12

)]

. (4.88)

Agora derivandōΓ1
22 e Γ̄2

22 em relação au em (4.44)-(4.49) temos que











(Γ̄1
22)u = (gcd2δhu)u

1+c‖∇h‖2 − gcd2δhu(1+c‖∇h‖2)u

(1+c‖∇h‖2)2 + K(I)
d − K(I)2u2

d2 ,

(Γ̄2
22)u =

(gcd2δhv)u

1+c‖∇h‖2 − gcd2δhv(1+c‖∇h‖2)u

(1+c‖∇h‖2)2 +
K(I)2uv

d2 .
(4.89)

e derivandōΓ1
12 e Γ̄2

12 em relação av em (4.44)-(4.49) temos que











(Γ̄1
12)v = ( f cd2δhu)v

1+c‖∇h‖2 − f cd2δhu(1+c‖∇h‖2)v

(1+c‖∇h‖2)2 − K(I)
d + K(I)2v2

d2 ,

(Γ̄2
12)v = ( f cd2δhv)v

1+c‖∇h‖2 − f cd2δhv(1+c‖∇h‖2)v

(1+c‖∇h‖2)2 + K(I)2uv
d2 .

(4.90)
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Por outro lado temos de (4.39) que

u2+v2 =
2d−1
K(I)

. (4.91)

Assim subtraindo(Γ̄1
12)v de(Γ̄1

22)u e usando (4.91) temos que

(Γ̄1
22)u− (Γ̄1

12)v =
cd2δhu[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

(1+c‖∇h‖2)2

+
(gcd2δhu)u− ( f cd2δhu)v

1+c‖∇h‖2 +
2K(I)

d
− K(I)2(u2+v2)

d2

=
cd2δhu[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

(1+c‖∇h‖2)2

+
(gcd2δhu)u− ( f cd2δhu)v

1+c‖∇h‖2 +
2K(I)

d
− K(I)(2d−1)

d2

=
cd2δhu[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

(1+c‖∇h‖2)2

+
(gcd2δhu)u− ( f cd2δhu)v

1+c‖∇h‖2 +
K(I)
d2 . (4.92)

e subtraindo(Γ̄2
12)v de(Γ̄2

22)u obtemos que

(Γ̄2
22)u−(Γ̄2

12)v =
cd2δhv[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

(1+c‖∇h‖2)2 +
(gcd2δhv)u− ( f cd2δhv)v

1+c‖∇h‖2 .

(4.93)

SejaM = Ē
(

(Γ̄1
22)u− ( ¯Γ1

12)v
)

+ F̄
(

(Γ̄2
22)u− ( ¯Γ2

12)v

)

. Então de (4.92) e (4.93)

temos que

M = Ē

{

cd2δhu[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

(1+c‖∇h‖2)2 +
(gcd2δhu)u− ( f cd2δhu)v

1+c‖∇h‖2 +
K(I)
d2

}

+ F̄

{

cd2δhv[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

(1+c‖∇h‖2)2 +
(gcd2δhv)u− ( f cd2δhv)v

1+c‖∇h‖2

}

=
cd2δ(Ēhu+ F̄hv)[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

(1+c‖∇h‖2)2

+
Ē[(gcd2δhu)u− ( f cd2δhu)v]+ F̄[(gcd2δhv)u− ( f cd2δhv)v]

1+c‖∇h‖2 + Ē
K(I)
d2 . (4.94)
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Agora de (4.40) temos que











Ē = 1
d2 +ch2

u

F̄ = chuhv

Ḡ = 1
d2 +ch2

v.

(4.95)

Sejam

{

N = cd2δ(Ēhu+ F̄hv)[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u],

O = Ē[(gcd2δhu)u− ( f cd2δhu)v]+ F̄[(gcd2δhv)u− ( f cd2δhv)v].
(4.96)

Assim de (4.95) temos que

N = cd2δ

[(

1
d2 +ch2

u

)

hu+chuh2
v

]

[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

= cd2δhu

(

1
d2 +c(h2

u+h2
v)

)

[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

= cδhu(1+c‖∇h‖2)[ f (1+c‖∇h‖2)v−g(1+c‖∇h‖2)u]

= c2δhu(1+c‖∇h‖2)[ f (‖∇h‖2)v−g(‖∇h‖2)u]. (4.97)

Mas






















(‖∇h‖2)u = (d2(h2
u+h2

v))u = 2dK(I)u(h2
u+h2

v)+2d2(huhuu+hvhuv),

= 2K(I)ud−1‖∇h‖2+2d2(huhuu+hvhuv),

(‖∇h‖2)v = (d2(h2
u+h2

v))v = 2dK(I)v(h2
u+h2

v)+2d2(huhuv+hvhvv),

= 2K(I)vd−1‖∇h‖2+2d2(huhuv+hvhvv),

(4.98)

Assim substituindo (4.98) em (4.97) e usando (4.95) e (4.96) temos que

N = c2δhu(1+c‖∇h‖2){ f [2K(I)vd−1‖∇h‖2+2d2(huhuv+hvhvv)]

− g[2K(I)ud−1‖∇h‖2+2d2(huhuu+hvhuv)]}
= c2δhu(1+c‖∇h‖2){2d2[( f huv−ghuu)hu+( f hvv−ghuv)hv]

+ 2K(I)vd−1‖∇h‖2(v f −ug)} (4.99)

e
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O =
( 1
d2 +ch2

u

)

[(gcd2δhu)u− ( f cd2δhu)v]+chuhv[(gcd2δhv)u− ( f cd2δhv)v]

= c
( 1
d2 +ch2

u

)

[(gd2δ)uhu+gd2δhuu− ( f d2δ)vhu− f d2δhuv]

+ c2huhv[(gd2δ)uhv +gd2δhuv− ( f d2δ)vhv− f d2δhvv]

= c
( 1
d2 +ch2

u

)

{hu[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]+d2δ(ghuu− f huv)}

+ c2huhv{hv[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]+d2δ(ghuv− f hvv)}

= c
( 1
d2 +ch2

u

)

hu[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]+c
( 1
d2 +ch2

u

)

d2δ(ghuu− f huv)

+ c2huh2
v[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]+c2huhvd

2δ(ghuv− f hvv)

= chu
( 1
d2 +ch2

u+ch2
v

)

[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]

+ cd2δ
( 1

d2 +ch2
u

)

(ghuu− f huv)+c2huhvd
2δ(ghuv− f hvv)

=
chu

d2 (1+c‖∇h‖2)[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]

+ cd2δ
( 1

d2 +ch2
u

)

(ghuu− f huv)+c2huhvd
2δ(ghuv− f hvv). (4.100)

Portanto subsituindo (4.99) e (4.100) em (4.94) obtemos que

M =
1

1+c‖∇h‖2

{

−2c2δhud2[(− f huv+ghuu)hu+(− f hvv+ghuv)hv]

+ 2c2δK(I)vd−1‖∇h‖2(v f −ug)+
chu

d2 (1+c‖∇h‖2)[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]

+ cd2δ
( 1

d2 +ch2
u

)

(ghuu− f huv)+c2huhvd
2δ(ghuv− f hvv)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2 .

=
1

1+c‖∇h‖2

{

−2c2δh2
ud2(ghuu− f huv)−2c2δd2huhv(ghuv− f hvv)

+ 2c2δK(I)vd−1‖∇h‖2(v f −ug)+
chu

d2 (1+c‖∇h‖2)[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]

+ (cδ+c2d2δh2
u)(ghuu− f huv)+c2huhvd

2δ(ghuv− f hvv)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2 .

=
1

1+c‖∇h‖2

{

2c2δK(I)vd−1‖∇h‖2(v f −ug)+
chu

d2 (1+c‖∇h‖2)[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]

+ (cδ−c2d2δh2
u)(ghuu− f huv)−c2huhvd

2δ(ghuv− f hvv)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2 .
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=
1

1+c‖∇h‖2

{

2c2δK(I)v
d

‖∇h‖2(v f −ug)+
chu

d2 (1+c‖∇h‖2)[(gd2δ)u− ( f d2δ)v]

+ cδ(1−cd2h2
u)(ghuu− f huv)−c2huhvd

2δ(ghuv− f hvv)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2 .

(4.101)

Agora temos que

(gd2δ)u− ( f d2δ)v = 2gdK(I)uδ+d2(gδ)u−2 f dK(I)vδ−d2( f δ)v

= 2dK(I)δ(ug− f v)+d2[(gδ)u− ( f δ)v]. (4.102)

Agora substituindo (4.102) em (4.101) obtemos que

M =
1

1+c‖∇h‖2

{

2c2δK(I)v
d

‖∇h‖2(v f −ug)+
chu

d2 (1+c‖∇h‖2){2dK(I)δ(ug− f v)

+ d2[(gδ)u− ( f δ)v]}+cδ(1−cd2h2
u)(ghuu− f huv)−c2huhvd

2δ(ghuv− f hvv)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2 .

=
1

1+c‖∇h‖2

{

2c2δK(I)v
d

‖∇h‖2(v f −ug)− 2K(I)chu

d
(1+c‖∇h‖2)δ( f v−ug)

+ chu(1+c‖∇h‖2)[(gδ)u− ( f δ)v]+cδ(1−cd2h2
u)(ghuu− f huv)

− c2huhvd
2δ(ghuv− f hvv)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2

=
1

1+c‖∇h‖2

{

2K(I)chu

d
δ(ug−v f)+chu(1+c‖∇h‖2)[(gδ)u− ( f δ)v] (4.103)

+ cδ(1−cd2h2
u)(ghuu− f huv)−c2huhvd

2δ(ghuv− f hvv)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2 .

Mas de (4.41) temos que

ghuu− f huv =
K(I)

d
[(v f −ug)hu+(gv+ f u)hv]+(eg− f 2)δ (4.104)

e

ghuv− f hvv =
K(I)

d
[−(vg+u f)hu+( f v−gu)hv]. (4.105)
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Agora substituindo (4.104) e (4.105) em (4.103) obtemos que

M =
1

1+c‖∇h‖2

{

2K(I)chu

d
δ(ug−v f)+chu(1+c‖∇h‖2)[(gδ)u− ( f δ)v]

+ cδ(1−cd2h2
u){

K(I)
d

[(v f −ug)hu+(gv+ f u)hv]+(eg− f 2)δ}

− c2huhvd
2δ{K(I)

d
[−(vg+u f)hu+( f v−gu)hv]}

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2

=
1

1+c‖∇h‖2

{

2K(I)chu

d
δ(ug−v f)+chu(1+c‖∇h‖2)[(gδ)u− ( f δ)v]

+ (cδ−c2δd2h2
u)

K(I)
d

[(v f −ug)hu+(gv+ f u)hv]+cδ2(1−cd2h2
u)(eg− f 2)

− c2huhvd
2δ{K(I)

d
[−(vg+u f)hu+( f v−gu)hv]}

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2

=
1

1+c‖∇h‖2

{

− 2K(I)chu

d
δ(v f −ug)+chu(1+c‖∇h‖2)[(gδ)u− ( f δ)v]

+
K(I)cδ

d
[(v f −ug)hu+(gv+ f u)hv]−c2δdK(I)hu[(v f −ug)h2

u+(gv+ f u)huhv]

+ cδ2(1−cd2h2
u)(eg− f 2)−c2d2δK(I)hu[−(vg+u f)huhv +( f v−gu)h2

v]

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2

=
1

1+c‖∇h‖2

{

chu(1+c‖∇h‖2)[(gδ)u− ( f δ)v]+
K(I)cδ

d
[−(v f −ug)hu+(gv+ f u)hv]

− c2δdK(I)hu(v f −ug)(h2
u+h2

v)+cδ2(1−cd2h2
u)(eg− f 2)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2

=
1

1+c‖∇h‖2

{

chu(1+c‖∇h‖2)[(gδ)u− ( f δ)v]+
K(I)cδhu

d
(ug−v f)+

K(I)cδhv

d
(gv+ f u)

+
c2δK(I)hu

d
(ug−v f)‖∇h‖2+cδ2(1−cd2h2

u)(eg− f 2)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2

=
1

1+c‖∇h‖2

{

chu(1+c‖∇h‖2)[(gδ)u− ( f δ)v]+
K(I)cδhv

d
(gv+ f u)

+
cδK(I)hu

d
(ug−v f)(1+c‖∇h‖2)+cδ2(1−cd2h2

u)(eg− f 2)

}

+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2

= chu[(gδ)u− ( f δ)v]+
cδK(I)hu

d
(ug−v f)+

( 1
d2 +ch2

u

)K(I)
d2

+
1

1+c‖∇h‖2

{

K(I)cδhv

d
(gv+ f u)+cδ2(1−cd2h2

u)(eg− f 2)

}

. (4.106)
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Analisando a quarta coordenada de (4.35) temos que

{

δu = −ed2hu− f d2hv

δv = − f d2hu−gd2hv.
(4.107)

Assim de (4.107) temos que

(gδ)u− ( f δ)v = guδ+gδu− fvδ− f δv = δ(gu− fv)+gδu− f δv

= δ(gu− fv)+g(−ed2hu− f d2hv)− f (− f d2hu−gd2hv)

= δ(gu− fv)−egd2hu− f gd2hv + f 2d2hu+ f gd2hv

= δ(gu− fv)− (eg− f 2)d2hu. (4.108)

Logo, substituindo (4.108) em (4.106) obtemos que

M = chu[δ(gu− fv)− (eg− f 2)d2hu]+
cδK(I)hu

d
(ug−v f)+

( 1
d2 +ch2

u

)K(I)
d2

+
1

1+c‖∇h‖2

{

K(I)cδhv

d
(gv+ f u)+cδ2(1−cd2h2

u)(eg− f 2)

}

. (4.109)

Agora seja

{

R= Ē
(

Γ̄1
22Γ̄1

11+ Γ̄2
22Γ̄1

12− (Γ̄1
12)

2− Γ̄2
12Γ̄1

22

)

T = F̄
(

Γ̄2
11Γ̄1

22− Γ̄1
12Γ̄2

12

)

.
(4.110)

Mas de (4.44)-(4.49) temos que







































































Γ̄1
22Γ̄1

11 =
egc2δ2d4h2

u
(1+c‖∇h‖2)2 +

cδdK(I)uhu(e−g)
1+c‖∇h‖2 − K(I)2u2

d2 ,

Γ̄1
12Γ̄1

12 = f 2c2δ2d4h2
u

(1+c‖∇h‖2)2 − 2cδdK(I)vhu f
1+c‖∇h‖2 + K(I)2v2

d2 ,

Γ̄2
22Γ̄1

12 = g f c2δ2d4huhv
(1+c‖∇h‖2)2 − cδdK(I)v(ghv+ f hu)

1+c‖∇h‖2 +
K(I)2v2

d2 ,

Γ̄2
12Γ̄1

22 = g f c2δ2d4huhv
(1+c‖∇h‖2)2 +

cδdK(I)u( f hv−ghu)
1+c‖∇h‖2 − K(I)2u2

d2 ,

Γ̄2
11Γ̄1

22 = egc2δ2d4huhv
(1+c‖∇h‖2)2 +

cδdK(I)(euhv+gvhu)
1+c‖∇h‖2 +

K(I)2uv
d2 ,

Γ̄1
12Γ̄2

12 = f 2c2δ2d4huhv
(1+c‖∇h‖2)2 − cδdK(I)(u f hu+v f hv)

1+c‖∇h‖2 +
K(I)2uv

d2 .

(4.111)
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Assim (4.110) e (4.111) temos que

R = Ē

{

egc2δ2d4h2
u

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδdK(I)uhu(e−g)

1+c‖∇h‖2 − K(I)2u2

d2

+
g f c2δ2d4huhv

(1+c‖∇h‖2)2 −
cδdK(I)v(ghv+ f hu)

1+c‖∇h‖2 +
K(I)2v2

d2

− f 2c2δ2d4h2
u

(1+c‖∇h‖2)2 +
2cδdK(I)vhu f

1+c‖∇h‖2 − K(I)2v2

d2

− g f c2δ2d4huhv

(1+c‖∇h‖2)2 −
cδdK(I)u( f hv−ghu)

1+c‖∇h‖2 +
K(I)2u2

d2

}

= Ē

{

(eg− f 2)c2δ2d4h2
u

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδdK(I)[uhu(e−g)−v(ghv+ f hu)+2vhu f −u( f hv−ghu)]

1+c‖∇h‖2

}

=

(

1
d2 +ch2

u

){

(eg− f 2)c2δ2d4h2
u

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδdK(I)[(eu+v f)hu− (gv+u f)hv]

1+c‖∇h‖2

}

=
(eg− f 2)c2δ2d2h2

u

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδK(I)[(eu+v f)hu− (gv+u f)hv]

(1+c‖∇h‖2)d

+
(eg− f 2)c3δ2d4h4

u

(1+c‖∇h‖2)2 +
c2δdK(I)[(eu+v f)h3

u− (gv+u f)h2
uhv]

1+c‖∇h‖2 . (4.112)

e que

T = F̄

{

egc2δ2d4huhv

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδdK(I)(euhv+gvhu)

1+c‖∇h‖2 +
K(I)2uv

d2

− f 2c2δ2d4huhv

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδdK(I)(u f hu+v f hv)

1+c‖∇h‖2 − K(I)2uv
d2

}

= F̄

{

(eg− f 2)c2δ2d4huhv

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδdK(I)[(gv+u f)hu+(eu+v f)hv)

1+c‖∇h‖2

}

= chuhv

{

(eg− f 2)c2δ2d4huhv

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδdK(I)[(gv+u f)hu+(eu+v f)hv)

1+c‖∇h‖2

}

=
(eg− f 2)c3δ2d4h2

uh2
v

(1+c‖∇h‖2)2 +
c2δdK(I)[(gv+u f)h2

uhv +(eu+v f)huh2
v)

1+c‖∇h‖2 . (4.113)
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Assim temos que

R+T =
(eg− f 2)c2δ2d2h2

u

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδK(I)[(eu+v f)hu− (gv+u f)hv]

(1+c‖∇h‖2)d

+
(eg− f 2)c3δ2d4h2

u(h
2
u+h2

v)

(1+c‖∇h‖2)2 +
c2δdK(I)(eu+v f)hu(h2

u+h2
v)

1+c‖∇h‖2

=
(eg− f 2)c2δ2d2h2

u

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδK(I)[(eu+v f)hu− (gv+u f)hv]

(1+c‖∇h‖2)d

+
(eg− f 2)c2δ2d2h2

uc‖∇h‖2

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδK(I)(eu+v f)huc‖∇h‖2

(1+c‖∇h‖2)d

=
(eg− f 2)c2δ2d2h2

u(1+c‖∇h‖2)

(1+c‖∇h‖2)2 +
cδK(I)(eu+v f)hu(1+c‖∇h‖2)

(1+c‖∇h‖2)d

− cδK(I)(gv+u f)hv

(1+c‖∇h‖2)d

=
(eg− f 2)c2δ2d2h2

u

1+c‖∇h‖2 +
cδK(I)(eu+v f)hu

d
− cδK(I)(gv+u f)hv

(1+c‖∇h‖2)d
. (4.114)

Logo de (4.109) e (4.114) obtemos que

M +R+T = chu[δ(gu− fv)− (eg− f 2)d2hu]+
cδK(I)hu

d
(ug−v f)+

( 1
d2 +ch2

u

)K(I)
d2

+
1

1+c‖∇h‖2

{

K(I)cδhv

d
(gv+ f u)+cδ2(1−cd2h2

u)(eg− f 2)

}

+
(eg− f 2)c2δ2d2h2

u

1+c‖∇h‖2 +
cδK(I)(eu+v f)hu

d
− cδK(I)(gv+u f)hv

(1+c‖∇h‖2)d

= chu[δ(gu− fv)− (eg− f 2)d2hu]+
cδK(I)u(e+g)hu

d
+
( 1

d2 +ch2
u

)K(I)
d2

+
[cδ2(1−cd2h2

u)+c2δ2d2h2
u](eg− f 2)

1+c‖∇h‖2

=
cδK(I)u(e+g)hu

d
+

K(I)
d4 (1+cd2h2

u)−chu[(eg− f 2)d2hu+δ( fv−gu)]

+
cδ2(eg− f 2)

1+c‖∇h‖2

=
K(I){1+chud2[hu+ud(e+g)δ]}−chu[(eg− f 2)d2hu +δ( fv−gu)]

d4

+
cδ2(eg− f 2)

1+c‖∇h‖2 . (4.115)

Agora de (4.95) temos que

ĒḠ− F̄2 =
1
d4(1+c‖∇h‖2). (4.116)
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Portanto de (4.95), (4.115) e (4.116) temos que a curvatura Gaussiana da métrica

A é

K(A) =
K(I){1+chud2[hu+ud(e+g)δ]}−chud4[(eg− f 2)d2hu +δ( fv−gu)]

1+c‖∇h‖2

+
cd4δ2(eg− f 2)

(1+c‖∇h‖2)2 . (4.117)

Agora usando a equação de Gauss (4.37), a segunda de Codazzi (4.38) e a

equação (4.57) temos que

K(A) =
K(I)[1+ch2

ud
2 +uchud3(e+g)δ]−c(eg− f 2)d4d2h2

u−cd4huδ( fv−gu)

1+c‖∇h‖2

+
cd4δ2(eg− f 2)

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)[1+ch2

ud
2 +chud3u(e+g)δ]−cd2h2

u[K(I)−ξ(1−‖∇h‖2)]−cd4huδ( fv−gu)

1+c‖∇h‖2

+
cd4δ2(eg− f 2)

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)+cK(I)hud3u(e+g)δ+cd2h2

uξ(1−‖∇h‖2)−cd4huδ( fv−gu)

1+c‖∇h‖2 +
cd4δ2(eg− f 2)

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)+chud2δ[dK(I)u(e+g)−d2( fv−gu)]+cd2h2

uξ(1−‖∇h‖2)

1+c‖∇h‖2 +
cd4δ2(eg− f 2)

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)−cξh2

ud2δ2 +cd2h2
uξ(1−‖∇h‖2)

1+c‖∇h‖2 +
cd4δ2(eg− f 2)

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)−cξh2

ud2δ2 +cd2h2
uξδ2

1+c‖∇h‖2 +
cd4δ2(eg− f 2)

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)

1+c‖∇h‖2 +
cd4δ2(eg− f 2)

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)[1+c‖∇h‖2]+cδ2(eg− f 2)d4

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)[1+c‖∇h‖2]+cδ2[K(I ]−ξ(1−‖∇h‖2)]

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)[1+c‖∇h‖2]+c(1−‖∇h‖2)[K(I ]−ξ(1−‖∇h‖2)]

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)[1+c‖∇h‖2]+cK(I)(1−‖∇h‖2)−cξ(1−‖∇h‖2)2

(1+c‖∇h‖2)2

=
K(I)(1+c)−cξ(1−‖∇h‖2)2

(1+c‖∇h‖2)2 . (4.118)

Logo, podemos considerarK(A) como uma função de‖∇h‖2.

Vamos denotarx = ‖∇h‖2 ∈ [0,1] eK(A) = K(A)(x) : [0,1] → R
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i. Seξ = 1 então de (4.5) temos quec = 1
K(I)−1. Assim subtituindo em (4.118) temos

que

K(A)(x) =
K(I)(K(I)−1+1)− (1−x)2

K(I)−1
(K(I)−1)2

(K(I)−1+x)2

=
[K(I)2− (1−x)2](K(I)−1)

(K(I)−1+x)2

=
[K(I)− (1−x)][K(I)+(1−x)](K(I)−1)

[K(I)− (1−x)]2

=
[K(I)+(1−x)](K(I)−1)

K(I)− (1−x)

=
K(I)2−K(I)+K(I)−xK(I)−1+x

K(I)− (1−x)

=
K(I)2+x[1−K(I)]−1

K(I)− (1−x)
. (4.119)

Agora derivando a equação (4.119) temos que

K(A)′(x) =
(1−K(I)[K(I)− (1−x)]− [K(I)2+x[1−K(I)]−1]

[K(I)− (1−x)]2

=
−[1−K(I)]2+[1−K(I)]x−K(I)2−x[1−K(I)]+1

[K(I)− (1−x)]2

=
−[1−K(I)]2−K(I)2+1

[K(I)− (1−x)]2

=
−1+2K(I)−K(I)2−K(I)2+1

[K(I)− (1−x)]2

=
2K(I)[1−K(I)]
[K(I)− (1−x)]2

. (4.120)

ComoK(I) < −1 temos queK(I)[1−K(I)] < 0. Portanto, de (4.120) temos que

K(A)′(x) < 0. Logo,K(A)(x) é uma função decrescente em [0,1]. Logo, para todo

x∈ [0,1] temos que

K(A)(1)≤ K(A)(x) ≤ K(A)(0). (4.121)

Mas

K(A)(0) =
K(I)2−1
K(I)−1

= K(I)+1 e K(A)(1) =
K(I)2−K(I)

K(I)
= K(I)−1.

(4.122)

Portanto de (4.121) temos que

K(I)−1≤ K(A) ≤ K(I)+1. (4.123)
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ii. Seξ =−1 então de (4.5) temos quec= −1
K(I)+1. Assim subtituindo em (4.118) temos

que

K(A)(x) =
K(I)(K(I)+1−1)− (1−x)2

K(I)+1
(K(I)+1)2

(K(I)+1−x)2

=
[K(I)2− (1−x)2](K(I)+1)

(K(I)+1−x)2

=
[K(I)− (1−x)][K(I)+(1−x)](K(I)+1)

[K(I)+(1−x)]2

=
[K(I)− (1−x)](K(I)+1)

K(I)+(1−x)

=
K(I)2+K(I)−K(I)+xK(I)−1+x

K(I)+(1−x)

=
K(I)2+x[K(I)+1]−1

K(I)+(1−x)
. (4.124)

Agora derivando a equação (4.124) temos que

K(A)′(x) =
(K(I)+1)[K(I)+(1−x)]+ [K(I)2+x[K(I)+1]−1]

[K(I)+(1−x)]2

=
[K(I)+1]2− [K(I)+1]x+K(I)2+x[1+K(I)]−1

[K(I)+(1−x)]2

=
[K(I)+1]2+K(I)2−1

[K(I)+(1−x)]2

=
K(I)2+2K(I)+1+K(I)2−1

[K(I)+(1−x)]2

=
2K(I)[1+K(I)]
[K(I)+(1−x)]2

. (4.125)

ComoK(I) < −1 temos queK(I)[1+ K(I)] > 0. Portanto, de (4.125) temos que

K(A)′(x) > 0. Logo,K(A)(x) é uma função crescente em [0,1]. Logo, para todo

x∈ [0,1] temos que

K(A)(0)≤ K(A)(x) ≤ K(A)(1). (4.126)

Mas

K(A)(0) =
K(I)2−1
K(I)+1

= K(I)−1 e K(A)(1) =
K(I)2+K(I)

K(I)
= K(I)+1.

(4.127)

Portanto de (4.121) temos que

K(I)−1≤ K(A)(x) ≤ K(I)+1. (4.128)
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Assim concluímos de (4.121) e (4.128) que

K(I)−1≤ K(A) ≤ K(I)+1< 0, (4.129)

neste caso, segue que

inf |K(A)|> 0 (4.130)

Uma vez que(A, II ) é um par Codazzi com curvatura extrínseca constante

K(A, II ) < 0 pelo Teorema (4.5) e A é completa então pelo Teorema (4.8) temos que

inf |K(A)| ≡ 0, mas isto contraria (4.130).

Portanto não existe qualquer imersão emH2×R e S2×R com curvatura Gaus-

siana constanteK(I) < −1. �

No capítulo 3 mostramos a existência de infinitas superfícies completas em

H2 ×R com curvatura Gaussiana constante−1 < K(I) < 0. Porém emS2 ×R ainda

não se sabe a existência de superfície completa com curvatura Gaussiana constante

−1 < K(I) < 0, neste caso podemos observar que não existe qualquer imersão com

curvatura Gaussiana constante−1 < K(I) < 0 quando o gradiente da função alturah

satisfaz a uma certa hipótese.

Lema 4.13 Não existe qualquer imersão completa com curvatura Gaussiana constante

−1 < K(I) < 0 em S2×R satisfazendo

‖∇h‖2 ≤ c0 < 1+K(I) ou ‖∇h‖2 ≥ c0 > 1+K(I) (4.131)

para uma constante positiva c0 ∈ R.

Prova. Suponhamos por absurdo a existência de tal imersão. Neste caso pelo lema (4.3)

temos queA é riemanniana. Como−1 < K(I) < 0 então−2 < K(I)−1 < −1. Logo de

(4.5) temos que

−1 < c =
1

K(I)−1
< −1

2
. (4.132)

Assim de (4.132) e (4.78) temos que

A(w) ≥ I(w)+cI(w) = (1+c)I(w). (4.133)

Assim como foi visto na demonstração do Teorema do Tipo Hilbert temos queA

é completa.

Pelo teorema (4.5) temos que(A, II ) é par codazzi com curvatura extrínseca

negativa.
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Portanto pelo teorema (4.8) temos que inf|K(A)| ≡ 0. Mas de (4.118) temos que

K(A) = 0 se, somente se,

(1+c)K(I)−c(1−‖∇h‖2)2 = 0. (4.134)

Substituindo (4.77) na equação acima temos que

0 = (1+
1

K(I)−1
)K(I)− 1

K(I)−1
(1−‖∇h‖2)2 =

K(I)2

K(I)−1
− (1−‖∇h‖2)2

K(I)−1
,

entãoK(A) = 0 se, e somente se,(1−‖∇h‖2)2 = K(I)2.

Mas 1− ‖∇h‖2 > 0 e −1 < K(I) < 0, logo 1− ‖∇h‖2 = −K(I). Portanto

K(A) = 0 se, e somente se,‖∇h‖2 = K(I)+1.

Por outro lado pelo itemi) da demostração do Teorema do Tipo Hilbert temos

queK(A)(x) é descrescente ondex = ‖∇h‖2 ∈ [0,1]. Logo, de (4.131) temos

K(A)(x) ≥ K(A)(c0) > K(A)(1+K(I)) = 0

ou (4.135)

K(A)(x) ≤ K(A)(c0) < K(A)(1+K(I)) = 0.

Portanto nós temos que|K(A)| ≥ |K(A)(c0)| > 0 que contraria o Teorema (4.8).

Logo, não existe alguma imersão emS2 × R com curvatura constante

−1 < K(I) < 0 satisfazendo (4.131). �



Conclusão

Em H2×R mostramos que a esfera topológica é a única superfície completa,

a menos de isometria, com curvatura GaussianaK(I) constante positiva. No caso em

que a curvatura é nula encontramos os cilindros flat e a superfície que corta o eixo de

revolução representada pela Figura (2.2(a)). E no caso em que−1< K(I)< 0 mostramos a

existência de infinitas superfícies completas com curvatura GaussianaK(I) representadas

pelas Figuras (2.3), (2.4) e (2.5). E finalmente, quandoK(I) < −1 mostramos que não

existe qualquer superfície completa que possua curvatura Gaussiana igual aK(I).

Agora emS2×R mostramos também que a esfera topológica é a única superfície

completa, a menos de isometria, com curvatura Gaussiana constanteK(I) > 1. No caso

em 0< K(I) < 1 mostramos que sob certa condição no gradiente da função altura não

existe qualquer superfície completa que possua curvatura Gaussiana igual a K(I). No

caso em a curvatura é nula encontramos somente os cilindros flats. E no caso em que

−1 < K(I) < 0 mostramos também que sob certa condição no gradiente da função altura

não existe qualquer superfície completa de curvatura Gaussiana constante igual aK(I).

Finalmente, quandoK(I) < −1 mostramos que não existe qualquer superfície completa

que possua curvatura Gaussiana igual aK(I).
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