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Resumo

Pinto Vieira, Fladvio. Um Algoritmo para Estimar a Dimensao do Segundo
Grupo de Homologia de um Grupo Finitamente Apresentado. Goiania,
2012. OIp. Dissertagdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

O trabalho tem por objetivo principal estabelecer uma cota superior para a dimensao
do segundo grupo de homologia de um grupo G, com coeficientes em um corpo k de
caracteristica p, H>(G, k), usando o sistema operacional GAP. Serd apresentado uma gama
de exemplos, onde em alguns casos, calcularemos exatamente a dimensdo e em outras

somente uma cota Superior.
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Abstract

Pinto Vieira, Flavio. An algorithm for low dimensional group homology.
Goilnia, 2012. PTp. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

The main goal of this work is to establish a primary bound for the dimension of the second
homology group of a group G, with coefficients in a field k of characteristic p, H>(G, k),
using the operating system GAP. It will be presented with several examples, where in
some cases, will be calculated the exact dimensions and in other cases only an upper

bound.

Keywords
Module, Categoria, Free Group, Exact Sequence, Homology, Cohomology,
Schur Multiplier, Associated Group, GAP.
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Introducao

Em 10 de Janeiro de 1875 nasce em Mogilyov, Russia, Issai Schur, um grande
matematico que contribuiu em muito com o desenvolvimento das ci€ncias exatas. Com
13 anos Schur foi para a Letdnia onde fez o gindsio. Ingressou em 1894 na Universidade
de Berlim no departamento de Matemitica e Fisica. Teve como professor Frobenius que
posteriormente foi seu orientador de doutorado. Se tornou professor da Universidade de
Berlim em 1903 e da Universidade de Bonn de 1911 a 1916, retornando a Berlim em 1916
onde montou sua famosa escola e obteve o titulo de professor titular em 1919, o mantendo
até ser demitido pelos nazistas em 1935. Schur € conhecido por seus trabalhos em teoria
de representacdes de grupos, mas ele trabalhou em teoria de nimeros e andlise, [18]].

Em uma série de artigos publicados por volta de 1929 ele introduziu o conceito
do Multiplicador de Schur. Este é um conceito abstrato extremamente importante que
surgiu a partir dos problemas concretos que Schur estava estudando. Mais tarde em 1949
Eilenberg e Mac Lane [5] definiram usando grupos de cohomologia.

Issai Schur (13 Janeiro, 1894 - 10 Janeiro,1941)

A escola de Schur foi certamente o grupo mais influente dos matematicos, em
Berlim, e entre as mais importantes de toda Alemanha. Esta escola teve contribui¢cdes em
grupos soluveis, combinatdria e teoria de matrizes. Schur era extremamente popular, um
de seus cursos de dlgebra foi ministrado em um auditério cheio, com cerca de 400 alunos.

Schur deixou a Alemanha e foi morar na Palestina, em 1939 onde morreu em 10 Janeiro
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de 1941, deixando uma gama de contribui¢cdes para as mais diversas dreas da matematica
em especial Algebra. Inspirando inclusive o artigo principal deste trabalho [[14]].

A Topologia Algébrica passou por um desenvolvimento espetacular, durante o
periodo da segunda guerra mundial. Em comparacdo com as areas tradicionais de andlise
e de algebra, a Topologia Algébrica saiu de uma posi¢do de menor importincia para
exercer uma influéncia profunda sobre os campos mais antigos da matemadtica. E, em
grande parte, o sucesso deste desenvolvimento pode ser atribuido a influéncia de Norman
Steenrod. Até esta época existiam varios conceitos de homologia, mas ndo existia a “teoria
de homologia” criada entio por Steenrod.

Em 1945 foi consumado por Steenrod e Eilenberg a axiomatizacdo da teoria de
homologia. Tal teoria era complicada, mas as propriedades se caracterizaram pela beleza
e simplicidade.

Também no ano de 1945 Eilenberg e MacLane publicaram o artigo “Relation
between homology groups of spaces” [S)], dando um avango na teoria de homologia.

O Multiplicador de Schur de um grupo G € definido como o segundo grupo
de cohomologia de G sobre os complexos ndo nulos, HZ(G,(C*), ou como o segundo
grupo de homologia de G sobre os inteiros, H(G,Z). Como ja foi mencionado em 1949
Eilenberg e Mac Lane perceberam que a teoria de homologia implementada por eles e
Steenrod, era em alguns casos a mesma criada por Schur.

Schur mostrou em 1907 que Hp(X) = (RN F')/[F,R], sendo X um espago
topoldgico. Posteriormente em 1942 Hopf demonstra que M(G) = (RN F')/[F,R], onde
G € um grupo finito, tal férmula foi batizada como “férmula de Hopf™.

Calcular o grupo de homologia é extremamente dificil quando o grupo possui
uma apresentacdo grande, tornando-se invidvel obter o multiplicador de Schur de tais
grupos. Desta forma, este trabalho procura apresentar uma teoria que possibilite contornar
tal situacdo.

O principal objetivo deste trabalho € estudar o artigo “An Algorithm For Low
dimensional Group Homology”, [14], de Joshua Roberts publicado em 2010, que usa o
sistema GAP (Grupo, Algoritmos e Programas), 7], para estimar uma cota superior para
a dimensao do segundo grupo de homologia de um grupo finitamente apresentado G.

Este trabalho ¢ composto de quatro capitulos e um apéndice.bem como resulta-
dos bésicos para que os leitores tenham condi¢gdes de compreender o algoritmo apresen-
tado no Capitulo [ junto com seus exemplos.

No Capitulo [I] apresentamos defini¢des, resultados e conceitos basicos que
serdo necessdrios para os capitulos posteriores. Iniciamos com um breve comentério
sobre o subgrupo de Frattini de um grupo G, tal conceito é fundamental na
demonstragio da férmula de Hopf (Teorema [2.26), podemos encontrar este contetido

em [21], [23]. Definiremos agdo de grupos que serd usado no Capitulo @ e pode ser
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encontrado em, [21] e [[L1]. Baseado em [L1l], [22], [25]], [12], [24], [23]], definiremos
categorias, grupos livres e produto tensorial para posteriormente trabalhar com grupos de
homologia que é a definigdo central deste trabalho. Sendo (C,d) um complexo, o n-ésimo
modulo homologico do complexo € definido como o quociente dos n-ciclos pelos n-bordos
H, = H,(C) =Z,/B,. Neste capitulo construiremos o funtor derivado a esquerda do funtor
(M®g,—) que é o funtor Tor,(M,—), e o funtor derivado a direita do funtor hom(—,N)
que é o funtor Ext,(—,N). Definiremos o n-ésimo grupo de homologia e em especial
trabalharemos com n = 2, ou seja, com o segundo grupo de homologia de um grupo G.
Encerramos este capitulo com uma sec@o independente das demais apresentadas, onde tra-
balhamos com grupos abelianos finitamente gerados, e apresentamos um algoritmo para
calcular a forma normal Smith de um grupo.

No Capitulo[2]definiremos grupos de cohomologia e o multiplicador de Schur de
um grupo G que € o segundo grupo de cohomologia de G sobre os complexos nao nulos,

~ (RNF")

[23]. Também mostraremos que M(G) = FR onde F' € um grupo livre finitamente

gerado e R é o conjunto de relagdes de G, resultado popularmente conhecido como a

formula de Hopf, [25]. Apresentamos neste capitulo uma se¢do de exemplos de cédlculos
do multiplicador de Schur de alguns grupos, segundo Karpilovsky, [[15], [19], alguns
destes exemplos serdo posteriormente retomados no capitulo 4] Encerramos este capitulo
falando dos grupos de deficiéncia zero que € outra maneira de apresentar o multiplicador
de Schur de um grupo G, segundo Beyl e Tappe, [2].

No Capitulo [3] apresentaremos o artigo “The Second homology
group of a group; relation among comutators” publicado em 1956 por Clair
Miller, [17], que apresentou uma interpretacdo grupo-teorética do segundo grupo de
homologia H,(G,Z*) de um grupo G, com coeficientes no grupo dos inteiros ndo nulos
Z*. Neste artigo Clair Miller define um novo grupo, H(G), chamado o grupo associado de
G, que € informalmente o grupo de todas as relagcdes que sdo satisfeitas por comutadores
em G. Encerraremos este capitulo exibindo um homomorfismo entre H(G) e H2(G,Z"),
ou seja, um homomorfismo candnico entre H(G) e Hy(G,Z*) preservando a nogdo de
homomorfismo induzido; se G — K € um homomorfismo temos a comutatividade do

diagrama

h

H(G) H(K)
I I

Hy(G,Z") — "~ Hy(K, 7).

Baseado no artigo de Joshua Roberts “An algorithm for low dimensional
group homology”, [14], que é o principal artigo usado neste trabalho, desenvolvemos o

Capitulo |4, Roberts obteve um algoritmo para estimar a dimensdo do segundo grupo de
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homologia de um grupo qualquer finitamente apresentado. Mais precisamente, dado um
grupo finitamente apresentado G € um corpo finito k, o segundo grupo de homologia
H> (G, k) com coeficientes em k é um espago vetorial de dimensao finita sobre k, onde G
age trivialmente. Em alguns casos ele calcula exatamente esta dimensdo usando alguns
pacotes do GAP. Apresentaremos exemplos com grupos de ordens pequenas, alguns ja
comentados na se¢ao e trabalharemos com novos exemplos que foram apresentados
por Anton em seu artigo Homological symbols and the Quillen conjecture, [1]].
Encerramos este trabalho com um apéndice onde apresentamos a maneira em

que os algoritmos do capitulo 4| foram inseridos no programa GAP.



CAPITULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as defini¢des de categorias, produto tensorial,
grupos livres bem como exemplos e resultados importantes que serdo usados nos capitulos

posteriores.

1.1 Subgrupo de Frattini

Nesta secdo trabalho definiremos o subgrupo de Frattini, bem como,
apresentaremos um resultado que serd usando para demonstrar a formula de Hopf na

secdo[2.2.1] As defini¢des e resultados podem ser encontradas em [21]] e [23].
Teorema 1.1 (Schur). Seja G um grupo. Se Z(G) tem indice finito em G, entdo G' ¢ finito.

Teorema 1.2 Se G ¢é um grupo finitamente gerado e H é um subgrupo de G de indice

finito, entdo H ¢é finitamente gerado.

Definicao 1.3 Se H ¢ subgrupo de um grupo G, H é um subgrupo maximal de G se,
sempre que existir um subgrupo K de G, com H < K < G, entdo H =K ou K = G.

Exemplo 1.4 Seja X = {1,2,...,n}, denotaremos por S, grupo simétrico em X. Seja A,

o grupo de todas as permutagoes pares de S,. O subgrupo A, é maximal em S,,.

Definicao 1.5 Se G é um grupo o subgrupo de Frattini de G, ®(G), é definido como a

interseccdo de todos os subgrupos maximais de G.

Definicao 1.6 Um elemento x € G é chamado ndo-gerador se ele pode ser retirado do

conjunto de geradores, isto é, se G = (x,Y), entdo G = (Y).

Teorema 1.7 Para cada grupo G, o subgrupo de Frattini ®(G) é o conjunto de todos os

ndo geradores de G.
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Demonstracdo. Seja x um nao gerador de G, e seja M um subgrupo maximal de G. Se
x ¢ M, entdo G = (x,M) = M, o que é uma contradi¢do. Portanto, x € M para todo M, e
assim x € O(G).

Reciprocamente, se z € ®(G), e suponha que G = (z,Y). Se (Y) # G, entdo
existe um subgrupo maximal M com (Y) <M. Mas z € M e assim G = (z,Y) < M o que

€ uma contradi¢d@o. Portanto, z € um ndo gerador. O

Teorema 1.8 (Gaschiitz,1953). Para cada grupo finito G, temos que G' N Z(G) < ®(G).

Demonstragdo. Seja G'NZ(G) = D. Suponha que D £ ®(G), logo existe um subgrupo
maximal M de G com D f M. Portanto, G = MD assim, cada g € G tem uma fatoracdo
g=mdcommécMed¢cD.Comod e Z(G), gMg™' =mdMd'm~! = mMm~" =M,
assim M € um subgrupo normal de G. Implicando que G/M tem ordem prima, dai é

abeliano. Portanto, G’ < M, o que é uma contradi¢do ao fato que D f M. O

1.2 Acoes

Definiremos agora acdo e daremos exemplos, como o da a¢do por conjugacio

que serd usado em todo o trabalho em especial no capitulo [}

Definicao 1.9 Uma acdo de um grupo G em um conjunto S é uma funcdo

Gx§S — §

(g,5) — gs,

tal que, para todo s € S e g1, g2 € G, temos,

es=s e  (8182)s=g2(g29),

onde e é o elemento neutro. Quando uma tal ac¢do é dada, dizemos que G age no conjunto

S.

Exemplo 1.10 Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Uma agdo do grupo H em G,
dada por (h,x) — hx, onde hx é produto em G. A agdo de h € H em G é chamada uma

translacdo a esquerda.

Exemplo 1.11 Seja H um subgrupo de um grupo G. Uma ac¢do de H no conjunto G

dada por (h,x) — hxh~! é chamada conjugagdo por h. O elemento hxh~' é chamando
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conjugado de x. Se K é algum subgrupo de G e h € H, entdo hKh™' é um subgrupo
de G isomorfo a K. Desta forma, H age no conjunto S de todos os subgrupos de G por
conjugagdo: (h,K) — hKh='. O grupo hKh™' é chamando conjugado por K.

1.3 Modulos

Nesta se¢do introduziremos o conceito de Mdodulos que serd base para o estudo

nas segdes subsequentes.

Definicao 1.12 Seja K um anel comutativo com elemento identidade. Um K-médulo M

(a esquerda) é um grupo abeliano munido da operacdo

KxA — A

(na) — ra,

chamada “multiplicacdo escalar”, tal que, para r,s € K; a,b € A, satisfaz as seguintes
propriedades:

(i) r(a+b) =ra+rb;

(ii) (r+s)a = ra+ sa;

(iii) (rs)a = r(sa);

(iv) la =a.

Exemplo 1.13 Seja K um anel comutativo com elemento identidade. O anel
o/ = Mat,(K) das matrizes n X n sobre K é um K-mddulo com as operagdes usuais

de matrizes.

Exemplo 1.14 Seja K um anel comutativo com elemento identidade. O anel de
polinémios K|x] na indeterminada x é um K-mddulo </ com as operacdes usuais de

polinémios.

Exemplo 1.15 Se R é um anel, o conjunto R" de todas as n-uplas, onde as componentes

estdo em R, é um R-modulo, com a adig¢do e multiplicacdo por escalar definidas abaixo:

(ai,---,an) + (b1, -+ ;bn) = (a1 + b1, ;an + by)

I"(Cl],"' 7an) = (}"Cl],"‘ 7ran)

para a;,bi,r € R.
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1.4 Categorias

Nesta secdo introduziremos alguns conceitos basicos necessarios. Daremos
algumas defini¢des como de categorias e grupos livres bem como exemplos e resultados

importantes.

1.4.1 Categorias

Definicao 1.16 Uma categoria é uma classe € de objetos (denotados A,B,C,...)
juntamente com:

(i) uma classe de conjuntos disjuntos, denotados por hom(A,B), um para cada par de
objetos em €; (um elemento f de hom(A,B) é chamado um morfismo de A em B e é
denotado por f: A — B);

(ii) para cada terna (A,B,C) de objetos de € uma fungdo

hom(B,C) x hom(A,B) — hom(A,C);

(para morfismos f : A — B, g : B— C, esta fungdo é escrita (g, f) — go f e o morfismo
gof:A— Céchamado a composicdo de f e g); Todos sujeitos aos dois axiomas:
(I) Associatividade. Se f: A — B, g: B— C, h: C — D sdo morfismos de €, entdo
ho(gof) = (hog)of.
(1) Identidade. Para cada objeto de € existe um morfismo 1p : B — B tal que para todo
f:A—=B, g:B—=C,

Ipof=f e golp=g.

Notacfo: Denotaremos o conjunto de objetos de € por 0bj(€).

Exemplo 1.17 Seja € uma categoria. Definimos a categoria 9 cujos objetos sdo todos
morfismos de €. Se f : A — B e g : C — D sdo morfismos de €, entdo hom(f,g) consiste
de todo par (a,B), onde a.: A — B, B : B — D sdo morfismos de €, tal que o seguinte

diagrama comute:

A B
‘| ;
D il C

Exemplo 1.18 Seja & a categoria cujos objetos sdo todos grupos; E hom(A,B) é o

conjunto de todos os homomorfismos de grupos f : A — B.



1.4 Categorias 19

Definicao 1.19 Uma categoria concreta é uma categoria € junto com uma fungdo G que
fixa, para cada objeto A de €, um conjunto 6(A) (chamado o conjunto subjacente de A),
tal que:

(i) cada morfismo A — B de € é uma funcdo de conjuntos subjacentes
6(A) — 6(B);

(ii) o morfismo identidade de cada objeto A de € ¢ a funcdo identidade no
conjunto subjacente G(A);

(iii) a composicdo de morfismo em € age como a composicdo de fun¢des nos

conjuntos subjacentes;

Exemplo 1.20 A categoria de grupos, junto com a funcdo que fixa para cada grupo o

conjunto subjacente, é uma categoria concreta.

Exemplo 1.21 Um grupo multiplicativo G pode ser considerado como uma categoria
com um objetos G. Considere hom(G,G) o conjunto de elementos de G; uma opera¢do
bindria em G é dada pela composicdo de morfismos. Se a fun¢do G fixa para o grupo G o

usual conjunto subjacente G, entdo esta categoria ndo é uma categoria concreta.

Definicao 1.22 Sejam F um objeto em uma categoria concreta ¢, X um conjunto ndo
vazio, e 1 : X — F uma funcdo de conjuntos. F é um livre sobre o conjunto X se para
todo objeto A de € e toda funcdo de conjuntos [ : X — A, existe um vinico morfismo de €,
f:F — A, tal que f1 = f (como uma fungdo de conjuntos X — A). A definicdo implica
que o diagrama comuta:

X - F

/
/
f\« %/f
A

Exemplo 1.23 Sejam 7 um objeto na categoria de grupos 4, X = {1} um conjunto ndo

vazio e 1 : X — 7 a fungdo inclusdo. Entdo 7 é livre sobre o conjunto X se para todo G
em 94 e toda funcdo de conjuntos f : X — G, existe um tinico morfismo de 9, f : 7. — G

definida por f(n) = g". O exemplo diz que o diagrama é comutativo:

X={1}— 7

Definicao 1.24 Um objeto I em uma categoria € ¢é dito universal (ou inicial) se para
cada objeto C de € existe um e somente um morfismo de I em C. Um objeto T de € é
dito ser couniversal (ou terminal) se para cada objeto C de € existe um e somente um

morfismo de C em T.
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1.5 Grupos Livres

Mostraremos que existem objetos livres (grupos livres) na categoria de
grupos, que serdo usados para desenvolver um método de descrever grupos em termos de
geradores e relacdes. Mostraremos também como construir coprodutos na categoria de

grupos.

1.5.1 Construcao de um Grupo Livre

Dado um conjunto X construiremos um grupo F que € livre no conjunto X como
na defini¢do[1.22]

Se X = @, F é o grupo trivial < e >. Se X # @, seja X~ um conjunto disjunto
de X tal que |X| = |[X~!|. Escolhendo uma bijecdio de X em X ~! denotaremos a imagem
de x € X por x~!. Escolhamos um conjunto unitdrio disjunto de X UX !, cujo elemento

serd denotado por 1.

Definiciio 1.25 Uma palavra em X é uma sequéncia (a,ay, ...), coma; € XUX U {1}

tal que para todo n € N*¥, ap = 1 para todo k > n. A sequéncia constante (1,1,1,...) é

chamada a palavra vazia e serd denotada por 1.

Definicao 1.26 Uma palavra (ay,ay,...) em X é uma palavra reduzida se:

U néo sdo adjacentes (isto é, aj = x = aj,1 #x ' e

(i) para todo x € X, x e x~
ai=x"'=aj #x)

(ii) ap = 1 implica a; = 1 para todo i > k.

Em particular, a palavra vazia 1 é reduzida. A palavra reduzida 1 age como o
elemento identidade (wl = 1w = w, paratodow € F).

Cada palavra reduzida ndo vazia é da forma (xi”‘,xé‘z,...,xﬁ”,1,1,...), onde
neN*, x; € X e \; = %1, (denotaremos x' por x, para todo x € X). Cada palavra ser
denotada por xi“ le“". Observamos também que duas palavras reduzidas x71”‘ xz;” e
y?l YO (xi,yi € X3 A, 8; = 1) sdo iguais se e somente se sdo a palavra vazia ou m = n
e x; = yi,A; = 0;, para cada i = 1,2,...,n. Denotamos o conjunto de todas as palavras
reduzidas em X por F(X). A fungio de X — F(X) dada por x — x~! & injetiva,
identificaremos X com a sua imagem, considerando X como um conjunto de F(X).

Definiremos agora uma operagao bindria em F (X ). Informalmente gostariamos
que o produto de palavra reduzidas ndo vazias fosse dado por justaposi¢do isto €,

Al A 81 S Al Am_ S )
(e x ) OF e y) =X Xy

Infelizmente a palavra do lado direito da equacdo pode ndo ser redu-

zida, (por exemplo, se xz,”{" = yfal). Entdo definiremos o produto por justaposi-
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1 1

¢cdo e se necessdrio, cancelaremos os termos da forma xx—

Lol o~y dlo—1 1.0y 1.1 1.1
x3xy ) (X4X5 X5X]) = XX, X5Xy.

ou x 'x; por exemplo

(x1xy

. A ) ~ . .
Assim, se as palavras x| L xz;;" e yl1 yfz" estdo em X, com m < n, seja k o maior

. . Mn— -9
inteiro (0 < k <m), tal que x," 7/ i+

i =Y »paraj=0,1,....k— 1. Definimos entdo

A1 Am—k Sy 5,

L les X Ve e e k<m

1 m 1 n m .

(2 O ) =9 v Ly se k=m<mn;
1 se k=m=n.

Pela definicdo, temos que o produto de palavras reduzidas € uma palavra

reduzida.

Teorema 1.27 Se X é um conjunto ndo vazio e F = F(X) é o conjunto de todas as

palavras reduzidas em X, entdo, F é um grupo com a opera¢do bindria definida acima.

3

d
o .

~ 4 . . ) . - — £
Demonstracdo. Como 1 é o elemento identidade e x7' ... x;" tem inversa x; ~' ...x;, % 56

nos resta provar a associatividade. Para cada x € X e 8 = +1 seja x%] a fungio F — F

dada por 1 — xde

5 5 xsx?‘ ...x,?" se x® + x?';
=9 5t 5 _
S se  xX°=x"(=1sen=1).

Como | x||x ' |=1F =|x~' || x|, cada | x% | é uma permutagio bijetiva de F

com inversa | x 0 |. Seja A(F) o grupo de todas permutacdes de F e Fy o subgrupo gerado

por {| x || x € X}. A fun¢do ¢ : F — Fy dada por 1 — 1p ex?l...xgn H|x?1 || XD
é sobrejetiva, tal que @(wiw;) = @(w1)@(w) para todo w; € F. Como 1 x?‘ ..xOn de
acordo como a fungio | x?l |...| x|, e segue que @ & injetiva. O fato de Fy ser um grupo
implica a associatividade em F e que @ € um isomorfismo de grupos. 0

O grupo F = F(X) é um grupo livre em X.

Teorema 1.28 Seja F o grupo livre em um conjunto X e1: X — F a fungdo inclusdo. Se
G éum grupo e f: X — G uma fungdo de conjuntos, entdo existe um uinico homomorfismo
de grupos f : F — G tal que f\ = f. Em outras palavras, F é um objeto livre no conjunto
X, na categoria de grupos 4.

O teorema diz que o diagrama abaixo comuta.
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Demonstragdo. Definimos f(1) = e e se x?‘ ...x> é uma palavra reduzida em X,

nio vazia, f(x}...x") = f(x1)%...f(x,)%. Como G é um grupo e §; = +I, o
produto f(x)% ... f(x,)% é um elemento bem definido de G. Verifica-se que f é um

homomorfismo de grupos tal que fi = f. Se g : F — G é um homomorfismo tal que

~ S S
gL= f,entdo, g(x{" .. .xg") =g(x7").. .g(xg’l) = g(x1)51 .. .g(xn)6” = gl(x1)81 .. .gl(xn)g =
FO) L F () = F(S . x8). Portanto F é dnico. O

Corolario 1.29 Cada grupo G é imagem homomdrfica de um grupo livre.

Demonstracdo. Seja X um conjunto de geradores de G e seja F' o grupo livre no conjunto
X. Pelo teorma a fungdo inclusdo X — G induz um homomorfismo f : F — G tal
que x — x com x € G. Como G =< X >, a prova do teorema mostra que f e um

epimorfismo. 0

1.5.2 Apresentacao Finita de um Grupo

Definicao 1.30 Seja A um subconjunto de G. O fecho normal de A em G, denotado por

(AC) é a intersecgdo de todos os subgrupos normais de G que contém A.

Usaremos nesta se¢@o a seguinte nota¢do, X é um conjunto, F = F(X) é o grupo
livre em X, R é um subconjunto de F, N = R é o fecho normal de R em F, G é o grupo
quociente F /N. As defini¢des foram retiradas de [[13].

Definicdo 1.31 Com a notagcdo acima, escrevemos G = (X| R) e chamamos uma
apresentagdo livre, ou simplesmente uma apresentacdo de G. Os elementos de X sdo
chamados geradores e R sdo chamados relagoes. Um grupo G é chamado finitamente

apresentado se ele tem uma apresentacdo com ambos X e R conjuntos finitos.
Exemplo 1.32 (X| ) € uma apresentacdo de um grupo livre de ordem |X|.

Exemplo 1.33 A apresentacdo

3.2 —1 -1
e,y 7, y% Xy ),
é uma apresentagcdo para o grupo simétrico de ordem 6.

Exemplo 1.34 A apresentacdo

D8 - (x,y| X4,y2, (xy)2>v

é uma apresentacdo para o grupo diedral 8.
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Exemplo 1.35 A apresentacdo
Doy = (x,y] 2,5,y Ly,

é uma apresentagdo para o grupo diedral 2n.

1.5.3 Sequéncias Exatas

Definicao 1.36 Um par de homomorfismo de maodulos A—f>B—g>C é

exata em B se Imf = Ker g Uma sequéncia finita de homomorfismos de

mddulos, Ao /i Aq f2 Ar LN A1 fr A, é exata se
Imf; = Kerfiy1 para i = 1,2,...,n. Uma sequéncia infinita de homomorfismo de
modulos, - -- Jit Ag i A; Jis) At fin é exata se Imf; = Kerfi1, para
todo i € Z.

Observacao 1.37 Quando conveniente, abusaremos da linguagem e usaremos uma

sequéncia de modulos em vez de uma sequéncia de homomorfismos de modulos.

Exemplo 1.38 Seja R um anel. Dados R-modulos A e C temos a soma direta B=A&C e
a sequéncia
0—A—>AGC-—~C—=0

onde \(a) = (a,c) e m(a,c) = ¢ é uma sequéncia exata.
Exemplo 1.39 Dados os Z—mddulos 7. e Z./nZ e a sequéncia

0 7-"~7—"7/n7—0

onde n denota a func¢do x — nx, e T denota a projecdo natural.

A . f z A .
A sequéncia 0——=A——=B € uma sequéncia exata de homomorfismos

de R-mddulos se, e somente se, f ¢ um monomorfismo de mddulos. Similarmente,

B—%-C—>0 éexata se, e somente se, g € um epimorfismo. Se A —f>B s.C
f 8

¢ exata, entdo gf = 0. Finalmente, se A B C 0 exata, entdo
Coker f =B/Im f = B/Ker g =Colm g =C.
Definicao 1.40 Uma sequéncia exata da forma 0 A / B—S-C 0 ¢

chamada sequéncia exata curta; note que | é um monomorfismo e g um epimorfismo.
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¢ A

Teorema 1.41 Seja R um anel e 0 A B

C uma sequéncia exata de

R-mdédulos, entdo para cada R-médulo D
0 —— homg(D,A) e homg(D,B) v, homg(D,C)

é uma sequéncia exata de grupos abelianos.

Demonstragdo. Para demonstrar o teorema devemos mostrar que:

(i) Ker @ = 0 (ou seja, ¢ ¢ um monomorfismo);

(ii) Im @ C Ker V;

(iii) Ker y CIm .
De fato,

(i) Seja f € Ker @, entdo @f = 0, implicando que @f(x) = 0 para todo x € D.
Como 0——A _e B ¢ exata, @ ¢ um monomorfismo, onde f(x) = 0 para todo x € D
e f =0, portanto, Ker ¢ = 0.

(ii) Por hipétese Im @ = Ker y, implicando que Wy = 0 e dai y¢ = 0, portanto
Im @ C Ker .

(iii) Se g € Ker V, implica que yg = 0, dai Im g C Ker y = Im@. Como

¢ ¢ um monomorfismo, @ : A — Im ¢ ¢ um isomorfismo. Se h é a composi¢do
1

D—g>lmgL>A, onde Img C Im ¢, entdo h € homg(D,A) e g = ¢h = ¢(h),
portanto, Ker y C Im @. 0

Definicao 1.42 Uma sequéncia exata curta de homomorfismos de R-modulos
0—=A—>B7
j:C—Btal que pj = 1..

C 0 é uma sequéncia exata split se existe uma plicagcdo

Teorema 1.43 Seja R um anel. A sequéncia 0 A B C 0 ¢ uma
sequéncia exata de R-modulos se, e somente se,
0 — homg(D,A) —— homg(D, B) ——= homg(D,C) — 0 (1-1)

é uma sequéncia exata split de grupos abelianos para cada R-médulo D.

Demonstracdo. Pela defini¢dao de sequéncia exata split, existe um homomorfismo f de B

em A tal que f@ = 14, e temos 0 homomorfismo

f : homg(D,B) — homg(D,A)
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tal que §f =1 homg(D,A)» CONsequentemente ¢ ¢ um epimorfismo, e a sequéncia 1| é

uma sequéncia exata de grupos abelianos pelo teorema [[.41] logo é um sequéncia exata

split.

Reciprocamente, se D = A e f de B em A € tal que 14 = ¢(f) = fo, entdo @
¢ um R-monomorfismo, e 0 A hd B hd C 0 € uma sequéncia exata split
pelo teorema 0J

1.6 Produto Tensorial

O produto tensorial A ®g B de médulos Ag e gB sobre um anel R € um grupo
abeliano que tem papel importante no estudo de dlgebras multilineares. E freqiientemente
util olhar o produto tensorial A ®g B como um objeto universal em uma certa categoria.
Por outro lado, é também conveniente considerar A ®g B como uma espécie de no¢ao dual

para o homg(A,B).

1.6.1 Construcao de um Produto Tensorial

Se Ag e gB sdo médulos sobre um anel R, e C € um grupo abeliano aditivo,
entdo a funcao bi-aditiva linear de A x B para C é uma funcgdo f : A x B — C tal que se
a,a; €A; bbjecBereR:

flai +az,b) = f(a1,b) + f(az,b) (1-2)
fla,by +by) = f(a,by) + f(az,b) (1-3)
f(ra7b):rf(aab>:f(a7rb> (1'4)

Fixados Ag e gB consideremos a categoria .# (A, B) onde os objetos sdo fungdes
bi-aditivas lineares em A x B. Pela defini¢do, um morfismo em .# (A,B) da fungdo
bi-aditiva linear f : A x B — C para a fun¢@o bi-aditiva linear g : A X B — D é um

homomorfismo de grupos & : C — D tal que o diagrama comuta:
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Entdo, .# (A,B) é uma categoria, que 1¢ é o morfismo identidade de f em f, e

que / é uma equivaléncia em . (A, B) se, e somente se, & é um isomorfismo de grupos.

Definicao 1.44 Seja A um modulo a direita e B um modulo a esquerda sobre um anel R.
Seja F o grupo abeliano livre sobre o conjunto A X B. Seja H o subgrupo de F gerado
por todos os elementos da seguinte forma para todo a, a' € A; b,b' € B; r € R

(i> (a+alab) - (a7b) - (alab);

(ii) (a,b+b') — (a,b) — (a,b’);

(iii) (ar,b) — (a,rb)

O grupo quociente F /H é chamado o produto tensorial de A e B; é denotado
por A Qg B (ou simplesmente A® B se R=7). A classe lateral (a,b) + X de elementos
(a,b) € F serd denotada por a®b; a classe lateral de (0,0)é denotada por 0.

Como F é gerado pelo conjunto A X B, o quociente F/H = A ®g B é gerado por
todos os elementos da forma a®b (a € A,b € B).
r
Um elemento de F é uma soma Zni(a,-,b,-) (nj € Z,a; € A,b; € B), dai a classe
i=1

r
lateral em A ®g B = F /H ¢é da forma Z ni(a; R b;).
i=1
A defini¢do|l.44|implica que os geradores a ® b de A @g B satisfazem as seguintes

relagdes (para todo a,a; € A,b,b; € B,e r € R):

(a1 +a2) ®b=a1 ®b+axRb; (1-5)
a® (by+by)) =a®b;+aRby; (1-6)
ar@b=a®rb. (1-7)

Dado um anel R e moédulos Ag e gB, a funcdo i : AX B —- ARQrB
dada por (a,b) — a® b é uma funcdo bi-aditiva linear. A func¢do i é chamada

a funcao bi-aditiva linear canonica.

Teorema 1.45 Sejam Ag e gB modulos sobre um anel R, e seja C um grupo abeliano.
Se g: A X B — C é uma fungdo bi-aditiva linear, entdo existe um tinico homomorfismo
g§:A®rB — C tal que gi = g, onde i : AXB — A®grB é a fungcdo bi-aditiva
linear canédnica. A Qg B é univocamente determinado a menos de isomorfismos, por esta
propriedade. Em outras palavras i : A X B — A ®g B € universal na categoria ./ (A,B)
de todas as fungoes bi-aditivas lineares em A X B. O teorema diz que o seguinte diagrama

comuta:
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AXB g

P
\ e
/ 78

ARrB

Demonstracdo. Seja F o grupo abeliano livre no conjunto A X B, e seja H o subgrupo
descrito na definicdo Como F € livre, a aplicagio (a,b) — g(a,b) € C determina
um tnico homomorfismo g; : F — C. Usando o fato que g € bi-aditiva linear, mos-
tramos que a funcdo g; leva cada gerador de K em 0. Dai K C ker g;. Temos que
g1 induz um homomorfismo g : F/H — C (ver teorema 1.7, pag.172 de [11]) tal que
gl(a,b)+ K| = gi1(a,b) = g(a,b). Porém F/H = A®g B e (a,b) + K = a® b. Portanto,
g:A®gB — C é um homomorfismo tal que gi(a,b) = g(a®b) = g(a,b) para todo
(a,b) € AXB;que é gi=g.Se h: A®grB — C é algum homomorfismo com hi = g,
entdo para todo gerador a @ b de A Qg B,

h(a®b) = hi(a,b) = g(a,b) = gi(a,b) = g(a® D).

Como /e g sdo homomorfismos que agem nos geradores de A @g B, temos h = g, onde &
¢ tnico. Isto prova que i : A X B — A ®g B é um objeto universal na categoria .# (A, B), e

A ®p B € univocamente determinado a menos de isomorfismos. ]

Corolario 1.46 Se Ag, AR/, rB e rB' sdo médulos sobre o anel Re f:A — A, g: B— B’
sdo homomorfismos de R-modulos, entdo existe um tinico homomorfismo de grupos
ARrB— A'®@g B tal que a® b f(a)® f(b) paratodo a € A, b € B.

Demonstragdo. A aplicacio (a,b) — f(a) ® g(b) define uma fungdo bi-aditiva
linear h : A x B — C = A’ ®g B'. Pelo teorema [1.45| existe um tnico homomorfismo
h:A®rB — A’ @B tal que h(a®b) = hi(a,b) = h(a,b) = f(a) ® g(b) para todo a € A,
beB. 0J

Teorema 1.47 Sejam R e S anéis e sAg, rB, Cr, rDs bi-médulos como indicados. A Qg B
é um S-mddulo tal que s(a @ b) = sa®b para todo s € S, a € A, b € B.

Demonstracao.
Para cada s € S a fun¢do A X B — A ®g B dada por (a,b) — sa ® b é R-bi-aditiva

linear, e portanto existe um tnico homomorfismo de grupos o, : A @g B —+ A @ B tal

n
que 0x(a®b) = sa® b. Para cada elemento u = Z a;, @ b; € A ®g B definimos su como o
i=1
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n n
elemento o (1) = Z os(a; @b;) = Z sa; ® b;. Como o, € um homomorfismo de grupos,
i=1 i=1
a acdo de S € bem definida e A ®g B € um S-modulo a esquerda. 0J

Um caso especial do teorema[I.47|ocorre quando R ¢ um anel comutativo e cada
R-médulo A é um R — R bi-mddulo com ra = ar (r € R,a € A). Neste caso A Qg B é

também um R — R bi-mddulo com
rla@b)=ra®b=ar®@b=axrb=abr= (a®b)r

paratodor e R,ac A, beB.

Se R € um anel comutativo, entdo o produto tensorial de R-mddulos pode ser
caracterizado por uma variagdo do teorema [[.45] Sejam A,B,C mddulos sobre um anel
comutativo R. Uma funcio bilinear de A x B em C € uma fungdo f : A x B — C tal que
paratodoa, a;€A; b, bcBercR

flai+az,b) = f(a1,b) + f(a2,b); (1-8)
fla,by+b2) = f(a,by)+ f(az,b); (1-9)
f(ra,b):rf(mb):f(a,rb). (1'10)

Exemplo 1.48 Se A e B sdo modulos sobre um anel comutativo R, entdo A Qg B é um

R-modulo e a fungdo bi-aditiva linear canonicai: A x B— A Qg B é bilinear.

Teorema 1.49 Se A, B, C sdao modulos sobre um anel comutativo R e g :AXB — C é
uma funcdo bilinear, entdo existe um tinico homomorfismo de R-modulo g : A QrB — C
tal que gi = gonde i : A X B— A Qg B é a funcdo bilinear canénica. O médulo A Qr B é

univocamente determinado a menos de isomorfismos por esta propriedade.

O teorema diz que o diagrama € comutativo:

AXB g

1
Ve
\ >
. o=
1 / 8

ARrB

Teorema 1.50 Se R é um anel com identidade e Ag, rB sdo R-mddulos unitdrios, entdo

existe um isomorfismo de R-médulos

A®RRR~A ¢ RQrBB.
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Demonstracdo. Como R é um R-R bi-médulo, R ®g B é um R-mddulo a esquerda pelo
teorema A fungdo (r,b) — rb define uma fungdo bi-aditiva linear R x B em B. Pelo
teorem existe um homomorfismo de grupos o : R@g B — B tal que o(r @ b) = rb.
Verifica-se que o € de fato um homomorfismo de R-mddulos a esquerda. Entdo temos
que a funcdo B : B— R®g B dada por b — 1g ® b é um homomorfismo de R-mdédulos tal
que 0 = 1p e Bo = 1gg,p. Dai, 0. : R®g B = B. O isomorfismo A ®g R = A é mostrado

similarmente. 0J

Proposicao 1.51 Se A ! B—%

esquerda e D é um R-médulo, entdo

C 0 ¢é uma sequéncia exata de R-mddulos a

1 1
DorA 2L DorB 2 DorC—>0

é uma sequéncia exata de grupos abelianos.

Demonstragdo. Para demonstrar a proposi¢ao devemos mostrar que:

(i) Im(1p® g) = DRRC;

(i) Im(1p® f) C Ker(1p®g);

(iii) Ker(1p®g) CIm(1p® f).

De fato,

(i) Por hipétese g é um epimorfismo entdo cada gerador d ® ¢ de D®g C ¢é da
forma d ® g(b) = (1p ® g)(d @ b) para algum b € B. Assim Im(1p ® g) contém todos os
geradores de D ®g C, portanto Im(1p ® g) = D®gC.

(ii) Como Ker g=Imftemosgf =0e (Ip®Rg)(1p®f) =1pRgf=1p®0=0,
portanto Im(1p ® f) C Ker(1lp®g).

(iii) Seja m: D®g B — (D ®g B)/Im(1p ® f) o epimorfismo candnico.
Por (ii) e pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo existe um homomorfismo o de
(D®rB)/Im(1p @ f) em D®gC tal que o(n(d @ b)) = (1p® g)(d ®b) = d ® g(b).
Iremos mostrar que ¢ é um isomorfismo.

Mostraremos primeiramente que a fungdo f: D x C — (D ®gB)/Im(1p ® f)
dada por (d,c) — ©(d ® b), onde g(b) = ¢, independe da escolha de b. Como g é um
epimorfismo, se g(b') = ¢, entdo g(b—b') =0eb—0b" € Ker g=1Imf,onde b—b' = f(a)
paratodoa € A. Como d® f(a) € Im(1p® f) e n(d @ f(a)) = 0, temos

(d®b)=n(d@b + f(a)) =n(d@b +d @ f(a)) =n(d @b +7(d® f(a))) =n(d D).

Portanto B é bem definida e [ ¢ bi-aditiva linear. Pelo teorema
existe B : D ® C — (D ® B)/Im(lp ® f) tal que
B(d®c) = Bi(d,c) = B(d,c) = n(d ® b), onde g(b) = c. Portanto, para algum gerador



1.7 Homologia e Complexos 30

d®cde DORC, aP(d®c) = a(n(d ®b)) =d®g(h) = d @ c, onde af é a funcio
identidade. Analogamente, Boc ¢ a identidade e o0 € um isomorfismo.
Este fato e o primeiro teorema do isomorfismo mostra que

Ker(lp®g) =Im(1p ® f) e assim completamos a prova. 0

Exemplo 1.52 Sejam os Z-mddulos, Z, e Z,, onde o mdximo divisor comum entre p, q é

1. 0 Z,®Zq é um produto tensorial.

1.7 Homologia e Complexos

Os conceitos bésicos de dlgebra homoldgica sdo os de “complexo” e de

“homomorfismos de complexos”que definiremos a seguir.

Definicao 1.53 Se R é um anel, um complexo (C,d) para R é um conjunto de indices
C ={C;} de R-mddulos com i € Z, juntamente com um conjunto de indicesd = {d; | i € Z.}
de R-homomorfismos d; : C; — Ci_\ tais que d;_1d; = 0, para todo i. Se (C,d) e (C',d')
sd@o R-complexos, uma (cadeia) de homomorfismos de C em C' é um conjunto de indexado

o= {0y | i € Z} de R-homomorfismos o; : C; — C! tais que temos a comutatividade de

d;
Ci Ci
Oﬁil j%‘—l
/ /

para cada i. Ou seja, od = d'o.

Exemplo 1.54 Um R-modulo M é um complexo em que C; = M, para todo i € 7, e

d; : C; — C;_ é identicamente nulo.

Exemplo 1.55 Uma sequéncia exata curta de R-modulos

0 M %Py 0 define um complexo em que C; =0, i <0, C; =M",

Cy=M,C3=M,C;=0sej>3dr=B dy=0,dj=0se j#2,3.

Iremos agora definir para cada i € Z, um funtor, o i-ésimo funtor
homomoldgico, da categoria de R-complexos na categoria de R-mddulos. Seja (C,d)
um complexo e seja Z;(C) = Ker d;, assim Z;(C) é um submodulo de C;. Os elementos
de Z; s@o chamados i-ciclos. Como d;d;+1 = 0, a imagem d,;1C;+1 que denotaremos por
B; = B;(C), é um submdédulo de Z;, e cada elemento é chamado i-bordos. O mdédulo

H; = H;(C) = Z;/B; é chamado o i-ésimo mddulo homolégico do complexo (C,d).



1.8 Funtor Derivado 31

. d; d; .
Evidentemente, Cjy LI>C,- —C;_1 ¢é exata se, e somente se, H;(C) = 0 logo a

sequéncia de homomorfismos infinita

Ci Ci Cit

¢ exata se, e somente se, H;(C) = 0 para todo i.

1.7.1 Homotopia

Existe uma importante relacdo entre homomorfismos de complexos (C,d) em
(C',d’) que garante que os correspondentes homomorfismos dos médulos de homologia

sdo i1dénticos.

Definicao 1.56 Sejam o e B homomorfismos de um complexo (C,d) em um complexo
(C',d'). Entdo o é homotdpico a B se existe um conjunto indexado s = {s;} de

homomorfismos de médulos s; : C; — C; 1 L EZ, tal que
/
o; —Pi = diy18i+ si-1d;.

Se a e B sdo homotdpicos, denotaremos o ~ .

1.8 Funtor Derivado

Definicao 1.57 Se € e & sdo categorias, entdo um funtor covariante T : € — &, é uma
fungdo tal que:

(i) Se A€ obj(¥), entdo T(A) € 0bj(D);

(ii) Se f:A— A em C, entdo T(f) : T(A) — T(A") pertence a D;

(iii) Se A T A A em €, entdo T(A) @ T(A) T T(A") estd em D e
T(gf) =TT (f):

(iv) Para cada A € obj(%),

T(1a) = l7(a).-

Exemplo 1.58 Se € é uma categoria, entdo a fungdo identidade 14 : ¢ — € definida
por
l4(A) = A paratodo objeto A,

l¢(f) = f para todo mor fismo f.
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Definir agora os funtores derivados de um funtor F da categoria R-mod na

categoria Ab. Seja M um R-mddulo e seja

uma resolucao projetiva de M. Aplicando o funtor F obtemos uma sequéncia de homo-

morfismos de grupos abelianos

F(e) F(dy) F(da)

0 FM FC (1-11)

FCy

Temos que F(0) = 0 para o homomorfismo zero e o produto de homomorfismos
sucessivos em (1-11)) € 0 e assim FC = {FC;}, F(d) = {F(d;)} onde a argumentagdo de
Fe ¢ um complexo positivo sobre FM. Se F' € exato, entdo a sequéncia (1-11) é exata e os

grupos de homologia H;(FC) = 0 para i > 1. Definimos agora
L,FM =H,(FC), n>0. (1-12)

Em particular temos
Hy(FC) =FCy/F(d))FC;. (1-13)
Seja M’ um segundo R-mdédulo e suponha que temos uma resolugio projetiva

, !

1 _¢€ ! d) ! ! . / .
0 M o Ci--- de M’, e o grupo abeliano H,(FC’), n > 0. Seja y um

homomorfismo de médulos de M em M’. Entdo temos um homomorfismo o do complexo

(C,d) em (C',d') tal que ue = €'ap. Chamamos o 0 homomorfismo de cadeias sobre
o dado homomorfismo y. Como F é um funtor aditivo, temos o homomorfismo F ()
do complexo FC no complexo FC' tal que F(u)F(e) = F(¢')F(0p). Assim temos a
comutatividade do diagrama,

0 " pe, < e
F(H)j F(Oﬂo)t F(Oﬂl)l
0 FM' FC, FC
F(¢) F(dy)

—_——

e temos o homomorfismo F(o,) de H,(FC) em H,(FC'). Este homomorfismo
independe da escolha de o. Se B é um segundo homomorfismo de C em C’ sobre g,

B ¢ homotdpico a o. Assim existem homomorfismos s, : C, — C, |, n > 0, tais que

+o
0, — Bn =d,, Sp+ Sp—1d,. Como F € aditivo,

F(ay) —F(Bn) = F( ;z+1)F(5n)+F(5n—l)F(dn)~
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e~ e~

Assim F(o) ~ F(B) e F(o,) = F(Bn)
Agora definimos L,F(u) = F(0,,). Assim um homomorfismo u: M — M’
determina um homomorfismo L, F (u) : H,(FC) — H,(FC"). O funtor L,F definido por

—_—

(L,F)M = H,(FC), M € ob R—mod
(LaF) (1) = F (), p1€ homg(M,M)
¢ um funtor aditivo de R-mod em Ab que é chamado o n-ésimo funtor derivado a

esquerda de um dado funtor F.
Definicio 1.59 O funtor derivado a esquerda do funtor (M®g,—) é o funtor Tor,(M,—).

Segue a construgio do funtor definido em [I.59}

1.8.1 Funtor Tor

Se M € R-mod, a categoria de mdédulos a direita para o anel R, entdo M®g € um
funtor de R-mod para Ab e uma funcdo R-médulos a esquerda N no grupo M @g N e um
elemento 1 do homg(N,N /) em 1 ®1. M®g € aditivo e exata a direita. A segunda condi¢do
significa que se N 5NN 506 exata, entao M®N/ —MKN — M®NN — 0 € exata.
A n-ésima derivada a esquerda do funtor de M ® (= M®g) é denominada Tor,(M,—)
ou TorR(M,—). Para obter Tor,(M,N) escolhemos uma proje¢do resolutiva de
N:0<+ N<«+*%Cy<« ... e a forma da cadeia complexa M ® C = {M ® C;}.
Entdao Tor,(M,N) é a n-ésima homologia de grupos H,(M ® C) de M ® C. Por
definicdo, Torg(M,N) = (M ® Cp)/im(M ® C;). Como (M ® —) ¢é exata
a direita, M C, - M Cy > M N — 0 ¢é exato e dai
M®N~(M®Cy)/im(M®C,)=Tory(M,N).

O isomorfismo Torg(M,N) ~ M @ N e a sequéncia exata longa de

homomorfismos implica que se 0 — N’ — N — N” — 0 é exata, entdo
0+ MIN"+MRIN < MRN' < Tor|(M,N") < Tor;(M,N) < ---

¢é exata.

1.9 Grupos de Homologia

Definiremos agora n-ésimo grupo de homologia de um grupo G. Em
especial neste trabalho estamos interessados no segundo grupo de homologia de

um grupo finitamente apresentado, H>(G,Z), que serd detalhado no capitulo E[
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Apresentaremos posteriormente nas se¢des [[.I0] e [2.2.2] exemplos de grupos de
homologia. Esta se¢@o foi fundamentada em [235]].

Seja U : Aneis — Grupos um funtor que associa a cada anel R um grupo, de
unidade U (R). Seja F : Grupos — Aneis um funtor que associa cada grupo G seu grupo
anel integral ZG e para cada homomorfismo de grupos ¢ : G — H o homomorfismo de

anéis

F(Q):ZG — ZH
mex — me(p(x).

xeG xeG
Definicao 1.60 Seja G um grupo, seja A um G-médulo e seja Z os inteiros visto como um

G-modulo trivial. O n-ésimo grupo de homologia de G é definido por
H,(G,A) = Tor’6(z,A).

Demonstraremos nesta se¢do o “teorema dos coeficientes universais” que serd
posteriormente usado na segio [4.1.1]do capitulo[d] Tal resultado pode ser encontrado em
[3], que é uma demonstragdo mais simples e compacta que as convencionais.

A idéia central da demonstracdo do teorema dos coeficientes universais &

expressar d : C,, — C,,_1 como

9:Cy o S ——By 1 —=Zy 1 —=Cy1. (1-14)
Como H, = Z,/B,, temos o a sequéncia exata
0 B,—~=7, H, 0, (1-15)

para todo n. Como B, e Z, sdao subgrupos do grupo abeliano livre C,, portanto sdo
abelianos, e (I-15]) € uma resolugdo livre de H,,.

Do diagrama (I-14)) temos a sequéncia exata

0—2Z,—~C, Byi 0, (1-16)

que € split por B, ser abeliano livre. Usando (I-15) e (I-I6) podemos reescrever a
sequéncia exata canOnica

00— Z,/By —— Cy/By — Cy/Zy — 0, (1-17)

como

9

0 —> H, —=C,/B, B 0. (1-18)
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Como B, ¢é abeliano livre, esta sequéncia exata curta € split, com homomorfismo split
s:By_1 — Cy/By.

Lema 1.61 Sejam os homomorfismos f : K — L g : L — M de grupos abelianos com

homomorfismo split s : L — K tal que f os = idy. Entdo, temos a sequéncia exata split

0 Ker f —S Ker(gof)f—>l(erg—>0, (1-19)

/ it s
onde "= f |Ker (gof), com splits” =s |Ker g:Ker g—Ker(gof)

Demonstracdo. A demonstracdo girard em torno do seguinte diagrama

N

PN
K-l % m.

~_ 7

fog

Notemos que f” e s’ s@o definidos por f(Ker(go f)) C Ker ge s(Ker g) C Ker(go f). Isto
é,selcKerg, (gof)(sl)=gf(sl)=g(l) = 1y, assim, sl € Ker(gol). Se k € Ker(go f),
go(fk) = gf(k) = 1y, assim fk € Ker g. Entdo fos = idy, restringindo f'os = id.
Como Ker f C Ker(go f), temos que Ker f' = Ker fNKer (go f) = Ker f. O

Teorema 1.62 Dado uma cadeia de complexos C em que cada C,, é abeliano livre, e um

“__ 9

grupo G, temos para cada “n” a sequéncia exata curta
0—H,(C)®G—H,(C®G) ——Tor(H,—1(C),G) —=0, (1-20)

que é split.

Demonstracdo. Fazendo o tensorial com G nas sequéncias acima e com (|1-14),

chegamos ao seguinte diagrama

0 (1-21)
Hn ®G
B,®G C®G S ®G—-=0 0
s®id< I®id
0 TOI’(Hn_l,G) —B,_1®G 210G
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ambas as sequéncias verticais sdo exatas, pois (I-18) e (I-16) sdo split. As sequéncias
horizontais acima sdo exatas, por (—® G) ¢é exato a direita. A sequéncia horizontal de
baixo é exata, por Tor(H,_1,G) = Ker[B,—1 ® G — Z,_1 ® G| por defini¢go.

Temos que B,— 1 (C®G) =Im(0®id) =Im[B,—1 ® G — C,—1 ® G]. Substituindo

n— 1 por n, vemos que
B,(C®G)=Im[B,®G — C,®G| =Ker|C, G — (C,/B,) @ G].

Entdo (Ch ® G)/By(C ® G) = (G/B)) ® G. Também,
ZC ® G) = KerlC, ® G — Z,1 ©® G e daf
(Ch®G)/Z,(CRG) =ZIm|[C,0G — Z,-1 RG] CZ—1 ®G.

Seguiremos usando a sequéncia exata curta

0 Z,(C®G) C C2G Ch®G 0
B, (C®G) B, (C®G) Zn (C@G) ’

para reescrever o n-€simo grupo de homologia como

Z,(C®G) Cy
——ZKer| —RG—=>7Z,_1G]|.
B,(C20) er Bn® n—1®

Aplicando o Lema comK = (C,/B,)®G,L=B,_1GeM =12, 1 ®G, e usando
como split s ®id : L — K. No diagrama (1-21) identificamos Ker[K — L] com H,® G e
Ker[L — M] com Tor(H;_1,G). Esta identifica¢do reduz a sequéncia exata curta (1-19)

na desejada (1-20). O

H,(C®G) =

1.9.1 Primeiro Grupo de Homologia

Mostraremos nesta se¢cdo que o primeiro grupo de homologia de um grupo G €
isomorfo ao abelianizado de G. Tal resultado posteriormente serd usado na se¢do 4.1 do

capitulo[d] As defini¢des e resultados apresentadas aqui podem ser encontradas em [25].

Definicao 1.63 A aplicacao

e:2G — Z

mex — me,

xeG xeG
é chamada aumento, e 4 = Ker € é chamado ideal de aumento.

Existe uma sequéncia exata

0 % 7G-~t-17 0,
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onde € : ZG — 7 é definido por Z My X — Z my. A aplicacdo € € uma aplicacdo entre
x€G xeG
aneis e 0 Ker €¢ = % € um ideal bilateral em ZG.

Lema 1.64 Para qualquer grupo G, existe um isomorfismo
H\(G,Z) =9 |4

Teorema 1.65 Para qualquer grupo G, existe um isomorfismo
H(G,Z) = G/G.

Demonstragdo. Como H\(G,7) = % /%2, pelo Lema ¢ suficiente provar que
9/9>~G/G.
Defina

NG — 997
x — Ax)=(x—1)+9%

Para ver que A é um homomorfismo, note que

(x=D—=1) = xy—y—x+1
= xy—l—x+1-y+1
= y-l-Gk-1)=-0-1),

logo, xy—1—(x—1)—(y—1)= (x—1)(y — 1) € 4>. Assim,

Mry) = xw—1497
= =D+0-D+E-D)-1+9%?
= (x-D)+O-1)+92
= x— 149> +y—1+%9?
= M) +A0).

Como ¥ /9 2 ¢ abeliano, G’ < Ker A. Temos que A induz um homomorfismo

N:G/G — 9/9?
xG' — AMx) = (x—1)+92
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1.10 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Nesta secao apresentaremos um algoritmo para calcular a “forma normal Smith”
de um grupo finitamente apresentado. Tal algoritmo também pode ser encontrado em [[13]]
e é usado na secdo {.1no capitulo {]

Dado algum grupo G, recordemos que o grupo derivado (ou grupo comutador) é

o grupo G’ gerado por todos os comutadores {g~ !4~ gh|g,h € G} de elementos de G. E

z 7

claro que G' <G e que Gy, := G/G’ é abeliano. Além disso, G’ é o menor subgrupo
de G com esta propriedade (assim G,, € o maior grupo quociente abeliano de G).
Notagdo: X = {x1,x2,...,x.}, C={[x1,xj][1 <i<j<r},reN.

Proposicio 1.66 Se G = (X|R), entdo G,, = (X|R,C).

Demonstracdo. Ver [13]]. O

Exemplo 1.67 Seja G um grupo dado pela apresentacdo

(32,1 (2)° = e,1® = (x2)*, (0 z®)? = e, (%) = 222, (02) (1) = ).
Entdo G, tem a apresentagdo

(32,1 (02)° = e,1” = (x2)%, (0°2?)? = e, (°)* = 222, (wy2)* (1) = e,

e,y = [x,2] = [x, 1] = [y,2] = 1] = [z,t] = e).

Em forma de comutadores, podemos operar as poténcias dos elementos das cinco
primeiras relacoes e converter essas em relacoes para obter as seguintes formas mais

convenientes:

(v, 2, 1] 20020 322202, 2028 x2y2r 38 oA,

b vl b 2], e 1l Iy, 2l Dy 1], [z, )

A poténcia de cada gerador das cinco primeiras relacées sdo definidas como as somas

dos expoentes.

Definicdo 1.68 O rank de um grupo G, denotado por rank(G) é a cardinalidade do

menor conjunto gerador de G, ou seja

rank(G) = min{|X|;X C G,(X) = G}.



1.10 Grupos Abelianos Finitamente Gerados 39

O grupo G, dado acima exemplo ¢ o grupo quociente A/B, onde
A = A(xy,z,t) é um grupo livre de rank 4 e
B = (6x+ 6y +62,2x + 2z —2t,2x + 6y + 2z + 41, —2x + 2y — 3z + 41, 4x + 6y + 4z + 21),
com notacao aditiva.

Neste caso, a matriz dos coeficientes € a seguinte

6 6 0
2 0 -2
M=| 2 6 4 (1-22)
22 -3 4
4 6 4 2

Descreveremos agora um técnica que usa (F, R) para calcular G.

Definicao 1.69 Uma matriz M m X n , estd na Forma Normal Smith se ela satisfaz as

seguintes condicoes:

i. M;; # 0 quando i # j.

ii. Mj; >0 paral <i<min(m,n).

iii. Para 1 <i<min(m,n) Mji|Mit1it1.

Exemplo 1.70 A seguinte matriz estd na forma normal Smith

1 0 0 0O
06 0 0O
0 024 00
00 0 0O

Apresentaremos um algoritmo para reduzir uma matriz M r X s sobre Z, dos
coeficientes de uma apresentacdo de um grupo a “forma normal Smit” e posteriormente
ilustraremos com um exemplo. Observe a analogia existente com a elimina¢cdo Gaussiana.

Notagdo: P : Permutar linhas,

M : multiplicar uma linha por uma unidade (£1),

A : adicionar a uma linha um multiplo escalar de outra linha.

E o similar para colunas.

1. Escolha uma entrada d de M de mddulo menor possivel (se ndo existe um tal d,

entdo M é a matriz nula, o mova para a posicéo (1, 1) usando P.

2. Use a operacdo M para tornar d > 0.
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3. Divida a entrada (2,1) por d e use uma operagdo A para substitui-lo por um b

0<b<d.Ses=1vaparaaetapa’.

4. Se b =0 vé para a etapa 6, se ndo transponha as linha 1 e 2 e retorne a etapa 3, com

b no lugar de d.

5. Repita as etapas 3 e 4 até que a entrada (2,1) seja 0 (no qual o novo valor de d
na posi¢do (1,1) serd o maior fator comum das entradas (1,1) e (2,1) no inicio da

etapa 3).

6. Desempenhe as etapas de 3 — 5 nas linhas remanescentes utilizando somente as

entradas ndo nulas da primeira coluna e o d da entrada (1,1).

7. desempenhe as etapas de 3 — 6 nas colunas até que cada entrada da primeira linha

seja zero exceto para d na entrada (1,1).

8. Se d divide cada entrada da matriz, vé para a etapa 11. Se ndo, use a operacdo P e

uma operacdo A para obter b na entrada (2,1) com d 1 b.

9. Repita as etapas de 3 — 5 utilizando somente as entradas ndo nulas da primeira

coluna e o d na entrada (1, 1) ento retorne a etapa 7 com o novo d.

10. Repita as etapas 8 e 9 utilizando a entrada (1, 1) d = d dividindo as outras entradas

da matriz.

11. Aplique as etapas de 1 — 10 na matriz obtida pela remoc¢do da primeira linha e
primeira coluna para obter um d, na entrada (1,1) que divide todas as outras

entradas (e € divisivel por dy).

12. Repita a etapa 11 até que ou as linhas, colunas ou as entradas ndo nulas se esgotem.

Teorema 1.71 Seja A um matriz m X n com entradas em 7. Existe uma matriz inversivel
S m X m com entradas em 7 e uma matriz inversivel T n X n, tal que o produto SAT é uma

matriz m X n

ag 0 O -~ 0 O
0O ao 0 --- 0 O
0 O a 0

0 O 0 0
0 O 0O 0 O

Definicao 1.72 Os M;;’s da defini¢do da matriz na Forma Normal Smith sdo chamados

Jatores invariantes de M.
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Exemplo 1.73 Aplicaremos o algoritmo a matriz M apresentada em }

6 6 6 0
0 2 -2
M=| 2 6 2 4
-2 2 -3
| 4 6 4 2 |

Como o elemento de menor médulo positivo é 2, escolheremos o da entrada (2,1). A

etapa 1 consiste da transposi¢do das duas primeiras linhas, obtendo:

[ 2 0 2 -2
6 6 6 0
M=| 2 6 2 4
-2 2 -3 4
4 6 4 2

Desempenharemos as etapas de 2 — 6 para zerar os elementos da primeira

coluna exceto o elemento da entrada (1, 1) (quatro operagées linhas do tipo A):

[2 0 2 —2]
06 6 0
M=|06 0 6
02 —1 2
(06 0 6

Aplique a etapa T para zerar os elementos da primeira linha exceto o elemento
da entrada (1,1):

20 0 0
06 0 6
M=|06 0 6
02 -1 2
(06 0 6

Para a etapa 8, transponha as linhas 2 e 4, e entdo adicione a coluna 3 a coluna
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2 0 0 0
12 -1 2
M=| 0 6 0 6
0 6 0 6
0 6 0 6

Para a etapa 9 adicione as linhas 1 a linha 2, entdo transponha as duas primeiras
linhas, entdo subtraia as duas vezes a linha 1 da linha 2, e finalmente concluimos a

primeira linha (etapa 7);

1 0 0 0
0 —4 2 —4
M=|0 6 0 6
0 6 0 6
(006 0 6

Para o passo 11 aplique para a submatrix 4 x 3

I
oS o oW
o o o O
o o O

finalmente, aplique a etapa 12 a matrix 3 X 2

6 0
M=10 0
00

M € assim reduzida a forma normal Smith

[1 0 0 0]
0200
M=|006 0
0000
000 0]

Exemplo 1.74 Suponha que G tenha a apresenta¢do

(FIR) = (x,y,2] (xp)?, (x2) 2%, (%271)?).
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Entdo em notagdo aditiva temos
(x,v,7| 2x+2y,2x — z,2x + 4x — 2z).
Portanto G/|G,G]| é o quociente de F (x,y,z) pelo subgrupo gerado por
{(2,2,0),(2,0,—1),(2,4,-2)}.

Em forma matricial temos

2 2 0
M=12 0 —-1|,
2 4 =2
cuja Forma Normal Smith e dada por
1 00
M=1]10 20
0 0 6

E concluimos que G/[G,G| = Za @ Ze.



CAPITULO 2

O Multiplicador de Schur

Neste capitulo trabalharemos com o Multiplicador de Schur, que € exatamente o
segundo grupo de cohomologia de um grupo sobre C*. Concluiremos este, com uma se¢ao
de exemplos que serdo retomados no capitulo A usando um algoritmo computacional.

Todas as defini¢cdes e exemplos poderao ser encontrados em [15]], [[19], [23].

2.1 Grupos de Cohomologia

Nesta secao definiremos o segundo grupo de cohomologia de um grupo que sera

base para as se¢Oes posteriores.

Definicao 2.1 Se K e Q sdo grupos entdo uma extensdo de K por Q é um grupo G tendo

um subgrupo normal Ky ~ K com G/K; ~ Q.

Em outras palavras se K e Q sdo grupos, uma extensao de K por Q € uma

sequéncia exata curta

1 K G 0 1,
onde G € uma extensdo de K por Q.

Exemplo 2.2 O grupo S3 é uma extensdo de 7 por Z3.

Definicao 2.3 Uma extensdo central de K por Q é uma extensdo G de K por Q com
K <Z(G).

Exemplo 2.4 O grupo Diedral 8 (Dg) é uma extensdo do grupo ciclico 2 (C,), pelo
grupo de Klein (V4). E como Cy < Z(Vy), a extensdo é central.

Definicao 2.5 Se K < G, entdo um transversal (direita) de K em G (ou um conjunto
completo de representantes de classes laterais a direita) é um subconjunto T de G

contendo um elemento de cada classe lateral a direita de K em G.
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Definicao 2.6 Se nt: G — Q é sobrejetivo, entdo um levantamento de x € Q é um elemento
I(X) € Gcomm(l(x)) = x.

Se escolhermos um levantamento /(x) para cada x € Q, entdo o conjunto de todos
estes levantamentos é uma transversal do Ker T, pois, se x € Q e [(x) é um levantamento
para x temos

1(l(x) =x & () = 1lg < € Kerm.

Neste caso a fungdo [ : Q — G é também chamado um transversal a direita (assim ambos

[ e I(Q) sdo chamadas transversal a direita).

Teorema 2.7 [23]. Se G ¢ uma extensdo de K por Q el : Q — G um transversal. Se K é

abeliano, entdo existe um homomorfismo 0 : Q — Aut(K) com
Ox(a) = I(x) +a—I(x),
para cada a € K. Mais ainda, se 1} : Q — G ¢é outra transversal, entdo

l(x)+a—1(x)=1L(x)+a—1(x), paratodoa € K e x € Q.

Definicao 2.8 Chamaremos a terna ordenada (Q,K,0) de data se, K é um grupo
abeliano, Q é um grupo e 0 : Q — Aut(K) é um homomorfismo. Dizemos que um grupo
G satisfaz esta data se G é uma extensdo de K por Q e, para cada transversal | : Q — G,
temos que

xa=0y(a) =1(x)+a—1(x),

paratodox € Qeac K.

Sejam G e Q grupos e T : G — Q um homomorfismo sobrejetor com ker () = K
e escolha um transversal / : Q — G com /(1) = 0. Uma vez que a transversal foi escolhida,

cada elemento g € G tem uma Unica expressdo da forma
g=a+l(x), ackK, xeQ,

assim /(x) é um representante da classe lateral de K em G, e G € a unido disjunta dessas

classes laterais. Existe uma férmula, para todo x, y € Q,

I(x)+1(y) = f(x,y) +1(xy), paraalgum f(x,y) € K, (2-1)

por que ambos I(x) +1(y) e [(xy) representam a mesma classe lateral de K.

Definicao 2.9 Se w: G — Q é um homomorfismo sobrejetor com kernel K e sel : Q — G

é uma transversal com [(1) = 0, entdo a funcdo f: Q X Q — K definida por

I(x)+1(y) = f(x,y) +1(xy), paraalgum f(x,y) € K,
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é chamado um conjunto fator (ou cociclo).
Observacao 2.10 O conjunto fator f depende do transversal .

Teorema 2.11 Seja mt: G — Q um homomorfismo sobrejetor com kernel K, sejal:Q — G

uma transversal com [(1) =0, e seja f : Q X Q — K o correspondente conjunto fator :

(i) paratodo x,y € Q
f(Ly)=0=f(x,1);

(ii) O cociclo identidade se define para cada x, y, 7 € Q por :
fey) + 1 (xy,2) = xf(,2) + f(x,32).
Demonstracdo.
(i) A definicdo de f nos diz que /(x) +{(y) = f(x,y) +1(xy). Em particular, se x = 1
1) +1(y) = f(Ly)+1(y),

como /(1) =0 temos, I(y) = f(1,y) +1(y). Implicando que f(1,y) = 0. Da mesma

forma se verifica que f(x,1) = 0.

(i) O cociclo identidade segue da associatividade

() +1()]+1(z) = flxy)+1(xy)+1(z)
= fx,y)+ f(xy,2) +1(xyz).

por outro lado,

I(x)+ ) +1z)] = xf(yz)+1xy)+1(z)
= xf(y,2) + f(xy,z) +1(xyz).

Portanto, f(x,y)+ f(xy,z) = xf(y,2) + f(xy,2).

Teorema 2.12 Considere a data (Q,K,0). A funcdo f: Q x Q — K é um cociclo se, e

somente se, ela satisfaz o cociclo identidade

xf(y,z) = f(xy,2) + f(x,y2) = f(x,y) =0
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bem como f(1,y) =0 = f(x,1) para todo x, y, z € Q. Mais precisamente, existe uma
extensdo de G satisfazendo a data e uma transversal | : Q — G tal que f é o cociclo

correspondente.

Demonstracdo. A implicacao segue do teorema anterior.
Para mostrar a reciproca, seja G o conjunto de todos os pares ordenados

(a,x) € K x Q com a operagdo

(a,x)+ (b,y) = (a+xb+ f(x,y),xy).

A prova que G € um grupo pode ser encontrada no (teorema 7.22 pagina 270
de [23])). O cociclo identidade necessita ser associativo; a identidade é (0, 1); a inversa é
dada por
—(a,x) = (—xla—x"fx,x L xh).

Defina

n:G — Q0

(a,x) — x.

7 € um homomorfismo sobrejetor com kernel {(a, 1) : k € K}. Identificamos K com ker
viaa+— (a,1), entdo K < G e G é uma extensdo de K por Q.

Verificaremos se G realiza esta data. Podemos mostrar para cada transversal
l:Q— G que xa=1I(x)+a—I(x) paratodo x € Q e a € K. Podemos ter I(x) = I(b,x)
para algum b € K. Portanto

l(x)+a—I1(x) = (b,x)+(a,1)—(b,x)
= (b+xa,x)+(—x b—x"1f(x,x 1), xh
= (b+xa+x[—xo—x"1 (e, x D]+ flrxh), 1)

Como K ¢ abeliano, o dltimo termo se resume a (xa, 1). Como algum elemento de K,
identificamos xa com (xa, 1), e assim G satisfaz a data.

Finalmente, definimos uma transversal / : Q — K por I(x) = (0,x) para todo
x € Q. O conjunto fator F corresponde a esta transversal satisfaz
F(x,y) =1(x)+1(y) — (xy). Por um célculo simples mostramos que F (x,y) = (f(x,y),1)
e f € o conjunto fator como queriamos. 0J
Notacao: Denotaremos a extensdo G construida na prova do teorema por Gy; ele
satisfaz (Q,K,0) e tem f como cociclo.

Definicao 2.13 ZZ(Q,K, 0) é o conjunto de todos os cociclos f: Q x Q — K.
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O teorema mostra que Z2(Q, K, 8) é um grupo abeliano em relagio a adicio
f+g:(xy) = flx,y)+g(xy)

Definicdo 2.14 Dado a Data (Q,K,0), um cobordo é um fungdo g : Q X Q — K tal que
exista h: Q — K com h(1) =0 tal que

8(x,y) = xh(x) — h(xy) + h(x).
O conjunto de todos os cobordos é denotado por B*(Q,K,9).

Temos que B>(Q,K,0) é um subgrupo de Z*(Q,K,8), isto é, cada cobordo g
satisfaz o cociclo identidade e g(x,1) = 0 = g(1,x) para todo x € Q.

Definicio 2.15 Dada a data (Q,K,9), entdo
H*(Q.K.8) =Z*(0.K,8)/B*(Q,K.6)
é chamado o segundo grupo de cohomologia da data.

Defini¢ao 2.16 Duas extensées G e G' satisfazendo a data (Q,K,0) sdo equivalentes se
existe um conjunto fator f de G e f' de G' com f' — f € B>(Q,K,8); isto é, o conjunto

fator determina o mesmo elemento de H*(Q,K,9).

2.2 O Multiplicador de Schur

Quando 8 ¢ trivial, isto é, 6(x) = 1k para todo x € Q, entdo simplificaremos a

notacio e escreveremos H*(Q,K).

Definicao 2.17 Se Q é um grupo, entdo seu Multiplicador de Schur é o grupo abeliano
M(Q) =H?(Q.C"),

onde C* denota o grupo multiplicativo dos niimeros complexos ndo nulos.

Como usamos notagdo multiplicativa para C* também usamos notagdo

7z

multiplicativa para M(Q). Assim, como 6 ¢ trivial, uma fungdo f: Q x Q — C* é

um cociclo se, e somente se, para todo x, y € Q:
f(Ly)=1=f(x1);

Ffey,2) fleya) flx,y) =1
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uma fun¢do g : Q x Q — C* é um cobordo se, e somente se, existe um fungdo i : Q — C*
com A(1) =1 tal que
g(x,y) = h(x)h(xy) "' h(x).

Dois cociclos f e g sdo equivalentes se, e somente se, fg~ !

¢ um cobordo.

Definicio 2.18 Se G é um grupo finito, seu expoente minimal, denotado por exp(G), € o

menor inteiro positivo e, tal que, x* =1, para todo x € G.

Teorema 2.19 Se Q ¢ um grupo finito, entdo M(Q) é um grupo abeliano finito e
exp(M(Q)) divide |Q)|.

Demonstracdo. Se f : Q x Q — C* € um cociclo, defina

c:Q0 — C°
o) =[] fx2)
z€Q

Note que 6(1) = 1. Multiplicando o cociclo identidade

FO,)fG0,2) 7 fleya) flx,y) =1

para todo z € Q obtemos
s(v)o(xy)'o(x) = flx,)",

onde n = |Q| (como z percorre todo Q, 0 mesmo ocorre com yz). Mas esta equacdo nos diz
que (fB*(Q,C*))" = 1, isto é, M(Q)" = 1. Assim, o expoente minimo de M(Q) divide n
quando Q ¢ finito. Para o acaso x € Q, defina & : Q — C*, escolhendo (1) =1 e h(x)
sendo alguma n—ésima raiz de o(x)~! : h(x)" = o(x)~!. Defina g : Q x Q — C* por
g(x,y) = f(x,9)h(y)h(xy)~'h(x). f e g sdo equivalentes pois diferem por um cobordo.

Por outro lado,

g(x,y)" = f(x,9)"h(y)"h(xy) "h(x)"
= o(y)o(xy) 'o(x)o(y) 'o(xy)o(x) ' = 1.

Portanto, cada elemento [f] € M(Q) determina uma funcdo g : Q x Q — Z,, onde Z,
denota o subconjunto de C* contendo todas as n—ésimas raizes da unidade. O resultado

segue, por existir somente um nimero finito de tais fun¢des. 0

Teorema 2.20 (Alperin-Kuo, 1967). Se Q ¢é um grupo finito, e = exp(M(Q)), e
¢’ = exp(Q), entdo e’ divide |Q)|.
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Demonstracdo. Ver Teorema 7.68, pagina 210 de [23]. 0

2.2.1 Foérmula de Hopf

Hopf mostrou em 1942 que H(X) = (RN F')/[F,R], onde X é um espago
topolégico. Schur em 1907 provou que M(G) = (RN F’)/[F,R], onde G é finito. No
capitulo [4] apresentaremos um algoritmo que dd uma estimativa do segundo grupo de
homologia de um grupo finitamente apresentado G. Tal algoritmo usa a férmula de Hopf

que mostraremos nesta secao.

Lema 2.21 Se G é grupo finito e

1 K E G 1,

é uma extensdo central, entdo KNE' é finito.

7z

Demonstragdo. Como a extensio € central, K < Z(E), assim temos
[E:Z(E)] < [E: K] = |G| <. Dai Z(E) tem indice finito em E e pelo teorema de
Schur (teorema temos que E’ é finito. Portanto, K NE’ < E’ que é finito. O

Lema 2.22 Se G = F /R é um grupo finito, onde F ¢ livre, entdo existe uma extensdo
central
| —=R/|F,R| —=F/|[F,R| — G — 1.

Além disso, se F ¢ finitamente gerado, entdo R/[F,R| é também finitamente gerado.

Demonstragdo. Como R < F, temos [F,R| < R, além disso, [F,R] < F. Existe assim a

sequéncia exata

| ——R/[F,R| —=F/[F,R] —F /R 1,

que é uma extensdo central. F ser finitamente gerado implica que F/[F,R] é finitamente
gerado. Como, G ¢ finito, R/[F,R| < F/[F,R] é um subgrupo de indice finito e assim o
Teoremal 1.2 mostra que R/[F, R] € finitamente gerado. O

Definicao 2.23 Se G é um grupo, seu subgrupo de torsdo é definido por

tG={x€G:nx=0, paraalgum inteiro no nulo n}.
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Lema 2.24 Seja G = F/R um grupo finito, onde F é um grupo livre finitamente
gerado. O subgrupo de torsdo de R/[F,R] é (RNF')/[F,R)|, e existe um subgrupo S com
[F,R] <S <R, comS<F, ecom

R/[F,R] = (RNF')/[F,R]&S/[F.R].
Demonstracdo. Ver lema 11.15, pagina 362, [23]]. 0

Lema 2.25 Seja G um grupo finito com G = F /R, onde F é um grupo livre finitamente

gerado. Entdo:

(i) Existe uma extensdo central

1 K E G 1,

comK <E'"ecom K= (RNF')/|F,R].
(i) [(ROF')/[F,R]| < |M(G)].
Demonstragao.

(i) Escolha § como no lema 224 com S < F, [FFR] < § < R e
R/[F,R] = (RNF')/[F,R) & S/[F,R]. Considere a sequéncia exata

1 R/S—=F/S—=G 1.

Como R/[F,R] é central em F/[F,R|, segue que R/S = (R/[F,R])/(S/|F,R])
¢ central em F/S = (F/[F,R])/(S/[F,R]); além disso, a defini¢do
de S nos did (R/|F,R])/(S/|F,R]) = (R N F')/[F,R]. Finalmente,
R/S=(RNF)S/S < F'S/S = (F/S)'.

O resultado seguinte e conhecido com a Férmula de “Hopf™.

Teorema 2.26 (Schur, 1907). Se G é um grupo com G = F /R, onde F é um grupo livre

finitamente gerado, entdo
(RNF')

M(G) = F.R

Demonstracdo. Sejam
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uma extensdo central com L < U’, {yy,...,y,} uma base de F, e v: F — G um homo-
morfismo sobrejetivo. Para todo i, escolha u; € U com ©(u;) = v(y;). Como F & livre
com base {yi,...,yn}, existe um homomorfismo 6 : F — U com 6 = v. Temos que
L=LNU <Z{U)NU" <®(U), pelo teorema Portanto,

U= up,...,up,L) < {uy,...,up,®U)) = (uy,...,u,),

pelo teorema|[I.7] assim & € sobrejetiva.

Se a € L, entdo a = 6(w) para algum w € F (por G ser sobrejetiva), e assim

=n(a) =no(w) = Vv(a). Dai, w € ker(v) =R, assim a = 6(w) € 6(R); isto é, L < 6(R).

Para a inclusdo reversa, se r € R, entdo no(r) = v(r) = 1, assim o(r) € ker(n) = L.
Logo L = 6(R). Note que 6(|F,R]) = [6(F),o(R)| = [U,L] = 1, pois L é central, assim
c induz um homomorfismo 6 : FJ/I[FFR] — U. Mas
G((RNF")/|F,R)) =c(R)No(F')=LNU' =L, assim |(RNF')/[F,R]| > |L|.

Pelo teorema 7.66 pdgina 208 de [23], existe uma extensdo central

1 L U G 1

com L= M(G) e L <U’. Portanto, o Lema[2.25|(ii) nos dé
IM(G)| = |L| < [(RNF")/[F,R]| < [M(G)].

Retornando ao lema com K = (RNF')/[F,R], a inje¢do & : K* — M(G) seré
sobrejetiva, e assim M(G) = (RNF')/[F,R]. O

Definiciio 2.27 Se A é um grupo abeliano finitamente gerado, seja d(A) o niimero de
elementos do menor conjunto que gera A; isto é, A pode ser gerado por algum conjunto

com d(A) elementos, mas ndo pode ser gerado por um conjunto com d(A) — 1 elementos.

Teorema 2.28 Se Q é um grupo finito tendo uma apresentacdo com n geradores e r
relagoes, entdo

dM(Q)) <r—n.

Demonstracdo. Ver corolério 11.21 pagina 365 de [23]]. 0

Podemos relacionar o segundo grupo de homologia com o segundo grupo de

coomologia de um grupo G dado pela apresentacgéo F /R.

Teorema 2.29 [15]]. Seja G um grupo finito arbitrdrio dado pela apresentagcio G = F /R,
entdo
M(G) = H*(G,C*) 2 H,(G,Z).
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Demonstragcdo. Ver teorema 2.7.3 pagina 78 de [15]. 0

2.2.2 Exemplos de Calculo do Multiplicador de Schur

Apresentaremos agora uma sec¢do de exemplos do Multiplicador de Schur de
um grupo finitamente apresentado. Tais exemplos serdo posteriormente retomados no

capitulod] e verificados com o algoritmo 14 apresentado.
Exemplo 2.30 [23]. Se V é 0 4—grupo (grupo de Klein), entdo, M(V) = Z,.

Demonstragdo. O teorema mostra que exp(M(V)) =2. Como V tem a apresentagio
V = (a,bla* = 1,b*> = 1,(ab)?> = 1), pelo teorema dM(V)) =3—-2=1. Assim,
M(V) é ciclico e de ordem 2. Portanto, M(V) = Z,. O

Exemplo 2.31 [19]. Se G é um grupo ciclico, entdo M(G) = {1}.

Demonstracdo. Uma apresentagdo para o grupo ciclico G de ordem n é dada por
(ala" = e). Como G tem um gerador e uma relagdo, entdo d(M(G)) = 0. Portanto,
M(G) = {1}. 0

Exemplo 2.32 [23]. Se G é o grupo Q», dos quatérnios generalizados, entdo
M(G) = {1}.

Demonstracdo. Uma apresentacdo para o grupo dos quatérnios generalizados € dada por
Q2n = {a,bla® = 1,b*> = a",b~'ab = a~'). Da relagdo b~ 'ab = a~! obtemos

blab = a!
(b~ 'ab)" = (a'y"
b labb lab---b7'ab = a"

n—vezes

b la'h = a" (2-2)

Substituindo em (2-2) a relagio 5*> = a" obtemos a " = b 'b’b = b*> = a".

n 2n

Implicando que a " = d", ou seja, a”" = 1 que € exatamente a primeira das relagdes da
apresentacao de (p,. Desta forma Qy, terd somente duas relacdes, implicando que

d(Q2,) = 0. Portanto M(G) = {1}. O
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Exemplo 2.33 [19]. Seja G o grupo diedral 2n do exemplo Entao

{1}, sen é impar

M(Dy,) = {

Zo, sen é par.

Demonstracdo. Ver [19] pagina 69. 0J

Definicao 2.34 Seja k um corpo. Definimos o grupo linear especial sobre k, SL(n,k),
como o conjunto de todas as matrizes n X n com determinante 1, sobre k, onde k é um

corpo. Se k =7, denotamos G por SL(n, q).

Exemplo 2.35 [19]. Seja G = SL(2,q),, com q = p/ para algum primo p. Entdo
M(G) = {1}, exceto para g = 2% e g = 3°.

Demonstracdo. Ver [[19] pagina 90. 0J

Definicao 2.36 Seja k um corpo. O centro de SL(n,k), que denotaremos por Z(SL(n,k))
é o grupo das matrizes escalares al, com I a matriz identidade; onde a"* = 1. Definiremos

como o grupo especial linear projetivo o grupo

. SL(n;k)
PSL("”‘)—M

Se k for um corpo de caracteristica q, mudaremos a notagdo para PSL(n,q).

Exemplo 2.37 [[19]. Seja G = PSL(2,q), onde q = p/, f > 1, para algum primo p. temos

que
{1}, parap=2ep/ #2?,
Z >2epl £3?
MG =] 2 parap=2ep 737
Z,, para pl =22,
Zs, para pl =32
Demonstragdo. Ver [[19] pagina 94. 0

2.3 Grupos de Deficiéncia Zero

Nesta secdo daremos um tratamento diferente para o Multiplicador de Schur
de um grupo finitamente apresentado. Trataremos aqui dos grupo de deficiéncia zero e

trabalharemos com alguns exemplos. Esta se¢do pode ser encontrada em [2].
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Se um grupo G tem n geradores e m relacdes, escreveremos

P={(X1,...%0 5 FlyeeesTm) (2-3)

ou
P={(x|,..xp; F]="-="rp) (2-4)
Nestas formulas F € definido implicitamente como o grupo livre em x1,...,x, €

R o fecho normal das relagdes rj e G = F /R.

Definiciio 2.38 A deficiéncia de uma apresentagdo finita P como em (2-3)) é definida
como def(P) = m—n. Se G é um grupo finitamente apresentado, entdo sua deficiéncia é

definida como
def(G) =inf{def(P)}

onde P varia sobre todas as apresentacoes finitas de G.

Lema 2.39 Quando G ¢é um grupo abeliano finitamente gerado, sendo d(G) o
niimero minimo de geradores. Entdo as seguintes condicoes valem para grupos abelianos

finitamente gerados A e B
(i) d(AxB) <d(A)+d(B);

(ii) d(AxB)=d(A)+d(B) se B abeliano livre.

Proposicao 2.40 (Inequacdo de P. Hall) Se G é um grupo finitamente apresentado, entdo

G e M(G) sdo abelianos finitamente gerados e
def(G) =2 d(M(G)) — rank(Gap)- (2-5)

Demonstragd@o. Dado alguma apresentagdo finita P de G como em (2-3) sendo F e R

definidos como acima. Pela férmula de Hopf temos a sequéncia exata

0— M(G) Rl Fap Gab 0.
K := Ker(F;; — Ggp), sendo um subgrupo de Fy,, € novamente abeliano
livre. Como F é gerado pelos elementos da forma

frif V= [f,r]ri com 1 <i<me f€F, o grupo abeliano R/[R,F] é gerado
pelas classes laterais r{[R,F],...,ru[R,F], assim d(R/[R,F]) < m e M(G) é finitamente
gerado. Pela aditividade da fun¢do rank na sequéncia exata curta e pelo lema (i1)
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temos

def(P) = m—n>dR/[R,F])—n=d(M(G))+d(K)—n
= d(M(G)) + rank(K) — rank(F,)
= d(M(G)) — rank(Gap).

Observacio 2.41 Se um grupo G possui deficiéncia 0, (2-3)) na Inequagdo de P. Hall serd
rank(Ggp) > d(M(G)).

Teorema 2.42 Quando G, é subgrupo de torsdo para um grupo finito G, a inequacdo
de P. Hall se reduz a

def(G) =2 d(M(G)).

Com tal ferramenta em mao podemos estimar uma cota para o rank do

multiplicador de Schur de alguns grupos.

Exemplo 2.43 O grupo ciclico 2 com apresentacdo G = (a| a®), tem deficiéncia zero
logo d(M(G)) < 0. A mesma idéia poderd ser usada para qualquer n. Baseado em [2]
uma lista completa de grupos de deficiéncia zero é dada por 7. x 7. x 7., 0, C" x Z, C"
paran > 2.

Exemplo 2.44 Segundo [2] pdgina 183 uma apresentacdo para SL(2,7.) é dada por

(x, y] x*, 22,07,

Usando o sistema operacional GAP, temos que G, = Cya, ou seja,

gap> f:=FreeGroup(2);

<free group on the generators [ fl, f2 ]>
gap> r:=[f.174, £.172*f£.2"-3];

[ f174, f172*£f27-3]

gap> g:=f/r;

<fp group on the generators [ f1, f2 ]>
gap> d:=DerivedSubgroup (qg);

Group (<fp, no generators known>)

gap> h:=g/d;

Group ([ fl1*f372, f2*f372 1)
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gap> StructureDescription (h);
\ \Clzl 14 .

Como Cyy é de torsdo e def(SL(2,7Z)) = 0. Portanto, pela Inequagdo de P. Hall, temos
que d(M(SL(2,7))) < 0 implicando que M(SL(2,7Z)) = 0.

Exemplo 2.45 Segundo [2] pdgina 183 uma apresentacdo para PSL(2,7.) é dada por

(x, y| ¥, 5?),

Usando o sistema operacional GAP, temos que G, = Cg, ou seja,

gap> f:=FreeGroup(2);

<free group on the generators [ f1, f2 ]>
gap> r:=[f.1%2, £.2"3];

[ £172, £273 ]

gap> g:=f/r;

<fp group on the generators [ f1, f2 ]>
gap> d:=DerivedSubgroup (qg);

Group (<fp, no generators known>)

gap> h:=g/d;

Group ([ fl*f2, £272 ])

gap> StructureDescription(h);

‘e

Como Cg é de torsdo e def(SL(2,Z)) = 0. Pela desigualdade de Inequagdo de P. Hall,
temos que d(M(PSL(2,7))) < 0 implicando que M(PSL(2,7Z)) = 0.

Exemplo 2.46 Segundo [2] pdgina 184 uma apresentacdo para D é dada por

1

(x, y| ¥ =yxy 'x=¢),

Usando o sistema operacional GAP, temos que G, = Cy x Cy, ou seja,

gap> f:=FreeGroup(2);

<free group on the generators [ fl1, £f2 ]>
gap> r:=[f.272, £.2*f.1*f£.2"-1*£.1];

[ £272, f2*f1*£27-1*%f1 ]

gap> g:=f/r;

<fp group on the generators [ f1l, f2 ]>
gap> d:=DerivedSubgroup (qg);

Group (<fp, no generators known>)
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gap> h:=g/d;

Group ([ f1, f2 1)

gap> StructureDescription(h);
‘'C2 x C2'7.

Como Cy x Cy é de torsdo e def(Dw) = 0. Pela desigualdade de Inequacdo de P. Hall,
temos que d(Dw) < 0 implicando que M(D.,) = 0.



CAPITULO 3

O Segundo Grupo de Homologia de um Grupo;

Relacoes entre Comutadores

Neste capitulo comentaremos o artigo de Clair Miller publicado em 1952 [17]].
Tal trabalho foi inovador e ousado para sua época.

Clair Miller se preocupou em dar uma interpretacdo grupo-tedrica para o
segundo grupo de homologia de um grupo G. Para isso define o grupo, H(G), chamado o
associado de um grupo G, que € informalmente o grupo satisfazendo todas as relagdes de

comutadores em G, médulo o fecho normal de (G, G).

3.1 Grupo Associado

Dado um grupo G, seja (G, G) o grupo livre de todos os pares (x,y), comx,y € G.

Considere o homomorfismo

¢0:(G,G) — [G,G]
(xy) — oyl

Se w € (G, G) sua imagem em |G, G] é denotada por [w].
Definicdo 3.1 Definimos Z(G), como o Kernel de @, ou seja,
Z(G) ={we (G.G)| W] =1}.
Seja B(G) o subgrupo normal de (G,G) gerado pelas relagdes
(x,x) ~ 1 (3-1

(,y) ~ (y,x) 7" (3-2)

(xy,z) ~ (v, 2)"(x,2); (3-3)
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(x,2)" ~ ([, 2) (0,203 (3-4)

onde x,y e z € G. E por definicdo
na)* = (7",2%) = (™ a ). (3-5)

Em outras palavras B(G) é o subgrupo normal gerado por todos (x,x), todos
(x,)(y,x), etc. O simbolo ~ significa congruéncia em (G,G)mod B(G). Temos que

B(G) C Z(G), pois a imagem por ¢ dos geradores de B(G) tem comutadores triviais.

Definicao 3.2 Definimos o grupo associado de G como
H(G) =Z(G)/B(G).
Definicao 3.3 Se h: G — K é um homomorfismo, definimos
hy: (G,G) — (K,K)
(x,y) > hy(x,y) = (h(x),h(y)).

Entdo hy leva Z(G) em Z(K), pois se (x,y) € Z(G) implica
hy((x,y)) = (h(x),h(y)) = hix,y) € Z(K) e B(G) em B(K) induzindo um homomor-
fismo

h.:H(G) — H(K),

que satisfaz
(hg)*:h*g*, 0*:0, 1*:1,

onde 0 é o homomorfismo nulo, 0(x) = 1 e 1 € um homomorfismo identidade 1(x) = x.

Pela inversao em ambos os lados de (3) e quocientando por (2) temos

(yz) o~ (2% (x2)
= (' ~ () x)!
= (w2~ ) (Y
B o)~ i)
B o)~ o)
identificando z ~ x, x ~ y e y ~ z temos
(x,yz) ~ (x, ) (x,2)". (3-6)

Das muitas consequéncias da definicdo de B(G), destacamos as seguintes

propriedades:
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Propriedade 3.4
() )~ (x, ) L)

onde (x,y)\*b) ¢ por definicdo (a,b)(x,y)(a,b)".

Demonstragdo. A prova serd feita desenvolvendo (ax, by) de duas maneiras, usando (3-3))

e (0)

(ax,by) B (ax,b)(ax, )" B (x.0)"(a,b) (x, )" (a,y)".
Por outro lado

(axby) & (x,y)(a,by) B (x,0) (x, ) (a,b) a,3)".
Comparando o que obtivemos,

(a,0) e y)® ~ (x,y)*"(a,b)

(a,b)(x,3)"(a, )™~ (),
substituindo x e y por xba e yb‘f1 respectivamente, temos

(a,b) <xab*1 ’yba*1>ba<a’b>—1 ~ <xba*1 ,yba”)ba

(a,b)(x,y){a,b) ™"~ )P =yt Ty = (g ylad],

Portanto, (x,y){@?) ~ (x,y)l@?]. -

Propriedade 3.5

Demonstragao.
(o) (ab)] = (ab){xy){a,b) " (xy) !
= ()P (x,y) 7!
B eyt (!
B (a, ], ey vy () — 1
~ {la.bl,[x,])
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Propriedade 3.6
(b,b"){ao,bo) ~ ([b,b'],a0){ao, [b,b|bo) (b,b").
Demonstracdo.
(a0, [b,6'}bo) = {ao, [b.5')) a0, bo) ) = {ao, [b,5']) a0, bo) .

Substituindo em (3.6)), temos

<[b7b/]>a0><a0? [b7b/]b0> <b>b/> ~ ([b,b’],ao><a0, [b7bl]><a0ab0><b7b/> <b>b/>
~ <[bvbl]7a0><[b’b/]aa0>il <b7b/><a07b0><b7b/>71 <b7b/>
~ {(b,b"Y{ao,by).

Propriedade 3.7
(b,b") (b, ap) ~ ([b,b'|bg,ao){ag, [b,b'])(b,b').
Demonstracao.
(16,10, a0) = (bo.a0) " ([b,6'),a0) = (bo.a0) ") ([b,8') o).
Substituindo em temos

<[b7b/]b07a0><a07 [bab/]><bab/> ~ <b07a0><b’b/> <[bab/]>a0><a07 [bab/]><b7b/>
~ <bvb/><b07a0><b7b/>_] <[bab,]’a0><[bvb/]va0>_l <b7b/>
~ (b,b') (by,ap).

Propriedade 3.8
<b’b/><aval> ~ <[b’b/]7 [a7al]><a7al><bvb/>'
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Demonstracao.

([b,6), [a,d))(a,d) (b,b)) & [(b,b), (a,d)](a,d') (b,b)
~ (b,b’>(a,al><b,b/>_l(a,a’>_1(a,al><b,b/>
~ <b7b,><b0’a0>

Propriedade 3.9
oY)~ 1, n==41,42,...; s==+1,42,....

Demonstracdo. Usaremos indugdo sobre a soma n + s, para n € s ndo negativos.
Se n+s = 1. De (3-3), temos

(y,2) ~ (12)*(x,2),
tomandox =zey=1

(x,x) ~ (1,x)"(x,x)
1~ (1,1 = (1,x)" = (1", x°) = (1,xx 1) = (1,%),

ou seja,
X0 x%) ~ 1.

Suponha por indugédo que (x",x%) ~ 1,assim

oty = 0 xw) B (e ) (e~ 1,0 B (0 [ o) (e )

= (X, xXx a0y (x x) = (8, 1) (", x) ~ (X", x).

Resta mostrarmos que (x",x) ~ 1, para isso vamos usar indug@o sobre n. Para

1

n =1 temos que (x',x) ~ 1. Suponha por indugéo que (x",x) ~ 1,

r

W x) = ('l x) ~ (e x) (2 x) ~ 1.

Teorema 3.10 O grupo associado de um grupo livre é um grupo unitdrio.

Demonstragdo. Se F possuir apenas um gerador e como por (3-1), (x",x*) ~ 1, entdo
H(F)=1.
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Se F € um grupo livre com finitos geradores o resultado segue por indu¢do do
lema3.111

Se F ¢ livre com infinitos geradores, seja K um subgrupo de F finitamente
gerado e i : K — F o homomorfismo inclusdo. Se u € H(F), entdo pela definigdo de iy,
u€eiHK). OJ

Lema 3.11 Se G = A x B € o produto livre de A e B, entdo H(G) ~ H(A) x H(B).

Demonstracdo. Seja i :A — G e j: B — G as inclusdes naturais e p: G — A
e q : G — B as projecdes naturais. Assim temos os homomorfismos mostrados no

diagrama,
H(A) | | H(B)
H(G)
P« qx
H(A )/ \H (B).

i« € Jx sd0 homomorfismos injetores e i.H(A) e j.H(B) disjuntos, pois A e B sdo
disjuntos pela definicdo de produto livre. Se H(G) é o produto dos grupos i.H(A)
J«H(B), H(G) = i.H(A)j.H(B), o diagrama também mostra H(G) é o produto direto
H(G) =i.H(A) x j.H(B). O problema é entdo demonstrar que H(G) = i,.H(A) j.H(B).
A fim de demonstrar que H(G) = i.H(A)j.H(B), vamos nos preocupar com
trés subgrupos de (G,G); o7 = iy(A,A), Z = j#(B,B) e M o subgrupo de (G,G) gerado
pelos elementos da forma (a,b), com 1 #a € Ae 1 # b € B. Seja (x,y) um gerador de
(G,G) com x = aib; ...asbs, y = ayby ...a,b,, com a;, aj €A, b, Ej € B. Aplicando
repetidas vezes e vemos que (x,y) é congruente modB(G) a um produto da
forma (a,d’')?, (b,b')?, (a,b)* e (b,a)*, com a,d’ € A, b,b' € B e z € G. Por exemplo, se

x=a1by e y=ab; temos

() = (arby,aby) & (by,a151) (ar,aiby) &2 (b1, (b1,51)™) (ar, @) ar, by
~ ((by,a;)(by,b1)" ) {ay,a) a

Cada elemento dessa forma pode ser decomposto em um produto de temos do mesmo

tipo, sem o expoente z, usando repetidas vezes as regras
\a a /
<a7a > 0= <a Oaaa0> (3-7)

<a7al>b0 ~ <b07 [a7al]><aval> (3-8)
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(a,b)® ~ (apa,b)(b,ap) (3-9)
(a,b)?0 ~ (bo,a){a,bob), (3-10)

mais quatro regras similares sdo obtidas dessas trocando a com b, ay com by e @’ com b'.
(3-7) e (3-8)) sdo consequéncias de (3-5) e (3-4). (3-9) ¢ dada por

(aoa,b) (b,a0) & (a,b)%(ag, b) (b, ao) ~ (a,b)% (ag, b)(ag,b)~" ~ (a,b).

E (3-10) segue por
(bo, @) (a, bob) (bo,a)(a, bo) (a,b)?0 ~ (a, b)Y

Assim vemos que (x,y) e elementos w € (G,G), sdo congruentes a um produto T de
termos (a,a’), (b,b'), (a,b) e (b,a).

Agora tome cada termo (b,b') em T e o comute para a direita (comeg¢ando com
o mais a direita e procedendo um de cada vez) usando (3.6), e (3.8). Assim para
um elemento arbitrario w € (G,G), w ~ Tt ~ B, com [ um produto de temos (b,b’) e '
um produto de temos da forma (a,d’), (a,b) e (b,a). Agora tome cada termo da forma
(a,a’) em T’ e comute para a esquerda usando os equivalentes da propriedades ,
trocando a por b; assim temos w ~ TP ~ o’ B, com ©” envolvendo somente termos (a, b)
e (b,a) e o.um produto de temos (a,a’). Trocando cada (b,a) em " por (a,b) !, trocando

n” por u € M temos

w ~ ouf,

comae o, e BeucM.

Agora seja w € Z(G), isto é, [w] = 1. Entdo [a][u][B] = [w] = 1, e projetando
em A vemos que [a] = 1. Da mesma forma, [B] = 1, assim [u] = 1. Contudo y = 1
implica que u =1 € M C (G, G). Para concluirmos isso, seja u escrito como uma palavra
reduzida no grupo livre M, u = (ay,b1)® ... {(ap,b,)%, com &; = 1, a; # 1 # b;. Entdo

por indug@o em p, vemos que [u] pode ser escrito como uma palavra reduzida no produto

-1

_ —1z,—1
, SeEp= 10uap bp se

livie G = A * B em que as duas ultimas entradas sdo b;la
€ = +1. Em particular [u] # 1 e u ndo é uma palavra vazia.
Assim, u = 1 implica w ~ auf = of}, onde [a] = 1 e [B] = I, que mostra que

H(G)=i.H(A)j.H(B). O

Teorema 3.12 Existe um homomorfismo canénico entre H(G) e Hy(G,Z)
preservando a no¢do de homomorfismo induzido;, se G — K é um homomorfismo

temos a comutatividade do diagrama
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D

H>(G,J) H>(K,Z).

Demonstracdo. Suponha que G seja dado como um grupo quociente de um grupo E por
um subgrupo central N de E. O homomorfismo 1 : E — G aplica E em G, com kernel
N.

Definimos um homomorfismo

onde N(X) = x e N(¥) = y. O homomorfismo Y independe da escolha de X e y. Pois,

suponha que exista x’ e X representantes da mesma classe, assim como y' € y, ou seja,

XN=3iN < v 'eN<Z(E)
YN=JN < Yy 'eN<ZE).

Como x'x e y'y estdo em Z(E) temos

Wyt =y E
= Yy WE)
= Yoy HdE )

~—

€Z(E)
_ y/—lx/(y/y—l))—cfl

_ y/_lx/y/(y_l)_c_l)
x/)_c_ 1 y— 1 x—y — y/— 1 x/y/
)_C_]y_lx_y _ x/—ly/—lx/y/

.y = [xl7yl]'
O homomorfismo Wy leva Z(G) em NN [E,E] e leva B(G) em 1, e assim induz um

homomorfismo ¢ : H(G) — N N [E, E]. Temos que a sequéncia

up [0

H(E)—“~H(G) —>NNIE,E|

¢ exata em H(G), isto é, ker ¢ = Im m,. Pois, se x = zB(E) € H(E), temos
0(M«(zB(E))) = [z] = e, pelo fato que z € Z(E), assim vemos que Im M. C Ker ¢. Por
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outro lado, se gB(G) € Ker ¢, onde g = (g;,8;), temos, ¢(¢B(G)) = [g] = en, tal que
N(8) = g e N(Z]) = g, vemos que (g, g;) € Z(E) e portanto, {g;, g,)B(G) € Im ..

Se G € um grupo qualquer, vamos representar G como 0 quociente de um grupo
livre F por um subgrupo R, G = F /R. Sendo F* = F /[F,R] e R’ = R/[F,R] temos,

F—*.p0 . g
U U

R RO
U
|[F,R]

onde A e M sdo o homomorfismos. R" estd no centro de FU, assim ¢ aplica H(G) em
R N [F° F°]. Examinando a sequéncia H(F")—H(G) —=R'N[F°,FY], ¢
¢ injetivo desde que M, = 0. Para mostrarmos que M. = 0, seja
W= (i) () € Z(FY). Entio b] = [gl-lpoy) = 1€ FO
e, escolha X, y;, € F tal que AX;) = x; e A(y;) = yi, e temos

S

= @1,51) (X, ¥,), com Mw = w, Aw] = [w] = 1, e dai [W] € [F,R].
Portanto [w] = [f1,71]---[f4.7¢], para f; € F e r; € R. Entretanto F € livre, H(F) =1 ¢
B(F)=Z(F).Daiw ~ (fi,r1) - (fg,r4)mod B(F). Entio

Naw = Nk ~ Nehat ((f1,71) - (fgrrg)) ~ MASLL, 1) - (MASf, 1) ~ 1

€ n* - O.

Assim ¢ : H(G) ~ R°N [F°,F°). Entretanto R® N [F° F°] = RN [F,F]/[F,R]
¢ a férmula de Hopf (teorema [2.26), de modo que temos construido o isomorfismo
desejado. UJ



CAPiTULO 4

Um Algoritmo para estimar o Segundo Grupo
de Homologia de alguns Grupos Finitamente
Apresentado

Dado um grupo finitamente apresentado G, a formula de Hopf (Teorema [2.26)
expressa o segundo grupo de homologia de G em termos dos geradores e relagdes.
Apresentaremos um algoritmo que usa a formula de Hopf para estimar o segundo grupo
de homologia H>(G,k), com coeficientes em um corpo finito k, e retomaremos alguns
exemplos apresentados na subsegdo [2.2.2] e complementaremos com exemplos usando
G = SL; sobre um anel especifico dos inteiros. Este ultimo foi retirado da Conjectura de
Quillen [I1]].

Observacao 4.1 Sejam R um subanel com identidade dos niimeros complexos C e SL,,
e GL, o grupo discreto das matrizes n X n sobre R com determinante ndo nulo e 1
respectivamente. Se H(GL,) := H*(GL,;Z;) denota o grupo de cohomologia de GLy,
mddulo 1 Entdo a inclusdo natural R C C induz uma estrutura do médulo H(GL,) sobre
o anel de cohomologia médulo | das classes de Chern P, := H*(BGL,(C);Z;), onde
BGL,(C) denota o espago dos grupos de Lie GL,(C) das matrizes n X n inversiveis sobre
C. Em [20] Quillen conjecturou que para certos primos | e aneis K o médulo H(GLy,)
é livre sobre P,. Chamamos esta afirmacdo de Conjectura de Quillen de rank n para o

primo .

Os algoritmos aqui apresentados estdo reescritos no Apéndice [A] da forma como foram

implementados no programa.

4.1 Primeiro Grupo de Homologia

Consideremos um grupo G = F'/R, onde F é um grupo livre finitamente gerado

e R um subgrupo normal de F'. Assim, temos a sequéncia exata

1 R F G 1,
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onde F é um grupo livre finitamente gerado e R um subgrupo normal de F, tal que F age

em R por conjugacao.

Definicao 4.2 Se F e R sdo dois grupos ndo necessariamente comutativos, entdo uma

estrutura de F-moédulos em R é uma aplicacdo

FxXR — R
<f7 r) — rf;
com reRe feF,tal que
M r'=r
i) (rira)! =r] 1}
(iii) 12 = (rfl)f2_
Se F age em R por conjugacdo entdo, R é um F-mddulo finitamente gerado, ou

seja, temos a aplicacdo

FXR — R
(fir) — =,
que satisfaz,
i rl=1rl=r
@) (rr) =f'rrf = = ) nf) =
Gii) 2= (fif)) ' efifa =1 f A = 1 P = (PR

Observacao 4.3 A menos que seja mencionado, daqui para frente todos os grupos serdo

dados com notag¢do multiplicativa.

Como j4 vimos o primeiro grupo de homologia de um grupo G € isomorfo ao
abelianizado de G, ou seja, H1(G,Z) = G/[G,G| = G/G' = Gy, Teoremdl.65| Assim, o
primeiro grupo de homologia, H;(G,Z), é um grupo abeliano tal que
G G F/R _, F/R _, FJ/R F

G - |G, G] - [F/R,F/R| o [F,F]/R = F,FIR/R =~ [F,F]R’ (4-1)

Hl(GaZ) =

além disso, pelo terceiro teorema do isomorfismo | 5 I/FI]QR = F/[F,F] (Teorema 2.27, pagina

37, [23]]). De (@-1)) temos a sequéncia exata curta

| —=R[F,F]—>F —>H,(G,Z) —> 1,
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onde [F, F| denota o subgrupo comutador de F.
Se F age em RI[F,F| por conjugacdo, vemos que R[F,F| é um F-médulo

finitamente gerado, pois, R[F, F] é subgrupo de F que é finitamente gerado, e

F xR[F,F] — R[F,F]
(f,x) — xf:f_le, onde x=r(f1, f2],

que satisfaz,

@) (r[f1, 2)' = 1rf1, o)1 = rlf1. fal:

(D) (ri[f, LA = Finlfu Ll 56 = Finlf Rl el Alf =
(Il RO InlfL A1) = (nlf, L) (nlf £

i) (r[f1, L)V2 = (ff) LA, RlAS = £ U AL RLAR = £ AL A f =
(r[flafZ]fl)fz-

A férmula de comutadores

1

oy 2] = (o) 'z bz =y I e ey T e e = [, 2P 7

prova que como F ¢é um grupo finitamente gerado, e [F,F] é um subgrupo
de F, entdo [F,F]| é finitamente gerado. Este argumento nos leva a um algo-
ritmo que dd a estrutura de H;(G,Z). A entrada é uma lista finita de gera-
dores de F, que denotaremos por S, e uma lista finita de geradores para o
F-moédulo R, que denotaremos por 7. A saida é uma lista de inteiros descrevendo a

estrutura do grupo abeliano finitamente gerado H,(G,Z).

4.1.1 O Primeiro Algoritmo de homologia

Algoritmo 4.1: PrimeiraHomologia(F,R)

Entrada: Grupo Livre F, Relacdes R

Saida: Lista de invariantes abelianas do grupo finitamente apresentado F /R

1 M := Matriz das Relagdes de F /R
2 N := Forma Normal Smith de M

3 retorna Entradas Diagonais de N.

O comando AbelianInvariants ( ) do GAP carrega o algoritmo acima. O
algoritmo para reduzir a matriz para a forma Normal Smith foi dado na secdo [I.10]
Recordemos que dada uma apresentac@o finita para F /R que consiste de n geradores S

e m relagdes T, existe uma matriz associada n X m, M, cuja (i, j) entrada é a soma dos
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expoentes de todas as ocorréncias dos j-ésimos geradores das i-ésimos relacdes. A lista
resultante das entradas diagonais de N é um conjunto de entradas de posi¢do (i,i) para
i =1,...,min(n,m) e consiste de inteiros positivos e zeros. Cada inteiro positivo n
corresponde a uma cépia de Z, onde H,(G,Z) é soma direta dos Z,, ver exemplo m
Este resultado serd estendido para o caso em que o primeiro grupo de homo-
logia de G € tomado com coeficientes em um corpo finito k. Neste caso, o primeiro
grupo de homologia de G que denotamos por H;(G;k) é um k-espago vetorial de di-
mensao finita. Sua dimensao serd determinada pelo Teorema dos Coeficientes Universais,

(Teorema|1.62)), que nos da a sequéncia exata curta
1 —>k®H1(G,Z) —>H1(G,k) — TOF(HQ(G),]{) —1,

onde Tor(—,k) é um funtor derivado do funtor (k® —). O algoritmo toma como entrada
a lista finita S e T do algoritmo [4.1|junto com a caracteristica p do corpo finito k. A saida
¢ um inteiro representando a dimenséo do espago vetorial H; (G, k).

4.1.2 O Primeiro Algoritmo com Coeficiente Homolégicos

Algoritmo 4.2: PrimeiroCoe ficienteHomolgico(F,R, p)

Entrada: Grupo Livre F, Relagdes R, Primo p=Caracteristica(k)
Saida: Dimensao do espago vetorial k ® H; (G k) sobre k

1 T := PrimeiraHomologia(F,R)

2 X :=1]

3 parax < T faca

4 se x = 0 mod p entao
5 ‘ adicione x a X

6 fim

7 fim

8 retorna tamanho(X) {niimero de elementos da lista de X}

4.2 Segundo Grupo de Homologia

Estenderemos nosso estudo para o segundo grupo de homologia de um grupo G
que é um grupo abeliano que denotaremos por H,(G,Z). Pela celebre féormula devido a
Hopf Teorema (“férmula de Hopf”, H»(G,Z) = (RN F')/([F,R])) temos a seguinte

sequéncia exata

1 [F,R] RN[F,F| —= Hy(G,Z) —=1 ,
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onde [F,R] é o subgrupo de F gerado pelos comutadores [f,r] com f € Fer €R.

Temos que

Fx[F,R] — [FR|
f, Lf,x)) — [fal = Axf,

que satisfaz,
@ [fi,x])' = [fi.al

(@) ([fi,xllfax))! = fAxlfxelf = Al Hisxelf =
(AN AL = hxal [fx)s

(i) [fi.x)2 = (Af) 7 AxAL = LU AalAR = 6 AxA =
(U1, ).

Junto com, a formula

e,y =x )t = ey ey D vz = [y 2l

prova que [F,R] é um F-mddulo finitamente gerado sobre a conjugacdo. Contudo, a
intersec¢do RN [F,F] ndo é determinada por um algoritmo, e iremos somente estimar
o grupo H,(G,Z) como um subgrupo do grupo R/[F,R]. Este grupo quociente é abeliano

pois [F,R] contém [R,R] e se F age por conjugacdo, entdo esta agdo € trivial, isto é

F xR/[F,R] — R/|F,R]
(f.x) — x =flxf=nx,

com x € R/[F,R]. Em particular, como R é um F-mddulo finitamente gerado segue que
o grupo quociente R/[F,R] é um grupo abeliano finitamente gerado. Consequentemente,
H>(G,Z) é um grupo abeliano finitamente gerado cuja estrutura gostariamos definir.

Comecaremos com a seguinte sequéncia exata

| — Hy(G,Z) —> R/|F,R| — F /|F,F] —= F /R[F,F] — 1, (4-2)

em que os dois ultimos termos sdo determinados como comentamos acima (4-1I). Além
disso, comecando com uma lista finita de geradores 7" para o F-mdédulo R, iremos designar
um algoritmo para encontrar um conjunto de geradores para H>(G,Z).

Para simplificar a discussdo, seja k um corpo finito de caracteristica p. Pelo

teorema dos coeficientes universais (Teorema[I.62)) temos a seguinte sequéncia exata curta
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| — > k® Hy(G, Z) — Hy(G;k) — Tor(H,(G,Z),k) — 1 (4-3)

Onde o dltimo termo serd ser determinado como segue. Como entrada
iniciaremos com as invariantes abelianas de H;(G,Z) encontradas pelo primeiro
algoritmo junto com a caracteristica p do corpo k. A saida é um inteiro representando

a dimensdo do espaco vetorial Tor(H;(G),k) sobre k.

4.2.1 O Algoritmo Tor

Algoritmo 4.3: : Tor(F,R, p)

Entrada: Grupo Livre F, Relatores R, Primo p = Caracteristica(k)
Saida: Dimensao de Tor(H,(G,Z),k) sobre k

1 T := PrimeiraHomologia(F,R)
2 X :=1]
3 parax < T faca

4 se x # 0 e x =0 mod p entao
5 ‘ adicione x a X

6 fim

7 fim

8 retorna tamanho(X)

O primeiro termo k ® H>(G,Z) da sequéncia exata (4-3)) ¢ um espaco vetorial de
dimensao finita sobre k, onde a dimensdo somente serd estimada por um algoritmo que
descreveremos a seguir.

Da sequéncia exata (4-2)) extraimos a sequéncia exata

| ——Hy(G,2) — iy —= T —— 1, (4-4)

onde o ultimo termo é um subgrupo do grupo abeliano livre F/[F,F], ou seja,
R[F,F]/[F,F] é um grupo e estd contido em F /[F, F] pois, se x € R[F,F]/[F, F], entdo

x=rlfi, AlIF,Fl =rf ' f; ' ASIF F.

Ou seja,
rf s ALRIEF).
—_—
€F
Portanto, x € F/[F,F].
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Temos que um subgrupo de um grupo abeliano livre finitamente gerado é
abeliano livre, isto é, como F/[F, F| é um grupo abeliano livre e R[F, F|/[F, F| é subgrupo
de F/[F,F], temos que R[F,F|/[F,F] é abeliano livre e consequentemente a sequéncia
exata acima € split pelo (Teorema 3.1 da referéncia [[11] pagina 5). Em particular, pelo
tensorial com k na sequéncia (4-4), obtemos uma sequéncia exata curta de k-espacos

vetoriais

| —— k@ H(G, L) —= k@ gy — ke HEH —— 1. (4-5)

Usando a propriedade universal (Teorema [I.49)), com a fungdo bi-aditiva linear

¢:R/[F,F]xk —s R/RP[F,F]
(r|[F,F|,n) — r"[F,F],

temos uma dnica aplica¢do entre R[F,F|/RP[F,F] e R[F,F]/[F,F] que é o dltimo termo

da sequéncia (4-3), tal que o seguinte diagrama comute

R/[F,F] x k s

\ -
-
. ~ -
~
1 _ 8

R/[F,F|®k

R/RP|F,F)

Onde R? denota o subgrupo de F gerado pelas p-ésimas poténcias dos elementos de R.

Em particular, pelo terceiro teorema do isomorfismo (Teorema 2.27, pigina 37,

1231
F/RPIF, F]

R[F,F]/RP[F,F]

~ F /R[F,F),

assim, existe uma sequéncia exata curta de grupos abelianos finitamente gerados

R[F.,F
I k® [1[”7F]] RP[?F] R[?,F} 1, (4-6)

cujos dois dltimos termos sdo calculados pelo nosso primeiro algoritmo.

Definicao 4.4 Para um grupo abeliano A, definimos o p-subgrupo primdrio de A como
sendo

p”(A)={a €A|api =1 para algum i > 0}.

«

A ordem deste subgrupo é da forma p°. Chamaremos “e” o p”-rank de A.

O p~-rank de um grupo abeliano finitamente gerado A sera calculado tomando
como entrada as invariantes abelianas de A e o primo p.
Aplicando o p—subgrupo primdrio a sequéncia (4-6) obtemos outra sequéncia

exata curta
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1 k® R[g}fi] p°°<Rp[I;‘7F]) pm<R[£F]) L, 4-7)

pois o primeiro termo € uma p-tor¢do. Observe que enquanto F /R[F, F] é dado em termos
de S e T o grupo quociente F /RP[F, F] pode ser dado da mesma forma, mas substituindo

T por T?, a lista finita de p-poténcias de elementos em 7.

4.2.2 O Algoritmo Rank

Faremos agora um breve comentério sobre nimeros p-adicos.

Definicao 4.5 Chamaremos de digito p-ddico um niimero natural entre 0 e p — 1
(incluindo). Um inteiro p-ddico é por definicdio uma sequéncia (a;)icN de digitos

p-ddicos.
Convencionamos escrever esta sequéncia como
a;c - dzdido,

(isto €, os a; sdo escritos da esquerda para a direita).

Se n € um numero natural, sua representagdo p-adica é dada por

ak—1ak—2 - a1dop

k—1

(em outras palavras n = Z aip;) com cada a; um digito p-adico, entdo identificamos n
i=0

com o inteiro p-ddica (a;) com a; =0 se i > k.

Definicao 4.6 Se n é um niimero inteiro, sua valuacdo p-ddica é o expoente da maior

poténcia de p que divide n. Que denotaremos por v,(n).

Por convengio, v,(0) = co. Se r = a/b é um racional, sua valuacdo p-adica é por
definicdo v, (r) = v,(a) — v, (b).

Por exemplo, a valuacdo 7-ddicade 7 € 1. E de 14 também € 1, assim bem como
de 21, 28, 35 e 56. A valuagdo 7-adica de 49 € por outro lado 2, assim como € de 98.
E a valudgdo 7-adica de 343 € 3. A valuagdo 7-ddica de 1/7 é —1, assim bem como de
3/7, 1/14, 5/56. A valuagdo 7-adicade 1/2 ou 8/3 é 0. E a valuagdo 7-ddica de 48/49 é
—2.
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Algoritmo 4.4: RankPrimarioPrincipal (F, R, p)

Entrada: Grupo Livre F, Relatores R, Primo p
Saida: p* — rank de F /R

1 T := PrimeiraHomologia(F,R)
2 Y =]
3 parax c T faca

4 se x # 0 e x = 0 mod p entao
5 y := p-adica valuacdo de x
6 adicioneyaY

7 fim

8 fim

9 s:=Soma de (Y) {s é a soma dos elementos de Y }

10 retorna s

Observacao 4.7 O comando do GAP PadicValuation (n,p) do algoritmo da

a valuacdo p-ddica do inteiro n.

Até agora estdvamos construindo as ferramentas para chegarmos ao nosso
objetivo que € dar uma cota superior para a dimensao do segundo grupo de homologia
de um grupo finitamente apresentado com coeficientes em um corpo k de caracteristica p.

Para simplificar a notagdo, sejam

a = dimensdo de Tor(H;(G),k), (algoritmo [4.3])
F

R[F,F]’

b = p~”—rankde (algoritmo [4.4)

c = poo —rank de m, (algoritmo @
d = dimensdo de H2(G,k), (nosso objetivo)
e = dimensdode k@ —— (ainda vamos definir)

[F.R]’

onde a é determinado pelo algoritmo Tor, b e ¢ pelo algoritmo Rank, e e ainda serd
estudado. Pela propriedade aditiva da dimensdo p~-rank, deduzimos das sequéncias
exatas acima que.

Da sequéncia exata temos,

R[F,F]>. @B

b= c—dim(k® F.F]

Da sequéncia exata (4-5) temos,
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R[F,F)
[F,F]

dim <k® ) = e —dim(k® Hy(G,Z)) (4-9)

E da sequéncia exata (4-3)) temos,

a=d—dim(k®Hy(G,Z)). (4-10)

Substituindo em @-10), (4-9) e depois (4-8)) temos

a = d—dim(k®H(G,Z))

R[F,F]
Fil)

a = d—e+dm%k®
= d—e+c—b
d = ate—c+b

Onde o ponto central de nossa dificuldade é encontrar o “e”.
Primeiro descreveremos um algoritmo que reduz um elemento do grupo via um

sistema de reescrita.

4.2.3 Algoritmo Palavra Reduzida

O algoritmo que segue ja havia sido apresento por Anton no artigo “Homological

symbols and the Quillen conjecture”, [[1].

Algoritmo 4.5: : PalavraReduzida(F,R,Z,R’, p)

Entrada: Grupo Livre F, Relatores R, Teste da Palavra z, Sublista R’ de R,
Primo p
Saida: Palavra Reduzida z em F/[F,R|RPR’

1 G:=F/[F,RIR’R
2 RG := Sistema reescrito para G
3 x := Palavra reduzida de (z) no sistema reescrito RG

4 retorna x

Usaremos o sistema de reescrita dado pelo algoritmo Knuth-Bendix [16]],
implementado no GAP via o pacote KBMA [9].
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4.2.4 O Algoritmo de Encontrar Base

Algoritmo 4.6: EncontrarBase(F,R,p,R’)

Entrada: Grupo Livre F, Relatores R, Primo p, Sublista R’ de R
Saida: Tamanho do conjunto gerador para [F,R]RR’/[F,R|R?
1 X =R
2 parax € X faca
3 x' := PalavraReduzida(F, R, x, Diferenca(X, [x]), p) {Diferenca(A,B) é o

complemento de B em A}

4 se x' = identidade entdo
5 X:=Diferenga(X,[x])
6 fim

7 fim

8 retorna tamanho(X)

O algoritmo checa a independéncia linear de cada elemento x de R’ com respeito
a R'— {x} em [F,R|RPR'/|F,R|R?. Quando x identificado pelo sistema de reescrita é
linearmente dependente em R’ — {x}, ele é removido de R’. O resultado final serd uma
lista de geradores linearmente independente.

Concluiremos esta discussdo com o grande algoritmo que toma como entrada
uma lista finita de geradores S e uma lista finita de relatores 7 para o grupo G junto
com um primo p e dard como saida um inteiro d representando um limite superior para a

dimensdo de H>(G,k), onde k é um corpo de caracteristica p.

4.2.5 O Algoritmo Segundo Homologia com Coeficientes

Algoritmo 4.7: SegundoCoeficienteHomolgico(F,R,R’, p)

Entrada: Grupo Livre F, Relatores R, Primo p, Subilista R’ de R gerando
Saida: Um inteiro d tal que a dim(H,(G,k)) < d

[S=Y

a:=Tor(F,R,p)

2 b := RankPrimarioPrincipal (F,R[F,F]|, p)
3 ¢ := RankPrimérioPrincipal (F,RP[F,F], p)
4 e:= EncontrarBase(F,R,p,R’)
sd:=a+b—c+e

6 retorna d

E importante notar que a reducio do teste da palavra do algoritmo

PalavraReduzida ¢ o problema da palavra [4]. Tal problema geralmente ndo tem
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solugdo, quando a palavra ndo € a identidade. Contudo, se G € finito, ou mais geral, se
a reescrita € confluente (quando o programa consegue fazer os cédlculos sem grandes
problemas), entdo a reducdo do sistema reescrito € determinado e uma base € alcangada
(a conflencia para um grupo finito é garantida na teoria acima; na préatica ele pode tomar
um longo tempo ou requerer mais memoria do que esta disponivel). De qualquer maneira,
isto ndo € o caso comum do problema da palavra que em geral € indeterminado; assim o
resultado do EncontrarBase ¢ em geral, a cardinalidade de um conjunto de geradores
que nido € necessariamente uma base. Portanto, neste caso nao encontraremos a dimensao

de H>(G, k), apenas um limite superior.

4.3 Exemplos

Nesta se¢do, aplicaremos o algoritmo discutido acima para alguns grupos. Os
primeiros exemplos serdo alguns dos que jd foram apresentados na subsecdo[2.2.2] com o
objetivo de ilustrar o efeito que o algoritmo tem em grupos com apresentacdes
pequenas. Os demais exemplos sdo grupos mais interessantes. Na proxima secao deste

capitulo discutiremos tais cdlculos.

Exemplo 4.8 O grupo 'V é o 4—grupo (grupo de Klein):

LT N o Q
I
i~y
.
I
\:—‘
o>
[\ e)
I
[
—
S
>
S—
[\
I
.

Aqui o algoritmo da uma cota superior para a dimensdo do Hr(Va,7), pois, como
podemos observar no exemplo da subsecdo o segundo Hy(V4,7) = Zy, com

dimensdo 2.
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Exemplo 4.9 O grupo ciclico Cs:

G = GC;j,

§ = lda],

T = [d"=e¢],
p = 2

d = 0.

Neste caso o algoritmo da exatamente a dimensdo do Hy(Cs,Z), como podemos observar
no exemplo da subsecdo o segundo H>(C3,7Z) = {1}.

Exemplo 4.10 O grupo Qg dos quatérnios:

1,b*a 2 =1,b"'aba = 1],

LT Ny Q
I
SN
N
I

Exemplo 4.11 O grupo diedral Dg:

1,6> =1,b"'aba = 1],

LT N oy Q
I
Q’
_l;\n
I

Neste caso o algoritmo da exatamente a dimensdo do Hy(Dg,Z), como podemos observar

no exemplo da subsecdo H,(Dg,Z) = Zy, com dimensdo 2.
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Exemplo 4.12 O grupo simétrico 5:

G = Ss,

S = la,b],

T = [&°,b% (a_1b)*, (a®ba2b)?],
p =2

d = 2.

Seguiremos considerando trés grupos lineares sobre Z[1/p,(,], onde {, sdo as

p-ésimas raizes da unidade. As apresentagdes para estes grupos podem ser encontrado em

[L].

Exemplo 4.13 O grupo Linear:

G = SLy(Z[1/3,83)),
S = [Z,l/tl,a,b,b(),bl,bz,W],

4 1 2 2 -1

,a‘uia “uy o,
zaza™ ', wawa™', bob1by 'y, bobab0 by Y, bibab by, bPa?, bobibra T,

b53w_1b61w,b1_3w_1b1_1w, b2_3w_1b2_1w, (bobl_la_lul)3, azb_lulbzzb_lbglzbzzul],

-1 -1 —1.24.2 -1 -1 -1 2 -2 _—
T = [bo ba, by "zbza, b, "z"bz"a, w~zuy, z3, iz u o, a,aza ‘g

p = 3
d = 0.
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Exemplo 4.14 O grupo Linear:

G = SL,Z[1/5,(s)),

S = |z,u1,uz,a,b,by,b1,br,b3,bs,wl,

T = [balba, bflzzbzza, bz_lz4bz4a, b;lzbza, bZIZsz3a, wlznug, 2°, Zu1z_1u1_1,
Zuzz_luz_], uluzul_luz_l, a4,azza_2z_l, azula_zul_l, azuza_2u2_1, zaza_l,
uraura™"', upaupa™"', bobiby 'by", bobaby by, bobsby by, bobaby by,
bibab; 'by ', bib3b byt bibaby by, babsby 'y, bababy b)Y, bababy b)Y,
b*a=2, bob1babsbaa™?, by w ™ bow, by w ™ byw, by w T byw, by w baw,
by w ™ byw, (boby'a ' wr)?, (boby 'a uz)?, (boby by 'ha uyun)?,
azb_1u1bz3b_lb61z2bz4u1, azb_luzbzb_lbalz4bz3u2],

p = 5,

d = 3.

4.4 Consideracoes Finais

Concluimos este trabalho fazendo um comentario sobre os exemplo apresentados
acima. Alguns destes exemplos ja foram citados na subsegdo [2.2.2] onde foi calculado
explicitamente o Multiplicador de Schur dos respectivos grupos. Na se¢do anterior usamos
o celebre algoritmo apresentado neste trabalho para calcular um limite superior para a
dimensdo do segundo grupo de homologia de tais grupos, confirmando os resultados ja
encontrados na subsegio[2.2.2]

Detalhes dos exemplos apresentados acima:

o Exemplo O sistema € confluente para o grupo de Klein. Apresentando o
seguinte resultado:
SHC(f,r,2,r);
3]
gap> time;
12
StringTime(12);
“0:00:00.012”
Ou seja, o sistema operacional GAP gasta um total de 12 milésimos de segundo

para apresentar o resultado.

o Exemplo O sistema € confluente para o grupo ciclico 3. Apresentando o

seguinte resultado:
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SHC(f,r,2,r);

[0]

gap> time;

12

StringTime(12);

“0:00:00.012”

Ou seja, o sistema operacional GAP gasta um total de 12 milésimos de segundo

para apresentar o resultado.

o Exemplo O sistema € confluente para o grupo dos Quatérnios Q4. Apresen-
tando o seguinte resultado:
gap> SHC(f,r,2,1);
2]
gap> time;
12
StringTime(8);
“0:00:00.008”
Ou seja, o sistema operacional GAP gasta um total de 8 milésimos de segundo para

apresentar o resultado.

o Exemplo O sistema € confluente para o grupo dos Diedral D4. Apresentando
o seguinte resultado:
gap> SHC(f,r,2,r);
3]
gap> time;
8
StringTime(8);
“0:00:00.008
Ou seja, o sistema operacional GAP gasta um total de 8 milésimos para apresentar

o resultado.

o Exemplo[.12] O sistema é confluente para o grupo Simétrico 5, S5. Apresentando
o seguinte resultado:
gap> SHC(f,r,2,1);
2]
gap> time;
4
gap> StringTime(4);
“0:00:00.004”

Ou seja, o sistema operacional GAP gasta um total de 4 milésimos de segundo para
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apresentar o resultado.

e Exemplo O sistema ndo é confluente para o grupo SLy(Z[1/3,83)).
Apresentando o seguinte resultado:
gap> SHC(f,r,3,1);
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
# WARNING: system is not confluent, so reductions may not be to normal form.
(0]
gap> time;
21600000
gap> StringTime(216000);
“6:00:00.000”
Ou seja, o sistema operacional GAP gasta aproximadamente de 6 horas para

apresentar o resultado.

e Exemplo O sistema ndo é confluente para o grupo SLy(Z[1/3,C3]).
Apresentando o seguinte resultado:
gap> SecondHomologyCoefficients(f,r,5,r);
3]
gap> time;
1441506
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gap> StringTime(144150600);
“40:02:30.600”
Ou seja, o sistema operacional GAP gasta aproximadamente de 40 horas para

apresentar o resultado.
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APENDICE A

Algoritmos

No corpo do trabalho apresentamos de forma elegante os algoritmos que
utilizamos no GAP. Neste apéndice, sdo apresentamos esse mesmos algoritmos na forma

que foram inseridos no programa.

Algoritmo A.1: PRIMEIRAHOMOLOGIA(F,R,p)
A:=AbelianlInvariants(qg);

Algoritmo A.2: PRIMEIROCOEFICIENTEHOMOLOGICO(F, R, p)
FHC:=function (f, r,p)
local A, X, x;

A:=AbelianInvariants (f/r);
X:=[1];

for x in A do
if x mod p = 0 then Add(X, x);
fi;
od;

return Size (X);

end; ;
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Algoritmo A.3: Tor(F,R, p)

TOR := function(f, r, p)
local A, X, x;

A:=AbelianInvariants (f/r);
X:=[];

for x in A do
if x <> 0 and x mod p =0 then Add (X,
fi;
od;

return Size (X);

end;

Algoritmo A.4: PrimeiroPrimarioRank(F,R, p)

PPR := function(f, r, p)
local A, X, vy, x;

A:=AbelianInvariants(f/r);
X:=[];

for x in A do
if x <> 0 and x mod p =0 then
y:=PadicValuation( x ,p );
Add (X, v);
fi;
od;

return Sum(X);

end; ;
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Algoritmo A.5: PalavraReduzida(F,R, p)

RequirePackage (' ‘kbmag’’);

RWA:=function (f, r, TestWord, R, p)
local S, GG, C, G, RG, OR;
S:=List (r,x->x"p);
GG:=GeneratorsOfGroup (f);
C:=ListX (GG, r, Comm) ;

G:=f/Concatenation(C,S,R);
RG:=KBMAGRewritingSystem(G);
OR:=OptionsRecordOfKBMAGRewritingSystem (RG) ;
MakeConfluent (RG);

return ReducedWord (RG, TestWord) ;
end; ;

Algoritmo A.6: EncontrarBase(F,R, p)

FB:=function(f, r,p,R)

local H,TestWord, x,X;

X:=[];

H:=R;

for x in H do
TestWord:=RWA(f, r, x,
Difference(H, [x]),p);
Add (X, TestWord) ;

if IsOne (TestWord)=true then H:=Difference (H, [x]);
fi;
od;

return Size (H);

end; ;
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Algoritmo A.7: EncontrarBase(F,R,p)

SHC:=function(f, r, p, R)
local a,b,c,d,e,h,j,1;
h:=GeneratorsOfGroup (f);

j:=ListX (h, h, Comm);
:=List (r, x->x"p);

[

a:=TOR(f,r,p);

b:=PPR (f,Concatenation(r, j),p);
c:=PPR(f,Concatenation (i, j),p);
e:=FB(f,r,p,R);

d:=atb-c+te;

return [d];

end; ;
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