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Resumo

Silva, José Carlos Rubianes. Método Subgradiente Condicional com Se-
quéncia Ergédica . Goiania, 2011. 92p. Dissertagdo de Mestrado. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Nesta dissertacdo consideramos um problema de otimizagdo convexo e estudamos vari-
acoes do método subgradiente aplicado ao problema dual obtido via uma fun¢do La-
grangiana. Estudamos o método subgradiente condicional desenvolvido por Larsson et al,
o qual € uma simples variacdo do método subgradiente “usual”. A principal diferenca é
que os subgradientes sdo condicionados a um conjunto restri¢ao, mais especificamente, o
comportamento da fun¢do fora do conjunto restricao ndo € levado em conta. Uma moti-
vagdo para estudar tais métodos consiste principalmente na sua simplicidade, em especial,
estes métodos sao bastante usados em problemas de grande porte. O método subgradiente,
quando aplicado a um problema dual, é relativamente eficaz para obter boas aproximagdes
de solucdes duais e do valor 6timo, no entanto, ndo possue a mesma efici€éncia para obter
solucdes primais. Analisamos uma estratégia para obter boas aproximagdes de solucdes
primais via método subgradiente condicional, com pouco custo computacional adicional.
Esta estratégia consiste em construir uma sequéncia ergédica das solugdes obtidas durante
a resolucao dos subproblemas Lagrangianos. Mostraremos que os pontos limites desta se-
quéncia ergddica sdo solucdes primais. Consideramos diferentes regras para o tamanho
do passo, em particular, seguindo as idéias de Nedic e Ozdaglar, apresentamos estimativas
da sequéncia ergddica com o conjunto de solugdes primais e/ou o conjunto vidvel quando

usamos a regra de passos constantes.

Palavras—chave
Programacdo convexa, Métodos subgradientes, Subgradiente condicional, Re-

laxacdo Lagrangiana, Dualidade Lagrangiana, Convergéncia ergddica.



Abstract

Silva, José Carlos Rubianes. Método Subgradiente Condicional com Sequén-
cia Ergodica . Goiania, 2011. 92p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica
e Estatistica, Universidade Federal de Goiés.

In this dissertation we consider a primal convex optimization problem and we study
variants of subgradient method applied to the dual problem obtained via a Lagrangian
function. We analyze the conditional subgradient method developed by Larsson et al,
which is a variant of the “usual”’subgradient method. In this variant, the subgradients are
conditioned to a constraint set, more specifically, the behavior of the objective function
outside of the constraint set is not taken into account. One motivation for studying
such methods is primarily its simplicity, in particular, these methods are widely used
in large-scale problems. The subgradient method, when applied to a dual problem, is
relatively effective to obtain a good approximation of a dual solution and the optimal
value, but it is not efficient to obtain primal solutions. We study a strategy to obtain
good approximations of primal solutions via conditional subgradient method, under
suitable additional computational costs. This strategy consists of constructing an ergodic
sequence of solutions of the Lagrangian subproblems. We show that the limit points of this
ergodic sequence are primal solutions. We consider different step sizes rule, in particular,
following the ideas of Nedic and Ozdaglar, using the constant step size rule, we present

estimates of the ergodic sequence and primal solutions and / or the feasible set.

Keywords
Convex programming, Subgradient methods, Conditional subgradient, La-

grangean relaxation, Lagrangean duality, Ergodic convergence.
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CAPITULO 1

Introducao

Muitos problemas de otimizacdo provenientes de diversas aplicagdes consistem
em minimizar uma fun¢do convexa nao diferencidvel. Tais problemas podem ser encontra-
dos, por exemplo, em redes neurais, problemas de alocacdo, entre outros. Para resolvé-los
temos que empregar métodos especiais que funcionam na auséncia de diferenciabilidade
e conseguem explorar a convexidade e possivelmente outras estruturas especiais que o
problema possa ter, por exemplo, estrutura separdvel das varidveis.

Em diferentes areas da matematica, costuma-se associar a um determinado
problema (problema primal) um segundo problema (o problema dual), o qual é, em geral,
menos complicado de resolver que o problema primal. Tal procedimento constitui uma
forma interessante e eficiente, tanto do ponto de vista tedrico quanto computacional,
para obter aproximacdes da solucdo do problema original. Claramente, na prética tal
formulacdo dual € eficaz somente quando resolver o problema dual é extremamente
mais simples que resolver o problema primal. Por meio de uma fun¢do Lagrangiana
podemos associar a um programa de otimizag¢do convexo um problema dual. A func¢do
Lagrangiana é convexa (concava) em relacdo a suas varidveis primais (duais), obtendo
portanto um problema dual que consiste em maximizar a fun¢do dual (concava) com
restrigdes convexas simples (R}). As solugdes para este par de programas primal-dual
sao pontos de sela da funcdo Lagrangiana. As solucdes primais podem ser aproximadas
por meio dos subproblemas, que sdo geralmente mais simples de resolver que o problema
original.

Recentemente, muitas ferramentas computacionais eficientes tem sido explo-
radas para obter solu¢des de problemas de programacdo ndo linear. Em particular, para
resolver problemas de otimizagdo convexos de grande porte com estrutura, a relaxacao
Lagrangiana juntamente com métodos do tipo subgradiente sao utilizados de forma efi-
ciente e sdo bastante usados na pratica. A relaxa¢do Lagrangiana engloba as restri¢des
na funcao objetivo, tornando problemas restritos em problemas irrestritos, mantendo a
estrutura de convexidade, além de originar problemas com estruturas separaveis na maio-
ria dos problemas praticos de grande porte. Os métodos subgradientes sdo usados prin-

cipalmente devido sua simplicidade. Tais métodos nao sdo de descida, porém possuem



outra caracteristica especial, a distancia do iterado atual ao conjunto solu¢do ndo € maior
que a distancia do conjunto solucdo ao iterado anterior. Outro método bastante usado
na pratica para resolver problemas convexos nao diferencidveis é o método de feixes, o
qual € bastante eficiente porém possue uma complexidade computacional alta comparado
com métodos subgradientes. Nao estudaremos este método aqui, veja [S] para um estudo
aprofundado do método de feixe.

Apesar de sua popularidade, o método subgradiente dual, em geral, ndo obtém
solucdo para o problema primal, o qual é o nosso principal interesse. A principal razao
estd ligada ao fato que a func@o dual € tipicamente ndo suave em uma solu¢do Gtima
dual e portanto uma solu¢do otima primal € em geral uma combinacdo convexa das
imagens das funcdes restricoes aplicadas nas solucdes do subproblema Lagrangiano.
Além do mais, as solucdes do subproblema dual, em geral, ndo sdo vidveis para o
problema original. Uma estratégia interessante para obter solu¢ao primal via métodos do
tipo subgradiente aplicados ao problema dual € usar uma sequéncia ergddica primal. Tal
estratégia foi proposta para problemas lineares por Shor [23], e extendida para programas
convexos, ndo necessariamente lineares, por Larsson et al. [18]. Nedic e Ozdaglar [20],
estudaram o método subgradiente dual com sequéncia ergddica no caso em que a regra
do comprimento de passo constante € empregada, estimativas entre a sequéncia ergddica
e o conjunto de solugdes primais e o conjunto vidvel sdo apresentadas. Os principais
resultados apresentados nesta dissertacdo foram obtidos por Larsson et al.[18] e Nedic e
Ozdaglar [20].

A organizacdo da dissertacdo € a seguinte: No Capitulo 2, apresentamos alguns
resultados bésicos de andlise convexa e dualidade Lagrangiana. No Capitulo 3, apresenta-
mos 0 método subgradiente condicional e suas principais propriedades de convergéncia.
Consideramos uma escolha particular de subgradientes condicionais, obtidos por pro-
jecoes relativamente simples, obtendo um esquema de facil implementacao. No Capitulo
4, estudamos o método subgradiente condicional aplicado ao problema dual Lagrangiano
de um problema convexo. Construimos uma sequéncia ergdédica de solucdes do subprob-
lema Lagrangiano e apresentamos suas principais propriedades de convergéncia. No Capi-
tulo 5, estudamos o método subgradiente com sequéncia ergddica, onde usamos a regra
de comprimento de passo constante. Primeiro, mostramos que a sequéncia dual gerada
pelo método subgradiente € limitada sob a condi¢do de regularidade de Slater. Apre-
sentaremos estimativas (por-iteragdo) para a violagdo das restri¢des, € cotas superior e
inferior da funcdo objetivo sobre a sequéncia ergddica primal. Por dltimo, apresentamos

nossa conclusdo e possiveis trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Convexidade e dualidade Lagrangiana

Este capitulo reune alguns resultados bédsicos sobre convexidade e dualidade La-
grangiana, em especial os resultados relacionados aos programas convexos com auséncia
de brecha de dualidade.

2.1 Analise convexa

2.1.1 Conjuntos convexos

Definicao 2.1 (Conjunto convexo) Seja Q C R". O conjunto Q é convexo se para quais-

quer x,y € Qe a € [0, 1], tem-se
o+ (1 —a)y € Q.

O ponto ox+ (1 —a)y € Q, onde o € [0, 1], se chama a combinagdo convexa de

x e y (com parametro ).

Figura 2.1: llustracdo da definicdo de um conjunto convexo.

Exemplo 2.2 (Conjuntos convexos e ndo convexos) Da definicdo de um conjunto con-

vexo, podemos estabelecer que

(a) O conjunto vazio é um conjunto convexo.

(b) O conjunto { x e R" / ||x|| <r} é convexo para cada valor de r € R.
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(¢) Fixado r >0, o conjunto { x e R" / ||x|| =r } é ndo convexo.
(d) O conjunto {0,1,2} CR ndo é convexo.

Figura 2.2: Dois conjuntos ndo convexos.

Proposicao 2.3 (Intersecdo convexa) Suponha que Q), A € I, é qualquer colecdo de

conjuntos convexos. Entdo a interse¢do,
Q = M,
é um conjunto convexo.

Demonstragcdo. Ver [12, Proposic¢ao 3.2.1]. 0

Figura 2.3: llustracdo do poliedro limitado P.

Definicao 2.4 (Conjunto poliedral) Um conjunto P C R" é um poliedro se existe uma

matriz A € R™" e um vetor b € R™ tal que

P={xcR"/ Ax<b}.



2.1. Analise convexa 7

A importancia de poliedros € 6bvia, uma vez que o conjunto de solucdes vidveis

de todo problema de programacao linear é um poliedro.

Exemplo 2.5 (Poliedro)

(a) A Figura 2.3 mostra o poliedro limitado
P={xcR?/ x1>2; x+x<6; 2x; —x;<4}.
(b) O poliedro ilimitado
P={xe R?2 / x1>2; x1+x2<2; 3x1—x2 >0} émostrado na Figura 2.4.

Figura 2.4: llustragdo do poliedro ilimitado P.

Definicao 2.6 (Cone) Um conjunto K C R" é um cone quando
xeK = txekK, VieR,.

Em adicdo, se K é convexo entdo K é chamado cone convexo.

Observacao 2.7 Pela Definicdo (2.6), se K é um cone ndo vazio entdo necessariamente

0 € K. Intuitivamente, K é um conjunto de diregées.

Exemplo 2.8 Alguns exemplos de cone sdo: o espaco R", qualquer subespaco vetorial

de R", o octante ndo negativo R’ .

Exemplo 2.9 (Cone)

(a) O conjunto{x€R"/ Ax <0}, onde A € R™*", é um cone. Como este conjunto é

um poliedro, este tipo de cone em geral é chamado de cone poliedral.
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Figura 2.5: (a) Um cone convexo em R?. (b) Um cone ndo convexo
em R2.

(b) A Figura 2.5(a) ilustra um cone convexo e Figura 2.5(b) ilustra um cone ndo

convexo

Definicao 2.10 (Direcdo vidvel) Dizemos que d € R" é uma dire¢do vidvel em relagdo

ao conjunto Q no ponto X € Q, quando existe € > 0 tal que

X+tdeQ Vitelle].

Definimos a distancia entre um ponto x € R” e o conjunto  C R" como
dist(x,Q) = inf ||y —x]|.
yeQ

Definicao 2.11 (Direcdo tangente) Dizemos que d € R" é uma diregdo tangente em

relacdo ao conjunto Q no ponto X € Q quando
dist(x+1d,Q) =o(t), teR,,
onde o(t) possui a propriedade de que o(t)/t — 0 quando t — 0.

O conjunto de todas as direcdes tangentes é chamado o cone tangente a 2 no

ponto X € Q, denotado por Tq(X).

Definicao 2.12 (Cone dual) O cone dual (ou cone polar) de um cone K C R" é definido

por

K'={yeR"/ (yd)<0, VdeK}.

Definicao 2.13 (Cone normal) sejam Q C R" um conjunto convexo e x € Q. O cone

normal no ponto X em relacdo ao conjunto Q é dado por

No(@) ={deR"/ {dx—3) <0, VxecQ}.
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Figura 2.6: Exemplos do cone normal de um conjunto convexo.

A seguir, mostramos que no caso convexo, o dual do cone tangente é exatamente
o cone normal definido acima. Veja Figura (2.6).

Dizemos que € regular no ponto X quando:

NQ()E) = TQ(X)*.

Proposicao 2.14 Seja Q C R" um cojunto convexo ndo vazio. Entdo para todo % € Q,

temos
x € To(X)" se, esomentese, x'(x—x)>0, VieQ.
Além disso, Q é regular para todo x € Q. Em particular, temos
To(X)" =Nqg(x), Ta(X)=Nq(x)".
Demonstracdo. Ver [4, Proposicdo 4.6.3]. 0J

Teorema 2.15 (Teorema de separacdo) Sejam Q1 C R" e Qy C R" conjuntos convexos
ndo vazios tais que Q1 N Qs = 0. Entdo existem a € R"\{0} e ¢ € R tais que

(a,x1) <c <{a,xp) VYx €8, Vx€ .

Demonstracdo. Ver [12, Teorema 3.2.6] O

Teorema 2.16 (Teorema de separagdo estrita) Sejam Q; C R" e Qy C R" conjuntos
convexos, fechados e ndo vazios. Suponhamos que um deles também seja limitado.

Entdo Q1 NQy = 0 se, e somente se, existem a € R"\{0} e ¢ € R tais que

(a,x1) <c<{a,xp) Vx €Qp, Vi €Qy.



2.1. Analise convexa 10

Demonstragcdo. Ver [12, Teorema 3.2.7] |

Exemplo 2.17 (ilustracdo do teorema de separacdo) Considere o conjunto fechado e
convexo Q={xcR?/ ||x| <1} eoponto y=(1.2,1.5). Como y¢&Q pelo Teorema
de separagdo temos que existe uma reta em R? que separa y de Q. Esta reta no entanto

ndo é unica. Ver figura 2.7.

Figura 2.7: llustracdo do Teorema de separagdo.

2.1.2 Funcgoes convexas

Definicao 2.18 (Fungdo convexa)
Se Q C R" é um conjunto convexo, diz-se que a fungdo f : Q — R é convexa em

Q quando para quaisquer x € Q,y € Q e a € [0, 1], tem-se

flox+(1—a)y) < of(x)+ (1 —0)f(y).

A funcio diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima € estrita para todos os
x#yeac(0,1).
Uma funcdo f : R” — R é concava (resp. estritamente concava) quando —f é

convexa (resp. estritamente convexa).

Exemplo 2.19 (Funcées convexas) Usando a definicdo podemos estabelecer que:

(a) A funcdo f:R" — R definida por f(x) = ||x|| é convexa em R".
(b) Seja c € R", a € R. A fungdo afim f(x) = c'x+a=Y]_ cjxj+a é convexa e

concava sobre R".
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Figura 2.8: Uma funcdo convexa.

Figura 2.9: Uma funcdo ndo convexa.

Proposicao 2.20 (Soma de fungoes convexas) Sejam Q C R" um conjunto convexo e f; :
Q— R, i=1,...,p, funcoes convexas em Q. Entdo para quaisquer o;; € Ry, i=1,...,p,

a fungdo
)4
fQ—=R, flx)=) oifi(x)
i=1
é convexa em Q.

Demonstracdo. Ver [12, Proposicao 3.4.1]. 0

Proposicao 2.21 (Convexidade da composicdo de fungoes) Sejam g : R" — R uma funcdo

convexa, h : R — R uma funcdo convexa e ndo decrescente. Entdo a fun¢do

[R" =R, f(x)=h(g(x))
é convexa.

Demonstracdo. Ver [12, Proposicao 3.4.3] 0J

Exemplo 2.22 Suponha que a funcdo g é convexa.

(a) A funcdo x — —log(—g(x)) é convexa sobre o conjunto { x e R" / g(x) <0 }.
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(b) A fun¢do x — —1/g(x) é convexa sobre o conjunto { x € R" / g(x) <0 }.

(c) A fungdo x — 1/log(—g(x)) é convexa sobre o conjunto { x e R" | g(x) < —1 }.

Definicao 2.23 Seja Q C R" um conjunto convexo. Dizemos que g : Q — R é convexa

em L se todas as fungoes g : 2 — R, j=1,...,m, sdo convexas em Q.

Teorema 2.24 (Continuidade de fungoes convexas) Sejam Q C R um conjunto convexo
e aberto e f: Q — R uma funcdo convexa em Q. Entdo f é localmente Lipschitz-continua

em Q. Em particular, f é continua em Q2.

Demonstracdo. Ver [12, Teorema 3.4.2]. O

Em particular, se f : Q — R é convexa no conjunto convexo Q C R", entdo f é

continua no interior de Q.

Exemplo 2.25 Sejam Q=1[0,1]e f: Q — R,

2, se x=-—1loul,
f@=<"
x5, se —1<x<l1.
Note que f é convexa em Q, mas [ ndo é continua nos pontos x =1 e x = —1

(na fronteira do seu dominio); veja a Figura 2.10.

Figura 2.10: llustracdo do Exemplo 2.25.
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Defini¢io 2.26 Uma fungdo f : R" — RU{+e} é denominada semi-continua inferior

(resp. superior) em um ponto x € R" se, para todo {xk} C R”" com x* — x tem-se

f(x) <lim inf (x5 <resp. f(x) > lim sup f(xk)>.

k—ro0

Figura 2.11: Funcdo semi-continua inferior.

Definicao 2.27 Considere o conjunto Q C R" ndo vazio. A fungdo
3¢ : R" — RU{+oo} definida por

0 xeEQ
= ’ 2-1
Sa(x) { too, x&Q -1

é denominada funcdo indicadora de Q.

Note que Q é um conjunto convexo e fechado se, e somente se, 8o € uma fungio

convexa e semi-continua inferior.

Observacao 2.28 Seja Q C R" um conjunto convexo. Uma fungdo convexa f : Q — R,

pode ser estendida a uma fun¢do convexa f:R*" - RU {+0} da seguinte forma:

. {f(x), xeQ (2-2)

o=

Definicio 2.29 Uma fungdo f : R" — RU{+o0} € dita convexa prépria quando
f(x) < oo para algum x € R".

Se f € uma funcdo convexa finita, e  é um conjunto convexo, fechado e nao

vazio , entao

f(x), x€Q

2-3
- xd0 (2-3)

ﬂ@+59@%={
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€ semi-contfua inferior, propria e convexa.

Considere o problema

min f(x)
s.a x € Q, (2-4)

Note que o problema (2-4) é equivalente a:

min. £(x) +8a(x)
s.a x e R (2-5)

Definicao 2.30 (a) Uma combinacdo afim de elementos xi, ...,x; de R" é um elemento
da forma Zf-;l a;x;, onde a; > 0,i=1,- k.
(b) Uma variedade afim em R" é um conjunto contendo todas suas combinagoes afins.
E facil verificar que a intersecdo de variedades afins é ainda uma variedade afim.
(c) Seja S C R" um conjunto ndo vazio. O fecho afim de S, denotado por af f(S), é a
variedade afim gerada por S, isto é, a intersecdo de todas as variedades afins que

contém S.

Observacao 2.31 O fecho afim de S é a menor variedade afim que contém S e pode ser

construida diretamente de S colecionando todas as combinagées afins de elementos de S.

Definicao 2.32 Seja QQ C R" um conjunto convexo. O interior relativo de €, denotado
por rint(Q) € o interior de Q com relagdo a topologia relativa do fecho afim de Q; isto é,
x € rint(Q) se, e somente se, x € af f(Q) e existe d > 0 tal que af f(Q) NB(x,d8) C Q.

Exemplo 2.33  (a) Se Q = {x}, comx € R, entdo af f(Q) = {x} e rint(Q) = {x}.
(b) Se Q= B(x9,d), comx, € R" e 8> 0, entdo af f(Q) = R" e rint(Q) = B(xp, ).

Considere agora um conjunto Q C R", um ponto x € R" e o problema de
encontrar um ponto de  mais préximo de x. Este problema pode ndo ter solucdo e
quando tem, ndo garantimos unicidade. No entanto, conforme provaremos a seguir, se
Q ¢ fechado, entdo existe solu¢do. Se além de fechado, for convexo, a solugdo € tnica e
serd chamada de projec@o de x sobre Q, denotada por Pg(x). Veja ilustracdo na Figura
(2.12).

Definicao 2.34 Definiremos a projecdo de x € R" sobre Q, do seguinte modo:

Po(x) :=argmin{|ly —x|| : y € Q}. (2-6)
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Figura 2.12: Projecdo sobre um conjunto.

Teorema 2.35 ( Teorema da Projecdo )

(@) Seja Q C R" um conjunto fechado e ndo-vazio. Entdo para todo ponto x € R", existe
uma projecdo de x sobre Q.

(b) Se, além de ser fechado, o conjunto Q for convexo, entdo para todo ponto x € R",
existe uma unica projecdo de x sobre Q.

(¢c) Um ponto x € Q é a projecdo de Pg(x) se, e somente se,

(x—X%,y—x) <0, para todo yé€ Q.

Demonstragcdo. Veja [12, Teorema 3.2.4]. |
A seguir, mostramos que o operador de projecdo € ndo expansivo (i.e., Lipschitz-continuo

com moédulo um), veja a Figura (2.13).

Figura 2.13: O operador de projecdo é ndo expansivo.

Proposicao 2.36 ( Operador de projecdo é ndo expansivo ) Seja & C R" um conjunto

convexo e fechado. Entdo parax € R" e y & R" quaisquer,
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[1Pa(x) = Pa(y)|| < [lx—yl|.

Demonstragdo. Ver [12, Corolario 3.2.3]. O

A seguir apresentamos algumas propriedades do operador de projecao sobre um

cone convexo e fechado.

Proposicao 2.37 Seja K um cone convexo e fechado. Entdo y, = Pg(x) se, e somente se,

yx €K, x—yxeK*, <x_yxayx>:()~

Demonstracdo. Ver [11, Propocdo 3.2.1]. [

Algumas propriedades que sdo consequéncia da Proposicdo (2.37) para todo

x € R" sdo,

Po(x) =0 se, e somente se, x¢€ Q7
Pqo(ox) = aPg(x) para todo o > 0;

PQ(—X) = —P_Q(x).

Teorema 2.38 (Decomposi¢cdo de Moreau) Seja K um cone convexo e fechado. Para

x,x1,Xx2 € R", as seguintes propriedades sdo equivalentes:

(a) x=x1+x2 comx; €K, x, €K* e (x1,x2)=0;
(b) x1 = Pg(x) e x3 = Pg+(x).

Demonstragdo. Ver [11, Teorema 3.2.5]. O



2.2. Relaxagdo Lagrangiana 17

2.2 Relaxacao Lagrangiana

Consideremos o problema

fF=min f(x) (2-7a)
s.a x€ (2-7b)

onde f: R" — R € uma funcdo dada e Q C R”, definimos a relaxacdo de (2-7) como sendo

o problema

fr = min fg(x) (2-8a)
s.a x € Qg (2-8b)

onde fg: R" — R € uma fun¢do com a propriedade que fg < f sobre Q, e onde Q C Q.

Para estes dois problemas temos o seguinte resultado basico.

Teorema 2.39 (Teorema de Relaxacdo)

(a) [relaxagdo] fp < f*.
(b) [inviabilidade] Se (2-8) é ndo vidvel, entdo também o é (2-7).

(c) [relaxagdo dtima] Se o problema (2-8) tem solugdo xy, o qual satisfaz que
XREQ e frlxg) = f(xg), (2-9)
entdo xp € uma solugdo para (2-7) também.

Demonstracdo. O resultado em (a) € obvio, como toda solu¢do vidvel em (2-7) € também
vidvel em (2-8) e tem valor funcional inferior no ultimo problema. O resultado em (b)

segue por razdes semelhantes. Para obter o resultado em (¢), note que

fxg) = frlxg) < fr(x) < f(x), x€Q

a partir do qual o resultado segue. 0
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2.3 Dualidade Lagrangiana

Nesta secdo, vamos formular o problema dual Lagrangiano e estabelecer a sua
convexidade. O Teorema da Dualidade Fraca também € estabelecido, e discutiremos um

pouco sobre multiplicadores de Lagrange e "brecha de dualidade".

2.3.1 Relaxacao Lagrangiana e o problema dual

Considere o problema de otimizacao

ff = min f(x) (2-10a)
s.a xe€Q (2-10b)
gilx) <0, j=12,...,m, (2-10c)

onde f:R" - Reg;:R"— R (j=1,2,...,m) sao fungdes dadas, e Q C R". Para este

problema, assumimos que

—o0 < fF < oo, (2-11)

i.e., f € limitado inferiormente e que o problema tem ao menos uma solugdo viavel.
Para um vetor arbitrario u € R™, definimos a fun¢do Lagrangiana
m
L(x,u) = f(x) + ) ig;(x) = f(x) + 4 g(x). (2-12)
j=1
O vetor y* € R™ ¢é dito um multiplicador de Lagrange se for ndo negativo e

satisfaz f* = infycq L(x,u").

Teorema 2.40 (Multiplicadores de Lagrange) Seja u* um multiplicador de Lagrange.

Entdo x* é uma solucdo otima para (2-10) se, e somente se, x* é vidvel em (2-10) e
X' e argiréiélL(x,y*), e Wigi(x')=0, j=12,.m. (2-13)
Demonstracdo. Se x* é uma solucdo 6tima para (2-10), entdo em particular € vidvel, e
J* = F) 2 L ) 2 inf L) = )

onde as desigualdades decorrem da viabilidade de x* e a definicdo de multiplicador de

Lagrange. Assim, (2-13) se verifica.



2.3. Dualidade Lagrangiana 19

Reciprocamente, se x* € vidvel e vale (2-13), entdo usando a definicdo de um

multiplicador de Lagrange,
f(x*) =L(x*,u") = inf L(x,u") = 7,
xeQ
obtemos que x* é uma solugdo 6tima. 0

Seja
q(u) = inf L(x,u) (2-14)
xeQ

a funcao dual Lagrangiana, definida pelo valor infimo da funcdo Lagrangiana sobre Q; o

problema dual Lagrangiano é

max q(u), (2-152)
s.a. u>0. (2-15b)
Observe que € possivel que g(u) = —eo para algum u. Se isto é verdade para todos os
u >0, entdo
sup q(u),
s.a. u>0.

éigual a —oo,

O dominio efetivo de g é

Dg={peR" /q(u)> —c}.

Teorema 2.41 (Problema dual convexo) O dominio efetivo D, de q é convexo, e q é

concavo sobre D,,.
Demonstragdo. Sejam x € R", y, u € R™, e o € [0,1]. temos que
L(.X,(Xy+ (1 - (X)‘l_l) = OLL(x,y) + (1 - CX‘)L(XHH)‘

Tome o infimo sobre x €  em ambos lados; logo,

infL(x,ogu—{—(l —OC)‘I._I) = lnf{O(.L(x,‘Ll)—l—(l —(X)L(x,‘l:l)}
xeQ x€Q
> inf oL(x,u) + inf (1 — o) L(x, 1)
x€Q xeQ

= oainf L(x,u) + (1 — ) inf L(x, ),
x€Q xeQ
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devido ao fato de que a € [0, 1], e que a soma dos valores infimo pode ser menor que o

infimo da soma. Por isso,

q(ow+ (1 — o)) > ag(u) + (1 —o)q ().

Esta desigualdade tem duas implicagdes: se u e u pertencem a D,, entdo

ou+ (1 — o)z, também pertence a Dy, e ainda, ¢ é cdncava sobre Dy, O

Como o problema dual Lagrangiano € sempre convexo (maximizacido de uma
funcdo cOncava) com restricdes convexas simples, ele pode ser resolvido de forma
eficiente. No capitulo seguinte veremos como uma solucao 6ptima dual pode ser usada

para obter uma solucdo 6tima primal.

Teorema 2.42 (Teorema da Dualidade Fraca) Sejam x e u vidveis em (2-10) e (2-15),

respectivamente. Entdo,

q(u) < f(x).

Em particular vale,
q<f
Se q(u) = f(x), entdo o par (x,u) € dtimo no seu respectivo problema.

Demonstragdo. Para todo u > 0 e x € Q com g(x) <0,

q(u) = xigsgL(x,u) < flx)+uglx) < f(x),

assim

*=su <  inf = f*,
q Hzgq(u) S el (x)gof (x)=f

O

Dualidade fraca é também uma consequéncia do Teorema de Relaxacdo: Para
qualquer u € R, seja

S=QnN{xeR"/ gx) <0}, (2-17a)
Sp=0Q. (2-17b)
Jr=L(.p). (2-17¢)

Entdo, o Teorema de dualidade fraca € o resultado da parte (a) do Teorema 2.39,

de onde relaxacao Lagrangiana é uma relaxagao em termos da definicdo na Sec¢ao 2.3.
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() (b)

(©

Figura 2.14: Exemplos onde S é ndo vazio mas o problema primal
é ndo vidvel.

Se nossa hipétese inicial (2-11), € falsa, entdo o que implica a dualidade fraca?
Suponha que f* = —co. Entéo dualidade fraca implica que g(u) = —eo para todo u € R,
i.e., o problema dual é ndo vidvel. Suponhamos entdo que Q # 0 mas que
QN{xeR"/ g(x) <0} évazio. Entdo, f* = oo, por convencdo. A fungio dual satisfaz
q(u) < oo para todo u € R, mas € possivel que g* = —co, —oo < g* < o0, Ou g* = 0. Ver
Figuras 2.14(a), 2.14(b) e 2.14(c).

Se ¢* = f* dizemos que nao ha brecha de dualidade. Se existe um vetor de
multiplicadores de Lagrange, pelo teorema da dualidade fraca, isto implica que nao ha
brecha de dualidade. O reciproco ndo é verdadeiro em geral: pode haver casos em que
nao existe multiplicador de Lagrange, mesmo quando ndo ha brecha de dualidade, nesse
caso, porém, o problema dual Lagrangiano ndo pode ter uma solu¢do 6tima, como mostra

a seguinte proposicao.
Proposicao 2.43 (Brecha de dualidade e a existéncia de multiplicadores de Lagrange)

(a) Se ndo houver brecha de dualidade, entdo o conjunto de multiplicadores de La-
grange é igual ao conjunto de solugoes otimas duais (que no entanto pode ser
vazia).

(b) Se houver brecha de dualidade, entdo nao existem multiplicadores de Lagrange.

z

Demonstragdo. Pela defini¢do, um vetor y* € R é um multiplicador de Lagrange se, e
somente se, f* = g(u*) < ¢*, a igualdade segue da defini¢do de g(u*) e a desigualdade
da defini¢do de ¢* sobre R”!. Pela dualidade fraca, esta relacdo € vilida se, e somente se,

nao ha brecha de dualidade e y* € uma solugdo 6tima dual. 0
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2.3.2 Condicoes de otimalidade global

O resultado seguinte caracteriza cada solucdo 6tima primal e dual. E aplicdvel
somente na presenca de multiplicadores de Lagrange; em outras palavras, o sistema (2-18)
€ consistente se, e somente se, existe um multiplicador de Lagrange e nao hd brecha de
dualidade.

Teorema 2.44 (Condicoes de otimalidade global na auséncia de brecha de dualidade)
O vetor (x*,u*) é um par de solucdo dtima primal e um multiplicador de Lagrange se, e

somente se,

u >0 (Viabilidade dual) (2-18a)

x" € arg EcréigtzlL(x, u) (Otimalidade Lagrangiana) (2-18b)
xeQ, gx)<0 , (Viabilidade primal) (2-18¢)
pigi(x) =0, j=1.2,...m (Condi¢cdo de complementaridade) (2-18d)

Demonstracdo. Suponhamos que vale (2-18). Aplicamos o Teorema de relaxagdo (2.39)
como segue, consideremos a relacdo (2-17), com y = u* € R e xg = x*. Em seguida,

observe as seguintes equivaléncias:

1. A solucdo relaxada xg, € uma solugdo Otima Lagrangiana. (Otimalidade La-
grangiana é satisfeita).

2. Que xg € Q, significa que ele é vidvel para o problema primal. (Viabilidade Primal
é satisfeita).

3. Que f* = fg, significa que (u*)'g(x*) = 0. (Condi¢do de complementaridade é

satisfeita).

Para concluir, se as condi¢cdes em (2-18) sdo satisfeitas, entdo o Teorema 2.39
implica que o vetor (x*,u*) é um par de solu¢do 6tima primal e um multiplicador de
Lagrange.

Reciprocamente, se (x*, ") é um par de solu¢éo 6tima primal e um multiplicador
de Lagrange, entdo eles sdo obviamente primal vidvel e dual vidvel, respectivamente. As

duas ultimas equacdes em (2-18) seguem do Teorema 2.40. 0J

2.3.3 Dualidade forte para programas convexos

Vimos como a dualidade fraca permite formar um problema de otimizag¢ao con-
vexa que proporciona uma cota inferior para o problema primal original, mesmo quando

este nao é convexo.
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Dizemos que o problema satisfaz a dualidade forte, se ndo hd brecha de dual-
idade. Mais importante, porém, é que a dualidade forte estd profundamente associada
com a convexidade do problema original, e € em especial no ambito da convexidade que
as solugdes Gtimas primais e duais estdo ligadas através das condi¢des de otimalidade
global proporcionadas na se¢do anterior. Comegamos por analisar o caso de restricdes de
desigualdade, provando este resultado com mais detalhe.

Consideremos o problema convexo (2-10), onde f: R" — Re g;: R" — R sdo
fungdes convexas e Q C R” é um conjunto convexo. Para este problema, temos que definir

uma qualificagdo das restri¢oes.

Definicao 2.45 (Qualificacdo de Slater) Dizemos que o problema (2-10) com Q
convexo, [ e gj convexas sobre L, satisfaz a condigdo de qualificacdo de Slater quando

existir x € Q tal que
gj(x) <0 para todo j=1,2,...,m. (2-19)

Teorema 2.46 (Dualidade Forte) Suponha que valem (2-11) e a qualificacdo de slater
(2-19) para o problema convexo (2-10). Entdo

(a) Ndo hd brecha de dualidade entre os problemas primal e dual. Além disso, existe
pelo menos um multiplicador de Lagrange p*.

(b) Se o minimo em (2-10) é atingido para algum x*, entdo o par (x*,u*) satisfaz as
condigoes de otimalidade global (2-18).

Demonstracdo. (a) Comegamos por estabelecer a existéncia de um multiplicador de
Lagrange (e auséncia de brecha de dualidade).

Primeiro, consideramos o seguinte subconjunto de R”*! :
A={(z1,.,zmw)" | Ix€Qcomgj(x) <zj, j=1,...m; f(x) <w}.

E facil verificar que A é convexo. Observe que (07, *), 0 € R" ndio é um ponto
interior de A; caso contrario, para algum € > 0 vale que o ponto (0/,f* —€)' € A o
que é uma contradi¢do pela defini¢do de f*. Portanto, pelo Teorema de separacdo 2.15,
podemos encontrar um hiperplano passando por (0, f*)' tal que A estd em um dos dois

semi espagos. Em particular, existe um vetor (¢, )" # (07,0)’ tal que
Bf* <Pw+uz, (Z,w) €A. (2-20)

Isso implica que
p=0, u=0, (2-21)
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como para cada (z',w)" € A temos que
(Zt7W+Y)t €A e (Z17"'7Zj—1azj+%zj+l7"'7Zmaw)[ €AY Y>O e J: 17“'7m'

Afirmamos que B > 0. De fato, se ndo fosse o caso, entio f = 0 e (2-20)
implicaria que t/z > 0 para todo par (z/,w)’ € A. Mas como (g(¥'),0) € A, onde ¥ é

tal que satisfaz a qualificacao de Slater, obtemos que
m

0< Y ujg,(®),
j=1

como por (2-21) u > 0 e por hipétese x satisfaz a qualificacdo de Slater, isto implica que

u = 0. Isto significa, no entanto, que
(', B) = (0°,0),

chegando a uma contradi¢do. Portanto, podemos afirmar que § > 0. N6s também, sem
perda de generalidade, podemos supor que B = 1.
Assim, como (g(x)’, f(x))" € A para cada x € Q, de (2-20) temos

< fx)+igx), xeQ.

Tomando o infimo sobre x € Q e usando o fato que u > 0 obtemos

[ < xigsfz{f (x) +1lg(x)} = q(u) < sggq(u) =q".

Usando o Teorema de Dualidade Fraca (2.42) segue que u € um vetor multipli-

cador de Lagrange, e ndo existe brecha de dualidade.

(b) O resultado segue do Teorema 2.44. O
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2.4 Exemplos

Exemplo 2.47 (Um problema dual diferencidvel explicito)

Consideremos o problema

min f(x) = x] +3,
s.a. x1+xy>4,
Xj > O, j: 1,2.

Definimos g(x) = —x1 —x2+4e Q={ (x1,x2) / x; >0, j=1,2}.

Entdo a funcdo dual Lagrangiana é

q(u) = fcféigL(xw) = f(x) —ulx +x2—4)
= dp+min{x] +23 — ey — o}
xeQ
= 4u4min{x? —px; } + min{x3 —uxa}, w>0.
x1>0 x>0
Para um p > 0 fixo, 0 minimo € atingido em xi(u) =5, x2(u) = 5.
Substituindo esta expressdao em q(u), obtemos que

12

q(k) = f () —ulx () +x2() —4) = du ==

Note que q é estritamente concava e diferencidvel, (devido ao fato de que f e g
sdo diferencidveis e x(u) € inico), pelo item (d) do Teorema de Danskin 2.52.

Temos entdo que
q(n)=4-pu=0+=p=4
Como u > 4, este é o otimo no problema dual, logo
=4 e x"=(a@)x@)) =(22),
e também f(x*) = q(u*) = 8.

Este é um exemplo onde a funcdo dual é diferencidvel, neste caso o otimo x*

também é unico.
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Exemplo 2.48 (Um problema dual implicito ndo diferencidvel) Consideremos o pro-

blema linear

min f(x) = —x; —x2,
s.aa. 2x1+4x, <3,
0<x <2,
0<x<I1.

Vemos que a solugdo é x* = (3,0)!, e f(x*) = —3.

Consideremos a relaxa¢do Lagrangiana

L(x,u) = —x; —xp +u(2x) +4xp — 3);

—_3 in {(—142 in {(—1+4
q(u) u+0g}gz{( + u)X1}+0§mx;1%1{( +4u)x}

345y, 0<u<1/4,
=49 24w, 1/4A<pu<l1/2
—3u, 1/2<p.

Vemos que u* = %, e, portanto, que q(u*) = —%. Para problemas lineares, temos
dualidade forte, mas como podemos obter a solugdo dtima primal apartir de y*? E claro
que q ndo é diferencidvel em u*. Vamos utilizar a caracterizagdo dada no sistema (2-18).

Primeiro, em u*, é claro que o conjunto solucdo do subproblema Lagrangiano

Q') ={xcQ/ f(x)+u"glx) = qu)

é o conjunto {(2a,,0) / 0 <o <1}.

Entre as solugcoes do subproblema Lagrangiano, temos que encontrar uma que
seja primal vidvel, bem como satisfazer a condi¢cdo de complementaridade.

Viabilidade primal significa que 2.20.4+2.0 <3 <= o <3/4.

Além disso, a complementaridade significa que
w.(2x] +4x5—3) =0<= a=3/4, desde que u* #0.

Nos concluimos que o tinico vetor primal x que satisfaz o sistema (2-18) junta-

mente com a solugdo dual dtima u* =1/2 é x* =(3/2,0)' com f*=q".

No primeiro exemplo, a funcdo dual Lagrangiana € diferencidvel desde que
x(u) seja tnico. O segundo mostra que, do contrério, pode haver pontos de ndo diferen-

ciabilidade da funcdo ¢, os quais implican a existéncia de mais de uma solu¢do. Uma
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consequéncia desse fato € que obter uma solug@o primal 6tima torna-se mais complexo.

2.5 Propriedades de diferenciabilidade da funcao dual

Nos estabelecemos que o problema dual Lagrangiano (2-15) € convexo, e ainda
que em algumas circunstancias, podemos gerar uma solucdo 6tima dual que tem o mesmo
valor 6timo do problema original. Passamos agora a estudar o problema Lagrangiano dual
em detalhes, e em particular, como ele pode ser resolvido de forma eficiente. Primeiro, va-
mos estabelecer quando a func¢ao dual g € diferenciavel. Veremos que a diferenciabilidade
se satisfaz apenas em alguns casos especiais. Em muitos problemas praticos e tedricos,
a fungdo ¢ € ndo diferencidvel. Em tais situagdes, o método subgradiente pode ser uma
alternativa bastante interessante. A seguir apresentamos a no¢ao de subgradiente de uma

funcdo convexa e algumas propriedades bésicas.

2.5.1 Subdiferenciabilidade de fun¢oes convexas

Ao longo desta se¢do supomos que f : R" — R € uma fun¢do convexa, e estu-

damos suas propriedades de subdiferenciabilidade.

Definicao 2.49 (Subgradiente) Seja f : R" — R uma funcdo convexa. Dizemos que um

vetory € R" é um subgradiente de f em x € R" se

f)>fx)+¥Y(y—x), VyeR" (2-24)

O conjunto de todos os subgradientes de f em x é denotado por df(x) e chamado de

subdiferencial de f em x.

Observe a relagio com a caracterizagdo de uma funcdo convexa de classe C!. E
conhecido que df(x) contém mais de um elemento em um ponto nio diferencidvel. Assim
como o gradiente gera hiperplanos suportando o grafico de uma fun¢ao convexa de classe
C', os subgradientes também gera hiperplanos suportando o grifico de f, porém no caso

ndo diferencidvel existe mais de um vetor "suporte”. [lustramos este fato na Figura 2.15.

Observe também que um minimo global x* de f sobre R” fica caracterizado pelo
fato que 0 € df (x*).
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Figura 2.15: Trés possiveis hiperplanos da funcdo convexa f em x.

Definicao 2.50 (Derivada direcional) A derivada direcional de f no ponto x na direcdo
dé

) +1td) — f(x)

"(x;d) = 1 flx .

U (X ) t—1>r(I)l+ t

Proposicao 2.51 Seja f: R" — R uma fungcdo convexa. Um vetor x* minimiza f sobre

um conjunto convexo Q C R" se, e somente se, existe um subgradiente y € df (x*) tal que

Y(x—x*)>0, VxeQ.

Demonstragcdo. Ver [4, Proposicdo 4.7.2]. 0

Proposicao 2.52 (Propriedades de uma funcdo convexa) Seja f : R" — R uma funcdo

convexa.

(a) Para cada x € R", df(x) é um conjunto ndo vazio, convexo e compacto. Se . é
limitado entdo Uycqdf(x) € limitado.

(b) A aplicagdo subdiferencial x — 3 f(x) é uma aplicacdo fechada; i.e., se {x*} é uma
sequéncia de vetores em R" convergindo a x, e vale que Y € df(xX) para cada
k, entdo a sequéncia Y de subgradientes é limitada e cada ponto de acumulagdo
pertence a df (x).

(c) Para cada x € R" a derivada direcional de f em x na direcdo de d € R" satisfaz

"(x;d) = max Yd. 2-25
f(x:d) Yeaf(x)y (2-25)
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Em particular, f é diferencidvel em x se, e somente se, o subdiferencial de f em x

consiste de um tinico elemento, o V f(x). Neste caso,

f'(ed) = Vf(x)d.

(d) [Teorema de Danskin| Sejam Z um subconjunto compacto de R™, e ¢ : R" x Z — R
continua e tal que §(.,z) : R" — R é convexa para cada z € Z. Seja a fungdo
h:R" — R dada por

h(x) = max o(x,z), xeR™ (2-26)

A fungdo h entdo é convexa sobre R" e tem derivada direcional em x na direcdo d
igual a

W (x;d) = max,c 7009 (x,2:d), (2-27)

onde ¢'(x,z;d) é aderivada direcional de ¢(.,z) em x nadire¢do d, e

Z(x) ={zeR"/ ¢(x,z) = h(x) }.

Em particular, se Z(x) contém um sé ponto 7 e O(.,7) € diferencidvel em x, entdo

h é diferencidvel em x, e <7h(x) = </,x0(x,Z), onde <7,0(x,Z) € o vetor com
aq)(X,Z) ;] —

componentes ==, i = 1,...,n.

Se ainda §(x,z) € diferencidvel para todo z € Z e <7,0(x,.) é continua sobre Z para

cada x, entdo vale
oh(x) = conv{ \/,0(x,2) / z€Z(x) }, xeR".

Demonstracdo. (a) Este € um caso especial de [22, Teorema 24.7].

(b) Ver [22, Teorema 24.5].

(c) Ver [22, Teorema 23.4 e 25.1].

(d) Ver [3, Proposicao B.25]. ]

Definicao 2.53 Dizemos que d € R" é uma direcdo de descida de f : R" — R no ponto
x € R", se existe € > 0 tal que

fx+1td) < f(x), Vre(0,g].

Denotamos por Dr(x) o conjunto de todas as dire¢des de descida da fungdo f no
ponto x.
Da parte (c) da Proposi¢ao 2.52, obtemos a seguinte condicao que é necessdria e

suficiente para que d € R” seja uma direcao de descida de f no ponto x:

deDs(x) <= (yd)<0 Vyecdf(x).
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Uma consequéncia imediata disso € o seguinte fato, para obter uma direcdo
de descida da funcdo f num ponto dado x, necessitamos conhecer todo o conjunto
subdiferencial df(x), o qual pela parte (a) da Proposi¢do 2.52 é ndo vazio. Em particular,
tomando um subgradiente qualquer, a direcao oposta a um subgradiente pode ndo ser de
descida, no entanto é bem conhecido que quando f € diferencidvel a direcdo oposta ao

gradiente de f € de descida.

Exemplo 2.54 Seja f: R?> — R, f(x) = |x1| + 2|x2|. Consideremos um ponto x = (x1,0),

onde x| > 0 € arbitrdrio. Como é fdcil de verificar,

y=(1,2) €9f(x).

No entanto, para todo t > 0 suficientemente pequeno,
fx—ty)=|x1 —t|+2|0—2t| =x1 — 1t +4t =x1 + 3t > x; = f(x),

o que mostra que —y & Dr(x).

Figura 2.16: A direcées —y ndo é uma direcdo de descida.

2.5.2 Diferenciabilidade da funcao dual Lagrangiana

No6s consideraremos o problema de restricdes de desigualdade (2-10), onde

fazemos as seguintes hipdteses:

f,gj, J=1,....,m, sdo fungbes continuas; € é ndo vazio e compacto. (2-28)

Sob esta hipétese, o conjunto de solucdes para o subproblema dual Lagrangiano,
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Qu)={xeQ/ Lx,u)=qu) }, peR", (2-29)

Figura 2.17: O subdiferencial de uma func¢do convexa f em x.

€ ndo vazio e compacto para qualquer escolha do vetor dual y. Primeiro, desenvolvemos
as propriedades de subdiferenciabilidade da funcdo dual g, dada em (2-14). O primeiro
resultado refor¢a o Teorema 2.41 sob algumas hipéteses adicionais. Com um abuso de
notacdo, o conjunto dos elementos v, tal que —v € um subgradiente da fun¢do convexa
—qg em y, serd chamado de subdiferencial da fun¢do concava g em y. O subdiferencial de

uma fun¢do concava é também conhecido como superdiferencial.

Proposicao 2.55 (Subdiferenciabilidade da funcdo dual) Suponha que no problema
(2-10), valem as hipoteses em (2-28).

(a) A funcdo dual (2-14) é finita, continua e concava sobre R™. Se o seu supremo sobre
R’ € atingido, entdo o conjunto solugdo 6timo é fechado e convexo.
(b) Seja u € R™. Se x € Q(u), entdo g(x) é um subgradiente para q em u, i.e.,

8(x) € Iq(u).
(c) A derivada direcional de g em yu € R™ na dire¢cdo de d € R™ é

¢ (u;d) = min d'y.
YEdq (1)

Demonstracdo. (a) Do Teorema 2.41 temos a concavidade de g sobre seu dominio efe-

tivo. Do Corolario [19, pag. 45 ] temos entdo que g € finito sobre R o qual é também o
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seu dominio efetivo.

(b) Seja u, i € R™ e x € Q(u). Temos que

q(u) = inf L(y,u) < f(x)+u'g(x)
yeQ

= fx)+@u—p)gx)+ig(x)
= q(@)+ (u—pn) g(x).

o que implica que g(x) € dg(u).
(c) Ver Teorema de Danskin em 2.52 item (d). [

Em seguida, estabelecemos a diferenciabilidade da funcdo dual sob hipdteses

adicionais.

Proposicao 2.56 (Diferenciabilidade da fun¢do dual) Suponha que no problema (2-10),
vale (2-28).

(a) Seja u € R™. A funcdo dual q é diferencidvel em u se e somente se o conjunto
{gx)/ x€Q(u) } contém um iinico elemento, i.e., se o valor de g(x) € invaridvel

sobre o conjunto solugdo Q(u) do subproblema Lagrangiano. Entdo temos que

para cada x € Q(u).

(b) O resultado em (a) é vdlido em particular se o subproblema Lagrangiano tem uma
tinica solugdo, i.e., o conjunto Q(u) contém um sé elemento. Em particular, esta
propriedade é satisfeita quando € é um conjunto convexo, f € estritamente convexa

emQ, egj, j=1,..,m, sdo convexas, em cujo caso q sempre é de classe C1.

Demonstracdo. (a) A fungdo cdncava g € diferencidvel no ponto u (onde € finita) se e

somente se seu subdiferencial dg(u) tem s6 um elemento, ver parte (b) da Proposigdo 2.55.

(b) Sob qualquer das hipdteses dadas, Q(u) contém somente um elemento, onde o
resultado segue de (a). A unicidade decorre da convexidade do conjunto vidvel e convex-

idade estrita da func¢ao primal, de acordo com [12, Proposicdo 3.1.5].
O



CAPITULO 3

Método Subgradiente Condicional

Métodos subgradientes para minimizar funcdes convexas nao diferencidveis se
originaram em um trabalho de N. Z. Shor no ano 1962; para o caso de otimizacdo ir-
restrita, Ermol’ev [9] provou a convergéncia do método usando comprimento de passos
de séries divergentes, e Polyak [21] estendeu o método para um problema de otimiza-
cdo com restricdes e apresentou vdrias propriedades adicionais. Estes métodos tém sido
aplicados com sucesso na pratica, principalmente em problemas duais via fung¢do La-
grangiana. Métodos subgradientes sdo também aplicados a problemas de relaxacdo para
resolver sistemas de desigualdades lineares (Ver [10]). Neste capitulo apresentamos o
método subgradiente condicional, o qual, como veremos, € uma generalizacdo do método

subgradiente (projetado) usual.

3.1 Subgradiente Condicional

Seja f: R" — R, uma fun¢@o convexa ndo necessariamente diferencidvel. Con-
sidere QQ C R” um conjunto nio vazio, fechado e convexo. Assuma que existe x* € Q uma

solucdo do seguinte problema

f*=min f(x). 3-1
x€Q
Denotaremos por
Q ={xecQ: f(x)=f"}, (3-2)

o conjunto solucdo deste problema, o qual € convexo, nio vazio e fechado (pois f é
continua). Note que a definicdo do subdiferencial (2.49) nao leva em consideragdao o
conjunto restri¢cao, e sim todo o dominio da funcdo. Dem’yanov e Shomesova [6], [7]
generalizaram a defini¢do do subdiferencial para que o conjunto restricio do problema

(3-1) seja levado em consideracao.
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Definicao 3.1 Seja f : R" — R uma funcdo convexa e Q C R". O subdiferencial condi-

cional de f em x € Q ¢é o conjunto
%f(x) ={yeR": f(y) = f(x) +¥ (y—x), para todo y € Q}. (3-3)

Os elementos de 9 f (x) sdo ditos subgradientes condicionais de f em x.

Figura 3.1: Os coeficientes angulares das retas Ry e Ry sdo sub-
gradientes condicionais de f em b, onde Q = [a, D).

Claramente 9 f(x) C 92 f(x) para todo x € Q e como df (x) # 0 entdo 9* £ (x) # 0.
O seguinte teorema é contém propriedades basicas do subdiferencial condicional.

Teorema 3.2 O subdiferencial condicional 0% f (x) é ndo vazio, fechado e convexo para

todo x € Q.

Demonstracdo. O subdiferencial condicional é ndo vazio pois contém o subdiferencial
usual, o qual é ndo vazio. As demais propriedades seguem da defini¢do de subdiferencial

condicional.
O

As condi¢Oes de otimalidade do problema (3-1) sd@o dadas no seguinte teorema.
Teorema 3.3 (Condicoes de otimalidade)

a) x* € Q* se, e somente se, 0 € 3% f(x*).
b) x* € Q* se e somente se, —df(x*) N No(x*) # 0.
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Demonstracdo. (a) Pela definicdo de subgradiente condicional, 0 € 9% f(x*) para x* € Q
se e sO se
f(x)—f(x*) >0(x—x")  para todo x€ Q,

o qual € equivalente a
f(x) > f(x*)  para todo x € Q.

(b) Ver [12, Teorema 3.4.13].

As figuras 3.2 e 3.3 ilustram as condi¢des de otimalidade dadas pelo Teorema 3.3.

Figura 3.2: Uma solugdo otima x*.

Figura 3.3: Uma solugcdo ndo otima x.

Teorema 3.4 (Caracterizacdo do subdiferencial condicional)

9% f(x) = Of (x) + No ()

para cada x € Q.
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Demonstracdo. Suponha que y € 9% f(x), onde x € Q é fixo e arbitrario. Da,

fO)Z fX)+v(y—x), para todo y€Q

Defina a funcdo auxiliar 4 : Q — R por

Claramente,

e h é convexa em 2,
h(y) > 0Oparatodoy € Q, e
e h(x)=0.

Entdo, x € um minimizador de 7 em Q. Assim, pela condi¢do de otimalidade, item (b) do

Teorema 3.3, temos que
—0h(x) NNg(x) # 0.

Ainda mais, da defini¢do de h, —0dh(x) = —df(x) + {y}. Daqui, existe —y, € —df(x) tal
que My := —Yx +7Y € No(x). Portanto,

Y =" +Mx € 9f(x) +No(x).

Assim,

0% f(x) C 9f(x) +Na(x).

Por outro lado, suponha que
Y="1+"2 €9f(x) +Na(x),
onde y; € df(x) e V2 € No(x). Assim, temos que

fO) > f(x)+n(y—x), paratodo yeR"

Y2(y—x) <0 para todo y€ Q.

Somando as duas desigualdades anteriores, obtemos

fO) =z fEO+mMm+m)—x)
= f(x)+y(y—x) para todo ye€ Q.



3.2. Algoritmo Subgradiente Condicional 37

o qual significa que y=y; +7, € 9% f(x). Portanto, d f (x) + No(x) C 02 f(x), e o resultado
segue.

O
Em seguida, apresentamos uma outra forma de relacionar o subdiferencial usual e o

subdiferencial condicional. Considere o seguinte problema "irrestrito "equivalente a (3-1):

(PA)
f* = min f2(x), (3-4)

onde
() = f(x) +8a(x), (3-5)

e do(x) é a fungdo indicadora do conjunto Q em x, definida em (2.27).

A funcdo auxiliar f(x) é semi-continua inferior, prépria e convexa.

Teorema 3.5 (Caracterizagdo do subdiferencial da fungdo auxiliar)

of%(x) =df(x) +38q(x), x€Q

Demonstracdo. O resultado segue de [12, Proposicao 3.4.8]. 0J

Uma vez que ddg(x) = Ng(x) para todo x € Q, o Teorema 3.4 e o Teorema 3.5

implicam o seguinte resultado.

Teorema 3.6 (Igualdade de subdiferenciais)

0% f(x) =af%(x), para todo x € Q.

Note que 9 fQ(x) denota o subdiferencial ordinario da fungdo auxiliar £,
enquanto 0°2f denota o subdiferencial condicional de f com respeito a Q. Como um
subgradiente condicional de f é um subgradiente de f?, o método do subgradiente
condicional apresentado abaixo pode ser visto como o método do subgradiente usual

aplicado ao problema auxiliar irrestrito (extendido) (PA).

3.2 Algoritmo Subgradiente Condicional

Considere o problema de otimizacdo convexa

fF=min f(x) (3-6a)
s.a xe€Q (3-6b)
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onde f: R" — R é convexa e o conjunto Q C R” € ndo vazio, fechado e convexo.

O algoritmo subgradiente condicional € o seguinte:

Algoritmo 1 Subgradiente Condicional

Passo 1- Escolha um vetor inicial x°, k := 0.

Passo 2- Obtenha um subgradiente condicional de f em x*:

¥ =7 4K onde ¥ € 9f(x*) e VK € No(xb).

Passo 3-(Critério de parada) Se ¥ = 0 entdo pare o algoritmo, caso contrdrio

vd ao passo seguinte.

Passo 4- Tome um tamanho de passo o e faca

X = Po (& — o), (3-7)

Passo 5- k := k+1 e volte ao passo-2.

Observe que se 7 = 0, entdio 0 € 92 f(x*), e neste caso x* é solugio do problema
(3-6), pelo Teorema 3.3. Portanto, nds assumiremos em nossa andlise de convergéncia
que o algoritmo gera uma sequéncia infinita. O parametro o > 0 € um comprimento de
passo, em seguida veremos algumas regras para este parametro.

Em geral, conhecer todo o subdiferencial df(x) é impossivel do ponto de vista
computacional. Uma maneira de contornar esse problema € simplesmente requerermos
menos, ou seja, aceitarmos o conhecimento de pelo menos um subgradiente. A obtengdo
deste subgradiente estd associada a uma caixa preta (também denominado oraculo), que
¢ utilizada como base em diversos algoritmos para problemas ndo diferencidveis. Dado
xk € R”, a caixa preta é responsavel por gerar um subgradiente Y € df(x*), juntamente
com f(x*), o valor da fungio objetivo. No caso do método subgradiente condicional,
aceitaremos que existe um ordculo capaz de retornar além do subgradiente da funcgdo,
um elemento no cone dual do conjunto restri¢do, isto € um subgradiente condicional.
Mencionamos que no Capitulo 4 aplicaremos este algoritmo a um problema dual, neste
caso o cone dual possui uma fécil descrigdo.

Aqui aceitaremos somente esta informag¢do do ordculo, ndo preocuparemos como

ele esté retornando o subgradiente condicional e o valor funcional.
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Quando no Algoritmo 1 tomamos v = 0 obtemos o método subgradiente usual, o
qual é uma generaliza¢do natural do método de Cauchy, o qual considera a direcao oposta
ao gradiente V f(x). No nosso caso, tomaremos ento a dire¢éo oposta a um subgradiente y
fornecido pela caixa preta, e mais geral no caso do subgradiente condicional uma dire¢ao
oposta a um subgradiente condicional e projetaremos em um conjunto restricao simples.
Porém, a direcdo oposta ao subgradiente nido € necessariamente de descida, conforme
pode ser observado na Figura 3.4, que mostra curvas de niveis de uma fun¢@o possuindo
0 € R? como um minimizador. Direcdes de descida sdo aquelas que fazem um angulo
obtuso com todos os elementos do subdiferencial df(x), e ndo apenas com um dnico

subgradiente .

Figura 3.4: Direcées de descida: caso diferencidvel e ndo diferen-
cidvel.

A figura da direita (caso nao diferencidvel), mostra um exemplo em que a di-
recéo 7, fornecida pela caixa preta, é um vetor extremo do cone associado a df(x). Neste
exemplo, a direcao oposta —7Y claramente ndo € de descida. Apesar desse algoritmo ndo
assegurar necessariamente o decréscimo da fun¢ao objetivo em cada iteragdo, escolhas

adequadas dos tamanhos de passo podem garantir a convergéncia do método.

A primeira regra ¢ denominada regra de passos de série divergente ou passos

exdgenos, e exige que

o >0, k=0,1,---, limoyx=0; ) og=+eo. (3-8)
k=0

k—o0

A segunda regra adiciona aos requisitos de (3-8) a restricdao de quadrado somdvel

[e5)

Y o < oo (3-9)
k=0

A condi¢do de soma infinita em (3-8) serve para assegurar que o tamanho do
passo ndo € muito pequeno, enquanto que a condi¢do adicional (3-9) assegura que o
tamanho do passo ndo é muito grande. Ambas juntas, garantem a convergéncia do método

independente do ponto inicial, porém em geral a convergéncia € lenta.
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Exemplo 3.7 Um exemplo das formulas do comprimento do passo que satisfaz ambas
(3-8) e (3-9) ¢ o seguinte:

ak:B/<k+1)7 k:()?l?"'?

onde 3 > 0.

A terceira regra de comprimento de passo é

kY _ fx
oy = ka(x)—f, 0<e <0< (2—¢) <2, para todo k, (3-10)

17112

7z

onde f* é o valor 6timo de (3-6). NGs nos referimos a esta regra como regra de
Polyak, devido ao matemético russo Boris Polyak, um dos primeiros a estudar o método
subgradiente na década de 1960, juntamente com Ermol’ev e Shor.

A convergéncia de algoritmos para problemas diferencidveis € tipicamente
baseada no fato que as dire¢des sdo de descida, e as regras do comprimento do passo
faz com que haja um decrescimento substancial nos valores funcionais dos iterados da
sequéncia. Para o problema nao diferencidvel, gerar direcdes de descida € uma tarefa difi-
cil, como vimos anteriormente, j& que assumimos que os subgradientes sdo fornecidos
por meio de um ordculo. N6s estabelecemos a seguir que, se o0 comprimento do passo é
suficientemente pequeno, entdo uma iteragcdo do método subgradiente leva a um vetor que
estd mais préximo do conjunto de solu¢des 6timas. Portanto, a convergéncia de métodos
subgradientes sdo baseadas na reducdo da distancia Euclidiana para as solu¢des 6timas e

nao no decréscimo da funcdo objetivo.

Proposicio 3.8 (Reducdo da distincia ao conjunto étimo) Suponha que x* € Q ndo é
uma solugdo étima de (3-6), e que xX**1 é gerado pelo método subgradiente condicional

(Algoritmo) I com comprimento de passo Oy satisfazendo

2(f () = f(x))
[Fal (SR

Entdo para cada solucdo otima x* de (3-6), vale

0<og <

(3-11)

o — x| < [k = X7 (3-12)
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Demonstracdo. Usando que o operador projecdo € ndo expansivo temos que
=2 = [[Po( — ou¥) —x|?

< o -2

= =P = 2007 F =) o |72

= [ [ oo [V = 27 (F = x))

(desigualdade de subgradiente) < ||x* —x*||® + oy (o ||¥¥]|> = 2(f () — £(x*)))
(hipdtese) < |x* —x*|%,

de onde concluimos que ||x**! —x*|| < [|x* —x*|. O

O teorema seguinte estabelece a convergéncia da sequéncia {x*} gerada pelo

método subgradiente condicional (Algoritmo) 1, impondo a condi¢do (3-9) para a escolha

do comprimento do passo 0.

Teorema 3.9 Seja {x*} a sequéncia gerada pelo método subgradiente condicional (Al-

goritmo) 1, com passo exdgenos (3-8), (3-9). Se sup{||¥*||} < o, entdo {x*} converge

para um elemento de Q*.

Demonstragcdo. Seja x* € Q* e k > 1. Em cada iterag¢do k temos que

W =2 = [[Pa (e — oud) — x|

AN

e — o —x*|?

= |]x* — x| — 2007 (K — %) + o | 7F]1%. (3-13)

A aplicacdo repetida de (3-13) fornece

e e [

k=1 k=1
2) o (=) + ) o] (3-14)
j=0 j=0

Como x* € Q* e ¥/ € 9% f(x/) para todo j > 0 obtemos que

fE) > 5> f)+ F) (xF=x7), j>0, (3-15)

e daf que (¥/)'(x* —x/) < 0 para todo j > 0.
Das relagdes (3-14) e (3-15), obtemos

k—1
I =2 < 0 =212+ Y o) (3-16)
j=0
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Definindo ¢ = sup  {[|¥/[|} e p= Y7 (a3, obtemos

k—1
I¥|| < ¢ para qualquer j>0 e Y of <p.
j=0

Da relagdo (3-16) concluimos entdo que,
[oF —x*||> < |[x° = x*||> + pc®  para qualquer k> 1,

de onde obtemos que {x*} é limitada.

Suponha por contradicio que nio existe subsequéncia {x*/} de {x*} satisfazendo
{9 (x% — x*)} — 0. Neste caso existe 8 > 0 tal que (¥*(x* —x*)) > & para todo k > my,
onde my € N ¢ suficientemente grande. Isto, juntamente com a condi¢do 27:0 o = oo

implica que
k—1
. il ki ok
klg’lolo Z ockjykf(xkf —x") = co.
j=0
Também temos que

k—1 k—1
fim B o IV < ¢ Jim 3 o, < =

As duas relacdes anteriores e (3-14) implicam que {||x* —x*||} — —oo, 0 que é impossivel.

Portanto a sequéncia {x*} possui uma subsequéncia {x*/} tal que
{0 -2} 0
Da relacao (3-15) segue-se que
{F} = r

Como {x*} ¢ limitado, podemos supor sem perda de generalidade que {x*/} converge a

algum ¥ € Q. Da continuidade de f segue-se que

e portanto, ¥ € Q.

Agora, mostramos que toda a sequéncia {xk} converge para ¥. Seja € > 0,
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podemos achar ng = ng(¢€) tal que

kng _ 2|l = & SIpe €
|0 —%|| < = e Z U < 57

2 J=no

Entdo, para qualquer k > k,,, por analogia com a relagdo (3-16), obtemos

k—1
k =12 k, =112 217112
[ —x[]> < o —xF+ Y of|Y]
j:kno
€ € 5
2 Toa¢
= €.

Como € > 0 é arbitrdrio, obtemos que {x*} converge a %, o qual é uma solugio

de (3-1), concluindo a demonstrag¢do do teorema. O

Note que a condigdo sup, { || 7|} < oo é assegurada quando Q é limitado.

Em geral, convergéncia do método subgradiente com a regra de passo exdgenos
€ muito lenta. De fato, a regra do comprimento do passo (3-8) impede que a convergéncia
seja rapida, como ilustraremos a seguir.

Dizemos que a sequéncia {x*} converge para x*, com uma taxa geométrica se

existe M >0e g€ (0,1) com
oF —x*|| < MgF, k=0,1...

Suponha que a sequéncia {xk} gerada pelo método subgradiente com regra de

passo exdgenos converge para x* com uma taxa geométrica. Logo, para todo k > 0, temos

W¥lloe = ! =) < W = o = < Mg+ 1)g

Somando essas desigualdades para todo k obtemos

(o)

Y ¥ llow < M(g+1)/(1—g).
k=0
Por outro lado, € tipico dos métodos subgradientes que a sequéncia de vetores direcionais
{¥}, em geral, ndo converge a zero, devido a ndo diferenciabilidade da funcio objetivo.
Neste caso, a desigualdade acima contradiz a condi¢c@o das Séries divergentes (3-8).
O resultado do Teorema 3.9, pode ser usado para estabelecer a convergéncia de

outras escolhas de comprimentos de passo, o seguinte coroldrio € imediato.
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Corolario 3.10 Considere sequéncias {o }, {0y} satisfazendo (3-8) e (3-9). Seja {Bi}
tal que oy, < By < 0 para todo k. Entdo a sequéncia gerada pelo método subgradiente

condicional com tamanho de passo dado pela sequéncia {By} converge a uma solugdo de
(3-6).

Demonstragdo. S6 temos que verificar que a sequéncia de comprimentos de passos {f}
satisfaz as condi¢des de passos de series divergentes (3-8). Como o < fB; < ¢ para todo

k, entdo

Além disso, {0y } e {C;} satisfazem (3-8) e (3-9), obtemos

(o]

Zﬁkzoo, e iB%<°°.
k=0

k=0

OJ

Como os elementos das sequéncias {0y} e {0k} podem ser arbitrariamente

pequenos e grandes, respectivamente, enquanto satisfazem (3-8) e (3-9), por exemplo,

C a C
e ==
k 7\’_{_]{7

k= (3-17)

— Atk

onde ¢ > 0 € tdo pequeno quanto se queira, ¢ > 0 é tdo grande quanto se queira e A > 0,
a condi¢do do Corolario (3.10) nos ajuda a ser flexiveis na selecao de comprimentos de
passo.

Podemos assegurar que a sequéncia {7} de subgradientes condicionais seja

limitada mediante uma escolha apropriada de v* no método 1. Por exemplo,

v =Pyt (=19, (3-18)

k escolhido de

onde ¥ € 9f(x*). Como 9f(x*) é um conjunto convexo e limitado e um v
acordo a (3-18) é também limitado, segue-se que a sequéncia dos ¥ = ¥* + vk é também

limitada.

Apresentamos agora as propriedades de convergéncia do método subgradiente

usando a regra de passo de Polyak.
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Teorema 3.11 Seja a sequéncia {xk} gerada pelo método subgradiente condicional
(Algoritmo) 1 com passo de Polyak (3-10) aplicado ao problema (3-6). Se sup,{||¥||} <

oo, entdo {f(x*)} — f*, e {xk} converge para um elemento de Q.

Demonstragcdo. Seja x* € Qx e k > 1. Em cada iteragdo temos que

=P = [[Pa(f — o) — x|

[ — ou ¥ — x|

[ =1 = 200 (o — ) + o | 7|

f(ﬁk’?)k[zf ,V((xk_x*)_’_e%

(f() —f*)?
17112

(fC&—f)?

A

(fC) = f)?
1¥11?
(f(4) =)
17112

e —x* — 264

(Da desigualdade (3-15)) < ka—x*Hz—26k +9,%

= [ =2 02— Oy) L (3-19)
[als
Da definicao do parametro 0; temos que
—ek(2 — ek) < — €18,
da relacdo anterior e da desigualdade (3-19), obtemos
k+1 )2 ko ox2 €182 k 2
[ =27 <l =2 = = (60 = )7, (3-20)

onde ¢ = sup,{||¥¥||}. Suponha que que exista uma subsequéncia { f(x*/)}, 8 > 0e my >0
tal que
(f(K) =% >8,  para todo kj > mo,

sem perda de generalidade, consideremos my = 0. Usando a relacdo (3-20), obtemos
”xkj—H _x*||2 < kaj _x*||2 —od
onde o0 = ‘g% € positivo. A desigualdade anterior escrita recursivamente da
[ — )12 < ]° = x*|)2 —kjo— —oo  quando kj — oo,

o qual € impossivel. Portanto,
{F@)} = 1. (3-21)

Agora s6 resta mostrar que {x*} — x* € Q*. Observe que pela propriedade
(3-12), {||x* — x*||} é mondtona decrescente, o qual implica que a sequéncia {x*} é

limitada. Daf, existe uma subsequéncia {x*/} de {x*} convergente, i.e, {x/} — %. Segue-
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se da continuidade de f que
{69} = f(@)
Assim, da relacdo (3-21) temos que
f®=r,
ie.,x€Q*
N6és mostramos agora que toda a sequéncia {xk } converge para x. Como ¥ € Q*,

a sequéncia ||x* — || é limitada e monétona decrescente (Portanto convergente) com uma

subsequéncia ||x*/ — %|| convergindo a 0. Daf a sequéncia ||x* — %|| — 0. assim,

(X} = &

Observacio 3.12 Se {vf} = {0}, entdo o método subgradiente condicional 1 reduz-se ao

método subgradiente tradicional.

Exemplo 3.13 (Convergéncia lenta do método subgradiente com passo de Polyak)
O seguinte exemplo ilustra a possivel convergéncia lenta do método subgradiente tradi-

cional usando o passo de Polyak (3-10).
Considere o problema

min f(x) =x1+2x—1
sa. xeQ

onde
Q= {XGRZ/ X1+x=1, x1,x > 0}.

A solugdo otima é dada por x* = (1,0)!, com f* =0.
Aplicamos o método subgradiente usual com a regra de passo de Polyak
tomando como vetor inicial x° = (0,1)" e parametro de passo O = 1, o qual fornece o

passo oy = f(xK)/5, Yk,

logo as iteragcoes sdo dadas por
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2 = (1= (9/10)F,(9/10)FY,

com valor funcional f(x*) = (9/10)K,V k. Ver Figura 3.5.

O método converge lentamente para a solugdo otima.

Figura 3.5: llustracdo das iteracées usando passo de Polyak

O zigue zague neste exemplo é devido ao fato que os subgradientes sdo quase

ortogonais ao conjunto €.

3.3 Método subgradiente com projecao

De agora em diante, consideraremos y(x) definido como
(PS)

vH(x) = argmin { [[Y|* / YEVx) +Na(x)},  ¥(x) € If(x).

Seja v(x) € Ng(x), entdo o problema (PS) pode ser expresso equivalentemente

por

@) +v@IP = min lv(x) = (=)

v(x)ENg(x) v(x)ENg(x)
Portanto,

v(x) = Pyg () (—¥(x))

Lema 3.14 Seja y(x) € df(x), x € Q. Entdo,

QI < v ll-

Demonstragdo. Pela Proposigdo 2.37, com v(x) = Py, ) (—7Y(x)) temos que

(=7(x) =v(x),v(x) ) =0
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Assim, Y?(x)Lv(x), logo,

v —v(x)|)?

V2117 + [lv(x) 1> = 2(v*, v(x) )
V2117 + v ()]

> [ly?)?

()2

Portanto,

I <IN, xeQ.
O

Em seguida apresentamos uma caracterizagdo alternativa deste subgradiente

condicional projetado.

Lema 3.15 (Caracterizagcdo dual do subgradiente projetado) O subgradiente projetado

pode ser obtido também por

v* = argmin{ [[y—y(x)|* / € ~Ta(x) }.

Demonstracdo. Segue da convexidade do conjunto e da Proposicdo 2.14, que Q é
regular, i.e., To(x)* = No(x) e No(x)* = To(x).

Pela decomposi¢do de Moreau, Teorema 2.38 com K = —Ng(x) e K* = —T¢,(x) temos
que

V() = Pi(Y(x)) + Pi (Y(x)). (3-22)

Mas, como consequéncia da Proposic¢io 2.37 temos que
Pr(=y(x)) = —P-x(¥(x))
logo, da relagdo (3-22) obtemos
—P_k(=7(x)) = Px(v(x)) = V(x) — Pg+(V(x))

assim, P (Y(x)) = v(x) +v(x) =2 (x).

Portanto,

= argmin{ HY—Y(X)”Z / Y€ —Ta(x) }.
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Figura 3.6: llustracdo da decomposicdo de Moreau.

3.3.1 Analise do método

Dado x* € Q, sejam y(x¥) € 9f (x*) e ¥*(x*) dados por (PS), o método de projecio

subgradiente gera o novo iterado da seguinte forma

= Po (X — oy (#5)), k=0,1,.... (3-23)

O Corolario 3.16 decorre do Teorema 3.9 e dos Lemas 3.14 e 3.15.

Corolario 3.16 Seja {x*} a sequéncia gerada pelo método (3-23), (3-8) e (3-9) aplicado
ao problema (3-6). Se sup,{||Y(X¥) ||} < oo, entdo {x*} converge para um elemento de Q*.

Corolirio 3.17 Seja {x*} a sequéncia gerada pelo método (3-23) e (3-10) (com ¥ (x*
sendo um subgradiente projetado) aplicado ao problema (3-6). Entdo {f(x*)} — f*,

enquanto {xk} converge para um elemento de Q*.

Demonstragdo. Pela Proposigio 3.8 temos que a sequéncia {x*} é Fejér convergente, i.e.,

e = < [ =l

dai, a sequéncia {x} é limitada e, portanto, a sequéncia |y(x*)|| é limitada. Pelo Lema
3.14 obtemos a limitacdo de {y*(x*)} , e o corolario segue do Lema 3.15 e do Teorema
3.11. 0
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Exemplo 3.18 (Convergéncia usando subgradiente projetado) Para mostrar o efeito da
projecdo do subgradiente, aplicamos o método (3-23), (3-10) ao exemplo 3.13, com
X" =(0,1) e 8, =1 Vk.

Temos que V° = PNQ(XO)(—'YO),
onde
No(x)={yeR"/ y'(z—x) <0, para todoz € Q}.

Comox®=(0,1), e yeQ={xcR?/x;+xo=1, x1,x >0},
entdo temos que o cone normal de Q no ponto x° = (0,1) é dado por

No(x%) = {(vi,v2) €R? / v{ —v2 <0, Vz € Q}. Ver Figura 3.7.

Figura 3.7: Ilustracdo do Cone normal de Q no ponto x°.
Logo v’ = (7,73,

e o subgradiente condicional é dado por

P o= e

-3 -3
= (1,2 —_—,—
( Y )+( 2 Y 2 )
-1 1
= (73
; _ )
onde o passo de Polyak é dado por 0y = =2

171>
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Figura 3.8: Ilustracdo da direcdo vidvel —°

Assim, obtemos

Obtendo a solugdo em uma iteragdo.

. ~ ~0 /1 —1\ 2 . ~ ..

Observe no exemplo que a direcio —y° = (3,75 ) € uma diregdo vidvel para o
conjunto £, no qual € um poliedro. Em seguida mostraremos que se o conjunto  é um
poliedro, entdo a direcio —7 gerada pelo caso especial de projecdo subgradiente (3-23)
€ sempre uma direcdo vidvel. Primeiro apresentaremos uma caractericao do cone normal

de um poliedro.

Proposicao 3.19 Seja Q um conjunto poliedral convexo e fechado definido por m

restricoes:

Q={xeR"/ dx<b; parai=1,...m}

e defina

I(x)={i=1,...m/ dix=0;}

o conjunto de indices das restricoes ativas em x € Q.
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Entado,

No(x) =cone{a; /] i€l(x)} ={ 'z(:)ociai/ o, >0}.

Demonstragdo. Seja v € cone{ a; / i € 1(x) },ie.,v={ Licyya; / o >0 }. Entdo

para cada y €  temos que

(vy—x) = <Z)Oc,-ai,y—x)

i€l(x
= Y oi({ai,y) — (ai,x))
i€l(x)
0.

IN

Pois, para cada i € I(x) temos que (a;,x) =b; e (a;,y) < b; paratodoy € Q.
Em consequéncia, v € Ng(x).

Reciprocamente, seja v € Ng(x). Entdo (v,y —x) < 0 para todo y € Q. Vamos

denotar cone(Q — x) o cone composto de vetores 7(y —x) comy € Q et > 0, vemos que

(v,z) <0 paratodo z € cone(Q—x). (3-24)

Afirmamos que cone(Q2 —x) coincide com o cojunto

X={zeR"/ {a;,z) <0 paratodo i€ I(x)}.

De fato, seja z € cone(Q —x) , y =t(y —x) para algum y € Q et > 0. Entdo para
cada i € I(x) temos

(aj,z) = t{a;,y—x) <0

Isto implica que cone(Q2 —x) C X. Reciprocamente, seja z € X. Seja t > 0

suficientemente pequeno tal que

(aj,tz) < —min{(a;,x) —b; : ie{l,..m}\I(x) }

paratodo j =1,...,m. Tal ¢ existe pois z € X e (a;,x) < b; parai ¢ I(x). Logo temos

<ai>tZ+x> :t<aivz>+ <ai7x> < b;, para iEI(X),

(aj,tz+x) = (aj,tz) +(aj,x) < bj, para je{l,...m\I(x).
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Estas desigualdades mostram que 7z+x € £, ou equivalentemente que
7 € cone(Q —x). Assim cone(Q —x) = X. Isto e (3-24) implicam que v € X*, i.e., v esta
no polar de X. Pelo item (a) de [4, Proposi¢do 3.2.1], temos que
vEcone{a;/ i€lx)}.

OJ
Observe que as condi¢des de otimalidade dadas pelo Teorema 3.3 podem ser expressas

como

Iyeof(x) tal que y=-)Y oa;.

icl

Por outro lado, pela Decomposi¢do de Moreau, Teorema 2.38 temos que

Pro)(2) + Pro(2) =2, z€R™

Tomando z = —7y(x), i.e., um subgradiente de f no ponto x, temos que

P () (=Y(%)) + Pry ) (=¥(x)) = =¥(x),

assim, obtemos

portanto,

—Y(x) = Py (—7(x))- (3-25)

Como Q ¢ um poliedro fechado, entdo os cones tangente e normal sdo poliedros

fechados, o que significa que —¥(x) é uma dire¢do viavel.

Observacio 3.20 Como o conjunto R'| é um poliedro da forma

RY ={xeR"/ (a;,x) >0},

onde a; = ce;, i=1,...,n sendo e; os vetores candnicos de R" e ¢ uma constante em

R, segue da Proposicdo 3.19 que

N (x) = cone{ —a; / {ai,x) =0},

ou, equivalentemente

Ngr (x) ={veRL / vix;=0, i=1,..n}



CAPiTULO 4

Método subgradiente condicional com

sequéncia ergodica

Métodos subgradientes sdo bem simples e geralmente sdo eficazes para obter
boas aproximagdes tanto para solugdes duais quanto para o valor 6timo do problema
primal, principalmente quando o problema dual possui estruturas especiais. No entanto, é
bem conhecido que, em geral, estes métodos ndo proporcionam solugdes do problema
primal. Como vimos anteriormente, para obter uma solu¢cdo 6tima primal apartir de
uma solucdo 6tima dual, convexidade e dualidade forte tem um papel fundamental, veja
Teorema 2.44. A obten¢do de uma solug@o 6tima primal € direta quando a fun¢do dual ¢
¢ diferencidvel na solug@o dual. Infelizmente, em muitos problemas praticos este nao é
o caso (por exemplo, programacao linear). Neste capitulo, apresentamos uma alternativa
para obter uma solu¢ao primal usando sequéncia ergddica das solugdes obtidas durante a

resolug@o do subproblema dual Lagrangiano.

4.1 Método subgradiente dual

Sejam as fungdes f: R" — R e g; : R" — R, j:1,2,...,m convexas, nio
necessariamente diferencidveis, e seja o conjunto Q C R” nio vazio, convexo e compacto.

Considere o seguinte problema convexo

5 = min f(x) (4-1a)
gj<x) S 07 ]: 1,2,...,}’}1 (4_1b)
s.a xe€Q, (4-1c)

com conjunto solugdo Q*. Vamos assumir que o conjunto viavel

e/ g <0,j=12,m}
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€ nao vazio.

4.1.1 Dualidade Lagrangiana

De acordo com os resultados basicos apresentados no capitulo 2, temos que a

formulacao dual Lagrangiana para o problema (4-1) € dada por

q" =max q(u)
s.a. u>0, (4-2)
com conjunto solugdo U*, onde
g(u) = min f(x) + 4/ g(x), (4-3)
xeQ

€ 0 conjunto solu¢do convexo e compacto para este subproblema em u € R’} € dado por

Qu) = {x € Q/f(x)+u'g(x) = q(u)}. (4-4)

Os dois resultados seguintes s@o cruciais para o desenvolvimento de nossa
analise. Nos utilizamos a seguinte no¢do de aplicacdo fechada. Uma aplicacdo ponto-
conjunto Q : R — 2R" ¢ fechada se {¢*} — u, x* € Q(u¥) para todo k, e {x*} — x
implicam que x € Q(u).

Lema 4.1 Tome uma sequéncia {u*} C R™e considere a aplicacdo Q : R™ — 2% dada
pela relagdo (4-4), e a sequéncia dada pela inclusdo x* € Q(u*). Se {u*} — u, entdo
{dist(x*,Q(u))} — 0. Se, além disso, Q(u) = {x}, entdo {x*} — x.

Demonstracdo. Para provar este resultado, mostraremos que todo ponto limite de {xk}
pertence a Q(u). Observe que {x*} é limitada, pois Q é compacto. Seja {x/} uma
subsequencia convergente para algum x € Q. Vamos mostrar que f(x) 4 ¢/ g(x) = q(u).

Como as fungdes f e g sdo continuas, temos que

{F M)+ (W) g (M)} — f(x) + 1 g(x) (4-5)

Por outro lado, como a func¢do g € continua, segue-se que

q(1h) — q(u). (4-6)
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Assim, usando que xX € Q(uk7), (4-5) e (4-6) temos que
x€Q e flx)+iglx)=q),
isto &, x € Q(u).

Portanto,

{dist(x*,Q(u))} — 0.

Segue-se que, quando Q(u) = {x}, entio {x*} — x. O

Para cada u € R™, definimos o conjunto I(u) de indices, que correspondem aos

multiplicadores y; estritamente positivos, isto é

1) = i€ 1/ u>0}, (4-7)

onde I ={1,2,...,m}.
Lema 4.2 As funcdes f e g, i € 1(u), sdo afins sobre Q(u) para cada yu > 0.

Demonstragdo. Para qualquer u > 0, sejam x,y € Q(u) arbitrarios e A € [0,1]. Pela
convexidade das fungdes f e g;, i € I(u) e as relagdes (4-3) e (4-4),

qu) < fOat(1=My)+ ), pigi(hx+(1-2)y)

i€I(u)
< M@E+A=0)F0)+A Y, wgix)+(1=2) Y wmigi(y)
i€1(u) i€1(p)
= K(f(X)Jr Y ,Uigi(x)> +(1=2) (f(y)+ Y uigi(y)>
i€l(u) i€ (u)

= M)+ (1 =A)q(u)
= qw).
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Portanto o conjunto Q(u) é convexo. Logo temos que,

fOx+(1=1)y) = qu)— Y wmgi(hx+(1-1)y)

i€1(u)
> —A Z uigi(x N Y wigi(y
i€l(u i€l )
= Ag(u)— xq( — Z 1igi(x Z pigi(y

iel(u icl(u

= k(q(,u)— Y ,Uigi(x)) +(1- ( = ) gy >
=) i€1(u)

= M) +A-1f0)

Assim, f é cdncava e convexa sobre Q(u). Portanto, f é afim sobre Q(u).

De maneira andloga, temos que g; é afim sobre Q, i € I(u) O

Uma consequéncia do Lema 4.2 é que, para todo u > 0 e cada i € I(u), dg; é
constante sobre rintQ(u); dai, por exemplo, para cada X € rintQ(u), cada subgradiente

Y € dgi(%) define um hiperplano que suporta a funcdo g; em cada x € Q(u), i.e.,

0gi(*) = Nyecq(u)98i(X)-

Proposicao 4.3 (Subdiferencial da fun¢do dual)  Para cada u € R™, obtemos dq(u) =
comv{g(x)/ x € Q(u)}. Além disso, q ¢é diferencidvel em u se, e somente se, cada g; é

constante sobre Q(u), neste caso Vq(u) = g(x) para qualquer x € Q(u).

Demonstragdo. Note que a funcgéo L(x,.) : R” — R é uma fung¢do afim, portanto convexa
e diferencidvel para todo x € R” fixo. Da defini¢do do conjunto solucao do subproblema

dual temos
Qu)={xeQ/ Llx,u) =q(u) },

logo, pelo Teorema de Danskin 2.52 item (d), temos que

dq(u) = conv { g(x) / x € Qu) }.

OJ

Da observacdo 3.20 temos que o cone normal para o conjunto R’ no ponto
ucRY €
NRm(M):{VGRT /V,‘I/ll’:o, = 1,2,...,m} (4-8)

O seguinte resultado resume as condi¢cdes de otimalidade para o problema dual

Lagrangiano (4-2), e suas consequéncias para a viabilidade de uma solucdo 6tima primal
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Figura 4.1: llustracdo do Cone Normal de Ri no ponto = 0.

na auséncia de brecha de dualidade.

Proposicao 4.4 (Condicoes de otimalidade para o problema dual)

(a) O ponto u € U* se, e somente se, existe um Y€ dq(u) tal que Yy<0 e ygy=0,
ou, equivalentemente, dq(u) N Ngz (1) # 0.

(b) Se q ¢ diferencidvel em u*, entdo ndo existe brecha de dualidade. Além disso,

qualquer elemento em Q(u*) resolve o problema primal (4-1).

Demonstragdo. (a) E similar ao item (b) do Teorema 3.3.
(b) Seja x qualquer vetor em Q(u*). Pelo item (a) do Teorema 2.56 segue que /¢ (u*) =
g(X). Pela parte (a) obtemos que

0<u* L g(¥) <0.

Assim, o par (x,u*) satisfaz todas as condi¢des dadas em (2-18), logo, pelo

Teorema 2.44, ix é uma solucdo 6tima para (4-1). 0

Para obter relacdes de otimalidade primal-dual, o conjunto vidvel primal deve

satisfazer a defini¢do (2.45), que iremos usar como hipdtese ao longo deste capitulo.

Hipétese 1 (Qualificacdo de Slater) Existe um vetor x € Q tal que

gj(x) <0 para todo j=1,2,...,m. (4-9)
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Sob a hipétese 1, pelo Teorema 2.46 de Dualidade Forte, o conjunto convexo U*
€ ndo vazio e compacto, € valem as condi¢des de otimalidade (2-18).
Consequentemente, sob a hipétese 1, o conjunto solu¢do do problema primal

(4-1) pode ser expresso como

Q' ={xeQ(u)/ gx) <0, fg(x)=0,u>0}. (4-10)

As condi¢des de otimalidade primal-dual podem ser expressas como

(x,u) € Q" X U™ <=> g(x) € dg(u) N Nz (1). (4-11)

Como vimos anteriormente, a funcdo dual, em geral, ndo € diferencidvel sobre
U*, e um subgradiente que possa ser usado para verificar a otimalidade de tal solucédo, de

acordo com o item (a) da Proposicao 4.4, ndo € facil de obter.

4.2 Convergéncia do método subgradiente dual

Adaptando o método subgradiente condicional (estudado no Capitulo 3) apli-

cado ao problema dual Lagrangiano (4-2), obtemos o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2 Subgradiente Condicional Dual
Passo 1- Escolha um vetor inicial u° > 0, k:=0.
Passo 2- Obtenha x* € Q(u*), solugdo de (4-3) em i, e tome VF € W (ub),

Passo 3-(Critério de parada) Se g(xk) — vk = 0 entd@o pare o algoritmo, caso

contrdrio vd ao passo seguinte.
Passo 4- Tome um tamanho de passo o e faca

W = [ oy (g () =TT (4-12)
( [.]T denota a projecao Euclidiana sobre o octante ndo negativo R'!.)
Passo 5- k:=k+1 e volte ao passo-2.

Lembramos que se {v*} = {0}, entdo o método (Algoritmo) 2 reduz-se ao
método subgradiente usual aplicado ao problema dual. Escolhendo v = PNRm(Hk) (g(x*))
+

temos que
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(4-13)

; 0, seu;=0e gj(x) <0
' g;(x5), caso contrario,

onde j=1,...,m.

O método (Algoritmo) 2 usando esta direcdo € chamado método de projecdo
subgradiente. Lembre que como R € um poliedro, similar a relagio (3-25), a diregdo
g(x*) = vk de uF € R™, como é definida na relagdo (4-13), é vidvel para o problema dual

4-2).

No capitulo 3 provamos a convergéncia do algoritmo subgradiente condicional
usando as regras de passos exdgenos e passo de Polyak. Neste capitulo analisaremos o
método de projecao subgradiente usando a regra de passo exdgenos para a escolha do

tamanho dos passos.

Proposicao 4.5 Suponha que vale a hipétese 1, e considere o método (Algoritmo) 2
aplicado ao problema dual (4-2), com a regra de passos exogenos (3-8) e (3-9). Se a

sequéncia {V*} é limitada, entdo {yf} — u* € U* e {q(1F)} — ¢*.

Demonstracdo. Se vale a qualificacdo de Slater, entdo do Teorema 2.46 de Dualidade
forte, temos que existe pelo menos um multiplicador de Lagrange, i.e., o conjunto U* é
ndo vazio e compacto.

Por outro lado, como o conjunto € é compacto, de [12, Proposi¢do 3.4.6] temos
que a sequéncia {g*} é limitada, e portanto, as sequéncias {v} e {g¥ — vk} sdo limitadas.

O resultado decorre de maneira similar ao caso de minimizacao do Teorema 3.9.

OJ
Das Proposicdes 4.4 e 4.5 segue-se que o conjunto dg(u*) N Ngm (u*) # 0.
Defini¢do 4.6 Definimos a sequéncia {A;} de passos acumulativos por
k—1
A=) o, k=12, (4-14)
s=0

Em seguida, apresentamos um exemplo onde a sequéncia obtida do subproblema

dual quando aplicado o método subgradiente nao converge a uma solu¢do 6tima primal.
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Exemplo 4.7 (Sequéncia primal que ndo converge)

Considere o seguinte problema de programacao linear

min f(x) =x

onde temos as restri¢des g(x) =1—-x<0 e Q=10,2].
Dualizando a restri¢ao g(x) < 0, obtemos o problema dual correspondente

max q(u)

sa. u>0,

onde g(u) = minyeq f(x) + ' g(x).
Vamos considerar o caso em que {v‘} = {0}, i.e., consideramos o método
subgradiente tradicional com passo de Polyak, com parametro de passo 6, = 0.5 Vk, e

vetor inicial dual u' = 0.

Vamos mostrar que o método gera uma sequéncia primal {x*} tal que x* = 0

VY k, a qual ndo é uma solugdo primal, e de fato ndo é uma solucdo vidvel.

Figura 4.2: Funcdo dual Lagrangiana.

Note que x* = 0 se e somente se 0 < ¥ < 1. Dai, é suficiente mostrar que o

método subgradiente gera uma sequéncia dual u* € [0,1), ¥ k. Vamos mostrar isto por
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inducdo.
Para k = 1, temos que u! =0 € [0,1).

Agora, suponha que u', %, ..., 4 estdo no intervalo [0, 1).
Logo,

* k

181>
onde ¢* =1 e g(u*) = min,eq f(x*) + 1 g(x%).

Como da hipése de indugio u* € [0,1), entdo x* = 0, assim temos

fx*)=0e g =1—x"=1.

Substituindo em (4-15), temos

(f* —q(u"))
g (xk)[2
1—

‘le+1 — yk+05

= 405
= 0.540.545

Como i < 1, entdo 0.5+ 0.5 < 0.5+0.5=1.

Portanto, 1!

< 1, concluindo por indugio que w/ < 1 for all j. Portanto o método
subgradiente com os parimetros escolhidos com acima gera uma sequéncia {x*} = 0,
a qual ndo converge a solugdo 6tima primal x* = 1. Embora o método nido gera uma
sequéncia convergindo para uma solu¢do primal, ele ainda gera uma sequéncia que
converge para uma solucdo 6tima dual, como era de se esperar. De fato, temos que

W =0.540.545, logo com ! = 0 temos que

limy* = 0.540.5°4+0.5 + ...,

k—o0
I 1 k
_ iy ()
T

1

= 14—
Y

= 1.

Portanto, a sequéncia dual converge para a solugdo 6tima u* = 1, com g(u*) = 1.
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Na seguinte se¢do mostramos que podemos aproximar uma solu¢@o primal us-
ando uma sequéncia ergddica relacionada a sequéncia obtida dos subproblemas La-

grangianos.

4.2.1 Convergéncia ergodica primal

O método subgradiente condicional (Algoritmo) 2 aplicado ao problema dual
(4-2) produz uma sequéncia {xk} obtida dos subproblemas Lagrangianos (4-3). Como
vimos no exemplo 4.7, ndo h4 garantia de convergéncia desta sequéncia a uma solucdo
6tima. Em seguida, apresentamos um tipo de escolha, para gerar uma sequéncia ergddica
de solucdes do subproblema dual. Mostramos que esta sequéncia possue boas pro-
priedades de convergéncia. Em particular, podemos obter uma solu¢@o primal por meio

de pontos limites da sequéncia ergddica.

Definicao 4.8 (Sequéncia ergodica) Uma sequéncia ergodica das solucdes do subprob-

lema dual Lagrangiano é definida pela média de pesos
k—1
F=A"Y oo, k=12, (4-16)
s=0

onde a sequéncia {A,;l} ¢ definida na relacdo (4-14), x* € Q(ub), i.e., uma solucao do
subproblema dual Lagrangiano (4-3) no ponto u*, e oy é um comprimento de passo

usado no método 2.

Nés, iremos mostrar que cada um dos pontos de acumulacdo da sequéncia

ergddica {)Ek } definida por (4-16) é uma solucgdo 6tima do problema primal (4-1).

O seguinte Lema € importante para a nossa prova do teorema principal deste

capitulo.

Lema 4.9 Suponha que a sequéncia {Bis} C R satisfaz as condigdes
k—1
Bis >0, s=0,..,k—1, Y Pes=1, k=12,..,
s=0

e klim Bis =0, s=0,1,...
Se a sequéncia {b*} C R™ é tal que limy_,.b® = b, entd@o limy_ (Zf;é Bksbs) =b.

Demonstragdo. Ver [14, Teorema 2]. O

A convergéncia da sequéncia {¥*} para o conjunto Q* é estabelecida em termos

do cumprimento das condi¢des de otimalidade dadas pela relacdo (4-10).
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Teorema 4.10 Suponha que vale a hipétese 1, e considere o método (Algoritmo) 2 com
a escolha da direcdo como em (4-13), e regra de passos exogenos (3-8) e (3-9), aplicado
ao problema dual (4-2). Tome {#} gerada por (4-16), e suponha que a sequéncia {V*} é
limitada. Entdo,

{dist(7,Q*)} — 0.

Demonstracdo. Primeiro vamos mostrar que, para qualquer ponto de acumulacio x* da
sequéncia ergédica {¥}, x* € Q(u*) para algum u* € Q*, logo que esta sequéncia é
vidvel no limite, i.e., g;(x*) <0 Vj=1,2,...,m, e por ultimo, que a sequéncia satisfaz a

condi¢do de complementaridade, i.e., u*’g(x*) = 0.

Seja u* € U* o limite da sequéncia {¢*} dada pela Proposi¢do 4.5. Pela convex-
idade da funcao distincia, temos
k—1
0 < dist(#, Q")) <A 'Y odist (¢, Q(u*)), Vk.
s=0

Pelo Lema 4.1 e a convergéncia da sequéncia {uf} — u* obtemos

dist(x*,Q(u")) — 0 quando s — 0. (4-17)
Observe que
k=1
li = lim ——— =1 >0, Vk
kl—r};lo Bks kgl;lo Zk 1 (XS Z Bks :0 ) Bks =Y, 55

e, portanto, usando o Lema 4.9, com b* = dist(x*,Q(u*)) e b = 0, seque-se que

k—1
0 < dist(#,Q(u)) <A 'Y audist(x*, Qi) — 0, quando k — oo,

s=0
assim,
{dist(F,Qu*))} =0 quando k — oo.
Segue-se que para qualquer ponto de acumulacio x* da sequéncia {#} temos
que

X eQub). (4-18)

Em seguida, mostramos que para qualquer ponto de acumulagio x* da sequéncia

ergdédica {¥*}, x* é vidvel para o problema primal (4-1).
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Pela convexidade das fungdes g;, j = 1,...,m, temos que

k—1
g @) <A Y agg(x') VK,
s=0

e a partir da férmula de iteracdo do método (Algoritmo) 2, segue-se que
P = o ()] > o) s,

de onde obtemos

Por isso,
k = 1,k .0
g) <A Y (W =) = A (W - ) VK.
s=0

Da Proposigio 4.5 temos que a sequéncia {uf — u°} ¢ limitada e portanto,

k=0
limsupgj(xk) <limsup ——=0, Vj=1,...m, (4-19)
k—so0 k—oo Yo Ol
portanto,
g(x*) <0. (4-20)

Agora queremos mostrar que u*'g(x*) = 0. Consideremos um j € I(u*). Como
u* é o limite da sequéncia {4}, segue que, para algum k; fixo suficientemente grande,

,u]; > 0 Vk > k1, e pela relagdo (4-13) temos que
vl;yl; =0 para todo k.
Portanto, da formula de iteragdo do método (Algoritmo) 2,

g;(+") o k= (4-21)

Escolhendo X € rintQ(u*) e y; € dg;(X), do Lema 4.2 temos que

8j(x) = gj(®) +vj(x—%), VxeQ(u).
Logo, pela continuidade da fungdo g, para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que

8j(x) ng(i)ﬂfj(x—f)Jrg, Vx o dist(x,Qu*)) < 8. (4-22)
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Da relacdo (4-17) segue que
dist(x*,Q(u")) <8 para todo s> ky, para algum fixo ky > kj.
As relagdoes (4-21) e (4-22) implicam que

DY -0 > g0) -3

1 s
,U}H —M; €
= 42— s>k 4-23
) 3 s>k (4-23)

Usando a definicdo (4-16), temos que para todo k > k»,

gi(@) > gj(i)—mfj(xk—)?) (Da definicdo de subgradiente)

k—1
= g% —H(}(Ak_l Z o, —X)  (Da defini¢do de sequéncia ergddica)
Como A, le‘ OOngj( X) =gj(X)A, ZI; 0 Os = g;(X), entdo

g(¥) > IZ(xsg] 0 +A ! Zocsy’

= 1Z(Xs (gj(x +fo—x))

kz 1 k—1
= ALY o(gi(® Y —0)+A T Y o(gi (@) +7(x — %))
s=0 s=ky
Pela desigualdade (4-23), obtemos
] kr—1 . k—1
At Y ou(gi(B) +( = 2) + AT Y ou(g(F) +o( — %
s=0 S*kz
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Logo, da igualdade

ky—1
Ak_1 Z ocsy}(xs X)
s=0
_ Ag ka1
2 s=0
Ar, , _
L/
temos que,
ke k-1
— Ak _ _ ,u ‘U 8 B
g = 52 (@it -0)+ S Y,
S=k2
k_ e k-1 o1
Ak2< = ) _> Mi—H7 e 2
p— —_— . _ __A a a
A 8B FHE? =) ) + Ax 3% (S;) s s;) 5)
k k>
Ak _ _ W — e
- e ) B S,
k ko
Akz( k> —) Hj—H; € A,
= —= o ¢ 1 Aky
A, gj(x)"’yj(x X))+ A 3( Ak)

Como limy_ e Ax = limy_e le‘;(l) Og =o0 ¢ {,u’]‘ }— ,u;, temos que para kj sufi-
cientemente grande

o A Ak (g (R) +¥(#2 — %) > —
o Ak —pP) = -

€
3
A
€ ky €

wlm

Segue-se que g j()?k) > —¢ para todo k > k», que sdo suficientemente grandes.
Portanto, liminfy_... g; (¥%) > 0 junto com a desigualdade (4-19) implicam que

lim g;(#) = 0.

k— o0

Uma vez que este resultado € vélido para todo j € I(u*), segue-se que
{,U*tg(fk)} — 0 quando k— . (4-24)

Assim, das relagdes (4-18), (4-20), e (4-24) segue que qualquer ponto de acu-
mulacdo da sequéncia ergddica é uma solucdo primal para qualquer u* € U™, O

O seguinte resultado segue da proposicao 4.5, Teorema 4.10, e da relacao (4-11).
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Corolario 4.11 Sob as hipoteses do Teorema 4.10,
{dist (8(5%),99(6") " Nan () b — 0.
Exemplo 4.12 (Contra-exemplo para passo de Polyak) Do exemplo 4.7 temos que x*=0
Y k, assim, fazendo a sequéncia ergodica temos
& =0,

logo {z*} — 0, mas x* = 1.

Portanto, ndo podemos garantir os resultados de convergéncia provados nesta
secdo com sequéncia ergodica usando a regra de passo de Polyak para a escolha do

tamanho do passo.



CAPITULO 5

Solucoes primais duais aproximadas

Neste capitulo, nosso interesse estd em resolver aproximadamente o problema
primal usando sequéncia ergddica dos vetores primais obtidos ao resolver o subproblema
dual. Aproximamos solucdes primais sem comportamento assintético. Estamos focados
no comprimento de passo constante para algoritmos subgradientes duais, principalmente
por sua importancia pratica e simplicidade. Mostramos que a sequéncia dual gerada pelo
método subgradiente € limitada sob a qualificacdo do Slater. Usamos este resultado
para estimar a aproximacdo de erros em termos da viabilidade e otimalidade primal e
proporcionamos estimativas por-iteracao para a violagdo das restri¢cdes, e cotas superior e
inferior sobre a funcao objetivo da sequéncia ergddica primal.

Consideramos um método subgradiente alternativo sob a qualificagcdo do Slater.
Este método usa o fato que o conjunto 6timo dual € limitado projetando os iterados
duais em um conjunto relativamente simples contendo o conjunto 6timo dual. Neste
método , também usamos sequéncia ergddica para gerar solucdes primais aproximadas

e proporcionamos estimativas dos erros sobre a quantidade da violagcdo das restricdes.

5.1 Problemas primal e dual

Consideremos o seguinte problema de otimizacao com estrutura:

f = min f(x) (5-1a)
s.a x € (5-1b)
gj(x) S 07 ]: 1,2,...,1’1’1, (5'1C)

onde f:R" - Reg;:R" =R (j=1,2,...,m) sdo fungdes convexas, e & C R" é um
conjunto convexo fechado ndo vazio. Neste capitulo vamos supor que o valor 6timo

primal f* € finito.
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Usaremos dualidade Lagrangiana para relaxar o problema primal (5-1). Como

vimos no capitulo 2, a funcdo Lagrangiana é

L(x,u) = f(x) + 4/ g(x).

e a funcao dual € definida por

q(u) = min L(x, ),
xeQ

onde u € R’} ¢ um multiplicador de Lagrange. O problema dual € definido por

*

q" = max q(u)
s.au>0 (5-2)

onde denotamos o conjunto dual vidvel como U = {u/ u>0 —eco < g(u) < oo }, 0 valor
6timo dual por ¢* e o conjunto 6timo dual por U*.
Vamos assumir que o subproblema dual Lagrangiano tem solucdo para cada

u > 0. Por exemplo, se €2 € compacto entdo essa hipotese € satisfeita.

5.1.1 Qualificacao de Slater e conjunto de multiplicadores limitado

Nesta se¢@o vamos considerar conjuntos da forma { u >0/ g(u) > gq(u) } para
um > 0 fixo, que sdo obtidos pela interse¢ao do octante nao negativo no R e conjuntos
de supernivel da funcdo dual g. Mostramos que esses conjuntos sdo limitadas quando o
problema primal satisfaz a defini¢do 2.45, i.e., a qualificacdo de Slater a qual vai ser uma

hip6tese importante ao longo deste capitulo.

Hipétese 1 (Qualificacdo de Slater) Existe um vetor X € R” tal que
gj(¥) <0 paratodo j=1,2,...,m. (5-3)
Nés nos referimos a um vetor X que satisfaz a qualificacdo de Slater como um vetor Slater.

Sob as hipéteses de que f € finita, e a qualificacdo de Slater pelo Teorema 2.46
temos que ndo hd brecha de dualidade, e o conjunto de solu¢do 6tima dual é nao vazio. O
seguinte lema, em particular, mostra que a qualificacdo de Slater garante também que os

conjuntos de nivel { u >0/ q(u) > q(@) } sejam limitados.

Lema 5.1 Suponha que vale a qualificacdo de Slater (Hipotese 1). Seja pu > 0 um vetor
tal que o conjunto Qp = {u>0/q(u) > q(@1) } € ndo vazio. Entdo, o conjunto Qy, € limitado
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e em particular, temos que

1
max el < §(f(f) —q()), (5-4)

onde Y= mini<j<m{—g;(%)} e X é um vetor Slater.

Demonstragdo. Seja u € Qp, temos que

9(7) < q(p) = inf f(x) +ulg(x) < f(®) +u"g(®) = f(X)+ f‘, 1;g; (%),

j=1
0 que implica
—X0L ujg(X) < f(%) —q(@).
Como g;(X) < 0epu; > 0 paratodo j, segue que
m m
lI<n]1£m{ g;(%) ];1 ;:u]g] J(®) —q(@).

Portanto,

; f(%) —q(@)

= mini<j<m{—g;(%)}

Como p > 0, temos que ||u|| < X, u;. (i-e., norma Euclidena menor ou igual

que norma da soma).

Logo,

] < §<f<x>—q(m>,

onde Y= min|<j<,{—g;(%)} e daqui, o conjunto Qy ¢ limitado, além disso ¢é fechado e,

assim compacto, logo
1

max < - —qu)).
max ] v(f( X) —q(@))
OJ
Segue-se do Lema que sob a qualificacao de Slater, o conjunto 6timo dual
U"={u=0/q(u) = 4"}
€ ndo vazio, e |
max e} < 2 (f®) =q"), (5-5)
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com Y= mini<j<m{—g;(%)}.

Na pratica, o valor 6timo dual ¢g* em geral nao é conhecido. No entanto, com um
valor funcional dual g(f1) para algum & > 0, podemos proporcionar uma cota para a norma
das solugdes 6timas duais. Em particular, como ¢* > ¢(i1), da relagdo (5-5) obtemos a

seguinte cota
| -
max |[u]| < =(f(¥) —q(@))-
Além disso, com uma sequéncia de multiplicadores {1}, podemos usar os
valores da funcio dual g(u*) para gerar uma sequéncia de cotas superiores da norma das
solugdes 6timas duais ||u*||.Formalmente, uma vez que g* > maxo<;<; q(¢'), da relagio

(5-5) temos que

1 .
ma 1] < 3 (0~ ax o)) paratado k0.

Observacao 5.2 Do Lema 5.1 temos que se o vetor Slater X é uma solugdo do problema

primal, entdo da relacdo (5-5) obtemos

el < —(F(®) =),

(f"—q"),

1
Y
1
Y
0. (Pela dualidade forte, i.e., f* = q")

Portanto, o conjunto étimo dual é igual ao conjunto {0}.

5.2 Meétodo Subgradiente

Para resolver o problema dual, consideramos o algoritmo subgradiente cldssico
com comprimento de passo constante, isto é consideramos o algoritmo 2 com W =0 e

regra de passo constante. Lembremos que dado u* obtemos o préximo iterado como
= [,uk-l—ocgk]+ para k=0,1,..., (5-6)

onde o vetor u° >0 é uma iteracdo inicial e o escalar & >0 é o comprimento de passo.

Pela Proposi¢do 4.3 temos que o conjunto dg(u) de subgradientes de ¢ em u é dado por

dq(u) = conv{ g(x) / x € Q(u) }, (5-7)
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onde Q(u)={xeQ/ f(x)+ g(x) =q(u) } éo conjunto solugio do subproblema dual.

O comprimento de passo constante o0 € um parametro simples de controlar, e
escolhendo um valor apropriado de o, o método subgradiente gera uma sequéncia que se

aproxima do valor 6timo em um nimero finito de itera¢cdes, como veremos.

5.2.1 Multiplicadores limitados

Hipétese 2 (Subgradientes limitados) A sequéncia de subgradientes {g*} é limitada, i.e.,

existe um escalar L > 0 tal que
||gk|| <L para todo k> 0.

Esta hipétese € satisfeita, por exemplo, quando o conjunto € € compacto. Neste
caso, devido a convexidade das fungdes g; sobre R", cada g; € continua sobre R". Assim,
maxyeq||g(x)|| € finito e proporciona uma cota superior sobre as normas dos subgradientes
gk, €, portanto

L =ma L = max ma ; .
max|g(x)]| ou L= max maxe; ()

No seguinte lema, estabelecemos que a sequéncia de multiplicadores € limitada.

Lema 5.3 (Multiplicadores limitados) Seja a sequéncia de multiplicadores {yk} gerada
pelo método subgradiente usual (usando a formula de iteracdo (5-6)). Sob as hipoteses 1

e 2, temos que a sequéncia {u*} é limitada e, além disso,

Kl o 20 0 L ol?
Il < SO E) = ") Fmaxq Il (FE) =g7) + 7 -+l g,
onde Y= mini<j<m{—g;(X)}, onde L é a cota da norma da sequécia de subgradientes da
hipdtese 2, X é um vetor que satisfaz a qualificacdo de Slater, e o0 > 0 é o comprimento de

passo.

Demonstracdo. Sob a qualificacdo de Slater o conjunto 6timo dual U* é ndo vazio.

Consideremos o conjunto Q definido por

oL?
Qa:{#ZO/CI(H)Zq*—T},
que nio é vazio, levando em conta que U* C Q. Fixamos um y* € U™ arbitrario e vamos
provar primeiro que para todo k > 0,

ol?

* * 1 — * *
I SmaX{II#O—M I 00 =)+ B+ H+ocL}, 5-8)
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Usamos indug@o em k. Note que a relacdo é valida para kK = 0. Suponha que vale

para algum k > 0, ou seja,

* 1 _ (XL2
=4 < max {40 =1, 0 =)+ 4+ L para g &0
(5-9)
Consideramos 2 casos: g(u*) > ¢* —al?/2 e g(uf) < g* — al?/2.

Caso 1: q(uF) > ¢* — aL? /2. Usando a férmula de iteracio (5-6) para u“*! e a hipdtese
2, obtemos
T — || <l + g — || < [l + |+ o

Como g(u*) > g* — aL? /2, segue-se que u* € Qq. Pelo Lema 5.1, o conjunto Qg
¢ limitado e, em particular, ||u|| < %( f(x) — ¢* +0ol?/2) para todo u € Q. Portanto

P D o7 2
Il S;(f(x)—q )+2—Y-

Combinando as duas relacdes anteriores, obtemos

k+1 % <l =\ a_Lz * I
I pl<-(f(x)—q")+ 27+H“ | +aL,

=2

mostrando assim que a estimativa em equagdo (5-8) é valido para k+ 1.

Caso 2: q(i*) < g* — aL?/2. Usando a propriedade de ndo expansividade da projegio
temos para todo £,

=i P < e ot
e = |1* + 208" (b — ) + o] €17

IA

Como g é um subgradiente (supergradiente) de g em u¥, temos que
t
g (u — k) > qu*) — q(u),

o que implica que

Assim, obtemos

I =P <l =P - 200" — g () + 011 (5-10)
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Usando a hipétese 2, nés ainda obtemos

k1 2 ko2 . o ol?
" =7 < e =l =200 67 — g ) = = )
como q(u¥) < g* — al? /2, segue-se que g* — g(u*) — oL? /2 > 0, que combinado com a

relagcdo anterior nos da

L | < b = ).

I
Pela hipétese de indugdo (5-9), segue-se que a estimativa da equagdo (5-8) € valida para
k+ 1. Assim, a estimativa da equacdo (5-8) vale para todo k > 0. Da equacgdo (5-8)

obtemos para todo k > 0,

1, ol?
1 < =+ ] < maX{HuO—ﬂ*H U@+ S+ | +aL} e

Usando ||u® — p*|| < [|&°]| + ||u*||, temos, ainda, para todo k > 0,

1 ol?
) < max{||ﬂo||+||ﬂ*||,§(f(x)—q*)+—+\|ﬂ*||+0¢}+||,U*||

2
1 al?

= 2||u* +max{ N, =(F(x) —q* —|——+OLL}.
Il 7ol Y(ﬂ) q’) >y

Como U* ={u>0/q(u) > q"}, de acordo com o Lema 5.1, temos a seguinte

cota sobre as solugdes 6timas duais

1
* < o\ ok
max el < S =),
o que implica que para todo k > 0,
k 2 = * 0 1 _ * O(.L2
]| < y(f(x)_q )+ max < ||u H,?(f(x)—q )+2_y+aL _

OJ

Como comentamos ao final do Lema 5.1, na prética, o valor 6timo dual ¢* em
geral no é conhecido, tomando i = u° temos ¢* > ¢(u°), substituindo ¢* com g(u°),
obtemos a seguinte cota para a sequéncia de multiplicadores

2 1, ol?
1 < 206) —a(u) +max{||u°||, TER) *Tv“‘L}’
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onde Y= mini<j<,{—g;(X)}. Note que esta cota s6 depende dos pardmetros do algoritmo
e dados do problema. Especificamente, envolve a primeira iteracio u° do método, o passo

constante o, o vetor Slater X, e a cota da norma subgradiente L.

5.3 Solucoes primais aproximadas

Nesta se¢do, nds proporcionamos solugdes primais aproximadas considerando
sequéncia ergddica.

Consideremos a sequéncia de multiplicadores {*} gerada pelo algoritmo sub-
gradiente usual ( formula de iteracdo dada por (5-6)), € a sequéncia de vetores primais
{xk} obtida durante a resolu¢do do subproblema dual Lagrangiano. Lembremos que a
sequéncia ergddica 7% dos vetores x0,... x*~1 ¢ dada por
1 k=1

=7 sz para todo k> 1. (5-11)
s=0

&

Note que a sequéncia ergédica ¥ fica no conjunto Q, pois, Q é convexo e cada
x* € Q para todo s. No entanto, estes vetores ndo precisam satisfazer as restri¢gdes primais
gj(x) <0, j=0,---,m, e portanto, eles podem nao ser vidveis.

No que segue desta secdo, estudamos algumas propriedades bésicas da sequéncia
ergédica . Usando estas propriedades e a qualificacio de Slater, nés proporcionamos
estimativas para o valor 6timo primal e estimativas para a violagdo da viabilidade em

cada iteracdo do método subgradiente.

5.3.1 Propriedades basicas da sequéncia ergédica primal

A seguinte proposi¢@o proporciona cotas superiores e inferiores sobre os valores

funcionais primais da sequéncia ergédica i

e cotas superiores e inferiores para a
quantidade da violagdo das restricoes. Note que estas cotas sdo dadas por iteracdo,
podendo assim obter um critério de parada pratico para o método. Assim, essas cotas

podem nos proporcionar informacdes préticas para estimar solucdes 6timas.

Proposicdo 5.4 Seja a sequéncia de multiplicadores {y*} gerada pelo método subgradi-
ente usual com regra de passo constante. Seja a sequéncia ergodica {)Zk}. Entdo, para
todo k > 1,

a) uma cota superior sobre a quantidade da violagdo das restri¢ées do vetor 3 é dado

por

k
e < N

ko’
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b) uma cota superior sobre os valores funcionais primais do vetor ¥ é dado por
2
—k ||,U I 2
@) <qt+ a+%2u )12

¢) uma cota inferior para os valores funcionais primais do vetor ¥ é dado por

F@) =g = g,
onde u* é uma solugdo dual otima.

Demonstracao.

(a) Usando a férmula de iteracdo para ¢**!, obtemos

i+ oagk < [ +aght = para todo k> 0.

Como gk = g(xk) com x* € Q, segue-se que

ag(xX) < ' — 1k para todo k> 0. (5-12)

Portanto,
Zag <,Ll ,u <,Ll para todo k> 1,

logo,

k—1 e
Zg(xs) < o Pbara todo k> 1,
s=0

Como x* € Q para todo k, pela convexidade de Q, temos que # € Q para todo k.

Assim, pela convexidade de cada uma das fungdes g, segue-se que

para todo k> 1,

sz|t»

<Zg

e como p* > 0 para todo k, temos que g(xX)* < ¥ /(ka)) para todo k > 1 e, portanto,

lg(#) || < HZ | para todo k> 1.
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(b) Pela convexidade do funcional primal f(x) e pela defini¢io de x* como um mini-

mizador da funco Lagrangiana f(x) + (15)'g(x) sobre x € Q, temos que

. 1 k—1 1 k—1 1 k—1
CORSSIIC Z{f V'8 =2 ) (1)),
s=0 S=0
Como g(1*) = f(x*) + (1) g(x*) e g(u°) < g* para todo s, segue se que para todo
k21 1k—l 1k—l 1k—l
FE) <Y ) = Y () e() <g" = ) (1) g(x"). (5-13)
s=0 s=0 s=0

Da férmula de iteragdo (5-6), usando a propriedade de ndo expansividade da
projecdo, e o fatoque 0 € {u € R™ /u>0} e g* = g(x*), obtemos

1P < 2 P+ 200 g(x%) + 0 g0 para todo s >0,

no qual implica que

1812 = [l )2 4 0| g () |12
200

—(u')'g(x) <

para todo s> 0.

Somando sobre s=0,...,k — 1 para k > 1, temos que

lk—l

- Z(.Us)tg(x ) < M—F i lgx)||?>  para todo k> 1.
k= 2kar 2k - <

Combinando a equacdo anterior e a equacdo (5-13), nds ainda obtemos

f#) < q*+—”“0”2 i H2+ kZHg )||?  para todo k>1
- 2k 2k -
< g+ ||,u H2—|— Z Ig(x*)||> para todo k> 1
- 2ka 2k -

implicando a estimativa desejada.
(¢) Dada uma solugdo 6tima dual y*, temos que
FE) = FE) + (1) 8 (7) = (1) 8(7) = qlu*) — (") 8(7).
Jaqueu* >0 e g(¥)T > g(#), temos ainda que

— (i)' g(&) = —(u*)'g(T) " = [l lg () .
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Das duas relagdes anteriores e do fato que g(u*) = g* segue se que

FE) =g — e lllg @) 7.

O

Note que os resultados da proposicdo 5.4 indicam que as cotas sobre a violagao
de viabilidade e o valor primal f(¥) sio facilmente calculados se temos as cotas sobre as
normas dos multiplicadores ||u¥||, da solugdo 6tima ||u*||, e subgradientes || g(x*)|. Isto é

precisamente 0 que usamos na proxima secdo para estabelecer novas estimativas.

5.3.2 Propriedades da sequéncia ergodica primal sob a qualificacao
de Slater

Aqui, iremos fortalecer as relacdes da Proposi¢dao 5.4, sob a qualificacdao de

Slater e subgradientes limitados.

Proposicao 5.5 Seja a sequéncia {yk} gerada pelo algoritmo subgradiente ( formula de
iteracdo dada por (5-6)). Suponha que valem a qualificacdo de Slater e a hipotese de

subgradientes limitados (hipoteses 1 e 2). Além disso, seja

* 2 — * 0 1 — * (XLZ
B" = —(f(¥) —q") +maxq [|o”]|, - (f(%) —¢") + ——+aL, (5-14)
¥ Y 2y
onde Y = minj<j<pm {—gj(f)}, X é um vetor Slater da hipdtese 1, e L é a cota sobre
as normas dos subgradientes da hipotese 2. Considere também a sequéncia ergodica
{barx*}. Entéo para todo k > 1,

a) uma cota superior sobre a quantidade da violagdo das restri¢ées do vetor 3 é dado

por

*

(@) < o

~ ko

b) uma cota superior sobre os valores funcionais primais do vetor ¥ é dado por

)P | o2

—k *
e A T

¢) uma cota inferior para os valores funcionais primais do vetor ¥ é dado por

fWBZﬁ—§U®—¢waﬂﬁw
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Demonstracao.
(a) Sob as hipdteses da qualificacio de Slater e subgradiente limitado, pelo Lema (5.3)
temos que

L2

2 . Lo O
1< 200 -0 +max{ ) (70~ + G +akh para todo k0,

Pela definicdo de B* na equagdo (5-14), a relac@o anterior € equivalente a
5| < B*  para todo k> 0. (5-15)

Usando a parte (a) da Proposicao 5.4, obtemos

k *
Il B

- > 1.
a o para todo k>

lg(#) "Il <

(b) Da parte (b) da Proposigéo 5.4, obtemos

i HIJ [ I
fE)<qg + +2kZ|| para todo k> 1.

Sob a qualificac¢do de Slater, existe dualidade forte, i.e., ¢ = f*. Além disso, os
subgradientes s@o limitados por um escalar L, de modo que
], aL?

+—— para todo k> 1.

-k *
FE) <+ e

(¢) Sob a qualificagdo de slater, existe uma soluc¢éo 6tima dual e temos dualidade forte,
i.e.,q" = f*. Assim, pela parte (c) da Proposicdo 5.4, para qualquer solu¢do dual y* temos
que

FE) = = lg®) T para todo k> 1.

Usando o Lema 5.1 com i = y*, vemos que o conjunto 6timo dual € limitado e,
ler*]| < 5 (f (%) — ¢*) para todo u* € U*. Daqui,

f(fk> > f*— %(f(f) —q*)||g(fk)+|| para todo k> 1.

0J

Como ocorre também na parte (a) da Proposi¢cao 5.5, a quantidade da violagdo
de viabilidade ||g(*)*| do vetor ¥ diminui a zero quando o nimero de iteracdes
subgradientes k aumenta. Combinando os resultados em (a) — (¢), vemos que os valores

funcionais f(x*) convergem para f* no nivel de erro L? /2 quando k — oo
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5.4 Método subgradiente modificado sob a qualificacao
de Slater

Nesta se¢do, nos iremos considerar uma versao modificada do método subgradi-
ente sob a qualificac@o de slater. A motivacao vem do fato de que, sob a qualificacio de
slater, podemos "encontrar"o conjunto de solu¢des 6timas duais U*. Portanto, € interes-
sante considerar um método subgradiente no qual as itera¢des duais sdo projetadas sobre
um superconjunto limitado do conjunto de solugdes 6timas duais. A seguinte proposi¢ao
proporciona estimativas para a quantidade da violacao das restricdes e os valores fun-
cionais da sequéncia ergddica primal e vamos comparar essas estimativas com os erros
das estimativas obtidas para o método subgradiente ordinario da secdo anterior.

Formalmente, podemos considerar métodos subgradientes da seguinte forma
f T =Pp(ut +agh), (5-16)

onde o conjunto D € um conjunto convexo e compacto contendo o conjunto de solugdes
6timas duais U* C D e Pp denota a projecdo sobre o conjunto D.

Sob a qualificacdo de Slater, o conjunto 6timo dual U* é ndo vazio e limitado, e

uma cota sobre as normas das solugdes 6timas duais é dado por
(f(x)—¢q") para todo u* €U",

comy=mini<j<m{—g;j(*)} e ¥um vetor Slater. Assim, tendo o valor dual § = ¢(f) para

algum i > 0, como ¢* > g, obtemos

Y (u) < L(F© ) para todo 4" €U". (5-17)
s=0

Isto motiva a seguinte escolha para o conjunto D
D_a
p={uzo/ul <7904}, (5-18)

com um escalar r > (. Claramente, o conjunto D € convexo e compacto, € contém o
conjunto de soluc¢des 6timas duais tendo em conta a relagcao (5-17).
A seguinte proposicao, nos da cotas por-iteracao para a violagdo das restricoes e

valores funcionais primais da sequéncia ergédica i¥.

Proposicao 5.6 Sejam as hipoteses da condicdo de Slater e a de subgradientes limitados
vdlidas. Seja a sequéncia dual {yk} gerada pelo método subgradiente modificado da

equagdo (5-16). Considere a sequéncia ergédica {¥*}. Entdo, para todo k > 1,



5.4. Método subgradiente modificado sob a qualificacio de Slater 82

Figura 5.1: O conjunto étimo dual U* e o conjunto D.

a) uma cota superior sobre a quantidade da violagdo das restri¢ées do vetor 7 é dado

por

%)—g > L’
o)1 < o (P00} 4 5

b) uma cota superior sobre os valores funcionais primais do vetor ¥ é dado por

0112 L2
&) <+ v

¢) uma cota inferior para os valores funcionais primais do vetor ¥ é dado por
ke f(&)—q k
1) 2 1= (L0 gty 1.

Aqui, os escalares r > 0 e G com § < q* sdo aqueles da definicao do conjunto D na
equagdo (5-18), Y= mini<j<m {—gj()?)}, X € o vetor Slater da hipdtese 1, e L é a cota

sobre a norma subgradiente da hipotese 2.

Demonstracao.
(a) Usando a defini¢do da itera¢do @1 na equacdo (5-16) e a propriedade de ndo

espansividade da projecdo sobre um conjunto convexo fechado, obtemos que para todo
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ueDetodos >0,

™ =l = [1Pp(u+og’) —pl?
<l +ogt —pl)?
<l — ] +20(g") (1 — ) + 0| g*|?
< e =l 42008 (1 — ) + 7L,

onde a ultima desigualdade segue da hipétese 2 de subgradiente limitado. Portanto, para

qualquer u € D,

2

18 — || = [l — |2 LoL

> 0. -
2 > para todo s >0 (5-19)

(") (u—u’) <

Ja que g* € um subgradiente da funcdo dual ¢ em p°, usando a desigualdade

subgradiente, obtemos para qualquer solucio 6tima dual u*,

(&) (W —u) <q’) —qu*) <0 para todo s> 0,

onde a ultima desigualdade segue da otimalidade de u*. Temos entdo, para todo u € D e
todo s > 0,

(&) (u—p") = (&) (u—p" — ' + ') = (&) (u—p") 4+ (&°) (' — ") < (&") (u—1s).

Da relagdo anterior e da equagdo (5-19), obtemos para qualquer u € D,

S a2 et — a2 o2
(gs)t(,u—/l*)SH'u Hl 2(|)|L,u il + 5~ para todo s> 0.

Somando sobre s = 0,...,k — 1 para k > 1, obtemos para qualquerue Dek > 1,

ki‘,](gs)’(u—u*) o e =gl = Nt = pl® kL — gl ok
= - 20 2~ 2o 2

Portanto, para qualquer k > 1,

ma k21< N(u—u") p < L ma Iy ||2+°°kL2 (5-20)
X — — max — . -
wep | &8 TR =00 e W THET T

Vamos agora proporcionar uma estimativa inferior sobre o lado esquerdo da

relagdo anterior. Seja k > 1 arbitrario e, por simplicidade,

k—1

n=yy¢" (5-21)

s=0
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A j—ésima entrada do vetornt é dada por (1;)* = max{n;, 0}. Sen™ =0, entdo a cota
no item(a) desta proposi¢do vale trivialmente. Assim, suponha que N+ # 0 e defina um
vetor 1 da seguinte forma
.
R e
Note que ji > 0 pois y* >0, n" >0 e r > 0. Pelo Lema 5.1, o conjunto
I < it )y 7 Além disso, como g < ¢*, segue-se que

solucdo 6timo dual € limitado e,

Il < f 9 para qualquer solucdo dual u*. Portanto, pela definicdo do vetor fi, temos
que

&l < flefl +r <

f (2_ 94 (5-22)

o qual implica que iz € D. Usando a defini¢do do vetor 1 na equagdo (5-21) e a relagdo
(5-20), obtemos

. k—1 . k—1 . 1 0 5 (kaZ
=) — S\ — %) < s Lk < _ il
n' (@ —u*) ;(,)(g)(u “)—r,f‘gaf)‘ s;)(g)(ﬂ 1) _mrlflealgdlu ul+=5

H_Illi_\l’ temos que N (1 — u*) = r||n"||. Assim, pela definigio de

M na equagdo (5-21) e o fato que g° = g(x*), temos que

k—1 +
[Z g(xs)] :
s=0

Combinando as duas relacOes anteriores, segue-se que

Comopu—pu*=r

N (a—

[kZl g(xs)] )

s=0

Dividindo ambos os lados desta relacdo por k, e usando a convexidade das

fungdes gj em g = (g1, ...,gm) € a definigdo de ¥, obtemos

[z [

Como 1° € D, temos que

ol?
max | — | + = (5-23)

lg@@)* )l <

= 2kor u

max || — pl|* < max (||| + ||u]))? < 4max |||
ueD ueD ueD
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Usando a definicdo do conjunto D da equacgdo (5-18), temos que

_ 2 (f@-g \, oL
ko + < R
ls() H_kw( ) 45
(b) A prova decorre a partir de um argumento idéntico ao utilizado na prova da parte (b)

da Proposic¢ao 5.4.

(c) A prova decorre a partir de um argumento idéntico ao utilizado na prova da parte (c)
da Proposicdo 5.4 e a cota sobre o conjunto solucdo 6timo dual que se segue, tendo em

conta a qualifica¢do de Slater (Hipétese 1 e Lema 5.1 com g = u*). 0

Notamos aqui que o método subgradiente da equagdo (5-16) com o conjunto D
dado na equagdo (5-18) acopla o cdlculo dos multiplicadores.

A seguir, consideramos selecionar o parametro r, que € utilizado na defini¢do do
conjunto D, tal que o lado direito da cota no item (a) da Proposi¢do 5.6 ¢ minimizada em

cada iteragdo k. Dado algum k > 1, nds escolhemos r como a solug¢do 6tima do problema
— o~ 2 2
2 _
min{—(m—l—r) +£}.
r>0 | ko Y 2r

— ~ 2 2
W)= > (ﬂ”_q+0 Lo (5-24)

 kar

Considere,

derivando com respeito a r, obtemos

W)= 2 <f(f>—é+r)2+ki<m+r) oL (5-25)

~ kor? Y or Y 272

Considerando y = (W + r) e igualando #'(r) = 0 obtemos

-2 5, 4  al?
—— =0.
kocry

2r2

de onde temos
koL2

y2—2ry+ 0
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assim, as raizes da equagdo anterior sao

4r? — ko2L?
y=r=t d
2
substituindo y por (f ()?(7‘7 + r) temos
4 2 ro2] 2
f(x) 4 4r? — ko’ L
Y 2

elevando ao quadrado ambos os membros, obtemos

— ~\ 2
4 (—f (xi_ q) — 412 — ko212

portanto,

— ~\ 2
A E) = r(E) = \/(f(x)_q) | oLk 526

vejamos que r* € um minimizador de A

() = — (f(f)—67+r>2 8 (f(x)—ciJrr)Jr%ﬁa_Lz.

ko Y ko2 Y 3

Suponha que 2" (r*) < 0, logo temos

N 2 2 =\~
4*3 (f(xl q+r*) N A L oL < 8*2 (f(X) q+r*)-

kowr kor* 3~ ko Y
de onde, )
o 2+2 o~
(f(x) q _|_r*) ‘|—r*2+ koL S 2?'* (f(x) q ‘|—r*> .
Y 4 Y
logo,
o~ o\~ 2 272
21’* (f(x) > +2r*2 > <f(x) q +r*) +r*2+ koL
Y 4
A\ 2 _ 272

(pela igualdade (5-26)) = 3r*>+2r* (My_q) :

de onde obtemos

o qual é um absurdo. Portanto a solugéo 6tima do problema anterior, denotado por r*(k),
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¢ dada por

o 2 2712
r*(k):\/(f(xi( q) +0(ik para k> 1. (5-27)

Considere agora um algoritmo onde as iteragdes duais sdo obtidas por

= Pp, (W +ag")  para cada k>0,

com u® € Dy e o conjunto Dy dado por

JxX)—q , .
Di={uz 0/l < =1 vy}
onde r*(k) é dado pela equagdo (5-27). Daqui, em cada iteragdo k, o algoritmo projeta
sobre o conjunto Dy, que contem o conjunto de solu¢des 6timas duais U*. Substituindo

r*(k) na cota da parte (a) da proposi¢do 5.6, temos que

X)—g 2 2
lg(@) T < 2 (f() q)+r*) oL

kour* 2r*

2 = -
— k(fr*( ) 42 f(x)_Q)+(r*)2>+0cL2

Ty 2
2 2 ¥)— g o212k
ko Y
Da relagdo 5-27 temos que

f

( (f)y— q)
(f (f)y— q)

4

para k> 0.

—~
~
*
—~
=
SN—
S—
[y}
Il
N
~
—~
=
SN—
|
ENY

2 N o212k
4
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Logo,

\O)

ls)*Il <

(2(r*)2 +2r* M)

kour*

Il
b

g+
RS

=

=1

=T

AT

+

«

N

=

=

=T

AT

2 N o2L%k
4

IN

Portanto,

(@) < - (f "1“?) L2 (5.28)

Este resultado mostra que em um k dado, o erro da estimativa proporcionada na
equagao (5-28) pode ser alcangada se nés usamos um método de subgradiente modificado,

onde cada iteragdo dual € projetado sobre o conjunto

_ ~ - ~\ 2
Dy = uZO/IIuIIzSf(x)y_qﬂ/(ﬂx)y_q) +°‘2f" . (529

Vamos agora comparar a cota da violacdo da viabilidade da parte (a) da
Proposi¢do 5.5 para o método do subgradiente ordinario com o resultado da desigual-
dade (5-28) para o método do subgradiente modificado. Em particular, pela parte (a) da
Proposicdo 5.5 e usando g* > g(f1) para i > 0 na defini¢do da cota B* na equagdo (5-14),

obtemos que para todo k > 1

2

2_(+(3) —q>+imax{||u0H U@ —q>+%+aL}. (5-30)

—k\+ < =
811 < om - .

Esta cota, quando é comparada com a da desigualdade (5-28), ¢ melhor quando
k € muito grande. Porém, inicialmente, a violacdo da viabilidade na equagado (5-30) para
o método subgradiente ordinario pode ser pior, porque este depende da iteracio inicial u.
Suponha que a iteracio inicial é 4 = 0. Entdo, a cota na equacdo (5-30) se reduz a
1 /12

o)1 < o 1) -0+ (5,42,
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Mesmo neste caso, inicialmente, esta cota pode ser pior do que da desigualdade

(5-28), porque esta cota depende inversamente de Y que pode ser muito pequena.



CAPITULO 6

Conclusoes

No capitulo 2 apresentamos uma breve revisdo da teoria de convexidade e
dualidade Lagrangiana para programacdo convexa. No capitulo 3 estudamos o método
subgradiente condicional para um problema convexo restrito sem estrutura, € vimos que
este € uma generalizacdo do método subgradiente tradicional, juntamente com resultados
de convergéncia usando passos de série divergente e passo de Polyak.

Apresentamos depois resultados de convergéncia para o método subgradiente
condicional aplicado ao problema dual de um problema convexo com estrutura, vimos
que, a sequéncia gerada pelas solugdes do subproblema dual, em geral ndo converge a
uma solucao 6tima primal. Estudamos um esquema de sequéncia ergédica de solugdes do
subproblema que induzem a convergéncia para o conjunto solu¢do do problema primal.

Finalmente, estudamos o método subgradiente tradicional aplicado ao problema
dual, usando o comprimento de passo constante em virtude da sua simplicidade e signi-
ficado pratico. Apresentamos estimativas da sequéncia ergédica com o conjunto de
solugdes primais, proporcionando cotas para os valores funcionais primais e para a vio-
lagdo de viabilidade. Os principais resultados desta dissertacao foram obtidos dos artigos
[18] e [20].

Para trabalhos futuros, pretendemos investigar os principais resultados desta
dissertacdo em dimensao infinita, fazendo modificagdes necessdrias para obter convergén-
cia forte. Também pretendemos analisar esses resultados por meio de experimentos

numéricos, fazendo comparacdes com outros métodos encontrados na literatura.
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