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RESUMO

Dentre as primeiras tentativas de unificacdo da teoria quantica com a teoria de rela-
tividade especial aquela que se destacou foi a teoria do elétron de Dirac. Entre seus
sucessos esta o calculo com grande acuracia do espectro do atomo de hidrogénio e a
predicao da existéncia da antiparticula do elétron. Porém, apesar de seus bons re-
sultados, alguns problemas surgem nessa teoria. A existéncia de estados com energia
cinética negativa, ao mesmo tempo que permite a descoberta de antiparticulas, leva
a problemas como o movimento trémulo zitterbewegung de um elétron livre. Nao
se sabe se esse movimento é real ou apenas uma inexatidao da teoria em descrever
a realidade. Neste trabalho apresentamos uma proposta de emulacao da dinamica
de um elétron de Dirac e, portanto, de zitterbewegung, por meio da transformacao
de um feixe luminoso paraxial. A mesma transformacao efetuada pelo operador
de evolucao temporal de Dirac é implementada sobre o perfil transversal do feixe
fazendo-o passar por placas de onda e imprimindo fases com um modulador espacial
de luz. A proposta inclui os casos de uma e duas dimensoes espaciais e, por emu-
lar a posicao da particula na posi¢do sobre o plano transversal ao feixe, dispomos
somente de dois graus de liberdade, dificultando a simulacdo no caso de o espaco
ser tridimensional. Entretanto, mostramos que ainda assim é possivel simular um
caso particular nessa situacao. Nossa simulagao apresenta algumas vantagens sobre
simulagoes implementadas anteriormente, sdo elas: nao requer a construcao de dis-
positivos para esse fim especifico; os parametros ajustaveis estao presentes nas fases
do modulador e podem ser variados arbitrariamente; permite a comparacao entre o
operador posicao padrao e o operador posicao média; permite a simulacao nos casos

de espaco bi e tridimensional.

Palavras-chave: Zitterbewegung; optica paraxial; simulagao classica.
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ABSTRACT

Among the first attempts towards the unification of quantum and special relativity
theories that which more highlighted was the Dirac’s electron theory. Amongst
its achievements is the accurated calculation of the hydrogen spectrum and the
antiparticles prediction. Even though it provides good results, some difficulties arise
in this theory such as the existence of negative energy states for free particles. At the
same time that it allows for the antiparticle discovery, it leads to questions like the
trembling motion of a free electron (zitterbewegung). It is not a consensus whether
this motion is real or just a theoretical failure in describing the reality. In this
work we present a proposal to simulate the Dirac electron dynamics and, therefore,
zitterbewegung, by means of a transformation of a paraxial light beam. The same
transformation as is carried out on the vector state by the Dirac’s evolution operator
is implemented in the transverse beam profile using wave plates and spatial light
modulator. The proposal includes the cases of one and two spatial dimensions by
simulating the spatial degrees of freedom into the transverse coordinates of the
light beam, which offers a difficulty in simulating the three dimensional dynamics
in general case. However, we show that it is possible for particular initial states.
Our simulation presents some advantages over previously ones, namely: it does not
require the construction of specificaly designed devices; the adjustable parameters
are present on phases printed by the modulator and can be arbitrarily changed; it
permits the measurement of the mean as well as the standard position operators; it

permits the simulation in two and three spatial dimensions.

Keywords: Zitterbewegung; paraxial optics; classical simulation.
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INTRODUCAO

As primeiras tentativas de unificacio da teoria quantica com a teoria especial
da relatividade datam do final da década de 1920 [1]. Mais recentemente, com o
advento da teoria de informacao quantica relativistica, no fim da década de 1990,
as investigagoes tedricas acerca de influéncias da relatividade tanto especial quanto
geral na teoria quintica se intensificaram [2]. Nesse contexto, um dos problemas
tedricos recorrentes é o da localizacao e definicao de spin, que até o momento nao
encontraram consenso. A pergunta pode ser colocada como: sendo o qubit o objeto
basico da teoria de informacao, como definir de forma consistente sua localizacao no
espaco [3]? A resposta a essa pergunta passa pela definigdo de um operador posi¢ao,
uma vez que, conforme mencionaremos, o operador posi¢ado convencional apresenta
um comportamento inesperado chamado zitterbewegung.

A mecanica quantica estabelecida em 1925 com o formalismo matricial de
Jordan, Born e Heisenberg [4] e em 1926 com a mecénica ondulatéria de Schrodinger
[5] foi capaz de descrever com boa concordancia diversos fenomenos nao explicados
pela chamada fisica classica, como o espectro de emissao dos elementos. No entanto,
foi preciso postular a existéncia de uma propriedade adicional das particulas, a saber,
o spin, para dar conta da duplicidade dos estados eletronicos. Essa é apenas uma
das motivacoes de Dirac para a criacdo de sua teoria. Sobre isso Dirac escreveu
“The question remains as to why Nature should have chosen this particular model
for the electron instead of being satisfied with the point-charge” [6].

Para além da dificuldade em lidar com o spin das particulas de maneira
natural, esta o fato de que a equagao basica da mecanica quantica, a equacao de
Schrodinger, nao estd em concordancia com a relatividade de Einstein. Isto é, a
equacao de Schrodinger nao é covariante sob transformacoes de Lorentz. Isso foi

percebido por Schrodinger que, independentemente de Klein e Gordon, ainda em
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1926, formulou uma teoria quantica relativistica baseada na equacao Klein-Gordon
[7]. Entretanto, essa teoria ainda nao abrigava um tratamento natural do spin, além
de ndo permitir a definicdo de uma densidade de probabilidade positiva definida [1].

Pensando em sanar essas dificuldades e ainda manter o formato da equacao
de Schrodinger, Dirac construiu em 1928 a equagao para a particula livre que leva
seu nome [6]. A equagao de Dirac: satisfaz a rela¢ao energia-momento relativistica;
é linear no tempo e no espaco; permite a definicdio de uma densidade de probabili-
dade positiva definida; e por requerer que o vetor de estado possua ao menos quatro
componentes, incorpora o spin de maneira natural. O primeiro problema que surge
nessa teoria é que o hamiltoniano de Dirac possui autoenergias negativas que nao
podem simplesmente ser ignoradas. Fato esse que é contornado por uma interpre-
tacao inusitada, que deu origem a uma nova e vasta area da Fisica, nomeadamente,
a fisica de particulas: os estados de energia negativa representam antiparticulas.
Ademais, a equacao de Dirac prevé efeitos inesperados como o paradoxo de Klein
[8] e o zitterbewegung [9]. O paradoxo de Klein diz respeito a um stbito renasci-
mento da probabilidade de transmissao de uma particula através de uma barreira
de potencial, quando o potencial é aumentado para além de um valor critico.

A palavra zitterbewegung (ZB) tem origem alema e significa movimento tré-
mulo. O termo foi inicialmente utilizado por Schrodinger e refere-se ao movimento
oscilatorio de um elétron livre. Ao calcular a evolucao temporal do operador po-
sicdo de um elétron livre, além dos termos previstos para uma particula livre (um
termo constante e outro linear no tempo), surge um termo de ZB que oscila tem-
poralmente. Esse termo contraintuitivo é resultado da interferéncia entre estados
com energia positiva e negativa e, dada a interpretacao dos estados com energia
negativa como estados de antiparticulas, é controverso se é possivel interpretar o ZB
como movimento real do elétron, tendo em conta que esse efeito aparece como uma
interferéncia multiparticula em um problema que inicialmente trata de uma tnica
particula [1]. Dentre os varios pontos de vista sobre o assunto, é defendido que
esse movimento nao teria lugar se uma teoria quantica de campos empregando as
solugdes da equacao de Dirac como base fosse utilizada [10] ou, ainda, que o efeito
mencionado decorre de uma mé definicdo dos operadores posicao e velocidade [11].
A perspectiva de redefinicao do operador posicao, traz consigo questoes profundas
sobre a possibilidade de existéncia de estados localizados espacialmente e sobre a
violacao de causalidade, no sentido de que pacotes de onda localizados poderiam se

propagar com velocidades superluminais [12, 13]. Apesar de controverso, o ZB che-
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gou a ser utilizado por Czachor na explicacao de resultados relativos ao experimento
de Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm com particulas relativisticas [14].

De todo modo, as discussoes acerca da realidade do ZB nao podem ser
testadas diretamente em elétrons, ja que a amplitude prevista desse movimento os-
cilatério é da ordem de 10~2m e sua frequéncia da ordem de 102! Hz. Como forma
de contornar essa dificuldade tem-se recorrido a simulagdes por meio de outros siste-
mas fisicos. Varios protocolos foram apresentados nos tltimos anos utilizando, por
exemplo, grafeno e outros sistemas bidimensionais [15, 16], semicondutores [17], con-
densados de Bose-Einstein [18], fons armadilhados [19], sistemas fotonicos [20, 21],
etc. Todos esses esforgos culminaram em uma realizagdo experimental de ZB utili-
zando como simulador um fon armadilhado [22], seguida de outras duas realizagoes
utilizando redes fotonicas [23] e condensados de Bose-Einstein [24]. Entretanto, as
trés realizagoes foram capazes de simular a equacao de Dirac e, portanto, ZB, de uma
particula restrita a somente uma dimensao espacial. Em todos os casos, a simulacao
se baseou na construcao de circunstancias muito especiais em que a func¢ao de onda
(ou andlogo a fungao de onda em [23]) obedece a uma equagao formalmente idéntica
a equacao de Dirac do elétron livre. Nos referidos trabalhos, os sistemas empregados
possuem parametros ajustaveis que foram regulados de maneira a tornar a escala
de ZB mensuravel, possibilitando a andalise de como o ZB se manifesta nos diversos
regimes de velocidades: nao relativistico, relativistico e ultrarrelativistico. As simu-
lacoes supoem de antemao que o elétron seja descrito corretamente pela equagao
de Dirac e nada dizem, portanto, sobre a existéncia ou nao de ZB. Contudo, sao
luteis para que possamos inferir, caso o elétron seja bem descrito pela referida teoria,
quais os efeitos ocorreriam e como ocorreriam. Além dessa motivacao, os protocolos
de informacao quantica relativistica, em geral, esbarram na impossibilidade de se
atingir velocidades proximas a da luz e, logo, a tinica maneira que foi encontrada
para que eles sejam implementados é através de simulagdo em outros sistemas que
obedecam a mesma dindmica [25, 26, 27].

Por outro lado, é fato bem estabelecido que a aproximagao paraxial da equa-
¢ao de Helmholtz é analoga a equacgao de Schrodinger nao relativistica para potencial
nulo [28, 29] ou, sob outra perspectiva, para o potencial do oscilador harménico [30].
A parte espacial da solugao da equacao de onda, a qual é satisfeita pelos campos de
uma onda eletromagnética no espaco livre, satisfaz a equagdo de Helmholtz. Logo,
a propagacao de um feixe eletromagnético paraxial é analoga a evolucao temporal

de um estado pela equacao de Schrodinger. Essa analogia entre éptica e mecanica
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quantica foi bastante explorada, levando ao desenvolvimento de métodos matema-
ticos comuns as duas areas de conhecimento [31]. Se ao invés de propagacdo no
vacuo, for considerada propagacao em um meio inomogéneo, a analogia se mantém
e um potencial é inserido na equacao de Schrédinger [32]. Uma ampla abordagem
das diversas analogias entre Optica e mecanica quantica é encontrada em [33]. A
importancia da aproximacao paraxial em Optica vai muito além da analogia com
a mecanica quantica nao relativistica. O feixe produzido por um laser ¢ descrito
nessa aproximagao [34], bem como muito da teoria quintica relativa a producao de
pares de fétons gémeos [35], somente para citar dois exemplos. Afora da analogia
direta entre as equacoes concernentes a Optica paraxial e a mecanica quantica nao
relativistica, utilizando a aproximacao paraxial, Lemos et al. [36] implementaram
um oscilador harmonico quantico quicado, no regime caodtico. Nesse trabalho, o
operador de evolucao temporal é mapeado em operadores que atuam sobre os graus
de liberdade espaciais do feixe.

Nesta dissertacao, mostraremos que ¢é possivel mapear o operador de evolu-
¢ao de uma particula livre associado a equacao de Dirac em operadores que atuam
sobre os graus de liberdade espaciais de um feixe luminoso paraxial, mapeando a
funcao de onda da particula de Dirac na amplitude do campo elétrico do feixe. Uti-
lizaremos para tanto a chamada transformacao de Foldy-Wouthuysen (TFW), uma
transformacao unitaria que diagonaliza o hamiltoniano de dirac para o caso de par-
ticula livre. A evolucao temporal sera realizada em trés etapas: o estado inicial é
transformado para a representacao de FW, o estado passa pela evolucao temporal
nesta representacao e, por ultimo, a TFW inversa leva o estado de volta a repre-
sentacao convencional, sendo cada etapa mapeada na atuacao de um conjunto de
dispositivos 6pticos sobre o feixe. Os dispositivos necessarios a implementacao da
proposta sao: laser de pulso continuo, placas de meia onda e de um quarto de onda,
moduladores espaciais de luz com modulacao apenas de fase, divisor de feixe por
polarizacao e detectores de intensidade capazes de medir a intensidade como fungao
da posicao transversal a um feixe. Mostraremos, ainda, que nosso protocolo pode
ser aplicado tanto para particulas restritas a uma dimensao espacial, quanto a duas,
tal como a um caso particular em que o estado é tridimensional.

Esta dissertacao estd organizada como segue: o Capitulo 1 traz a cons-
trugao da equacgao de Dirac para particulas livres em trés dimensoes espaciais e, a
partir dela, a deducao de ZB. No Capitulo 2, descrevemos a aplicacao dos principais

dispositivos necessarios a implementacao de nosso protocolo de simulacao, a saber,



Introducao

transformada de Fourier éptica, placas de onda e modulador espacial de luz. O
Capitulo 3 traz a proposta de simulacao para as trés possibilidades de dimensao
espacial: uma, duas ou trés dimensoes. Por fim, apresentamos nossas consideragoes

finais.



Capitulo

EQUACAO DE DIRAC E
ZITTERBEWEGUNG

Neste capitulo mostramos as motivagoes e a construcao da equagao quantica
relativistica de uma particula livre de spin 1/2, conhecida como equagao de Dirac.
Visando contextualizar a teoria de Dirac com as duas teorias que a originam, nas
Secoes 1.1 e 1.2 fazemos uma breve introdugdo a teoria da relatividade especial
e & mecanica quantica nao relativistica, respectivamente, nos atentando somente
aos principais pontos necessarios a construgao e compreensao da equacao de Dirac,
a qual é apresentada na Secao 1.3. Calculamos a evolucao temporal do operador
posi¢ao na Se¢do 1.4 e encontramos o termo oscilatério chamado zitterbewegung.

Na Secao 1.5, tratamos da chamada transformacao de Foldy-Wouthuysen,
uma transformacao candnica do hamiltoniano de Dirac que, para particula livre, o
diagonaliza. Descrevemos também como tal transformacao leva a definicao de um
operador posicao diferente do padrao e que nao apresenta ZB.

Nas Secoes 1.6 e 1.7 tratamos de como seria a equacao de Dirac caso o espaco
fosse uni e bidimensional, respectivamente, uma vez que a proposta de simulagao
que apresentaremos no Capitulo 3 se aplica a esses casos.

A natureza e mesmo a existéncia da rapida tremulacao do elétron sdo ques-
tionadas sob vérios pontos de vista. Alguns deles serao brevemente mencionados na

Secao 1.8, encerrando este capitulo.



1.1 Relatividade Especial

1.1. Relatividade Especial

Um evento é uma ocorréncia que se da em um ponto especifico do espaco-

tempo, que no sistema de referéncia de certo observador tem coordenadas’
_ _ (0,1 2 3
(ct,x,y,z) = (a) = (x°, ", 2%, x°).

A velocidade da luz ¢ é multiplicada a componente temporal para que todas as
coordenadas tenham a mesma dimensao.

Um observador ¢ dito inercial se, para ele, na auséncia de forcas, uma par-
ticula se move uniformemente, ou seja, descreve uma reta. O préprio observador, se
visto por um segundo observador inercial, descreverda uma reta caracterizada pela
velocidade relativa dos dois.

Deste modo, se uma particula livre descreve uma reta em um sistema de
referéncia I, também descrevera uma reta em um segundo sistema I, se ambos sao
inerciais. Como consequéncia a transformacao de coordenadas de um sistema para

outro deverd ser linear, para que mapeie uma reta em outra, ou seja,
¥ = Az + a, (1.1)

em que r e x’ sdo os vetores posicao quadridimensionais nos sistemas I e I’) res-
pectivamente. A é a matriz de transformacao 4 x 4 entre os dois sistemas e a é um

vetor constante. Em termos das componentes a transformacao se escreve?

o = A ¥ + at.

A teoria de relatividade especial, isto é, a descricao do espago-tempo e dos
processos fisicos que nele ocorrem na auséncia (ou negligéncia) de gravidade, é ba-
seada em dois principios basicos. O primeiro, o principio de relatividade, estabelece
que quaisquer observadores inerciais sao equivalentes e, portanto, a todos os obser-
vadores inerciais sao validas as mesmas leis fisicas. Dito em outras palavras, se dois
observadores inerciais realizam uma mesma experiéncia, sob as mesmas condigoes,

entao deverao obter sempre os mesmos resultados.

ndices superiores serao usados para designar as componentes de um vetor. Indices gregos variam
de 0 a 4, enquanto indices latinos variam de 1 a 3, como convencionalmente utilizado.

2Soma sobre indices repetidos, sendo um deles superior e outro inferior, deve ser entendida ao
longo de todo o texto.



1.1 Relatividade Especial

O segundo principio é a constancia da velocidade da luz no vacuo, ¢, para
todos os observadores. A consideracao desses dois principios para dois sistemas
de referéncia I e I, cujas origens coincidam no instante inicial, com o ultimo se
movendo em relacao ao primeiro com velocidade v ao longo do eixo z; , leva a

seguinte transformacao de coordenadas:

1’36 ’ = 1— /e

denominada transformacao de Lorentz pura.

20 — 5 (xo o %:L’l) 21— ~
z

12 2

(:c1 — 93:0) 1
? =z =

; (1.2)

Considere que a origem de dois referenciais I e I’ coincida no instante ini-
cial em que seus relégios foram sincronizados em ¢t = ¢’ = 0. Se nesse instante um
foton for emitido na origem dos sistemas de coordenadas e, posteriormente, detec-
tado em um ponto do espaco-tempo, entao, por causa da invariancia da velocidade
da luz, ambos observadores concordarao que as coordenadas do ponto de detecgao
satisfazem

PPt =a? 4ty — ot =0,

ou seja, a quantidade 22 + 3% + 2% — ¢t é um invariante por mudanca de referencial.
Tal resultado é, na verdade, somente um caso particular da invariancia do produto

escalar no espago-tempo quadrimensional definido como
3
(z,y) = %" = > a*y" = guaty”, (1.3)
k=1

em que g, sao os elementos do chamado tensor métrica

(9u) =

o O O =
I
—_

De fato, aplicando a transformacao de Lorentz ao produto escalar estabele-
cido em (1.3) notamos que este ¢ invariante. Ademais, tal produto escalar é utilizado
para definir uma transformacao de Lorentz geral como qualquer transformacao que

o deixa invariante, isto €,

G 'Y = gard Y™ = garA® 2 ANy



1.1 Relatividade Especial

Assim, da arbitrariedade de x* e y”, uma transformacao de Lorentz é uma transfor-
macao linear que satisfaz
Aauga)\A)\y = Guv- (14)

As transformacoes de Lorentz formam um grupo com relacdo a multipli-
cacao convencional de matrizes. As transformagoes mais gerais (1.1), em que A é
uma transformacao de Lorentz, formam o chamado grupo de Poincaré. Uma vez
conhecida a transformagao geral entre referenciais, podemos reenunciar o principio
de relatividade, no contexto da teoria especial, como segue: Todas as leis fisicas va-
lidas em referenciais inerciais sao covariantes por transformagoes de Poincaré, isto
¢, mantém sua forma sob esse tipo de transformacdo. Qualquer teoria fisica a ser
construida em conformidade com a relatividade especial, devera exigir a covariancia
de suas equagoes.

Qualquer quantidade de quatro componentes que se transforme por mu-
danca de referencial como o vetor posi¢do quadridimensional é chamada quadrive-
tor. Todos os quadrivetores determinam um invariante (escalar) sob transformagao
de Lorentz através do produto escalar (1.3).

Quadrivetores podem ser construidos a partir do quadrivetor posi¢ao utili-
zando o fato de que, sendo a transformacao de Lorentz linear, a soma de quadriveto-
res, bem como o produto de um quadrivetor por um escalar, se transforma como qua-
drivetor. Assim, o intervalo entre dois eventos x(1) e z(2), dado por Ax = x(2) — x(1),
é um quadrivetor. E a quantidade ﬁ também o é, dada a invariancia do pro-
duto escalar. Suponhamos que z(1) e z(2) sejam duas quadriposi¢oes ocupadas por
uma particula que é vista movendo-se com velocidade instantanea v com relacao a
um referencial inercial /. Em um referencial I’ que se mova a mesma velocidade da
particula, somente havera um deslocamento temporal A7, ja& que nesse referencial
a particula ocupa sempre a mesma posicao espacial. A7 é chamado intervalo de
tempo proprio da particula e esté relacionado a norma do quadrivetor deslocamento
por

(Az, Az) = (A2, Ax') = (cAT)?.

Az Azl Az Ag?
AT AT AT AT
No limite de um deslocamento infinitesimal esse quadrivetor define a quadriveloci-

dade da particula, cujas componentes sao U* = ‘{f—:. No sistema I, o deslocamento

tridimensional se relaciona com o deslocamento temporal através da velocidade da

Pelo que foi dito, a quantidade % = ( ) é um quadrivetor.

particula por dr = wdt. Em termos das coordenadas neste sistema a norma do
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deslocamento se escreve

2 dt
! ) =cdr* = dr=—,

(dv,dr) = (cdt)* —dr-dr = dt* <1 -2 S

com -y definido em (1.2). As componentes da quadrivelocidade no sistema I podem

ser reescritas com a utilizacao da relacao anterior, vindo a ser

dt dr
U=q (C% E) = (ye, ).

A quadrivelocidade pode ser interpretada como segue. A sequéncia de even-
tos que uma particula pontual ocupa no espaco-tempo é chamada linha de mundo
da particula. A linha de mundo pode ser parametrizada, em certo sistema de coor-
denadas, pelo tempo préprio da particula®. A quadrivelocidade é, entdo, a derivada
da curva de eventos ocupados pela particula em relacao ao parametro, ou seja, é o
vetor tangente & linha de mundo [37]. No referencial da particula, a quadrivelocidade
aponta na direcao do eixo temporal.

Se a massa da particula é multiplicada por sua quadrivelocidade obtemos o
seu quadrimomento

P = (yme, ymv) . (1.5)

E possivel mostrar que o quadrimomento total é uma quantidade que se conserva
quadrivetorialmente em colisoes, isto é, cada componente é conservada em todos
os referenciais inerciais. O momento linear tridimensional relativistico da particula
é entao definido como p = ymw . Tal definicdo é, ainda, motivada pelo fato de
que o momento relativistico tem por limite, a baixas velocidades, o momento linear
newtoniano.

A componente temporal do quadrimomento, também uma quantidade con-
servada, estd relacionada a energia relativistica € por PY = ymc = £/c. A motivagao
para tal definicdo tem lugar na identificacdo da variacao temporal do termo P° com
a poténcia fornecida a particula por uma forga [38]. Além de que, no limite de bai-
xas velocidades, a energia relativistica coincide com a energia cinética newtoniana
acrescida de um termo constante chamado energia de repouso & = mc?.

Das defini¢oes de energia relativistica e de momento relativistico, observa-

3Essa parametrizacdo é andloga & parametrizacio por comprimento de arco.

10



1.2 Mecanica Quantica nao Relativistica

mos que é possivel escrever a velocidade de uma particula como

cp
= —. 1.6
v="1 (1.6
O quadrimomento define, por meio do produto escalar, o invariante
(P,P) = P'P, = m*c. (1.7)

Por outro lado, a substituicao das definicoes de momento tridimensional e de energia
permitem escrever a relacao energia-momento relativistica
£\? 2 2 2 2 2.2 2 4
PP, =(—) —p"=mcc = &£ =cp +mc, (1.8)
c
a qual se mostra fundamental na construcao de uma mecanica quantica relativistica.
Como £ > c|p|, logo o médulo da velocidade de uma particula esta limitado a

velocidade da luz, sendo igual a este valor somente se m = 0.

1.2. Mecanica Quantica nao Relativistica

Sucintamente, a mecinica quantica nao relativistica é obtida atribuindo
operadores a grandezas fisicas e postulando propriedades do espaco de estados de
uma particula, assim como o significado probabilistico de um estado. Os operadores
atuam sobre um espaco linear de estados, ou funcdes de onda. As grandezas energia

e momento linear de uma particula sdo atribuidos, respectivamente, os operadores®

0
E=1ith— e = —ihV. 1.9
P P (1.9)
A equagao de Schrodinger de evolugao temporal do estado (¢, ) de uma
particula livre de massa m é obtida ao substituir tais operadores na expressao de
energia nao relativistica
P’ Lovtx) R

_ ¥ _ 2
E=o- = i 5 V(@) (1.10)

sendo ¥ uma fungao escalar complexa de quadrado integravel, para que o quadrado

4Distinguiremos entre a grandeza fisica e o respectivo operador utilizando letras caligraficas para
o primeiro, por exemplo, p representa o valor do momento enquanto p representa o operador
momento.

11



1.3 A equacao de Dirac

de seu modulo possa ser apropriadamente interpretado como densidade de probabi-
lidade. Analogamente, se a particula esta sujeita a forcas tais que sua hamiltoniana
seja H(p, x), sendo esta equivalente a energia da particula, a equagao de evolugao
temporal de seu vetor de estado se escreve como

o)

E=Hp.w) — ih—p>=H), (1.11)

em que o operador hamiltoniano H é obtido da hamiltoniana pela substituicao de
x e p pelos respectivos operadores.

A equacao de Schrodinger permite encontrar uma equacao de continuidade
com densidade positiva definida. Para tal é necessario considerar também a equagao
conjugada: )

— ihw = —;—mVQw*(t,m). (1.12)

Ao somar o produto da funcao de onda pela Eq.(1.12) com o produto da

fungao de onda conjugada pela Eq. (1.10), o resultado é a equagao de continuidade:

ap

.J = 1.1
5 +V-I=0, (1.13)

em que 0
p=wY e J= - UV — ¥V (1.14)

sao a densidade de probabilidade de deteccao da particula em torno do ponto em
que a funcdo de onda esta avaliada e a densidade de corrente de probabilidade,
respectivamente.

A teoria quantica de Schrodinger se aplica bem a diversos casos, por exemplo
no céalculo de niveis de energia atémicos. No entanto, o spin das particulas precisa
ser inserido de maneira ad hoc e a equacao de evolucao temporal nao é covariante por
transformacoes de Lorentz, o que é facilmente visto pela assimetria entre tempo e
espaco. Uma teoria relativistica se mostrou necessaria ja no principio da formulagao

da teoria quantica.

1.3. A equacao de Dirac

A transicao para uma teoria quantica relativistica é alcancada pela aplicacao

do método apresentado na secao anterior, utilizando a expressao adequada para a

12



1.3 A equacao de Dirac

energia. Nao é necessario levar em conta a teoria da relatividade geral, tendo em
vista que esta é imprescindivel apenas na presenca de efeitos gravitacionais, os quais
sdo irrelevantes em escala atomica [39).

As primeiras tentativas para construir um teoria quantica relativistica da-
tam dos anos de 1926 e 1927 com trabalhos de E. Schrédinger, W. Gordon e O. Klein
0s quais resultaram na chamada equagao de Klein-Gordon. A referida equagao para
particulas livres resulta da substituicao direta dos operadores energia e momento
(1.9) na relagao energia-momento relativistica (1.8), sendo, portanto, uma equagao
de segunda ordem tanto no espaco quanto no tempo. Assim como a equacao de
Schrodinger, a equacao de Klein-Gordon permite escrever uma equagao de continui-
dade, entretanto, a densidade encontrada nao é positiva definida, ndo permitindo
sua interpretacao probabilistica, bem como a utilizacdo da fun¢ao de onda em cal-
culos de valores esperados [7]. Além desse inoportuno, o spin das particulas ainda
precisaria ser inserido de maneira ad hoc nessa teoria.

Foi buscando uma equacao covariante de evolugao temporal de estados que
fosse compativel com a relagdo de dispersao relativistica (1.8), mas que possuisse
somente derivada temporal de primeira ordem, que P. Dirac obteve a equagao que
leva seu nome, em 1928. Uma equacao de primeira ordem no tempo ja havia sido
escrita utilizando a relagdo (1.8) escrita na forma & = /c2p? + m2c%. Entretanto,
devido a assimetria entre a derivada temporal e as espaciais, nao seria possivel inserir
campos eletromagnéticos de forma covariante [6]. Dirac buscava um hamiltoniano

(ue permitisse escrever
0
ot

mantendo assim o mesmo formato da equacao de Schrodinger. O requerimento

— Hy, (1.15)

de que essa equagao seja covariante por transformacoes de Lorentz sugere que o
hamiltoniano desejado tenha somente derivadas espaciais de primeira ordem, isto é,
dependéncia linear com o operador momento. Assim, para particulas livres, podemos
escrever

H = ca'p; + ca’®ps + ca’ps + pfmc? = ca- p + fmc?, (1.16)

em que py é o operador momento linear na direcao 2. As constantes multiplicativas
c e mc? foram inseridas de modo a deixar os fatores « e 3 adimensionais. Ainda por
causa da simetria entre derivadas temporais e espaciais, a e  nao podem depender
de p. Estando a particula no espaco livre, o hamiltoniano e, por conseguinte,

e 8, nao devem depender do quadrivetor posicao por causa da homogeneidade do

13



1.3 A equacao de Dirac

espaco-tempo. Deste modo, concluimos que, sejam o que forem, o e § comutam
com os operadores posi¢cao e momento.
Levando em conta que H é equivalente a energia, de modo a satisfazer a

relacao energia-momento relativistica, devemos exigir que
H? = 2p? + m2c,
o que leva as seguintes condigoes:
=1 (a")?=1 (1.17a)

Bak +a*3 ={B,a"} =0 aFod +ada” = {aF al} =0, k#j, (1.17b)

em que {-,-} denota o anticomutador de dois operadores (os detalhes foram dei-
xados no Apéndice A). Note que, para que as condi¢oes de anticomutacio sejam
satisfeitas, a e  ndo podem ser constantes numéricas simplesmente, mas precisam
ser identificados com outros objetos matematicos, naturalmente representados por
matrizes quadradas (dimensdo n X n) hermitianas® que recebem o nome de matrizes
de Dirac.

E facil ver que as condicoes (1.17) implicam em matrizes com trago nulo e
autovalores 1, o que restringe a dimensao das matrizes a niimeros pares, uma vez
que o trago é a soma dos autovalores. Paran = 2, s6 ha trés matrizes anticomutantes
entre si, as matrizes de Pauli

o = 01 o’ = 0 ! o = Lo . (1.18)
10 1 0 0 -1

Portanto, n = 4 é a menor dimensao a fornecer quatro matrizes anticomu-

tantes. Nesse caso, as condigdes (1.17b) sao satisfeitas pela escolha
I 0 k 0 oF

_ L b= , 1.19
P 0 —I ok 0 ( )

que nao € unica. Na expressao anterior, I é a matriz identidade de dimensao 2 x 2

e of sdo as matrizes de Pauli. As matrizes (1.19) sdo chamadas matrizes de Dirac

convencionais. Uma outra possivel representacao, chamada de forma supersimétrica,

5Esta condicdo se justifica na exigéncia de que o hamiltoniano seja hermitiano.

14



1.3 A equacao de Dirac

consiste na troca da matriz /3, dada em (1.19), pela matriz
0 —I
p=1 :
I o0

Tendo escolhido a representacao convencional das matrizes de Dirac, pode-

mantendo as defini¢oes de ay,.

mos substitui-las no hamiltoniano relativistico (1.16), bem como podemos substituir
o operador momento por sua representagdo em coordenadas para reescrever o ha-

miltoniano de Dirac como

21 —icho -
- me icho -V ’ (1.2())
—icho -V —mc’l

sendo o um vetor cujas componentes sao as matrizes de Pauli nas respectivas dire-
coes.

Necessariamente, a funcao de onda deve ser alterada, ndo mais podendo ser
uma funcao escalar, mas devendo ser um vetor coluna de quatro componentes, sendo

cada uma funcao do tempo e do espago, caso a representacao de posicao seja usada

wl (ta CE)
W(t, @) = : . (1.21)
¢4(t> CE)

O vetor de estado (1.21) é um objeto matematico chamado spinor, que
possui uma transformacao especifica sob mudancas de referencial determinada pela
covariancia da equacao de Dirac sob transformacgoes de Lorentz.

A Eq. (1.15), com o hamiltoniano (1.20), obedecida pelo spinor (1.21),

O

iha = (c a-p+ 577162) Y, (1.22)

¢ chamada de equagao de Dirac do elétron livre, ja que, ao acrescentar um campo
magnético, ela é capaz de descrever a interacao do spin do elétron com o campo
[40]. Utiliza-se também a nomenclatura equagao de Dirac em d + 1 dimensdes,
para indicar que sao d dimensoes espaciais e uma temporal, equivalente as espaciais,

sendo d = 1,2, 3. Até aqui utilizamos sempre trés dimensoes espaciais.
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1.3 A equacao de Dirac

1.3.1. Equacao de continuidade

Da mesma maneira como foi feito para a equacao de Schrodinger, podemos
extrair uma equagao de continuidade partindo da equacgao de Dirac. Para isso, mul-

tipliquemos essa equacao pela esquerda pelo hermitiano conjugado de sua solucao,

YT = (7 ...¢}), obtendo

0
itha—If = (—ihcy'a®oy, 4+ YT pmc?)p, (1.23)
em que substituimos py = —ihdy = —ih9/oz* em (1.16). A Eq.(1.23) hermitiana
conjugada ¢ escrita como
ROV o bt t 3t me?
—zhﬁﬁb = theopp'a"" ) + ' fMpme”.
Subtraindo a Eq. (1.23) de sua conjugada, uma vez que « e § sdo hermiti-

anas, temos

|

cujos membros podem ambos ser identificados com derivacoes de produtos da se-
guinte maneira:

mat/;i?/’) = —ihcO, (T o). (1.24)
Essa equagao tem a forma de uma equacao de continuidade com densidade p =
Yy = 35_, |[¥]? e densidade de corrente J = ctpTatp. A densidade p obtida a partir
da equagao de Dirac é claramente positiva definida, o que permite sua interpretagao

como densidade de probabilidade.

1.3.2. Autovalores de energia

As solugdes estaciondrias da Eq. (1.15) para um dado vetor momento p =
(Pzs Dy, p2) sdo da forma
Up(t, @) = o(p)e T e W, (1.25)
em que ¢(p) ¢ uma matriz coluna de quatro componentes.

A substituicdo dessa solucdo nos permite encontrar a equacao satisfeita
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1.3 A equacao de Dirac

pelos vetores coluna ¢(p), que nada mais é do que a equacao de autovalores

¢1(p) ¢1(p)
2]1 .
co-p —mc’l) | ¢3(p) ¢3(p)
¢4(p) ¢4(p)
a qual terd solucao nao trivial para ¢(p) se
me? — & 0 cp. c(pe — ipy)
det 0 mc* — & c(p. +ipy) —cp, _
cp, c(ps —ip,) —mc* =& 0

c(ps + ipy) —cp. 0 —mc? — &

= {52 — {(ch)z + chQ} }2 = 0.

Portanto, as quatro autoenergias do hamiltoniano de uma particula livre com mo-

mento linear p sao

E1(p) = E(p) = —Ex(p) = —Eu(p) = E(p) = \/(me2)? + 2p?, (1.27)

as quais obedecem a relacao energia-momento relativistica.

A cada valor de energia £ (p) associa-se um autovetor ortogonal aos demais.
Assim sendo, os autoestados com energia positiva (dois para cada valor de momento
qbgﬂ(p) e éﬂ (p)) expandem um subespac¢o do espaco de estados composto por
autoestados com energia positiva, o mesmo sendo valido para os autoestados com
energia negativa (dois para cada valor de momento ¢§*)(p) e ¢§7)(p)). A duplici-
dade de estados para cada nivel de energia, com certo valor de momento, que na
teoria quantica nao relativistica é garantida pela postulacao do spin, surge na teo-
ria de Dirac de maneira natural, sem qualquer hipdtese adicional, fruto apenas da
exigéncia de um hamiltoniano relativistico linear no momento. Devido a linearidade
da equagao de Dirac, o estado mais geral possivel é uma superposicao de todas as

solugdes estacionarias (1.25)

2 ic€(P)t . pa
bt ) = / Y Y O (p)plO (e T i, (1.28)

s=1e=+,—
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1.3 A equacao de Dirac

em que cl9(p) sdo coeficientes complexos.

E notével o fato de que hajam autoenergias negativas para uma particula livre. Dizer
que esses valores sao nao fisicos e nao existem de fato, devendo ser ignorados, nao é
possivel, ja que os autoestados com energia positiva nao sao suficientes para expandir
um vetor de estado qualquer [7]. No entanto, se existem infinitos estados com energia
negativa, era esperado que nao houvessem particulas com energia positiva pois elas
decairiam em estados com energias cada vez mais baixas emitindo fétons. Havia,
consequentemente, uma séria inconsisténcia na teoria.

Dirac contornou esse empecilho atribuindo as autoenergias negativas e aos
autoestados associados uma interpretacao inusitada. Ele propos em 1930 a teoria do
mar de particulas, na qual afirma que todos os estados com energia negativa estao
preenchidos e, portanto, um elétron com energia positiva nao poderia decair em
um desses estados, pelo principio de Pauli [41]. Todavia, a um elétron com energia
negativa é permitido absorver um féton e transicionar para um estado com energia
positiva, deixando um buraco no mar de particulas, que se comportaria como uma
particula com energia positiva e carga elementar positiva. A essa particula da-se o
nome de pésitron ou antiparticula do elétron. A confirmacgao da existéncia da nova
particula ocorreu ja em 1932 por C. Anderson [42]. Chama-se criagdo de pares ao
processo de absorcao de um féton e surgimento de um elétron e um poésitron com

energias positivas.

1.3.3. Representacao de momento

Até o momento, utilizamos a chamada representacao de posicao, na qual o

operador posicao é multiplicativo,

e o operador momento ¢é derivativo,

py(x) = —ihVi(z).

Desejamos construir uma representacao, que sera chamada representacao

de momento, na qual o operador momento ¢ multiplicativo

pY(p) = pY(p).
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1.3 A equacao de Dirac

Tal representacao serd ttil se soubermos conecta-la com a representacao de
posicao. Para alcancar essa conexao procederemos como Dirac o fez para o caso nao
relativistico [39]. Podemos empregar a notacao de Dirac [¢) para designar um vetor
de estado de maneira independente da representacdo. Ao contrario do que ocorre
em mecanica quantica nao relativistica, os autovalores do operador momento sao
degenerados uma vez que precisamos, por exemplo, especificar o sinal da energia e
da helicidade © para definir completamente um autoestado de momento. O mesmo
é valido para os autovalores de posicao. Tomemos como indices secundarios que
definem um estado os autovalores de um conjunto de operadores hermitianos inde-
pendentes da posicdo e do momento’ de modo que possamos escrever de maneira
Unica um autovetor do operador posicao e um autovetor do operador momento, res-
pectivamente, como |z, ) e |p, ). Ambos os conjuntos de kets podem expandir o

espaco de estados devendo satisfazer relagoes de completeza

Z/d% |z, o) (x,a =1 (1.29)

> [ #plp.a)ip.al =L (1.30)

Funcgoes de onda na representacao de posicao sao obtidas da projecao do

vetor de estado sobre os autovetores do operador posicao

Ya(®) = (2, lt)). (1.31)

A forma como o operador momento age sobre essa projecao é derivando-a. Em

particular, se |¢) = |p, a)
<.’13, O/‘p‘p7 Oé) = —iV(:I:, a|p, O‘>5o/a = p(:c, O“pa Oz)éa/a,

o que leva a
(z,|p,a) = c(p, @)’ o, (1.32)

os estados sao ortogonais se o # o, pois esses indices se referem aos autovalores de

operadores hermitianos.

o 0 L

0 o ) na dire¢cao do operador mo-
mento. Esse operador comuta com o momento e com o hamiltoniano, de forma que os trés
observaveis formam um conjunto completo de observaveis que comutam.

"Por exemplo, o operador S, e a matriz de Dirac 3.

6A helicidade é a projecdo do operador de spin S = g (

19



1.3 A equacao de Dirac

Assim, utilizando a relagdo de completeza (1.29) juntamente com (1.32)

temos

¥, alp,a) z/f @, ale, o' (e, o'|p, )

(p—p) =

= c*(p/, a)c(p, a) /d3:c e =c*(p,a)c(p,a)(2Th)*5(p — p)
(1.33)
= |e(p, @) (27h)*5(p — p').

Por outro lado, fazendo uso da relagao de completeza (1.30) e do resultado (1.33),

o mesmo produto interno é escrito

(p/,oz\p, O{) — Z/d?;pl/ <pl,Oé|p”,O/><p”,O/|p, Oé)
= / &*p" |e(p”, a)*(2rh)*6(p" — p")le(p, )|*(27h)*6(p" — p)  (1.34)
= le(p, )| (27h)% (p" — p).

A igualdade entre (1.33) e (1.34) leva a conclusao de que os coeficientes ¢(p, &) na
projecao dos autovetores de momento sobre os autovetores de posi¢ao sao indepen-

dentes do momento e iguais a
c(p,a) = (2rh) "%, (1.35)
Definimos, ainda, a funcao de onda na representacao de momento como
ba(p) = (P, alt)). (1.36)

Estamos aptos a conectar as duas representagoes, o que é feito por meio do uso de
(1.29), (1.32) e (1.35) em (1.36) levando-nos a concluir que as duas representagoes

se conectam da maneira usual por transformada de Fourier (TF)

=% [ s tp.al.aealy)
= (27h)"2 / Px ey (). (1.37)
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1.4 Valores médios e zitterbewegung

Do mesmo modo, se (1.30) e (1.31) sdo empregadas temos a transformagao inversa

vul@) = % [ @ @.alp.a)(p.alv)
— (2rh) "2 / dPp e )y (p). (1.38)

Caso « represente o par de autovalores dos operadores S, e (3, uma vez que
esses operadores sao diagonais na representacao padrao das matrizes de Dirac, as
fungoes 1, () representarao as componentes do spinor nessa representagao. Assim,
cada componente do spinor na representacao de momentos é a transformada de
Fourier da correspondente componente na representacao de posicao. Logo, visto
que a TF é linear, as expressoes (1.37) e (1.38) podem ser escritas para o spinor

como um todo:

(1.39)

!
I
—_
SH
w
8
o
IS
<
&

cuja inversa é

1.4. Valores médios e zitterbewegung

O objetivo desta secao ¢é calcular os valores médios de observaveis, em espe-
cial da posicao. Por se tratar de uma particula livre, esperamos que seu momento
se conserve e que a média da posicao obedeca a equacao para particula classica,
x(t) = xp + vt. Todavia, veremos que o resultado esperado para a posicao é acres-
cido de um termo oscilante, cujo nome, zitterbewegung, provém do alemao e significa
movimento trémulo. Para tanto, é conveniente mudarmos nossa descricao para a

representacao de Heisenberg.

1.4.1. Representacao de Heisenberg

Uma vez que interpretamos o moédulo quadrado da funcao de onda como
densidade de probabilidade, estamos aptos a escrever o valor médio no instante ¢ de

um observavel qualquer descrito pelo operador A como

(A)(t) = / B pt(t,x) At z). (1.40)
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1.4 Valores médios e zitterbewegung

Se o operador em questao for, por exemplo, o operador posicao, entao

(x)(t) = /d?’x@Z)T(a: t)yxa(x,t) Z Pz x |y (x, )%, (1.41)

escrito em termos das componentes ¥ (x,t) do spinor.
A evolugao temporal da funcao de onda sendo dada pela Eq.(1.15), nos

permite escrever
Y(t,x) = U(t)y(0,x), (1.42)

em que ¥(0,x) é o estado inicial da particula e U(t) é um operador unitério a ser
descoberto, chamado operador de evolugao temporal. A substitui¢ao da solugao pro-
posta (1.42) na equagao diferencial, caso o hamiltoniano nao dependa explicitamente

do tempo, determina o operador de evolugao temporal como sendo
Ut)=e " (1.43)

A descricao em que o vetor de estado evolui no tempo de acordo com a
equacao de Schrodinger é chamada representacao de Schrodinger. O préximo passo

é utilizar a solugao obtida para calcular o valor esperado do operador A

(A)(t) = / Bryt(0,2) UT() AU) ¢ (0, z). (1.44)

Ora, a expressao anterior seria igualmente escrita se, ao invés de atribuir
a evolucao temporal a funcao de onda, a tivéssemos atribuido ao operador. Desta
maneira, se AH(O) ¢ o operador no instante inicial, apés um tempo ¢ ele altera-se
para

iH

Agt) =U' () Ag(0)U(t) = et Ae W (1.45)

Essa descricao, na qual os operadores evoluem temporalmente, é chamada represen-
tagdo de Heisenberg e o subscrito H no operador identifica que ele é escrito nessa

representacao®.

As representagoes de Heisenberg e Schrodinger coincidem, desde
que Ap(0) = A e ¢y (x) = (0, z). Derivar a expressio anterior resulta na equagao

de Heisenberg de evolucao temporal de operadores

A

— e (HA= AH) e # = L, Al F, (1.46)

8Nao usaremos subscritos para operadores na representacio de Schrodinger.
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1.4 Valores médios e zitterbewegung

supondo que A nao dependa do tempo na descri¢cao de Schrodinger. |-, -] denota o
comutador de dois operadores.

Claramente, vemos que a energia do sistema, equivalente ao operador ha-
miltoniano, é uma constante de movimento, afinal qualquer operador que comute
com o hamiltoniano ¢é constante de movimento.

No problema de uma particula livre descrita pelo hamiltoniano de Dirac, é
esperado que o momento se mantenha constante, pois nao ha forca alguma agindo

sobre a particula. De fato,
[H,p| = [ca-p+ fmc?, p] = 0, (1.47)

uma vez que as componentes de p comutam entre si e com as matrizes a e 5.
Portanto, conforme as expectativas, o momento médio de uma particula livre nao

varia.

1.4.2. Evolucao temporal do operador posicao

Assim como para o operador momento, podemos aplicar a Eq. (1.46) para
determinar a evolucao temporal de qualquer observavel da particula descrita pelo
hamiltoniano de Dirac. E especialmente interessante observarmos o que ocorre ao
operador posicao x. Calculemos para tanto o comutador de uma componente gené-

rica k£ de x com o hamiltoniano
[H,x"] = clac - p,x"] + mcP[xF, B] = c[alp;, x| = —ihcaF, (1.48)

levando em conta que as matrizes de Dirac comutam com as componentes do ope-

rador posigio e que [p;,x*] = —ihékj, (5’3- ¢ a delta de Kronecker.

A equacao de Heisenberg para o operador posicao se torna’

dx(t) = %e%t[H, x|e

dt

— iy iy iy

=ceh'ae n'=cat), (1.49)

como resultado da substituigdo de (1.48) em (1.46). Para determinar «(t), resol-
vendo a equagao de Heisenberg desse operador, necessitamos do célculo do comu-
tador com H de um operador cujas relagoes de anticomutacao sao conhecidas. Isso

nos motiva a escrever o comutador de uma componente de a com o hamiltoniano

9Por praticidade, suprimimos o subscrito H dos operadores na representacio de Heisenberg,
porém sempre que se tratar desta representacdo, a dependéncia temporal estara explicitada.
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1.4 Valores médios e zitterbewegung

na forma
[H,o*] = Ho* — o"H + (Ho* — Ho*) = 2Ho* — {H, o},

Ora, sabemos que as componentes de a comutam com as componentes do

momento linear e as relagbes (1.17) sdo conhecidas, logo
{H,o*} = efp;a?,a"} + mc*{B3,a*} = 2cpi(a®)? = 2cpy, (1.50)

o que nos conduz a

do(t ) i 2H i
adi ) _ %G%t[ﬂ’ ale = %e%t (cpH™' - ) e~ (1.51)

Como H e p sdo independentes do tempo, a integral da Eq. (1.51) nos fornece

a(t) =cpH ' —e it (cpH_1 — a) : (1.52)

Algumas observacoes se fazem importantes neste momento. Por ser a de-

rivada temporal da posi¢do, o operador ca(t) poderia ser chamado de velocidade
da particula. Espera-se que a velocidade de uma particula livre seja constante, no
entanto, encontramos que o referido operador tem um termo que oscila no tempo.
Ademais, as componentes do candidato a operador velocidade nao comutam entre
si, nao podendo ser medidas simultaneamente com precisao arbitraria. Suas compo-
nentes possuem somente dois autovalores, ¢ e —¢, e, por conseguinte, uma medida
da velocidade em qualquer das trés dire¢oes poderia resultar em somente um desses
dois valores, o que é absurdo por nao ser um continuo de valores e porque nao é
possivel a uma particula massiva atingir a velocidade da luz. Devemos nos recordar,
entretanto, que, em relatividade, a velocidade se expressa como em (1.6) e, portanto,

um melhor candidato seria
v=cpH . (1.53)

De fato, além de comutar com o hamiltoniano e ser uma constante de movimento,
esse operador possui, ainda, autovalores continuos e limitados ao intervalo [—c¢, ¢].
Esse ultimo operador é denominado operador velocidade cléssica [43].

A derivada temporal da posi¢ao, nao resultando em um operador velocidade
adequado, suscita a ideia de que talvez o operador posicao também nao esta definido

adequadamente. Discutiremos um pouco mais sobre isso na Secao 1.8.

24



1.4 Valores médios e zitterbewegung

Voltemos ao objetivo inicial de determinar a evolucao temporal do operador

posicao. A substitui¢do de (1.52) e posterior integragao de (1.49) fornecem

x(t) =x+c*pH 't —

hH—1 (ezith B 1) (CngA _ ca) _ (1.54)

Os primeiros dois termos da solugdo encontrada sao analogos a evolucao cléssica da

posicao de uma particula livre com velocidade v = ¢>pH ~!. Entretanto, um terceiro

termo inesperado (em comparacao ao resultado cldssico) surge nesta solugao. Um

termo oscilatério com amplitude da ordem do comprimento Compton % ~ % ~
mc

hz ~ 102'Hz que é chamado

ZB. E surpreendente que a posicio de uma particula livre oscile no tempo, ainda

10~"2m e frequéncia de oscilacdo da ordem de £ ~

que essa particula nao esteja sujeita a forca alguma, por mais que essa oscilagdo
possua amplitude tao pequena em relacdo a ordem de grandeza que se é capaz de
medir.

Existe ainda a possibilidade de que o termo de ZB se anule ao calcularmos
a média sobre medidas da posicao e, nesse caso, ele nao teria significado fisico.
Chequemos se essa possibilidade se verifica calculando a média (1.44) da posicao

com o estado inicial escrito na forma (1.28)
(1) = [ Pl (0.2)x(0) 000,

(x)(t) = (x(0)) + *(PH ")t — zy(1), (1.55)

em que

A (D)) (p Ot (p)e T (pH ! — car) ) (p)e! T . (1.56
s \P)C, P )os P p r  \D

hH~1
2
que o9 (p)e’s é autovetor de H com autovalor £ (p), com &(p) definido em (1.27).

. 2iH .
Ao reescrever a igualdade atuamos (e not— 1) a esquerda, lembrando

Os elementos de matriz ¢ (p)e % (PpH ™! — ca) ¢ (p')e’™ = nao sio conheci-

dos até o momento. Com o propoésito de calculé-los, podemos reescrever a relagao
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1.5 Transformagao de Foldy-Wouthuysen

de anticomutagao (1.50) como
2cp - Ha—aH=0 — (’p—cHa)+ (c*p—caH)=0
e por fim

H (chH_1 - ca) + (chH_1 — ca) H =0.

Multiplicando & esquerda por ¢ (p)e= e a direita por ¢{<)(p')e!"7", a

equagao anterior fornece uma relacao para os desejados elementos de matriz

(e€(p) + <€)\ (p)e T (PpH " = car) () (P! T =0,

ou seja, eles serao nao nulos somente entre estados de energias iguais em modulo,
mas com sinais contrarios (e£(p) = —€’£(p’)). Assim, se o estado inicial for uma
combinacao de estados com energia positiva, ndo havera ZB. O mesmo vale para
superposicoes de estados restritos ao subespaco de energia negativa. Concluimos que
o ZB é o resultado da interferéncia entre estados com energias positivas e negativas.

Apesar de havermos tratado somente da evolucao temporal do operador
posicao, diversos outros observaveis também apresentam termos que oscilam ra-
pidamente no tempo, como os operadores de momento angular orbital e de spin.
Devido ao termo trémulo, nenhum desses operadores representam uma quantidade
conservada, porém, quando somados de modo a obter o momento angular total, os

termos oscilatorios se cancelam levando a conservacao dessa tultima quantidade.

1.5. Transformacao de Foldy-Wouthuysen

As transformacgoes candnicas em mecénica classica sao aquelas transforma-
¢oes de variaveis canonicas que preservam a forma das equagoes de Hamilton para as
novas coordenadas e momentos. Equivalentemente, podemos dizer que tais transfor-
macoes sao definidas como aquelas sob as quais o paréntese de Poisson de quaisquer
duas varidveis dindmicas é invariante [38]. Em mecéanica quéntica, similarmente,
transformacoes canonicas sao aquelas que nao alteram as relagoes de comutagao en-
tre quaisquer dois operadores, particularmente as relagoes de comutacao candnicas

entre posicao e momento linear. Em especial, transformacoes unitarias sao exemplos
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1.5 Transformagao de Foldy-Wouthuysen

de transformagoes candnicas, muitas vezes confundidas como sua definicdo. Além
de preservar relagoes de comutacao, transformagcoes unitarias preservam também a
norma de estados transformados. Uma das grandes utilidades de transformagoes
canonicas é que permitem encontrar representacoes que simplificam as equacoes e a
solugdo de problemas fisicos [44].

Nesse sentido, surgiu a transformacao de Foldy-Wouthuysen (TFW) [45],
uma transformagao canonica sobre o estado de uma particula quantica relativistica
de spin 1/2 cujo objetivo inicial seria o de desacoplar as componentes do spinor,
obtendo, assim, dois spinores independentes de duas componentes e que correspon-
deriam a estados de energia positiva e negativa, respectivamente. Um dos maiores
ganhos logrados por tal transformacao é permitir que o limite nao relativistico da
equacao de Dirac seja efetuado adequadamente, provendo, assim, uma equacao para
o bi-spinor de energia positiva compativel com a equagao de Pauli, porém com mais
termos de correcao relativistica. O limite citado sem os termos adicionais ja havia
sido atingido utilizando outro método que geralmente esta presente nos livros di-
déticos de mecanica quantica relativistica [7, 40]. No entanto, problemas como a
nao equivaléncia entre o limite relativistico do operador velocidade, enquanto deri-
vada do operador posicao, e o operador velocidade da teoria de Pauli surgem nesse
método, mas sdao removidos com a TFW. Como foge ao objetivo deste texto, nao
entraremos em maiores detalhes sobre o limite mencionado. Outro importante resul-
tado concebido pela TFW é a definicao de um novo operador posigao, cuja derivada
é o operador velocidade classica, confome veremos um pouco adiante.

O hamiltoniano de Dirac contém termos, chamados impares, que acoplam
as duas componentes superiores do spinor com as duas componentes inferiores. Ba-
sicamente, o proposito da transformacao de Foldy-Wouthuysen, que passaremos a
descrever, é executar uma transformacgao sobre o spinor e sobre o hamiltoniano de
maneira a que a evolucao temporal das componentes seja desacoplada, ou seja, elimi-
nando os chamados termos impares do hamiltoniano na nova representacao, fazendo
com que o hamiltoniano transformado seja bloco diagonal'®.

Seja S um operador hermitiano. A transformacao

[0y = €e]y) (1.57)
100peradores pares nio sio necessariamente diagonais, mas sao bloco 2 x 2 diagonais. Por exemplo,

o operador X, = < O

0 o,
superiores com as inferiores de um spinor sobre o qual atue. O termo impar existente no
hamiltoniano de Dirac de uma particula livre é cp - a.

) nao ¢ diagonal, porém é par, pois nao acopla as duas componentes
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1.5 Transformagao de Foldy-Wouthuysen

é canoOnica e o estado transformado satisfaz a equacao de evolucao temporal de

Schrodinger com o hamiltoniano transformado

4 0 4
H =% H—i—|e™ 1.58
e < i 8t> e ", (1.58)
como ¢ facilmente percebido substituindo (1.57) em (1.15).

No caso de uma particula livre a transformacao é exata, independente do

tempo e dada por

S = —lﬂah;|p0(p), (1.59)

operador este que é hermitiano se a fungdo do operador momento 6(p) for real.
Para determinar completamente a transformacao devemos exigir que o hamiltoniano
transformado contenha somente termos pares. Para isso, escrevamos o operador de

transformacao como

15 — PP _ o5 0(p) + 8 Psen d(p), (1.60)

p|
utilizando a série de Taylor da exponencial e
< ﬂy =1 (1.61)
p| ’

expressao obtida aplicando a propriedade de anticomutacao das matrizes de Dirac
e sua comutagdo com o operador momento.
Resulta de (1.60) e, novamente, da propriedade de anticomutacdo das ma-

trizes de Dirac, que essas satisfazem
Ozkeﬂs — ezSak e 66725 — 62567

logo,

H =e®He ™ = *5H = (cos 20(p) + 6%5% 29(p)> (c a-p+ chB) , (1.62)
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1.5 Transformagao de Foldy-Wouthuysen

em que identificamos os termos pares e impares

impar
par

2
H' = (c cos 20(p) — T gen 28(p)> a-p+ (m02 cos 20(p) + c|p|sen 20(p)) g.

p|
(1.63)
Finalmente, o termo impar serd nulo caso
tg20(p) = LI 0(p) = 1tg’lm, (1.64)
mc 2 mc
0 que permite escrever

c|p| mc?

sen 20(p) = e cos20(p) = (1.65)

V(Iple)? + (me2)” V(Iple)2 + (me2)*

Desta maneira, substituindo a funcdo 6(p) anteriormente determinada, ob-
temos que o hamiltoniano transformado é diagonal, portanto nao acopla as compo-

nentes do spinor, e se expressa por

H' = 8y/(Iple)* + (me*)? = E(p)B, (1.66)

sendo as duas componentes superiores (inferiores) de um spinor transformado rela-

cionadas a energias positivas (negativas). Na equagao anterior definimos o operador

E(p) = /(Iplo)? + (me*)? = VEH.

A evolugdo temporal do estado de uma particula cujo estado inicial na

representacao convencional seja [1g) pode ser realizada por

(1)) = e~ 5= €5 uhy), (1.67)

uma vez que e*ise_iHT:teiS = e_i%.

A TFW é uma transformacao nao pontual, que leva um ponto a uma regiao
com dimensées de um comprimento Compton no espago transformado [46]. Isso
é percebido tomando o estado transformado em representacao de posigao ' (x) =

(x|Y) = (x|e*|1p) e utilizando as relacoes de completeza dos autoestados do opera-
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1.5 Transformagao de Foldy-Wouthuysen

dor momento e dos autoestados do operador posicao

V(w) = / d’z/ / d’p / d*p' (z|p) (ple’|p) (P'|2") (' |v))

T T R

(z—a')-p
et .
_ /dBZL'I |:/d3pWezS(P)] ().

Assim, mesmo que na antiga representagao ¢ (x) seja localizada em um ponto, na
nova representacao ¢’ (x) sera nao nula em uma regiao finita do espago que é possivel
mostrar ter a dimensdao de um comprimento Compton [46]. No entanto, é preciso
recordar que o parametro & nao ¢ mais o autovalor do operador posi¢ao na nova

representacao ja que esse operador se transforma para

o heBo hc? icB(c-p)p
X = eSxe~S = x — + ( —Xxp|, (1.68
2E(p) T 3EE)NE®) +me) \ ) 0%
o 0] o : :
em que X = 0 é o operador de spin dividido por //2, assim definido por
o

compor o gerador das rotagoes, momento angular total, juntamente com o operador
momento angular orbital [7].
Foldy e Wouthuysen se perguntaram, entao, qual seria o operador X da

representacao antiga que transformado seria X' = x7 A resposta encontrada é

X = e ¥xe" =x

ihcBa he? <icﬁ(a-p)p

T 3E®) 2B E®) T md) \ ED) +sz), (1.69)

cuja equagao de evolugao temporal (1.46) é, utilizando os comutadores do Apéndice

B

’ AX(t) i L, p H O,
— - = —¢*h H7X€ h = — — —=C pH . 170
i —nt X E(p) E(p) (170)

Notamos que a velocidade associada a esse operador, chamado operador posi¢ao
média, é exatamente o operador velocidade classica,definido em (1.53), que encontra
correspondente na mecanica classica relativistica. Integrando a Eq. (1.70) obtemos

a posicao em func¢ao do tempo de uma particula classica, sem a presenca de ZB.
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1.5 Transformagao de Foldy-Wouthuysen

Analogamente, na representacao de FW

IX(W) 0wy, e e edX(D) 5 p
= — H X g Ww_T N —
g nt X = e st = oA

(1.71)

assim, estados com energia positiva (somente componentes superiores nao nulas na

representacdo de FW) se movem no sentido do momento e estados com energia

negativa, que representam antiparticula, possuem velocidade contraria ao momento,

ja que
®1 o1 0
b2 | | ¥ 0 1__
o7 lo] © 7 e o5
o P4

Vejamos algumas propriedades adicionais do operador posi¢ao média:

e Suas componentes comutam entre si

[Xj, Xk] — eiS[X/j, X/k]e—z‘s — eiS [Xj, Xk]e—z‘S _ 0;

o Mantém relagoes de comutagao candnicas com o operador momento

[X]7 pk] = eiS[le7 pk]eiis = eiS[Xju pk]eiis = Zhé] k>

uma vez que o operador momento comuta com o operador da TFW e, por isso,

¢ o mesmo nas duas representacoes.

e E o tnico operador posicao que permite uma defini¢ao consistente de localiza-

¢ao de particulas, para o qual vale a primeira propriedade [47].

A dltima propriedade é, de certa forma, controversa, uma vez que muitos defendem

haver sequer a possibilidade de definir um observavel de posicao. Em que observavel

de posicao significa um conjunto de operadores que podem ser medidos e cujo valor

esperado coincida com o valor médio das coordenadas, seja da particula, ou do centro

de massa de um sistema de particulas, etc [48].
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1.6. Particula restrita a uma dimensao espacial

Consideremos agora que uma particula relativistica exista em um espago-
tempo contendo somente uma dimensao espacial. A relacao energia momento de tal
particula se mantém

E? = p* + mct. (1.72)

As mesmas consideragoes feitas no caso de espago-tempo quadridimensional

nos levam a escrever o hamiltoniano como
H = cap + mc*B, (1.73)
em que os coeficientes matriciais satisfazem
{a,8} =0 o*=p*=1 (1.74)

para que a relagao (1.72) seja garantida. Como no caso aqui tratado somente sao
exigidas duas matrizes anticomutantes, é possivel que elas sejam escolhidas dentre
as matrizes 2 x 2. Uma possivel escolha, a que adotamos neste trabalho, é o = ¢”

e 0 = 0. Desta maneira, o estado da particula é descrito por um spinor de duas

[
b = ( . ) (1.75)

H= ( met - op ; ) : (1.76)

cp  —mc

componentes

e seu hamiltoniano se torna

cujos autovalores, para um dado valor de momento, sao & = £/c2p2 + m2ct =
+&(p). HA, portanto, apenas um autoestado para cada autovalor de energia e con-
cluimos que o grau de liberdade de spin ¢ perdido ao restringir as dimensoes do
espago. A equacao de Schrodinger com o hamiltoniano (1.73) é chamada equagao
de Dirac (1+1) dimensional.

A posicao da particula livre em espaco unidimensional também apresenta

um termo oscilatorio como ¢ visto da escrita e solucao da equacao de Heisenberg
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1.6 Particula restrita a uma dimensao espacial

para o operador posicao

dx(t
dt

th

) _ i iy -5t
= zc T [H X = ca(). (1.77)

De forma absolutamente analoga ao apresentado na Secao 1.4.2, obtemos que a
solugao de (1.77) é

hH
x(t) =x+ cpH Mt — —

; (e%ﬁHt — 1) (CQPH_l — coz) , (1.78)

composta por uma parte analoga a uma particula livre classica com velocidade
cpH ! mais um termo oscilante. Uma vez que o termo de ZB surge por causa das
relagbes de comutagao, que se mantém em (1+1)D, ji seria esperado que, também
neste caso, ele existisse e fosse resultado de interferéncia entre estados com energias
de sinais opostos, haja vista que essa conclusao também foi extraida de relagoes de
comutagao em (341) dimensoes.

O hamiltoniano (1.76) nao é diagonal'! e acopla as componentes superior e
inferior do spinor. Podemos buscar uma transformacao de Foldy-Wouthuysen que
transforme o hamiltoniano, desacoplando-as de modo a que uma das componentes
se refira a estados de energia positiva e a outra, estados de energia negativa. No-
vamente a analogia com o caso de espaco tridimensional ¢ direta e o operador de

transformacao se escreve como

4 ap L (Ipl
iS _ _BTR6(p) m O(p) = ~te—! [ 2L 1.79
¢ ¢ €0 (p) 2 & mc ( )

Os operadores hamiltoniano e posi¢ao transformados para a representacio FW sao

H' =\/c*p? + m2c*8 = E(p)S (1.80)
e —
, thme
=X — —— 1.81
respectivamente.

Ao nos perguntarmos qual seria o operador da antiga representacdo que

"Na circunstancia aqui analisada, operadores pares e diagonais tém a mesma definicio, assim
como operadores impares e antidiagonais.
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1.7 Particula restrita a duas dimensoes espaciais

transformado é o operador X’ = x, obtemos como resposta o operador

ihme3
X = — 1.82

cuja evolucao temporal ¢ livre de ZB e dada pela equacgao

dX ’p H 9 1
— = —— =cpH . 1.83
dt E(p) E(p) 5

1.7. Particula restrita a duas dimensoes espaciais

Se uma particula existe em um espago-tempo com duas dimensoes espaciais,

sua energia e seu momento satisfazem a relacao
£ =c(p? +p§) +m?ct. (1.84)

Se quisermos construir uma teoria quantica sob essas circunstancias com hamiltoni-

ano linear nas componentes do momento
H = c¢(a”p, + a¥p,) + mc*B, (1.85)

entao, os coeficientes de tal hamiltoniano devem obedecer a seguinte algebra:

at,avt =0 ok B} =0

(@) =0 {ah5) )
(a ) =p°=1.

E possivel satisfazer todas as condicoes se os objetos o e 3 forem identificados com

matrizes de dimensao 2 x 2, ja que sao trés objetos anticomutantes. Em particular,

neste trabalho adotamos a escolha
a=0" oV =0 [=0" (1.87)

Tudo o que foi dito nas Segoes 1.4 e 1.5 continua valido e com expressoes
analogas no caso (241)D, a saber, a expressao para o operador posigao dependente
do tempo e a existéncia de ZB, a expressao para a TFW, as expressoes para o
operador posicao transformado por TFW e para o operador posicao média. E pre-

ciso somente notar que todos os vetores presentes nas expressoes citadas sao agora
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1.8 Discussoes acerca de zitterbewegung

bidimensionais.

1.8. Discussoes acerca de zitterbewegung

Desde que a existéncia de ZB foi demonstrada por Schrodinger nos pri-
moérdios na teoria quantica relativistica [39], muito se tem debatido acerca de sua
realidade, se esse seria somente uma propriedade matemaéatica da equacao de Di-
rac ou se seria um movimento fisicamente observavel. Nao tentaremos nesta se¢ao
defender qualquer posicao, mas exporemos alguns pontos de vista sobre o assunto.

Pelas dimensoes de sua amplitude e frequéncia, a medida de tal movimento
oscilatorio é inacessivel. Recorre-se entao a simulagoes deste fenomeno utilizando
outros sistemas governados pela mesma dinamica de Dirac, como feito em [23, 22, 24]
e como pretendemos mostrar ser possivel com manipulacao de um feixe luminoso
classico. Foi demonstrado, inclusive, que qualquer sistema cujo hamiltoniano seja
exclusivamente dependente do momento e tenha representagao matricial com dimen-
sao igual ou superior a 2 x 2 apresentara ZB, podendo ser usado em simulagoes desse
fendmeno [49]. No entanto, simular um sistema por meio de outro nao nos diz nada
sobre a correcao da descricao do primeiro. Ao fazer tal tipo de simulacao estamos
supondo que a dindmica de um elétron relativistico é adequadamente descrita pela
equacao de Dirac.

Com foi visto, o termo de ZB faz com que a velocidade associada ao opera-
dor posicao padrao seja igual a ¢. Porém, o proprio Dirac disse ndo haver qualquer
inconcisténcia com a relatividade envolvendo ZB. Segundo ele, o fato de que o ope-
rador velocidade encontrado para o elétron possui autovalores cujo médulo é igual
a velocidade da luz nao contradiz as medidas de velocidade sempre abaixo desse
valor pois, afinal, a velocidade ca(t), com a(t) dado pela Eq. (1.52), é a velocidade
instantanea, enquanto que medidas dessa grandeza sao sempre médias temporais
sobre o intervalo de tempo de medicao, o qual tipicamente é maior que o inverso da
frequéncia de oscilacao da velocidade [39)].

Como mostrado na se¢ao 1.4.2, o termo de ZB no operador posi¢ado somente
nao se anulard, ao calcularmos a média desse operador, caso o estado inicial da
particula seja uma superposicao de estados com energias positivas e negativas. Mas
ora, estados com energia negativa foram interpretados como pertencentes a antipar-
ticulas. Logo, a teoria de Dirac, a qual se propos a descrever uma tnica particula,

nao permite que tratemos deste caso, mas somente do caso de muitas particulas, ou
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1.8 Discussoes acerca de zitterbewegung

ao menos duas: o elétron e o positron. O que entao significaria o operador posi¢ao
da teoria de Dirac se esta nao trata de uma tnica particula?

Esse problema seria resolvido se pudéssemos tratar separadamente os su-
bespagos do espaco de Hilbert associados a elétrons e a positrons. Entretanto, como
citado anteriormente, os estados com energia positiva nao formam uma base para
o espaco de estados, nao sendo possivel ignorar os estados com energia negativa e
ater-nos somente aos estados associados propriamente a elétrons [40]. Além desse
inconveniente, a suposicao de existéncia de uma func¢ao de onda com energia positiva
localizada, a qual descreva o estado de uma tunica particula, é incompativel com a
causalidade, no sentido que a func¢ao de onda em um tempo posterior pode ocupar
regioes do espago nao conectaveis a regiao ocupada anteriormente por um raio de
luz. Esse resultado foi demonstrado primeiramente em [13] e posteriormente de ma-
neira mais geral em [50]. Como néo é possivel construir uma teoria puramente de
uma particula utiliza-se os estados de Dirac como base para uma teoria quantica de
campos, em que as particulas sao excitagoes do campo que admite dois tipos de par-
ticulas: particulas propriamente e antiparticulas. Mas também em teoria quantica
de campos o problema de localidade sem violacao de causalidade persiste, como ar-
gumentado em [51]. Com o advento da teoria de informacao quantica relativistica, a
necessidade de um melhor tratamento da localizagao se torna evidente, afinal, assim
como as particulas a serem medidas, também os detectores se descritos pela teoria
quantica relativistica nao possuem definida sua localizacao, levando a dificuldades
na interpretagdo da informagao adquirida com a medida [2].

Apesar dos problemas interpretativos, a teoria do elétron de Dirac produz
resultados em 6timo acordo com resultados experimentais para o espectro do &tomo
de hidrogénio, por exemplo [40]. De todo modo, se a energia nao é suficientemente
alta para que haja mais de uma excitagdo no campo, pode-se tratar o sistema como
uma unica particula que pode ser detectada em alguma posicao, sendo este obser-
vavel associado a um operador posicao, e talvez seja esse o regime de validade da
teoria de Dirac [43]. Nesse caso, cabe a pergunta feita varias vezes desde a constru-
¢ao da teoria quantica relativistica: estaria o operador posicao definido de maneira
adequada? Varias defini¢oes de operadores posicao foram apresentadas, como o ope-
rador posicao média obtido pela TFW, o qual ja havia sido obtido por Newton e
Wigner utilizando outros argumentos [47]. Em geral, para os novos operadores nao
ha presenca de ZB. Apesar de evitar o problema da presenca de ZB, é sabido que as

funcoes de onda na representacao de FW, considerando o operador posicao média
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1.8 Discussoes acerca de zitterbewegung

como observavel, apresentam propagac¢ao superluminal, independente de conterem
ou nao superposicao dos dois sinais de energia, além de que um estado localizado
pode se tornar delocalizado sob uma transformagao de referenciais [43]. Uma ampla
discussao concernente a possibilidade ou nao de definir localizacao de particulas - e
um correspondente operador posigao - pode ser encontrada em [12].

No contexto de teoria quantica de campos, também estao presentes con-
trovérsias. Enquanto que na referéncia [10] os autores dizem haver provado que a
referida teoria proibe a existéncia de ZB, em [52, 53] os autores argumentam que
no trabalho anterior foi negligenciada a interacao entre o elétron e pares elétron-
positron virtuais, concluindo que o ZB é resultado da aniquilacao do elétron real
com o positron de um par virtual, sendo que o elétron virtual, espacialmente sepa-
rado de seu par por uma distancia da ordem do comprimento Compton, se propagara
como elétron real. Essa interpretacao condiz com a interpretacao no contexto de
mecanica quantica relativistica exposta em [54], em que é argumentado que pela
incerteza tempo-energia um par virtual poderia existir por um tempo da ordem de
At ~ h/2mc?, o que levaria a uma separagao entre elétron e pésitron menor que
cAt = ch/2mc?, isto é, metade do comprimento Compton e da ordem da amplitude
de ZB.

Por outro lado, outros autores interpretaram o movimento oscilatério como
o gerador de spin mostrando que, no referencial de repouso da particula (p = 0),
onde somente resta o movimento oscilatério, para um estado com spin definido em
certa dire¢do, o momento angular associado com tal movimento aponta na direcao do
spin e possui valor i1/2 [55]. Modelos classicos de particulas em movimento elicoidal,
analogo ao ZB, também associam o spin eletrénico com o momento angular orbital
associado a esse movimento, mostrando que ao quantizar tal modelo obtém-se a
equagao de Dirac [56, 57, 58, 59]. Na mesma linha, em um modelo considerando
uma escala minima de espago-tempo acessivel, o ZB de um elétron pode ser associado
a sua estrutura interna como gerador do spin eletronico [60]. Tal associa¢ao entre um
possivel movimento autonomo do elétron vai além e possibilita inclusive uma nova
interpretacao de toda a mecanica quantica baseada em ZB que prevé resultados
compativeis com a mecanica nao relativistica de varias particulas com spin, que
comporta correlagoes mais fortes que as classicas para estados singleto, por exemplo
(61, 62].

Seria, portanto, o ZB apenas uma propriedade matematica de um operador

inadequadamente definido ou um movimento real associado com intera¢oes com o
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1.8 Discussoes acerca de zitterbewegung

vacuo? Seria ele uma espécie de estrutura interna do elétron responsavel por seu
spin? Tais perguntas nao serao respondidas por uma simulagdo da dindmica de
Dirac, porém ¢é possivel que tais simulagoes, além de belas, possam servir como

fontes de inspiracao para novos trabalhos acerca do sistema real.
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Capitulo

OPTICA PARAXIAL E DISPOSITIVOS
OPTICOS

A proposta de simulagao da evolugao temporal do estado de uma particula
livre relativistica, que serd apresentada no Capitulo 3, se baseia na utilizacao de
alguns dispositivos Opticos cuja operacao descrevemos no presente capitulo. O tra-
tamento dado aqui se baseia na premissa de que o feixe a ser utilizado satisfaz a
aproximagcao paraxial, o que, em geral, se verifica para feixes de laser [34]. A refe-
rida aproximacao é apresentada na Secao 2.1, partindo da equacao de onda para o
campo elétrico e considerando onda monocromatica. Esse tratamento simplificado
é encontrado em livros diddticos como [28] e é suficiente aos nossos propésitos. Um
tratamento mais rigoroso, partindo das equagoes de Maxwell é mostrado em [63, 64],
enquanto a aproximagcgao paraxial para onda nao monocromaética é encontrada em
[29].

A passagem do espaco de posigdes para o espago de momentos e vice-versa
se da através de uma transformada de Fourier. Por isso, na Secao 2.2 mostramos
como uma lente pode ser utilizada na realizacao da transformada de Fourier do perfil
transversal de um feixe paraxial.

Os demais dispositivos necessarios a simulacao sao placas de onda, tratadas

na Secao 2.3, e moduladores espaciais de luz, descritos na Secao 2.4.
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2.1 Aproximagao paraxial

2.1. Aproximacao paraxial

O campo elétrico de uma onda eletromagnética no vacuo satisfaz a equagao

de onda

V2E(t,z) — %a—QE(t, x) =0, (2.1)

c? Ot?

sendo c a velocidade da luz. A solugao mais simples dessa equacao é uma onda plana.
Entretanto, ondas planas sao delocalizadas no tempo e no espago, nao correspon-
dendo a situagoes reais. Todavia, ondas planas formam um conjunto completo de
solucoes da equacao de onda e qualquer solugao pode ser escrita como superposicao
desse conjunto de solugoes.

Uma solucao paraxial da equacao é uma onda que, assim como a onda plana
tem uma direcao bem definida de propagacao, nao divergindo muito dessa diregao
dentro de uma distancia de um comprimento de onda, com um envelope localizado
espacialmente nas direcOes transversais a dire¢cao de propagacao. Consideremos uma
onda paraxial monocromatica se propagando na dire¢ao z cujo campo elétrico seja
dado por

E(t,z) = A(z)e“ (2.2)

em que a amplitude A(x) varia lentamente com a coordenada z em um intervalo
da ordem do comprimento de onda. A relagao entre a exigéncia de variacao lenta
do envelope A(x) e a condicdo de paraxialidade pode ser mais claramente vista

expandindo o campo elétrico como superposicao de ondas planas
E(t,x) = / A’k A(k)est— e,

em que o vetor de onda e a frequéncia estao relacionados por wy = clk| = ck e A(k)
é um vetor ortogonal ao vetor de onda. Considerando uma onda monocromatica,
de frequéncia w, sua propagacao sera paraxial a direcdo z se as componentes x e y
dos vetores de onda da superposicao forem pequenas em relagdo a componente z, ou
seja, ky, ky << k ek, ~ k. Logo, escrevendo k, = k + Ak, na aproximagao paraxial
temos

1 27
Ak = (K + k. + k?) —k<<k=" (2.3)

Assim, reescrevendo o campo elétrico

E(t,w) — l/ d2k A<k>€i(k1x+kyy+Akz)] ez’wtfikz’

40



2.1 Aproximagao paraxial

o termo entre colchetes ¢ identificado como sendo A(x). Tendo em vista (2.3), para
z da ordem de um comprimento de onda a solugao oscilara lentamente.

A aproximagao paraxial pode ser levada em conta na equacao de onda le-
vando a chamada equagao de Helmholtz paraxial. Substituindo a solugao (2.2) na

equacao de onda obtemos a equacao diferencial satisfeita pela amplitude

0A(x) 0*A(x)

2 o .
ViA(x) — 2ik ER + 9.2

—0, (2.4)

VZ denota o laplaciano nas componentes transversais z e y. Uma expansdo em série
de Taylor da amplitude, considerando variacao lenta em um intervalo da ordem de

um comprimento de onda,

DA(x) As i 10°A(=)

A,y 2+ A2) = A() + =58 e

AZ%+ .

podera ser truncada até primeira ordem, considerando Az ~ X, desde que

1
2

D?A(x)
022

0A(x)
0z

A,

)\2<<|

ou de outra maneira

P A(x)
022

<<2k|%.

0z

Levando essa aproximagao a cabo em (2.4) chegamos a equagao de onda paraxial

0A(x)

VZA(x) — 2ik 5.

=0. (2.5)

Sao solucgoes da equacao paraxial para cada uma das componentes de A
as fungoes de Hermite-Gauss as quais formam um conjunto completo de solugoes e
sao os modos normais de um laser. A fun¢do de Hermite-Gauss de ordem 0,0 se

expressa por

2

2
- Wy —p . P .
Ao,o(fv,y,Z)—Aow(z) eXp[ ]eXp[ ik +i¢(2)| ,

w?(z) 2R(z)

em que:
971/2 L
o w(z) = wo [1 + (%) ] ¢ o raio do feixe, com zy = —§=;

2
e R(z)==z% {1 + (%0) ] ¢ o raio de curvatura das frentes de onda;
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_ -1 (=z1).
¢ C(Z) =g (Zo)’
e wy ¢é alargura do feixe em 2z = 0, Ay é uma constante complexa e p? = % + 1.

A amplitude do campo elétrico em funcao das varidveis espaciais transversais a

direcdo de propagacao é chamada perfil transversal do feixe.

2.2. Transformada de Fourier éptica

Desejamos descrever a propagacao de um feixe luminoso através da confi-
guracao mostrada na Fig. 2.1, desde o plano A, definido por z = 0, até o plano B,
definido por z = 2f + A e chamado plano focal. Entre os planos A e B ha vacuo
(ou ar) e uma lente esférica, biconvexa, de distancia focal f, posicionada tal que sua
distancia ao plano A é igual a f, bem como sua distancia ao plano B. A lente é
delgada no sentido de que sua espessura A é muito menor que sua distancia focal.

Consideremos uma onda eletromagnética monocroméatica com comprimento
de onda Ay no vacuo , caracterizada pela funcao amplitude U(x,y, 2), a qual pode
representar tanto o campo elétrico quanto o magnético, propagando-se entre os
planos A e B no sentido de z positivo. Uma vez que a lente e o espaco livre sdao
lineares e isotrépicos, nao é preciso levar em conta o carater vetorial da onda [65].

O problema a ser solucionado pode ser enunciado como: dado que no plano
A a amplitude da onda seja expressa pela fungao f(z,y) = U(z,y,0), qual serd a
funcao g(x,y) = Ul(x,y,2f + A) que expressa a amplitude da onda no plano B?
Objetivamos ao fim desta segao concluir que g(x,y) é proporcional a transformada
de Fourier (TF) de f(z,y) e que, portanto, tal configuracdo pode ser usada na
realizacao de TF de fungoes de duas variaveis.

Escrevamos a fungao amplitude da onda, antes de atingir a lente, como uma

superposicao de ondas planas com vetor de onda k amplitude U (k)/(2r)?

U(z,y,z) =

1 7 —ik-x
(%)3/&% Ulky, ky, k.)e (2.6)

Como supusemos inicialmente que a onda fosse monocromaética e no es-

paco livre seu comprimento de onda é Ay, somente contribuirao para a superposicao

aquelas ondas planas cujo vetor de onda satisfaca
27\ 2
k2 — (—) , 2.7
. (27)
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A B

/\ 7?
vy| flxy) \/ g(x.y)
A

f

f

Figura 2.1.: Configuracao utilizando uma lente esférica biconvexa com distancia
focal f e espessura A, posicionada no espago livre, que leva da funcao do perfil
transversal de uma onda eletromagnética no plano A, f(z,y), a funcao g(z,y) no
plano B.

ou, de maneira mais conveniente, somente contribuirao aqueles vetores de onda cuja

2 2
k= \/(A—:) k2R, (2.8)

em que foi levado em conta que a onda se propaga para a direita, devendo k, ser

componente z satisfaga

positivo.

Definindo a funcao F'(k,, k,) por

~ 27\ 2
O (kg by ko) = 20 F (ko )5 | Ko — (A—) k- k2,
0

temos

—iz (i—")Q—kg—kg) . )
Ula,2) = s [ b [ dby P ge VA Y

(2m)?
Assim, em z =0

U(z,y,0) = f(x,y) = (271r)2 /dk:x/dk:y F(ky, ky)e~ e =ik (2.10)

e identificamos F'(k,, k,) com a TF do perfil transversal do feixe no plano A'.
Admitiremos ainda que entre o plano A e a lente o feixe é paraxial, ou seja,

diverge pouco de sua dire¢ao de propagacao. Isso é possivel se as componentes x

! Adotaremos a transformada de Fourier de uma funcio de duas varidveis definida por

Flky, ky) = / dz / dy f(z,y)e*=rtkoy,
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e y dos vetores de onda que compdem a superposicao forem muito menores que
a componente na direcao de propagacao z. Na verdade, esse ¢ somente um caso
particular da aproximacao paraxial mais geral, conhecido como aproximacao de

Fresnel [28]. Sob essa consideracao, a expansao em série de (2.8) permite escrever

2 )\0 kQ + kQ
ke~ —— = (k24 k) = ko — —— 2.11
)\O A7 ( x + y) 0 2]{:0 ) ( )
onde ky = ;\—;’r ¢ o modulo do vetor de onda no vacuo. Logo, utilizando (2.11) em

(2.9), na iminéncia de penetrar a lente (z = f), o perfil transversal do feixe sera
—’lk‘()f k2 k2 )
Uz, y,f) = /dk: /dk: F(ky, ky)e R0 e iher—ikyy (2.12)

Na aproximagao paraxial, imediatamente apds a passagem por uma lente

esférica biconvexa, uma onda adquire a fase dependente da posi¢ao dada por [28§]

12+y2

e~ kol giko o (2.13)

em que A é a espessura da lente, f é sua distancia focal e (z,y) é a posi¢ao sobre
o plano da lente, com origem no centro desta. Desta forma, no plano z = f + A o

perfil transversal da onda é dado por

22442
Ulz,y,f+A) = e e iko 25~ U(:c y,f) (2.14)
e~ tho(f+A) . k2 k2 )
P Z 2f /dk /dk F kx,k if Sho e zkxar—zkyy.
(2m)?

Para saber como a onda gerada apds a lente se propagard, poderiamos escre-
ver o perfil transversal (2.14), resultante da passagem pela lente, como superposigao
de ondas planas projetadas no plano xy, pois, dados k, e k,, o valor de £, ¢ determi-
nado para cada onda plana da superposicio a partir da informacao de que a onda é
monocromatica. No entanto, é conhecido que, dado o perfil transversal de um feixe
paraxial em certo plano, digamos U(z,y,f+ A), podemos calcular o perfil transver-

sal do feixe em um plano paralelo, separado uma distancia f, apds propagacao no

A transformada inversa se expressa por

1 —tkgyx—1
fz,y) = (2m)2 /dkm/dky F(ky, ky)e Fat—thyy,
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2.2 Transformada de Fourier 6ptica

espaco livre, pela expressao [66]

g(x,y) = /dx'/dy' hx — 2,y —y YUy f+A), (2.15)

em que h(z,y) é a func¢do resposta do espago livre dada por

y i i SC2 2
h(z,y) = Alofe—lkofe—lko e (2.16)

Substituindo (2.14) e (2.16) em (2.15), obtemos o resultado desejado?

i (Kot Koy
Nof ff

g(z,y) = (2.17)
e concluimos que a amplitude da onda no ponto (x,y) sobre o plano B é pro-
porcional a transformada de Fourier da amplitude no plano A avaliada no ponto
(ky = kOTm, k, = koy) do espaco reciproco.

Caso a distancia do plano A a lente nao fosse igual a distancia focal, ainda
assim a amplitude da onda em B seria proporcional a TF de f(x,y). Nesta con-
figuracao, porém, o fator de proporcionalidade conteria uma fase dependente da
posicao.

Determinemos também o perfil transversal no caso de replicarmos o sistema

da maneira como é mostrado na Fig. 2.2. Podemos utilizar o resultado (2.17) para

obter a amplitude de saida [(x,y), tomando como amplitude de entrada g(z,y).

2A substituicdo resulta em

. 71]60 2f+A i
gla,y) = /dx/dy/dk /dkew (=) +(u=v)%) o3P (+"*+v"%)
0

ezko (ki+ky)e*1(kzm +kyy’ )F‘(km7 ky)

i —zk(2f+A) ik 2, kga: ’ i koy ’
- =t () [k, [ dk, | [ d k) /d 1 ei(FH =Ry )y
g9(z,y) N @ / / [/ o (7 ] [ y (7

e7ts (SR (ke k).

Utilizando que a fungdo delta de Dirac pode ser escrita como (k) = % f dzx e*** e desprezando
a espessura da lente, chegamos a

g(z,y) = AZf e~ iho2f o= 5P (a7 4y /dk /dk 5 (’W - ) 5 ("‘%y —k ) et (R0 Bk, k),

que leva ao resultado (2.17) apds solugao das integrais, que sao triviais devido & presenca das
fungdes delta.
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2.3 Placas de onda

f(x,y) g(x,y) xy)

f L A 1+ f i+ f i} A i} f

Figura 2.2.: Esquema para realizacao de TF duplicado: realizacao de TF inversa.

Com esse fim, calculemos a TF de g(x,y)
Gk ky) = / dx / dy g(x, y)et=
f2zk0f ko koy
— d d F 0 zkxa:—f—zkyy
R / x/ ( f
—2ikof
_ 0 f)\ / /dy F .T y kokxa: +ig kyy

_ 22k0ff)\ __k 2.1
f< h-ih). 215)

sendo a tultima linha obtida da pentltima por comparacao com (2.10). Entao, de

(2.17) obtemos que a amplitude da onda no plano C' é dada por

l(SL’, y) = eimk()ff(_xv _y>7 (219>

isto é, a utilizacdo da segunda lente realiza a TF inversa porém com eixos x e y

invertidos.

2.3. Placas de onda

Consideremos a propagacao de uma onda eletromagnética monocromatica
em um meio homogéneo, linear, nao magnético e eletricamente anisotrépico. Nesse

meio o deslocamento elétrico D ¢é escrito em termos do campo elétrico EE por
D = €F, (2.20)

em que € é o tensor dielétrico, representado por uma matriz 3 x 3. Em geral, as
componentes do tensor dielétrico dependem da frequéncia de oscilagao do campo elé-

trico. O campo magnético B se relaciona linearmente com a intensidade magnética
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2.3 Placas de onda

H através da permeabilidade magnética pg, B = poH.

Caso o meio seja nao dissipativo, é sempre possivel escolher uma orientacao
dos eixos de coordenadas em que o tensor dielétrico é diagonal [67]. Se duas das
constantes dielétricas restantes forem iguais, o meio é dito uniaxial, sendo seu eixo
optico ao longo da direcao cuja constante dielétrica é distinta. Essa propriedade é
comum entre os cristais aplicados em Optica, como quartzo e calcita.

Em um sistema de coordenadas com eixo x coincidente com o eixo 6ptico

de um cristal uniaxial, o tensor dielétrico no interior do cristal se escreve como

€1 0 0
e=| 0 & 0 |. (2.21)
0 0 €9

Suponhamos que as equagoes de Maxwell possuam ondas planas como so-
lucao para todos os campos no interior de um cristal uniaxial, isto é, que os ve-
tores E, D e H possam ser escritos como vetores constantes multiplicados por
exp (iwpt — ik - x), sendo wy a frequéncia e k o vetor de onda. A substitui¢ao desta

solucao nas equacgoes de Maxwell nos fornece a seguinte relacao

1

2
HoWo

D=

K°E— (k- E)k|. (2.22)

Considerando o caso particular de o vetor de onda ser paralelo ao eixo z do
sistema de coordenadas em que € é expresso por (2.21), a comparagao componente
a componente das equagoes (2.20) e (2.22) leva as condigoes

K k?
—FE, el = ——=kE, eFE, =0, (2.23)

2
Howo HowWp

satisfeitas por uma onda transversal (£, = 0) com uma das componentes perpendi-
culares ao vetor de onda nula. Se E, = 0 (E, = 0), entao k = \/€1fowoz = 2w 312
(k = \/erafigwoz = 2m522 ), sendo Ag o comprimento de onda no vacuo e ny = \/€1/€
(ny = y/€2/€) o indice de refracdo para campo elétrico com polarizagdo & (g ou
Z), € é a permissividade elétrica do vdcuo. Por possuir dois valores de indice de
refracdo, um cristal uniaxial é também chamado birrefringente. Pela linearidade das

equagoes de Maxwell, a solugao de onda plana com frequéncia wy com propagacao
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2.3 Placas de onda

ao longo da direcao z é

ng—nj
B Z A

E(z1) = <E$6iwot—i27r:—(1)zi‘ n Eyeiwot—iQNz—iz:Q) _ piwot—i2nls (Ex:% n Eye—i27r
(2.24)
Mesmo se o perfil da onda no plano perpendicular a diregao de propagacgao (E, e E,)
nao for constante por todo o plano, ainda assim a expressao (2.24) sera vélida na
aproximacao paraxial desde que a distancia de propagacao no interior do material
nao seja suficiente para que haja dispersao.
Uma placa de onda é uma lamina de material birrefringente cortada pa-
ralelamente ao eixo Optico do material. Consideremos uma placa cujo material

birrefringente é positivo *

e cuja espessura ¢ d, como na Fig. 2.3. Definiremos eixos
x e y contidos no plano da lamina, sendo o primeiro coincidente com o eixo éptico.
Chamamos de V' (vertical) e H (horizontal) os eixos de um sistema de coordena-
das rotacionado de 45° em relagdo ao sistema xy. Os versores dos dois sistemas de

coordenadas sao relacionados por

o

<S>

V2 V:ﬁ

(2.25)

45°

y

Figura 2.3.: Placa de onda cujo eixo 6ptico coincide com o eixo x, novos eixos,
vertical V' e horizontal H, foram convenientemente definidos. O eixo z entra na
pagina e tem sua origem na face dianteira da placa.

Uma onda eletromagnética com comprimento de onda Ay se propaga no

sentido de z positivo e incide perpendicularmente a placa. A amplitude de campo

3Se €1 > €3 (n1 > n2) o cristal é dito positivo, como é o caso do quartzo.
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2.3 Placas de onda

elétrico na iminéncia de penetrar a placa é dada por
E(z,y,0) = E,(z,y)x + Ey(x,y)y. (2.26)

Ao emergir da placa em z = d, o campo elétrico serd, de acordo com (2.24),

E(z,y,d) = e~ 2m3gd <Em(:1:, y)& + Ey(x, y)e_i%wmnld@) ) (2.27)

Se a espessura da placa é tal que d = \g/2(n; —ns), essa placa é denominada

placa de meia onda (half wave plate, HWP). A diferenca de fase das duas compo-

_'2 7’L2—7L1
2T =5 d - 1

Seu efeito sobre uma onda com polarizagdo horizontal na entrada E(z,y,0) =

nentes perpendiculares de polarizacao apos atravessar a HWP é e

E(z,y) (& +9) /2 é transformé-la em uma onda com polarizacio vertical na saida
E(z,y,d) = E(x,y) (& —9) /V2 . Analogamente, se na entrada a polarizacio da
onda é vertical, apds atravessar a placa de meia onda a polarizacao sera horizontal.
Outro caso importante é o de placa com espessura d = A\g/4(n; — ns), que
é chamada placa de quarto de onda (quarter wave plate, QWP). Uma onda com
polarizacao horizontal antes de passar pela QWP, apods atravessa-la tera campo elé-
trico E(z,y,d) = E(z,y) (& +i9) /v/2, que apés algumas manipulacoes se escreve
como E(z,y,d) = E(x,y)e'i (ﬂ — ZV) /v/2. Analogamente, se a polarizacio an-
tes de atravessar a placa é vertical, apds atravessa-la o campo serd E(z,y,d) =
E(z,y)e"% (ﬂ + ’LV) /v/2. A placa de quarto de onda ¢ utilizada para gerar ondas
circularmente polarizadas a partir de ondas linearmente polarizadas. O resultado
da passagem de uma onda com polarizacao linear horizontal pela QWP é uma onda
circularmente polarizada a esquerda, enquanto que, se inicialmente a onda possui
polarizacao linear vertical, apos a QWP sua polarizagao sera circular a direita.
Podemos sintetizar os efeitos das placas de meia onda e um quarto de onda

sobre as polarizacoes horizontal e vertical por

H™v v™H (2.28)
R L (H -V A (H iV
H *5 e't ( ) V&L e 7( ) (2.29)

V2 V2

Podemos, ainda, escrever a transformacao efetuada pela QWP sobre uma
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2.4 Modulador espacial de luz

onda que tenha ambas as componentes de polarizacao

; - o ((By —iBy)H — i(Ey + iE)V
E@j’y’o):ElHﬂLEQV%elz(( 1 g \/5( : 2) ),

em que F; e Fy sao as amplitudes de cada polarizacao do campo e dependem da

(2.30)

posicao no plano HV'.

Como tratamos incidéncia normal a superficie do cristal, em momento algum
falamos sobre refracao. No entanto, se a incidéncia é obliqua, o feixe se refrata com
angulos de refracao distintos para polarizacao perpendicular ou paralela ao eixo
6ptico do cristal. Assim, emergirao dois feixes separados espacialmente, cada qual
com polarizacao linear em uma direcao, paralela ou perpendicular ao eixo éptico.
Um tal dispositivo que separa um feixe em dois devido a polarizagao é chamado

divisor de feixe por polarizagao (polarizing beam splitter, PBS).

2.4. Modulador espacial de luz

Modulador espacial de luz (Spatial light modulator, SLM) é um termo geral
utilizado para dispositivos que aplicam principios variados como efeitos acustico-
opticos, eletro-opticos e anisotropia de cristais liquidos para modular a fase, a ampli-
tude ou a polarizagao de um feixe luminoso. Nesta secao, descreveremos de maneira
bastante simples o funcionamento de um SLM que utilize cristal liquido.

Basicamente, cristais liquidos (CLs) sao materiais que estao em uma fase
tal que fluem como liquidos e se adaptam ao recipiente a que estao contidos, apre-
sentando, no entanto, propriedades anisotropicas tipicas de cristais. Tipicamente,
materiais que possuem fase de cristal liquido sao formados por moléculas longas. A
anisotropia se deve ao alinhamento preferencial do eixo maior das moléculas. Cris-
tais liquidos podem ser classificados em trés tipos principais: esméticos, neméaticos e
colestéricos, sendo que os nematicos sao os que possuem maior gama de aplicagoes.
As moléculas de CL nematicos estao, na média, alinhadas a uma dire¢ao preferencial,
porém a posicao de seus centros é distribuida aleatoriamente. Assim, a anisotropia
ocorre somente ao longo de um eixo e esse tipo de material tem comportamento se-
melhante ao de cristais uniaxiais cujo eixo coincide com a orientacao do eixo maior
das moléculas.

Consideremos uma porgao de espessura d de CL nemaético positivo (e >

€2), a qual chamaremos célula, envolvida por duas placas de vidro que forgam as
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2.4 Modulador espacial de luz

moléculas a se orientarem na vertical, como mostrado na Fig. 2.4(a). Uma diferenca
de potencial V' pode ser aplicada entre as duas placas (Fig. 2.4(b)). A densidade de
energia eletrostatica no interior do CL é dada por —E - D = —(€; E} + 3 F3 + 6o E3),
com E = V/dz, que é minimizada se as moléculas se alinham a dire¢ao do campo,
uma vez que € > €y e € € a permissividade elétrica na direcao do eixo maior das

moléculas.

(a) (b)

Figura 2.4.: (a) Célula de cristal liquido nemético de espessura d encerrada por
duas placas de vidro que mantém o alinhamento das moléculas na direcao z. (b)
Se uma diferenca de potencial V' for aplicada entre as placas as moléculas tenderao
a se alinhar com o campo e, no equilibrio, formarao angulo # com o eixo x.

Ao aplicar campo elétrico a célula, Fig. 2.4(b), as moléculas tenderdo a se
alinhar ao campo, porém encontrarao resisténcia devido a forca exercida sobre elas
pelas placas de vidro no sentido de manter sua orientagdo na vertical. A inclinacao
das moléculas em relagao ao eixo z sera dada como fun¢do do potencial aplicado
por [28]

0, V<V,
0 — (2.31)

7 - 2tg ! [exp (—V%OVC)} , V>, ’

em que Vy é uma constante e V, é o potencial critico a partir do qual as moléculas
comegam a se inclinar. Ao considerarmos a incidéncia de uma onda eletromagnética
perpendicular as placas de vidro, devemos nos atentar ao fato de que o plano das
placas nao contém o eixo cristalino e que, portanto, o tratamento dado na Secao
2.3 nio é valido aqui. Entretanto, as Eqs. (2.20) e (2.22) continuam validas. E
possivel mostrar que a exigéncia de que as equagoes mencionadas sejam iguais leva

a dois valores de indice de refragdo. O indice de refragao sera ny para polarizagao
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2.4 Modulador espacial de luz

perpendicular ao eixo 6ptico (diregao y) e satisfard [68]

1 cos?f  sen2d
— + 2.32
n(6)? n? n3 ( )

para polarizacao perpendicular ao vetor de onda, porém com componente na dire¢ao
do eixo 6ptico (dire¢ao ).
Analogamente & Eq. (2.27), apds atravessar a célula as duas componentes

de campo elétrico terao diferenca de fase dada por

ny — n(0)

0(6) = 272

d, (2.33)

havendo, por conseguinte, modulacao de fase controlada pela diferenca de potencial

aplicada.

YA

X

Figura 2.5.: Virias células de cristal liquido, dispostas lado a lado formando um
modulador. A diferenga de potencial aplicada a cada célula é controlada indivi-
dualmente de forma que a fase impressa em uma frente de onda que atravesse o
dispositivo dependera da posicao no plano zy.

Um modulador espacial de luz é composto por varias células, como a que
acabamos de descrever, com dimensoes microscopicas, dispostas lado a lado sobre
um plano, como representado na Fig. 2.5. A diferenca de potencial é controlada
individualmente em cada célula por meios eletronicos, de modo que a fase aplicada a
uma frente de onda que atravesse o modulador dependera da posi¢ao sobre o plano

do modulador. Ao desejar imprimir uma fase que dependa da posicao sobre o plano,
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2.4 Modulador espacial de luz

a diferenga de potencial deverd ser ajustada de maneira que

P27 ng—n(0(z,y)) d

gif@y) = 2R (2.34)

onde O(x,y) é a inclinagdo das moléculas na célula cuja posigao é (z,y).

Notemos que o modulador somente imprime a fase em uma das componentes
de polarizagao, a saber aquela que possua componente na direcao do eixo 6ptico
das células. Da maneira como foram definidos os eixos do modulador, a fase sera
impressa sobre a polarizacdo x. O dispositivo que acabamos de descrever opera
por transmissao do feixe, isto é, a fase é impressa apds a travessia do modulador
pelo feixe. Outros SLM sao construidos sobre uma matriz de silicio e operam por
reflexao, sendo sua descricao analoga a apresentada aqui, porém levando em conta
que o feixe passa duas vezes pelo cristal liquido [69]. Nas representagoes do capitulo

seguinte consideraremos moduladores por reflexao.
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Capitulo

SIMULACAO OPTICA DE PARTICULA
QUANTICA RELATIVISTICA

No Cap. 1 apresentamos a descricdo de Dirac de uma particula livre re-
lativistica, o movimento de zitterbewegung foi definido e a representacao de Foldy-
Wouthuysen foi mostrada. No Cap. 2 tratamos das transformagoes causadas por
certos dispositivos sobre um feixe luminoso. No presente capitulo mostraremos de
que modo o ultimo pode ser usado como ferramenta na simulacao do primeiro.

Apesar de vivermos em um espaco tridimensional, imaginar como seria a
fisica de algo que exista restrito a uma ou duas dimensoes espaciais e uma temporal
pode ser 1util para visualizacdo do caso real. Assim, uma particula em uma dimen-
sao espacial apresentaria ZB e o menor nimero de graus de liberdade facilitaria a
analise, por exemplo, dos regimes nao relativistico, relativistico e ultrarrelativistico
de velocidades. Além disso, existem sistemas reais que obedecem equagoes formal-
mente iguais a equacgao de Dirac com dimensao reduzida, como é o caso do grafeno
[70].

Com essa motivacao, trataremos primeiramente do caso de uma particula
quantica relativistica, descrita pela equacao de Dirac, restrita a um espaco uni-
dimensional. Deixamos para este capitulo as expressoes explicitas da TFW e da
evolucao temporal de um estado. O objetivo é que se torne mais direta a associa-
¢ao dessas transformacoes com as transformagoes sobre a onda eletromagnética que
serao mostradas em seguida.

Nas Sec¢oes 3.2 e 3.3 trataremos, respectivamente, das simulac¢oes da dina-
mica de particulas que existam em espago bidimensional e um caso particular em

que o espaco é tridimensional.
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional

3.1. Particula em espaco unidimensional

Nesta secao, consideraremos a dinamica de uma particula que obedeca a
equacao de Dirac 1 + 1 dimensional. Primeiramente, utilizaremos as expressoes do
Cap. 1 para obter expressoes explicitas para um estado transformado por TFW em
representacao de momento, evoluido apds um tempo t e, finalmente, sua expressao na
representacao convencional. Em seguida, mostraremos como tal evolugao temporal

pode ser impressa a um feixe luminoso.

3.1.1. Evolucdo temporal do estado de uma particula em (1 +1)

dimensoes

O vetor de estado de uma particula em um instante de tempo t é obtido
atuando o operador e~ e~ ¢S sobre seu vetor de estado no instante ¢ = 0. Tanto o
operador de transformacao de Foldy-Wouthuysen ¢ (Eq. (1.79)) quanto o operador
de evolugao temporal et (Eq. (1.42) com H' dado por (1.80)) dependem somente
do operador momento. Assim sendo, é mais adequado que adotemos a representacao
na qual esse operador é multiplicativo.

Dado o estado inicial de uma particula livre restrita a apenas uma dimensao

espacial, cuja coordenada seja z,

B(0,7) = ( $1(z) ) , (3.1)

P2()

obtemos o estado inicial na representacao de momento realizando uma transformada

/daz (0, x)e T = ( “1(p) ) : (3.2)

de Fourier

Y(0,p) =

o5 (p)

em que as funcoes ¢1(p) e ¢o(p) sdo as transformadas de Fourier de ¢y () e ¢o(x),

(27h)z

respectivamente.
A escolha @ = 0" e f = 0* para as matrizes de Dirac resulta em fa = io?.
Além disso, redefiniremos a fungaof(p) da TFW (1.79) como 0(p) = s2tg™* ('p‘),

2[p] me
ou ainda .
_ P
O(p) = =tg™! (—) : 3.3
o) =5t (X (33)
Sob essas consideracoes o operador de TFW se torna e = ¢?@?(),

E conveniente que escrevamos o estado inicial como combinacao dos auto-
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional

() ()

com autovalores 1 e —1, respectivamente. Dessa maneira,

w<0,p>=@(})+w(l), (3.4

vetores de o, a saber

i 2 —1q

em que omitimos a dependéncia em p das componentes do spinor. Feito isso, calcu-

lamos facilmente a representacdo de FW desse estado

W(0,p) = e Py(0,p) = “% ( 1 ) + <>¥ ( _12- )

A o
= 0T 3.5
() 9

em que definimos

) _ 91— g L e 200) ¢1+igo

Q1 =102 . gipp) P1 T 102
o8 5 5 L =i — e 29(”)T.

o =i (36)

Note que, em geral, o operador da TFW ¢é muito complicado. Em representacao

0(=1%/02)  Porém, em

de posicdo, em que o momento é derivativo, temos e?® = ¢
representacio de momento, ) ¢é simplesmente um operador multiplicativo.
A evolugao temporal do estado na nova representacao é realizada pela atu-

—iH't/h

acao do operador de evolugao e sobre o estado inicial, em que H’ é dado pela

Eq. (1.80). Assim,

fic‘:(p)t/h(bl 1"

_ o i € 1) o [

w,(tap) =e E(p)t/ﬁw/(ojp) =e o) i =e P ) (37)
GEWg, ¥

em que definimos
o = TG e g = eFWG, (3.8)

e £(p) = ¢p?+ (me)® é o autovalor do operador E(p) associado & autofuncio

Finalmente, podemos retornar a representagdo convencional aplicando a
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional

TEFW inversa

W(t,p) = e PPly(t,p)

e0(p) { —if(p) 71 P2 <;§” i3 ( ) + ¢0P) 1 +i¢y ( 1 ) } (3.9)
2 i 2 —i '
ity (1) e tidh (1
2 i 2 —i ]

Se, no entanto, desejarmos obter a funcao de onda no instante ¢ como funcao
) )
da posicao, basta realizarmos a transformada de Fourier inversa sobre a funcao

dependente do momento

7 1 px o1 (t, )
U(t,x) = (27rh)%/ dp ¢(t, p)e’ ( Gt 1) ) (3.10)

e assim podemos calcular a média da posicao por

=) dx x|ds(t, )| (3.11)

1=1,2

3.1.2. Analogia optica

Os termos presentes na Eq. (3.4) sdo notadamente semelhantes ao resultado
mostrado em (2.30) da transformagao das componentes de polariza¢ao de uma onda
eletromagnética ao atravessar uma placa de quarto de onda. Aliado a isso, o fato
descrito na Se¢ao 2.4, de que é possivel imprimir fases dependentes da posicdo em
uma das polarizacoes da onda, induz a ideia de que a evolucao temporal do estado de
uma particula livre em uma dimensao possa ser emulada como uma transformacao
de um feixe luminoso monocromatico paraxial.

Nessa analogia, identificamos a primeira componente do spinor com a ampli-
tude do campo elétrico com polarizacao horizontal. De forma semelhante, a segunda
componente é identificada com a amplitude da polarizacao vertical. As dire¢oes que
estamos chamando horizontal e vertical sao quaisquer duas dire¢oes perpendiculares
entre si e ao vetor de onda. A posicao x da particula é entao identificada com a co-
ordenada em uma das dimensoes sobre o plano transversal a direcao de propagacao
do feixe. A menos que se deseje um estado inicial especifico, nenhuma preparagao

inicial do feixe é necessaria, sendo o estado inicial da particula emulada igual ao
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional

perfil produzido pelo laser.

Para que as impressoes de fase sejam efetuadas no espaco de momentos, o
feixe luminoso deve passar por uma TF o6ptica e tais impressoes devem ter lugar
no plano focal. Nesse plano, as fases dependentes de p sdo fases dependentes da
posicao sobre o plano e podem ser impressas sobre uma das polarizagoes por um
SLM. Iremos supor que as fases sao impressas na polarizagao vertical.

Suponhamos que o campo elétrico seja dado por
E@) = 61(0)H + da(a)V (3.12)

em certo plano transversal a direcao de propagacao. Nao levaremos em conta a
dependéncia com a posi¢ao na direcao perpendicular ao eixo que definimos como =,
o que significa que avaliaremos o campo elétrico sempre para o mesmo valor dessa
coordenada. Os versores ortonormais H e V nio tém qualquer relagao com a diregao
definida como Z e, uma vez escolhidos, os referidos versores determinam a direcao
em que devem estar posicionados os eixos das placas de onda que serao empregadas.

Ap6s passar por uma TF Optica o perfil transversal desse feixe no plano

focal se torna
E(p) = ¢1(p)H + $2(p)V, (3.13)

koX
f

p = hk. Exceto por uma fase global, ¢1(p) e ¢o(p) sdo as transformadas de Fourier

em que p = h*2 sendo X a posigao sobre o plano focal, conforme a Eq. (2.17) com
de ¢1(x) e ¢y(x), respectivamente.

A seguir, vamos esquematizar todas as fases do processo de transformacao
do feixe utilizando (2.28) e (2.30). Uma ilustracdo da transformacdo completa é
mostrada na Fig. 3.1. O estado inicial é a amplitude do campo elétrico imedia-
tamente ap6s a emissao pelo laser, no plano do espelho. Obviamente, como nao
se pode manter o feixe no espaco de momentos até que todas as operagoes sejam
realizadas, é necessario que se facgam TFs e TFs inversas, tomando cuidado para
que as fases, as quais dependem do momento, sejam aplicadas sempre no espaco
de momentos. Na figura, todas as lentes sdo idénticas com distancia focal f, de
maneira que o plano do espelho é o espaco de coordenadas e o plano do modulador

é o espaco de momentos.

« Obtencao de ¢'(0,p) a partir de 1(0,p). Nesta etapa, dado que o perfil

inicial do campo seja (3.13), é preciso misturar as componentes de polarizagao
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional

e aplicar a fase da TFW como segue:

)
B

<Z51I:I + <Z52V S [ ¢1 — Z¢2 —i(¢1 + i¢2)v}
ov

- Z¢2 —ie" 200 () +ighy) V

5

gy
ENE]

SLM1

&

.

7T7T
17 ol

QW P2 € 26 [(‘bH — Z¢V>ﬁ - Z<¢H + Z¢v)‘7} -
o
) —2i6(p
= 2 (61— idn) — MW (6, + i) H+
&
+ % {(le —iy) + 6_2i6(p)(¢1 + igb?)} 4
TP g H 4 LV,

Identificamos ¢} com as defini¢oes da Eq.(3.6). Desta maneira, aplicamos sobre
o campo elétrico uma transformagao que levou de (0, p) = ¢ (p)ﬂ + 9 (p)V
ao estado ¢'(0,p) (Eq. (3.5)), a menos da fase e®. Na Fig. 3.1 a HWP1
foi omitida, bem como a HW P2 da préxima etapa. Isso se justifica no fato

de que a segunda HWP apenas anula o efeito da primeira.

« Obtencao de ¢'(t,p) a partir de ¢/'(0,p). Esta etapa consiste somente na
aplicacao da fase de evolugao temporal em cada componente. Como a fase

é impressa em apenas uma componente, a onda devera bater duas vezes no
modulador:

GH + oV % G H + v
SLM2 (béﬂ-_'_e—ig(p)t/h(b/lf/
,ig(p)t/h(ﬁ/ﬂ_'_(b; C
7z£(p t/h(b H_'_eu‘: t/h(b V (b H+¢I2/V

HWP3

SLM3

em que ¢! sao equivalentes as definigoes em (3.8).

« Obtencao de ¥(t,p) a partir de ¢/(t,p). Esta etapa é completamente

analoga a primeira: as componentes de polariza¢gdo sao misturadas por uma
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional

QWP e a fase da TFW inversa é aplicada por um SLM.

Q)
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OH + ¢V =

(6 — i95) H — (¢ +igh) V]
n v
" SVANE & - 2i0(p) ( A1 VAN ¥
(97 — i¢y) H —ie (¢1 +ig3) V

>
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>
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> .
NN

QW P4

(¢ — it ) H — i(¢p + i) V]
HW P4 (gb}{ + W%/)IQI + Z(Q%J B ws/V)V —
2 2

(61 — i0}) + 00 (o] + ig)| H+

\)

+ ol

1 ‘ N
5 (01 —id5) — 2P (] +ig)| V.
Percebemos que o resultado final é andlogo ao estado da expressao (3.9).

Por fim, o feixe passa por uma transformada de Fourier inversa e antes da medida
de intensidade como fung¢ao da posi¢ao no plano, deve passar por um PBS para que
sejam medidas separadamente as intensidades de polarizacao horizontal e vertical.
Vale notar que todas as quantidades que determinam se o termo de zit-
terbewegung serd mensuravel, isto é, ¢, h e m aparecem em nossa analogia como
parametros a serem ajustados nas fases impressas pelos SLMs. O mesmo é valido
para o tempo. Assim, se desejamos a média da posi¢do em func¢ao do tempo, o
procedimento descrito deve ser aplicado varias vezes variando o valor do parametro
t na fase e™€®/"  Para um dado pardmetro t a média da posicao pode ser calculada

utilizando as intensidades medidas da seguinte forma

_ Sicny [ @ Li(z) dx
Zz:H,vf[z‘(fU) dr’

(x)(t) (3.14)
em analogia com (3.11), ja que I (x) o |¢n(z)]? = |o1(t, 2))? e Iy (z) o |py(z)|* =
|da(t, )|

Nossa simulacao permite também que nao retornemos a representag¢ao con-
vencional e megamos [;(x) ainda na representagdo de FW. Nesse caso, (3.14) repre-
senta a média do operador posi¢do média (1.82) que, conforme mencionado no Cap.

1, nao deve exibir ZB.
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional
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Figura 3.1.: Esquema para realizacao da simulacao da evolugdo temporal de uma
particula livre utilizando um feixe luminoso. Ao lado do modulador, sao indicadas
as fases aplicadas em cada batida da onda nesse dispositivo. As HWP de ntimero
1 e 2 foram omitidas, uma vez que uma apenas anula o efeito da outra.

3.1.3. Simulacao numérica

Visando prever os resultados da simulagao fisica, realizamos uma simulacao
numérica da equagao de Dirac (1 4+ 1)dimensional. Antes de nos concentrarmos
na simulagdo numérica, faremos apenas alguns comentarios acerca das dimensoes
previstas para a simulagao fisica.

A largura espacial do estado inicial é determinada pela cintura wq do feixe
gaussiano emitido pelo laser, tipicamente da ordem de milimetros. Assim, se a
origem do sistema de coordenadas é colocada no centro do feixe, temos que sua
intensidade serd nao nula na regiao —wy < x < wy. A largura da TF do perfil
transvesal é o inverso da largura da funcao que foi transformada e a regiao do
espaco reciproco em que a intensidade é nao nula é —wio < k< wio No entanto, a

koX _ 21X

TF optica ¢ avaliada no ponto do espago reciproco k = %= = F

ocupara a regiao —Q’\i < X < 2L do plano focal. Considerando que a distancia
TWO 27‘('11)0

Logo o feixe

focal da lente seja f = 30cm e que o comprimento de onda seja A\g = 630nm, a
largura do feixe no plano focal serd da ordem de 3.5 x 10™%mm e essa é a regiao
aproximada em que as fases do modulador deverao ser aplicadas. Considerando que

tipicamente os pixels de um modulador, e portanto, sua precisao, sao da ordem de
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional

alguns micrometros, ainda assim estariam contidos na regiao do feixe uma dezena
de pixels, porém ¢é necessario que se amplie tal regiao, recorrendo, por exemplo, a
uma lente com distancia focal maior.

Analisemos as fases que deverao ser impressas pelo modulador. A fase da

TFW pode ser escrita como funcido da posicdo sobre o plano focal, substituindo

20(p) = tg~" <i£> :

me Aof

p= h)\iof em (3.3), como

De maneira semelhante, a fase relativa a evolugao temporal pode ser escrita como

)y (5 ()

Percebemos com isso que nao é necessario definir trés pardmetros (¢, m e k), mas

somente dois: a velocidade da luz ¢ e o comprimento Compton A\. = % Podemos

escolher um comprimento de referéncia A que tera o tamanho tipico das dimensoes
do sistema de simulacdo, escrevendo A. = dA. Se o parametro adimensional d é
da ordem de uma unidade, entdao a amplitude de ZB, a qual é da ordem de A., é
mensuravel. Esse comprimento tipico pode ser tomado, por exemplo, como a cintura
do feixe gaussiano.

Da mesma forma, a velocidade da luz pode ser escrita em unidade de dis-
tancia tipica A dividida por unidade de tempo tipica 7, isto é, ¢ = 597 em que ¢
¢ um parametro adimensional. Como o tempo nao tem qualquer significado fisico
na simulacao, a unidade 7 adotada nao é relevante. O valor de ¢, bem como o
intervalo de tempo utilizado, devem ser escolhidos visando tornar a frequéncia de

mc2 C

ZB mensuravel. Uma vez que a frequéncia ¢ da ordem de = = =, utilizando as
C

expressoes com as unidades tipicas, temos que a frequéncia é da ordem de 57'_1.

Para predizer os resultados da simulacao fisica, resolvemos numericamente
a equagao de Dirac (1+ 1) dimensional utilizando dois métodos, a saber, o esquema
Lax de diferengas finitas [71] e 0 método pseudo-espectral [72], ambos fornecendo os

mesmos resultados. O estado inicial foi tomado como

. 1 ey 1
B(0,7) = me (%) ( 1 ) : (3.15)

uma superposicao de estados com energias positivas e negativas. Fixamos o valor
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3.1 Particula em espac¢o unidimensional

da velocidade da luz em ¢ = 0.052% e a simulacao foi realizada para cinco valores
de comprimento Compton: A, = 5.4A, 2.5A, 1.2A, 0.6A e \. = 00, o tultimo caso
corresponde ao de particula de massa nula. A motivagao para a escolha de tais valo-
res é que sao os valores adotados na simulagao de Gerritsma et al. [22], permitindo,
portanto, a comparacao de nossos resultados com os presentes no trabalho citado.
O resultado da média do operador posigao calculada utilizando a solugao
numérica da equacao de Dirac sob as condi¢oes descritas é mostrada na Fig. 3.2
(a). A Fig. 3.2 (b) mostra o resultado se um estado inicial com metade da largura
do primeiro é utilizado, isto é, um estado inicialmente mais localizado. A diferenca
do estado mais localizado para o menos localizado é uma atenuagao das oscilagoes.
Podemos notar claramente que o movimento é composto por um termo linear acres-
cido de um termo oscilatorio devido ao ZB. Uma particula sem massa se moveria a
velocidade da luz, sem a presenca de ZB. A medida que o valor da massa aumenta e o
comprimento Compton diminui, a amplitude de oscilagao parece diminuir, enquanto

a frequéncia aumenta.

8 8
Ae =00 Ae =00 —m——
Tr  A=54A 7 Ae = 548 ——
Ao = 2.5A Ao =250 ———
6 =122 6 Ae=12A —
A = 0.6A A =0.6A ———
~ 5 —~ 5
a.,l 4
~— N~—
—~ —~ 4
s 5
P 3
1 S 2 g
0 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160
t(T) t(T)
(a) (b)

Figura 3.2.: Média do operador posicao em funcao do tempo para particulas cuja
dindmica seja dada pela equacao de Dirac (1 + 1)dimensional. O valor da velo-
cidade da luz é fixo em ¢ = 0.052%, enquanto o comprimento Compton assume
os valores \. = 5.4A, 2.5A, 1.2A, 0.6A e A\, = co. A largura do estado inicial é
(a)A e (b) A/2.

Como o estado inicial é o mesmo em todos os casos, isto significa que a
distribuicao de momentos é a mesma e, portanto, variar o valor da massa implica em
alterar a distribuicao de velocidades. Podemos dizer, entao, que estamos observando

diferentes regimes de velocidade. Em representagao de momento, o estado (3.15) se
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3.2 Particula em espago bidimensional

expressa por

¥(p) = (%)é e (%) ( 1 ) : (3.16)

uma distribuicao de momentos com valor relevante para p ~ %. A condicao de

regime nao relativistico p < mec pode ser expressa como % < me, ou ainda, A\, < A,
o que corresponde a curva rosa na Fig. 3.2. Da mesma maneira, se p > mc, trata-se
do regime relativistico de velocidades, o que também pode ser expresso por % > me
ou A\, > A, o que corresponde & curva em preto na Fig. 3.2.

E interessante notar que a média do momento sobre o estado inicial esco-
lhido é nula. Nao obstante, a média do operador velocidade classica ecpH ! nao é
nula, conferindo o carater crescente & média da posicao (Eq. (1.78)). Essa aparente
inconsisténcia é imediatamente entendida se nos recordarmos que estados com ener-
gia negativa tém velocidade de sinal oposto ao momento. Podemos escrever o vetor
de estado (3.16) como combinagdo dos autovetores do hamiltoniano com energia po-
sitiva u(p) = ( E +mc® pc )T e com energia negativa v(p) = ( —pc  E + mc? )T

CcOo1mo

A )5 ~(22)’ lcerm02+Eu(p)Jr

vip) = (ﬁ " EE T+ me)

Assim, quando o momento é positivo, o primeiro termo contribui com velocidade

me2 + E —cp ()
2E(E+m02)v

positiva, enquanto o segundo contribui com velocidade negativa, porém como o
coeficiente que acompanha v(p) é menor que o que acompanha u(p), a soma das

contribuigoes resultara positiva. O mesmo ocorre se 0 momento é negativo.

3.2. Particula em espaco bidimensional

Analogamente a secao anterior, primeiramente escreveremos expressoes ex-
plicitas para a transformacao sofrida por um estado pela evolucao temporal e posteri-
ormente mostraremos como essa transformacao pode ser emulada pela transformacao

de um feixe luminoso monocromatico paraxial.
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3.2 Particula em espago bidimensional

3.2.1. Evolucdo temporal do estado de uma particula em (1 + 2)

dimensoes

Dado o estado inicial de uma particula livre restrita a duas dimensoes es-

paciais, cujas coordenadas chamaremos (z,y),

Bt =0,2,y) = ( z;zz; ) , (3.17)

obtemos o estado inicial na representacao de momento realizando uma transformada

de Fourier com relagao as duas coordenadas

= — L (4 — — L (paatpyy) _ <Z51(pm,p )
Wt =0pepy) = (2wh)/d2xw(t—0,x,y)e ) = ( ¢2(pm,pZ) . (3.18)

A aplicacao da TFW bidimensional é menos direta que no caso anterior.
Utilizaremos a expressao (1.60) para o operador de transformacao, lembrando da
escolha feita para as matrizes de Dirac (1.87), temos

) Yp,, — o
et = cosf + i%sen@, (3.19)
p

xT

haja vista que o%c® = io¥ e o*c¥ = —io”. Explicitamente, pela substituicao das

matrizes de Pauli, o operador de transformacao e seu inverso se expressam como

is cos 6 j:p’”‘_Tipysenﬁ (3.20)
e = . . .
i%sen 0 cos 6

A substituicao das fungoes seno e cosseno por suas expressoes com exponenciais

. _
complexas e o uso da forma polar p, — ip, = |ple™™", com
z Y ;

tg ™ (py/ps), py >0oup,=0,p, >0

— (3.21)

T+ tg  (py/ps), Py <0oup, =0,p, <0,

nos permitem escrever uma forma ainda mais conveniente

10 L o—i0 Lo\ e _ =it
. — + (—1e Ere—
e = ( 2i9 i0 ( ) ? ) . (3'22>

+ie 5 5
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3.2 Particula em espago bidimensional

Isto posto, obtemos o estado inicial na representagao de Foldy-Wouthuysen

da maneira como segue

2 2

iewléfh + ¢

A e? [ ¢y —ieT ¢y e~ [y +ie? ¢y
¢/t:07px7p = ezs¢t:07p$ap - 5 + Yy,
( y) ( y) i 4

B e_w b1 — ie*“"qﬁz 4+ 20 <¢1 + ie’w'qﬁg)

9 iet? (¢1 - ie_w'@ _ o—2i0 (¢1 + ie—i6/¢2))
G BT T B

2 ie'” <¢1 - ¢2) 0 ’
em que, por praticidade, definimos
¢y = ¢1 — i ¢y, Gy = e (<Z51 + iefw/@) )
1 _ . R .
G=30+0) o =" (—0). (3.24)

A evolugao temporal do estado na nova representacao é realizada pela atu-

acdo do operador de evolugio e~ 't/h

Eq. (1.66). Assim,

sobre o estado inicial, em que H’ é dado pela

_ —10 c me2)? _
U (t,peypy) = e VPO (G = 0,p,,py) (3.25)

o0 e E@I/N g _ i o

@ hg, 9 )

com

E(p) = c/|p|* + (mc)” (3.26)
e as definicoes

= TG o g = g, (3:27)

Finalmente, podemos retornar a representagdo convencional aplicando a
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3.2 Particula em espago bidimensional

TFW inversa. Utilizando novamente (3.22) temos

Wtpeny) = Y (b py) = o O +ie™gh | L[ 6f —iem" o}
y 7Ty 7Y y 7Ty 1Y 2 _1629/¢¥+¢IQ/ 2 26@9’¢11/+¢,2/

1 e ((;5’1’ - ie_ielqﬁg) + ((]5’1’ — ie_wlqﬁg) (3.28)
2\ —ie (X (¢ +ie ' ¢) — (¢ —ie" ' ¢})) '
1 61+ s 9y
2 —ie' (¢1 - ¢2) <Z5/2” ’
onde
Q;l _ 62z‘€ ( 1" + ieiwl //) qu _ z’e*ie/ "
1 2/ 2 1 2
1« - —ie? ..
1= §(¢1 + ¢2) € ? = 9 (<Z51 - <Z52) . (3.29)

Se, no entanto, desejarmos obter a func¢ao de onda no instante ¢ como fun-
¢ao da posicao, basta realizarmos a transformada de Fourier inversa sobre o spinor

dependente do momento

1 i <ZB1( z,y)
t7x7 = A d x d t7 € eh(pszrpyy) - ~ T 330
(L, ,y) (Mi)/p/pyw( P, Py) (¢ 1) (3.30)
e assim podemos calcular a média da posicao por

x) ()= [ de [ dy|oit,z,y)P, (3.31)

i=1,2

sendo @ o vetor posi¢cao bidimensional.

3.2.2. Analogia optica

Consideremos novamente uma onda eletromagnética monocromatica para-
xial para que valham as expressdes do Cap. 2. Mais uma vez, cada componente do
spinor pode ser identificada com uma das componentes de polarizagao da onda. De
forma mais especifica, cada componente serd mimetizada pela amplitude do campo
elétrico com a polarizacao correspondente no plano normal ao feixe.

As coordenadas (z,y) do espago em que existe a particula sao identificadas

com as coordenadas sobre o plano transversal ao feixe. Como no caso anterior, a
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3.2 Particula em espago bidimensional

menos que se queira simular a evolucao temporal de um estado inicial especifico,
nao é necessaria qualquer preparacao do feixe, sendo o estado inicial igual ao perfil
transversal produzido pelo laser.

Inicialmente o feixe, cujo perfil transversal é

deve passar por uma transformada de Fourier 6ptica, sendo sua amplitude no plano

focal dada por
E(pz,py) = 61(0e, ) H + 62(p2, 0V, (3.33)

em que p, = hkOTX epy = hk“TY, sendo (X,Y) a posicao sobre o plano focal, conforme

a Eq. (2.17) com py = hky. As observagoes feitas para H e V 1o caso unidimensional
continuam validas.

A seguir, vamos esquematizar todas as fases do processo de transforma-
¢ao do feixe utilizando (2.28) e (2.30) para as transformacoes efetuadas pela HWP
e pela QWP. Os moduladores utilizados na impressao das fases dependentes das
componentes de momento devem ser posicionados sobre o plano focal da TF. Por
simplicidade omitiremos a dependéncia em (p,,p,) das componentes do campo elé-
trico. Um ilustracao mostrando todas as etapas da transformacao ¢ exibido na Fig.
3.3.

« Obtencao de ¢'(t =0, p,, p,) a partir de ¢(t = 0, p,,p,). Nesta etapa sao
necessarios trés moduladores que denotaremos por SLM1, SLM2 e SLM3
imprimindo as fases e~ 0 0opy)  o=200(ppy) o i (Prpy) respectivamente. As

funcoes 0(p,, py) € 0'(ps, py) sd0 expressas nesta ordem por (1.64) e (3.21). A
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3.2 Particula em espago bidimensional

transformagcao do feixe inicial (3.33) segue os passos abaixo:

§Z51I:I -+ gbgv ﬂ) gblff -+ e_iglgbgf/
(¢ —ie ™ go) H — iy +ie ™ ¢o)V
V2
é >
—_—— - — ~
(pr —ie " do) H —ie " (¢1 +ie”" ¢5) V
V2
QW P2 PEaE (51 - 52)121 - "(51 +$2)V

QW P1

y T
e'a

SLM?2 i
el4

e4e 4
2
HWP1 (51 + 52)121 + 2(51 - 52)‘7
2
SLM3 (¢1 + ¢2)H +;~619 (¢1 - ¢2)V _ ¢I1I:I + (b/QV

¢, e ¢, sdo identificados com as defini¢des da Eq.(3.24). O perfil transversal

final do feixe é correspondente ao estado ¢'(t = 0, p,, p,) (Eq. (3.23)), a menos

da fase €.

« Obtencao de ¢'(t,p,,p,) a partir de ¢'(t = 0,p,,p,). Esta etapa consiste
na aplicagdo da fase de evolugdo temporal em cada componente. Como o

modulador somente imprime fase em uma componente, a onda deverd bater

duas vezes no modulador. Denotamos por SLM4 a aplicacao da fase e~ *€®)t/h

e por SLM5 a aplicacio de ¢€®4/" lembrando que £(p) = ¢\/|p|2 + (mc)®.

GH + oV T g H + gV
SLM4 (b/gﬂ + e—z’&(p)t/h(b/lff
_HWPS e*ig(P)t/h(b’lI:I + ¢/2‘7
SLM5 e_ig(p)t/ﬁgf)/lﬂ + ez‘f(p)t/hgbéf/ _ ¢/1/f{ + ¢12/ ) ’
notamos que ¢! sdo equivalentes as definigoes em (3.27).

« Obtencao de ¥(t,p,,p,) a partir de ¢'(t, p,,p,). A TFW inversa se da por
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processos analogos a TFW.

OVH + 05V = O/ H + e ¢V
(o —ie " ) H — i(¢] +ic " )V
V2
o1 &
—— T . , Y ~
sorr, iz (O —ie” " @y) H —ie® (¢ +ie™" ) V
V2
QW P4 ei%ei% (¢2 - ¢1)H - Z(¢2 + ¢1)V

QWP3

;T
e

2
HW P4 (‘52 + le)ﬂ- + Z(‘ZE2 - (51>V
2
b INY 00 (4 I\ R R
SLMS (¢2 +¢1)V ;6 (¢1 ¢2)V _ (b/{/H"'_(b/QHVa

que percebemos ser equivalente ao estado da expressao (3.28).

Na Fig. 3.3, o plano do espelho é o espaco de posicoes e o plano do SLM ¢é o espaco
de momentos, desde que todas as lentes tenham a mesma distancia focal . Todas
as fases sdo aplicadas no espaco de momentos. A cada vez que o feixe atravessa a
lente indo para o espaco de posicoes a transformada inversa é realizada, porém é
necessario notar que as coordenadas sao invertidas, como observado ao fim da Se¢ao
2.2. Por envolverem apenas misturas de polarizacao, as placas de onda podem ser
posicionadas em qualquer ponto entre o espago de posi¢gdes e de momentos. Ao fim
da transformacao as duas componentes de polarizagdo devem ser separadas por um
PBS, por exemplo, e a intensidade de cada polarizacao em funcao da posicao deve
ser medida no espacgo de posigoes.

A forma como a simulacao foi apresentada visa deixar claras todas as suas
etapas em analogia com os operadores que atuam na fun¢do de onda inicial da
particula simulada (Eq. (1.67)). No entanto, os passos desde a HW P1 até o SLM6

70



3.2 Particula em espacgo bidimensional

&c\&’d

; E(p)t
—Ep)t

v 0/
HWP2 v - eif
Qwe2 | - =20

Qwp1l

m Lentes

i t T

Figura 3.3.: Esquema de simulagao de uma particula livre restrita a duas dimensoes
espaciais utilizando um feixe monocromatico paraxial de luz produzido por um
laser. As fases aplicadas pelo modulador (SLM) em cada batida do feixe sobre
esse dispositivo sao indicadas a direita, sendo 6, 0" e £(p) dadas, respectivamente,
por (1.64), (3.21) e (3.26).

poderiam ser simplificados se trocados por

2@1 — 52)I§[ + @1 + 52)‘/}v SLM 2@1 — 52)I§[ + e—if(p)t/h(a + 52)‘7v
2

HWP e‘i‘f(”)t/h@l + ¢2)H +i(¢, 52)‘7

SLM €_ig(p)t/h(al + ¢2)H + Zeu‘)(p)t/h(al _ EZ)V
2

= 91H + "9V

que leva ao mesmo resultado que o processo anterior, porém evitando o uso de duas

71



3.3 Particula em espacgo tridimensional: um caso particular

HWPs e dois SLMs.
Uma vez medida a intensidade do feixe ao fim da transformacgao como funcao

das coordenadas sobre o plano transversal, a posicao média é calculada por

Zi:H,VfdxfdymIi(xay)

(x)(t) = Zi:vafd:pfdy Li(x,y) ’

(3.34)

em que x é o vetor posigao sobre o plano transversal ao feixe, [;(z,y) é a intensidade
da polarizagdo ¢, a qual é proporcional ao mdédulo do campo elétrico final nessa
diregdo, isto é, Ii(x,y) o |¢!|*>. Conforme comentado anteriormente, o valor da
massa m da particula simulada, bem como da velocidade da luz ¢ e da constante
de Planck h sdo parametros ajustados nas fases aplicadas pelo SLM e podem ser
controlados de maneira a permitir que o ZB nas duas coordenadas tenha dimensoes
observaveis. Variando o valor do tempo ¢, o qual também aparece como parametro

em uma fase, obtemos a média da posi¢ao em funcao do tempo e esperamos que ela

mc?
h

da amplitude de ZB (—C), para os valores dos parametros escolhidos.

oscile com frequéncia da ordem da frequéncia de ZB ( ) e amplitude da ordem

h
m
A observacao acerca da possibilidade de determinar a média do operador

posi¢cao de FW ¢ pertinente também neste caso.

3.3. Particula em espaco tridimensional: um caso

particular

Como na analogia apresentada as coordenadas espaciais sao mimetizadas
pela posicao sobre o plano normal a um feixe luminoso, somente dispomos de dois
graus de liberdade, nao sendo possivel incluir um terceiro grau de liberdade ne-
cessario a simulagao de uma particula que exista no espacgo real tridimensional.
Entretanto, consideremos o caso particular em que o estado inicial da particula seja

da forma

¢1(ZL‘,y)

<z <

Ml
Nl

(254(1’, y)

§\z
~
I
=
&
I
S

(3.35)
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3.3 Particula em espacgo tridimensional: um caso particular

No espago de momentos esse estado é representado por
(bl (p:vu py)

=0, m) =
¢4<pl“7py)

1 zp
/ dPx e R a(t

i sen %
27h % ’
(3.36)

cuja dependéncia em p, tende a 0(p,) para valores grandes de L. A funcao ¢y (ps, py)

=0,p)

é a transformada de Fourier de ¢y (z, 7).
Ao atuar o operador da TFW (1.60) sobre o spinor (3.36) obtemos

<cos 0(p) £ BH

Y'(t =0,p)
QzPg + Oy Py sen

(cos@(p) +0 D]

“pww@0¢@

H@Q¢@:upx (3.37)

um vez que (¢t = 0,p) se anula para todo p, # 0. Logo, lembrando que, para a

escolha padrao das matrizes de Dirac,
0 oF
k
ot = ,
podemos escrever de forma explicita
cos 0 . 0 B Pesen § o
0 cos 6 PrtPugen 6 0 b9
¢I(t - 07 p) - —Ppa+ipy |p‘
0 —ppr - sen 0 cosf 0 03
_”TT_‘ipysen 0 0 0 cos 4
o1 —ie™" ¢y o1 +ie” " ¢,
_ e_w 0 12l 0
2 0 0
i (1 —ie™ "' ¢, —ie"” (g1 +ie"" ¢y
0 0
+€_i6 ¢y — i by e By + i€ pg
2 Z.Giie/ (gbg — ’L.ewlgbg) —Z.eiwl (gbg + z'ew/gbg)
0 0

com 6’ definido por (3.21). A forma como a ultima igualdade foi escrita deixa claro
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3.3 Particula em espacgo tridimensional: um caso particular

que as componentes ¢ e ¢4 ndo se misturam as componentes ¢ e ¢3. Cada par de
componentes se transforma da maneira como se transforma o bispinor no caso de a
particula existir em um espago bidimensional (Eq. (3.23)), excetuando que para o

par ¢, ¢3 a fase ' tem sinal contrario.

Definindo
¢
o
Y'(t=0,p)= o |
3
o)
a evolucao temporal na representacao de FW se escreve como
!
.E(p)t
L =R gy
1/}/<t7p) =€ h 1/}/<t = Ovp) = i E@)t ,2
eTh @y
g,

Novamente nao ha mistura do par de componentes 1 e 4 com o par 2 e 3. Conside-
rando cada par de componentes como um spinor com duas componentes, percebemos
que as fases de evolucao temporal sdo as mesmas aplicadas no spinor do caso de es-
paco bidimensional.

Por fim, o retorno a representagdo convencional se da pela aplicagao sobre

Y'(t, p) do operador

cos 6 0 0 —’%sen 0
s 0 cos 0 —%sen 0 0
e W = L ,
0 —%sen 0 cos 6 0
—%sen 0 0 0 cos f

o qual produz efeito semelhante a seu inverso e ndo mistura as componente 1 e 4
com as componentes 2 e 3.

Ora, a evolugao temporal desse caso particular pode ser emulada se dois
feixes forem utilizados, ao invés de somente um, e se sobre cada feixe for aplicada a
transformacao efetuada no caso bidimensional, observados os sinais das fases. Como
antes, as coordenadas x e y da particula sao identificadas com a posi¢ao sobre o plano
transversal aos feixes e a coordenada z nao se faz necessaria, uma vez que a evolugao

temporal nao afetard a dependéncia do spinor nessa coordenada.
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3.3 Particula em espacgo tridimensional: um caso particular

A vantagem de simular um espaco tridimensional é que nessa circunstancia
a particula possui grau de liberdade de spin, ao contrario do que ocorre se a di-
mensao do espaco ¢é reduzida, e talvez seja possivel observar ZB também sobre essa

quantidade.
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CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertagao, apresentamos uma proposta de simulagao de um elétron
de Dirac livre e, portanto, de zitterbewegung, utilizando um feixe de luz cléassico.
Conforme mencionado trés propostas de simulagao do elétron de Dirac foram im-
plementadas experimentalmente [23, 22, 24], todas elas simulando a dindmica de
uma particula em uma dimensao espacial. As simulagoes foram obtidas impondo
a seus sistemas condigoes especificas em que seus estados evoluiam de acordo com
a equacao de Dirac 1 + 1 dimensional. Os parametros ajustaveis em todos os trés
casos sao grandezas fisicas associadas ao sistema de simulacao.

A proposta de Dreisow et al., assim como a nossa, utiliza luz classica, porém
de maneira bem distinta da forma como propomos [23]. Naquele trabalho, a luz se
propaga em um arranjo de guias de onda constituido por dois tipos de guias, cons-
truido de forma que o acoplamento entre guias de tipos distintos produza a equacgao
de Dirac para a amplitude do campo elétrico dentro do arranjo. Diferentemente das
propostas citadas, nao construimos um sistema cujo hamiltoniano fosse analogo ao
de Dirac, mas olhamos diretamente para a transformacao efetuada sobre um estado
pelo operador de evolucao temporal associado a esse hamiltoniano, inspirados pela
emulagao de um sistema caético mostrada em [36].

Ao contrario das demais simulagoes implementadas, propusemos simulagoes
supondo uma, duas e trés dimensoes espaciais, sendo que o aumento de dimensoes
espaciais nao implica no aumento da complexidade da simulagdo. Os dispositivos
necessarios a implementacao da proposta sao: laser de pulso continuo, placas de meia
onda e de um quarto de onda, moduladores espaciais de luz com modulacao apenas
de fase, divisor de feixe por polarizacao e detectores de intensidade capazes de medir
a intensidade como func¢ao da posicao transversal a um feixe. A implementacao do

protocolo nao exige, portanto, qualquer dispositivo especialmente construido para
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Consideracoes finais

este fim.

Em nosso protocolo, as componentes do spinor sao identificadas com as
amplitudes do campo elétrico de um feixe de luz nas duas polarizagoes. Tanto a fase
da TFW quanto a fase de evolu¢ao temporal nao dependem da posi¢ao, mas somente
do momento, sendo necessario que sejam aplicadas no espago em que o ultimo é um
operador multiplicativo. Nesta simulagao, o plano de entrada da TF oOptica imita
o espaco de posicoes e o plano de Fourier imita o espaco de momentos do elétron
emulado. Mostramos que, estabelecidas essas analogias, o perfil transversal inicial
do feixe se transformara em um perfil transversal final que é equivalente ao estado
da particula em um instante ¢ para o mesmo estado inicial. Isso é possivel desde
que placas de onda estejam adequadamente posicionadas ao longo da propagacao do
feixe, intercaladas com aplicagoes apropriadas de fases por moduladores posicionados
sobre o plano de momentos.

Foi mostrada a montagem da simulagao para os caso de uma e de duas
dimensoes espaciais e discutimos como seria possivel que também fosse simulado
um caso em que o estado inicial tem uma forma particular quando o espaco tem
trés dimensoes. Este tiltimo caso permitiria também a medida de oscilagao do spin,
0 que nao ocorre nos casos de dimensao reduzida, pois nesses casos a particula nao
possui esse grau de liberdade adicional.

Os parametros da teoria de Dirac e até mesmo o tempo aparecem em nosso
protocolo como valores ajustaveis nas fases aplicadas e sao altamente manipulaveis,
uma vez que as fases impressas por moduladores sao programéveis. Esse fato con-
fere uma vantagem a nossa proposta em relacao as demais, nas quais os parametros
ajustaveis sao relacionados quantidades fisicas nao podendo ser variados arbitraria-
mente.

Como nossa proposta envolve a aplicagdo de TFW| é possivel ao invés de
medirmos média da posicao padrao, nao realizar a TFW inversa e entao determinar
a média do operador posicao de FW, concluindo que, de fato, ele ndo apresenta ZB
e permitindo a comparacao dos dois operadores posicao.

Como para cada valor de ¢t o médulo quadrado das componentes do spinor é
medido, é possivel ainda que observemos a possibilidade de propagac¢ao superluminal
do pacote de onda para o caso de haver ou nao superposicao de estados com sinais
diferentes de energia.

Uma vez proposto o protocolo de simulacio, esperamos futuramente implementa-

lo. Pretendemos investigar, ainda, como extrair informacoes de spin no caso tridi-
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Consideracoes finais

mensional e se seria possivel simular particulas sob acao de potenciais de maneira

analoga a que apresentamos aqui.
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Apéndice

MATRIZES DE DIRAC

O objetivo deste apéndice é encontrar as relagoes que definem as matrizes de
Dirac (Eq. (1.17)), bem como algumas de suas propriedades. Como dito no Capitulo

1, o hamiltoniano de Dirac precisa obedecer a relacao energia momento
E* = H? = *p? + m?c. (A.1)

Substituindo o hamiltoniano de Dirac (1.16) na expressao anterior vem que

as constantes a e 5 devem ser tais que a seguinte igualdade valha

Ala-p)? +me(a-pp+ Ba-p) + FPmict = p*c? + mict (A.2)
para qualquer que seja o momento p. A primeira conclusao a que se chega é que
g =1,

ja que esse é o tnico termo constante no lado esquerdo da Eq. (A.2). Poderiamos
dizer que ( é simplesmente um nimero (§ = £1 satisfazem essa condi¢ao), todavia

o termo linear no momento também precisa anular-se, isto €,
3

Z(Oézﬂ + Bag)p; = 0,

i=1

de onde vem a condicdo de anticomutacao das componentes de a e [3

i + Ba; ={ay, B} = 0.
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Matrizes de Dirac

E natural atribuir s constantes almejadas objetos matriciais, pois possuem
um produto nao comutativo e permitem que relagoes de anticomutacao sejam satis-
feitas por solugoes nao triviais.

Temos ainda os termos quadraticos de (A.2) para comparar. O termo da

esquerda Se reescreve coIino

3 2 3
C
Fla-p)=c E :Oé?p? + 5 E (o + ajoy)pip;-
i=1 i, j=1

Enquanto o termo quadratico da direita é escrito como

3

22 _ 2 2

pc =c E:pz
i=1

A igualdade s6 é possivel se as matrizes «; satisfizerem as condi¢oes

a2 =1 e (Oél'Oéj + Oéjai> = {Ozia()éj} =0.

Em suma, concluimos que as Equacoes 1.17 devem ser satisfeitas pelas ma-
trizes de Dirac para que a relacao energia momento seja respeitada. Dessas relagoes
podemos extrair algumas propriedades, uma delas é de que as matrizes somente
podem ter autovalores +1. Vejamos, se ¢, ¢ autovetor da matriz «;, com autovalor

a, entao

aiai¢a - af2¢a - HCba,

logo a afirmagcao se verifica. Analogamente, a mesma propriedade vale para (5.

O trago das matrizes é nulo, o que leva por sua vez a uma restricio em sua
dimensao. Ja que os autovalores sao £1, para que o traco seja nulo a dimensao
das matrizes deve ser par. Verifiquemos a afirmagao inicial de que o trago é nulo,

primeiramente notando que

Tr(ey) = Tr(B*w),

afinal 3% = 1. Basta agora reescrever a expressao anterior e utilizar a anticomutacao

de «; e 8 para concluir o que foi dito

Tr(a;) = Tr(BBa;) = =Tr(Baif) = _T'f’(%‘ﬁQ) = —Tr(a).
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Matrizes de Dirac

Para chegar a esse resultado utilizamos também uma propriedade do trago
de matrizes, a saber Tr(AB) = Tr(BA). Analogamente, obtém-se 0 mesmo resul-

tado para [3.
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Apéndice B

OPERADOR POSICAO NA

REPRESENTACAO DE F'W

O objetivo deste apéndice é mostrar como é obtido o operador posicao
transformado pela TFW, bem como o operador posicao média na representacao
convencional. Por fim, calculamos também os comutadores necessarios a escrita da
equacao de Heisenberg do operador posi¢ao média.

Primeiramente, precisamos reescrever o operador de transformagao (1.60)

utilizando as equagoes (1.65). Assim, temos

1 + cos 20(p)) :

cos B(p) = ( : (M)

1 2E(p) 1
sen 0(p) — <1_#329<p)>5 _ <%>5, (B.1)
l0go, 1 l
T ) e o

em que definimos os operadores

_ (E(p) +mc? 3 . _ ,op E(p) —mc? :
- (5 552 (“or )

para facilitar a escrita de expressoes futuras. As duas propriedades a seguir serao

de grande utilidade:

« [A, B] =0, pois as matrizes de Dirac comutam com o operador momento;
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Operador posicao na representacao de FW

e A%2—B? =1, como é facilmente percebido ao substituir os operadores e utilizar
(1.61).

Comecemos por calcular o operador posi¢do convencional transformado

x' = ¥xe ™ = (A+ B)x(A - B)
= AxA — AxB + BxA — BxB
= (A= B*)x+(A+ B)([x, Al - [x, B]) - [A, Blx, (B.3)

a ultima linha é visualizada ao somar termos como A?x — AAx. Para o calculo dos

comutadores em (B.3) faremos uso de [x7, F'(p)] = [/, pj]dgéf) = ihdgg).
: dA  —ihmc!
I Al =ih— = —— A" p,
A=y, = Ty Y
1 1
) ) . E _ 2\ 2 . ([ E _ 2\ 2
. Bl = p lxj’apH (p) m0> L P Xj’< (p) m0>
p| 2E(p) | 2E(p)
e 1 , 1
[X], 21 = o-p [XJ, _‘| + [XJ, Oékpk:| —
| | |

d (1 j
= oa-pih <—> +’iha—
dp; \ |p| p|
_ i (aj _ P p>
p| p|

y <E<p> —mc2>%

_ihmc! <E(p)—m02>_%

2E(p) T 1E(p)P \ 2E(p) Pj
1B =gl (i Pig, E(p) —mc*\* awp ifme' [ E(p) - me*) -
k. B _5{|p| < p|? p) < 2E(p) ) ol 1B (p)? < 25 (p) ) p]} C

Substituindo todos os comutadores acima calculados, bem como utilizando

as propriedades listadas dos operadores A e B chegamos a

A . —ihmct
X1 = ¥+ (A+ B) { 4; (75)03 A lp; — c} (B.4)
ihmct ihmct

= X']

—1

Calculemos os produtos de operadores presentes em (B.5), lembrando que
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Operador posicao na representacao de FW

E(p) = /(Ipe)? + (me2)? leva a |p| = /E(p)? — m2c*:

o5 () (5 e

_ ihcfo?  ihc’B(a-p)p;  2E(p)* —mc* (E(p) + mc?)
2E(p)  2E(p) (E(p) —mc*)  2E(p)* (E(p) +mc?)

~ —ih j } M QL& j
BC = W {[(Q‘P)a - pj} 2E(p) +Ipl 4E(p)3pj}

Antes de prosseguirmos a substituicao dos produtos recém calculados na

AC

expressao do operador posicao transformado, olhemos com mais detalhes para o

primeiro termo do produto BC, substituindo nele a definicao dada em (1.19)

i 0 op 0 o’ B aFaipy, 0
(ap)o? = : = ,
op 0 o’ 0 0 O'kO'jpk

p; + i€ alpy 0 [ pj+i(oxp); 0
0 p; + i/ olpy, 0 pj +i(o xp);

soma sobre indices repetidos sao entendidas e foi utilizado que para as matrizes de

Pauli vale o¥0/ = 5'; +i€"7o! e que a componente j de um produto vetorial pode
13 17 13 I o

ser expressa por (a x b); = e/arh, = €l.a;b, sendo € o tensor antissimétrico de

Levi-Civita. Aqui definimos o operador

de forma a escrever
(a-p) o? = p; +i(X x p);. (B.6)

Finalmente, da substituigao dos termos calculados separadamente em (B.5),
nao mais escrito em componentes, resulta no operador posi¢ao mostrado na Eq. (1.68).

Similarmente, podemos calcular o operador posicao média na representacao
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B.1 Comutador do operador posi¢ao média com o hamiltoniano de Dirac

convencional a partir da TFW inversa do operador X’ = x

X = e ¥xe=(A-B)x(A+ B)
= AxA+ AxB — BxA — BxB
= (4*=B*)x+(A-B)([x, A + [x, B]) + [4, Bx,

a substituicdo dos comutadores e produtos previamente calculados levando ao ope-

rador posicao média da Eq. (1.69).

B.1. Comutador do operador posicao média com o

hamiltoniano de Dirac

Para escrever a equagao de Heisenberg para o operador posicao média,
Eq. (1.70), utilizamos o comutador desse operador com o hamiltoniano de Dirac
(1.16), cujo calculo exibiremos nesta segao.

O comutador almejado se expressa por

.h h2 .
[H,X] = [H, x)+ = < { -

(B.7)
levando em conta que o operador momento, bem como qualquer funcao dele, comuta
com o hamiltoniano. O primeiro comutador do lado direito da equacao ja foi cal-
culado no Capitulo 2 (Eq. (1.48)). Calculemos separadamente cada um dos demais

comutadores, utilizando as propriedades das matrizes de Dirac (1.17):

[H, Boﬂ} = ¢ [akpk,b’ozj} + mc? [ﬁ,ﬁoﬂ}
= cpi {{ak, 5} ol + 3 [ak, ozj” +mc*p {B, ozj} (B.8)
= Cpg {—250/“0/ +2(1 - 5’”)6&’“0/} + 2mc*B2al
= —2¢fpy, + 2mc*a”

[H,5(evp)] = cla-p,fle-p+mcB (B, cp
= —2¢f(a-p)’ +2mPB2 a- p (B.9)
= —2c|p*B +2mc® o p
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B.1 Comutador do operador posi¢ao média com o hamiltoniano de Dirac

[Hv (Exp)j] = -1 [Ha (a'p) ol — p]}
= 2ic|(a-p)p; — |pl’@’] (B.10)

na ultima expressao foi empregada também (B.6). A substituigao de (B.8), (B.9) e
(B.10) em (B.7) leva diretamente a (1.70).
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