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Resumo

Neto, Benedito Leandro. Sélitons de Ricci Shrinking em Variedades Rieman-
nianas Completas. Goiania, 2011. [86p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de
Matematica e Estatistica, Universidade Federal de Goias.

Nesse trabalho, n6s comecamos com um levantamento histérico sobre os Ricci S6li-
tons, mostrando que, muitas vezes, eles surgem como solucdo auto-similar do fluxo de
Ricci. Em seguida, introduzimos alguns conceitos basicos de geometria Riemanniana e
definimos formalmente um Ricci Séliton. Concluimos o trabalho com um estudo apro-
fundado do artigo [6], do qual mostramos, dentre outros resultados, dois teoremas: uma
estimativa para a funcdo potencial de um Ricci Séliton Gradiente Shrinking, completo e
nido-compacto e uma estimativa superior para o volume de um Ricci Séliton Gradiente

Shrinking, completo e ndo-compacto.

Palavras—chave

Variedade Riemanniana, Ricci Séliton, Shrinking.



Abstract

Neto, Benedito Leandro. Complete Gradient Shrinking Ricci Soliton. Goia-
nia, 2011.[86p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Univer-
sidade Federal de Goias.

In this work, we started with an historical study of Ricci Solitons showing that they,
often, arise as a auto-similar solution for the Ricci flow. It was demonstrated, then, some
basic concepts of Riemannian Geometry and a formal definition of a Ricci Solitons. To
conclude the work, it was presented a study analysis of the [6] article, establishing ,
among other results, two theorems: the first one, an estimation for the potential function
of a Gradient Shrinking Ricci Solitons, complete non-compact, and, the second one, an

estimation for the volume of a Gradient Shrinking Ricci Solitons, complete non-compact.

Keywords

Riemannian Manifold, Ricci Soliton, Shrinking.
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Introducao

O estudo de fluxos geométricos iniciou-se em 1956 no artigo de Mullins [21]].

Em 1964, Eells e Sampson [13] introduziram a aplicacdo de fluxo de calor
harmoOnico e a usaram para provar a existéncia de aplicacdes harmdnicas que tinham
curvatura seccional ndo positiva. Esse artigo € dedicado a um estudo mais geral de um
funcional E, de interesse geométrico e fisico, andlogo ao funcional energia.

Em 1974, Firey [14]], propos o fluxo da curvatura Gaussiana para modelar as
formas das pedras desgastadas e considerar o caso onde a superficie € invariante com
excecdo da identidade. Ele comega com uma idealiza¢io do processo de uso de materiais
isotropicos com relacdo ao desgaste, em seguida, desenvolve uma equacdo que rege o
processo € passa a mostrar que uma pedra, que inicialmente é conexa e centralmente
simétrica, tende a assumir uma forma esférica como consequéncia de uma equagdo
governante.

Em 1975, Hamilton [16] continuou o estudo das aplicacdes de fluxo de calor
harménico considerando variedades com fronteira. E em 1982, Hamilton [[17], em seu
artigo pioneiro, definiu o fluxo de Ricci como sendo uma equagao de evolug¢io no espago
de métricas Riemannianas que sob vdrios aspectos se comporta como uma equagdo do
calor ndo-linear. Nesse mesmo artigo ele mostrou que o fluxo de Ricci pode ser usado para
classificar as variedades compactas de dimensao trés que admitem métrica com curvatura
de Ricci positiva. Duas linhas de pesquisa derivaram do artigo de Hamilton de 1982.
A primeira tem como objetivo entender o comportamento geral do fluxo de Ricci em
dimensao trés, sem assumir hipdteses de curvatura sobre a condicao inicial. Esta dire¢do
levou o préprio Hamilton a vérias idéias fundamentais, como a definicdo de um fluxo
de Ricci com cirurgias, e convergiu aos trabalhos de G. Perelman, os quais provam a
conjectura de Poincaré e a conjectura da geometrizagdo de Thurston. A segunda consiste
na tentativa de encontrar condi¢des sobre a curvatura que, em dimensdes maiores que trés,
impliquem em resultados de convergéncia do fluxo de Ricci.

Um importante problema em geometria diferencial € encontrar uma métrica
canOnica (uma métrica de curvatura constante) em uma dada variedade. Por sua vez, a
existéncia de uma métrica canonica muitas vezes tem profundas implicacdes topoldgicas.

Um bom exemplo € o cldssico Teorema de Uniformizacdo em duas dimensdes, o qual, por
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um lado, prova uma completa classificacdo topoldgica para superficies compactas e, por
outro lado, mostra que toda superficie compacta tem uma estrutura geométrica candnica.
Como formular e generalizar esses resultados bidimensionais para tridimension-
ais, ou dimensdes ainda maiores de variedades, tem sido um dos mais importantes e de-
safiadores topicos na matematica moderna. Em 1977, W. Thurson [29]], baseado nas idéias
sobre superficies de Riemann, trabalhos de Hanken no Teorema Inflexivel de Mostow,
etc, formulou a onjectura da geometrizagdo para variedades tridimensionais a qual, de
uma maneira informal, afirma que toda variedade tridimensional compacta e orien-
tavel tem uma decomposi¢cao canénica em pedacos, cada qual admite uma estrutura
geométrica canénica. Em particular, a conjectura de Thurston contém, como um caso
especial, a conjectura de Poincaré: Toda variedade fechada simplesmente conexa de
dimensdo 3 é homeomorfa a esfera 3-dimensional, S3. Nos tdltimos 30 anos, muitos
matematicos tem contribuido na compreensdo da conjectura de Thurston. A teoria de
Thurston é baseada numa bela combinagcdo de técnicas da geometria e da topologia.
Um desenvolvimento poderoso da andlise geométrica nos ultimos 30 anos tem ocorrido,
conduzido por S.-T. Yau, R.Schoen, C. Taubes, K.Uhlenbeck e S. Donaldson, na con-
strucdo de estruturas geométricas candnicas baseadas em equacdes diferenciais parciais
nao-lineares. Tais estruturas geométricas canOnicas incluem, métricas de Kahler- Einstein,
curvaturas escalares métricas constantes, entre outras. Entretanto, a contribui¢do mais im-
portante para a andlise geométrica em variedades tridimensionais € devido a Hamilton.
Em 1982, Hamilton [17]] introduziu o fluxo de Ricci

dgij _

= 2R (0-1)

para estudar variedades tridimensionais compactas com curvatura de Ricci positiva. O
fluxo de Ricci, € naturalmente andlogo a equacdo do calor para métricas. Como uma
consequéncia, o tensor curvatura evolui de um sistema de equacdes de difusdo que tende
a distribuir a curvatura uniformemente sobre toda a variedade. Portanto, € esperado que
a métrica inicial deveria melhorar e evoluir para uma métrica candnica, conduzindo
a uma melhor compreensdao da topologia da variedade. Em um célebre artigo [17],
Hamilton mostrou que em uma variedade tridimensional compacta com métrica inicial
tendo curvatura de Ricci positiva, o fluxo de Ricci converge para uma métrica de curvatura
seccional constante positiva, provando que a variedade é difeomorfa a esfera S® ou a um
quociente da esfera por um grupo linear de isometrias. Pouco depois, Yau sugeriu que o
fluxo de Ricci era o melhor caminho para provar a estrutura do teorema para generalizar
as variedades tridimensionais. Nas tdltimas décadas, Hamilton provou vdrios teoremas
importantes sobre fluxo de Ricci, e langou os fundamentos para o método de abordagem

da conjectura de Poincaré e a conjectura de geometrizagao de Thurston via fluxo de Ricci.
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A idéia basica do método de Hamilton era estudar o comportamento das solugdes
do fluxo de Ricci em uma variedade tridimensional compacta dotada de uma métrica
Riemanniana arbitrdria. Se o fluxo de Ricci desenvolver singularidades, entao tenta-se
descobrir a estrutura da singularidade tal que se possa realizar a cirurgia, removendo a
singularidade, e em seguida continuar o fluxo de Ricci. Se o fluxo de Ricci desenvolver
singularidades novamente, repete-se o processo de cirurgia. Se for provado que existe ape-
nas um numero finito de cirurgias em um intervalo de tempo finito e se 0 comportamento
a longo prazo da solug@o do fluxo de Ricci com cirurgia for bem compreendido, entdo
pode-se identificar a estrutura da topologia da variedade inicial.

Assim, o método de Hamilton, quando realizado com sucesso, demonstra a
conjectura de Poincaré e a conjectura de geometriza¢do de Thurston. Entretanto, haviam
obstaculos, os chamados "Little Loop Lemma", ver [4] pagina 11, conjecturados por
Hamilton.

No estudo das singularidades existem nas equagdes diferenciais parciais, in-
cluindo na geometria, um conceito fundamental que € o de reescalonar e aplicar a férmula
da monotonicidade para obter solucdes auto- similares. O nome destas solugdes, auto-
similares, vem do fato de que a distribuicdo espacial das caracteristicas do movimento
mantém-se idénticas em todos os momentos. Tais solu¢des auto- similares modelam as
solucdes da equacdo proximo as singularidades. Essa técnica vem sendo aplicada com
sucesso no estudo de superficies minimas, aplicacdes harmonicas, solucdes do calor nao-
linear entre outras situacdes. No campo das equagdes de evolugdo da geometria, os mod-
elos de singularidade que surgem sdo solucdes g;;(f), completas, para o fluxo de Ricci
@D, definidas para todo instante ¢, tal que —oo < ¢t < T, onde a solu¢do do fluxo existe.
Ao longo de toda a existéncia das solucdes das equagdes diferenciais parciais existem
solucdes auto- similares, no fluxo de Ricci sdo chamados de Ricci sélitons. Ricci sélitons
gradientes encolhidos surgem, muitas vezes, como modelos de singularidade do tipo I do
fluxo de Ricci. Por isso € importante entender o comportamento dos Ricci sélitons para
se estudar as singularidades do fluxo de Ricci.

Os solitons sdo um tipo especifico de ondas solitdrias (solitary waves) [235].
Ambos obtiveram muita aten¢do nos ultimos trinta anos e aparecem em diversas areas,
tais como ondas em 4guas rasas e profundas, comunica¢des opticas, condensadores de
Bose-Einstein e modelos bioldgicos. As ondas solitdrias sdo ondas que mantém a sua
forma quase inalterada a medida que se propagam (ou seja, a caracteristica do movimento
se preserva ao longo do tempo), devido a baixa atenuacdo e dispersdao que sofrem.
Tipicamente surgem de alguns tipos de equacdes de propagacdo que aparecem em varias
areas da fisica. Normalmente na fisica de particulas, na fisica dos plasmas, em especial
para a pesquisa de certos eventos ionosféricos, na mecanica dos fluidos, na dptica, entre

outros campos da ondulatéria. Os solitons, mais especificamente, sdo ondas solitdrias que
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interagem ineldsticamente, ou seja, preservam a sua forma em colisoes.
Dizemos que a métrica gg € um Ricci séliton em M (variedade Riemanniana
diferencidvel completa n- dimensional) se existem p € R e um campo de vetores X € (M)

tais que

. 1
Ricg, + Eﬁxgo = PLo (0-2)

onde £y go ¢ a derivada de Lie da métrica com respeito ao campo X . Ricci sélitons surgem,

muitas vezes, como limite, superior ou inferior, de singularidades no fluxo de Ricci.
Escalonando a métrica podemos normalizar p = % e tomar o campo como sendo

um campo gradiente, dai teremos um Ricci Séliton Gradiente Encolhido e a equacio

assumira a forma
1
Rij+VVf= Egij' (0-3)

Observe que, se o campo vetorial for nulo (no caso do campo ser gradiente significa que
a funcdo € constante) temos uma métrica de Einstein (ou Kahler-Einstein). Assim, Ricci
Sdlitons sdo extensdes naturais das métricas de Einstein.

Ricci Sélitons Gradientes Encolhidos e Completos satisfazendo @), onde

V =V, f, sdo solucdes g;;(r) auto- similares para o fluxo de Ricci da forma

gij(t) = (1 —1t)b;gij, t<I,

onde ¢, é o difeomorfismo gerado por V /(1 —¢). Assim, um Ricci Séliton com respeito a
algum campo vetorial, completo, corresponde a solucao auto- similar do fluxo de Ricci.
Entretanto, exibir solugdes explicitas para os Ricci Sélitons ndo é uma tarefa
simples. Alguns exemplos de solucdes podem ser encontradas na literatura. Hamilton
[18] descobriu o primeiro exemplo de séliton steady completo e ndo- compacto em R?,

chamado s6liton Cigarro, onde a métrica é dada por

B ox% 4 9y?

9% = SO
R

com fung¢do potencial
f=—log(1+x*>+y%).

O Cigarro tem curvatura (Gaussiana) positiva e crescimento linear do volume.
O sdliton Gaussiano (R”,gp) com métrica euclidiana flat (ou seja, o tensor
curvatura € igual a zero em todo ponto) pode ser equipado com Ricci séliton gradiente

shrinking ou expanding, chamado séliton Gaussiano shrinking, ou expanding.
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1. (R" go,|x|>/4) é um Ricci séliton gradiente shrinking com funcio potencial f =
x| /4:
5 1

2. (R", go,—|x|>/4) é um Ricci séliton gradiente expanding com funcdo potencial
f=—lp/4

1
Rc+V?f = —580.

H-D. Cao e D. Zhou [6] obtem estimativas, inferiores e superiores, da fun¢do
potencial em um Ricci séliton gradiente shrinking, completo e ndo- compacto. Por isso
esse artigo € de fundamental importancia, j4& que encontrar solugdes explicitas para a
equacdo dos Ricci sélitons (0-3) ndo € facil. Com as estimativas para a funcdo potencial
o trabalho de Cao e Zhou [6] culmina em estimativas para o volume, superior e inferior.

Nossa dissertacdo estd dividida em trés capitulos.

No capitulo 1, apresentamos os conceitos basicos sobre geometria Riemanniana
necessdrios para demonstrar os resultados dos capitulos subsequentes.

O segundo capitulo comeg¢a com um estudo sobre a notacao Einstein para indices
sobre somatorios. Depois desenvolve a segunda identidade de Bianchi e suas contragdes,
essencialmente utilizadas para demonstrar o Lema (3.7).

No capitulo 2, temos também vdrios teoremas e lemas importantes para tra-
balharmos os Ricci Soélitons shrinkings completos e ndo-compactos. No Lema (3.7)), é
necessario entender os conceitos de hessiana, gradiente e laplaciano da funcdo potencial
f e por isso nds definimos tais objetos (também em coordenadas locais).

O Teorema da Divergéncia ¢ utilizado no Lema (3.14). Como, para falar do
Teorema da Divergéncia, ndo podemos deixar de citar o Teorema de Stokes, nds também
0 enunciamos no capitulo 2.

Para tratarmos do Teorema principal da dissertacdo (3.2)), precisamos de um
estudo mais detalhado sobre variagdao do comprimento de arco. Usamos a expressao local
da segunda variacdo do comprimento de arco para demonstrar o Teorema principal (sobre
estimativas para a funcdo potencial).

Por fim, os dois tltimos tépicos do capitulo 2 (férmula da co-area e coordenadas
polares geodésicas) sdo utilizados para demonstrar os resultados sobre volume.

O capitulo 3 esta dividido em dois tépicos principais: O primeiro sobre compor-
tamento assintético da funcdo potencial e o segundo sobre o crescimento do volume do
Ricci Séliton Gradiente Shrinking Completo. N6s comecamos esse capitulo com uma in-
troducao sobre os Ricci Solitons € mostramos como a equacao de um Ricci Sdéliton toma
a forma (0-3).

Na primeira parte do capitulo 3, sobre comportamento assinttico da fungdo

potencial, o Lema (3.7) nos d4 a expressao
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R+ VS f =0,

obtida a partir da equagdo do Ricci Soéliton Gradiente, que serd extremamente ttil para
demonstrar a estimativa superior da fungdo potencial. Para ser mais preciso, com o Lema
(3-8) e o Lema (3.7)), conseguimos mostrar a estimativa superior. A estimativa inferior
exige um pouco mais de trabalho. Textos anteriores ao de H-D. Cao e D. Zhou [6]
demonstram uma estimativa inferior para a funcdo potencial sob certas condicdes de
curvatura mais forte (estamos nos referindo aos trabalhos [26] e [7]). No artigo [6]] eles
demonstraram que ndo precisamos da hipétese do tensor curvatura de Ricci ser limitado
para se encontrar uma estimativa inferior da funcdo. Abrindo um universo maior de
possibilidades. Vale também notar que as estimativas para a funcdo potencial dadas em
[6]] sdo 6timas.

Tendo em vista o encolhedor de Gauss, ou seja, o espago euclidiano flat (R”, g¢)
com a fungdo potencial |x|%>/4, o termo dominante 772(x) para os limites superiores e
inferiores de f € 6timo.

Na segunda parte trataremos do volume e comecaremos definindo uma regido
D(r) da variedade para entdo trabalharmos sob seu volume V(r). E importante ressaltar
a contracdo feita da equagdo do Ricci Séliton Gradiente Shrinking e a desigualdade
observada por Ovidiu Munteanu (essa desigualdade mostrou que era desnecessario supor
a curvatura escalar limitada). O Lema traz uma relagdo sobre o volume V(r), da
regido D(r), e sua derivada V’'(r). Com esses resultados provamos o Teorema (3.15)
que nos dd uma estimativa superior para o volume de uma bola geodésica, com raio
suficientemente grande, da variedade M. Em seguida, com uma hipétese adicional sobre
a curvatura escalar, fazemos uma estimativa inferior para a bola. E o ultimo resultado
explorado na dissertacdo é o Coroldrio (3.6), que é uma combinacdo do Teorema (3.2)) e

do Teorema (3.4). Esse coroldrio fala que o volume ponderado de M ¢ finito.



CAPITULO 1

Geometria Riemanniana

1.1 Variedades Diferenciaveis

Nesse capitulo preliminar, mostraremos algumas defini¢cdes e fatos basicos sobre
geometria riemanniana que serdo amplamente explorados na dissertacdo. Comecaremos
definindo uma variedade topoldgica (para o conceito de variedade diferenciavel consul-
tamos [19]]). Assumindo que o leitor esteja familiarizado com os conceitos de espaco

topoldgico.

Definicao 1.1 Suponha que M seja um espaco topologico. Dizemos que M é uma var-

iedade topologica de dimensdo n se ela tem as seguintes propriedades

1. M é um espago de Hausdorff: Para cada par de pontos p,q € M existem subcon-
juntos disjuntos e abertos U,V C M tais que pc U eqg V.

2. M é um espago topolégico com base enumerdvel. Ou seja, toda cobertura aberta
de M admite uma subcobertura enumerdvel.

3. M é localmente euclidiano de dimensdo n: Todo ponto p € M tem uma vizinhanga

V C M que é homeomorfa a um subconjunto aberto do R".

A propriedade de M ser localmente euclidiano significa que, para cada ponto p € M,

podemos encontrar o seguinte:

1. Um abertoV C M de p.
2. UmabertoU C R"; e
3. Um homeomorfismo Y :V — U (isto é, uma aplicacdo bijetiva, continua e com

inversa também continua).

Para fazer sentido derivar funcdes, aplicagdes ou curvas, precisaremos introduzir um novo
tipo de variedade, chamadas de variedades diferencidveis. Para comecar, vamos dar uma

idéia do que vem a ser as cartas coordenadas.

Definicao 1.2 (Cartas Coordenadas) Seja M uma variedade topologica de dimensdo n.
Uma carta coordenada em M é o par (V,Y), onde V é um subconjunto aberto de M e

v:V — U é um homeomorfismo de V em um aberto de y(V) =U C R".
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Seja M uma variedade topoldgica de dimensdo n. Se (U,B) e (W,y) sdo duas
cartas tais que U(W # 0, entdo a composi¢io yo B~ : BUNW) — y(UNW) é um
homeomorfismo. Duas cartas sao ditas diferenciavelmente compativeis se, ou U (W =0
ou Yo B! é um difeomorfismo. Definimos um Atlas para M como sendo a colecio de
cartas compativeis cujo dominio cobre M. Um atlas A é chamado atlas diferenciavel se
quaisquer duas cartas em A sdo diferenciavelmente compativeis. Um atlas diferencidvel
A C M é maximal se ndo estd contido em nenhum atlas diferencidvel estritamente maior.
Isso quer dizer que toda carta que € diferenciavelmente compativel com as cartas de A ja

estiem A.

Definicao 1.3 Uma estrutura diferencidvel sobre uma variedade topologica M, de di-

mensdo n, é um atlas diferencidvel mdximo.

Agora podemos definir uma variedade diferencidvel M de dimensao n.

Definicao 1.4 Uma variedade diferencidvel é um par (M,A), onde M é uma variedade

topologica e A é uma estrutura diferencidvel sobre M.

Definicao 1.5 Se M é uma variedade diferencidvel, uma fungcdo f : M — R é dita
diferencidvel se, para toda carta diferencidvel (V,y) sobre M, a composicdo oy~ for

diferencidvel num subconjunto aberto y(V) C R".

Definicao 1.6 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicacdo diferencidvel o :
(—e,€) = M é chamada uma curva (diferencidvel) em M. Suponha que a(0) =p € M, e
seja D o conjunto das funcoes de M diferencidveis em p. O vetor tangente a curva O, em

t =0 éafuncdo o/ (0) : D — R dada por

o/ (0)f = 4L reD.

Observacao 1.7 No decorrer de toda o texto diferencidvel significard C™.

Definicao 1.8 O conjunto dos vetores tangentes a uma variedade diferencidvel, M, em
p serd indicado por T,M. Indicaremos por Y (M) o conjunto dos campos de vetores
tangentes de classe C* em M e por D(M) o anel das fun¢des reais de classe C* definidas
em M.

Observacao 1.9 E importante ressaltar a diferenca entre carta coordenada e
parametrizagdo. A diferenca é o sentido em que o homeomorfismo é tomado. Quando
saimos da variedade para o R" falamos carta. Se o sentido é o contrdrio dizemos

parametrizagdo.
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Agora, vamos mostrar que a escolha de uma parametrizacdo x : U — M" (repare
o sentido do homeomorfismo) determina uma base associada em T,M. De fato, Seja
x: U — M" uma parametrizacdo em p = x(0), podemos exprimir a fung¢do f € D(M)

eacurvaa: (—¢g,€) — M" por

fox(q)=f(x1y.eesxn), q=(x1,...,xn) €U,

xToaut) = (x1(1),...,x,(2)),
respectivamente. Portanto, restringindo f a o, obteremos o (0)f = %( fod)= =

2 (st = Zx (a) —(zx'<o>(ai)>f Assim, o/ (0) pode ser

l
escrito, na parametrlzagzao X, COmMo

o/ (0) = (;xg(O) (a%)o).

<%>0 ¢ o vetor tangente em p a:

xi — x(0,...,0,x;,0,...,0).

A expressdo de o (0) mostra que o vetor tangente a uma curva o em p depende
apenas das derivadas de o0 em um sistema de coordenadas (ou parametrizacdo). Logo,
x: U — M" determina uma base associada { (ai) s een (ai) } em T,M.

X1 0 Xn 0

Definicao 1.10 (O fibrado tangente). Seja M" uma variedade diferencidvel de dimensdo

n, o conjunto T (M) = U T,M que consiste de todos os vetores tangentes em todos o0s
pPEM
pontos de M é chamado de fibrado tangente (ver [3|] pdgina 335).

Definicao 1.11 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p pertencente a M associa um vetor X (p) € T,M.
Em termos de aplicacoes, X é uma aplicacdo de M no fibrado tangente TM. O campo é

diferencidvel se a aplicacdo X : M — TM é diferencidvel.

Podemos, agora, estender as variedades diferencidveis a no¢do de diferencial de
uma aplicacao diferencidvel. Nosso estudo de variedades diferencidveis serd baseado no

célculo de aplicacdes diferencidveis entre espacos euclidianos.
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Definicao 1.12 Se U e V sdo abertos de espacos euclidianos R" e R™, respectivamente,
uma aplicagdo y: U — V é dita diferencidvel se cada uma das fungdes componentes de 'y
tem derivadas parciais continuas em todas as ordens. Se 'y é bijetiva e tem inversa diferen-

ciavel, ela é um difeomorfismo. Um difeomorfismo é, em particular, um homeomorfismo.

Teorema 1.13 Sejam M7 e M5! variedades diferencidveis e seja Y : My — M uma apli-
cacdo diferencidvel. Para cada p € M e cada v € T,M,, escolha uma curva difer-
encidvel o : (—€,&) — My com o(0) = p, o/(0) = v. Faga P = yoa. A aplicagdo
dyp : TyMy — Ty, \M2 dada por dy,(v) = B/(0) é uma aplicagdo linear que nao depende
da escolha de o.

Agora vamos definir algo que serd extremamente importante no capitulo

Comecaremos com a defini¢do de conjunto convexo em uma variedade.

Definicao 1.14 Um conjunto Q C M é um conjunto convexo sobre a variedade M se
dados dois pontos quaisquer em ) existir uma unica geodésica ligando tais pontos,

inteiramente contida em Q.

Definicao 1.15 ([2]) Seja Q C M um conjunto aberto e convexo. Uma funcdo f: M — R

é dita ser Lipschitz em Q se existe uma constante L = L(Q) > 0 tal que

\f(p)—f(q)| <Ld(x,y), com p,qeM. (1-1)

Além disso, se é estabelecido que para todo py € M existe L(pg) > 0 e & =
d(po) > 0 tal que a desigualdade ocorre com L = L(po) para todo p e q € Bg(po) =
{p€Q:d(p,po) <3}, entdo f é chamada localmente lipschitz em Q.

Considerando uma parametrizacdo x : U C R" — M" é possivel escrever

X(0) = Y alp) o

n
=1

~

onde cada a; : U — R é uma funcdo em U e {%} ¢ uma base associada a x. Claramente,
1

X € diferencidvel se, e s0 se, as funcdes a; sdo diferencidveis para alguma parametrizacao.

Lema 1.16 Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade difer-
encidvel M. Entdo existe um unico campo vetorial Z tal que, para todo f € D(M),
Zf = (XY -YX)f.

O campo vetorial Z dado no Lema (1.16) é chamado o colchete [X,Y] =XY —YX
de X e Y. O colchete [X,Y] pode também ser interpretado como uma derivagéo de Y ao

longo das "tragetorias"de X.
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Proposicao 1.17 Sejam X, Y e Z campos diferencidveis em M. a, b sdo niimeros reais, e

|, g sdo funcoes diferencidveis, entdo:

Y| = —[Y,X] (Anticomutatividade).
aX +bY,Z| = a[X,Z] + b|Y,Z] (Linearidade).
[X,Y],Z] +[[Y,Z],X] +[[Z,X],Y] = O (Identidade de Jacobi).
fX,8Y] = fe[X, Y]+ fX(g)Y —gY (f)X.

L [x,
2.
3
4. |

1.2 Meétricas Riemannianas

Definicao 1.18 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto interno (uma forma
bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente T,M, que varia diferencialmente

no seguinte sentido: Se x : U C R" — M é um sistema de coordenadas locais em torno

de p, com x(x1,...,xn) = q € x(U) e 3 9 (q) = 9x(0,...,1,...,0), entdo <a%(q),%(q)) =

8ij(x1,...,x,) € uma fungdo diferencidvel em U.

Exemplo 1.1 Um exemplo simples de métrica Riemanniana é a métrica Euclidiana g em

R", definida em coordenadas locais por

0 d

0 = =, —) = 8 s,
8 <axi ax] > 1
Aplicado a vetores v,w € T,R" segue que
g2,(v,w) =d;v ! = Zv W= vw.

Podemos encontrar mais alguns exemplos em [[19]] pagina 185.
Em seguida vamos estabelecer uma relacdo de equivaléncia entre duas variedades

Riemannianas através da seguinte defini¢ao:

Definicao 1.19 Sejam M e N variedades Riemannianas. Um difeomorfismo f : M — N é

chamado uma isometria se:
1 (u,v)p = {dfp(u),dfp(v)) p(p), ¥ P € M,u,v € TyM

A proxima proposi¢do garante a existéncia de uma métrica Riemanniana em uma

variedade diferenciavel. Precisamente,

Proposicao 1.20 Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel)

possui uma métrica Riemanniana.
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Prova. Basta aplicar o Teorema de Whitney (ver [19] pdgina 135). 0

Definicao 1.21 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacdo
V(M) x (M) = 3 (M)

que se indica por (X,Y) — VxY, através da aplicacdo V, e que satisfaz as seguintes

propriedades:

1. fo+gyz = fVXZ + gVYZ,
2. Vx(Y+Z) =VxY +VxZ,
3. Vx(fY) = fVxY +X(f)Y,

onde X,Y,Z c (M) e f,g € D(M).

A proposi¢do que vamos enunciar agora nos dd uma maneira de derivar campos

de vetores ao longo de curvas diferencidveis de uma variedade diferenciéavel.

Proposicao 1.22 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo

existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da

curva diferencidvel ¢ : 1 C R — M (ou seja, dg‘(,t) = V(c(1)).c'(t) é a derivada da

curva na dire¢do do campo) um outro campo vetorial Z—‘t/ ao longo de c, denominado

derivada covariante de V ao longo de c, tal que:

D _ DV |, DW

1. Z(V+W) =25 +55

2. %(fV) = %V —|—f%, onde V é um campo de vetores ao longo da curva c e f é uma
fungdo diferencidvel em I.

3. Se V é induzido por um campo de vetores Y € x(M), isto é, V(t) =Y (c(t)), entdo

DV __

Conexao afim €, de fato, uma nog¢do local . Escolhendo um sistema de coorde-

nadas (x,...,x,) em torno de p € M" e escrevendo
X = inXi, Y = Zijj,
i J

onde X; = %, teremos

VXy = VZXiXi (;ij]) .

1

pelo item (1) da defini¢do (I.2I)) temos que

V;x% (;ijJ) =YV (;ijj)
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agora pelo item (3) da defini¢do (I.21)
inVXi (Zijj> = inijXin +inXi(yj)Xj~
i j ij ij

Fazendo Vx X; = ZFZ /i Xk> concluimos que F Xk sdo funcgdes diferencidveis e

que

VxY = inijXin +inX,'( Z (Zx,y]l“ —|—X )) X,
ij ij

isso mostra que VxY (p) depende de x;(p),yx(p) e das derivadas X (yx)(p) de y; segundo
X. A noc¢do de conexao fornece, portanto, uma maneira de derivar vetores ao longo de
curvas em particular, € possivel falar em aceleracdo de uma curva em M. Retomaremos
essa idéia quando tratarmos das geodésicas.

Desses resultados pode-se determinar uma férmula para se calcular a derivada
covariante de um campo V ao longo de uma curva c pertencente a variedade M, veja: Seja
x:U C R" — M um sistema de coordenadas com c¢(I)(x(U) # 0 e seja (x1(2),...,x,(t))
a expressdo local de ¢ : I C R — M. Seja X; = % Entao podemos expressar o campo V
localmente como V = Zvaj, j=1,..,nonde v/ =v/(t) e X; = X;(c(t)). Pelos itens

J
1 e 2 da proposi¢ao (I.22)), tem-se

@=L Xty
J J

Agora, pelo item (3) da proposi¢do (1.22) e pelo item 1 da defini¢do (1.21),

DX; dx; ..
- Vch V(Z dx,)X ; Vx X, i,j=1,..n.
~ dt
Assim,

dx;
=L s g - {4 p o b,
LJ
Com esses resultados podemos demonstrar sem maiores dificuldades a
proposi¢ao (1.22). Adiante, mostraremos a expressao cldssica dos simbolos de Christoffel

da conexdo Riemanniana em termos dos g;;.

Definicao 1.23 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo

vetorial V ao longo de uma curva ¢ : I C R — M é chamado paralelo quando 7 D V =0,

paratodot € I.
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Agora, vamos enunciar o resultado de existéncia e unicidade do campo paralelo
transportado ao longo de uma curva da variedade. A proposi¢do surge do teorema de

existéncia e unicidade de equacdes diferencidveis ordindrias.

Proposicao 1.24 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Seja
¢ : 1 C R — M uma curva diferencidvel em M e Viy um vetor tangente a M em c(to), to € I
(isto €, Vo € T,(1y)M). Entdo existe um uinico campo de vetores paralelo 'V ao longo de c,

tal que V(ty) = Vo, (V(t) é chamado o transporte paralelo de V (ty) ao longo de c).

Definicao 1.25 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexdo é dita compativel com a métrica (,), quando para
toda curva diferencidvel c e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P' ao

longo de c, tivermos (P,P') = constante.

Mostrado como derivar um campo de vetores ao longo de uma curva, € natural
nos questionarmos se certos resultados sobre derivada de fungdes, como a regra do
produto, se aplicam quando tratamos de derivar produto de campos vetoriais. A resposta

¢ dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 1.26 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é com-
pativel com a métrica se, e so se, para todo par Ve W de campos de vetores ao longo da

curva diferencidvel ¢ : I C R — M tem-se
G VW) = (GE W) +(v.BF), 1€l

Corolario 1.27 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se, e SO se,
X(Y,Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ), X,Y,Z € y(M).

Prova.
Suponhamos que V é compativel com a métrica. Seja p € M e sejam ¢ : [ — M uma curva

diferencidvel com c(ty) = p, ty € I, e com %\,:,O = X(p). Entdao

X(p)(Y,Z) = i<Y7Z>|l:lo

t
Pela Proposigao (I.22)) item (3) e pelo Proposigao ({I.26]) temos que
X(p)(Y,Z) = %(Y’ZHf:fo = <%ﬂZ>P + (¥, %)P = <V%|Z:ZOYaZ>P + <Y7V%\,:toz>l7 -
<VX(p)Y7 Z>p + <Y, VX(p)Z>p-

Como p é qualquer temos o resultado. Pela Proposi¢do ([.26) a reciproca fica ficil de

demonstrar. Ul
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Definicao 1.28 Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é dita simétrica

quando
VxY —VyX = [X,Y] para todo XY € y(M).

Enunciaremos o teorema de Levi- Civita. Esse teorema € um resultado de grande
importancia na geometria Riemanniana, e garante a existéncia de uma conexao afim,

simétrica e compativel com a métrica Riemanniana da variedade diferencidvel.

Teorema 1.29 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma iinica

conexdo afim V em M satisfazendo as condigoes:

1. 'V é simétrica.

2. 'V é compativel com a métrica Riemanniana.

Tendo como ferramenta o teorema de Levi-Civita, podemos encontrar a ex-
pressao classica dos simbolos de Christoffel mencionada acima. Os simbolos de Christof-
fel sdo definidos por VX, e podem ser calculados a partir da métrica. Pelo teorema de

Levi-Civita temos
<Z,VyX> = %{X<sz> +Y<27X> _Z<X7Y> - <[sz]7Y> - <[Y7Z]7X> - <[X7Y]7Z>}'

Tomando X = %, Y = % e Z= o © pelo teorema de Levi-Civita temos
i J

uma conexao afim simétrica V isso nos da que [X,-,X i] = 0 temos

d d\_ 170,90 0 9,0 0y 9,9 2
(oxe' Vo2 an) = 2150 (5 anc) T o G o) — o o o) 1

mas por definicdo temos que <%, a%} = gij. Temos também que V 2 a ZFI i ax
’ !
entao
0 0 / 1 0 d d
axk Zrljax ZF <axk a_xl> ;Fljglk 2{8 gjk+a 8ki — Ixe glj}

Como gim(= gmk) é uma métrica (ou seja, (,), ¢ uma forma bilinear simétrica,

positiva definida) temos sua inversa g“ bem definida. Ento,

0 0 0
m __ 1 o o . L km
Flj - 2;{axig]k+ axjgkl Bngl]}g

Esta € a expressao classica dos simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana

em termos dos g;;.
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1.3 Geodésicas

Estudamos os conceitos basicos sobre derivada covariante e transporte paralelo.
O ponto fundamental € que a derivada covariante € um conceito que pode ser considerado
em Geometria Riemanniana, ou seja, a derivada covariante s6 depende da primeira forma
fundamental. Como foi considerado, a nocdo de derivada covariante permite-nos dar
um sentido a derivada do vetor velocidade de uma curva ¢ de uma variedade M. As
curvas de aceleracdo nula sdo precisamente as geodésicas de M. A nog¢do de derivada
covariante tem vdrias consequéncias importantes. Ela tornou claro que as idéias bésicas de
geodésicas e curvatura poderiam ser definidas em situacdes mais gerais que as variedades

Riemannianas.

Definicao 1.30 Uma curva parametrizada y:1 C R — M é uma geodésica em ty € I se
%(Z—;Y ) = 0 no ponto ty; se Y é uma geodésica em t, para todo t pertencente a I, dizemos
que Yy € uma geodésica. Se [a,b) € I e y: 1 — M é uma geodésica, a restricdo de Y a |a,b]

é chamado de segmento de geodésica, ligando Y(a) a y(b).
Alguns exemplos simples podem ser encontrados na literatura, tais como:

1. Os grandes circulos da esfera tridimensional sdo geodésicas.
2. No plano as retas sdo geodésicas.

3. As hélices sdo geodésicas do cilindro no espaco euclidiano.

. 4 Lol = Py d sdy dyy __
Se y: 1 — M é uma geodésica, entdo, pela Proposi¢do (1.26), (% ) =

Dy dYy _ 0 isio & - dy ¢ :
2( T dz> =0, isto €, o comprimento do vetor tangente 7 € constante. Consideraremos,
agora, que | % |= ¢ # 0, constante, excluindo as geodésicas que se reduzem a pontos. Se
¢ =1, diremos que a geodésica 7y estd normalizada. Da expressdo de derivada covariante

vista acima temos que 7y serd uma geodésica se, e sO se,

D (dy d*x ,dxidx;\ 9
Z (2 = ok bttt I
dt (dt) zk" dr? +l.z;.' Ydt dr ) oxk
se, e somente se, )
d dx;dx;
C LY 0, k=1,.n.

dr? +l.j Var dr

)

onde Y(t) = (x1(), .o, xn (1))

Ou seja, se Y € uma geodésica entdo ela satisfaz o sistema

dxg _
a3 — Yk

d
= _erjinj k=1,..n.
iJ
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Um conceito que serd muito explorado na dissertacdo € a nogcdo de geodésica
minimizante que, quando definida na variedade M, € o instrumento usado para calcular a

distancia entre dois pontos quaisquer de M.

Definicdo 1.31 Um segmento de geodésica vy : [a,b] — M é chamado minimizante se
0(y) < {(c), onde £() indica o comprimento de uma curva e ¢ é qualquer curva difer-

encidvel por partes ligando Y(a) a Y(b).

Definicao 1.32 A distdncia d(p,q) é definida por d(p,q) = infimo dos comprimentos de

todas as curvas fp 4, onde f, , € uma curva diferencidvel por partes ligando p e q.

Observe que se existe uma geodésica minimizante yligando p a g entdo d(p,q) =

comprimento de Y.

Proposicao 1.33 Com a distincia d, M é um espaco métrico, isto é:

Definicao 1.34 Uma variedade Riemanniana M é (geodesicamente) completa se as

geodésicas Y(t) que partem de p estdo definidas para todos os valores do parametrot € R.

Isso nos garante que dados dois pontos quaisquer de uma variedade completa
existe uma geodésica minimizante ligando estes dois pontos. Precisamente, temos o

seguinte resultado:

Teorema 1.35 (Hopf e Rinow) Seja M uma variedade Riemanniana e seja p € M. As

seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

A exp, estd definida em todo o T,M.
Os limitados e fechados de M sdo compactos.
M é completa como espaco métrico.

M é geodesicamente completa.

NS

Existe uma sucessdo de compactos K, C M, K, C intK, 11 e UK" = M, tais que se
n
qn ndo pertence a K, entdo d(p,q,) — .

Além disso, cada uma das afirmagdes acima implica que

6. para todo q em M existe uma geodésica Y ligando p a q com £(y) =d(p,q).

E importante saber como funciona a aplica¢do exponencial. E para isso podemos

consultar [11]. Traremos uma nocao basica para podermos definir o que € bola geodésica.
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A aplicacdo exponencial € diferencidvel. Na maior parte das aplicagdes utilizaremos a

restri¢do de exp a um aberto do espago tangente 7,M, isto €, definiremos
expg i Be(0) CT,M — M

por exp,(v) = exp(q,v).

Geometricamente, exp,(v) € o ponto de M obtido percorrendo um comprimento
igual a |v|, a partir de ¢, sobre a geodésica que passa por ¢ com velocidade igual a ﬁ

Se a exponencial € um difeomorfismo em uma vizinhanga V da origem em T,M,

exp,V = U é chamada vizinhanca normal de p. Se B¢(0) € tal que B¢(0) C V, chamamos
exppBe(0) = Be¢(p) a bola normal de centro exp,(0) = p e raio €.

1.4 Tensores em variedades Riemannianas

Vamos fazer um estudo sobre tensores ja que a idéia de curvatura é um caso
particular de tensor. Convém observar que ¥ (M) é um médulo sobre D(M), isto &, (M)

tem uma estrutura linear quando tomamos como "escalares"os elementos de D(M).

Definicao 1.36 Um tensor T de ordem r em uma variedade Riemanniana é uma aplicacdo
multilinear diferencidvel
T:x(M)x---xy(M)— D(M).

-~

r fatores

Isto quer dizer que, dados Yi,....Y, € x(M), T(Y1,Ya,...,y,), é uma funcdo

diferencidvel em M, e que T é linear em cada argumento, isto é,
T(Yy,....f[X+gY,....Y,)=fT(1,....X,....Y, )+ ¢T("1,...,Y,....Y}),
para todo XY € x(M), f,g € D(M).

Fixe um ponto ¢ € M e seja U uma vizinhanca de ¢ em M onde € possivel

definir campos Ey, ..., E, € x(M"), de modo que em cada g € U, os vetores {E;(q)}, i=

1,...,n, formam uma base de T;M; {E;} ¢ um referencial mével em U. Sejam
YIIZinEl’I goeey Yr:ZyirEir, il,...,irZI,...,n,
i i
as restri¢cdes a U dos campos Vi, ...,Y,, expressas no referencial mével {E;}. Sendo T um

tensor, por linearidade,

T(Y1,....Y)) =Y vii---5i,T(Ei,.... E,).

] yeenyly



1.4 Tensores em variedades Riemannianas 28

As fungdes T'(E;,, ..., E

cial {E;}. Da expressdo acima decorre que o valor de 7(Yy,...,Y,) em um ponto g em M

) = T;,..i, em U sdo chamadas as componentes de T no referen-

ir

depende apenas dos valores em q das componentes de T, e dos valores de Y7,...,Y, em q.
Nesse sentido dizemos que T € pontual.

Um tensor 7" de ordem k, diz-se ser ele alternado quando
T(vl,...,vi,...,Vj,...,vk) = —T(Vl, cey Vg ey Vi ...,vk)

paratodovy,...,vi,...,Vj,...,Vx € M. Denominamos QF (M) o conjunto de todos os tensores

alternados.

Definicao 1.37 Seja T um tensor de ordem r. A diferencial covariante VT de T é um

tensor de ordem (r+ 1) dada por

VT(Yy,....Y"Z)=Z(T(Y1,....Y,)) =T (Vz¥1,....Y,) — - —T(Y1,....Y,_1,VzY,).

Para cada Z € (M), a derivada covariante VzT de T em relagéo a Z é um tensor
de ordem r dado por
V T (Y1,....Y,) =VT(Yy,....Y,,Z).

Definicdo 1.38 O tensor métrico G : (M) x x(M) — D(M) é definido por G(X,Y) =
(X,Y) € x(M). G € um tensor de ordem 2 e suas componentes no referencial {X;} sdo os

coeficientes g;; da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas dado.

Exemplo 1.2 A diferencial covariante do tensor métrico é o tensor identicamente nulo.
Com efeito, para todo X ,Y,Z € y(M),

Vze(X,Y)=Vg(X,Y,Z)=Z(X,Y)—(VzX,Y)—(X,VzY) =0,
pois V é a conexdo Riemanniana.
Seja A uma fun¢do D(M)- linear
A:x (M) xx(M)* — D(M).

A é uma aplicacio multilinear que quando alimentado por r 1-formas 6',...,0" e s campos

vetoriais X1, ..., X, produz uma func¢do real
f=A(',...,0".X1,....X;) €DM).

O conjunto Y;(M) de todos os campos tensoriais sobre M do tipo (r, s) €, entdo,

um modulo sobre D(M).
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No caso especial em que r=s=0, o campo tensorial sobre M do tipo (0, 0) é
apenas uma fungdo f € D(M); isto é, Y3(M) = D(M).

Hé uma notdvel operacdo chamada contracdo que reduz um tensor (r, s) a um

tensor (r - 1, s - 1). A defini¢cdo geral deriva do caso a seguir.

Lema 1.39 Existe uma tinica fun¢do D(M)- linear C : Y}(M) — D(M), chamada con-
tragdo (1, 1), tal que C(X ®0) = 0X para todo X€ x(M) e 6 € (*(M).

Evidentemente a contragdo (1, 1) estd intimamente relacionada com a nogao de
traco. Interprete Ac T% como uma func¢do diferencidvel que atribui para cada ponto p de

M um operador linear A, sobre T,M. Entao temos que (CA)(p) = tragoA .

1.5 Formas

Uma fungdo T que, a cada x € M associa T'(x) € QP (M,) (M, é denominado o
espaco tangente de M em x) é denominada uma p-forma em M. Sendo f: W — R” um
sistema de coordenadas, tem-se que f*7 € uma p-forma em W; definimos, entdo, ser T
diferenciavel se f*T o for.

Assim, 6 é uma 1-forma sobre M e X € o campo de vetores sobre M, designa-se
por 6X a funcéo real sobre M cujo valor em cada ponto p € o valor de 6, sobre X,,. Uma
1-forma 0 ¢ diferencidvel desde que 6X seja diferenciavel para todo X € x(M).

Sejax*(M) o conjunto de todas as 1-formas diferencidveis sobre M. Assim como
no caso dual de campos de vetores, as 1-formas admitem certas propriedades de soma e

multiplicacao, por uma func¢do real. Explicitamente,

0+w),=0,+w,, (f8),=r(p)6,

para todo p pertencente a M.

Definicdo 1.40 A diferencial de f € D(M) é a 1-forma df tal que (df)(v) = v(f) para

todo vetor tangente v de M.

Claramente, d f é uma 1-forma ja que em cada ponto p a fungdo (df),: T,M — R
é linear, e se V € (M) a fungdo (df)(V) =V f é diferencidvel.

Se xl,...,x" ¢ o sistema de coordenadas em U C M, assim, nds temos as 1-
formas coordenadas dx', ..., dx" sobre U. Em cada ponto de U temos uma base dual para
o campo de vetores coordenados 91, ...,0d, ja que dx'(d;) = % = 8{ . Segue que para
qualquer 1-forma 6,

9229(8i)dxi sobre U.
i



1.6 Curvaturas 30

Esta férmula corresponde ao teorema de base para campos de vetores. Em

particular, se f € D(M), entdo, sendo df(9;) = §7f

df = Z—dx sobre, U

Lema 1.41 A diferencial tem as seguintes propriedades:

1. d:D(M) — x*(M) é R-linear.
2. Regra do produto: Se f,g € D(M), entdo d(fg) = gdf + fdg.
3. Sefec D(M) e h € D(RY), entao d(h(f)) = I (f)df.

1.6 Curvaturas

Definicao 1.42 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma correspondéncia

que associa a cada par X,Y € x(M) uma aplicagcdo R(X,Y) : x(M) — x(M) dada por
R(X,Y)ZZ VyVXZ—VvaZ—f—V[X’y}Z, yAS X(M),
onde V é a conexdo Riemanniana de M.

Um tensor muito popular € o tensor curvatura de Ricci, que serd definido a seguir:

Definicao 1.43 Para um p € M, nds definimos o tensor curvatura de Ricci como Rc :
T,M x T,M — R por

Re(X,Y) =traco(Z — R(X,Z)Y).
E a curvatura escalar R é o traco do tensor Rc com respeito a métrica Riemanniana.

Em coordenadas locais, Rc = R;;.
Note que se M = R", entdo R(X,Y)Z = 0 para todo X,YeZ € (R"). De fato, se
indicarmos por Z = (z1,...,2,) as componentes do campo Z nas coordenadas naturais do

R”, obteremos que
VxZ = (Xz1,..-,Xzn),
Observe que para o espago euclidiano R”, temos que Fk = (0. Dai, como VxY =

Z (Zx,yjr +X(y )) Xy entdo VxZ = (Xzy,...,Xz,) nas coordenadas naturais. Donde,

VyVxZ = (YXz1,....,YXz2),

o que implica que



1.6 Curvaturas 31

R(X,Y)Z =VyVxZ—-VxVyZ+ V[X,Y]Z =VyVxZ —-VxVyZ+Vxy_yxZ =
VyVXZ— vayz—f— nyz— VyxZ = (YX(Z]), ,YX(Zn)) — (XY(Z]), ,XY(Zn>) +
(XY(21), oo XY (22)) — (VX (21), s YX (20)) = O.

Considerando um sistema de coordenadas {x;} em torno de p € M, como

d J7_
Frt E] = 0, teremos

2 2o _ 2
R<%7E>E—<Vivi_vivi)m,

ox j axl' ox, i ox j

isto €, a curvatura mede a ndo-comutatividade da derivada covariante. Podemos pensar na

curvatura como uma maneira de medir o quanto uma variedade M deixa de ser euclidiana.

Proposicao 1.44 A curvatura R de uma variedade Riemanniana possui as seguintes

propriedades:

(i) R é bilinear em x (M) x x (M), isto ¢,
R(fX1+gX2, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2,11),
R(X1, fY1+gY2) = fR(X1, Y1) + 8R(X1,Y2),

f.g€D(M) e X;,Y; € x(M).
(ii) Para todo par X,Y € Y (M) o operador curvatura R(X,Y) : x(M) — x(M) é linear

ou seja,
R(X,Y)(Z+W)=R(X,Y)Z+R(X,Y)W,
R(X,Y)fZ=fR(X,Y)Z,
feDM), Z,WeyxM).
Proposicao 1.45 (Primeira ldentidade de Bianchi)
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0.

Prova.

Pela simetria da conexao Riemanniana, temos,

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y =
VyVxZ —-VxVyZ+ V[X’Y]Z—f— V7VyX — V[Y,Z}X +VxVzY -V,VxY + V[Z,X]Ya

como [X,Y] = VxY — VyX paratodo X,Y € x(M) e V(7 y|X = —V|y 71X, segue que

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X —|—R(Z,X)Y =
VyVxZ —VxVyZ+ V[X7y}Z +V;VyX — V[Y,Z]X +VxVzY —V,VxY + V[Z,X}Y =
Vy [X,Z] + Vz[Y,X] + Vx [Z, Y] — V[X,Z}Y — V[Y,x]Z — V[ZJ/}X,
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Pela identidade de Jacobi,

Vy[X,Z] + VY, X+ Vx[Z,Y] = Vx 7)Y = Vy yZ =V [z X =
Y, [X,Z]] + [Z,[Y,X]] + [X,[Z,Y]] = 0.

Observe que

Y,[X,Z]] = [Y,VxZ — VzX] = [Y,VxZ] — [Y,VzX] =
VYVXZ - vazY - VYVZX + szxY - VY [X,Z] + V[Z,X]Y - VY [X,Z] - V[X,Z]Y-

Fazendo o mesmo para os outros casos temos a igualdade acima, concluindo a demon-
stracdo. 0

Escreveremos, por simplicidade,(R(X,Y)Z,T) = (X,Y,Z,T). Utilizando essa
nova notagdo, vamos introduzir a Proposi¢ao (1.46):

Proposicao 1.46 (a) (X,Y,Z,T)+(Y,Z,X,T)+(Z,X,Y,T)=0
() (X,Y,Z,T)=—(Y,X,Z,T)

(© (X,Y,Z,T)=—(X,Y,T.Z)

@) (X,Y,Z,T)=(Z,T,X,Y).

Convém escrever o que foi apresentado acima em um sistema de coordenadas

(U,x) em torno de um ponto p de uma variedade M. Sendo % = Xj, temos que

R(X;, X)X = Y R X,
l

R(Xi,Xj)Xk = VXJ-VX,-Xk — VX,-VXij + V[Xi,Xj}Xk

lembrando que [X;,X;] = 0. Entdo,

R(X:, X)X = Vx,Vx.Xi — Vx,Vx, Xi = Vx, (Zrﬁ,gg) — Vy, (Zfész) ,
) [

dai,

R(X;, X)X = Y Ri;X; =V, (Zrﬁ,gg)-vxi (Zﬂ-m)
) ) l

dr drt.
i A -y (L, |,
a’x,- i )

=y dx.x,+;r§k (;r;’lxp) -y

1 J l

fixando o indice teremos
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. drs
dr® k
RYXs = 74X+ Y T X — d—;Xs - Y T IX,.
l ! l
Assim,
. oI
_dIY [ Jjk l
Rij =g + ;Fikr;l T ;ijrfl'

Como tomamos R(X;, X)Xy = ZRf X1, fazendo
]

(R(X;, X)X, X,) = Y Rl 815 = Rijia
1

onde g;; = (a%, %). Portanto, a Proposic¢ao (1.45) pode ser reescrita como:

Rijks + R jris + Riijs = 0
e, mais ainda,
Rijks = —Rjiks
Rijks = —Rijsk

Rijks = Risij-

Agora vamos apresentar uma idéia intimamente ligada com o operador curvatura.

A curvatura seccional (ou Riemanniana), que definiremos a seguir.

Definicao 1.47 A drea do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par de vetores

x,y €V, ondeV é um espago vetorial, tem a expressdo

[xAy = V]x [Py [P —(xy)2

Proposicao 1.48 Seja 6 C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e

sejam x,y € © dois vetores linearmente independentes. Entdo

K(x,y) = G2a3)

ndo depende da escolha dos vetores x,y € C.

Definicao 1.49 Dado um ponto p pertencente a uma variedade M e um subespago bi-
dimensional 6 C T,M o niimero real K (x,y) = K(0), onde {x,y} é uma base qualquer de

o, € chamado curvatura seccional de G em p.

Lema 1.50 Seja V um espaco vetorial de dimensdo> 2, munido de um produto interno
(,). Sejam R:V xV xV —V eR :V xV xV —V aplicacbes trilineares tais que as

condigoes da proposi¢cdo 1.25 sejam satisfeitas para

(6, 2,2,1) = (R(x,)z,1),  (x6,3,2,1)" = (R'(x,y)z,1).
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Se x,y sdo dois vetores linearmente independentes, escrevamos,

(x,y7x7y) K/(G> — (x,y,x,y)/

K(G) |xAy\2 9 \x/\y|2 ’

onde G ¢ o espago bi-dimensional gerado por x e y. Se para todo ¢ € V, K(6) = K'(0),
entio R=R'.

Variedades que possuem curvatura seccional constante desempenham um papel
fundamental no desenvolvimento da Geometria Riemanniana. Vamos mostrar que o lema
anterior nos permite caracterizar tais variedades por meio das componentes R;j; da

curvatura em uma base ortonormal. Isso decorre do lema seguinte.

Lema 1.51 Sejam M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Defina uma
aplicagdo trilinear R' : T,M x T pM x T,M — T,M por

(R(X,Y,W),Z) = (X,W\Y,Z) — (Y,W)(X,Z),

para todo X,Y,W.,Z € T,M. Entdo M tem curvatura seccional constante igual a K se, e

somente se, R = KoR', onde R é a curvatura de M.

Vamos tratar de algumas combinagdes importantes das curvaturas seccionais.
A saber, a curvatura de Ricci e a curvatura escalar. Seja x = z, um vetor unitario em
T,M; tomemos uma base ortonormal {z1,...,z,—1 } do hiperplano de 7,M ortogonal a x e

consideremos as seguintes médias:

Ricp(x) :LIZ (x,zi)x,zi), i=1,2,...,n—1,

i

1
ZRZCP Z] Z<R(Zi,Zj)Zi,Zj>, ] = 1, .., n
T n(n—1)
i,
Essas sdo, respectivamente, a curvatura de Ricci, na direcdo X, e a curvatura
escalar. Elas ndo dependem da escolha das correspondentes bases ortonormais. Para
mostrar 1sso, primeiramente vamos definir uma forma bilinear em 7,M como se segue:

sejam x,y € T,M e
Q(x,y) = trago da aplicacdo 7+ R(x,z)y.

Claramente Q € bilinear. Escolhendo x unitdrio e uma base ortonormal

{z1,...,2n—1,20 = x} para T,M temos

0(x,y) = Y (R(x,z:)y,zi) € Q(v,x) = }_(R(y,21)x, 1),

i i

entdo pela Proposicdo (1.46) item (d) Q(x,y) = O(y,x), ou seja,
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0(x,y) = Y (R(x,zi)y:zi) = Y (R(v,21)x,21) = Q(,%),

i i

isto é, Q é simétrica e Q(x,x) = (n— 1)Ric,(x), isso mostra que Ric,(x) estd bem definida.

A forma Q em T,M corresponde uma aplicacdo linear auto- adjunta K, dada por

<K(x)7y> = Q(x,y).

Tomando uma base ortonormal {zy,...,z,}, temos
Trago de K = ) (K(z)),2)) = ) 0(zj,2j) = (n—1) }_Ricy(z;) = n(n—1)R(p),
J J J

como queriamos.



CAPITULO 2

Diferenciacao e Integracao em Variedades

2.1 Notacao de Einstein

A partir desse capitulo, seguiremos a conven¢do de Einstein para somatérios.
A convencdo de FEinstein para somatério é conveniente quando manipula-se expressoes
envolvendo vetores, matrizes ou tensores em geral (Um tensor € uma colecdo de numeros
rotulados por indices. A classificacdo de um tensor € o nimero de indices necessarios para
especificar uma entrada do tensor).

A notacgdo de Einstein consiste em omitir o simbolo de somatério e interpretar
indices repetidos no mesmo termo como indicador desse somatdrio (em certos contextos
pode ser exigido que estes indices aparecam uma vez em cima € uma vez em baixo).
A convencdo somatdrio de Einstein é uma convencido que simplifica o tratamento de
formulas com vetores e tensores introduzida por Albert Einstein em 1916 (Em "The
Foundation of the General Theory of Relativity") . De acordo com esta convengio,
quando uma varidvel de indice aparece duas vezes em um tnico termo, uma vez em um
(sobrescrita) superior € uma vez em uma posicao inferior (subscrito), isso implica que
estamos somando sobre todos os seus possiveis valores.

Pela convenc¢do de Einstein, vamos rever algumas expressoes, agora "simplifi-
cadas", que serdo usadas durante o texto.

Seja M uma variedade n-dimensional Riemanniana completa com métrica Rie-

manniana g;;. A conexdo de Levi-Civita € dada pelos simbolos de Christoffel

1 . (9 Ogi Ogij
Figj:_gkl g]l_|_ 8il  98ij
2 8x,- ax_j 8xl

onde g/ € a inversa de g;;. O tensor curvatura Riemanniana, como ja visto, é dado por

oY, ork
kol il k 1P k 1P
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Baixamos o indice para a terceira posi¢ao, de modo que
_ p
Riji = ipRijy-

O tensor curvatura € anti-simétrico com relac@o aos pares i, j € k, [ e simétricos com dupla
mudanca, isto é,

Rijxi = —Rjirt = —Rijik = Rjiix-
Também temos a primeira identidade de Bianchi
Rijki + R kit + Riiji = 0.
O tensor de Ricci € a contragdo
Rix = g/ Rijua, 21
e a curvatura escalar € dada por
R=¢"R;;. (2-2)

No6s denotamos a derivada covariante de um campo de vetores v = v/ % por
J

e a derivada covariante de uma 1-forma por

ov;
V==L —T%w.
B ax,’ L

Estas defini¢cdes estendem-se unicamente aos tensores de forma a preservar a regra do

produto e contragdes. Temos que

ViVl = ViVl =Rl

ViV v =V Vv = Rijuag" ™ vm. (2-3)

Lema 2.1 ([28]) (Lema de Ricci) g;j e g'/ comportam-se como constantes na diferenci-
acdo covariante, isto é:
Vigij =0, Vig”/=0.
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Dai, temos que
VigjiRik = R Vigji + gjiViRi = giViRix (2-4)
pois V,gj; = 0 por (1.2). Da mesma forma

Vig' Rix = Ry Vig" + ¢/'ViRiy = g/ ViRy. (2-5)

2.2 Segunda Identidade de Bianchi e Contracoes

Agora, usando a notagdo (R(X;,X;)Xk,Xs) = Rijks, vamos tratar da segunda
identidade de Bianchi e de suas contracoes.

Proposicio 2.2 (Segunda identidade de Bianchi) Considerando R;j; o tensor cur-

vatura de ordem 4, temos que:
ViR jkim + V jRiitm + ViR jim = 0.

Vamos fazer a primeira contragiio da segunda identidade de Bianchi. Multiplicando g”"

pela segunda identidade temos

8" ViR jiim + 8"V jRiitm + 8" ViRijim = 0,

como
Rijin=—Rjim: Vig/ Riju = ¢''ViRiju
e
R =g Riju,
obtemos

§"ViR jtim + 8™V iRiitm + 8" ViRijim = 8" ViR jtim + V iRy — ViR j1 = 0,
que € equivalente a
§"ViR jtim +V jRiy — ViR j1 = 0. (2-6)

Temos, assim, a contracdo da segunda identidade de Bianchi. Agora faremos a dupla

contracio da segunda identidade de Bianchi multiplicando-a por g™ g/!

ViRjklm + Vijilm + VkRijlm =0
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teremos
8" eViR jiim + 8™ ¢"'V iRyitm + 8™ " ViR jtm = 0.

Sendo Ry = g/'Rijr » Rijim=—Rijm ¢ Vig/'Rjim=g"ViRjium  (2-4). Obtemos
que
8"V iR jim + ™'V iRiiim + 8™ " ViRijim = 0,

i1sso implica em
&""ViRin+ ¢’ &V iRiiim — 8" ViRim = 0.

Como R = gimRim,
gimV,'ka + gleijl —ViR=0.

Note que temos uma soma em i,m e outra em j,/ na equacdo acima. Portanto, os indices

podem ser nomeados igualmente, ou seja,
8/ViRyj+g'ViRij— ViR =0,
que resulta em

28""ViRyj = VR. (2-7)

2.3 Gradiente, Laplaciano e Hessiana

Agora considerando f uma func¢do diferenciavel em M, vamos introduzir os
conceitos de gradiente, laplaciano e hessiana, que serdo extremamente tuteis para o
entendimento posterior do texto. Considere f : M" — R tal que f € D(M) e uma
variedade semi-Riemanniana (M",g). Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade
diferencidvel M com a escolha, para cada ponto p de M, de uma forma bilinear simétrica
(,)p em T,M e que varia diferenciavelmente com p, no seguinte sentido: para todo par
X, Y de campo de vetores diferencidveis em uma vizinhanga V), de M, a fungdo (X,Y), é

diferencidvel em V,.

Definicao 2.3 ([28]) Seja uma funcdo f : M" — R. Definimos, simplismente, que

G
Vif = % (2-8)

de modo que, neste caso, pelo menos sabemos que o campo tensorial

;Vifdx,-—i;a—mdx,
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é, na verdade, apenas d f.

Vamos introduzir os conceitos de laplaciano, hessiana e gradiente [[15] e calcula-los em

um sistema de coordenadas.

Definicao 2.4 O gradiente de uma fungdo f : M" — R em um ponto p de uma variedade

semi-Riemanniana M, denotado por Vf, é o vetor de T,M tal que
(Vfv) =dfp(v), (2-9)
para todov € TyM.

Definicao 2.5 A hessiana de f, denotada por Hessf, é a forma bilinear simétrica dada

por
Hessf(X,Y) = (Vx(Vf),Y), (2-10)
para todo X,Y € \(M).
Definicao 2.6 O laplaciano de f ¢é definido por
Af = div(V 1), 2-11)
onde divX : M — R é dado por
divX(p) = trago da aplicacdo linear{Y (p) — VyX(p)},para todop em M. (2-12)

Lema 2.7 Sejam (M",g) uma variedade semi-Riemanniana e f : M" — R uma funcdo
diferencidvel. Dado um sistema de coordenadas locais (U,x) em p pertencente a M,

temos:

L df df
2 ij _
Vil =¢g 9 (2-13)

J 9 9% f « Of

(Hessf)ij V i ‘ ]f - V¥ f(axia axj) axiaxj I ij an, (2-14)
—oi | L kS -
Aef =8 <axiaxj F’J axk) ' (2-15)
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Prova. Vamos mostrar (2-13). Representando o gradiente como combinagdo linear da

base, temos

Vf:aii. (2-16)
ax,'

Substituindo (2-16) na defini¢do (2-9)

0 9 0
<aka_xk,gj> = df, (a_x,)

Segue que

df
d'grj = . (2-17)

Multiplicando od dois lados de (2-17)) por g'/, e somando em j, obtemos

y L Af
k i
gla grj=g"=—.
axj'
Substituindo
g/gi =18,
segue-se que
L Of
ksk i
a“df = g .
i — 8 ax,-

Obtemos assim os coeficientes do vetor gradiente

L= gli 2 2-18
a gaxj (2-18)

Substituindo (2-18) em (2-16) temos
i 0f 9
Vi=gil 2 2-19
f=g ax; o (2-19)
Dai,

VI? = (V£ V)
Lf 0, 0f 9
— jy_J = opPs_J
o a8 axp8x3>
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Como

l,se p=i
PSP =]
8is8 ! {O,se pFi

temos, enfim, que
af af ..
\v4 2 _ 1]
VI = ax] ax,

Trataremos agora de (2-14)). Pela definigdo temos

0 0 J
Hessf(a 3, —) = <a%,(vf)’a_xj>

Substituindo

tem-se

0 0 d d
Hessf(a—)q,gj) = { aa(ak >,—>

i aaka) 9,

ox; axk ax,' 8xk ’ an

Mas, como

entao

9 8.  [,.9 aa\ o
HeSSf(a_xl',gj) - <( F axs+axl an) a_xj>

J 9 >+ai 9 i>
ox;’ ox;"  Ox; ‘Ox; Oxg
) k
= dThgi+3 g (2-20)

krlk<

or (2-18)) temos
k= g af .
8x,

Derivando aX com relacio a x; obtemos

da* g of 4 oM *f

a_x,‘ N axi axl & axl‘axl (2_21)
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Agora, sendo

; ,
gm 8&jm = 8;
derivando com relacdo a x;
agml ml agjm
. =0
Bx,- g]m + g ax,' ’
0 que nos da
agml ml agjm
axi gjm -8 ax,- )
Multiplicando por g%/ e somando em j,
agml L .ag .
25 o ki gmlgkjZoIm
axi g]mg g g axi
Como
. lI,se k=m
ok — §m — ’
Bmis k { O,se k#*m
okl 0o
= g, (2-22)
1 1

Por outro lado, como nosso tratamento € sobre variedades semi-Riemannianas, ou seja,
a métrica ndo é necessariamente Riemanniana, ndo temos o apoio do Teorema de Levi-

Civita. O que nos da

38 jm 9 0 2

o o 'ax, )
0 d 0 0
= (V. —. — — 7
< a%axj’axm>+<axj’ a%,-axm>
0 d d 0
- r2 2y % s 2
< l]axr’axm>+<axj’ zmaxs>
= l—‘zrjgrm‘f‘l—\z?mgjs‘
Substituindo em (2-22)) tem-se
agkl )
3w —g" " (T7;8rm + Thngjs) (2-23)
= ~Tjgmg"g" —Tiugs8™ 8" (2-24)

= T8l -T,8"5; (2-25)
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Mas, 8L # 0se | =re 8] # 0 se k = s. Entdo

g _ koml
ox; _rij —Ling (2-26)
Substituindo (2-26) em (2-21)
day I v mi\ Of O f
a_xi - <_Fij —Iing > ax +g 0x;0x;
of af 9> f
ki &L ki kl )
L8 ox; — i a 8 ax,axl (2-27)
Agora, substituindo (2-27) em (2-20) tem-se
o 9. _ & Ol % mOf Cf N,
HeSSf( axl ax] ) = Flkg]s + ( Fljg a rzmg axl + axla.Xl gjk
. of of o°f
a Flkg]S+ ( Fljg gjkaxl F g g] a +g g]kaxlaxl)
. of of o°f
ks Lk k
= alygjs+ (_Fijg Jgjkax g8 8_+g g]kaxlaxz)
of of & f
. s o 1l k _ml
= a F,kg,s + ( FUSJ ox; —Ling 8 jk a + 61 0x;0x;
of of | &Ff
B ks Y k ml
= aTly js+( F’Jaxl —Ting 8k ox; | oxioxj )
Agora usando (2-18) temos que
of
mlZJ)  __ m
axl .
Portanto,
0 o — / af k ml f aZf
Hessf(axl axj) = aTyg JS+< Flja ~Ting 8k ox; | 0x;0x;
of 9’ f
= 4T gis+ ( 1—‘5 1—‘i'cmamg ikt 33 )
ik8J I 9x; 77 0xi0x;
I
© Ox;ox; ; Vox;’

COmo queriamos.

Resta demonstrar o dltimo resultado,

i Of of
— ol L kL
Aol =8 (axiax i L Bxk> '
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Pela defini¢o de laplaciano (2-1T]) temos
Aof = div(Vf).

Usando (2-12)) e (2-19) tem-se que o laplaciano de f é o trago da aplicagdo linear 7, tal

3\ ;;Of
T(a_x,) —V%g axlaxj'.

9f o of = 0 0f\ 9
G2 2N | pli e I R
Va% (g 0x; ij> {g axlvai, axj+vaxl (g axl) axj].

Substituindo j por s e utilizando

que,

Assim,

d ;9
Vg =T (2-28)

tem-se
df 9 of 0f\ 0
j2J v — ls J 2y 7
Va% <g Bxlaxj> {g ox; Flsax]+V% (g 8xl> ax]}

of of J
Is9 i o Y | 2 _— -
[g ox; Fis ox; (g axl)] ox; (2-29)

Observe que os coeficientes dos elementos da base na expressdo acima representam as
n entradas da i-ésima coluna da matriz (a") associada a aplicagdo 7. Somando os n

elementos tais que j = i obtemos

— lsaf v ltaf
A= [g axr +8x,( ax,)}

of ; O*f  oghaf
Ls i li -
{g FPR +(g o o, axlﬂ' (2-30)
Substituindo o i

8 l _ 1l gpi_yi  m

axi - 1—‘lpg 1—‘lmg

em (2-30) consegue-se

of  °f L Of -
. Is ] li [ i ml
A= { PRl %g T3 T 3 (T8 ~Ting )H
of i , i 0°f df df
Is ZJ i li l pi i ml
{g 3 T8 Gpan  LiragS T limgy$ }

a2f [ af pi
axlax ip axlg
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Renomeando os indices

i P Of
- B
Af & (8xj8x,- Fl] axl> '

Como
(Hessf)ijZViijZVVf(a%i,%): aija];j —Ff-‘jaa—;;, (2-31)
) (S L
Af =g/ (axjaXi - F"fa_x,> :
Assim,
Af = g"(Hessf)ij = g'ViV,f. (2-32)
O
Definicdo 2.8 Seja f: M" — R diferencidvel, entdo, lembrando de (2-8)),
Vif=g"Vif. (2-33)

Isso nos dad que gijij = Vif.

Essa definicao relacionada a nocao de gradiente euclidiano de uma funcao diferencidvel
f:R" — R com a defini¢do local do gradiente sobre uma variedade Riemanniana de uma
funcao diferencidvel (2-19).

2.4 Teorema da Divergéncia e Teorema de Stokes

Vamos enunciar um Teorema fundamental para a demonstracao de alguns resul-
tados que vamos estudar. Mas primeiro precisamos definir o que é uma variedade com

fronteira.

Definicao 2.9 Uma variedade topologica n-dimensional com fronteira é um espago de
Hausdorff com base enumerdvel no qual todo ponto tem uma vizinhangca homeomorfa
a um subconjunto aberto do espaco superior fechado n-dimensional H" = {(x1,...,x,) :
xn > 0}. (ver [19] pdgina 19)

Teorema 2.10 (Teorema de Stokes) Se o é uma (n— 1) - forma sobre uma variedade

diferencidvel compacta M"™ com (possivel vazia) fronteira oM, entdo

/doc:/ o.
M oM
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Como consequéncia do Teorema de Stokes, temos o

Teorema 2.11 (Teorema da Divergéncia) Seja (M, g) uma variedade diferencidvel com-

pacta. Se X é uma I-forma, entdo

/M div(X)du = / (X, 1)do. (2-34)

oM

Onde v é o vetor exterior unitdrio e normal, du representa a forma volume de g, e dG é a

forma de volume da fronteira OM com respeito a métrica induzida.

2.5 Variacao do Comprimento de Arco

A variacdo do comprimento de arco [10] e [27] € um fato essencial na demon-
stragdo do Teorema (3.2)) e por isso faremos uma andlise mais detalhada sobre o assunto.

Dado um caminho v: [a,b] — M", e seu comprimento é definido por

10 = [ o).

A funcdo distancia € definida por

d,=d(x,p) = iI;fL(’Y),

onde o infimo é tomado sobre todos os caminhos y: [a,b] — M" com Y(a) = p e y(b) = x.
Um segmento de geodésica é minimal se seu comprimento € igual a distancia entre os
dois extremos.

Seja ¥s : [a,b] = M", s € (—¢,€) C R, uma familia de caminhos. A partir disso
n6s definimos a aplica¢do o : [a,b] x (—€,€) — M" por

o(t,s) =7s(t), talque a(r,0)="(t), € ]la,b].
Se

o(a,s) ="Ys(a), ab,s) =7(b), s€(-¢&¢)
entdo a variagdo € chamada de variagdo propria. Temos que

L= [

derivando com relagdo ao parametro s

d
E'Ys(t>‘dt7

d bd  d d

%L(’YS) = a %<E’YS(I)7EYS(O>ZCH
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<) /ab 22 Ly(1), Ly, (1))

e 2|4(0) “
iy = [ R0 00, [ (@), @)
© [ o Jano)
Como
d, d d Dd d 4 Iy

A0, W) = (W), S (0) (00, 72 H(0),

d <dsYS( ad;Ys (1), 3 di d,Ys( )
—L(y,) = d dt.
ot / / (1) t

dt YS

Sendo a variagdo propria Lyo(a) = Lyo(b) = 0 e considerando | Ly (

t)‘ =1, temos,

D d

d b d
L) = = [ (w0, 2 () (2-35)

Uma consequéncia importante é que as geodésicas sdo solugdes do "problema varia-
cional", ja que %%YO( t) = 0 implica em 7 (y()) , se Yo for uma geodésica.

Definiremos o campo vetorial T e V ao longo de v, por

0 d
T:a*(5> e V:(l*(a—s)

V € chamado de variacdo do campo vetorial € T como o campo vetorial tangente. O

comprimento de y; é dado por

= [T (236)

Lema 2.12 (Primeira variacao do comprimento de arco) Se 7Y, estd parametrizado

pelo comprimento de arco, isto é |T (Ys)| = 1, entdo

ds

L) = <V,T>‘Z - /f(v, VoT)dt.

Prova. Diferenciando (2-36))

S w) = / T WVA(T,T)d / T~ (VY T.T) + (VyT.T)) di

- / 7|~ (T, VyT)dt = / 7|1 (T, vVt (2-37)
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usando o fato de que VyV — VyT = [T,V] = Oc*[gt a] [Oc*(at) Oc*(gs)] =0 (ver

Proposi¢do 13.3 em [19]) e |T| = 1. Para ter a igualdade, agora basta integrar por partes.
0J
Agora suponha que temos uma familia de caminhos com 2-pardmetros v,,, :
la,b] = M",ve (—¢,e) CRewe (—9,0) C R. Definindo a: [a,b] x (—¢,€) x (—9,0) —
M" por
OC(I‘, v, W) = 'Yv,w(t)

eT =, (%) , V=a, <%) e W=oq, (%) A segunda varia¢ao do comprimento
de arco € dado por

Lema 2.13 (Segunda variaciao do comprimento de arco) Se Yoy € parametrizado

pelo comprimento de arco, entdo

d2
dvdw | (v,w)=(0,0)

Lt = [ V7V, VW) — (V7V, ) (V7W.7) — R(T W)V, 7))

b b
- / (VyW, Vo T)dt + (VyW,T)
a a

Prova. Diferenciando (2-37))

@ Lyn) = & /bm—l(Tv Vydt
dvdw | (vw)=(0,0) o) = gy (vw)=(0,0) Ja T
b T
_ / W V)i

b T T
= / <VW VTV) + <—,VWVTV) dt.
a | 7]
Agora, simplesmente para utilizar a mesma notacio do artigo que nos referimos, vamos

definir a curvatura Riemanniana da seguinte forma (ver [8]).

Definicao 2.14 A curvatura (3,1)- tensor R é definida por
R(X, Y)Z =VxVyZ-VyVxZ— V[X,Y]Za

para todo X, Y e Z€ y(M).

Assim, R(W,T)V = Vy V7V — VrVyV — Vi, T}V e, temos que R(W,T)V +
VrVwV = Vi VrV usando VoW — Vi T = [T,W] = 0[S, 2] = [0 ($),0.(:2)] = 0
(Proposi¢ao 13.3 em [19]]). Calculando

Vw (%) = V(T (T,T)"2) = (VT ,(T,T) ) +(T,Vy(T,T) %)

1
- \TrleT—<§<T,T>*%2<VWT,T>,T>
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VwT,T)T

= ‘T|_1VWT——< wI.T) 3

T.T))

_ VwT,T)T

— |77 v T—<—’
T

onde |T| = \/(T,T). Obtemos enfim,

@ L( )—/b<vTvv>+<Tvvv>d
dvdw | (vw)=(0.0) T = Yirp T i T
VwT,T)T T
= <|Ty 'V T — %,wm <|T| VWVTV)>dt
_ 1 <VWT7T><T7VTV> T
- ( IT|"'VwT,VsV) — 77 <!T!

T
= /<<R< V. )+ (Ve VY.

~ / (Vw T, T)(T,VV)|T|3dt

a

T T,
)+ (Vg V, —
7] 7]

= [“wrovry.
— /b(VTW,T)(T,VTV)|T|_3dt

pois, como vimos, VW = Vy, T. Integrando por partes

b b
[ ®rvwv.r) = (v, T)
a a

b
/ (VyW,VrT)dt
a

usando o fato de que |T|=1¢ (R(W,T)V,T) = —(R(T,W)V,T) , conclui-se a demon-
stracao. O
Os célculos da demonstracdo desse lema estao em [27] e [10].

Corolario 2.15 Se 7y; é uma familia de caminhos I-pardmetro seccionalmente diferen-
cidveis com pontos extremos fixos e tal que Yo é uma geodésica parametrizada pelo com-

primento de arco, entdo

ot = [ |y

onde (VW)  =VyW — (Ve W, T)T.

d? 2

ds?

—(R(W, T)T,W)> dt, (2-38)

Uma geodésica € estdvel se a segunda variagcdo do comprimento de arco, com
relagdo a variac@o de campos de vetores que se anulam nas extremidades, é ndo- negativo.
Uma geodésica fechada é uma aplicacio diferencidvel y: S' — M que também é

uma geodésica.

VWVTV)) dt

dt+/ IT|"Y(VwT,ViV)dt

dt+/ 1T~ Y (VW T,VrV)dt
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Seja v:[0,7] — M" uma geodésica estdvel unitdria em uma variedade Rieman-

niana M". Seja {Ei}?z_ll um sistema ortonormal paralelo ao longo de 7y perpendicular a

n—1
Y. Pela férmula da segunda variacdao do arco (2-38)), tomando o campo W = Z OFE;eo
i=1

campo T = ¥, temos que

o < % [(|ttem) [

De fato,
d([) DE;
ViQE; = —E;
VP a0

mas, como {E,-}?;ll € paralelo ao longo da geodésica 7y isso implica que % =0 eentio

do DE; do
Vy0E; = —E; =—E,.
’Y(P 1 dt 1+(P dt dt 1

Sendo
(VeW)*)? = (Ve W, VW) — (Vo W, T)?

temos que

(ViQE) > = (V49E;, V4QE:) — (V49E;, )
do . do do,. .2
YELCTE) — (STE, )2
Car B B0 =g oY)
Ja que {E;} sdo ortogonais a y entdo (%Ei,wz =0, e por isso

d(PE d(PE.> = d_(p2

V.0E)|? = (—FE. “TE\ =
’( Y(P 1)’ <dt 2] dt dt’

para (E;,E;) = 1. Ou seja,

T do 2 L o
/O(n—l)(z> dtz/o O*Re (1,7) dt (2-39)

para qualquer funcéo ¢ : [0,7] — R.
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2.6 Férmula da Co-Area

Aqui, vamos introduzir um teorema que serd de grande ajuda na demonstragio
do segundo teorema do artigo principal. Nessa se¢cdo M e N sao variedades diferencidveis
e FF: M — N é uma aplicacdo diferencidvel. A referéncia para essa se¢do foi retirada de
[12].

Definiciio 2.16 Uma aplicagdo F : M — N é uma submersdo se F.,(T,M) = T (,)N para
todo p € M.

Teorema 2.17 ([12]) Sejam M e N variedades Riemannianas, Ay e Ay sdo as medidas
de volume Riemannianas sobre M e N respectivamente, d\ = gd\y; para alguma fungéo
g:M —[0,00) e F: M — N é uma submersdo diferencidvel. Além disso, para cada q € N,
o, serd o volume Riemanniano de My, = F~'({q}) determinado pela indugdo da métrica

Riemanniana sobre M e para p € M seja

J(p) = y/det(F.pFlr), onde F., = transposta(Fp). (2-40)

Entdo, se f: N — [0,00) é uma fungcdo mensurdvel,

_ _ 8(p)
[ rorian= [ (rorsrn = [ aviasa) |, o)

Uma vez que podemos absorver f o F na fungdo g, a formula da co-drea é equivalente a

/dez/MgdxM:/Nde(q)/Mq %d%@). (2-41)

Em geometria Riemanniana a férmula da co-drea relaciona integrais sobre o
dominio de certas aplicagdes com integrais sobre o seu codominio. Vamos dar um outro

enunciado para a férmula da co-area.

2.7 Coordenadas Polares Geodésicas e Jacobiano

Dado um ponto p € M", seja {x' }!_, as coordenadas polares locais em 7,M" —
{p}. Isto &, x" = r(v) = |v], e x¥I(v) = 6’(%) para 1 <i<n—1, onde {0}'"] sdo
coordenadas locais sobre SZ’I ={veT,M:|v|=1}. Seja exp, : )M — M a aplicagéo

exponencial. N6s chamamos o sistema de coordenadas

x={x'oexp,'}: B(p,inj(p)) — {p} = R"

de sistema de coordenadas polares geodésico.
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Observacao 2.18 Consulte raio de injetividade em [[0] pdgina 31.

Abusando da notacdo nés temos r = x" oexp.l. e 0 = xioexp ! parai=1.....n— 1, tal
p ) p b b b

que
9 0
ar = g
© 3 3
P -1 R
goi ~ & g

formam uma base para o campo de vetores sobre B(p, inj(p)) - {p}. O lema de Gauss
(consulte [8]] pagina 21) diz que

0
grad(r) = 3

em todos os pontos fora "cut locus"(C, = M — B(p,inj(p))) de p, tal que

0 0 or
2_ |9 _ o, _oJar
|grad(r)|” = ’8;" = (gradr, 8r> =5 = 1
© 3 9\ 9
,
an=2(559) =~ 5 -

parai=1,...,n— 1. Entdo n6s podemos escrever a métrica como
g=dr®dr+g;jd8' ®de’,
onde g;; = g(%, %) . Através de cada raio geodésico que sai de p,

9
o0

€ um campo de jacobi para cada i < n — 1. N6s chamamos

0
J= \/detg,'j: det<@,@>g

o Jacobiano da aplicagc@o exponencial. O jacobiano da aplicagdo exponencial é a densi-

dade de volume em coordenadas polares. A forma de volume de g é:
du = \/detg;;d®' NdO* A\--- NdO" ' Ndr =JdO Ndr
em um sistema de coordenadas polares orientado positivamente, onde

d® =de' NdO* N---NdO" .
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Com essas preliminares sobre o jacobiano e a aplicacdo exponencial podemos tratar do

volume da bola geodésica, dado por:

Vol(B,(r)) = /0 ' ( - J(e,r)d@)(e))dr. (2-42)



CAPITULO 3

Ricci Soliton Gradiente Shrinking Completo

Dizemos que a métrica gg € um Ricci séliton em M (variedade Riemanniana
diferenciavel completa n- dimensional) se existem p € R e um campo de vetores X € (M)

tais que

1
Regy +5Lx80 = pgo (3-D

onde £xgo € a derivada de Lie da métrica com respeito ao campo X. Ricci sélitons surgem,
muitas vezes, como limite, superior ou inferior, de singularidades no fluxo de Ricci. Em
alguns momentos colocamos gg como sub-indice no tensor curvatura de Ricci (Rc) apenas

para deixar claro sobre qual métrica estamos nos referindo.

Definiciio 3.1 (A derivada de Lie) Sejam X,Y,,Y> € x(M), e seja g a métrica sobre uma

variedade diferencidvel M. Entdo a derivada de Lie da métrica é dada por
(Lxg)(11,Y2) = g(Vy, X, Y2) +g(Y1, Vr,X). (3-2)
Em coordenadas locais temos que
(£x8)ij = ViX;+V,Xi. (3-3)

Se tomarmos o campo X como o gradiente de uma fung¢ao diferencidvel, X = Vf,

onde f: M — R ¢ diferencidvel. Ou seja, se o campo € um campo gradiente, temos que
(Sv18)iy = ViV f. )+ 8V, )
Vfg ij — 8\Vi 7axj 8\Vj 7axi

podemos assim considerar i = j no caso dessa igualdade, de modo que

d
(Lvrg)ij =28(ViVf, gj)-
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Agora, por (2-10), sendo X,Y € x (M), a hessiana da fun¢do f é dada por
Hessf(X,Y) = g(Vx(V/),Y).

Portanto, temos
ViVif = (Hessf)ij= g<Vi(Vf), i) : (3-4)
an

Entdo se o campo € gradiente, temos, em coordenadas locais,

0 1 d

1
Rc(a_x,-’ gj) + §(£Vfg)ij = Rjj+ 5[28 (Vin, a_x,>]

1
= R;;+ E[Z(Hessf),-j]
= Rij+ViV;f =pgij

Se p = 0: dizemos que o Ricci Séliton € steady; p > 0: Ricci Séliton shrinking;
p < 0: Ricci Séliton expanding; Quando f € constante temos uma métrica de Einstein.
Normalizando p = % (fazendo uma homotetia da métrica) teremos um Ricci Sdliton

Gradiente Shrinking e a equacio assumird a forma
1
Rij+ViVif = 58ij-
~ . 1 4 . .
A razo de tomarmos a constante p igual a 5 € otimizar o Teorema ii com o exemplo

G3).

Alguns Fatos Basicos Sobre Ricci Sélitons

Ricci Sélitons sio:

extensOes naturais da variedade de Einstein;

Solugdes auto-similares para o fluxo de Ricci;

modelos de possiveis singularidades do fluxo de Ricci;

pontos criticos da A-entropia e da u-entropia de Perelman.

Outros aspectos importantes sobre Ricci Sélitons sdo: Sélitons steady ou expand-
ing, compactos, sdo "Einstein"em todas as dimensdes; Sélitons compactos shrinking em
dimensdo 2 ou 3 precisam ter curvatura constante positiva; Nao existe Solitons shrinking
completos, ndo-compactos e nao-flat em dimensdo n = 2; Os tnicos Ricci Soélitons Gra-
dientes Shrinking tridimensionais completos, ndo-compactos, ndo-flat sdo quocientes do
cilindro rodado S? x R.
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Ricci Séliton Gradiente Shrinking desempenha um papel importante no fluxo
de Ricci de Hamilton uma vez que corresponde a uma solucdo auto-similar, € muitas
vezes surgem como modelo de singularidade do TIPO I (ver [4]]). O artigo [6]], que vamos
explorar, investiga o comportamento assintotico das fungdes potenciais e as taxas de
crescimento do volume do Ricci Séliton Gradiente Shrinking completo e ndo-compacto.

O principal resultado do nosso trabalho € o seguinte.

Teorema 3.2 Seja (M",gi;, ) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking completo e ndo-

compacto satisfazendo ({0-3). Entdo, a fungdo potencial f satisfaz a seguinte estimativa

1

J(r(x) —e1)? < flx) <

; (r(x) +e2)2,

S

onde r(x) = d(xo,x) é a fungdo distdncia de algum ponto fixado xy € M, c¢| e ¢p sdo
constantes positivas que dependem apenas de n e da geometria de g;; na bola unitdria
By, (1).

A demonstracdo desse teorema ¢ resultado direto do Lema (3.9) e da Proposicdo

(3.11)) que serdo demonstrados adiante.

Observacdo 3.3 O sdliton Gaussiano (R",gg) com métrica euclidiana flat (ou seja, o
tensor curvatura é igual a zero em todo ponto) chamado séliton Gaussiano shrinking
(R", g0, |x|?/4) é um Ricci séliton gradiente shrinking com funcdo potencial f(x) =
|x|? /4. Esse é um exemplo que otimiza o teorema (3.2).

O teorema seguinte nos dd uma limitacdo superior para o volume da bola

geodésica.

Teorema 3.4 Seja (M",g;j, f) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking, completo e ndo-

compacto. Entdo, existe uma constante C1 > 0 tal que
Vol(By,(r)) < Cir",
para r > 0 suficientemente grande.

Para a demonstragdo desse teorema precisamos de alguns resultados preliminares

que discutiremos adiante.

Observacao 3.5 Feldman- llmanen- Knopf [20] construiram um exemplo em que a taxa

de crescimento de volume no Teorema (3.15) é dtima.

Uma combinagdo dos Teoremas (3.2) e (3.4) nos d4 o seguinte resultado:



3.1 Comportamento Assintético da Funcao Potencial 58

Corolario 3.6 Seja (M",g;j, f) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking completo e ndo-

compacto. Entdo temos que
/ ule ™/ dV < 400
M

para qualquer fun¢do u em M com |u(x)| < Aeo"z(x),O <a< 21; e A > 0. Em particular, o

volume ponderado de M é finito,

/ e TdV < +oo.
M

3.1 Comportamento Assintético da Funcao Potencial

Nesta secdo, nés vamos investigar 0 comportamento assintético da func¢io po-

tencial de um Ricci Séliton Gradiente Shrinking completo , ndo-compacto e provar o

Teorema (3.2).

Primeiramente, vamos estudar alguns resultados essenciais sobre os gradientes

Ricci Sélitons Shrinking completos.

Lema 3.7 Seja (M",gij, f) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking completo satisfazendo
Rij+ViV;f = %gij-

Entdo temos que

ViR =2R;;V/f,

2
R+’Vf‘ e

para alguma constante Cy, onde R representa a curvatura escalar. Como consequéncia

desse resultado, podemos assumir que
2
R+(Vf) _f=o. (3-5)

Prova. Por (0-3))
1
Rix+ViVif = S 8ik

Dat, por (1.2)), temos V j[gi] = 0. Logo

1
ViRy+V;ViVif = Evj[gik] =0.
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Da mesma forma
1
V,’Rjk + Vl'Vijf = EVi[gjk] = O,
e entdo, subtraindo uma expressao da outra,
VjRik — ViRjk = V,VJka — VJV,ka

Como V f é uma 1-forma e portanto, pela comutatividade da derivada covariante (2-3) e
pela defini¢do (2.§),

ViVVif = V;ViVif = Rijug™Vuf = RijuV'f
isso implica que
VjRik - ViRjk = Rijklvlf
logo
V,’Rjk — VjRik + Rijklvlf =0.

Contraindo sobre j e k, e usando a dupla contracdo da segunda identidade de Bianchi

(2-7),

1 3
5 ViR =g ViRy;,

obtemos que
g (ViRjx —V Ry +RijuV'f) =0

€ entao
g™ ViR — g™V iRy — ¢ Riju V' f = 0.

Por (2-7), (2-5)), (2-2)) e (2-1) temos a igualdade

, . . 1
g ViR — g™V Ry — ¢ Riju V' f = ViR — EViR —~RyV'f =0,

isso implica que,
1
SViR—RqV'f =0

€, portanto,
VR =2R;V'f.

Como

ViR=2R;;V/f, Rij+VVf—-gij=0



3.1 Comportamento Assintético da Funcao Potencial 60

e, por (2.3),

Vif =gV, f.
Usando (2-19),

0f

V2 — 2V, _ _fi P

<V Vf,a ) =2V/fV.V,f.
Teremos

. . . 1
ViR+ VI = f) = 2RV [+ 2V ViV if =iV f = 2(Rij+ ViV if — 22ij) V' f =0.

Logo,
ViR+|VfP=f)=0

implica em
R+|VfP~f=C

onde C é uma constante. Entdo em particular, adicionando C a fun¢ao f,isto é, f = f+C
temos
R+|Vf?—f=0.

O

Lema 3.8 Seja (M",gij, f) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking Completo. Entdo g;;

tem curvatura escalar ndo-negativa, R > 0.

Este lema € um caso especial da Proposicdo 5.5, encontrada em [4].
Com as ferramentas que ja temos, podemos demonstrar a estimativa superior da

funcido potencial.

Lema 3.9 Seja (M",g;j, f) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking Completo satisfazendo
1
Rij+ViVif = 58ij

R+|Vf?—f=0.

Entdo

=
Na¥
IN

x) +2v/f(x0))?
VAR < 3+ Vo),
0 +2y/700))

N
=
B
IA
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Aqui, r(x) = d(xo,x) € a funcdo distdncia de algum ponto fixo xo € M.
Prova. Pelo Lema (3.8) R > 0 e por hipértese f > 0. Entdo, por (3-5) temos que
R+|VfP~f=0

e, entao,
R+|VfP =T

Dai temos que
0<|VIP< S (3-6)

Podemos também ver a desigualdade de outra maneira. Temos por (2-19) que

L of 9
— ol L
Vf_g axjax,-'
Entao,
N 1 ..9f 9
— W VS T - G
I = e T e
1
- V7.
N
Logo,
1
V\/?:ﬁw. (3-7)
Portanto,

1 1

VVIl = ‘ﬁvf’ = ﬁ\vﬂ-

Sendo 0 < ]Vf|2 < f, temos que |Vf| < \/f e entdo
1 1 1
\Y% =—1V — =  —.
VWA=3FVA < 5V = 3

Enfim,
IVl < % (3-8)

Considere g : M — R definida por g(x) = 1/ f(x), lembrando que f > 0 para

todo x € M. Sendo M uma variedade completa, dados dois pontos x,y € M existe uma
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geodésica minimizante ligando x a y, e seja o : [0, 1] — M essa geodésica, com a(0) = x
e a(1) = y. Entdo tomando a composi¢do goa : [0,1] — R, pelo Teorema Fundamental

do Célculo temos

1 4 1 ,

80) —8(v) = g(e(1) ~g(0) = [ Tg(elr))dr = | (Ve.ol(e))d.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
: / : !/ ! !/
80) 8| = | [ (Ve.c/0)ar] < [ (Ve.ol@)lar < [ Vallel (0]
Por (3-8)
1 , 1 r! ,
63) =) < | Vallot()lar < 5 [ e/ ()ar

O comprimento de arco da curva o é dado por

t

) = / o (1) d.
0
Sendo a0 uma geodésica minimizante esse comprimento € o menor possivel, entao
1
d(x) = [l (0ldr.

0

Logo,
1
8() —8(x)] = 5d (). 3-9)

E, portanto, g € lipschitz (veja (1.15])).

Dai,
VI Vi) < |V - Vi) < 5
VI® VTG0 < )
0 < 5700+ V/7m)
) < 5 (r+2VFw)

Sendo R(x) + ‘V 1(x) (2 ) =0

R(x) = (x) = V£
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R(x) <

(r(x) +2\/f(xo)>2.

=

Como O§|Vf|2§f e f >0 obtemos

VWP < f< g (i +2v70)

A

€, COmo mostramos,

2 % f(xo)
Entao
VAP < VI < 50+ VT0)
VAW < VI < 5700 +/Fw)
VAW < 5T o)

OJ
Agora temos uma estimativa superior para a fungdo f do Teorema (3.2). Entre-

tanto, provar uma estimativa inferior para a funcdo f é muito mais sutil.

Observacio 3.10 Em (3-9) mostramos que

IV F(x) = v/ fx0)] < r(x).

Considerando que M é uma variedade diferencidvel completa, pelo Teorema de Hopf-
Rinow temos uma geodésica Y(s) minimizante sobre M, onde 0 < s < so. Tome tal Y(s)

, 1Y(s)| = 1, e com ¥(0) = xq temos que

d(x,x0) / [¥(¢)|dt = s.
Proposicdo 3.11 Seja (M",g;j, f) um Ricci Sliton Gradiente Shrinking Completo e néo-

compacto satisfazendo as condig¢oes de normalizagdo

1
~8ij

Rij+vivj: >

R+|Vf?P—f=0.

Entdo, f satisfaz a estimativa

(r(x) —er)?,

ENJI-

fx) =
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onde c| é uma constante positiva que depende somente de n e da geometria de g;; na bola

unitdria By,(1).

Prova. Considere a geodésica minimizante normal y(s), 0 < s < 5o para algum so > 0
arbitrdrio suficientemente grande, comegando de xo = ¥(0), e uma variagdo prépria para
tal geodésica. Entdo por (2-35) a geodésica é solugdo do problema variacional, ou seja,
4 1(y) = 0. Denote por X gs) = Y(s) o vetor tangente unitdrio ao longo de y. Sendo Y uma
geodésica minimizante %L(y) > 0. Entdo, pela segunda variacdo do comprimento do

arco (2-39), tem-se

S0

[ PR X)ds < (n=1) [ lot)Pds
0 0

para toda fun¢do ¢(s) definida no intervalo [0, so]. Agora, escolha

s, se s€[0,1],
O(s) = I, se se[l,so—1]
so—s, se sE€E [so—1,s0]

Entao
/OSORc(X,X)ds = / O?Re(X ds+/ (1—0%)Re(X,X)ds
2
< (n—1)/0 ds—I—/ (1— 0%(s))Re(X, X )ds

S— V 0(s 2ds+/ 2ds-|—/ 2ds}

+ /0 (1—02(s))Re(X, X)ds

= (n—1) VOI11\2ds+/150_1yO\stJr/s::\—lyzds] (3-10)
+ /s°(1—¢())Rc(x X)ds

= n—1+/ (1—0%(s))Re(X, X )ds

= 2(n—1) +/ 5))Re(X,X) ds+/ — 0%(s))Re(X,X)ds

4 /So_l(l—q) (s))Re(X, X )ds.

Lembrando que ¢(s) = 1, no intervalo de [1,s0 — 1], [°~ Y1 = ¢2(s))Re(X,X)ds = 0.
Admitindo que |Rc| < C, para alguma constante C > 0, e usando o fato de que 0 <
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(1-¢%(s)) < 1 em [0, 50]
2n—1) + /Ol(l—q)z(s))Rc(X,X)ds—l—/so (1—0%(s))Re(X, X )ds
< n—1+/ (1—0 |Rc(XX|ds+/ (1—0%(s))|Re(X, X)|ds
< 2(n—1)—|—C/0 ds+C/s_]ds§2(n—1)+C+C[s0—(so—1)]:2(n—1)+2C.
Portanto
/OSORC(X,X)ds <2(n—1)42C. (3-11)

Por outro lado, por (0-3)), temos que

1
Re(X,X)+VxVxf = §<X,X>. Como X é unitdrio (X,X) =1
1
isso implicaem Rc(X,X)+VxVxf = 3 Portanto,
1
Vvaf = E—RC(X,X).

Pela defini¢do de hessiana dada em (2-10) tem-se que Hessf(X,X) = (VxV f,X). Como
e VxX = 0, por ser Yuma geodésica, temos

Sendo
B df df B o d_f
entao
I L X (V7x) = (VaVS.X) = Hessf(X.X)
dX2 d,Y 5 X 9 = r11ess 5 )
resultando em
d’f 1
d—yz:VXVszi—Rc(X,X). (3-13)
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Integrando ao longo de y de 0 a 5o e usando (3-11))

2
1 s 1
= —so—/ Re(X,X)ds > —so—2(n—1) —2C.
2 0 2

/ Vg fds = / UL Re(x,X)ds. Nessecaso  f(y(s0)) — F(1(0))
0 0

No caso de g;; ter curvatura de Ricci limitada, isto €, |Rc| < C para alguma constante

C > 0, seque que
f(¥(s0)) = f(¥(0)) > %so —2(n—1)-2C.

Entao,
Fs0)) 2 350+ () ~2(n— 1) ~2C
Considerando
5 = 2(n=1)+2C— f(¥(0)),
entao teremos que
F¥s0)) = 5 (50—

Logo, para s € [0, s¢], temos que

" ftsnas= [ Ss-cs

e pelo Teorema Fundamental do Calculo

f(v(s0)) = f(¥(0)) =
Entretanto, f > 0 (3.13) e isso implica que

F¥s0)) 2 F(1(s0)) ~ F(H0) > (50—

sendo xop = Y(0), por (3.10) segue que

Como no Teorema (3.2)) ndo assumimos que a curvatura era limitada , nés temos

que modificar o argumento acima.

Observacio 3.12 Repare que ¢ = s no intervalo [0, 1]. Isso implica que ¢*> =1 ¢é o
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mdximo da funcdo ¢, para s = 1. Observe também que o tensor de Ricci Rc é uma funcdo
continua. Sendo entdo Y normalizada, tome B1(Y(0)). E pelo teorema de Weiestrass Rc

terd um valor mdximo nesse compacto, ou seja, temos max |Rc(X,X)|. Sendo assim,

B1(¥(0))

1 1 1
_ / 0*Re(X, X)ds < / 0 |Re(X, X)|ds < / Re(X,X)|ds < max |[Re(X,X)].
0 0 0

B1(¥(0))
Mas como
1 1
- / 0*Re(X, X )ds < / [Re(X. X)lds < max [Re(x. X))
0 0 B (v(0)
temos que
/ O?Re(X, X)ds < max \Rc(X X)),
B1(v(0)
ou seja,

1
2Re(X,X)ds > — max |Re(X,X
| 9°Rex X)ds = = max |Re(X,X)].

Agora, integrando (3-13)) ao longo de yde s =1 a s =59 — 1 e lembrando que em
(1,50 — 1], ¢ = 1 teremos

flrtso- 1)~ ) = [ wxjtropas= [~ Rex,x)as

1 so—1

= S(0-2)- /1 Re(X,X)ds
1 so—1

= S0-2)- / 0*Re(X, X)ds

Como ’ S
0 0.
[ @R x)ds < = 1) [ 16(s)Pds,
0 0
lembrando-se de (3-10)

/(1) s)Re(X,X)ds + / RcXde+/ ($)Re(X,X)ds
< (n=1) [T 1B)Pds =2 1).

Segue que

so—1 1 S0
/ 0?(s)Re(X,X)ds <2(n—1) —/ 0 (s)Re(X, X )ds —/ o2 (s)Re(X, X )ds,
1 0 so—1
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€
. . 1 so—1 1 so—1
Fso=1)=Fr1) = Feo-2)= [ Re(x.X)ds=3(s0-2) = [ $Re(X.X)ds
> %(S()—Z) 2(n—1) —l—/ 02 (s)Re(X,X) ds—l—/ (s)Re(X,X)ds
= %s0—2n+1+/ 0 (s)Re(X,X) ds+/ (s)Re(X,X)ds
> %so—2n—l—l+/ (s)Re(X, X)ds—lgﬁx |Rc|.
Vimos que
RC(X7X> = % _VXf7
e dai
[ omexas = [ 06 (5-vaite )as
= 5 e [ RO
= 5[ Gomsras= [7 @0Veitros

S O\ O

Integrando por partes

2" ofty(s))ds

SO_] so—1

—2/0 of (¥

[ PVt = ¢ 6f)

isto é,

S0 2 B 1
/So_lq)(s)Rc(X,X)ds = 8+<S0 )2 F (y(s) o 1—2/0 of (y(
1
<+ - 1)) —2/s0_1q>s (Ys)ds  (3-14)

recorde que em [so — 1, 50] a fungdo ¢(s) = so — 5. Visto que

Fr(so— 1)) = F(y(1)) > ;so—2n—|— I +/ (SRe(X X)ds — ma IR
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Por (3-14) implica que
oo =)= F 1)) 2 o2+ 1 = ma Rel+- ¢+ Faso—1)=2 [ o))
Portanto,

2/ o(s) ))ds > s0—2n+%— max) |Re| + f(y(1)). (3-15)

X0

Mais ainda, por (3-6) e (3-12)) temos que
IVf(¥(s)] < v f(¥(s))

e, entao,

F ()] <V F(r(s)).

Como f é derivédvel e continua, f tem um maximo no intervalo [so — 1, s¢]. Ou seja,

max_[f(v(s))| < max /f(¥(s)). (3-16)

so—1<s<sg so—1<s<s0

Por um lado,

1 1
V() =V F(Mso)] < 5 (s0=9) < 5
sempre que so — 1 < s < 9. Assim, por (3-9) e sendo f > 0 (3.13)),

VIGG)) v/ F00)) < [T — VG0 < 5.
implica em |
V) < 5+ f(¥(s0)).
Agora, por (3-16)
max [FG)| < max VFAG) < 5+ VTG0,
Logo,
max[£(1(s))] < 5+ /TG0 (3-17)

Como

fr(s)) < 1f(v(s))l < max |F(¥(s))] < v/ f(¥(s0)) + 5

so—1<s<sg
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temos
1

FOs)) < VTG0 + 5
por , (3-13) e pelo fato de que

50 50
2/ q)(s)ds:2/ (so—s)ds =1
so—1 so—1

F00)) 2 50 —e1)

para alguma constante ¢ dependendo apenas de n e da geometria de g;; na bola unitéria

By, (1). De fato, de (3-15) temos que

conclui-se que

( f(v(so))+%) = ( f<v<so>>+§> (2" o)) as

0—

1 50 .
> 2 / 0 (Vo) +3)ds 22 [ 6(9)f(r(s))ds
S0— 50—
7 ,
> - .
> 2 2n+ g £?§)|R6|+f(v(1))
Logo,
50 7 1
> Y _ o
FOl0)) 2 5 =20 =5 = s [Rel+ (1),
Tomando .
a_, 7.1 o
3—211 6+2+r)r:)ax)|Rc| F(y(1))
temos

f(¥(s0)) > %(So—cl).

Considerando a observacdo (3.10) demonstramos, portanto, a proposi¢do (3.11), e como

consequéncia temos o Teorema (3.2)). O

3.2 Crescimento do Volume do Ricci Soliton Gradiente

Shrinking Completo

Nessa secdo, n0s vamos examinar o crescimento do volume da bola geodésica
de um Ricci Séliton Gradiente Completo e nao-Compacto.

Vamos definir
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Entdo, pelo Teorema (3.2)),temos
1 2 1 2
S0 —e1)? < () < 20 @) + )
Dai,
1
4 — C] 2 <\ f —|— Cz)
nos da
— Cl < 24/ f —|— 02
€, portanto,
(r(x) —c1) < p(x) < (r(x) +¢2).
Considerando ¢ = max{cy,cz} > 0 temos
(r(x) —¢) < p(x) < (r(x) +c). (3-18)
Temos também, por (3-7)),
1 V£(x
VRV = V() =2V = L )
2V/f(x) f(x)

e, por (3-6)),

o<|vif <7
implica em
Vi< VF
ou seja,
V()| = v/ <1
v

2
Observacao 3.13 Se considerarmos f ndo-constante, como 0 < ‘V f ‘ < f isso implica

que serd f > 0. Como f é fungdo potencial, na regido D(r) que definiremos logo a baixo,

o campo gradiente V f ndo se anulard na fronteira (0D(r)).

Denote por

D(ry={xeM:px)<r} e V(r)z/DrdV.

Segue que p : D(r) — (0,r) é uma funcdo diferencidvel , ja que p(x) =2/ f(x) e f(x)

para todo x em M. Por (2-40)

J(x) = /det(p-pihy),

>0
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e por (2.16)
Pax - TxD<7‘) — Tp(x)(o,l’).

Entdo p.x = Vp, olhando o gradiente como uma matriz 1 X n, sendo a variedade M de

dimensao n, e isso implica em

= \/det(p.py) = /det[Vp(Vp)'] = \/(Vp,Vp) = |Vp|

Entdo, pela férmula da co- Area ll ,

r ]
= [ ds / — dA
/o an(r) |Vp|

Portanto, pelo Teorema fundamental do célculo, temos

1
v'r:/ — dA
") a(r) | VPl

Como vimos em (3-19), temos que

VT 1
—_ == 3-20
iz 320
na fronteira
=2/ f(x)=r,
logo
flx) = g (3-21)

Donde temos que por (3-20) e (3-21)

1 Vf 3 r 1
v’r:/ —dA:/ —dA:/ 2 _JA=— —dA
) an(r) | VP a(r) |V ap(r) |Vf] 2 Jap(r) [V

Utilizando esses resultados, provaremos o seguinte lema:

Lema 3.14 Seja (M”, 8ijs f) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking completo e ndo-
compacto onde p(x) =2/ f(x) e D(r) = {x € M : p(x) < r}. Entdo

nv —rV 2/ RdAV — 2/ —dA
) VA

Prova. Considere .
z] +V; ij = gl]
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Multiplicando ambos os lados pela métrica inversa g'/ e somando em i, j temos
ij ij Lo
8"'Rij+8'ViV;f = 78ijg"-
Vimos que somando em i e j, por (2-2)) e (2-32), respectivamente, tem-se

R=g"R; e Af=g"VV,f.

Portanto, |
g'Rij+8"ViV,f = Egijgij
implica em
n
R+Af=—.
+Af 2
Dai,
2R+ 2Af = n,
ou seja,
n—2R =2Af.

Integrando temos

[ mav— [ orav— [ o2afav.
D) D) D)

n/ dV—Z/ RAV :2/ AfdV.
D() DO D(r)

nV(r)—Z/ RdeZ/ AfdV;
D(r) D(r)

onde V(r) = [p,)dV. Como

donde
Logo,

Af =div(Vf),

pelo Teorema da divergéncia (2-34)

Vp
AfdV = / Vf—"dA;
/Dm ) |Vpl

onde ‘g—& é o vetor normal exterior, unitario, a dD(r). Agora, como
Vf(x Vfx
V() =L o (p() = LI
f(x) f(x)
Vp Vf

Vol VA



3.2 Crescimento do Volume do Ricci Séliton Gradiente Shrinking Completo 74

Teremos entao

Vf
AfdV = / Vf—d = Vf—dA
/Dm Vpl IVf]
IVf]? /
= dA = VF£ldA.
/aom VS aD(r)' d
Por (3-3)
que nos da
= |V
e dai,
f—R
— — =|Vfl|. (3-22)
Logo
f R
—2/ RdV = 2/ Ade:2/ |Vf]dA:2 dA
D(r) D(r) aD(r) 0 [Vf]

f ) R

- 2 _gA— ——_dA
a(r) |Vf] a(r) |V

Como p =2./f(x) e D(r) ={x € M : p(x) < r}, na fronteira (dD(r)) temos p(x) =

2/ fx)=r 1mpl1cand0 em

f(.X') 57
ou seja,
2
flx) = T
Por fim,
f / R
nV(ir)—=2 RdAdV = 2 ——dA -2 ——dA
) D(r) an(r) |V an(r) |V
2o R
= 2/ ——dA—2/ ——dA
ap(r) 4 |Vf] a(r) |V
_ LdA—z/ R oga— (- 2 [ R aa
2 Jan(r) [V ] ) VS NIV
Portanto,
nV —rV 2/ RdAV — 2/ —dA
) VS
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Como observado por Ovidiu Munteanu, temos a relagao
n
/ RAV < —V(r). (3-23)
D(r) 2
De fato, tomando o trago em (0-3) temos
n
R+Af=—.
+Af >
Entdo, integrando, tem-se

/ RdV+/ Afdv:’E/ av.
D(r) D(r) 2./p(r)

Como ja observado no lema (3.14), pelo Teorema da divergéncia, temos que

Vp Vf
AfdV = / Vf——dA= Vf—"dA
/Dm ) VPl ) VSl

\iE /
dA = V f|dA.
/aDm A7 aD(r)' fl

Como
V£l >0,

isso implica que

V£|dA > 0.
/HD(r) ’ fl o

Segue que

/ Rdvgf RdV+/ |Vf|dA:/ RdV+/ afav =" av,
D(r) D(r) oD(r) D(r) D(r) 2 D(r)
ou seja,

/ Rdv <’ / dv,

D(r) 2 Jp(r)

Agora estamos prontos para demonstrar o Teorema (3.15]).

Teorema 3.15 Seja (M",g;j, f) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking, Completo e néo-

Compacto. Entdo, existe uma constante C1 > 0 tal que
Vol(By,(r)) < Cir"
para r > 0 suficientemente grande.

Prova. Denote

W) = /D v (3-24)
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Pela férmula da co- drea e por (3-20) e (3-21)), nés temos

0 = [ (S Wf(x)ydf‘) = f; </ Twéﬁ“) &
= J o o) =2 o

Portanto, pelo Teorema fundamental do célculo

iy - - R ]
) = 3 - !Vf!dA' (3-25)
Do lema (3.14), segue que
4
W) —rV(r) = 2/ RAV — 2/ WdA = 2K ).
Isso nos dé que,
r V() = r¥"V'(r)—nr" 1V(r) = —(nr_"_1V(r)—r_"V’(r))
4
- 1<nv<> V) = - ) - )
1

= 4 2 ().

Agora, integrando a equacao acima de ryp a r, tem-se

/rr(s”V(s))'ds = /rr [4s*”*2x'(s) - 2s*”*1x(s)} ds.

0 0

Como .
/ (V) ds = V() — rg"V(ro)
ro
e . .
/4snzx’(s)ds = 45"y (s) +4(n+2)/ 3y (s5)ds
1o o 1o

Isso implica que

/r:(s_”V(s))’ds = r"V(r)—ry"V(n)=
= 470 4 +2) [ (a)ds -2 [

= 4" 2y (r) — 4y 2y (ro) + [4(n+2) T (s) =25y (s)] ds =

= 4r—n—2x(;»)—4r6" "0 —|—2/ n—|—2)—s ]ds
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Repare que (r) positiva, crescente em r, isto &, x(ro) < x(r) , pararo = \/2(n+2) tome
) temos que se s > rg > 0, h(s) < 0. Entao

r > rp > 0; definindo A(s) =
parar>rp=+/2(n+2)

—n- 3(2(11—1—2)—s2

r7"73[2(n—{—2) — r2] <0,

€ Como

0< X(”O) < X(I’),

temos que

pois R >0,

X(ro)r_"_3 2(n+2)— rz] > x(r)r_”_3 2(n+2)— rz].

Dai,

/rx(s)s_" 3 [2(n+2)—s }ds <

ro

r"Vi(r) — ry"V(rn) = 4r_”_zx(r)

1
= 4r_”_2x(r) — 4r0_”_2x(ro) +2 {x(ro) [—ZS_"_Z + ;s_”}

1
= a2 =4 gl + 2 ) (22

Assim,

r"V(r)—ry"V(ro) < 4r_”_2x(r) —

Segue que,

"V (r) = rg "V (ro) < 4r~"2 (x(r) = x(r0)) +2

e isso implica que

r"V(r) < ra”V(ro) 4y 2

—d4ry"

(x(r)

r()—|—2/x

< 4r_”_2x(r)—4r0_"_2X(r0)+2{X(”0) /ro s [2(”“)‘”‘“}

—x(r0)) +2

x(r0)

x(ro)

n

(-

(-

[2(n+2)—s ]ds

r
o

1
—ny9 —n—=2__ *_—n
r "+ 7o nro
ro)r~ _
4
" +4r,
x(ro) -n_ -n
n (r ")
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Observe que 2%’0) (r"—ry™) <0, pois r > rg e x(ro) > 0, e 4r—2x(ro) > 0 entdo,
V(r) <7y "V (ro) +4r 2 (x(r) —x(r0)) ,

mais ainda,
V(r) < r"ro_"V(ro) +4r_2x(r).

Por outro lado, temos por (3-23))

n
RAV < =Vi(r).
/D ) < v

Definimos no comeg¢o do Teorema que
(r) = / RAV.
D(r)
Entao,

n
RAV < =V
/D(r) -2 (r)

nos da que

x(r) < 5V (r)

NS

e multiplicando essa desigualdade por 472 obtemos
4r=2y(r) <202V (r).

Logo,
V(r) <r'ry"V(ro) +4r_2x(r) <r'ry"V(ro) + 2nr_2V(r),

tome r suficientemente grande, tal que

\ll\)
N3
IN
| =

Entao

1
V(r) < r"ro_”V(r()) +4r_2x(r) < r"r(;”V(ro) —|—2nr_2V(r) < r"ro_"V(ro) + EV(r),

logo
1
V(r) <ry"V(ro)r" + EV(r)

e isso nos da
=V(r) < r"(ro_”V(ro)).
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Entao
V(r) <2ry"V(ro)r".

Comor>ryg= \/m temos que ro > 2, e entdo 1 > % > % Segue que
V(r) <2ry"V(ro)r" < V(ro)r".
Por fim, tome x € By, (r). Isso nos dd que
d(x,x0) <r
mas, por (3-18), temos
p(x) =2/f(x) < d(x,x0) +c <r+c.
Ou seja, x € D(r+c¢) ={x € M : p(x) < r+c} e, portanto,

By, (r) C D(r+c).

Logo,
Vol(By,(r)) <V(r+c) <V(ro)r"

para r suficientemente grande. 0

Agora faremos uma estimativa inferior para o volume

Proposicdo 3.16 Seja (M",g;;, f) um gradiente Ricci Soliton Gradiente Shrinking Com-

pleto e ndo-Compacto. Suponha que a curvatura escalar média safistaca o limite superior

o
RdV < 8,
V(r) Jow) -

para alguma constante 8 < 7 e todo r suficientemente grande. Entdo, existe uma constante

Cy > 0 tal que

Vol(By,(r)) > Co" =28

para r suficientemente grande.

Prova. Temos por Ovidiu Munteanu e por (3-24)), respectivamente, que

n
RV < =V
/D  Fav <5V

() = / RAV.
D()



3.2 Crescimento do Volume do Ricci Séliton Gradiente Shrinking Completo

80

Pelo lema (3.14)) e por (3-23)

1rN R o _‘_1 /
WV (r)— V' (r) =2 /D RV =2 /a oy T4 =200 = () <210

isso implica que
nV(r)—rV'(r) < 2x(r).
Pois, sendoR>0e |[Vf]| >0

p R
r)=— —dA > 0.
X=3 oo WG A2

Por hipétese nds temos

n 1

s< " / RAV <.
“2 ¢ V(r) Jp(r -

E usando (3-24)
2 | Rav=2s
V(r) Jo()

pode ser escrito como

2r) 9.
v(r)
Dai
2x(r) <28V (r)
e por((26)
nV(r)—rV'(r) <2x(r) <28V (r).
Logo
nV(r)—rV'(r) <28V (r)
nos da
(n—=28)V(r) <rV'(r),
€ portanto
(n—29) < V'(r)
ro T V()
Integrandode 1 ar
r _ ry/
/ (n 28)ds§/ V(s)ds
1 s 1 V(s)
temos

r ry’/
n—28) [ Las< [V

ds
1S 1 V(s)

(3-26)
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pelo Teorema Fundamental do Célculo
(n—=28)(Inr—1In1) < (InV(r) —1InV (1))

que podemos escrever da seguinte maneira

40
(n—28)Inr < an(l)

que equivale a

Inr"=2%) < In _V(r)

V(1)

€ entao
V()R <v(r).

Claramente, D(r —c) C By, (r) pois tomando x € D(r — c) temos que
p(x) <r—ec.

Mas por (3-18)

Entao
implica que

1sto é,
r(x) =d(x,xo0) <r.
Ou seja, x € By, (r). Conclui-se que

Vol(By,(r)) =V (r—c) > V(1)ri" )

para r suficientemente grande. 0

Provados os dois Teoremas principais do artigo, podemos concluir o corolario:

Corolario 3.17 Seja (M",gij, f) um Ricci Soliton Gradiente Shrinking Completo e ndo-

Compacto. Entdo temos que
/ u(x)|e AV < oo
M

para qualquer fun¢do u em M com |u(x)| < Aeo‘rz(x),O <a< ;lt e A > 0. Em particular, o
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volume ponderado de M é finito,
/ e TdV < oo
M
Prova. Por hipétese

% (x)
/|u )e™” dV</Ae°" )dV<A/e4
M

Pelo Teorema (3.2)) temos que

nos dando que

) <7 - (3-27)
Portanto,
/M\u(x)lef(x)dV < / v <A/ Wty
= A/ "My

Por [[7], pagina 5, temos
/ )dv = / / 1 J(r,0)drd®(8), (3-28)
Sl’l

dO(0) =de' Nde* A---Nd®" L.

onde

Denominando Area(dBy,(r)) = [¢u1J(r,0)dO(8), onde S*! C R* é a esfera n-

dimensional unitaria. Dai,

/yu e dV<A/ dy — A// " J(r,0)drd®( ):Ag/ / I (1,60)drd®(0).
n—1 0 n—

Agora, faca a mudanca

que nos da
dz = cedr.
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Portanto,
e X 1 /= .
AE/ / e J(r,0)drd®(0) = A—/ / ce"J(r,0)drd®(0)
cJo Snfl Cc Jo Snfl

- A% /1 ; /S 7(:.0)dzd®(0).

Para um valor do raio suficientemente grande nds temos, pelo Teorema (3.4) e por (2-42),

que
/yu e/ Way < AL / / 7(2,0)d2d®(0) = A~ vOz( ())<A%Cz".
Dai,
/\u e T Way < A~ CZ (3-29)

Para mostrarmos que
/ e fav < —+o0
M

basta observar que, por (3-27) e (3-29)

crix 2
/e—fdv g/ - / dV<A/
M

1
= A- / / e’ J(r,0)drd®(8 ):A—/ / IJ(z,G)dZd(a(e) <A-C7
! CcJ1 Sn— C

temos |
/ e fdv < A=C7",
M c

para um raio suficientemente grande. 0
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