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Resumo

Silva, Marcos Gomes. Classificacdo e Construcao de Superficies Minimas
de Translacio em Formas Espaciais. Goiania, 2022. 107p. Dissertacdo de
Mestrado. Programa de P6s-Gradua¢do em Matemadtica, Instituto de Matemdtica
e Estatistica, Universidade Federal de Goiéas.

Uma superficie de translagdo no espaco Euclidiano € uma superficie gerada pela soma de
duas curvas, chamadas geratrizes. Neste trabalho, classificamos as superficies minimas de
translagdio de R? e apresentamos um método de construcio de exemplos explicitos. Além
do plano e da superficie minima de Scherk, a menos de reparametrizagdes das curvas gera-
trizes, as superficies minimas de translagdo sao parametrizadas por W(s,t) = ou(s) + o(t)
onde o é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s, sua curvatura K é uma
solugdo positiva da equagdo diferencial ordindria (y')? +y* + c3y? + ¢}y 2+ c1c2 = 0
e sua tor¢do é T(s) = c1/x(s)%, onde c; # 0, c3 € c3 sdo constantes tais que a equacio
ctibica —A3 + oA — c3h +¢; = 0 possui trés raizes reais A, Ay e A3. Além disso, no
modelo do semiespago do espaco hiperbélico, isto é, R? = {(x,y,z) € R}z >0} com a
métrica hiperbdlica, uma superficie de transla¢do parametrizada por z = f(x) + g(y) ou
y = f(x) +g(z), em que f e g sdo fungdes suaves, provamos que as Unicas superficies

minimas de translagcdo s@o os planos totalmente geodésicos.

Palavras—chave
Superficie de translagdo, superficies minimas, espaco Euclidiano, classificagao,

construgdo, espaco hiperbdlico.



Abstract

Silva, Marcos Gomes. Classification and Construction of Minimal Surfaces
of Translation in Space Forms. Goiania, 2022. 107p. MSc. Dissertation. Pro-
grama de P6s-Graduagcdo em Matematica, Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goias.

A translation surface of Euclidean space R is the sum of two regular curves o and B,
called the generating curves. In this paper we classify the minimal translation surfaces of
R? and we give a method of construction of explicit examples. Besides the plane and the
minimal surfaces of Scherk type, it is proved that up to reparameterizations of the genera-
ting curves, any minimal translation surface is described as ¥(s,7) = o(s) + o(t), where
o is a curve parameterized by arc length s, its curvature K is a positive solution of the auto-
nomous ODE (y')? +y* +c3y? +¢?y =2 +c1c2 = 0 and its torsion is T(s) = ¢1 /x(s)?. Here
c1 # 0, ¢z and c3 are constants such that the cubic equation A+ czkz —c3A+c; =0has
three real roots A, A, and A3. Furthermore in the half-space model of hyperbolic space,
that is, Ri = {(x,y,z) € R3;z > 0} with the hyperbolic metric, a translation surface that
writes as z = f(x) + g(y) or y = f(x) 4+ g(z), where f and g are smooth functions, we

prove that the only minimal translation surfaces are totally geodesic planes.

Keywords
Translation surface, minimal surface, Euclidean space, classification, construc-

tion, space hyperbolic.
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Introducao

As superficies de translagdo possuem origem no texto cldssico de Darboux: [5],
onde as chamadas "surface définies pour des propertiétés cinématiques" foram estudadas
e anos depois na literatura ficaram conhecidas como superficies de Darboux. Uma super-
ficie de Darboux € definida cinematicamente como o movimento de uma curva por uma
familia a 1- pardmetro de movimentos rigidos de R>. Desse modo, uma parametrizacio
para tal superficie é dada por ¥(s,7) = A(t)o(s) + B(¢), em que o e B sdo curvas espaciais
e A(t) é uma matriz ortogonal. O caso que estamos investigando aqui é quando A(t) = Id.

De forma mais precisa apresentamos a seguinte defini¢ao:

Definicsio 0.1 Uma superficie S C R? é chamada superficie de translagio se S pode ser
parametrizada localmente como soma W¥(s,#) = o(s) + B(¢) de duas curvas espaciais
a:ICR—-R>eB:JCR— R As curvas o e B sdo chamadas de curvas geratrizes
de S. Se o e P sdo curvas planas, a superficie é chamada de superficie de transla¢do do

tipo planar.

Figura 1: Superficie de translacdo

Darboux lidou com as superficies de translac@o nas se¢des 81 — 84 [5, pp 137 -
142], e esse nome se deve ao fato de que a superficie S € obtida pela translagdo da curva o
ao longo da curva 3 (ou vice - versa, uma vez que os papéis de o e § podem ser trocados).
Em particular, todas as curvas coordenadas s = cte sd@o congruentes por translacdo (de
maneira andloga para t = cte). E natural questionar-se sobre a classificagdo da superficie
de translacio de R? sob alguma condi¢io em sua curvatura, seja ela Gaussiana ou
média. Recentemente, os autores Thomas Hasanis e Rafael Lépez apresentaram uma
classificacdo completa de todas as superficies de translacdo com curvatura Gaussiana K

constante, provando que as Unicas superficies desse tipo sdo as superficies cilindricas e
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portanto K = 0. Para mais detalhes ver [11]. No presente trabalho estamos interessados
em classificar todas as superficies minimas de translagio em R?.

Uma superficie parametrizada regular é chamada minima se a sua curvatura
média € identicamente nula. Naturalmente, o exemplo trivial de superficie minima de
translacdo € o plano. Uma abordagem para o problema consiste em supor que as curvas
geratrizes sdao curvas planares contidas em planos ortogonais. Nesse caso, apds uma
escolha apropriada do sistema de coordenadas, a superficie S é parametrizada localmente
por:

W(s,1) = (5,0, 1(s)) +(0,2,8(t)) = (5,1, f(s) + 8(2)),

onde f e g sdo funcdes suaves. Assim, o problema se transforma em encontrar uma
superficie representada pelo grafico de uma fungdo z = f(x) + g(y) com curvatura média
igual a zero. (Nao ¢é dificil perceber que além do plano e um movimento rigido, a solu¢do
€ conhecida como superficie de Scherk),

1 cos(c T T
Z:—logﬁ X,y € (——,—), (0-1)
2°2
onde ¢ € uma constante positiva. Esta superficie foi obtida por Scherk resolvendo a
equacdo minima por separacdio de varidveis, ou seja z = f(x) + g(y) [25]. Na verdade,
essa superficie pertence a uma familia a 1-parametro de superficies minimas descobertas

por Scherk e dada por

1
Se(x,y) = (x—l—ycos(e),ysin(e), Elog M) 7

cos(cx)

onde 0 € R [25], ver também [22, §88]. Para 6 = 0 a superficie Sg € o plano e se 0 = %
S% ¢ a superficie de Scherk. Vale observar que Sg € uma superficie de translagdao onde as
curvas geratrizes sdo planas, mas ndo necessariamente contidas em planos ortogonais. Na

verdade, S pode ser expressa como

So(s,1) = <s,0,—%log(cos(cs))) + (t cos(6),sin(6), %10g(cos(cs))> |

A curva o estd contida no plano xz e a curva [3 estd no plano de equacdo sin® —cos6 =0
fazendo um angulo 6 com o plano xz.

Outra superficie minima de translacdo que ja era conhecida pelo matemadtico
Lie é o helicoide, cuja parametriza¢ao é dada por X (u,v) = (cosucosv,sinucosv,u), [22,
§77]. Essa superficie pode ser obtida pela soma de uma hélice circular consigo mesma,
parametrizada por o(s) = 3(coss, sins, s). Fazendo uma mudanga de coordenada s = u-+v
e t = u— v encontramos ¥(s,7) = a(s) + a(z). De fato, o helicoide pode ser gerado de

infinitas maneiras como uma superficie de translacdo da hélice conforme uma escolha
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para sua posic¢ao.

Na literatura surgiram diversos trabalhos sobre o estudo de superficies de transla-
¢do com curvatura média constante em diversos espacos ambientes. Mais detalhes podem
ser consultados em [7, 11, 16, 19, 21] sem ser uma lista completa. Porém, em todas essas
obras, a superficie de translacdo € do tipo planar, assim o problema para encontrar tais
superficies se reduz a resolver uma equacao diferencial ordindria por separacao de varid-
veis. Vale ressaltar que foi provado em [7] que se uma curva geratriz € plana, entio a outra
curva também € plana e a superficie pertence a familia de superficie Scherk . A pergunta
que cabe fazer agora é: além do plano, o helicoide e a superficie de Scherk existem outras
superficies minimas de translagio no R3?

Rafael Lépez e Oscar Perdomo consideraram o problema de classificagdo em
toda sua generalidade, ou seja, supondo que as curvas geratrizes sao curvas espaciais
[17]. Eles provaram que uma curva geratriz € o movimento rigido da outra curva. Nesse
caso a superficie pode ser parametrizada por ¥(s,7) = o(s) + a(z) e, além disso, eles
mostraram que se K € T sdo a curvatura e a tor¢do de o respectivamente, entdo K21 é
diferente de zero. No entanto, os vetores velocidade o(s) devem estar em um cone da
forma {x € R?; (Ax,x) = 0} onde A é uma matriz simétrica. Para mais detalhes ver [17].

A primeira parte parte do nosso trabalho é baseada no artigo de Rafael Lopez e
Thomas Hasanis [10], onde os autores apresentaram uma abordagem alternativa para o
estudo das superficies minimas de translacao. Além de obter resultados semelhantes aos
obtidos em [17], mostraremos um novo método de construcio de superficie minimas de
translacdo com base na resolu¢do de uma equacao diferencial ordindria, que € bem mais
simples do que os métodos utilizados em [17]. A vantagem estd no fato de fornecer uma
técnica por meio de uma férmula que permite obter uma infinidade de exemplos. A seguir

estd o principal resultado desse trabalho.

Teorema 0.2 (Classificacdo e Construgcdo) Seja ¥(s,t) = os) + B(¢) uma superficie
minima de translagdo em que o e B sdo curvas parametrizadas pelo comprimento de
arco. Suponha que as curvaturas Ko e Kg sdo positivas e as torgoes To, € Tg sdo ndo nulas
em toda superficie, entdo a menos de um movimento rigido, a curva P coincide com a

curva o e

1 /x\  «%
Kgﬂoczcﬁ — <_oc) + =2 =214 =02, (0-2)
Ta \ Ko Ta,

em que c¢| # 0, e ¢y sdo constantes. Além disso Ko, € uma solucdo positiva da equacdo

diferencial ordindria autonoma

2
C
Y24yt Feyt + y—; +c1.00=0, (0-3)
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para alguma constante c3, e a curva (XpOde ser expressa como

a(s) = (A /Scosw(s),B/s sinw(s),/s \/1 —AZcos?w(s) — B? sinzw(s)) . (0-4)

[ A3 [ A3
AquiA= | ————eB= | ————, emque \;,1 <i <3, sdo as raizes da equacdo

cubica
Mol =i+ =0, (0-5)

e a fungdo w é w(s) = [*\/xa(s) + M2

Reciprocamente, qualquer superficie minima de translagdo de R? do tipo néo
planar é construida por esse processo. Sejam c1 # 0, ¢ e c3 constantes tais que a equa¢do
cibica (0-5) possua trés raizes reais M, \y,A3. Seja X(s) uma solugdo positiva e ndo
constante de (0-3) . Se o(s) é uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s com

2

curvatura K(s) e torg¢do ﬁ entdo a superficie de translagdo ¥ (s,t) = o(s) +o(t) €
s

minima.

A segunda parte do nosso trabalho, também ¢é baseada no artigo do Rafael
Lopez, onde provou-se que as unicas superficies minimas de translagao tipo grafico sdo os
planos totalmente geodésicos [15]. A dissertac@o estd organizada como segue: no primeiro
capitulo introduziremos algumas defini¢cdes bdsicas da geometria diferencial, como a
teoria local das curvas e superficies planas em R>, conceitos de superficies minimas e
de superficies de translacdo, nosso principal objeto de estudo.

No segundo capitulo provaremos, por uma questdo de completude, alguns resul-
tados conhecidos com provas alternativas. Assim, provaremos o resultado de [7] e obtere-
mos o helicoide quando uma curva geratriz € uma hélice circular. Também caracterizare-
mos qualquer superficie minima de translacdo pelas relacdes entre a curvatura e a tor¢ao
das curvas geratrizes.

No terceiro capitulo, mostraremos o principal resultado desse trabalho. Aqui
serd essencial a defini¢io de um conjunto de operadores lineares auto-adjuntos em R3
associados a cada ponto a(s) e B(z). Os dois resultados deste capitulo (Teoremas 3.2 e
3.3) classificardo e descreverdo a construgdo de todas as superficies minimas de translagao
em R3. O capitulo termina mostrando exemplos explicitos de superficies minimas de
translacdo. pelo procedimento previamente provado.

No quarto capitulo, enunciaremos alguns conceitos e resultados bdsicos de
geometria Riemanniana. Provaremos o teorema que relaciona a curvatura extrinseca da
superficie com respeito a métrica Euclidiana e a métrica conformemente flat. Por fim,
provaremos que as tnicas superficies minimas de translagdo no espaco hiperbdlico sdo os

planos totalmente geodésicos.



CAPITULO 1

Curvas e Superficies no R*

Neste primeiro capitulo, apresentamos os conceitos de curvas e superficies bem
como os resultados que serdo necessdrios para o desenvolvimento deste trabalho. Mais

detalhes poderdo ser encontrados em [2].

1.1 Curvas no Espaco

Para caracterizarmos os subconjuntos de R® que constituem as curvas, utilizare-

mos fungdes diferencidveis.

Definiciio 1.1 Uma curva parametrizada diferencidvel de R? é uma aplicacio diferencia-

vel a.: I — R3, onde I C R é um intervalo aberto.

O subconjunto de o/(7) C R? representado pelos pontos da forma a(t) = (x(¢),y(t),z(t)),
tais que as fungdes reais x(z), y(t) e z(t) sdo diferencidveis C* e a varidvel ¢t € I, sdo

respectivamente, o trago e o parametro da curva o.

Definigdo 1.2 O vetor o/(t) = (¥'(¢),Y'(t),7/(¢)) € R? é denominado vetor tangente (ou
vetor velocidade) da curva a(z) em ¢, onde x'(¢), y'(¢) e Z/(¢r) denotam as derivadas

primeiras das fun¢des x(z), y(¢) e z(¢) em um ponto ¢ € 1.

Definicdo 1.3 Uma curva parametrizada diferenciavel o : I — R chama-se curva regular
quando o (1) # 0 para todo z € I.

Sejam I e J intervalos abertos de R, o : / — R uma curva regular e i : / — I uma fungio
diferencidvel tal que 4'(s) # 0, paratodo s € J, e h(J) = 1.

Definicao 1.4 A reparametrizacdo de o por 4 é uma curva regular dada pela funcdo
composta
B=aoh:J—R3,

onde a funcdo 4 é denominada mudanga de parametro.
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A aplicagdo s(r) = ftg |o/(¢)|dt é denominada fun¢do comprimento de arco da
curva o a partir de 7. Além disso, a aplicagdo s(¢) é de classe C*, pois o é uma curva

regular.

Definiciio 1.5 Uma curva regular o : / — R3 é dita parametrizada por comprimento de
arco quando para cada fy,t; € I, com ty < 1, 0 comprimento de arco da curva o de 7 a t;

éigual a t; — 1. Isto é,

N
[ 1 0de =1 1o, (1)
1

0

onde |/ (#)| = +/(x'(¢))2+ (y/(¢))2 + (Z(t))? é o comprimento do vetor o' (z).

Proposicio 1.6 Uma curva regular o.: I — R3 é dita parametrizada por comprimento de

arco se, e somente se, para todo t € I, tem-se que |0/ (t)| = 1.

A proposi¢do seguinte nos diz que toda curva regular pode ser reparametrizada

por comprimento de arco.

Proposicio 1.7 Seja o : I — R3 uma curva regular e s : I — s(I) C R a fun¢ao com-
primento de arco de O. a partir de ty. Entdo existe a fungdo inversa h de s, definida no
intervalo aberto J = s(I) e B = atoh é uma reparametrizacdo de o, onde B estd parame-

trizada por comprimento de arco.

A aplicacio [3, dessa proposi¢ao, é denominada reparametriza¢ao de a pelo comprimento
de arco.
Seja o : I — R> uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s € I. O

nimero | (s)| = k(s) denomina-se curvatura de o em s. Quando k(s) # 0, os vetores

n(s) = O,Z;(S) e b(s) =t(s) x n(s), em que 7(s) = o (s), denominam-se normal e binormal,
respectivamente, de oe em s. Observamos que b(s) é paralelo a n(s). De fato, derivando
b(s) =1(s) x n(s), obtemos

(s) = t'(s)x (s)+1(s)x"(s)
= t(s) xn/(s).
Portanto, b'(s) é ortogonal a 7(s). Como |b(s)| = 1, temos que b'(s) é ortogonal a b(s).

Donde concluimos que #'(s) € paralelo a n(s), isto é, b'(s) é igual ao produto de n(s) por

um namero real.

Defini¢éio 1.8 O ndmero real T definido por »'(s) = t(s)n(s) é denominado tor¢do da

curva O em s.



1.2 Superficies Regulares 21

Os vetores £(s), n(s) e b(s) constituem uma base ortonormal orientada e mével ao longo

de o, chamada o triedro de Frenet R? e satisfazem as equagdes

n'(s) = —k(s)t(s) +1t(s)b(s) (1-2)

chamadas férmulas de Frenet.

O teorema seguinte, também conhecido como teorema fundamental das curvas,
afirma que uma curva regular em R3 tem seu comportamento local completamente

descrito quando conhecemos os valores de T e k.

Teorema 1.9 Dadas as fungées diferencidveis k(s) > 0 e t(s), com s € I C R, existe a
menos de movimentos rigidos, uma tinica curva regular o, : I — R> parametrizada pelo
comprimento de arco s, onde k(s) e t(s) sdo a curvatura e a tor¢do, respectivamente, de
(04

Observacio 1 Um movimento rigido em R3 é o resultado da composi¢io de uma
translacdo com uma transformacgdo ortogonal de determinante positivo (isso quer dizer

que o movimento rigido preserva a orientagdo).

1.2 Superficies Regulares

Nesta se¢do introduziremos brevemente as superficies regulares. Para isso, ado-
taremos um sistema de coordenadas cartesianas x, y, z de R3 e consideraremos uma apli-
cacio X (u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v)) nas varidveis u e v de um aberto U C R?. Para

cada (u,v) € U, X (u,v) determina um ponto de R3.

Definiciio 1.10 Diz-se que um subconjunto S de R? é uma superficie regular quando for
possivel, na vizinhanca V de cada ponto p € S, definir uma aplicacdo X : U — VNS, onde
U é um aberto de R2 e VNS C R3, tal que

1. X é diferencidvel. Isto significa que suas fungcoes coordenadas tém derivadas par-

ciais continuas de todas as ordens no aberto U C R2.

2. X é um homeomorfismo. Com isso, queremos dizer que X é continua e que sua

inversa X~ : VNS — U é, também, continua.

3. Para todo q € U, a diferencial dX, : R? — R3 ¢ injetiva.
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Nessa defini¢c@o, a palavra diferencidvel significa, no contexto da geometria diferencial,
que a aplicacdo X € infinitamente diferenciavel (classe C*). A aplicag@o X e a vizinhanca

V' NS sdo denominadas, respectivamente, de parametrizagcdo e vizinhanga coordenada.

Definiciio 1.11 Seja S uma superficie regular, com parametrizacio X : U C R* = S, e
um ponto p € S. Dizemos que um vetor w € R? é um vetor tangente a S em p, quando
w=0o/(fy), onde ou(t) = X (u(z),v(r)) é uma curva sobre S, tal que X (u(to),v(f9)) = p.

Sejam as coordenadas (u,v) € R? e (x,y,z) € R?, dado um ponto g = (ug, o), a

matriz
Xu Xy

IXg=|yu W

lu 2y

€ a matriz jacobiana da aplicacdo dX, : R? — R? em relagdo as bases canonicas de R? e
R3.

Considere uma superficie regular § com parametrizagio dada por X : U C R?> —
S. Para todo p € S, a condicdo 3 na Defini¢ao (1.10), sugere a existéncia de um plano
tangente as curvas coordenadas de S, que passam por p. A proposi¢cdo seguinte mostra

que isso de fato acontece.

Proposicao 1.12 O subespaco vetorial qu(Rz) C R3 de dimensdo dois coincide com o
conjunto de vetores tangentes a S em X, para qualquer q € U, onde S é uma superficie

regular com parametrizagcdo X : U C R*> — §.

Chamaremos o conjunto de vetores tangentes, determinado pela Prop. 1.12,
de plano tangente a S em p, denotado por 7S, cuja base associada em relagdo a

parametrizacdo X é dada por {X,,X,}.

Definicdo 1.13 Seja S uma superficie regular em R3. A cada plano tangente T,S estd
associado um par de vetores unitdrios, em R3, e normais a T,S; denominados de vetores
normais unitarios em p. A reta que passa por p na dire¢cdo de um desses vetores normais

unitdrios é chamada a reta normal em p.

Para o tratamento de problemas que envolvam nocdes de métrica e deslocamento

sobre uma superficie regular temos as seguintes defini¢des.

Definicfio 1.14 Seja uma superficie regular S C R? com parametrizacio X : U C R> — S,

onde U é um aberto de R2. Denominamos a forma quadrética

I, T,S — R

(1-3)
wo — L(w)=(w,w)

de primeira forma fundamental da superficie S no ponto p € S.
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A igualdade em (1-3), da primeira forma fundamental, é a maneira pela qual o produto
interno natural de R3 é herdado por uma superficie regular S. Além disso, em relacio a

base {X,,X,} de 7,5, podemos escrever a igualdade em (1-3) como
I,(w) = E(d)* +2Fuv + G(v)?, (1-4)
onde as fungdes
E(u,v) = (Xu, Xu), F(u,v) = Xu, Xo), Gu,v) = (X0, X0)

diferencidveis, na vizinhanga coordenada correspondente a X (u,v), sdo os coeficientes da

primeira forma fundamental.

A fim de determinarmos vetores normais € unitdrios em cada ponto g de uma
superficie regular S, note que {X,, X, } formam uma base para o plano tangente 7),S. Entdo
para todo ponto ¢ € X(U) C S, podemos encontrar um vetor normal unitdrio a 7,5, dado

por:

X, XX,
N(@q) = ———
Definicdo 1.15 Seja V C S uma aberto de S. Uma aplicacio diferencidvel N: V — R> a

qual cumpre (N,N) = 1 é dita um campo diferencidvel normal e unitério por V

Definicdo 1.16 Uma superficie regular S € dita orientdvel quando pode ser coberta por
uma familia de vizinhangas coordenadas, de tal forma que se um ponto g € S pertence a
duas vizinhangas dessa familia, entdo a mudanga de coordenadas tem Jacobiano positivo
em ¢g. A escolha de uma tal familia é chamada uma orientacdo de S e, neste caso, dizemos

que a superficie S € orientada.

Convém chamar de campo diferencidvel de vetores normais em um aberto U C § a uma
aplicagdo diferencidvel N : U — R3 que associa a ¢ € U um vetor normal e unitério
N(g) eR*aSemg.

Proposicio 1.17 Uma superficie regular S C R> é orientdvel se, e somente se, existe um

campo diferencidvel N : S — R3 de vetores normais em S.

Uma superficie regular S que admite um campo diferencidvel de vetores normais unitdrios
definido em sua totalidade € orientdvel. A escolha de um campo N determina uma

orientagdo para S.

Definiciio 1.18 Seja S C R? uma superficie com uma orientacio N. A aplicagdo

N : S — §? é denominada aplicacdo de Gauss, onde

$?={(xy2) eRGFC+y2 +27 =1}
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¢ a esfera unitaria.

Essa definicdo quer dizer que a aplicacdo normal de Gauss € a translagdo da origem do
campo N para a origem de R?, ou seja, N(q) é o ponto final da translagio do vetor normal

em q.

Proposicao 1.19 A diferencial dN : T,S — T,S da aplicacdo de Gauss é linear e auto-

adjunta.
Defini¢ao 1.20 A forma quadritica 11, definida em 7S por

II,(v) = —(dNp(v),v) (1-5)
€ chamada de segunda forma fundamental de S em p.

Considere uma superficie S com parametrizacdo em p € S dada por

X:UcCR? —s S

(1-6)
(w,v)  — X(u,v),
e, também, defina a seguinte curva parametrizada em S
o:ICR — §
(1-7)

too—oa(r) = X(u(t),v(t)),
com a(0) = p. Segue que, no ponto p, a curva o.(f) tem vetor tangente expresso por

o =X, +X,V (1-8)

dN(o) = N'(u(t),v(t))
=Nu +N,V. (1-9)

Em relagdo a base {X,,X,}, escrevemos a expressdo da segunda forma funda-

mental da seguinte maneira
11, (a!) = —(dN(o!), o)
= — (N +NV X' + XV
= _<Nu7Xu>(”/)2 — ((Nu, Xv) + <NV7XM>)”,V/ - <NV7XV>(V/)2a
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como, (N,X,) = (N,X,) = 0, derivando em relacio a u e v, obtemos e = —(N,,X,),
=Ny, X)) =—(N,, X)) e g = —(N,,X,). Entdo, podemos escrever

1,(o) = e(u)? +2fu'v +g(vV')?,

onde e = e(u,v), f = f(u,v) e g = g(u,v) sdo funcdes diferencidveis e chamado os

coeficientes da segunda forma fundamental.

Proposicao 1.21 A matriz da aplicag¢do dN), : T,S — T,S na direg¢do de um vetor w € TS,
em relagdo a base {X,,X,} de T,S, é dada por

fF—eG gF —fG
EG—-F? EG-F?
eF — fE fF—gE
EG—F? EG-F?%

dN =

onde "E, F, G" e "e, f, g"sdo, respectivamente, os coeficientes da primeira e segunda

formas fundamentais de S em p.

Considere uma curva regular C com vetor normal n, contida na superficie regular
S com vetor normal N em p, que passa pelo ponto p € S, onde k € sua curvatura e
cos® = (n,N).

Definicao 1.22 Seja S uma superficie parametrizada regular e p € S. A fun¢do curvatura
normal em p é uma aplicagdo k, : 7,5 \ {0} — R que associa, para cada vetor w €

7,5\ {0}, um nimero

Segue dessa defini¢do que: se w € 7,5\ {0}, entdo k,(Aw) = k,(w) para todo
A € R\ {0} em p. De fato, seja w = aX, + bX,, onde (a,b) # (0,0). Denotando por e, f,
g os coeficientes da segunda forma fundamental em p € S, temos
a’e+2abf +b%*g
T e

= kp(w).

O fato acima nos permite falar em curvatura normal ao longo de uma dada direcao
tangente a superficie em p.
Agora, vejamos a interpretacdo geométrica da curvatura normal e da segunda

forma quadratica. Sejam S uma superficie regular parametrizada pela aplicacio X : U — S,
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definida no aberto U C R?, w um vetor unitdrio de 7, e o.(s) = X (u(s),v(s)) uma curva
regular em S, parametrizada pelo comprimento de arco s, tal que N(s) € a restri¢do do

vetor normal N a curva ot e &' (so) = w. Se a curvatura de o em s € ndo nula, entdo

kn(w) = I,(w) = —(dNp(w),w)
= —(N"(s0),(s0)) = (N(s0), " (50))

,v(s0)), 0" (s0))

50)cos 0, (1-10)

onde n(sp) € o vetor normal a o em sp, 8 o angulo formado pelos vetores n(sp) e N(so) e,
k(so) # 0 é a curvatura normal de a. Isso significa que k, ¢ o comprimento da proje¢do do
vetor aceleracdo na dire¢do do vetor normal N em p, com um sinal dada pela orientacdo
N de Sem p.

Como I1I,(w) e k,(w) ndo dependem da curva o escolhida, podemos aplicar a
relagdo (1-10) para a curva mais conveniente formada pela intersecdo do plano normal
com a superficie S. Esta curva é denominada sec¢do normal de S em p segundo o vetor
unitario w € T,,S, que € obtida pela interse¢@o de S, em uma vizinhanga de p, com o plano
contendo os vetores w e N(p). Nestas condi¢Ges, a se¢do normal é uma curva regular
plana definida por o(s) = X (u(s),v(s)), parametrizada pelo comprimento de arco, tal que
a(so) = p e & (s0) = w. Se k(so) = 0, isto é, o’ (sg) = 0, entdo k,(w) = II,(w) = 0. Se
k(so) > 0, entdo o vetor normal n(sg) = £N(p) e, portanto, segue de (1-10) que

kn(w) = II,(w) = £k(s0).

Portanto, concluimos que, se w é um vetor unitario tangente a superficie em p, entdo

|k, (w)| é igual a curvatura da sec¢@o normal de S no ponto p, segundo w = o/ (sg).

Proposicao 1.23 Sejam p € S um ponto de uma superficie regular S e dN,, : T pS — T),S.
A derivada da aplicacdo linear de Gauss de S em p. Entdo, existe uma base ortonormal
{e1,e2} de T,S tal que dNy,(e1) = —kie1 e AN, (e2) = —koep. Na base {e1,e>}, a matriz de
dN, é diagonal e os termos ky e ky (ki > kz) da diagonal sao, respectivamente, o mdximo
e 0 minimo da forma quadrdtica I1,(w) : T,S — R quando restrita ao circulo unitdrio em
T,S.

Na verdade, a Proposicdo 1.23 mostra que os nimeros k| € k>, autovalores de dN,,, sdo 0s

valores extremos da curvatura normal k,, em p. Além disso, a matriz

—k 0 (1-11)
0 —k
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¢ a matriz diagonal de dN,,.
Definicao 1.24 Sejam k; e k> : S — R. as curvaturas principais de uma superficie regular

S. As funcdes curvaturas Gaussiana e média de S em p sdo, respectivamente, os nimeros

1
K=kk e Hzi(kl-i-kz).

J4 que o determinante e o traco da matriz (1-11) ndo dependem da base escolhida,

utilizando a Prop. 1.21, para as curvaturas Gaussiana e Média, temos:

ap; an L 51
K = detdN = det [ ] — det [EFG—;}? ??‘5]

a1 az EG-F? EG—F?
ou seja, 5
_ bng;_sz_ (1-12)
Assim,
= —M = —%(an +a).
Como j4 obtivemos os valores de a1 € az,
H_ 1 (fF—eG +fF—gE) _ 1 (2fF—eG—gE>
2\EG—-F? EG-F? 2 EG—F? ’
ou seja,

E importante ressaltar que uma superficie que € dada como grafico de uma funcio,

h = h(x,y), (x,y) € U C R? possui a curvatura Gaussiana e média dada respectivamente

por
2
P (1-14)
(L+h2+h3)>
gl (141 hyy — 2hyhyhy + (1 4 h2) s (1-15)
2 (1472 +h2) '

Para mais detalhes consultar se¢cao 3.3 de [2].

1.3 Superficies Minimas

Uma superficie parametrizada regular € chamada minima se a sua curvatura

média é identicamente nula. Uma superficie regular S C R3 é minima se cada uma das
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suas parametrizacdes ¢ minima.

Para explicar a razdo de usarmos a palavra minima para tais superficies, precisa-
mos introduzir a nogio de variacio. Seja x : U C R? — R? uma superficie parametrizada
regular. Escolha um dominio limitado D C U e uma fungdo diferencidvel 4 : D — R, onde
D é a unido do dominio D e sua fronteira dD. A variagdo normal de x(D), determinada

por h, € a aplicacdo dada por,

©:Dx (—€,€) = R?

Q(u,v,t) = x(u,v) +th(u,v)N(u,v), (u,v) € D,t € (—€,€).

Para cada r € (—¢,¢) fixado, a aplicacio x' : D — R? dada por

X (u,v) = @(u,v,1),

€ uma superficie parametrizada com

a 1

al = Xx,+thN,+th,N,
u

a 1

al = X, +thN,+th,N.
1%

Assim, denotamos por E’, F', G' os coeficientes da primeira forma fundamental de x’,

obtemos

E' = E+th((xy;Ny) + (X4, No)) + 1282 (N, N,) + 2y,
F' = F+1th((x4,N,) + (x,,N,))) + 120> (N,,, N, + >y,
G' = G+1th((x,,N,)+ (x,,N,)) +*h*(N,,N,) +12h,h,.

Utilizando o fato de que
(Xu, Nu) = —e, (X, Ny) + (X0, Ny) = =2f, (%, Ny) = —g,

e que a curvatura média H € dada por (1-13)

_ 1eG—2fF+gE
2 EG-F?

obtemos

E'G'—(F)> =EG—F?-2th(Eg—2Ff + Ge) + R= (EG— F*)(1 — 4thH) +R,
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) R
onde lim;_,( o= 0.
Segue-se que se € € suficiente pequeno, x’ € uma superficie parametrizada
regular. Além disso, drea A(z) de x' (D) é

Alt) = /D\/E’G’—(F)zdudv

_ / V1 —4thH +RVEG — F2dudv,
D

onde R = ﬁ. Assim, se € € pequeno, A € uma funcio diferencidvel e a sua derivada
emt=0¢

A'(0) = — / 2hH\ EG — F2d,d,.
D

Estamos agora preparados para justificar o uso da palavra minima em conex@o com as

superficies com curvatura média nula.

Proposiciio 1.25 Sejax : U — R3 uma superficie parametrizada regular e seja D C U um
dominio limitado em U. Entdo x é minima se, e somente se, A'(0) = 0 para todo dominio

D e toda variagdo normal de x(D).

Demonstragdo. Se x é minima, H = 0 e é claro que a condi¢do € satisfeita. Reciproca-
mente, suponha que a condicdo € satisfeita e que H(g) # 0 para algum ¢g € D. Escolha
h:D — R tal que h(q) = H(q),hH > 0, e h seja identicamente nula fora de uma pequena
vizinhanga de ¢. Entdo A’(0) < 0 para a varia¢do determinada por essa fungdo %, o que é
uma contradic@o. O
Assim, qualquer regido limitada x(D) de uma superficie minima é um ponto critico para
a fungdo drea de qualquer variagdo normal de x(D). Deve-se notar que este ponto critico
pode ndo ser um minimo e que isso faz a palavra minima parecer um pouco estranha. No
entanto, esta terminologia é consagrada pelo tempo, tendo sido introduzida por Lagrange
(' que foi o primeiro a definir uma superficie minima em 1760).

As superficies minimas sdo geralmente associadas as peliculas de sabao, que
podem ser obtidas mergulhando uma moldura formada por um arame em uma solucao
de sabdo e retirando-a em seguida com cuidado. Se o experimento for bem executado,
obtém-se uma pelicula de sabao que tem o arame como fronteira. Pode-se mostrar, por
consideragdes fisicas, que a pelicula assume a posi¢dao onde, em seus pontos regulares, a
curvatura média é zero.

Deve-se notar que nem toda pelicula de sabao é uma superficie minima, de
acordo com a nossa defini¢do. Fizemos a suposicdo de que as superficies minimas
sdo regulares (poderiamos ter admitido alguns pontos singulares isolados, mas ir além

disto faria com que o tratamento ficasse muito menos elementar). Entretanto, podem-se
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formar peliculas de sabdo, por exemplo, usando um arame em forma de cubo, que tem
singularidade ao longo de retas.

A conexao entre superficies minimas e peliculas de sabao motivou o famoso
Problema de Plateau (Plateau foi um fisico belga que realizou cuidadosos experimentos
com peliculas de sabdo por volta de 1850). O problema pode ser, a grosso modo, descrito
da seguinte maneira: provar que para cada curva fechada C C R3 existe uma superficie
S de drea minima tendo C como fronteira. Tornar o problema preciso (quais curvas e
superficies sdo permitidas e que significa C ser a fronteira de S) é em si uma parte ndao
trivial do problema. Uma versdo do problema de Plateau foi resolvida simultaneamente
por Douglas e Radé em 1930. Outras versdes ( e generalizagdes do problema para
dimensdes maiores) tém inspirado a criacdo de entidades matemadticas que incluem

objetos semelhantes as peliculas de sabao.

Exemplo 1.26 Consideremos a catendria
u
o(u) = (acosh—,O,u) , u€eR,
a
onde a > 0 € constante. A superficie

X(u,v) = (acosh <E> cosv,acosh <E> sinv, u) ,
a a

(u,v) € R?, descreve o catenoide, que é obtido pela rotacio da catenaria o em torno do

eixo O;.

Figura 1.1: Catenoide

Exemplo 1.27 Seja a parametrizacdo do helicoide dada por

x(u,v) = (cos(v)cos(u),cos(v)sin(u),u).



CAPITULO 2

Superficies de Translacao

Neste capitulo mostraremos que o helicoide e a superficie de Scherk sdo escritos
como soma de duas fungdes. Enunciaremos e provaremos uma proposi¢do de rigidez
que caracteriza a superficie de translacdo quando uma das curvas € plana, (Proposi¢ao
2.6). Provaremos outro resultado de rigidez que caracateriza a superficie quando uma
das curvas geratriz € uma hélice e, portanto, a outra curva geratriz ¢ uma hélice e a
superficie de translacdo € o helicoide, (Teorema 2.7). Também caracterizaremos qualquer
superficie minima de translacdo pelas duas relacdes (0-2) entre a curvatura e a tor¢do das
curvas geratrizes. Além disso, mostraremos o resultado em que as curvaturas sao solugdes
positivas de uma equagdo diferencial ordindria autdénoma, bem como sua reciproca,

(Proposigao 2.9).

Definicfio 2.1 Uma superficie S C R? é chamada superficie de translagio se S pode ser
parametrizada localmente como soma W¥(s,#) = o(s) + B(¢) de duas curvas espaciais
a:ICR—=R3 B:JCR — R As curvas « e B sdo chamadas de curvas geratrizes
de S. Se a e B sdo curvas planas a superficie é chamada de superficie de translagdo do

tipo planar.

Vejamos alguns exemplos de superficies de translagao.

Exemplo 2.2 Seja a parametrizacio do helicoide dada por
X (u,v) = (cos(v)cos(u),cos(v)sin(u),u).

Vamos mostrar que essa parametrizagdo € obtida como a soma de duas hélices circulares
e, portanto € uma superficie de translacdo. Note que a parametrizacdo da hélice circular é

dado por

afs) = %(cos(s),sin(s),s).

Dessa forma, tomando um segundo parametro real ¢, podemos considerar a soma

afs) +alt) = <%(cos(s) +cos(t)), %(sin(s) +sin()), %(s —H)) ,
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1 1
aplicando a mudanga de coordenada u = E(S +t)ev= E(s —1),temos que u+v =se

u—v=t,logo
1 I, . .
o(u+v)+o(u—v)= (E(cos(u +v)+cos(u—v)), E(sm(u +v) +sin(u —v)), u) :
Observe que

cos(u+v)+cos(u—v) = cos(v)cos(v)—sin(u)sin(v) + cos(u)cos(v) + sin(u) sin(v)

= 2cos(u)cos(v).
De modo anélogo, segue

sin(u+v) +sin(u—v) = sin(u)cos(v)+ sin(v)cos(u) + sin(u) cos(v) — sin(v) cos(u)

= 2sin(u)cos(v),
dai concluimos que

o(u+v)+o(u—v)=(cos(u)cos(v),sin(u)cos(v), (1)) = X (u,v).

alr) = A

Figura 2.1: helicoide

Exemplo 2.3 A superficie de Scherk descoberta em 1835 € um exemplo de superfi-
cie minima de translacdo e, além disso, é conhecida por ser uma superficie tipo gra-
fico. Para verificar esse fato, note que podemos usar a parametrizacdo local dada por
X(x,y) = (x,y,h(x,y)), vamos supor uma solugdo do tipo i(x,y) = f(x) 4+ g(y) e assim

decorre que
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Usando a férmula da curvatura média descrita em (1-15) quando H = 0, resulta
(1+ 1) hyy — 2hchyhy + (14 B )by =0,

que é equivalente a
') &"0)
1+ f72(x) 14+g2(y)

Como x e y s@o varidveis independentes, cada lado dessa equagdo € constante. Seja c € R

esse valor constante, consideramos aqui o caso em que ¢ # 0, pois do contrario as fungdes

f e g seriam lineares e, portanto teriamos uma superficie plana. Logo vamos escrever

f"(x) g ()

S &V 0.
T2 T TTeg2G) P cF

Ap6s resolver a integral do primeiro lado da igualdade anterior, temos

arctan(f'(x)) = (cx+my),

o que implica
f'(x) = tan(cx +my).

Novamente calculamos a integral, obtemos
1
flx)= - log(|cos(cx) +my|) +ny,

observe que m e nj sdo constantes de integracdes. De maneira andloga, temos que

1
8() = —~log([eos(cy) +mal) + 2

As constantes de integragdes podem ser consideradas nulas a menos de translacdo e dessa
forma temos que

1. cos(cy)

h(x,y) = f(x) +8(v) = %(log(cos(cy) —logcos(cx))) = EIOg cos(cx)’

O grifico de h(x,y) é conhecido como Superficie Minima de Scherk como mencionado

na introducdo desse trabalho.

A seguir vamos definir uma classe de superficies parametrizadas, que caracteri-

zard as superficies minimas de translacao, topico principal deste trabalho.
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Figura 2.2: Superficie de Scherk

2.1 Superficies Minimas de Translacao

Todas as curvas consideradas aqui sdo de classe C*. Sejam a(s), s € [ e B(¢),t € J
duas curvas em R? parametrizadas pelo comprimento de arco com orientagéo do triedro de
Frenet {tq(s),nq(s),ba(s)}, {tg(r),ng(z),bp(r)} para cada s € I, 1 € J respectivamente.
Ao longo desse trabalho Ky (s) > 0 e Kg(#) > 0 denotardo as curvaturas de o(s), e B(z),
respectivamente, bem como Tq (s) € Tg(¢) as tor¢des. Seja {a(s) +B(t) ;s €t € J} C R3
o conjunto obtido pela soma das curvas o e B, entdo S é uma superficie regular (translagio)
e W(s,t) = a(s) + B(t) € uma parametrizagdo de S, se fo(s) x tg(t) # O para todo
(s,t) €IxJ, onde x representa o produto vetorial de R3. Recorde que uma curva
coordenada t = cte é congruente a uma translagéio de o.(s). Portanto, elas tém a mesma
curvatura e tor¢cdo em cada ponto correspondente. (De modo similar para a curva s = cte).

A seguir, vamos calcular a curvatura Gaussiana e a curvatura média de S.
Por conveniéncia de notacdo omitimos a dependéncia de s e ¢ das fungdes que sdo
implicitamente compreendidas. As derivadas de primeira ordem de W sdo: Wy =1y €
¥, =tg, com W x W, # 0. Seja ¢(s,1), 0 < d(s,7) <7, o dngulo que to(s) faz com tg(z)
no ponto Y(s,?), que €, cos(s,t) = (ta(s),tg(r)), onde (,) representa o produto escalar
usual de R?. Entio os coeficientes da 1* forma fundamental na base {¥, ¥, } sio:

E = (¥,%) = (tals). ) = [ta(s)] = 1,
(Ws, W) = (tals),tg(r)) = cosd(s,1),
G = (F.9)= (ty(0).t5(0) = ()] = 1.

~
I

to(s) x t(r)
= , mas
lta(s) < t5(0)|
sabemos que ||t (s) x tg(¢)|| = ||ta(s)|| ||ts(¢)|| sin¢, e uma vez que as curvas a e P sdo

O vetor normal e unitdrio N(s,¢) em ¢(s,t) é dado por N(s,t)

parametrizadas pelo comprimento de arco, temos

N(s,t) = —ta;;l) (l;stﬁt ;t).
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As derivadas de segunda ordem de P em relag@o a 7 e s sdo dadas por Wy, = t[, = KyDg,

Yy =0e¥,; = té = Kphg. Os coeficientes da segunda forma fundamental sdo:

—Kq
<tl3, ta X nu>

1
e = (Wu,N(s,1)) = ——(Kolg, to X tg) = Sind

sin @
fo= <lPSl‘7N(S>t)>_<O>N( 7t)>:0>

8§ = <lP,,,N(S,t)> =

q) <tﬁ’b(l>

K K
(KBnB,ta X tB> Bq) <t0°’tl3 nl3> nB¢ <t0c>bﬁ>-

sin @

A curvatura Gaussiana K e a curvatura média H sdo dadas por

K(XK
_ eyt bo) by = B 4 b (tas bp).
EG—F? l—COSZ(D sin q) B’ o/ \fes BB

o 1€G—2fF +gE 1 sm(]) <b0€7tﬁ> s1nq) <ta7bB> _K(X<b0ht]3> +Kﬁ<t0bb[3>
T2 EG-F* 2 1 —cos?¢ 2sin® ¢

Dessa forma, a superficie S € minima se, e somente se,

Ka<b(x,tﬁ> — KB<ta,bB>, (2—1)
paratodos e l,t €J.

Teorema 2.4 Se as curvas geratrizes o. e p ndo sdo parametrizadas pelo comprimento de

arco, entdo a condigdo de minimalidade H = 0 é equivalente a

1B/(0)]|” (o' (s) x & (s), B (£)) = || o' (5)]|* (o' (5), B' (1) x B"(r)) (2-2)
paratodo s € 1,t € J.

Demonstracdo. De fato, como ¥(s,7) = ou(s) + B(z), temos ¥y = o/ (s) e ¥; =/ (¢). Dessa

forma, os coeficientes da primeira forma fundamental sao:

E = (o/(s),0(s)) = ||o(s)]|",
F o= (o/(s),B'(1)) = (o(s),B'(1)),
G = (BB =|p0|
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forma fundamental sdo:

A curvatura média é nula se, e somente se, H = 0, isto é, 2fF —eG — gE =0, 0 que
implica

1B(1)]|” (o' (s) x o, B'(1)) = || o () || (et ) x B" (1)),

conforme queriamos demonstrar. 0

A curva da proposicao a seguir serd util posteriormente.

Proposicao 2.5 Considere a seguinte curva regular

ouu) = (u,O,—%log(cos(uc))), ue ( 2: ;C ) (2-3)

em que c é uma constante positiva, (esta curva é geratriz da superficie de Scherk S L ). Sua

curvatura, com parametro de arco s é dada por
2ce”

L+ e 4

Ko (s) =
Demonstragdo. Para verificar isso, note que

o (u) = (1,0,tan(uc)),
o’(u) = (0,0,csec?(uc)).

Observe que ||o'(u)||* # 1, pois 1/1+tan?(uc) # 1. Sendo assim, a curva c(u) ndo

estd parametrizada pelo comprimento de arco, dessa maneira vamos encontrar a funcao

comprimento de arco s

T o o1 _ log(tan(uc) +sec(uc))
S—/O ||Oc(u)||du—/0 \/l—f—tanz(uc)du—/o Cos(uc)du_ " .

Entdo a fun¢c@o comprimento de arco é dada por

e = tan(uc) + sec(uc).

Como a curva o ndo € parametrizada pelo comprimento de arco, sua curvatura é calculada
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por
_ lloV () x o (u)]] _ csec?(uc) _ csec?(uc) _ o«
Ka(s) PRYE 3 3 :
o (u) || (1+tan2(uc))z  (sec?(uc))2  sec(uc)
Observe que
¢ 2c(tan(uc) +sec(uc)) 2c(tan(uc)+sec(uc)) 2ces

sec(uc)  2sec(uc)(tan(uc) + sec(uc)) 1+ (tan(uc) + sec(uc))? 1+ e’

conforme queriamos demonstrar. 0J

2.2 Resultados Auxiliares

Nesta secdo apresentaremos dois resultados que caracterizam as superficies
minimas de translacdo. Também mostraremos as relacdes entre a curvatura e a tor¢ao
e, além disso, veremos que as curvaturas das curvas geratrizes sdo solugdes positivas de
uma classe de equacdes diferenciais ordindrias.

Seja § C R? uma superficie minima de translacio com parametrizacio
W(s,t) = os)+ P(r) onde as curvas geratrizes o e § sdo parametrizadas pelo compri-
mento de arco s e t.

Tendo em vista as equacoes de Frenet e tomando a derivada com respeito a s de
(2-1)

<K’aba+1€ab&,t5> = <t&,bBKB>
<—Kaﬂcana + Klocb(x, tB) - K(x <l’la‘7 KBbB> )

dividindo a expressao anterior por Ko, resulta que

/

K
<_an(x + K_abo(7tﬁ> — <na, KBbB) (2‘5)

o
Calculando as derivadas de (2-5) com respeito a s e usando (2-2) temos que

0\ K
(=T, g — ToMy + (K—“> b, + K—Zb&,tw = (ng, Kpbg).

(04

Fazendo uso das equagdes de Frenet na equagdo anterior, obtemos

<\’ K/
(—Tpng — To, (—Kato + Tebea) + (K—“> by, — K—“'cana, tg) = (—Kata + Taba, Kgbg),

o o
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ou seja,

1\ i/
<—T£xna + T(xK(xt(x - T(be(x + (](—(x) b(x - K_Ocr(xna,t[5> - —Ka(ta, KBbB> + T(x<b(x, KBbB>

o o

Da condi¢@o de minimalidade de (2-1), temos

K ! K
<—T&na +T(xK(xt(x - Téba + (K_a> b(x - K_(xrana, tB) — —Ka(Ka <b0(, tB>) +T(x <b(x, KBbB) .

o o

Logo,

K/ )\
<T(xK(xt(x - <K_(XT(X + T&) na + ( (K_(x) + K(zx - T(zx) b(x, tB> - Tog<b(x, KBbB> (2—6)

o o

De forma andloga, temos o seguinte resultado para a curva 3

K/ i\
TB<K0cb0L;bB> = <tocaKBTﬁt[3 — <K_[BSTB —l—‘C%) ng + ((;ﬁ) +K123 —’CE) bl3>' 2-7)

Uma vez obtidas as formulas acima, e para a completude deste trabalho, mencionamos
nesta secao o resultado provado em [7]. Nos quais os autores Hasanis e Lopez, apresen-

taram uma demonstracao alternativa ao resultado provado inicialmente em 1998.

Proposicao 2.6 Seja S uma superficie minima de translacdo ndo planar, suponha que

uma, digamos O, das curvas geratrizes seja uma curva plana. Entdo:

1) A curvatura Ko, de O satisfaz a equacdo diferencial ordindria autonoma

(y—) +y? =0. 2-8)
y

2) A curva o é um movimento rigido da curva (2-3)
3) A outra curva geratriz B também é uma curva plana e S é uma superficie do Tipo
Scherk.

Demonstragdo.

1) Por hipétese a curva o € plana entdo temos que To = 0. Por (2-6) temos que
/ !/

K—“ + 2 ) (bg, tg) = O para quaisquer s e . Se (bg, tg) = 0 sobre um conjunto

o
aberto, de (2-1) implica que K = 0. Uma vez que K = H = 0, entdo S serd uma

superficie plana, mas isso ¢ uma contradi¢cdo, pois segue da hipdtese que S é ndo

/
o

/
K
planar, logo (bg, tg) # 0, restando apenas que (K—) +x2 =0.

o
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2) A solucgdo geral da equacdo diferencial ordindria autbnoma (2-8) é

2cej:(ct+c1)

Ko = 1 +ei2(ct+cl) ’

AN
A equacdo diferencial ordindria autbnoma (X) +y? = 0 é equivalente a
y

N2
y// _ (y ) +y3 — O (2_9)
1 2 dz " / : 4
Fazendo uma mudanga de varidvel z(y) = (y')=, temos 7 —y = 2y"y, isto é,
y
1dz
y' = 3y Dessa forma, a equacgdo diferencial (2-9) torna-se
y
dz 2
e ) (2-10)
dy 'y
: J=2dy _  2m(y) _ 1 : .y
Tome o fator integrante p(z) = e’ " =e ) = —. Sendo assim, multiplicamos
y
1
a equagdo (2-10) por —, isto &,
y
1 dz Z
——2—==-2
yrdy Ty} g
ou seja,
d
dy y?
z(y)

A integral da equacao anterior com relagdo ay é = —y?> 4K, ou ainda,

32
= y2 (K - y2)7
onde K > 0 € a constante de integracdo. Sendo assim calculamos
dy
+ 7 = 2(K — 2
5 = VY E YY),
1 K
(t+Kp) / dy = ———cosh™! \/—_ .
2(K —y?) VK y

como
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Multiplicando a equacdo anterior por —+V/K e considere vK = ¢, donde obtemos

+(ct +¢1) = cosh™! (E) ,
y
ou seja,

€ — cosh(£(ct +c1)).
y

Dessa forma, aplicando a defini¢do de cosseno hiperbdlico obtemos

eLlctter) _'_e¢(ct+cl)
2
e:F(cH-cl) (eZi(cl—i-cl) + 1)

2
e2E(ct+cr) +1

Detletter) 7’

=1

€ portanto,
2cej:(ct+cl )

Y= 1+ ei2(ct+cl) ’

Tomando y = K (¢) obtemos o resultado desejado,

2cetlct+ter)

Ka(t) =

o 1+e:t2(ct+c1)’

em que ¢ > 0 e ¢; sdo constantes. Apds a mudanca s = +(ct + ¢1), vemos que a
curvatura de o € a mesma curva em (2-4). Pelo Teorema Fundamental das Curvas
Planas, a curva o € um movimento rigido da curva (2-3).

3) Apés a acdo de um movimento rigido, podemos supor que a curva O
€ a curva em (2-3). J4 sabemos que a curva O possui vetor tangente,
o/ (u) = (1,0,tan(uc)), segunda derivada o”(u) = (0,0,csec’(uc)) e pro-
duto vetorial o (u) x o () = (0, —sec?(uc),0). Agora vamos considerar
B(v) = (B1(v),B2(v),B3(v)) onde B(v) serd uma outra curva parametrizada pelo
comprimento de arco v, isto é, ||B/(v)|| = 1. Pela condigdo de minimalidade (2-2)

temos que

1B ()| (o' (u) x o (u), B'(v)) = || () ||* (¢ (), B (v) x B"(V)),  (2-11)

desenvolvendo o lado esquerdo de (2-11) segue que,

IB'|I* (o x "B/ (v) = (0, —csec?(uc),0), (B}, Bh, BS)) = (—cBsec?(uc)).
(2-12)
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Desenvolvendo o lado direito de (2-11), isto €,

sin(uc)

cos(uc)

o[> (o, B x B) = sec? <uc>(rszs o )(BB BB (2-13)

Fazendo a igualdade de (2-12) e (2-13) temos que

() sec?(uc)) = sec(u )(BzB BB <( )))aslﬁ "By).

Ou seja,

sin(uc) (B17 — B1B2) + (cBy + B2B5 — B3B7) cos(uc) = 0.

As fungdes sin(uc) e cos(uc) sdo linearmente independentes, dessa maneira, temos

o sistema linear homogéneo formado pelas seguintes equagdes

{ BiB2 BHB? =0 (2-14)
Py +PaBs—PB3p; = 0

Para estabelecer uma relacéo entre as derivadas da curva 3, multiplicamos a segunda
equacdo de (2-14) por B e utilizando a primeira equagéo de (2-14) obtemos
B2 (B1B5 — cPr — B1B3) =

Se B5 = 0 resulta que B, = cte e a curva B = (B, cte,B3) é plana. Caso contrério,

temos
1B3 = By + P13 (2-15)
Agora encontraremos o determinante da matriz
By By B3
(B.B".B")=| B B) B
[3/1// BIZH Bg//

Para o cédlculo do determinante dessa matriz usaremos a primeira equacdo em (2-14)
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1

que nos fornece B/ B5" = B{'B, e isso implica que

(B.B".B") = Bi(B5BY —BY'BS) — B5(B1BY — BY'BY) -+ B (B{BY — BY'BY)
 BLBBY BB BRI+ BB+ BB B
BB B BYBIBY BB
= BY/(B5BY — B1B) — BY (B Y — BIBY)
= —B'cBy — BY (Bi B} — BYB)).

Dessa forma,
(B'.B".B") = By’ (—cPi + BYB5 — B1B3). (2-16)

Substituindo (2-15) em (2-16) resulta imediatamente que (B’, B”, ") = 0. Por outro
lado, levando em consideracdo as hipéteses da curva B ser p.c.a. € usando as
equagoes do triedro de Frenet esse mesmo determinante também pode ser calculado

da seguinte forma,

(B'.B".B") = (B'xp".B")
= (tp x Kgng, Kpng +kng)
= xp(bp, Kgng +Kpng)
= xp(bp,xp(—Kpts +18bp))
= K%*CB.

2 . . . .
Dessa forma, resulta que (f/,p”,p"”) = K3Tp = 0. Sendo assim, isso implica que
75 = 0 e B € uma curva plana. Note que de acordo com o item 2 da pro-
posicdo anterior B é a menos de movimento rigido a curva em (2-3). Agora

considere B(v) = Ac(v), em que A é uma matriz ortogonal de ordem 3 x 3 e

1
6(v) = (v,0,—=log(cos(dv))), onde d é uma constante positiva. Agora encontra-

remos o produto de A.c(v), isto &,

ai a2 as v
Ac(v) = | a1 axn ax 0 ;
ai] a3 ass —% log(cos(dv))

ou seja,

Ac(v)= (allv - 61%log(cos(dv)),azlv - adﬁlog(cos(dv)),aglv - % log(cos(dv))) :
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O vetor tangente de Ac(v) é dado por
A6’ (v) = (aj) +aztan(dv), a1 +apstan(dv),az; + asz tan(dv)).
A segunda derivada de Ac(v) é dada por
A" (v) = (aizd sec?(dv),apdsec*(dv),ayzd secz(dv)) .
O produto vetorial de Ac’(v) com Ac”(v) é dado por
Ac'(v) x A6 (v) = —dSCCz(dV)(az3a31 —ap1a33,a11as3 — aj3as,a|3ay] —apjas).
Como A é ortogonal e ¢’(v) = (1,0, tan(dv)) temos

o' )P = o' = i

Aplicando a condi¢do de minimalidade de (2-2) temos

I(as’ ()| (( '()),A0 (v)) = [|o/ () |* (o '(v) x Ac” (v))).
2-17)

Dessa forma, temos que o lado esquerdo de (2-17) resulta em
—csec?(dv) sec? (uc) (az) + a3 tan(dv)). (2-18)
O lado direito de (2-17) resulta em
dsecz(uc) secz(dv) (axzaz) —azrass(ajzaz; —ajjazs)tan(uc)). (2-19)
Dessa maneira, igualamos (2-18) e (2-19), e obtemos
¢ (ap1 +apstan(dv)) = d (axzaz; — az1aszsz + (a13az1 — ajjazs) tan(uc)).

Vale ressaltar que as fungdes sin(uc), cos(uc), sin(dv) e cos(dv) sdo linearmente

independentes, sendo assim, temos

{6(021 +axtan(dv)) —d(axazi —axazz) =

0
(2-20)
d(aizaz1 —anas) =0
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€ consequentemente

caz =0
(2-21)
cay1 —d(axaz —aziazs) = 0.

Desse sistema de equagdes podemos deduzir que se arz3 = 0 entdo segue que
—dazaz; =0 e car; +daziaszz = 0. Usando o fato que a matriz A é ortogonal,
segue que, se ayy = +1 ndo € dificil ver que a curva [ estd contida no plano xz o
mesmo acontece para a curva AG(v). Isso implica que S é uma superficie plana,
contradi¢@o. Portanto ay; # 0 e aj3 = 0 e ¢ = —dasz. Usando que A € ortogonal,

entdo az; = azy = 0 e azp = £1. Em particular, pelo fato de ¢ e d serem positivos,

temos que a3z = — 1. Definitivamente, temos duas possibilidades para a matriz A, a
saber,
cos®@ sin® O cos® —sin® O
sin@ —cos® 0 e sin@ cos® 0
0 0 —1 0 0 —1

Em ambos os casos, a parametrizagdo W(s,t) é

Y(s,t) = ofu)+Ac(v)
1 1
= (u,O,——logcos(uc)> + (vcose,vsine,—logcos(cv))
c c
cos(cv))

1
= 0,vsin®, ——1
(u+vcos ,VSIno, p Ogcos(uc)

e, portanto concluimos que S € a superficie S¢ pertencente a familia Scherk.

OJ

Recorde que o helicoide € uma superficie minima de transla¢do obtida como a
soma de uma hélice circular consigo mesma. Provaremos que esta € uma consequéncia

do seguinte resultado ver [17, Cor 3.4]

Teorema 2.7 Seja S uma superficie minima de translagcdo. Se uma das curvas geratrizes
é uma hélice circular, entdo a outra curva é uma hélice circular que é congruente a ela e

S é um helicoide.

Demonstragdo. Suponha que a curva geratriz o de S seja uma hélice circular parametri-

zada por o(s) = (acos@Q(s),asin@(s),b@(s)) onde @(s) = ﬁ coma>0,b7#0em
a
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que a e b sdo constantes. Temos que o triedro de Frenet é dado por

f = ﬁ(—asin(p(S),aCOS(P(S)7b(P(S))’

ng = (_COS(P(S)7 —sin(p(s),O),

1
by = ———(bsinQ(s),—bcos®(s),a).

Das equacdes acima obtemos

1
t& = m(—aCOS(P(S),_aSin(P(s)ao)7
a
Ko = a*+b*
Como b
b}, = R (cos@(s),sin@(s),0),
a tor¢ao € dada por
tals) = =
als ZEN2

Agora vamos considerar uma curva (¢) = (B1(¢),B2(¢),B3(¢)) parametrizada pelo com-

primento de arco t, entdo o triedro de Frenet é dado por

tg = B'(1)=(B1.B2.B3),

B B// B B//
LR A
bg ﬁ(ﬁ' B =5 Xl (B B (B B)2, (B B)).

A curvatura kg da curva 3 € dada por
!/ /i
Ky = |8 B[

Aplicando a condi¢do de minimalidade de (2-2), segue imediatamente que,

a

5 (Bibsing(s) — Babeosg(s) +aBy) = —a(B'x B):sing(s)

+ a(B'x p")2coso(s) +b(B" x B)3.

Observe que as funcgdes {1,cos@(s),sin@(s)} sdo linearmente independentes e disso
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decorre que

b

P = (BB = —BaBE + BB,
b

21 b2 By =—(B"x B")2 = —PB3B7 + B3P1. (2-22)

2
a

| 7585 = (B x B")s = b(BiBY — BBy

Multiplicando a primeira linha por B e a segunda linha por B} do sistema descrito em

(2-22), e realizando a soma temos que

b
2 BT +BY) = B3 (BiB3 — BTBY).
>
Da terceira linha de (2-22), resulta que PR (a2+b2)B/3 = (B}B5 — BYB5), dessa forma,
obtemos 5
b a 2

2 12\ )
a2+b2( 1+B2) b(a2+b2) 3
Como B7 +B% =1 — B2, segue que

b (1_ /2): 612 2
a*+b? 3 (a2 +62)

bZ 2
sendo assim temos que [3’32 = assim ([3/12 + [3’22) = ﬁ. Sem perda de genera-

lidade tomamos B} = . Entdo as imagens dos vetores tangentes de o e B estdo

b
Va?+b?

no mesmo hemisfério, entdo devemos ter
Bi(1) = ————=sin@(r),  Bh(r) = ——— cos(r)
! P - PYE e |

Dessa maneira, temos o vetor tangente a curva 3 dado por

B(t) = %(—asin(p(t),acos@(t),b).

a?+b?

Portanto, a menos de translagdo B(7) = (acos@(t),asin@(t),b(t)) e p coincide com a.

Va2 + b?

uma reparametrizacao por (—t). O

No caso em que B = — , temos um resultado andlogo, para isso basta considerar

Como consequéncia da Proposicao 2.6 de agora em diante vamos supor que as
curvas geratrizes o e 3 sdo nao planares. Vamos introduzir as seguintes notagdes. Para

uma curva ndo plana parametrizada pelo comprimento de arco com curvatura K e tor¢cao
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T escrevemos , N
K T K
R=—+—, X= (E) +x* -1 (2-23)

O subscrito o ou B em R e X serd usado para indicar a curva associada. Temos agora o

seguinte resultado chave.
Proposicio 2.8 Se W(s,t) = a(s) + B(¢) é uma superficie minima de translagdo, entdo

X X
Kta=a 0 Gu=TA0 E-ta=a, Ti-feaG @24)
o

em que c1, ¢a, C| e C3 sdo constantes.

Demonstragdo. Dividindo a equagdo (2-6) por Ty, temos

K K\ )\ ba
<KOLt(x_ (K—Z —|—i) ng + (<K—Z> —f—Ké—’CO() E7tﬁ> = (ba,KBbB>.

Fazendo uso de (2-23), a equagdo anterior pode ser reescrita como
Yo
K(xt(x - R(xn(x + T_b(x, tB - <b(x, KﬁbB> .
o

Derivando a equagao anterior com respeito a s, obtemos
K/ / / / ZOL / ZOL / /
()(,t(X« + KOCtO(, - Ran(x — R(anO( + T_ bOC + 't_ bOCv tB = <b(X7 KBbB> .
o o
Das equagdes de Frenet e (2-5), a equagdo anterior resulta

E /
(kR + K} ) to, + (Ké — Ry, —Xo)ng + < (T—“) — Rara) ba, tp)

o
K/
+ T(x <—Tana ‘I— _(xba,t[5> - 0,
Ko
ou seja,
<M7t[3> = 07 (2’25)

onde

)N K.
U= (KqRo 41 )to + (5 — T2 — Rl — Xo)ng + ((T—"‘) — ToRo + —%a) by. (2-26)

o Ko

Uma vez que Kg > 0 e derivando (2-25) com respeito a 7 resulta

(u,ng) = 0. (2-27)
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Finalmente derivando (2-27) com respeito a ¢ e levando em consideragdo que (u,tg) =0
et = 0, decorre
(u,bg) = 0. (2-28)

Das equacdes (2-25), (2-27) e (2-28) concluimos que u = 0 e, portanto, deduzimos de
(2-26) que

K(xR(x"‘Klq = O
Yo+ R, —KZ 4+ = 0
SO (2-29)
(_OC) _T(xR(x'i‘_aT(x - O
To Ko,

A primeira equacao de (2-29), implica que

K
Ry = ——2. 2-30
a o (2-30)
De (2-23) e (2-30), obtemos
K, T K/
e (2-31)
Koo Ta Ko
ou seja,
2K}, To, + T ke = 0. (2-32)
Multiplicando a equacdo anterior por K, tem se
/ /2 d 2
0 = 2Ky KaTo + T Ky = = (K5 Ta) (2-33)

O‘Za,'s

e, portanto k2 Tq = c1. Da definigdo de £q em (2-23) e a segunda equacio de (2-29) temos

1(/ /
(—“) +x2 12 =R, +x% 12,

Ko
Ko\ | o
—= R, =0
(Koc) e 7

esse resultado € valido por causa de (2-30). A terceira equagdo de (2-29) e a definicdo de

ou seja,

Rq nos da
o\ K, T K/
(—“) — g (—“+—°‘ + %1, =0,

ou seja,

Z /

<—°‘) —1,=0.

Ta

Portanto,

— | —To = 2,
Ta
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para alguma constante c¢;. De maneira similar podemos deduzir os resultados correspon-

dentes para a curva 3 usando a Proposicéo 2.8. U

Observacao 2 Em conclusdo, com sucessivas derivadas de (2-1) com respeito s, ss, ¢, tf,

ts, sst, tts, € ttss respectivamente encontramos.

(

<—Tana —R(xb(x,tﬁ> = <n(x,KBtB>
X
(qua,n5> = <ta,’cBnB _RBbB>

X
<Kocb(x7bB> = <t(x, KBtB — Rﬁnf’ + T_Ebﬁ>
<_T(Xn0c - R(Xboh nB) - <n(x, _TBHB - RBbB>

X
<K(xt(x - Rana ‘l— ﬂc_(x‘l:)(x7 nl3> = <b(x, —TBHB - RBbB>
o

(2-34)

z
(~Talo —Raba, bp) = (na, Kpts —Rpng + ?Ebm

Yo X
<Koct(x - Ran(x + aba, bB> = <ba, KBtB — RBnB + Ebﬁ> .

\

Os calculos dessas derivagdes poderdo ser encontrados no apéndice (A).

O préximo resultado serd util posteriormente.

Proposicdo 2.9 Seja o uma curva em R3 p.c.a com curvatura g > 0 e tor¢do to, # 0. Se
o1 # 0 e 67 sdo constantes tais que
Lo

Ko =01#0 e - Ta=0, (2-35)
o

entdo Ky € uma solugdo positiva da equagdo diferencial autbnoma
n 4 2, 01 _
Yy +y +03y +y—2+c51c52_0, (2-36)

para alguma constante G3. Reciprocamente, sejam G| # 0 e G, constantes, entdo para
01

K(s)>”

a curva O. parametrizada pelo comprimento de arco s com curvatura e tor¢do X e T,

qualquer solugdo positiva e ndo constante K(s) de (2-36) e escrevendo t(s) =

respectivamente satisfazem

)
= _ty=0y e Zoq+RiI+x:=—03, (2-37)

para alguma constante G3.
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Demonstragdo. Levando em consideracio a segunda equacdo em (2-35), temos que
2 _
Lo — Ty = Ta02,

ou seja,

/ !/
K
(—“) + %2, — 212 = 1402.

Ko

Da primeira equagdo de (2-35), obtemos

K& ! 2 20 0201
2o L. 2-
(K(x) +Kg, o) ) 0 (2-38)

A fim de integrarmos a equagdo anterior, vamos escrever w = log(K), isto é, ¢ = K, assim,

TAYANY 2(52
((6 )> +62w__1_6162:(),

ew €4W eZw

temos que

donde encontramos

4w

w4+ e? — 2G%e_ —6102¢ 2 =0.

Para resolver essa equagdo diferencial ordindria, faga z = w’ e considere z = z(w). Como
/N

=57 (%), temos que

d
o () +2¢*" —4oie ™ — 2616272 = 0.
w

Integrando a equacdo anterior com respeito a w obtemos

Zz + e + G%e_4w + 0o 62€_2W + 03 =0,

para alguma constante 63. Uma vez que w = logk e 7> = (w')?,

K/ 2
(E) +1x?+06ik Y4+ 0160k 2403 =0,

ou equivalentemente
K> +1*+ 03 + 63 2+ 616, = 0.

Dessa forma, provamos (2-36). Reciprocamente, seja k(s) uma solugéio positiva e nio
constante de (2-35) e escreva T(s) = Kg—(ls) Considere o a curva parametrizada pelo

comprimento de arco com curvatura K e tor¢ao T. De (2-36) segue que

K 2
(—“) + 12 + 07K + 6162k, > + 063 =0. (2-39)

Ko,
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Derivando a equagdo anterior com respeito a s e levando em conta que «{, # 0 obtemos

. o ~
Por hipétese temos que T(s) = K—l entdo

Ko
ou seja,

/ /
K
%) %2 — 212 — 140, =0,
Ko

donde

0 que implica

/ !/
K _ _
(—“) +12 — 207K, * — 6100%,2 = 0.

K\ _ _
(—0‘ 165 — 2(15T0) Hcg — K100k = 0,

(2-40)

(2-41)

e assim, provamos a primeira parte de (2-37). Substituindo 6| = IOLK(ZX em (2-39), temos

R2 413 + 12 + 62Ty = —O3.

Usando (2-41) na equacgdo anterior, obtemos

©,\ 2
Ko

/
Por fim, note que, (2-30) é equivalente a R, = (K—“

o
resulta

Z(x+R§+Ké = —03.

Dessa forma, provamos a segunda parte.

2
) e, portanto, a equagao anterior

Observacio 3 Com a notacéo da Proposicéo (2.8), as curvas geratrizes o, B de uma su-

perficie minima de translagdo W(s,7) = a(s) + (r) satisfazem as condi¢des da proposi¢ao

(2.9) com 61 = ¢y, 62 = ¢, 61 = C] e G2 = C; respectivamente. Entdo encontramos

R(ZX—FK%X—{—Ta—{—CQTa—I—Q =0, Ré—{-Ké—i—Té-}-CQTB—}—Q =0.

para algumas constantes c3 e 3.
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Motivado pelas equagdes em (2-2) e o conjunto de identidades obtido na obser-
vagdo (2), definiremos as fungdes V; = V;(s), W; = W;(r), 1 <i < 3.

V] — Kab(x Wl - KﬁbB

V= Tl Rebe o 0 W= o Roby (2-42)
Y

Vi = Koto — Ralg + —aba W3 = xptg —Rpng+ _BbB'
Ta T8

Ou seja, V; e W; satisfazem as seguintes equagdes do tipo Frenet:

Vll = KoV Wll = KBWZ
V, = —KoVi+1V3 W, = —xgWi+1W3
V3/ = —T4W2 Wé = —’CBWQ.

Segue de (2-42) que os produtos mistos sastifazem
(Vl,Vz,V3) = Ké’ca =cy € (Wl,Wz,W3) = KE’CB =c.
De fato, temos que (V},V,,V3) = (V1,V, x V3) e, portanto,

Y
(Vi,Va xV3) = (Kaba, (—Talg — Raba) X (Kate — Rahg + T_aba»
o

X
B <Kaba7 <_Tana X K“ta) + (TOCHOC X Rocnoc) + (Tocnoc X fc_ab(x)
o

Y
+  (—Rgbg X Kgta) + (Robg X Rong) + (—Robg X T—“ba))
o
= <K0Lb067 ToKabo +Lato + RaKahg — Rétoc>

= K21,

Pela Proposi¢do 2.9 temos que (Vi,V,,V3) = K%{Coc = c1. De forma andloga, temos o
mesmo resultado para (W, W,,Ws3) = KE‘CB =7y.

Com as notagdes acima e a identidade de (2-2), e as relagdes da observacao (2)
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podem ser escrita como

[((Vi.tg) = (to, 1)
(Va,t) = (na, Wi)
(V3,t3) = (ba,, W1)
(Vi,ng) = (ta, W2)
(Vi,bg) = (ta, W3) (2-43)
(V2,mp) = (ng, W2)
(V3,mp) = (bg,, W2)
(V2,bg) = (ng, W3)
| (V3 b) = (b, W).

Todos esses fatos e formulas acima sdo necessdrios para provar os principais resultados

do préximo capitulo.



CAPITULO 3

Classificacao e Construcao de Superficies

Minimas de Translacao

Neste capitulo, mostraremos os principais resultados deste trabalho, serd essen-
cial a definicdo de um conjunto de operadores auto-adjuntos associados a cada ponto o(s)
e B(¢), nos quais provaremos que de fato eles coincidem para quaisquer s e ¢. Classificare-
mos e construiremos superficies minimas de translagio em R3. Apresentaremos também,
exemplos explicitos de superficies minimas de translacdo obtidos por meio de um algo-
ritmo.

Seja S C R? uma superficie minima de translacio com parametrizacio
W(s,t) = o(s)+ B(r), onde supomos que as curvas o e 3 sdo parametrizadas pelo com-
primento de arco. Motivado pelas relagdes (2-42), para cada ponto o.(s) e (), definimos

um conjunto de transformagdes lineares L), Lg(s) R3 — R3 com matrizes

0 0 Ka(s) 0 0 Kp(t)
LOL(S) = 0 _T(X<S) _Zli(l(s) , LB(t) = 0 _Tﬁ(t) _ZZB(Z‘) ,
Kals) “Rals) (9 OO0

com respeito as bases {tq(s), g (s),ba(s)} e {tg(t),mp(z),bg(¢)} respectivamente. Uma
vez que as matrizes Lq(s) € Lg(s) sd0 simétricas com respeito a uma base ortonormal,
resultam que as aplicagdes lineares Lq ) e Lg(y) sdo auto-adjuntas para todo s e 7. Por
simplicidade utilizaremos a aplicagdo linear Ly ). Sendo assim, a equagao caracteristica

da matriz L) € dada por

0 = (=M)(—Tq—N) (%_X_Kg) (—ta— )+ AR
o
3 )‘2206 2 2 2 2 2
= A+ + AL — AT + AT + K5 To + AKG, + AR,

o

= A+ (é —ra) A2+ (Zo + RS, + o)A+ Ky T

o
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Devido a (2-24) e (2-37), a equagdo anterior torna-se
—7»3 =+ 627\,2 —c3h+c; =0.

Assim os autovalores reais Aj, A, € A3 sdo constantes e independentes de s e satisfazem

M+ + A3 =
MA+MAs+MA3 = c3 (3-1)
MArAs = (1.

Analogamente os autovalores reais up, pp e u3 da aplicacdo linear Lg(,) sdo constantes e

satisfazem
M1+ U2+ U3 =
MM +p3 + pop3 = €3 (3-2)
M3 = C1.

Agora provaremos a principal propriedade de que todas as transformagdes L)

e Lg(;) coincidem para quaisquer s € [ e € J.

Proposicao 3.1 Seja W(s,t) = os) + B(t) uma superficie minima de translagdo. Entdo
Lys) = Lg(s) paratodos €l et € J.

Demonstragdo. Vamos mostrar que Lg(,) € a matriz adjunta de Ly, para quaisquer se, e
uma vez que L) € auto-adjunta, podemos concluir que Lg ) = Lg(;). Assim precisamos
mostrar que (L, (v),w) = (v,Lp(;)(w)) para todo v, w € R3. Sejam

v = ait(s)+aomg(s) +azbg(s),
w = bltﬁ(t)+b2n5(t)+b3bﬁ(t),

em que a; = a;(s), b; = bi(t) € R. Entao

(a1Lo(te) +az2La(ng) +asLa(be), bitg -+ bong 4 bs3bg)
a1b1 (Lo (ta), tg) +aiba(La(te),ng) +a1b3(La(te),bp)

+ b1 (La(ng),tg) +a2ba(Lo(ng),ng) +azb3(La(ny), bg)

+  a3bi(La(ba),tg) +azba(La(ba),ng) +asbs(La(ba), bp),

(Lags)(v),w)

onde omitimos os parametros s e t. Observe que temos a soma de nove parcelas e para
cada uma delas vamos usar a defini¢do de Ly, e as relagdes em (2-43). Por exemplo,

encontramos para a primeira parcela que

<L(x(ta),t13> = <Kabq,tﬁ> = <V17tﬁ> = <ta,W1> = <t“’KBbB> = <tq,LB(tB)>.



56

Para segunda parcela encontramos
(La(ta),nm = (Kaba,n[Q = <V1,n[3> = (to, W2) = (tq, —Tghg _RBbB> = <ta,LB(nB)>.
Utilizando o mesmo argumento para as sete parcelas restantes, obtemos que

(La(s)(v),w) = a1bi(ta, Lg(t)) +a1ba(ta, Lg(mg)) +a1b3(te, Lg(bg))

axb1 (g, Lg(tg)) +azxba(ng, Lg(ng)) + azb3(ng, Lg(bg))

a3by (b, Lg(tg)) +azba(ba, Lg(ng)) +azbs(ba,Lg(bg))
(a1to(s) +ang(s) +asbg(s),b1Lg(tg) +baLg(ng) + b3Lg(by))
(v Lg(ry(w)),

—-

)
)

conforme queriamos demonstrar. 0
Como Lg () = Lg(;) para todo s e 7, concluimos que os autovalores de Lgy,) e Lg()
coincidem. Sejam Aj, Ay € A3 os trés autovalores, segue de (3-1) e (3-2) que ¢; = ¢,
1 <i<3.Além disso, Ly © Lg(;) possuem um auto sistema independente de s e 7, para
todos € I et € J. Considere agora o auto sistema comum de Ly ) € Lg(;) como um sistema
ortonormal referencial. Com respeito a este sistema, o escrevemos ¢ em coordenadas,

digamos, o(s) = (a(s),02(s),03(s)), sendo s o comprimento de arco. Entdo

ta(s) = (0 (5), 02(s), 03 (s))

Kor(8)boc(5) = Loys) (tar(s)) = (M0t (5), A0t (), A3043(s).

As identidades (ty,ty) = 1 e (ty, Kgbo) = 0 ficam

ol (5)> + o (s) 2+ o (s)2 =1 (3-3)

Mt (5)2 +Aadh (5)* + Aza3(s)* = 0, (3-4)

respectivamente. Fazendo uso da terceira equacdo de (3-1) e a equacdo (3-4), concluimos
que todos os A;,1 < i < 3 sdo nao nulos e sem o mesmo sinal. No caso em que ¢; > 0,
reenumerando os eixos, se necessario, podemos escolher A; < A < 0 < A3. De forma
andloga, se ¢; < 0 podemos escolher A; > A, > 0 > A3. Multiplicamos a equacéo (3-3)

por A3 e subtraindo a equacéo (3-4) obtemos

(A3 —A1)ot; (5)° + (As — M) oty () = Aa,
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ou ainda,

(7‘3 _7”1> o (s)% + (7“3 _7“2> o4(s) = 1. (3-5)
A3 A3

Como (A3 —A;) > 0e (A3 —Ap) > 0, vamos definir

A3
x3 xl A—Ay

Levando em conta (3-3) e (3-4), podemos supor que

oj(s) = Acosw(s)
ay(s) = Bsinw(s)
o5(s) = \/1 — A2cos2w(s) — B2sin> w(s),

obviamente, temos que o;(s) # 0 em todos os pontos. Vamos escrever

o (s) = (Acosw(s), Bsinw(s),0(s)).

Para encontrarmos a curvatura Ky, € a tor¢ao Ty, precisamos calcular o e o’”’. Temos que
A - B? i
o' (s) =w' (—A sinw(s),Bcosw(s), ( )C,OS(W) s1n(w))
o3 (s)
e
o = W (—Asinw,Bcosw, (AZ_BZ)(,:OSWSinW>
o3
—Acosw
o2 —Bsinw
(A2 — B?)((1 — A% cos>w) cos> w — (1 — B%sin? w) sin® w)
(03)°
Logo
/ " w'(s) 2 2 . /
o' (s) x o' (s) = o) (B(A” — 1)cosw(s),A(B” — 1)sinw(s),AB;(s)) (3-6)
L(s
e
[N/} 2p2 2 2 W/(S) :
(o,o",0") =AB(1+A“B~— A" — B”) - . (3-7)
0o

Uma vez que a tor¢do € calculada por
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segue imediatamente de (2-35) que (o (s), 0" (s), ' (s)) = ¢;. Um cdlculo do lado direito

de (3-7) e usando a terceira equacgdo de (3-1) temos que

. 7»3 7\,3 7\% _ 7\,3 _ 7\,3 W/(S) 3
cl_\/h—?ﬂ \/7»3—7% <1+ (A3 —=A1)(As —A2) (A3 =) (7~3—7»2)) < o) ) ’

ou seja,
B A3 AMAo w'(s) ’
hiohs = VA=A (A3 —22) ((M —M)(As —lz)) ( o) ) 7
ou ainda, 3
wi(s)\~ 3
(ag<s>) = (s — M) (ks —2a)] .
Portanto,

w'(s)

o3 (s)
A curvatura da curva o € dada a seguir, os detalhes dos célculos podem ser consultados
em (A.0.2).

=V =) (A —M). (3-8)

/ 2
Kag::(fﬁg) (A2+ B2~ A2B% — 1+ ()%). (3-9)

Essa igualdade pode ser reescrita da seguinte maneira

20— (s5)? = w'(s) ’ 2 p2  A2p2 }
Kg(s) (s) _(ocg(s)) (A“4+B~—A“B”—1). (3-10)

Usando as expressdes de A e B e (3-8) a equacdo acima fica

—MA

= M,
(A3 —A1) (A3 —12) 12

Ka(s)? = w'(5)* = (A3 = A1) (A3 — 22)

ou seja,

W/(S) = \/Ka(s)z—f—}nl?uz. (3-11)

De modo similar, os mesmos argumentos se aplicam a curva 3. Enquanto isso as curvatu-
ras Kq(s) e Kp(t) sdo solugdes positivas da equagdo diferencial ordindria autbnoma vista

em (2-36)
2

c
y’2+y4+c3y2+y—;+c1cz=o. (3-12)
Fazendo uso dos valores de ¢; em (3-1) a equagao anterior € equivalente a

A2AZA2
y%wﬁumm+mu+Muwa~%%é+@mﬁgmﬁmﬁmg:o
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Ou seja,
1
¥+ y—zp(y) =0.

Onde P(y) = y6 + (kﬁhz + 7u1?u3 + 7\,2}\,3 )y4 + (7\.17\,2%3)(7\.1 + 7&2 + 7u3 )y2 + k%)u%?&% Escre-
veremos P(y) na sua forma fatorada, para isso considere a seguinte mudanca de varidvel

y?> =1, sendo assim temos
P(y) =+ (M2 + M3 +A223)1% + (AMfAaAs +MAAs +MiA2A3) +ATAZAS.
Fazendo M1 = —AiA2, M2 = —AMA3 e M3 = —Az2A3 a equagdo acima, resulta

P(y) =2+ (M1 +M2 +M3)t% + (M2 +MiM3 +M2n3)t —nimens,

ou na forma fatorada (Girard)

P(y) = (t—m1)(t —m2)(t —n3),

ou seja,

P(y) = (3 +MA) 0 +MA3) (P +Mh2).

Portanto, a equacdo (3-12) tem a forma
2 1 2 2 ey 2 Modr) = _
y +y—2(y +MA2) (v +MA3) (v + A2A3) = 0. (3-13)

As solugdes positivas de equilibrio sdo y; = V=MMA3 e y2 = V—AA3, as quais fornecem
solugdes estaciondrias de (3-13). Disso decorre que as solugdes positivas Ko(s) e Kg(t)
estdo incluidas na faixa limitada pelos valores y| e y2 e Kg(t) = Ko+ +co), co € R.
Por uma reparametrizagao de 3, concluimos que Kg(f) = Kq(?) € assim, Tg(t) = Tq(f) de
(2-24). Portanto as curvas geratrizes o e 3 sdo congruentes. Dessa forma, acabamos de

provar o seguinte resultado de classificacao.

Teorema 3.2 Seja ¥(s,t) = o(s) + B(t) uma superficie minima de translagdo com o. e
B parametrizadas pelo comprimento de arco. Suponha que as curvaturas Ky, e Kg sdo

positivas e as torgoes Ty, e Tg sdo ndo nulas em toda superficie. Entdo:
1. Existem duas constantes ci, ¢; € R, c| # 0, tais que

Y Y
Kétu:Ké’CB:cl, T—a—ta:—ﬁ—tﬁzcz. (3-14)
o

™
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2. As curvaturas Kq, X sdo solugdes positivas da equagdo diferencial ordindria

2
C
y’2+y4+c3y2+y—;+c1.cz =0, (3-15)

para alguma constante c3, e as curvas . e § possuem a mesma orbita.

3. A menos de um movimento rigido temos

oa(s) = (A/scosw(s),B/S sinw(s),/s \/1 — A2cos?w(s) — B? sinzw(s)> :
B(1) = (A / "coswi(t), B / sinw(), / 1= A2costw(r) — Bsin? (r)).

B A3 B %
A_,/M_x1 B_,/M_k2 (3-16)

eh <A <0<A3 (resp. Ay > Ay > 0> A3) sdo as raizes da equacdo cuibica
M +er—c3sh+c;=0e

w(s) = / S5+ M (3-17)

Na sequéncia iremos provar mais um resultado que é a reciproca do Teorema

3.2 e a proposito, ele fornece uma ferramenta util para construir superficies minimas de

translacao.

Teorema 3.3 Suponha que c| # 0, c; e c3 sejam constantes tais que a equagdo cibica
M4l —cAde =0 (3-18)

possua trés raizes reais Ai, Ay, A3. Considere a equagdo diferencial ordindria auténoma
2, 4 2 ci
V= 4y 4 c3y +y—;+c1.cz:o, (3-19)

e seja Ko (s) = Ka(s;c1,¢2,¢3), uma solugdo positiva e ndo constante de (3-19). Denote

por a(s) a curva parametrizada pelo comprimento de arco s com curvatura Xy(s) e tor¢do

Tals) = KOCC(L)Z' Entdo a superficie de translacdao ¥(s,t) = as) + B(¢) é minima.

Demonstracdo. A equacao diferencial autbnoma (3-19) tem a forma (3-13). Portanto,
Ai # 0 e sem 0 mesmo sinal. No caso em que ¢; > 0, podemos escolher A} < A < 0 < A3.

(De modo andlogo se ¢; < 0, escolhemos A; > A, > 0 > A3). Pela reciproca da Proposi¢ao
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2.9, deduzimos para a curva o que

X

2 o 2 2

KoTa=c1, ——Ta=02, Yo+ R+ K5 = —c3.
o

No ponto o(s), definimos a transformag@o linear Lqs) pelas seguintes relagoes

Los) (ta(s)) = Ko (s)ba(s)
a(s) (Mo (s)) = —Tals)no(s) — Ru(s)bo(s) (3-20)

a(s) (Pa(s)) = Ka(s)ta(s) = Ra(s)na(s) + —(s)ba(s).

o

L
L

A matriz dessa transformacao linear com respeito a base {ty(s), ng(s),bg(s)} é simétrica
e, portanto, Ly, € auto-adjunta. A equagdo caracteristica de Ly ) € (3-18) para qualquer
s. Além disso, pela derivagao de (3-20) com respeito a s e, considerando as equagdes de

Frenet encontramos
L:X(S) (ta(S)) = 07 LZX(S) (n(x(S)> = 0, LZX(S) (b(x(S)) = 0 (3-21)
De fato, derivando a primeira equacdo de (3-20) com respeito a s, obtemos
Ly (to) + La(ty) = Koba + Kably,

ou seja,
Da segunda equagdo de (3-20) temos

Lix(s) (ta) = _KOC(_T(xnoc - R(xboc> + K&ba — Ko To g,

Kokl

/
= +KgTaNg — bo + Kgba — Ko ToNg,

(04

c, portanto, temos que

De modo andlogo, obtemos Lix(s) (ng(s)) =0e L&(S) (be,(s)) = 0, para maiores detalhes
ver apéndice (A).

Assim, Lo = Lg(5) € uma transformagdo linear constante e possui um auto-
sistema constante para todo s. Tomando este auto-sistema como sistema referencial, assim

como no Teorema 3-3, encontramos o' (s) = (Acosw(s), Bsinw(s),a5(s)), em que

o (5) = 1/ 1 — A2cos?w(s) — B2 sinw(s),
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A3/(A3 —A1) e B=+/A3/(A3 —A2). Além disso,

/ 3
(0/(s),a"(s),0"(5)) = KT = €1 = Mok = AB(1 + A°B" —A° — BY) (;Vf (S>) |
3

assim

Ko (5)? =W (s)? = =g

Provaremos agora que a superficie ¥(s,7) = o(s) + o(¢) ¢ minima. A condi¢do H =0 em
(2-2) é dada por (o!'(s) x o (s5), 0/ (r)) = (o (s),0(r) x & (¢)). De (3-6) segue que

(o (s) x a’(s),0/(t)) =

% ((A2 — 1) cosw(s)cosw(r) 4 (B> — 1) sinw(s) sinw(t) + ol; (s) o5 (1)) .
o5 (s)

! ((A2 — 1) cosw(s)cosw(r) + (B> — 1) sinw(s) sinw(r) + a5 (s) o3 (1)).

wi(s) _ w()

Portanto, a superficie € minima se, e somente se, provarmos que ——— = ——— para todo
‘ . ' o3(s)  a5(r)
s e t. No entanto, isso € valido porque de (3-8) deduzimos que
w'(s) w'(1)
= V(=M A —12) = :
o3 (s) o3(7)
OJ

Observacao 4 Caso a equacdo caracteristica (3-18) tenha uma raiz dupla, ou seja,
A =Xy, entdo A = B = /A3/(A3 — A1), € assim temos que

o (s) = (Acosw(s),Asinw(s), /1 —A2)

o’ (s) = w'(s)(—Asinw(s),Acosw(s),0).

Donde 2 = || (s)|| = A%w/(s)2. Por outro lado, temos que (w/(s))? = k% +A1Ay, dessa

forma segue

A3 (
A=\

2 2 2
KOL_ Ka+7"1)a

ou seja,

(k3 — 7»1)1(%( = 7L3Ké -+ 7»3%%,
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logo,
Ké = —7\,17\‘3.
A tor¢do é dada por
oo S _MhAs
¢ K(Zx —7\,37\,1 a

Dessa forma, temos que a curvatura e a tor¢cao sao constantes, logo a curva o € uma hélice

circular. Por outro lado, a equacao diferencial autonoma (3-19) € equivalente a
1
Y24 S0P 07 4+ k) =0
Donde concluimos que ndo existem solu¢des ndo constantes de (3-19)

Observacao 5 A equagdo (3-19) fornece a curvatura x da curva geratriz oo da super-

ficie minima de translagdo W(s,7) = o(s) + o(r). Fazendo uma mudanca de varidvel

u=—(>+ 2—3), ou seja, de forma equivalente temos
3
=G (3-22)
3
Tomando a derivada de u temos ' = —2kK’ e portanto K = e Dessa forma, (3-22) é
equivalente a
3(”’)2
K= 3-23
)= But o) (523

Substituindo (3-23) em (3-19), obtemos

3u? N (Bu+c3)? 3u+c3 3¢?
_C —_—
4(3u+c3) 9 T3 Butes

+ci1cp =0.

Simplificando, a equacdo anterior resulta

—27u? +4(3u+c3)® — 12¢3(3u+¢3)? — 108¢ +36(3u+ c3)c1c2
36(31/! + C3)

ou seja,
—27u"? +4(3u+c3)® — 12¢3(3u+¢3)? — 108¢3 4 36(3u + ¢3)cicr = 0.
dividindo essa equacao por —27 decorre que

4 8 4
—u? — 4’ + gucg + ﬁcg —|—4c% —4cicou+ §C1C203 =0.
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Logo, colocando u# em evidéncia temos

4 4 8
u? — 4’ +u <§c§ — 4c1cz> + (4c% — gclczq + ﬁc§> =0

4 8 . .
Tome g, = §C§ —4cicr e gz = 4c% — gclcz@ + ﬁcg, sendo assim, concluimos que

u? — 4’ + gou+g3 = 0.

Portanto, u é a forma real da &7-Funcdo de Weierstrass com invariantes g, € g3. Assim,
K pode ser explicitamente escrita em termos das formas reais das equacdes elipticas [28].
Terminamos esse capitulo mostrando exemplos explicitos do procedimento para construir
superficies minimas de translacdo com curvas geratrizes ndo planares, de acordo com
o Teorema 3.2. Lembrando que pelo item 1 do Teorema 3.2, se a curva geratriz o tem
curvatura constante (respectivamente tor¢cao constante), entdo sua tor¢ao (respectivamente
curvatura) também € constante e, portanto, a curva ¢ uma hélice circular e a superficie

resultante € um helicoide pelo Teorema 2.7.

Observacao 6 A familia de superficies minimas de translacao é construida em termos das
raizes ciibica da equacdo polinomial —A3 4+ A% — c3A+ ¢ = 0. ApSs uma homotetia do
espaco ambiente R> que preserva a minimalidade da superficie e a propriedade de ser uma
superficie de translacao, podemos fixar uma das raizes desta equacdo, como consequéncia

as superficies minimas de translacdo sdao parametrizadas por dois parametros.

Seguindo os Teoremas 3.2 e 3.3 apresentamos aqui o esquema por meio de uma
série de etapas para a constru¢cdo de exemplos de superficies minimas de translagdo no

espaco Euclidiano.

1 Fixe as raizes de (3-18), por simplicidade, podemos considerar A; < Ay < 0 < As.
A raiz A3 serd fixada para ser A3 = 1. Calcule A e B.

2 Calcule ¢; e o polindmio (3-18).

3 Calcule os pontos de equilibrio y; = v—XoA1 € y2 = v/—A1A3 de (3-19).

4 Fixe o valor inicial yg de (3-19) em que y; < yp < y3.

5 Resolva numericamente a equacgdo (3-19). Fixe um valor inicial wy para resolver
numericamente a equagdo (3-17) e a funcao w.

6 Encontre a curva o.

Exemplo 3.4 Caso do helicoide. Escolha a raiz dupla A; = A, = —1. Por (3-2) os coefi-
cientes sdo ¢; = 1, ¢ = —1 e ¢c3 = —1 e 0 polindmio em (3-18) é —A* —A2+A+1=0.
Assim, o valorde A = B = 7 e os pontos de equilibrio s@o y; =y, = 1. Tome yg = 1

como condi¢do inicial em (3-19). Entdo a curvatura € k = 1 e a tor¢do é T = 1. Observe
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que tanto a curvatura como a tor¢ao sao constantes e, portanto, a curva o ¢ uma hélice e

de acordo com o Teorema 2.7 a superficie € um helicoide.

Figura 3.1: O Helicoide

Exemplo 3.5 Tome A = —4 e A, = —1. Os coeficientes do polindmio (3-18) sdo c; =4,
¢y =—4ec3=—1,eportanto, p(A) = —A3—4A? +A+4=0. Assim, o valor de A = 0,447
e B=0,707. Os pontos de equilibrio sdo y; = 1 e yo = 2. Tome yy = 1.3 como condi¢do
inicial em (3-19).

Figura3.2: Caso My = —4ely=—1lek3=1.

Exemplo 3.6 Tome A = —2 e A, = —1. Os coeficientes do polindmio (3-18) sdo ¢ = 2,
cp=-2¢ec3=—leph)=—-A —2A2+A+2 =0, assim o valor de A = 0,577 ¢
B =0,707. Os pontos de equilibrio sd3o y; = 1 e yo = 2. Escolha o valor yj = 1.1 como
condic¢do inicial em (3-19).

0.0 o T —
05

Figura 3.3: Caso Ay = -2, M, = —le A3 = 1.



CAPiTULO 4

Superficies Minimas de Translaciao no Espaco

Hiperbodlico

Neste capitulo, apresentaremos brevemente alguns conceitos e resultados basicos
de geometria Riemanniana que serdo necessdrios para a compreensdo do objeto de nosso

estudo, que sdo as superficies de translagio no espaco hiperbélico H?.

4.1 Nocoes Basicas de Geometria Riemanniana

Nesta sec@o abordaremos alguns conceitos como variedades, métrica Riemanni-
ana, conexodes afins e conexdes Riemannianas, no¢des essenciais para o entendimento das

superficies minimas de translagdo no espaco hiperbdlico, para mais detalhes consultar [3].

Definicao 4.1 (Variedade Diferencidvel) Uma variedade diferencidvel de dimensao n é
um conjutno M e uma familia de aplicagdes biunivocas X, : Uy, — M de abertos Uy, de R”

em M tais que

1) l({xoc(Uoc) =M;

2) Para todo par o, B, com xq(Uq) Nxg(Ug) = W # 0, 0s conjuntos xg (W) ex[;l (W)

sdo abertos em R" e as aplicagoes xgl oxgex la oxp sdo diferencidveis;

3) A familia {(Uq,Xo)} é mdxima relativamente as duas primeiras condigdes.

O par {(Uy,Xq)} (ou aplicagdo Xq) com p € Xq(Uy) (figura 4.1) é chamado de para-
metrizacdo (ou sistema de coordenadas) de M em p; xo(Uy,) é chamada uma vizinhanca
coordenada em p. Uma familia satisfazendo (1) e (2) € chamada uma estrutura diferen-
cidvel em M.

A seguir definiremos o objeto que permitird estudar as questdes geométricas da

variedade, como por exemplo, medi¢des, distancias, areas, angulos e etc.
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CW=x (U N U )
e P p

\." _xT(W)

7 Ly

Figura 4.1: Variedades diferencidveis

Definicdao 4.2 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que associa a cada ponto p € M um produto interno (,) no espaco

tangente TpM, tal que: se x : U — M, com U C R" aberto, é um sistema de coordenadas

J
locais em torno de p, com X(x1,x2,...,x,) =q € X(U) e =—(gq) = dx(0,...,1...,0) entdo

axi
d . 9
<8_x,-(q)’ E(Q)>q = gij(X1,%2,...,%),

€ uma funcdo diferencidvel em U. Uma variedade diferencidvel munida de uma métrica

Riemanniana é dita Variedade Riemanniana.

Definicao 4.3 Duas métricas (,) e ({,)) em uma variedade diferencidvel M sdo ditas
conformes quando existe uma fungdo diferencidvel © : M — R, positiva, tal que para

todo ponto p € M e todo u,v € T,M se tenha

(,v)p = 0(p){(, ).

Em outros termos, duas métricas sao conformes quando a razao entre elas € dada por uma
funcdo diferencidvel da variedade M em R. A condicdo de tal funcdo ser positiva se da
justamente pelo fato de ser a razdo entre métricas.

Na Literatura, a métrica Euclidiana € usualmente denotada por ds* = deiz, ou
i

seja, gij = 0;;. Assim, toda métrica que é dada por

b
ij (p27

€ uma métrica conforme a métrica usual do Espaco Euclidiano.
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Definicao 4.4 (Conformemente flat) Seja L um espaco ambiente. Quando L é munido de

uma métrica conforme a métrica Euclidiana L é chamado de espaco conformemente flat.

Se ¢ for uma fun¢ao limitada, entdo a métrica g;; € uma métrica completa, a prova desse

fato pode ser encontrada em [23, p. 65].

Definicdo 4.5 Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X(p) € T,M. Em termos de
aplicacdes, X € uma aplicacdo de M no fibrado tangente 7M. O campo X é diferencidvel
se a aplicacdo X : M — TM ¢ diferenciavel.

O fibrado tangente ¢ o conjunto TM := {(p,v) :€ M,v € T,M}.
Considerando uma parametrizagao X : U — M definida num aberto U C R",

€SCrevemos

Z a(p ax,

onde cadag; : U — R é uma funcdoem U e { } ¢ a base associa a parametrizacdo de

0x;

X.
Um campo de vetores X também pode ser caracterizado como uma aplicagao
X : 9 — % definida no conjunto 2 das fun¢des em M que sdo diferencidveis no conjunto

7 das fungdes em M, temos que o campo de vetores X é dado por

Xf)(p) = ; ax,

onde f indica a expressdo de f € & na parametrizacdo X.

Definicdo 4.6 Sejam X e Y campos diferencidveis de vetores em uma variedade diferen-
cidvel M. Entdo definimos o colchete como sendo [X,Y] = XY —YX.

O colchete [X,Y] pode também ser interpretado como uma derivagio de Y ao longo das
"trajetorias” de X.
Indicaremos por 2 (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e

por Z(M) o anel das fungdes reais de classe definida em M.

Definicao 4.7 Uma conexao afim, V, em uma variedade diferencidvel M € uma aplicacdo
V:ZM)x Z(M)— Z (M)

se indica por (X,Y) AA VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:

a) VixyorZ = fVxZ+gV,Z,
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b) Vx(Y+Z)=VxY +VxZ;

) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y,
ondeX,Y,Ze X (M)e f,gc Z(M).

A conexdo VxY pode ser vista como a derivada do campo Y em relagdo ao campo X.Em

coordenadas locais, por exemplo, podemos escrever a conexao como V ; aX =yr f-‘ij
oX; k

A compatibilidade com a métrica indica 0 modo de derivar na métrica.

Proposicao 4.8 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Entdo
existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva
diferencidvel c : I — M um outro campo vetorlal V. ao longo de ¢, denominado derivada
covariante de V ao longo de c, tal que:

DV DW

Pwviw =22y
dt dr dt

) ()= v i

(a)

(c) Se 'V é induzido or um campo de vetores Y € (M), isto é, V(t) =Y (c(t)), entdo

Demonstragdo. consultar [3]. O

Definicao 4.9 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V. Um campo

vetorial V ao longo de uma curva c : I — M é chamado paralelo quando o 0 para

todot el

Definicao 4.10 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdo afim V e uma
métrica Riemanniana (,). A conexdo € dita compativel com a métrica (,), quando para
toda curva diferencidvel ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P ao

longo de c, tivermos (P, P') = constante.

A defini¢do que acabamos de apresentar € justificada pela proposicao seguinte que mostra
que se V é compativel com (, ), entdo podemos diferenciar o produto interno pela "regra

do produto" usual.

Proposicao 4.11 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexdo V em M é compa-
tivel com a métrica se, e somente, se para todo parV e W de campos de vetores ao longo

da curva diferencidvel ¢ : | — M tem-se

d(VW) %W + V% tel
dt dt’ dt '
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Demonstragdo. consultar [3] |

Utilizando a proposi¢do anterior, podemos obter a seguinte caracterizacdo da

compatibilidade com a métrica.

Corolario 4.12 Uma conexdo V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se, e somente se,
X(Y,Z) =(VxY,Z)+ (Y,VxZ), X,Y,Ze (M).

Demonstragdo. Suponhamos que V é compativel com a métrica. Seja p € M e sejam

) . dc _
¢ : 1 — M uma curva diferencidvel com c¢(f9) = p 1y €I, e com o ‘t:to = X(p). Entdo

X(P)2) = S0, D)] = (Va2 + (Vx(p)2),

Como p € arbitrario e, dessa forma, obtemos o resultado desejado. A reciproca € imediata.
OJ

Definicao 4.13 Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M € dita simétrica

quando
VxY —VyX =[X,Y] paratodo X,Y € Z'(M). 4-1)
~ . k a
Observacdo 7 Em um sistema de coordenadas (U,x), escrevendo V 5 5= Y I3 iy
dx; Oy; k Xi

Podemos concluir Ff.‘j sdo fungdes diferencidveis e chamaremos de os simbolos de
Christoffel, da conexdo V. Desse modo, o fato da conexao ser simétrica implica que para

quaisquer i, j = 1,...,n,
VXin = VXin & X = F{-Cj = l—‘lji 4-2)

Definicao 4.14 As funcdes Ff.‘j definidas no aberto U sdo chamadas de coeficientes da

conexao V em U ou simbolos de Christoffel da conexdo V.

O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade de uma conexao afim que é

ao mesmo tempo, simétrica e compativel com a métrica de M.

Teorema 4.15 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica
conexdo afim V em M satisfazendo as condi¢coes:
i) V é simétrica

ii) V é compativel com a métrica.
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Demonstragdo. Iniciaremos a prova com a unicidade. Para isso, suponha a existéncia da

conexao Levi-Civita V. Como V € compativel com a métrica (.,.) de M, temos

X<sz> = <VXY;Z>+<Y7VXZ>7 (4'3)
Y<ZaX> - <VY27X>+<Z7VYX>7 (4'4)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X, VY. (4-5)

Somando (4-3) e (4-4), subtraindo (4-5) e utilizando as propriedades do produto interno,
temos
XY, Z)+Y{Z,X)—-Z(X,Y)

= <VXY72>+<VXz7Y>+<VY27X>+<VYX72>_<VZX7Y>_<VZY7X> (4'6)
= (VxZ—-VzX.Y) +(VyZ— V2V, X) +(VxY = VyX,Z) + 2(Z,VyX), (4-T)

a segunda igualdade segue somando e subtraindo o termo (Z, VyX). Como V € simétrica,

temos
XY, Z)+Y{(Z,X)-Z(,X,Y)=(X,Y],Y)+([Y,Z],X) +([X,Y],Z) +2(Z,VZ,Vy,X).
logo

(Z,VyX) = %{X<Y72> +Y(Z,X) -Z(X,Y) = ([X,Z],Y) = ([V,Z]X) = ([X,Y],Z) } .

(4-8)
Dessa forma, como (4-8), determina V de modo tnico pela Métrica Riemanniana (,),
temos a unicidade de V. Para mostrar a existéncia, defina V por (4-8) e, dessa maneira,
temos que V estd bem definida e satisfaz as condi¢des (i) e (ii) do teorema, pelo modo
que foi construida. Isso prova a existéncia da conexdo Levi-Civita e, por fim, demonstra
o teorema. 0
Tomando um sistema de coordenadas (U, x), vamos calcular os simbolos de Christoffel

da conexdo Riemanniana. De (4-8) segue-se que

Z]" i '+i .+i ..
l]glk axi g]k axj gkl axk gl]

onde g;j = (X;,X;). Como a matriz (gy,,) admite uma inversa (g""), teremos que

d d .
Z{ R e LR gl,}gk. (4-9)
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A equacido (4-9) é a expressdo cldssica dos simbolos de Christoffel em um sistema de

coordenadas.

4.2 Superficies em espacos localmente flat

Nosso objetivo aqui serd calcular os simbolos de Christoffel. Para isso, considere

a conexio Levi-Civita V de R3 e a base canonica {e],es,e3}. Dessa forma, temos

3
Veej= Z Ff-‘jek e Vgej=V,e pelasimetriade V
k=1

S
Como g;; = #, gij = 0, Vi # j. Observando sempre que m # k tem-se g™ =0
e, portanto, todas as parcelas com m # k se anulam, dessa forma, utilizando (4-9), os
simbolos de Christoffel sdo dados por

19 d )
"= -3 —ga+-—gui+=—2agirg* 4-10
ij 2{axigjk+ axjgkz+axkgl]}g ( )
onde gk = g,:kl = @I, em que I denota a matriz identidade. Temos também que
0 -2
3, Sms = —3([)18,,15, onde @; denota a derivada parcial de ¢ com respeito a x;. Assim,
!

iremos analisar quatro casos:

i) i+ j#k+#i. Nesse caso, gjx = gk = gij = 0, portanto, X, =0

Ly

ii) i # j = k. Dessa forma g;; = 0 e gi = 0, portanto Ff.‘k = % (%gkk) g = —%
ii) i = j # k. Desse modo, g = 0 e g; = 0 e, portanto, Ff?i = % (—%gﬁ) gk = %
e . 1/0 d 0 "
iv) i= j=k. Nesse caso, I}, = 3 (a_xigii + a—xigﬁ + a—xig,-i) g'= %.
Nessas condigdes, escrevemos de forma resumida os simbolos de Christoffel da seguinte
maneira
ry;, = 0, i jAk#i (4-11)
i O; .y
Fi’i = ala Vi 7£ J
s = -2 1<ij<s
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No teorema a seguir, considerando superficies no espaco conforme ao espaco Euclidiano,
obtemos as relagdes entre a curvatura extrinseca da superficie com respeito a métrica

euclidiana e a métrica conformemente flat. [4].

Teorema 4.16 Seja x : U — R> com U C R?, aberto uma superficie parametrizada
regular. Considere x(U) como uma superficie em (R, < | >) com a Métrica Euclidiana
e sejam N a sua aplicacdo normal de Gauss, —\;, H e K as sua curvaturas principais,
média e Gaussiana, respectivamente. Analogamente, considere x(U) como uma superficie
em R3, com a métrica conforme a Métrica Euclidiana, com fator conforme ¢ 2 e sejam
N a sua aplicacdo normal de Gauss, A, H e K, as suas curvaturas principais, média e

extrinseca, respectivamente. Entdo

= FAi— <N,gradF >,
FH+ < N,gradF >,
= F?2K+2HF < N,gradF > + < N, gradF >2,

n’Nz T S
I

onde z denota a expressdo de z em X (u,v), (u,v) € U.

Demonstragdo. Seja x : U — R3 com U C R2, aberto, uma superficie parametrizada
regular em R? dada por

3
x(u,v) = Z x/(u,v)ej, (u,v) €U,
k=1

onde x/ representa a j-ésima coordenada da parametrizagdo x e N a aplica¢do normal de

Gauss de x em R? a aplicacio de Gauss de x em R? com a norma Euclidiana dada por

Observe que

dessa forma,

- Xy X Xy
N = U7V =

Pelo item (c) da defini¢do (4.7) temos

VxiN = Vx,(ON) = x;(@)N + @Vx,N, Vi<i<3.
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Dessa maneira, temos

Vi N = Vi, (ON) = x;(@)N + @(Vx,N).

Segue das propriedades de conexao, que

VN

V.. < i Nkek>

Xl Nkek NkVX[.ek]

l]]

(4-12)

N+ZNJ T ej+ZNkX]F];kek+ZNj x/T% jes + ZN" x/Te;
j_

J#s

Usando os valores dos simbolos de Christoffel em (4-11) obtemos

VN

Note que
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3 o
onde ) N/ X{ = (N,x;) = 0, pois os vetores N e X; sdo ortogonais Sendo assim, temos

Jj=s=1

3 (P 3 (0
VN = M- YA (a’) o ¥ M (a’) ‘

Jik=1 jk=1
3
() O;
= N— |}y MNE xf :

Substituindo (4-13) em (4-12), obtemos

VN = Xi(@)N+¢ |N;i—

S (e

3 .
Uma vez que Y. N¥@y = (N, grade) e que x; = Y x/e;, x;(¢) = (x;,grad@) =
k=1 k=1

3
xi(9) — (fo%')]N-

J=1

e disso, segue que
Vx.N = ON; — (N, grad)x;

Como N; = Ajx; e VXlN = N?uixi entdo segue da equacgdo anterior que

Ai = QA; — (N, grad o).

H =

(4-13)

ZX(P]

(4-14)
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Da definicao de curvatura extrinseca, observando que temos duas curvaturas principais

/NCE = Hi\.l
i=1
= (@A —(N,grade))(Qrr — (N, gradg))
= (pz(pkl(plz — (N, grad@)(M +A) + (N,gmd(p}2
= @’K —29H (N, grad) + (N, grad¢)*.

Portanto, concluimos a demonstra¢iao do teorema. O

4.3 Superficie de translacao no Espaco Hiperbdlico

Nesta secdo vamos considerar superficies minimas de translacdo no espago
hiperbélico H>. A auséncia de uma estrutura afim em H? nio permite dar um conceito
intrinseco de superficie de translacio como no ambiente do espaco Euclidiano. Em
analogia ao que acontece em R>, vamos considerar o modelo do semiespaco de H?, isto

c,
R3 = {(x,y,2) € R}z >0}

munido com a métrica hiperbdlica

o dxX*+dy* +d7?

ds
2

Nesse modelo, vamos considerar superficies tipo grifico, ou seja, superficies que sdo
somas de curvas planas de Ri contidas em planos Euclidianos. As coordenadas x e y
sdo intercambidveis, mas isso ndo ocorre para a coordenada z. Esta € uma diferenca com
espaco Euclidiano, onde a escolha da coordenada z ndo € significativa. Por esse motivo,

daremos duas definicdes de superficies de translagio em H?>.

Definiciio 4.17 Considere o modelo do semiespaco de H>. Uma superficie S no es-
pago hiperbélico H> é uma superficie de translacdo se for dada por uma imersdo

X:UcCR?>— Ri parametrizada por

X(x,y) = (x5, f(x)+g()), (x,y)eU  tipol (4-15)

ou
X(x,y) = (x, f(x) +g(y),2), (xy)€eU  tipoll (4-16)

onde f e g sdo funcoes suaves em abertos de R.
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Ressaltamos que essa defini¢do ndo € intrinseca a geometria hiperbdlica, mas
depende do modelo que consideramos na defini¢do. Observamos também que ndo existem
isometrias de H> que transportam superficies do tipo I para as superficies do tipo II e
vice-versa.

Assim, como no espaco Euclidiano, uma superficie minima em H? é uma
superficie que possui a curvatura média H = 0, em cada ponto. Exemplos de superficies
minimas sdo os planos totalmente geodésicos, isto €, planos de Ri paralelos ao eixo
O,. Na literatura, exemplos de superficies minimas no espaco hiperbdlico t€ém sido
encontrados resolvendo o problema de correspondéncia de Dirichlet, obtendo graficos
minimos. Para exemplos ver [9, 12, 1, 24]

A fim de buscar exemplos de superficies minimas, e motivados pelo que acon-
tece no espaco Euclidiano, perguntamos se além dos planos geodésicos, existem outras
superficies minimas de translagdo, isto €, superficies do tipo Scherk. As conclusdes sao

as seguintes:

Teorema 4.18 Ndo existem superficies minimas em H> que sdo superficies de translagdo

do tipo 1.

Teorema 4.19 As iinicas superficies minimas em H> que sdo superficies do tipo II sdo

planos totalmente geodésicos.

4.3.1 Prova dos Resultados

Seja S uma superficie X : U C R? — Ri uma imersao em Hi Como o espago
Ri suporta a métrica hiperbdlica e a métrica Euclidiana, a superficie S herda duas

métricas induzidas. Conforme mostramos na sec¢do anterior, a relacdo entre os campos
. o . 1 .
normais unitérios N,, N de R3 e H? respectivamente, é dada por N = —N,, além disso,
b4

pelo Teorema 4.16 temos que as curvaturas principais k; de S C H? sio relacionadas as
curvaturas principais k¢ de S C R? por k; = k¢ — (N, grad@). Como ¢(x,y,z) = z, temos
que

K = zK§

1

— (N, (0,0,1)) = zx{ — N3,
onde N3 € a terceira componente do Campo N,. Portanto,

K1 +K¥ 74 +N3) + (zx5 + N- K1 +K¥
_ K 2:(1 3) + (25 3):Z1 2+N3.

H
2 2 2

Ou seja,
H(X,y,Z) :ZHE(x’y7Z)+N3<x7y7Z)7 (4’17)

onde H, a curvatura média Euclidiana da superficie S.
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4.3.2 Surperficies do Tipo I

Vamos mostrar o Teorema 4.18. Suponhamos que S € uma superficie de transla-

¢do do tipo I dada pela parametrizacdo (4-15). Como de costume, calculamos a curvatura

Ge—-2fF +Eg
2(EG—F?)

coeficientes da primeira e segunda forma fundamental de X, respectivamente calculada

H localmente pela férmula cldssica H, =

,emque E,F,.Gee,f,gsao os

com respeito a métrica Euclidiana. De (4-15) temos

X, = (1707f/)
XXX = (0707f//)
X, = (0, 1,¢")

Xy_x - Xxy - (O, O, O)
ny = (07073//)‘

Os elementos da primeira forma fundamental sdo dados por
E=1+f? F=f¢g G=1+g¢~

O vetor normal e unitdrio da superficie no espago Euclidiano é dado por

_ XxX (=S¢l 1)

N, = =
Xe x Xyl /14 f2+ g7

Os elementos da segunda forma fundamental sdo dados por

/! 7
I :

g=—F—
/1+f/2+g/2 /1_|_f/2_|_g/2

A expressao da curvatura H, e N3 sdo

" _l (1+g’2)f”+(1+f'2)g”
) (1+f/2 _|_g/2)3/2

1

/1+f/2+g/2

respectivamente. Como a superficie € minima, isto é, H = 0 sobre S, temos de (4-17)

N3 =

(1+87)f"+(1+ /)" 2

R (T DL RN i A




4.3 Superficie de translagdo no Espaco Hiperbélico 79

Escrevemos a equagdo anterior como

f// g// 1+ f/2 + g/z
+ ( n ) _ _ 4-18
PN ) T ) e
Derivando (4-18) com respeito a x obtemos
11 " 11 / ! £l 12
/ f g f 4118
Mot aim) o (aim) =
Derivando a equacdo (4-19) com respeito a y obtemos
7 / !/ / ! el I
1) e () =s T
l+g 1+ f (I+/7)*(14g7)
ou seja,
1 g// / 1 f// / f//g//
(5 —(—2L—) =8 ) 4-20
g/(1+g/2> +f/<1+f/2> (1_|_f/2)2(1_|_g/2)2 ( )

Como o lado esquerdo dessa equagdo € a soma de uma fun¢do de x com uma funcéo de y,

uma nova derivada em (4-20) em relagc@o a x nos da

1 ( f// > / _ 8f///g// + 8f///f/2g// _ 32f//2g//f/

TANEE (1+ /2R +57) i

Derivando (4-21) com respeito a y tem -se

0 i <8g”(f'”+f'”f'2 _4f/f//2)>
dy (1+f12)3(1_|_g/2)2 ’

ou seja,
0= g/// ( f/// + f/// f/2 —4 f/ f//2) (1 +g/2) _ g// ( f/// + f/// f/2 —4 f/ f//2) 4g/g//

ou ainda,
0= (fm(l +f/2) _4f/f//) (g///(l +g/2) _4g/g//2) )
Isso implica que

_4f/f//2 + (1 +f/2)f/// —0 ou _4g/g//2+ (1 +g'2)g’”.

Sem perda de generalidade, vamos supor que —4f/f”2+(1-|—f’2)f’” =0. Antes de

prosseguirmos, note que
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2f///
1n(f//2)/ — f//
(4-22)
2f/f/l
1+In(f?) = L1
logo, —4f' "> + (14 f"2) f = 0 é equivalente a
/1! 4 ! Il
. i i (4-23)
o+ f?)
Substituindo (4-22) na equagdo (4-23) obtemos
(In(f"))" = 4(In(1 4 7))’ (4-24)
Integrando (4-24) com respeito a x, temos
(In(f")) =4In(1+ %) +4a,  d€R
Reescrevendo a equacao anterior temos
In(f"%) =In(1+ f)* 44,
ou seja,
ff=a(1+f?)?,  a=Va (4-25)
Substituindo (4-25) em (4-20) obtemos
1 g// ! g//
( ) +2af" = 8a—/2)2. (4-26)

1_|_g/2

(1+¢

g

Vamos distinguir varios casos:

1. Seja a = 0. Entdo f(x) = mx+n, m,n € R e de (4-26) temos que g’ = b(1 4 g)

para alguma constante b. Retornando em (4-18) obtemos

b(mx+n+g(y)) =—

1 +m?+g"?

(a) Se b +# 0, entdo m =0 e assim

b(n+g(y)) = -2,

(1+m?)(1+g?)

implica que g é uma funcdo constante, e por isso, g’ = 0 e b = 0, contradigio.
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(b) Se b =0, entdo g(y) = py+ q. Agora (4-18) pode ser escrito como

1 +m?+ p?

0= =20ty

0 que, mais uma vez, € uma contradi¢ao.

2. Suponha agora a # 0. De (4-26) e dado que x e y sdo varidveis independentes, existe

uma constante b tal que

/" 1 g’ / g’
2af" = —b — | —— ) —8a—+——5= =0
“J B ¢ <1+g’2> NIEFEE
Em particular,

b
f(x):—4—x2+mx+n, m,n € R.
a

A partir desta expressio da funcdo f junto com a equagdo diferencial
" =a(1+ f)?, obtemos

f// _ a(l—i—f’2>2
—b —bx 2 [—bx 4
142 —+m| + | —=—+m .
2a 2a

_ — a
2a
Ap6s o desenvolvimento binomial encontramos o seguinte polindmio

—_p* b3 b2m?
0 = — o+ 203 4 (b? +20%m? + Tm)x2 + (—dabm — 2bm?)x
a

+  (2d® +4d’m® +24°m* +b).

Se b =m = 0 entdo f(x) = n = const, e dessa forma, a(14 f'?) = 0 implicando que
a = 0 o que é uma contradi¢do. Dessa maneira concluimos a demonstracao para a

superficie do tipo /.

4.3.3 Superficies do tipo II

Seja S uma superficie de translacdo do tipo II, ou seja, S é dada pela parametri-
7acao
X(x,2) = (x, f(x) +8(2),2)-
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Procedemos como no caso acima temos

X, = (1,f,0)
Xee = (0,1",0)
X, = (0,¢,0)
X, = (0,0,0)
X, = (0,¢",0).

Os elementos da primeira forma sdo dados por
E:1+f/2, F:f/g/ G:1+g/2-

O vetor normal e unitario da superficie no espago Euclidiano € dado por

XXXX)’ _ (flv_lngl)

O Xex Xy VI1+ 2 +g?

Dessa forma, os elementos da segunda forma fundamental sdo dados por

Ne

/! 7

g —_—,
/1+f/2+g/2 /1_|_f/2_|_g/2

A expressao da curvatura H, e N3 sdo.

1 (1+g/2)f//+(1+f/2)g// g/

H,=—> R P S
/1+f12+g/2

2 (1 +f/2 +g/2>3/2
Como a superficie € minima, isto é, H = 0 sobre S. Obtemos de (4-17)

Z( f// N g// ):2/ 1+f/2+g/2
I+ /2 14g? (L+f2)(1+82)

4-27)

A derivada com respeito a x (4-27) nos da

Z( f// )/ _ f/f// g/3
1+f/2 (1_|_f/2)2 (1+g/2)'

Dessa maneira, existe a € R tal que

f// ! - f/ f// g/3 B )
<—1+f'2) = 4a—(1+f,2)2, ¢ L% (4-28)
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Se a = 0, entdo g(y) = p é uma fun¢do constante e de (4-27), f(x) = mx+n, myn € R.

Como conclusdo, a superficie pode ser parametrizada como
X(x,z) = (x,mx+n+p,z), (x,z) emU.

Esta superficie € um plano vertical Euclidiano e a superficie € um plano totalmente geo-
désico. Esta € uma parte do enunciado do Teorema 4.19. A partir de agora, suponhamos
que a # 0 em (4-28) e dessa forma, chegaremos a uma contradi¢do. Em particular, g’ # 0
e

gl3 — azg/2 —az=0. (4-29)

Integrando a primeira equagdo de (4-28) temos

f//

1+f/2:2

1
a1+f,2+b,bER.

Derivando a segunda equacao em (4-28), obtemos

"o 1+g/2

g5 4-30
& YB3y —2az) (430

Observe que 3g" — 2az # 0 ja que a # 0. Voltando a (4-27), temos

1 1 12 2
z<b+2a >:2'( t/ts

[+ /7 B3¢ —2az) I+ ) (1+¢7)

Substituindo a segunda equacgdo de (4-28) na equagdo acima, obtemos

1 1+f/2_|_g12

P P v A (R O PCy

b+2a

Simplificando a equacdo anterior, encontramos
bg?(3g” —2azg') +ag”® = 2a(3¢"* — 2azg),
ou seja,
3bg"* —2abzg" — 5ag’ +4a*z = 0. (4-31)

Primeiro suponhamos b = 0. Entdo g’ = 4az/5. Substituindo em (4-29), obtemos a

seguinte fun¢do polinomial em z

16
T 125

3_

7 —az=0,
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definido em algum intervalo de R. Isso leva a uma contradi¢dao. Assim, assumimos b # 0
em (4-31). Defina X = g’. Combinando (4-29) e (4-31), concluimos

bzX? —5X +4az +3bz = 0. (4-32)

bX? —5aX 4 4a*z+ 2abz = 0. (4-33)
Multiplicando (4-32) por _7’6 e somando com (4-33) obtemos
—5X%+3z(3a+b)X —2az*(2a+b) = 0. (4-34)

De (4-32) e (4-34) resulta que,

(—=20a — 15b +4a’bz?> + 2ab*7*)z
(9a +3b)bz2 — 25

X =

Substituindo essa expressdo de X em (4-32), obtemos uma equacao polinomial em z, isto

c,
4a*b® (2a+b)*z — b (164> — 109a*b — 108ab® — 27b%)7° — 125ab%z> = 0,

e z € definido em algum intervalo de R. Isso implica a = b = 0, contradi¢ao. E assim

completamos a prova do Teorema 4.19.
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APENDICE A

Apéndice A

Neste apéndice mostraremos os detalhes de alguns cdlculos que surgiram no

desenvolvimento dessa dissertacao.

A.0.1 Demonstracoes e resultados do capitulo 2

Apresentamos aqui os detalhes das derivadas feitas na observacgado (2). A derivada

de (2-1), com respeito a s
Das equagdes de Frenet e de t, = Kqng, obtemos
Usando (2-30), a equagdo anterior resulta
<_T(Xn(x - R(xb(x, tB) = <n(x, KBbB> .
A derivada de (2-1), com respeito a ss
<—T&nq — ’Can& — R&ba — quix, tB> = <n&, KBbB>
Usando as equagdes de Frenet e (2-1), a equagdo anterior resulta
<_T&nq + T(xK(xt(x - Téb(x - Rixb(x + Rarqna, tB> = _Ké <l)0(7 tB> + T(x <b(x, KBtB>,
ou seja,

<_T:an + T(xK(xt(x - Téba — Rixb(x + R(x’c(xna + Kébq, tB> = T(x <l)(x‘7 KBtB>,
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logo, a equacdo anterior resulta

T 1 K
< (-T—“ +Ra> Mo +Kato + — (K§+ K—Z —ré) boc,t[3> = (ba, Kptp)-

o o

Com as notag¢des introduzidas em (2-23), a equagdo anterior torna-se
Lo
<Kata - Rana + T_b(x, tB) — <bOL7 KBtB>,
o

e de forma andloga, encontra-se as derivadas de (2-1), com respeito a t e t¢.

A derivada de (2-1), com respeito a ts
<K&b0¢ + Kab&, Il[3> = <t&, —Tgng — RBbB>
Das equacdes de Frenet, obtemos

ou seja,
K/
<—ab(x — T, n5> = (na, ’CBHB — RBb[3>
Ko,
Por (2-30), a equagdo anterior resulta
<_T(xna - R(Xb(X7 nB> - <Il(x7 TBHB - RBbB> .

A derivada de (2-1), com respeito ss?
Yo r\ !
K(xt(x - R(xna + —ba, tB — <bOC7 ﬂBbB + KBbB> .
Ta

Das equagdes de Frenet e do fato té = Kpng, obtemos

X
<K(xt(x - Ran(x + /c_(xl)(x‘7 KBHB> — <b0(, Kébﬁ - KBTBnB),
o

ou seja,

K/

X
<Kat(x - Ran(x + T_;xb(x, nB> = <b0€7 K—EbB - TBnB) .
Segue de (2-30), que

X
<K(xta — Rgng + T—aba,nﬁ> = <ba, —Tgng — RBbB>
o
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De modo anélogo, obtemos a derivada de (2-1), com respeito a ¢ts.

A derivada de (2-1), com respeito a ttss

X
(—’c&n(x — T(xn& — R&ba — R(xb&, b[3> = (n&, Kptpg — RBHB + T_Ebl3>

Usando as equagdes de Frenet, a equagdo anterior resulta
/ 2 / Ig
<—Tana - KataT(x - T(xba - R(Xb(x + R(xnaTa, bB) - —Ka <ta, KBtB - RBHB + %b"_’»
Xp
+ Ta<ba, KBtB _RBnB + ’C_bB>
p
De (2-23) e (2-30), temos que T, = 2Ry Tq, € da quarta rela¢do de (2-34), obtemos
2 / 2 Xp
<—TOLR0(na — KataT(x — T(Xb(x — Raba, b|3> = _K(X <b(x, bB> + Ta <b(x, KBtB — RBnB + %bﬁ),
ou seja,

b X
<—Ran(x - Kata - T(ZXT_(X - R&ba + Kéb(x, bB> = <b(x, Kﬁtﬁ - RBnB + ?Ebﬁ),

o

€ portanto,

Yo Xg
<K(xta - R(xn(x + Eba, bB> = <bOC7 KBtB - RBnB + %bﬁ>.

Derivadas dos campos vetoriais definidos em (2-42).

Derivando V| com respeito a s obtemos
/ / /
Vl = Kaba + KOtboc

«

o

= Ko (—ba - Tocnoc)
Ko

= Kqg (—Rocboc - T(xnoc)

= KgVs.
Tomando a derivada de V, com respeito a s
V) = —T,Ng — Toy — Rybg — Rybl, .
Usando as equagdes de Frenet, obtemos

Vi = —Tyg + TaKota + (Ry — T4)bo + RoTola.
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K K !
De (2-23), temos Ty, = To,Ro, — K—O"ca eXy— K= (K—a) — 12, com isso a equacio anterior
o o

resulta

V2/ = (R(xn(x — K(xt(x)r(x + (Za — K(zx) b(x,
ou seja,

/ 2 Yo

VZ == _Kab(x - K(xt(x +R(xn(x + T_b(x T(x,
o

logo,

Vy = —kaV1 + T V5.
A derivada de V3 com respeito a s é dada por
o) )y
V3 = K ta + Koty — Ryng — Rony, + (T—“> bo + —2bl,.
Usando as equagdes de Frenet, obtemos

Z /
V3/ — K&tq + K(anq - R/an(x + RaKata - R(x’c(xb(x + (_(x) b(x - Zana.

o

Z !/

Da terceira equacao de (2-29), temos (’c_(x) = TRy + Ry o, € de (2-30), K, = —KqRq
o

e assim, a equagdo anterior resulta

Vi = (1, — R, — Zo)ng + Ry Taby.
Da defini¢ao de (2-23), a equagdo anterior torna-se
V?: = Téna + Ratab(x,

€ portanto,

De modo anélogo, derivando W; com respeito a ¢, obtemos resultados semelhantes.
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A.0.2 Demonstracoes e resultados do capitulo 3

Derivada de terceira ordem da curva o que surgiu na demonstracao do Teorema

o’ (s) = —w"Asin(w) — (w)*Acos(w),
oy’ (s) = w"Bcos(w) — (w')?Bsin(w),

~ w(A% — B*)cos(w)sin(w)

@/(5) = .
, w![—sin?(w) + cos?(w)]olk — cos(w) sin(w) (o3 )"
4w (AZ_B2) ( (ag;z 3 )
_ w'(A%—B?)cos(w)sin(w)
(a5)°
, w'[—sin?(w) + cos?(w)] (03)% — cos?(w) sin? (w) (A2 — B?)w'
+W(A2_Bz)< [ sin” () + cos’( >]<oc3(>a/3)3 (1) sin’ (w) (4> — B?) )

w'' (A% — B?) cos(w) sin(w)
— i
L)

w" (A% — B?) cos(w) sin(w)
3

+ (W/)Z(AZ _BZ) (

—sin?(w) + B?sin*(w) + cos?(w) — A2 cos* (w) )
(03)°

(1—A2cos?(w))cos?(w) — (1 — B%sin’(w)) sin?(w) )
(03)° '

Ou seja,

(A2 — B?) cos(w) sin(w) )
o
(A2 — B?)((1 — A%cos?>w) cos®w — (1 — B?sin® w) sin? w))
() '

o’ (s) =w" <—A sinw, Bcosw,

+ (w')? (—A cosw, —Bsinw,

Demonstracio do produto vetorial de (3-6). Aqui i, j e k sdo os vetores unitdrios de R,

dessa forma temos:

1

L , [ B(A% — B?) coswsin? w — Bcos woi?
w
/
o3

—Asinw(a})? — A(A? — B?) cos® wsi
w’( sinw(o3) ( )cos Wsmw)j+w’(AB)k,

/
3
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como o} = (1 —A%cos>w — A%sin? w), obtemos

/
w

o xo' = —
3

(A’Bcosw — Bcosw,AB? sinw — A sinw, ABo).
Célculo do produto misto apresentado em (3-7),

(a/7a//’(xlll) — <(X/ % a//7a///> :M+N

onde,
A2_B2 .
M= (o xa).w" (—A sinw, Bcosw, ( )CO?/S(W) Sln(W))
3
e
—Acosw
N = (o xo —Bsinw
( ) (A2 = B?)((1 — A% cos® w) cos> w — (1 — B sin? w) sin® w)
(o)
Desenvolvendo M e N, temos
ABw'w" 5 . 5 . y '
M = o (—(A —1)coswsinw+ (B“—1)coswsinw+ (A~ —B )coswsmw)
3
AB VAN /)
= OV:,W (coswsinw[—A2—|—1+Bz—1+(A2—BZ)]) =0
3
e
ABW" 2 2 2 )
N = o (—(A”—1)cos”w— (B” — 1)sin" w)
3
AZ_BZ
+ (A" -F) - )((1—Azcoszw)cos2w—(1—stin2w)sin2w)
3
ABwW'3 A2 _B2)(1 — A2 2
= v/v cos®w —(A2—1)+( I v cos”w)
o3 (a3)

R
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como (0;)? = 1 — A%cos> w — B*sin® w, obtemos

N

ABw" {0052 [—(A2 —1)(1 —A%cos’w — BZsin®w) + (A% — B?)(1 —Azcoszw)}
w

/ (a/ )2
3 3
Gin? {—(B2 —1)(1 —A%cos?w — B%sin’w) — (A% — B?)(1 —stinz)} }
w
(03)2
AB /3
ﬁ {cos w [Asz — B? +1 — A%cos?w — B?sin? w}
3
sin?w [Asz — A% 41— A%cos?w — B?sin? w} }
AB
(O(M; {AZB2 cos®w — B2 cos?w + cos? w — A2 cos* w — BcosZ wsin®w
3
A%B%sin?w — A% sin® w + sin® w — A% cos® wsin® w — B sin* w}
AB
(o W3 {B*(A% — 1) cos® w+ cos? w(1 — A% cos” w — B?sin® w)
A2(B2 — 1)sin®*w +sin® w(1 — A% cos®> w — B sin’ w)}
% {A2B2 cos?w — B%cos w—i—AzB2 sinw — A% sin®w
3
1 —A%cos?w— B2 sinzw}
AB
o W3 {1448~ A>— B2}
E, portanto, concluimos que
ABw" 202 42 2
(o, o, o) = CAR {1+A2B2—A>—B*}.

Demonstracdo do resultado apresentado em (3-9). A curvatura da curva o € dada

Como (o) = (1 —A?cos’>w — B?sin

AZ —B2 2 2 i .2
Ké = (w’)2 <A2 sin®w + B cos®w + ( ) cos”wsin w)

(03)?

I\ 2
— (%) (A% sin® w(0;)? + B* cos w(o5)?
3

+ A% cos?wsin®w — 24282 cos? wsin?w + B* cosZ wsin® w.

2 w), a equacao anterior torna-se

I\ 2
w . . :
Ké = (—) (A2 sin®w — A2B%sin* w4 B* cos? w — A’ B? cos* w — 2AB? cos® wsin? w) ,
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ou seja,
I\ 2
K, = (K) (A2 sin®w + B% cos> w — A%B?(sin® w + cos® w)z) ,

ou ainda,
I\ 2
Ké = (K> (A2 sin®w 4 B coszw—Asz) .

2 2 2 2

Fazendo uso das identidades trigonométricas sin“w = (1 —cos“w) e cos“w = (1 —sin“ w)

na equacao anterior, obtemos

/

I\ 2
2 — <;V—> (A* —A*cos®w+ B* — Bsin*w — A>B?)
3

/

I\ 2
= (::_) (A2+Bz—AZBZ—1+(1 —Azcoszw—stinzw)z)
3

€ portanto,
w2
K2 = <J) (A2 +B*—A’B* — 1+ (04)?).
3
A derivada da segunda equacdo de (3-20), que surgiu na demonstra¢cdo do Teorema 3.3
L:X (n(x) - _Lq(n&) - T&n(x - Tan& - Rixb(x - R(xb&
De (2-23) e (2-30) temos que T, = 2Ry Ty, € das equagdes de Frenet resulta
L&(na) - KqL(x (t(x) - T(xLa(b(x) - ZRQTan(x + Tqth(x - Téb(x - Rixba + R(x’c(xn(x.

Usando a primeira e a terceira equacao de (3-20), obtemos

LiX (nq) - K(sza — T(xKatq + Ran(x’c(x - Z(xb(x - ZRQTOLH(X + T(quta — Téba

—  R,bo + RyTeNg.

Portanto,

E, por fim, derivando a terceira equagao de (3-20)

/
L (b) = —Leg(b) + Kt -+ Kectly — Rl — Rognl, + <_) b+ Z2b,

Z /
De (2-29) e (2-30) temos que (T—a> = 2t4R¢, € das equagdes de Frenet obtemos

o

L& (b(x) — _T(xL(x(n(x) + K:xt(x + Kczxn(x - R&na + R(xK(xt(x - Raraba + 21(1Rab(x - Zan(x.
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Usando a segunda equacdo de (3-20), temos

Lloc(b(x) - _T%«na —_ R(xt(xb(x + K&t(x + K(zxn(x - R&n(x + RaKata - Rat(xba

+ 279Robo — Lang,

portanto,



APENDICE B

Resultados Computacionais

O Software usado para a construgdo das superficies minimas de translacao foi o
Wolfram Mathematica. A seguir apresentaremos os comandos utilizado no software, para
a construcdo das superficies minimas de translacdo, conforme o método apresentado no

final do capitulo 3.
Exemplo B.1 Helicoide
m Exemplo 1

n41]= Al = -13; A2 = -1; A3 = 1;
- (A-2A1) (A-22) (A-2A3) // Expand

cl=2312223

€2 = (A1 + A2+ A3)

€3 = (ALA2 + A2 23 + A1 A3)
A=5Sqrt[A3/ (A3-21)] // N

B=Sqrt[A3/ (A3-212)]1 //N
yl=5qrt[-A14A3] //N
y2 = Sqrt[-A22A3] // N

outia2l= 1+ A - A% - A3

Out[43]= 1
Outjd4]= -1
Out[45]= -1

Out[46]= @.7@71@7
Out[47]= @.7@717

Out[48]= 1.
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= Comando para resolver numericamente a etapa nimero 5 do algoritmo
de construcao de superficies minimas de translacao.

Inf1op= ko =1.1;
In[11]:= WO = @}

In[27]= $0 = -0.115;
sl =.5;

p= NDSolve[{k' [s] == ‘\/—k[s] 4 -c3k[s]"2-c12/k[s]*2-clc2,

w'[s] == ‘\/k[s]"2+1112, X'[s] ==ACos[w[s]], V'[s] ==BSin[w[s]],

z'[s] = V1-A"2Cos [W[s]]1"2-B~2Sin[w[s]]"2, w[@] == wo, k[@®] == ko,
x[@] =1, y[@] =1, z[@] == }: {ks wy, x, ¥, 2}, {s, so, 51}]3

= Solucdo numérica da curvatura da curva a

In[56]:=
ParametricPlot [Evaluate[{s, k[s]} /. p]l, {s, so, sl1}]
Out[56]=
20
1571
05¢F
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= Construcdo da curva geratriz a

in58]:= ParametricPlot3D[Evaluate[{x[s], v[s], z[s]} /. pP]l, {s, so, sl1},

ViewPoint » {1, -1.2, .25}, PlotRange » All]]

out[58]=
051.01.3
N
il |
o[< |
AN
eyt

m Para a curva Bescolhemos w1 =r/2

In[591:= W1l = Pi/ 2;
q = NDSolve[{k'[s] ==Sqrt[-k[s]"*4-c3k[s]"*2-c1”2/k[s]"2-clc2],
W'[s] =Sqrt[k[s]"2+A1A2], xx"'[s] == ACos[w[s]], yy'[s] ==BSin[w[s]],
zz'[s] = Sqrt[1-A~2Cos[w[s]]1*2-B*2Sin[w[s]]"2], w[@] == wl,

k[@] == ko, xx[@] == 1, yy[@] == @, zz2[@] == @}, {k, W, XX, YV, 2z}, {s, so, s1}];
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= Comando para construcdo da superficie minima de translac&o.

ingoj:= ParametricPlot3D[Evaluate[ {x[s], V[s], z[s]} /. p] +

Evaluate[{xx[t], yy[t], zz[t]} /. q], {s, so, s1}, {t, so, sl1},

ViewPoint » {1, -1.2, .25}, PlotRange - All]

out[s0]=




Apéndice B 101

= Exemplo 2

1= Al=-43; A2=-1; A3 =1;
-(A-A1) (A-2A2) (A-A3) // Expand

cl=A1A2 A3

c2 = (Al + A2 + A3)

c3 = (A1A2 + A2 A3 + A1 A3)
A=5qrt[A3/ (A3-A1)] //N

B=Sqrt[A3/ (A3-212)] //N
yl = Sqrt[-A12A3] // N
y2 = Sqrt[-A223] // N

outz= 4+ 2 - 42% -3

outzi= 4
outid)= -4
outsl= -1

outlel= ©.447214

out7l= @.787187

outjgl= 2.

outig= 1.
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= Comando para resolver numericamente a etapa numero 5 do algoritmo
de construgdo de superficies minimas de translacéo.

ko=1.1;
wo = 0;

so = -0.115;
sl =.5;

p=NDSolver'[s] ==‘\/—k[s]"4—c3k[s]"2—c1"2/k[s]"2—c1c2, w'[s] =Vk[s]*2+2A1A2,

x'[s] =ACos[w[s]], y'[s] =BSin[w[s]], z'[s] :=‘V’l—A"ZCos[w[s]]"Z—B"ZSin[w[s]]"Z,
w[e] =wo, k[@] = ko, x[@] =1, y[@] =1, z[0] == 1}) {k, w, X, ¥, 2}, {s, so, s1}|;

® Solugdo numérica da curvatura da curva

ParametricPlot [Evaluate[{s, k[s]} /. p]l, {s, so, s1}]

= Solugdo numérica da curvatura da curva a

ParametricPlot [Evaluate[{s, k[s]} /. p], {S, S0, s1}]

Out[28]=

-0t | 01 02 03 04 05
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= Construcado da curva geratriz a

ParametricPlot3D[Evaluate[ {x[s], y[s]l, z[s]} /. p]l, {s, so, sl},

ViewPoint » {2, -1.2, .25}, PlotRange -» All]

1.00.05.19.15

—.--r--r._'_“____m_l

114

m Para a construcao da curva B, escolhemos wl=71r

wl=Pi;

q= NDSolver' [s] ==V -k[s] “4-c3k[s] ~2-clr2/k[s]*2-clc2,

w'[s] = '\/k[s]"2+411).2, XX '[s] ==ACos[w[s]], yy'[s] ==BSin[w[s]],

zz"'[s] =V1-A~2Cos[w[s]]~2-B~2Sin[w[s]]"2, w[@] = wi,
k[@] = ko, xx[0] =1, yy[0] =1, zz[0] =1}, {k, w, XX, Yy, 2z},

{s, so, 51}];
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= Construcdo da superficie minima de translagao.

Inf«]:=

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[s], ¥[s], z[s]} /. p] +
Evaluate[ {xx[t], yy[t], zz[t]} /. q], {s, so, s1}, {t, so, s1},
ViewPoint -» {2, -1.2, .25}, PlotRange » All]

Outf« J=
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In[10%:=

Out[11]=

Out[12]

Out[13]

Out[14]

Qut[15]

Out[16]=

Out[17]

Qut[18]=

= Exemplo 3

Al = -25 A2 = -1; A3 = 1;
~(A-2A1) (A-22) (A-23) // Expand

cl = A1 A2 A3

€2 = (A1 + A2 + A3)

€3 = (A1A2 +A223 + A1 A3)
A=Sqrt[A3/ (A3-21)] //N

B=Sqrt[A3/ (A3-22)] //N
yl = Sqrt[-A12A3] // N

y2 = Sqrt[-A2 23] // N

2:.2-22%2.5°

@.57735
@.7071a7
1.41421

1.



Apéndice B 106

m Etapa n° 5 do algoritmo de construcdo de superficie minima de translacdo.

In[21]:=

ko=1.1;
In[20]:=

wo = 9;
In[22]:=

so = -0.27;

sl =.571;

p = NDSolve[{k"'[s] ==Sqrt[-k[s]"4-c3k[s]"*2-c1"2/k[s]"2-clc2],
w'[s] =Sqrt[k[s]"2+A12A2], x'[s] ==ACos[w[s]], y'[s] ==BSin[w[s]],
z"'[s] =Sqrt[1-A"2Cos[w[s]]"2-B"2Sin[w[s]]"2], w[@] == wo,

k[e] == kO, X[e] == 0) y[9] == 0.! Z[e] == 0}_, {kJ W, X, ¥, z}, {s, so, 51]’]3

= Solugdo Numérica da curvatura da curva a

In231:= ParametricPlot [Evaluate[{s, k[s]} /. pl, {s, so, s1}]

out]23]=
1.4}
1.3}
1.2+
/
-0.2 0.2 0.4 0.6

m Etapa n° 6 do algoritmo de construgdo de superficie
minima de translacéo. Curva a

In[35]:=
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[s], y[s], z[s]} /. pl, {s, so, s1},

PlotRange » All, ViewPoint » {0, 3, 1}]

out[35]=
"0.20.10.0-0.1
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m Para a construcao da geratriz B, repetimos novamente a etapan®5
do algoritmo de construcdo de superficie minima de translacao.
Agora escolhemos w1=Pi/2.

In[38]:=
wl=Pi/2;

q = NDSolve[{k'[s] == Sqrt[-k[s]~4-c3k[s]~2-c1”2/k[s]~2-clc2],
w'[s] ==Sqrt[k[s]*2+2A1A2], xx'[s] ==ACos[w[s]],
yy '[s] =BSin[w[s]],
zz'[s] = Sqrt[1-A~2Cos[w[s]]~2-B~2Sin[w[s]]~2], w[@] == wl,

k[©] == ko, xx[@] == 1, yy[O] == 0, z2[0] == 0}, {k, W, XX, Yy, 2z},
{s, so, sl1}];l

= Construcdo da superficie minima de translacao

In[39]:=
ParametricPlot3D[Evaluate[ {x[s], v[s], z[s]} /. p] +

Evaluate[{xx[t], yy[t], zz[t]} /. q], {s, so, s1}, {t, so, s1},

PlotRange —» All, ViewPoint - {9, 3, 1}]

out[39]=




