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Resumo
O presente trabalho mostra a importancia da Algebra Linear e em parti-
cular da teoria da Matrizes e Sistemas Lineares para resolver problemas préticos em
diversas areas. Mostramos exemplos de aplicacoes dos Sistemas Lineares nos modelos
fechado e aberto de Leontief na area de Economia, em circuitos elétricos fechados (Lei

de Kircchoff) e em projetos de construgio de estruturas metalicas.

Palavras-chave
Modelos Econdémicos, Circuitos Elétricos, Estruturas Metalicas, Aplicacoes de Al-

gebra Linear.



Abstract
This work shows the importance of the Linear Algebra and in particular of the
theory of Matrices and Linear Systems to solve practical problems in various areas. We
show examples of Applications of Linear Systems in closed and open models of Leontief
in Economics, in closed circuits (Law Kircchoff) and in projects of construction of steel

structures.

Keywords
Economic Model, Electrical Circuits, Metal Structures, Application of Linear Alge-

bra.
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1 Introducao

A teoria da Algebra Linear e em particular a teoria dos Sistemas Lineares e
das Matrizes podem ser usadas para resolver certos tipos de problemas em varias areas
do conhecimento, como Fisica, Quimica, Economia, todas as Engenharias, etc.

O objetivo principal deste trabalho, é mostrar através de exemplos aplicacoes dos
Sistemas Lineares e Matrizes em alguns problemas praticos nas areas de Economia,
Engenharia Elétrica e Engenharia Civil.

Na area de Economia estudamos os modelos fechado e aberto de Leontief, os quais
descrevem uma inter-relagao entre precos, producao e demanda num sistema econo-
mico.

Na 4rea de Engenharia Elétrica, mostramos um exemplo de como calcular a inten-
sidade da corrente num dado circuito elétrico. O modelo mateméatico é obtido pela
Lei de Kirchhoff e a solucao final é dada através da resolucao de um sistema algebrico
linear.

Uma das aplicacdes de Algebra Linear na Engenharia Civil ¢ em projetos de estru-
turas metalicas, onde o calculo das forcas entre vigas exige a solucao de um sistema
de equacoes lineares. Quanto mais complexa for esta estrutura, maior serd o niimero
de equagoes e de variaveis envolvidas no sistema. A matriz dos coeficientes do sis-
tema deve ser inversivel para que a estrutura nao colapse. Para uma mesma estrutura
sujeita a forcas externas variaveis, pode-se encontrar a matriz-coluna das forcas que
atuam sobre as vigas multiplicando-se a inversa da matriz que modela a estrutura pela
matriz-coluna das forcas externas.

Neste trabalho, fizemos inicialmente, um resumo da teoria das Matrizes e dos Sis-
temas Lineares, mas sem se preocupar em fazer um estudo completo destes assuntos,
o objetivo é apenas complementar o trabalho.

O trabalho esta dividido em dois capitulos, além da apresentacao e da conclusao.
No Capitulo 2 apresentamos os resultados basicos da Algebra Linear que sao utilizados
no Capitulo 3, onde estao descritas as aplicacoes.

Finalmente, na Secao 4 apresentamos as consideracoes finais do trabalho.
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2 Matrizes e Sistemas Lineares

Nesta secao descrevemos alguns topicos de Matrizes e Sistemas Lineares, mas
sem fazer um estudo completo destes assuntos, apenas com o objetivo de complementar
o trabalho.

2.1 Matrizes

Com base em textos basicos de algebra linear, como em [2|, e de matemética
elementar, como em [3], iremos expor alguns topicos de Matrizes e Sistemas Lineares,

para dar suporte tebrico as aplicagoes no capitulo 3.

Definicao 1. Chama-se matriz real A de ordem m X n a uma tabela de nuimeros reais

da forma,
air Q2 - Qi
Q21 Q22 -+ A2
A=
Am1 Am2  *°  Amp
A matriz A pode ser representada por A = [a;;]mxn, € 08 a;;, @ = 1,...,m e
j=1,...,n sao denominados os elementos ou as entradas da matriz.

Tipos de Matrizes
e matriz linha: é uma matriz com apenas uma linha.
e matriz coluna: é uma matriz com apenas uma coluna.
e matriz nula: é uma matriz que possui todas entradas nulas.

e matriz quadrada de ordem n: é uma matriz com n linhas e n colunas. A diagonal

principal de uma matriz quadrada de ordem n é o conjunto das entradas a;; com
1=].
e matriz diagonal: ¢ uma matriz quadrada onde os elementos que nao pertencem

a diagonal principal sao nulos.

e matriz identidade de ordem n ([,) é toda matriz diagonal cujos elementos da

diagonal principal sao iguais a 1 e os demais elementos iguais a zero.
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Definicao 2. Se A ¢ qualquer vetor ou matriz, a notacao A > 0, significa que cada
entrada de A € positiva. Se A > B, significa que A — B > 0.

Definigao 3. Dada uma matriz A = [aij]mxn, @ matriz transposta de A, denotada por

At é a matriz A" = [bijlnxm, cujas linhas sao as colunas de A, isto é, b = aj;.

a1; a2 - Qip 11 Q21 -+ aml
a21 Q22 -+  A2p a2 A22 -+ Am2
A= = At =
am1 Am2 - Amn A1p Aon  * - Amn
L d mXn - Jd nXxXm

Note que (A" = A.

Operagoes entre Matrizes

Defini¢ao 4. Dadas duas matrizes de mesma ordem, A = [aijlmxn € B = [bijlmxn,
define-se a soma A+ B como a matriz C = [¢ij|mxn tal que ¢;; = a;; + byj, para todo i

e todo j.

Propriedades da Adigao
Para quaisquer matrizes A, B e C' de mesma ordem a adigao satisfaz as seguintes
propriedades:
A;y. Associatividade: (A+ B)+C = A+ (B+C).
A,. Comutatividade: A+ B = B + A.
As. Elemento neutro: Existe a matriz 0 tal que A+ 0 = A.

A,. Elemento simétrico: Existe uma matriz —A tal que A+ (—A) = 0.

Definicao 5. Define-se a multiplicacdo de um escalar (nimero real) a por uma matriz

A = [ajj|mxn como sendo a matriz B = [bij|mxn tal que bjj = aa;; para todo i e todo j.

Propriedades da Multiplicacao por Escalar
Para quaisquer matrizes A e B de mesma ordem e « e [ reais a multiplicacao por
escalar satisfaz as seguintes propriedades:
M. a(SA) = (ap)A.
M. a(A+ B) = aA+ aB.
Ms. (a4 B)A = aA + GA.
M,. 1A = A.
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Definigao 6. Dadas duas matrizes A = [a;jlmxn € B = [bjklnxp, define-se produto AB
como a matriz C' = [Cik|mxp tal que

n

Cikk = Qitbig + aigbar, 4+ ... + Qinbpy = Z a;jbj.
j=1

Observe que o niimero de colunas de A deve ser igual ao ntimero de linhas de B.
Propriedades do Produto

O produto de matrizes satisfaz as seguintes propriedades:
Py. Associatividade: (AB)C = A(BC) para toda matriz A = [a;;]mxn, B = [bjk|nxp €
C = [Cks]pxr-
P,. Distributividade a direita em relagao a adigao: (A + B)C' = AC + BC' para toda
matriz A = [aij]mxn, B = [bijlmxn € C = [Cjk|nxp-
Pj. Distributividade & esquerda: A(B + C') = AB + AC para toda matriz
A = [aijlmxn, B = [bjklnxp € C' = [¢jklnxp-
Py. (¢A)B = A(aB) = a(AB) para toda matriz A = [aij]mxn, B = [Djk]nxp € para
todo escalar a.
Ps5. Produtos com matrizes identidades: AlI, = A e I,,A = A, para toda matriz
A = [aij]mxn, onde I, é a matriz identidade n x n e I, é a matriz identidade de ordem
m X m.
Observe que o produto de matrizes nao é comutativo, em geral AB # BA, mesmo para

matrizes quadradas de mesma ordem.

Defini¢ao 7. Dada uma matriz quadrada A = [aij]nxn, se ezistir uma matriz B que
satisfaca AB = BA = I diz-se que B € a inversa de A e denota-se B por A~'. Se a
inversa de A existir diz-se que A é inversivel(nao singular), caso contrdrio diz-se que

a matriz A € nao inversivel (singular).

2.2 Sistema de Equacoes Lineares

Uma equacgao linear é uma equacao da forma a,x, +asxs+asxs+...+a,x, = b, na qual
ai,as,as,...,a, sao os respectivos coeficientes das variaveies xq, 2o, 23,...,T, € b é 0
termo independente. Os ntimeros aq, as,as, ..., a, e o termo independente b geralmente
sao nimeros reais conhecidos e as variaveis x1, Ta, X3, . . ., T, S0 as incognitas.

Os valores das varidveis que transformam uma equacao linear em uma identidade,
isto é, que satisfazem a equagao, constituem sua solucao. Esses valores sao denominados

raizes das equagoes lineares.
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Um sistema de equagoes lineares com m equacgoes e n incognitas é um conjunto de

equacoes do tipo:

ax1 + are + ... 4+ apx, = b
anTi + apry + ... 4+ apT, = b
(1)
Am1T1 + Qa2 + ...+ AppTn = bm
Uma solu¢ao do sistema (1) é uma n-upla de nameros (z1, 2, 3, ..., x,) que satisfaca

simultaneamente estas m equacoes.
Dois sistemas de equacoes lineares sao equivalentes se, e somente se, toda solucao
de qualquer um dos sistemas também é solucao do outro.

Podemos escrever o sistema (1) na forma matricial,

a1; Q2 - Qin T by
Q21 Q22 - Q2p ) by

- 7
Am1 Am2 - Amn Ty, bn

ou AX = B, onde A é a matriz dos coeficientes, B a matriz coluna dos termos inde-
pendentes e X é a matriz coluna das incognitas.

Uma outra matriz que podemos associar ao sistema (1) ¢

a1 @iz - Qi by
a1 Gz -+ Ao, by

)
m1 Am2 - Omp bm

que chamamos matriz ampliada do sistema. Cada linha desta matriz é simplesmente
uma representacao abreviada da equacao correspondente no sistema.

Sabemos que a troca de ordem de duas equagoes do sistema, ou a substituicao de
uma das equacoes pela combinacao dela com outra, obtém-se um sistema equivalente ao
sistema original. Portanto em termos da matriz ampliada do sistema, pode-se afirmar

que
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i) a troca de ordem de duas linhas, ou
i1) a substituicdo de uma linha L; pela combinacao linear dela com outra L, da

forma
al;+pLj;a,8 €eRea#0,4,j=1,---,m,

obtém-se uma nova matriz ampliada cujo sistema linear associado é equivalente ao
sistema original.

As operagoes dos tipos i) e i) sdo denominadas de operagoes elementares sobre a
matriz A (matriz ampliada).

E possivel fazer operacdes elementares com uma matriz da forma A, de tal modo a

reduzi-la a uma matriz da forma

! i / /
ay ayy cccoay, b
! / /
. 0 agy - ay, b
! /
0 o - a, b,

Dividindo-se cada linha de A’ pelo primeiro elemento nao nulo correspondente,

obtém-se a denominada matriz escalonada de A.
Exemplo 1. Dado o sistema
r + 2y + 3z =1
r + y + 4z =1
r + 3y + 22 =1

vamos encontar a forma escalonada da matriz ampliada deste sistema e em sequida

resolvé-lo.

Solucao:

Matriz ampliada

1 2 31
A=111 4 1
1 3 21

Substituindo Ly por Ly — Ly e L3 por Ly — Ly, obtém-se
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12 3 1
01 -1 0
01 -1 0

Agora, substituindo L3 por L3 — Lo, obtém-se a seguinte matriz escalonada de A:

12 3 1
01 -1 0
00 0 O

Portanto a solugao do sistema é y =z e x =1 — bHz.

3 Aplicacoes

3.1 Modelo Fechado de Leontief

A algebra linear desempenhou um papel importante nos modelos econémicos
de Leontief', os modelos fechado e aberto de Liontief. Descrevemos a seguir exemplos
destes modelos, veja em [1].

O modelo fechado consiste em determinar os precos dos produtos produzidos e
consumidos por um certo grupo de empresas de modo que o total dos gastos de cada

empresa seja igual ao total recebido.

Exemplo 2. Um pedreiro, um eletricista e um hidrdulico, pretendem fazer consertos

em suas casas. Eles concordam em trabalhar durante 10 dias cada conforme a tabela

sequinte:
Trabalho executado pelo
Pedreiro | Eletricista | Hidrdulico
Dias de trabalho na casa do Pedreiro 2 1 6
Dias de trabalho na casa do Eletricista 4 5 1
Dias de trabalho na casa do Hidrdulico 4 4 3

'Wassily Leontief, ganhou o Prémio Nobel de Economia de 1973, abriu a porta para uma nova era

da modelagem mateméatica na economia.
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Cada proprietdrio deve pagar aos outros e a ele mesmo, um saldrio didrio e pelos
servigos prestados em sua casa. Os saldrios didrios normais sao, aprorimadamente,
R$ 100,00, mas eles concordam em ajustar estes saldrios de tal modo que o total pago

por cada um seja tgual ao total recebido. Determine os saldrios de cada um.
Solucao: Sejam,

p1 o salario diario do pedreiro,
po o salario didrio do eletricista e

p3 o salario diario do hidraulico.

Para satisfazer a condicao de equilibrio, isto ¢, de tal modo que o total dos gastos seja

igual ao total recebido para cada um dos proprietarios pelo periodo de dez dias, tem-se,

2p1 + p2 + 6ps = 10y
dp1 + Sp2 + p3 = 10p; ~ (2)
dpy + 4pr + 3pz = 10ps

07 2p1 + 07 1p2 + 07 6p3 = PN
Oa 4p1 + 07 5p2 + 07 1p3 = D2 (3)
0,4p1 + 0,4p2 + 0,3ps = ps

Essas sao as equacoes de equilibrio para o pedreiro, o eletricista e o hidraulico, res-
pectivamente. Na teoria economica, a matriz associada ao sistema (3) dos coeficientes
é denominada de entrada e a matriz coluna [p; py ps]* € o resultado ou produto final.
Note que no sistema (3), a soma de cada coluna da matriz dos coeficientes associada
ao sistema é igual a 1, correspondendo ao fato de que o resultado do trabalho de cada
proprietario estd distribuido entre eles nas proporcoes dadas pelas colunas da matriz
de entrada.

Reescrevendo o sistema (3) na forma matricial, tem-se que,

0,8 —-0,1 -0,6 0 8§ -1 -6 0
-0,4 0,5 —-0,1 0 ~ -4 5 —-10
-0,4 -0,4 0,7 0 -4 -4 7 0

Substituindo, Lo por 2L, + Ly e Ly por L3 — Lo, e em seguida Lz por L3 + Lo, temos
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8§ =1 -6 0 8§ =1 -6 0

0 9 -8 20 ~ 0 9 -8 0/,
0 -9 8 0 0O 0 0 0
L L
e agora trocando, L por §1 e Ly por ?2, segue-se
T
° 8§
0o 1 — 0
9
0 O 0 0
. 8 31
Assim, py = §p3 e p = %pg. Onde p3 pode ser um valor qualquer. Note que o

sistema de equacgoes tem infinitas solucoes dadas por,

P1 31
p2 | =S| 32|,
b3 36

onde s é uma constante arbitraria. Esta constante é um fator de escala, que os proprie-
tarios podem escolher de acordo com sua conveniéncia. Neste exemplo, como o salario
de cada um deve ser aproximadamente R$ 100,00, entdo escolhe-se s = 3.

Na linguagem de economia, escrevemos a seguir, a forma geral do modelo fechado
de Leontief que consiste de um sistema econémico com um nidmero finito de indis-
trias, ordenadas de 1 a k. Ao longo de algum periodo fixo de tempo, cada indistria
gera seu produto, bem ou servico, o qual é totalmente consumido de uma maneira
predeterminada pelas k industrias.

O problema consiste em encontrar precos convenientes que devem ser cobrados por
esses k produtos de maneira que, para cada industria, o total dos gastos seja igual ao
total recebido.

Para o periodo de tempo fixado, p; é o preco cobrado pela i-ésima industria pela sua
producao total; e;; ¢ a fracao da produgao total de j-ésima inddstria que é comprada
pela i-ésima industria, com 4, j = 1, 2, -- -, k. Temos que,
pi >0, i=1,2,--- k,
ei; >0, 1,5=1,2,---Fk,
eljtey+--+ey=1j=12,--- k.
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Com estas quantidades, nos formamos o vetor-preco p = | p; py -+ pp | > €@

€11 €12 ... €1k
. €21 €22 ... €9k
matriz de troca B =
€r1 €2 ... €Lk
A condicao, ey + e + -+ ex; =1, j= 1, 2, -+, k, expressa o fato de todas as

somas de colunas da matriz de troca sao 1.
Como no exemplo, para que os gastos das industrias igualem-se aos seus rendimen-

tos, a seguinte equacao deve ser satisfeita,
(I —E)p=0. (4)

A equacdo (4) é um sistema linear homogéneo para o vetor-preco p. Além de
mostrar que (4) tem uma solugao ndo trivial para a qual p > 0, precisa-se mostrar que
os precos p; dos k produtos sao ntimeros nao negativos. Estes resultados sao garantidos

pelo seguinte teorema.

Teorema 1. Se E é uma matriz de troca, entao o sistema (I — E)p = 0 sempre tem

uma solucao nao trivial p, cujas entradas sao nao negativas.

Exemplos elementares de aplicacao do Teorema 1.

1
5 0
Exemplo 3. Seja E = 2
1
3 1
1
5 0 0
(I - E)p = ? m = )
-3 0 P2 0
cuja solucao geral €,
0
p=s )
1

onde s € uma constante arbitrdria. Para qualquer s > 0, temos uma solu¢ao nao trivial

ep>0.
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Neste exemplo o conjunto solugao é a semi-reta gerada pelo vetor

1
10
Exemplo 4. Seja, £ =
01
1 0
Entao (I — E)p =0 tem a solugao geral p = s +t ,
0 1

onde s e t sao constantes arbitrdrias independentes. Jd neste exemplo [ — E = 0,

portanto qualquer p > 0 € solugao, entao o conjunto solug¢ao é um quadrante, pois s > 0

1 0
et >0, gerado pelos velores e

0 1

No primeiro exemplo, determina-se que, em algumas situacoes, um dos precos pre-
cisa ser zero para a condicao de equilibrio ser satisfeita. No segundo exemplo, podem
haver varias estruturas de precos linearmente independentes. O teorema a seguir dé&

condicoes para excluir ambos os casos.

Teorema 2. Seja F uma matriz de troca tal que todas suas entradas sao positivas.

Entao, existe uma solucao e ela pode ser escolhida com todas suas entradas positivas.

Exemplo 5. Retomando & matriz de troca da equagao (3), isto é

0,2 0,1 0,6 P1 P1
0,4 0,5 0,1 |-] po = | P2 |-
074 074 073 b3 P3

Como E > 0, pelo teorema 2, existe uma solugao e pode ser escolhida tal que p > 0.
31

Ja verificou-se que a solugcao ép=s | 32

33

3.2 Modelo Aberto ou de Producao de Leontief

Ao contrario do modelo fechado, no qual os produtos de k indistrias sao so-

mente distribuidos entre as proprias industrias, o modelo aberto tenta satisfazer uma
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demanda externa para os produtos. Nesse modelo, os precos sao fixados e o objetivo é
determinar os niveis de producgao das induastrias necessarios para satisfazer a demanda
externa.

Para algum periodo fixado de tempo, escreve-se: x; o valor monetario da produ-
cao total da i-ésima inddustria; d; o valor monetario da producgao da i-ésima indistria
necessaria para satisfazer a demanda externa; ¢;; o valor monetéario da produgao da
1-ésima industria que é necessaria para a j-ésima industria produzir uma unidade do
valor monetario de seu proprio produto.

Assim, define-se o vetor-producao

t
x:[xl To ... xk];
o vetor-demanda
t
d= [ d1 dg dk } )
e a matriz de consumo
€11 Ci2 ... Cig
Co1 Co2 ... OCop
C =
Cr1 Cr2 ... Ckk

Desse modo, temos que z > 0,d >0e C > 0.

A partir da defini¢ao de ¢;; e z;, percebe-se que a quantidade
Ci1T1 + CioZo + + -+ + Cip Tk

é o valor da producao da i-ésima indtustria que é necessario para todas as k industrias
produzirem um total especificado pelo vetor de producao. Essa ¢ a i-ésima entrada
do vetor-coluna Cz e, assim, a i-ésima entrada do vetor-coluna x — C'x é o valor do
excesso de producao da i-ésima industria que esta disponivel para satisfazer a demanda

externa. Consequentemente, somos levados a seguinte conclusao x — Cx = d, ou

(I —C)x=d, (5)

em que a demanda é satisfeita, sem sobras nem faltas. A partir dos dados C e d, o

objetivo é encontrar o vetor-produgao x > 0 que satisfaz a equagao (5).
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Exemplo 6. Uma certa cidade tem trés indistrias principais: uma mina de carvao,
uma usina elétrica e uma rede ferrovidria local. Para produzir R$ 1,00 de carvao,
a mina precisa comprar R$ 0,25 de eletricidade para seu equipamento e R§ 0,25 da
ferrovia para suas necessidades de transporte. Para produzir R$ 1,00 de eletricidade, a
usina requer R$ 0,65 de carvao para combustivel, R§ 0,05 de sua propria eletricidade
para equipamento auxiliar e R$ 0,05 da ferrovia para suas necessidades de transporte.
Para fornecer R$ 1,00 de transporte, a rede ferrovidria precisa de R$ 0,55 de carvio
para combustivel e R$ 0,10 de eletricidade para seu equipamento auziliar. Em uma
determinada semana, a mina recebe pedidos de R$ 50.000,00 de carvao de fora da
cidade e a usina recebe pedidos de R$ 25.000,00 de eletricidadede fora da cidade. Nao
hd demanda externa para a ferrovia. Quanto cada uma dessas trés industrias deve
produzir naquela semana para atender exatamente suas proprias demandas e a demanda

externa?
Solugao: Para o perfodo de uma semana, sejam

x1 o valor da producao total da mina;
x5 o valor da producao total da usina;

x3 o valor da producao total da ferrovia.

A matriz de consumo do sistema é
0 0,65 0,55
C=10,25 0,05 0,10
0,25 0,05 0

O sistema linear (I — C)z = d é, entdo,

1,00 —-0,65 —0,55 T 50.000
—-0,25 0,95 —0,10 |- | x2 | = | 25.000
-0,25 —0,05 1,00 x3 0

Como a matriz de coeficientes é invertivel, a solucao é dada por

756 542 470 50.000 102.087
t=I—-C)""d=251]220 690 190 |- | 25.000 | = | 56.163
200 170 630 0 28.330
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Portanto, a producao total da mina deveria ser R$ 102.087, a da usina deveria ser
R$ 56.163 e a da ferrovia deveria ser de R $ 28.330.

Reconsiderando a equagao (5):
(I —C)x=d,

se a matriz quadrada (I — C) for invertivel, pode-se escrever

r=(I—-0)td (6)

Além disto, se a matriz (I — C)~! tiver somente entradas nao negativas, entdao a equa-
¢ao (6) terd uma tunica solugdo nao negativa x, para qualquer d > 0. Esta é uma
situacao particularmente desejavel, por significar que qualquer demanda externa pode
ser satisfeita. A terminologia utilizada para descrever este caso é dada na definicao

seguinte.
Defini¢ao 8. Uma matriz de consumo C' € produtiva se (I—C)~! existe e (I—C)~1 > 0.

Segundo o livro de Anton [1], o teorema a seguir e seu corolario, mostram os critérios

que garantem quando uma matriz de consumo é produtiva.

Teorema 3. Uma matriz de consumo C € produtiva se, e somente se, existir um vetor-

producao x > 0 tal que v > Cx, ou seja, cada indistria produz mais do que consome.

Corolario 1. Uma matriz de consumo C € produtiva se a soma das entradas de cada

linha ou coluna de C € estritamente menor do que 1.

Esse corolario diz que uma matriz de consumo é produtiva se todas as k industrias

do sistema econdémico sao lucrativas.

Exemplo 7. Seja a matriz de consumo do exemplo 6,

0 0,65 0,55
C=10,25 0,05 0,10
0,25 0,05 0

A soma das entradas de cada coluna é menor que 1, portanto, as trés indistrias sao
lucrativas. Desse modo, pelo Colordrio 1 a matriz de consumo C' é produtiva. Isso

também pode ser concluido pelo fato de que (I —C)™* > 0.
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A discussao seguinte sugere uma demonstracao do Teorema 3 e do Coroléario 1 sao
verdadeiros e conduzira a uma nova formula de calcular (I —C)~%

Imagine que a demanda representada por d é apresentada as diversas industrias no
inicio do ano e as industrias respondem fixando seus niveis de producao em = = d, o
que irad atender exatamente & demanda final. Quando as inddstrias se preparam para
produzir d, elas enviam as encomendas e as matérias-primas e outros insumos. Isso
cria uma demanda intermediaria de Cd para a entrada (insumos).

Para atender a demanda adicional C'd, as industrias vao precisar de insumos adi-
cionais nas quantidades C'(Cd) = C?d. E claro que isso gera uma segunda rodada de
demanda intermediaria, e quando as industrias decidem produzir mais ainda de modo
a atender essa nova demanda, elas geram uma terceira rodada de demanda, a saber,
C(C?d) = C3d. E assim por diante.

Teoricamente, podemos imaginar esse processo continuando indefinidamente, ape-
sar de que, na realidade, isso nao aconteceria numa sequencia tao rigida de eventos. O

diagrama seguinte ilustra essa situacao hipotética:

Demanda que precisa Entradas necessarias para

ser atendida atender a essa demanda
Demanda final d Cd
Demanda intermediéria
1* rodada Cd C(Cd) = C%d
2% rodada C3d C(C?*d) = C3d
3* rodada C3d C(C3d) = C4d

O nivel de producao que ira atender a toda essa demanda é

r=d+Cd+C*d+cd+ - =I+C+C*+C°+---)d. (7)

Para tornar a equacao (7) compreensivel, usamos a seguinte identidade algébrica,

I-C)YI+C+C*+CP+---+C™ Y =T-C" (8)

Pode ser mostrado que as somas das colunas em C' sao menores que 1, portanto

I — C é inversivel, C™ se aproxima da matriz nula quando m se torna arbitrariamente
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grande, e [ — C" — [I. Assim para m suficientemente grande, a equacaoUsando a

equagao (8), quando as somas de colunas de C' sdo menores que 1, torna-se:

(I-C)y'=1+C+C*+C*+--- (9)

Interpretamos a equacdo (9) no sentido que o lado direito pode ficar tdo proximo
quanto se queira de (I — C)~! desde que m seja suficientemente grande.

Em modelos reais de entrada/saida, as poténcias da matriz de consumo se aproxi-
mam da matriz nula de forma répida. De modo que a equagao (9) realmente fornece
uma forma pratica de se calcular (I — C)~!. De modo anélogo, para qualquer d, os
vetores C™d se aproxima do vetor nulo rapidamente, e a equacdo (7) é uma forma
pratica de se resolver (I —C)X = d. Se os elementos de C' e d sdo nao negativos, entao

a equacdo (7) mostra que as componentes de x também sdo nao negativas.

3.3 Equacoes Lineares e Circuitos Elétricos

As intensidades de corrente elétrica em um circuito elétrico simples podem ser
representadas por um sistema linear de equacoes. Um gerador de voltagem, como uma
bateria, faz com que uma corrente de elétrons percorra o circuito. Quando a corrente
passa por uma resisténcia (como uma lampada ou um motor), ocorre uma queda de
voltagem. Segundo a Lei de Ohm 2, essa queda de voltagem ao atravessar um resistor
é dada por:

V =RI (10)

onde a voltagem V' é medida em wvolts, a resisténcia R em ohms (denotada por €2) e a
intensidade de corrente elétrica I em ampéres.

O circuito da figura 1, contém trés ciclos fechados. As correntes dos ciclos 1, 2 e
3 sdo denotadas por I, I e I3, respectivamente. As direcoes atribuidas a cada uma
dessas correntes sao arbitrarias. Se uma corrente aparece com valor negativo, entao
sua direcao real é a inversa da indicada na figura. Se a dire¢do indicada da corrente for
do lado positivo da bateria (segmento maior) para o lado negativo (segmento menor),
entao a voltagem é positiva, caso contrario, a voltagem é negativa. O fluxo de corrente
de um ciclo é governado pela seguinte lei.

Lei de Kirchhoff para a Voltagem

2 Assim designada em homenagem ao seu formulador Georg Simon Ohm
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Figura 1: Circuito Elétrico.

A soma algébrica das quedas de voltagem em torno de um ciclo € igual a soma

algébrica das fontes de voltagem na mesma direcao nesse ciclo.
Exemplo 8. Determine a corrente nos ciclos do circuito da figura 1.

Solucao: Para o ciclo 1, a corrente [; atravessa trés resistores, e a soma das quedas

de voltagem é

AL + AL + 31 = 111, (11)

A corrente do ciclo 2 também atravessa parte do ciclo 1, pelo ramo entre A e B.
A queda correspondente é de 315 volts. Entretanto, a direcdo da corrente para o ramo
AB, no ciclo 1, é oposta a direcao escolhida para a corrente no ciclo 2, de modo que
a soma algébrica de todas as voltagens para o ciclo 1 é 111; — 31;. Como a voltagem
do ciclo 1 é de +30V, a lei de Kirchhoff para a voltagem implica que a equacao para o

ciclo1 é

111, — 31, = 30. (12)

A equacao para o ciclo 2 é

O termo —31I; aparece devido & corrente do ciclo 1 pelo ramo AB (com a queda de

voltagem negativa porque o fluxo da corrente é oposto ao fluxo do ciclo 2). O termo
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6/, ¢ a soma de todas as resisténcias do ciclo 2, multiplicado pela corrente do ciclo. O
termo —I3 aparece devido a corrente do ciclo 3 atravessando o resistor de 1 ohm no

ramo CD, na dire¢ao oposta a dire¢ao da corrente do ciclo 2. A equagao do ciclo 3 é

— I+ 33 = —25. (14)

Observe que a bateria de 5V do ramo CD é contada como parte do ciclo 2 e do ciclo
3, mas é -5V para o ciclo 3 por causa da direcao escolhida para a corrente nesse ciclo.
A bateria de 20V também é negativa pelo mesmo motivo.

As correntes dos ciclos sao determinadas resolvendo o sistema:

1].[1 —3]2 = 30
3L, +6I, —I; = 5 (15)
—IQ +3[3 == —25

As operagbes elementares sobre a matriz completa levam a solugao: [; = 3A (trés
amperes), I = 1A e I3 = —8A. O valor negativo para I3 mostra que a direcao real da
corrente, no ciclo 3, é na direcdo oposta a da indicada na figura 1.

E instrutivo ver o sistema (15) como uma equagdo vetorial:

11 -3 0 30
L | =3 | +1 6 +I3| -1 | = 5 ; (16)
0 —1 3 —25

ou seja,
[1.R1 + [Q.RQ + [3.R3 - V
A primeira componente de cada vetor diz respeito ao primeiro ciclo, e analoga-
mente para a segunda e terceira componentes. O primeiro vetor de resisténcia r; da
a resisténcia dos diversos ciclos atravessados pela corrente I;. A resisténcia tem valor
negativo sempre que [; atravessa na direcao oposta a corrente daquele ciclo. Examine
a figura 1 para ver como obter as componentes de r{, depois, faca o mesmo para ry e
r3. A forma matricial da equagao (16),
i
RI=V, onde R:[rl - T3] e 1= |4, |,
i3
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fornece uma versao matricial da lei de Ohm. Se todas as correntes forem escolhidas
com o mesmo sentido (digamos, o anti-horério), entdo todos os elementos da diagonal
principal de R serao negativos.

A equacao matricial RI =V torna a linearidade desse modelo facil de ser identifi-
cada. Por exemplo, se o vetor de voltagens for duplicado, entdao o vetor de correntes
também tem que ser duplicado. Além disso, o principio da superposicao é valido, ou

seja, a solugao da equacao (16) é igual a soma das solugoes das equagoes,

30 0 0
RI=1 0 |, RI=|5 e RI=| o0
0 0 —25

Aqui, cada equacao corresponde ao circuito com apenas uma fonte de voltagem
(as outras foram substituidas por fios que fecham cada ciclo). O modelo para o fluxo
de correntes é linear precisamnete porque as leis de Ohm e Kirchhoff sao lineares. A
queda de voltagem num resistor é proporcional a corrente que o atravessa (Ohm), e a
soma das quedas de voltagem num ciclo é igual & soma das fontes de voltagem desse
ciclo (Kirchhoff).

As correntes dos ciclos de um circuito podem ser usadas para determinar a corrente
em qualquer ramo do ciclo. Se apenas uma corrente de ciclo atravessa um ramo, como
no caso de B para D, na figura 1, entao a corrente do ramo é igual & corrente do
ciclo. Se mais de uma corrente de ciclo atravessa o ramo, como no caso de A para
B, a corrente do ramo ¢ igual a soma algébrica das correntes de ciclo que atravessam
esse ramo (Lei de Kirchhoff para Correntes). Por exemplo, a corrente no ramo AB é
Iy — I, =3—1=2A, na direcao de I. A corrente no ramo CD é I, + I3 = 9A.

3.4 Uma Aplicacdo de Algebra Linear 4 Engenharia Civil: Pro-

jeto de Estrutura Metalica

Considere o problema do projeto de uma estrutura metélica como esbocada
na figura 2. Trata-se de um guindaste que devera icar cargas. O problema consiste em
determinar qual é o esforco mecanico em cada viga da estrutura, de modo que se possa

escolher as vigas com a resisténcia adequada.
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Figura 2: Diagrama de estrutura metalica composta de vigas.

O calculo das forcas que incidem na estrutura, Fi e F5, é imediato, conhecendo-
se a massa que ird ser suspensa e o comprimento do brago do guindaste. Com essas
forgas, é preciso agora calcular a forga exercida por cada viga nos nos (pontos de in-
tersecdo de duas ou mais vigas) para que a estrutura permanega em equilibrio. Essas
forcas serao denotadas pelas variaveis f;; , em que os indices indicam os nés ligados
por esta viga. Assim, por exemplo, a forca fy; significa a forca exercida sobre o né 4
pela viga que liga o n6 4 ao n6 1.

A somatoria das forcas em cada no, de 1 a 6, deve ser nula tanto na direcao hori-
zontal quanto na direcao vertical. Para montar o conjunto de equacoes, tomemos como
exemplo o n6 1. O no 1 é afetado pelas vigas que o ligam aos nos 2, 3 e 4. As equacoes

que implicam no equilibrio de forcas sobre o n6 1 sao,

fi2cos612 + fizcosbis + fiacosthy = Fi (17)

fiasenbis + fizsenbis + fiasentiy = 0

sendo que 0;; representa o angulo entre a viga 4j e a vertical. Construindo cada equagao

da somatoria das forcas em cada um dos nos, obtém-se o seguinte conjunto de equagoes,
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Ji2c0s012 + fizcosts + fiacosthy = Fi
fizsenbio + fizsenbis + frasenbiy =0
Ja1cosbay + fagcosblaz + fascosbay = Fy
forsenbay + fozsenbaz + fogsenboy = 0
J31c08031 + f35008035 + f32c08039 + f3ec08636 = 0 (18)
fai1senblsy + fassentlss + fsasentlsy + fygsentlsg = 0
Ja1c08041 + f45008045 + fa2c08049 + fiec0s045 = 0
Jusenby + fissenbys + fiasenbys + fagsentss = 0

fassentlss + figsenbtys + frasentss + fezsentss = 0,

a ultima equacao diz respeito ao equilibrio de toda a estrutura, que nao deve ter em
conjunto nenhuma aceleragao horizontal.
Claramente, f;; = —fj;. Assim, por exemplo, fi2 = —f21. O conjunto de varidveis

a serem determinadas, portanto, pode ser arranjado no vetor,

f:[fIZ f13 f14 f23 f24 f35 f36 f45 f46}'

Definindo um vetor F' e uma matriz €), respectivamente por

t
[F10F2000000}7

cosb9 cosbi3 cos014 0 0 0 0 0 0
senbs senbis  senbiy 0 0 0 0 0 0
—c0sbis 0 0 08053 08053 0 0 0 0
—senbia 0 0 senbys  senbfos 0 0 0 0
0 —cosb3 0 —co0sby3 0 cosblss  cosblsg 0 0
0 —senbis 0 —senblys 0 senbss  senbsg 0 0

0 0 —cosl14 0 —c0809y 0 0 0 0804

0 0 0 0 0 senflzs  senblzg  senbys senblyg

é facil verificar que o sistema de equagoes (18) é equivalente & equagido matricial:
Qf = F. (19)
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Ha intmeras vantagens de se escrever a equagao (18) na forma da equagao (19). Deve
ter ficado claro para o leitor que ha uma regra simples que leva diretamente do desenho
da figura (2) para as entradas da matriz Q. Qualquer que fosse a estrutura composta
de vigas que se ligam em nos, a regra seria a mesma. Seria possivel representar por
meio de uma matriz €2 qualquer estrutura, e essa representacao poderia ser obtida
automaticamente (por meio de um programa de computador). Dado um conjunto de

forcas externas F, o conjunto de forcas sobre as vigas sera dado por:
f = Q°'F.

Note-se que a matriz €2 deve ser invertivel para que o problema tenha solucao. Se
nao for invertivel, isso quer dizer que a estrutura correspondente nao é capaz de se
manter de pé, e tem de ser trocada.

Considere agora a estrutura da figura 3:

Figura 3: Diagrama de outra estrutura metalica composta de vigas.

A equacao que resolve essa outra estrutura possui exatamente a mesma
forma que a equacao anterior. S6 mudam os angulos das vigas em relacao a vertical,
ou seja, as entradas da matriz (2. E possivel portanto mexer nas posicoes dos nos da

estrutura, e resolver novamente o sistema a cada nova configuracao. Dessa forma, é
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possivel escolher a melhor geometria possivel para a estrutura, de forma a obter, por
exemplo, as solugoes que representem o minimo gasto de metal, ou a maxima resisténcia
da estrutura, etc.

Em um problema pratico de engenaria as estruturas sao maiores, possuindo um
nimero muito maior de vigas. As estruturas seriam tridimensionais, isto é, também
teriam profundidade, além de largura e altura. Por fim, as vigas teriam cada uma o
seu peso. Esses detalhes a mais iriam conduzir a sistemas com mais equacgoes, mas que,

essencialmente, teriam a mesma forma que o sistema mostrado.

4 Consideracoes Finais

De acordo com a proposta de tema, a pesquisa realizada em materiais biblio-
graficos nos mostraram que a Algebra Linear tem amplo campo de aplicacdes. Por meio
do uso da teoria das matrizes, notamos que é possivel calcular parametros adicionais
como precos e niveis de producao para satisfazerem um objetivo economico desejado.
Na economia, analisamos os comportamentos dos Modelos Econoémicos de Leontief.
No modelo fechado determinamos precos que igualam o total dos gastos com o total
recebido e, no modelo aberto os niveis de producao das industrias para satisfazerem
a demanda externa. Em circuitos elétricos determinamos as correntes e as quedas de
voltagens de um ciclo conforme a lei de Kirchhoff. Na Engenharia Civil foi obeservado
qual é o esfor¢o mecéanico em cada viga da estrutura, de modo que se possa escolher as
vigas com a resisténcia adequada.

Por fim, a realizacao desse trabalho nos levou ao entendimento e a conclusao que a
Algebra Linear nio deve ser fechada em si mesma e apresentada de forma isolada, va-
lorizando e aproveitando o vasto campo de aplicagoes de Matrizes e Sistemas Lineares

que transcendem os exemplos de aplicacoes aqui apresentados.
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