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Resumo

Galindo Pecin, Diego. Uso de rotas elementares no CVRP. Goiania, 2010.
79p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Informaética, Universidade Federal
de Goids.

Esta dissertacdo aborda o Problema do Caminho Elementar Minimo com Restricdo de
Capacidade (ESPPCC — Elementary Shortest Path Problem with a Capacity Constraint)
e descreve algoritmos para a sua resolucdo que fazem uso de conceitos tais como Corre¢do
de Roétulos, Programacdo Dinamica Bidirecional e Relaxacdo Decrescente do Espaco
de Estados. Esses algoritmos foram usados como geradores de rotas elementares no
subproblema de geracdo de colunas de um algoritmo BCP robusto para o CVRP. Os
resultados (limites inferiores, tempo de processamento e nimero de nds gerados) obtidos,
para algumas instancias de teste do CVRP, sdo comparados aos obtidos na versao original
desse algoritmo BCP, que utiliza rotas ndo elementares sem 3-ciclos ou 4-ciclos.

Rotas elementares também sdo exploradas em um contexto de enumeracgdo para o CVRP,
a qual permite obter rotas (usando um critério baseado em limites e em custo reduzido)
que possuem uma chance de pertencer a uma solucao 6tima. Se o nimero de rotas nao for
muito grande (na ordem de poucos de milhares), entdo todo o problema pode ser resolvido
como um problema de particionamento de conjuntos contendo apenas tais rotas. Algumas
vezes isso acelera o algoritmo Branch-and-Bound consideravelmente, quando comparado
com estratégias tradicionais de particionamento (branching), j4 que muitos nds da arvore

podem ser resolvidos sem a geracdo de novos nos.

Palavras—chave
CVRP, Enumeracdo, ESPPCC, ESPPRC, Geracdo de Colunas, Rotas Elementa-

Ies.



Abstract

Galindo Pecin, Diego. Using elementary routes to solve the CVRP. Goiania,
2010. 79p. MSc. Dissertation. Instituto de Informética, Universidade Federal de
Goias.

This dissertation addresses the optimization of the Elementary Shortest Path Problem with
a Capacity Constraint (ESPPCC) and describes algorithms for its resolution that make use
of concepts such as Label-Setting, Bidirectional Dynamic Programming and Decremental
State Space Relaxation. These algorithms were used in a robust CVRP’s Branch-and-
Cut-and-Price framework as the column generation mechanism. The resulting BCP was
used to obtain results (lower bounds, processing time and the number of branching nodes
generated) to several CVRP’s test instances. These results are compared with previous
ones obtained with the original BCP, which is based on k-cycle elimination.

Elementary routes are also explored in a route enumeration context, which allows the
enumeration of all possible relevant elementary routes, i.e., all routes that have a chance
of being part of an optimal CVRP’s solution. If the number of relevant routes is not too
large (say, in the range of tenths of thousands), the overall problem may be solved by
feeding a general MIP solver with a set-partition formulation containing only those routes.
If this set-partition can be solved, the optimal solution will be found and no branch will be
necessary. Sometimes this leads to very significant speedups when compared to traditional

branch strategies.

Keywords
Column Generation, CVRP, Elementary Routes, ESPPCC, ESPPRC.
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CAPITULO 1

Introducao

Os Problemas de Roteamento de Veiculos (VRPs — Vehicle Routing Problems)
correspondem a uma classe de problemas de otimizacdo combinatdria que consistem
em determinar um conjunto 6timo de rotas para uma frota de veiculos, inicialmente
localizados em um ou mais depdsitos, a fim de atender as demandas de um conjunto de
clientes. Em geral, a solu¢c@o para um VRP requer encontrar rotas, que iniciem e terminem
em um mesmo depdsito, e que atendam todas as demandas dos clientes, respeitando as
restricOes operacionais impostas (algumas restri¢des tipicas entre outras sdo: a capacidade
limitada dos veiculos; os clientes requererem entrega ou coleta de produtos ou, em alguns
casos, ambos; os periodos do dia em que os clientes podem ser atendidos), tal que o custo
(geralmente, uma func¢do da distancia percorrida ou do tempo gasto) total de transporte
seja minimo.

Introduzido na literatura por Dantzig e Ramser [15], ao estudarem um problema
de distribuicdo de gasolina entre estacOes de abastecimento, o VRP surge naturalmente
como um problema central nas dreas de transporte, distribui¢do e logistica. Como um
elevado percentual do valor agregado aos produtos deve-se aos custos despendidos na
distribuicdo dos mesmos, justifica-se o uso de métodos informatizados para o planeja-
mento do transporte, pois estes geralmente resultam em economias significativas (entre
5% a 20%) nos custos totais, conforme relatado por Toth e Vigo [56].

Esta dissertacdo se concentra na versao bdsica do VRP, o Problema de Rotea-
mento de Veiculo com Restrigdo de Capacidade (CVRP — Capacitated Vehicle Routing
Problem), que pode ser descrito da seguinte forma: um conjunto de clientes, cada um
com uma demanda, precisa ser atendido por uma frota de veiculos (de idéntica capaci-
dade). Todos os veiculos estdo inicialmente localizados em um mesmo depdsito central
e devem desenvolver rotas que iniciem e terminem neste depdsito; cada cliente deve ser
visitado exatamente uma vez por um veiculo e a capacidade deste ndo pode ser excedida.
O objetivo € atender todos os clientes perfazendo a menor distancia total.

A natureza intrinsicamente combinatorial dos VRPs sugere que os mesmos sejam
formulados e resolvidos como um problema de Programacao Linear Inteira (PLI). Assim,

antes de apresentar o foco e a organizacdo desta dissertacdo (Secdo 1.2), propriamente,
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discorre-se, brevemente, na Se¢do 1.1, sobre os métodos exatos empregados na resolucdo
de PLIs e a aplicacdo destes em problemas de roteamento de veiculos. Além disso,
assume-se, para um bom entendimento deste e dos proximos capitulos, que o leitor tenha
familiaridade com conceitos e técnicas de Programacao Linear Inteira (Capitulos 1 e 2) e

Programacdo Dinamica (Capitulos 3, 4 e 5).

1.1 Meétodos exatos

Muitos métodos exatos para PLIs baseiam-se no paradigma Branch-and-Bound.
Um algoritmo baseado neste paradigma estrutura a busca de uma solu¢do 6tima em uma
arvore, onde cada né representa uma parte do espaco de solu¢des. Comecando no né
raiz, um problema pode ser dividido em dois, dividindo a regido vidvel de uma varidvel
inteira ao meio (procedimento referido como branching). Relaxa¢des do problema podem
ser usadas em cada né da arvore Branch-and-Bound para o cédlculo de estimativas (ou
limites) inferiores para o valor de uma solu¢do 6tima (no caso da fungdo objetivo ser
de minimizacdo). Assim, se o limite inferior para algum né da arvore for maior que
o menor limite superior conhecido (isto €, a melhor solucdo vidvel encontrada até o
momento), entdo esse nd pode ser, seguramente, descartado da busca. Uma forma simples
de calcular um limite inferior é usar a relaxagdo linear do PLI, ou seja, considerar o
espaco de solugdes aumentado, onde as varidveis inteiras sdo autorizadas a obter valores
fraciondrios.

Uma forma de melhorar o célculo do limite inferior € aplicar o método de
planos de corte que, muitas vezes, é usado para encontrar solucdes inteiras em PLIs.
Para se resolver um PLI por este método, em geral, resolve-se sua relaxacdo linear e,
se a solucdo 6tima for fraciondria, desigualdades violadas (as quais sdo encontradas
usando-se os chamados algoritmos de separagdo, cuja funcio € encontrar, dentre todas
as desigualdades de uma familia de desigualdades validas para o problema, pelo menos
uma violada pela solucdo corrente, caso exista) sdo adicionados a relaxagdo. Este processo
€ repetido, até encontrar uma solucdo inteira (a solu¢do 6tima para o PLI) ou ndo existir
desigualdades violadas conhecidas (neste caso, tem-se um limite inferior). Mesmo neste
ultimo caso, ainda é possivel encontrar uma solugdo inteira 6tima. Para tanto, basta
proceder conforme um algoritmo Branch-and-Bound (para se obter melhores limites,
pode-se resolver cada n6 da arvore com um algoritmo de planos de corte). Da-se o nome
Branch-and-Cut ao algoritmo obtido pela combinacao do paradigma Branch-and-Bound
com o método de planos de cortes. Algoritmos Branch-and-Cut estao entre os melhores
métodos para a resolucdo de PLIs arbitrdrios, pois planos de cortes gerais em PLIs tém
sido amplamente estudado (veja, por exemplo, Nemhauser and Wolsey [45] e Wolsey
[59D.
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Quando a formulagdo para um PLI € bem estruturada, isto é, quando ha deter-
minados conjuntos de varidveis onde algumas restricdes nao sdao sobrepostas, € possivel
usar a técnica de decomposicdo de Dantzig-Wolfe para decompor o problema original
em subproblemas menores (normalmente, faceis de resolver), e combinar suas solugdes
em um problema mestre (veja Martin [42]). O problema mestre €, em geral, pequeno no
numero de restricdes, mas pode ter um grande nimero de varidveis (exponencial, no pior
caso). Uma relaxacao linear do problema mestre ¢ uma forma diferente de calcular o li-
mite inferior e pode ser, em muitos casos, um limite melhor que o obtido com a relaxacdo
linear do problema original. A desvantagem € que para calcular este limite, o subpro-
blema deve ser resolvido, iterativamente, até encontrar o valor 6timo da func@o objetivo
do problema mestre. Isso também é conhecido como geracdo de colunas, uma vez que
a solugdo dos subproblemas da origem a novas colunas no problema mestre. Quando a
geracdo de colunas € inserida em um algoritmo Branch-and-Bound, tem-se um algoritmo
Branch-and-Price (veja, por exemplo, Desaulniers, Desrosiers e Solomon [16], Liibbecke
and Desrosiers [39]). Note-se que algoritmos Branch-and-Price ndo sdo tdo genéricos
quanto algoritmos Branch-and-Cut, pois uma decomposi¢do vélida do problema deve ser
feita pelo usudrio do método. Além disso, os algoritmos para os subproblemas sdo, em
geral, especificos e se aplicam para poucos tipos de problemas.

E possivel combinar as abordagens de planos de cortes, geragdo de colunas
e Branch-and-Bound para obter um algoritmo Branch-and-Cut-and-Price (BCP). No
entanto, adicionar cortes em algoritmos BCPs ndo € tdo simples como em algoritmos

Branch-and-Cut puros. O cendrio de corte pode ser visto sob dois angulos:

e Cortes expressos em termos de varidveis da formulac¢ao original;

e Cortes expressos em termos de varidveis da formulacdo do problema mestre.

O primeiro caso tem uma relagdo com o segundo, uma vez que cortes expressos
em termos de varidveis da formulagdo original podem ser dinamicamente separados,
transformados e adicionados ao problema mestre, sem que isso modifique a estrutura
do subproblema de geracdo de colunas, conforme observado, independentemente, por
varios pesquisadores no final dos anos 90 [5, 21, 32, 33, 35, 57]. Esta observacdo
permitiu a construgdo de algoritmos BCP ditos robustos, conforme a denominacdo dada
por Poggi de Aragdo e Uchoa [47], ao designar um algoritmo BCP no qual a estrutura dos
subproblemas de separacio e de geracdo de colunas permanece inalterada durante a sua
execucdo. De fato, estes autores propuseram novas técnicas de reformulagdo que estendem
a aplicabilidade de algoritmos BCP robustos para, praticamente, qualquer problema de
otimizacao combinatdria.

O segundo caso trata de cortes derivados diretamente das varidveis da formulacdo

do problema mestre. Estes cortes ndo t€ém uma representacao bem definida no problema
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original e pode ser dificil incorporar o impacto dos mesmos nos subproblemas. Diferen-
tes abordagens tém sido sugeridas, como expressar a mudanga como uma fun¢do objetivo
nao-linear ou adicionar outras varidveis nos subproblemas. Ambas as abordagens podem
mudar a complexidade do subproblema e resultar em um esfor¢co computacional elevado
para resolvé-lo. Contudo, este caso € menos estudado tanto tedrica quanto experimen-
talmente e foi o principal foco de estudos recentes (veja Spoorendonk [53]). Algoritmos
BCP incluidos neste caso sdo ditos ndo-robustos, de acordo com a classificacdo dada em
[47], uma vez que a complexidade do subproblema de geracao de colunas pode aumentar

quando tais cortes sdo adicionados ao problema mestre.

Aplicacao em roteamento de veiculos

A seguir descreve-se a aplicacdo de conceitos e técnicas de PLI em problemas de
roteamento de veiculos. Em particular, uma reformulacdo para VRPs de particionamento
de conjuntos, onde as varidveis sdo associadas a rotas vidveis, é apresentada.

A estrutura dos VRPs sugerem reformula-los como um Problema de Particiona-
mento de Conjuntos (SPP — Set Partitioning Problem) e aplicar a técnica de geracdo de
colunas, porque uma solucdo para o VRP é composta por um conjunto de rotas (interpre-
tadas como colunas), uma para cada veiculo da frota, que podem ser calculadas de forma
independente, desde que elas cubram o conjunto de clientes a serem visitados. Em uma

abordagem de geracdo de colunas, o problema mestre € um SPP conforme o modelo a

seguir:
( C=min ¥ cp.xx
rkEQ
. | sujeito a
7
A Z a;i Xk = 1 Y vievVv (1)
§ rv€Q
Yx < K (2)
rkGQ
L x, € {0,1} VreeQ, (3)
onde V = {vi,...,v,} é o conjunto de clientes, Q é o conjunto de rotas elementares'

vidveis, K € o nimero de veiculos disponiveis, c; € o custo darota ry € Q e a;; € igual a 1
se arota ry, € Q visita o cliente v; ou igual a 0 caso contrdrio. As restri¢des (1) indicam que
cada cliente v; € V deve ser servido por exatamente uma rota r; € Q. A restri¢do (2) impde
um limite mdximo de K rotas para uma solugao, ja que cada veiculo estd associado a uma
tnica rota. Finalmente, as restricdes (3) indicam se uma rota r; € Q pertence (x; = 1) ou

nao (x; = 0) a uma solugdo.

No VRP original, cada cliente tem de ser visitado uma vez. Assim, as rotas ndo devem incluir ciclos,
as quais sdo referidas como rotas elementares.
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A relaxacdo linear do modelo VRP-SPP (que pode ser obtida fazendo-se x; > 0
nas restrigdes (3)) geralmente produz limites inferiores justos (i.e., proximos do custo
de uma solugdo 6tima). Contudo, como  contém um nimero exponencial de colunas,
somente um subconjunto Q' ¢ mantido em um problema mestre linear restrito € mais
rotas vidveis devem ser geradas em tempo real, resolvendo-se o subproblema de geracao
de colunas iterativamente. Este subproblema consiste em encontrar colunas de custo
reduzido negativo ou provar que tais colunas ndo existem. O custo reduzido de uma rota
ry € Q € dado por:

Cp = C — Z ai-Mi + Ao, (1-1)

v;,eV
onde (A,Ag) é o vetor de varidveis duais correspondentes as restri¢des (1) e (2), respecti-
vamente, no problema mestre linear restrito.

E comum que as rotas dos veiculos satisfacam algumas restrices adicionais
como, por exemplo, restricoes de capacidade, precedéncia ou janelas de tempo. Tais
restricoes nao alteram a estrutura do problema mestre, mas elas devem ser consideradas
no subproblema de geracdo de colunas, isto é, elas restringem o conjunto Q de rotas
vidveis. O tipo de subproblema de geracdo de colunas que surge neste contexto é um
problema de caminho? mais curto com algumas caracteristicas especiais, e este pode ser
formulado em um grafo com arestas de custo negativo (e, possivelmente, com ciclos de
custo negativo), além de poder estar sujeito a uma série de restricdes, como mencionado
acima. Estas restricoes sdo, geralmente, representadas como restrigoes de recursos, uma
vez que distancias, custos, tempo e capacidades podem ser interpretadas como recursos
que sdo consumidos cada vez que um veiculo percorre uma aresta ou visita um cliente.
Assim, o subproblema pode ser formulado como um Problema do Caminho Elementar
Minimo com Restricdes de Recursos (ESPPRC — Elementary Shortest Path Problem with
Resource Constraints), o qual consiste em encontrar um caminho simples, de menor custo,
entre dois vértices de um grafo, tal que nenhuma restricao de recurso seja violada ao longo
do mesmo. Se for permitido ter ciclos de custo negativo no grafo subjacente, entdo pode-
se provar que 0 ESPPRC é um problema fortemente A/ P-Dificil (veja Dror [18]). Assim,
a restricdo de ciclo é, geralmente, relaxada, substituindo-se as restricdes (1) do modelo
VRP-SPP pelas restri¢oes:

Z agxx > 1 Vv ev (4)
1 €Q

onde, agora, a;; representa o numero de vezes que a rota r; visita o cliente v;. A

substituicdo de tais restricdes permite obter um novo modelo para o VRP, onde o

2Uma rota pode ser vista como um caminho que inicia e termina em um mesmo ponto.
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problema mestre torna-se um Problema de Cobertura de Conjuntos (SCP — Set Covering
Problem) e o subproblema torna-se um Problema do Caminho Minimo com Restri¢des
de Recursos (SPPRC — Shortest Path Problem with Resource Constraints), o qual ndo
restringe multiplas visitas a um mesmo vértice, admitindo algoritmos psedo-polinomiais
(veja Christofides, Mingozzi e Toth [11]). Este novo modelo (referido como VRP-SCP)
ndo requer que rotas sejam elementares (o conjunto Q ¢é estendido). Porém, pode-se
demonstrar que uma solucdo inteira 6tima para o modelo VRP-SCP contém apenas
rotas elementares, Chabrier [10]. A principal razdo para se relaxar a restricdo de ciclo
do subproblema deve-se ao fato do SPPRC admitir algoritmos pseudo-polinomais. No
entanto, este método tem uma clara desvantagem, que é um enfraquecimento do limite
inferior (obtido com a relaxa¢do linear do modelo VRP-SCP), conforme mencionado, por
exemplo, por Gelinas et al. [25].

Sao raros (e recentes) os algoritmos Branch-and-Price (ou mesmo algoritmos
Branch-and-Cut-and-Price) propostos na literatura para VRPs onde o subproblema de
geracdo de colunas € interpretado como um ESPPRC. De fato, Feillet et al. [20] foram os
primeiros a usar um algoritmo de correcao de rétulos para o ESPPRC em um contexto de
roteamento de veiculos, mais precisamente para o Problema de Roteamento de Veiculos
com Janelas de Tempo (VRPTW — Vehicle Routing Problem with Time Windows)>.
Posteriormente, algoritmos de corre¢do de rotulos para o ESPPRC foram usados por
Chabrier [10], Danna e Pape [14], Salani [51] e Jepsen et al. [30] para resolver com
éxito instancias do VRPTW até entdo ndo resolvidas (veja Solomon [52]). Até o inicio da
escrita desta dissertacao, devia-se a Baldacci, Christofides e Mingozzi [3] o tinico trabalho
na literatura a aplicar um algoritmo de correcao de rétulos para o ESPPRC na geracao de

colunas de um algoritmo para o CVRP.

1.2 Foco e estrutura da dissertacao

Técnicas de geracdo de colunas e Branch-and-Price fazem parte do conjunto
de métodos exatos para a resolucdo do CVRP. Em geral, quando o problema original é
decomposto (usando-se, por exemplo, a decomposi¢do de Dantzig-Wolfe), o subproblema
de geracdo de colunas correspondente consiste em encontrar uma rota elementar (coluna)
que satisfaca a restri¢do de capacidade dos veiculos e que seja de custo reduzido minimo.
Este subproblema € um caso especial do ESPPRC que ocorre quando uma Unica restri¢ao

de recurso é imposta (a restricdo de capacidade), e € conhecido na literatura como

30 VRPTW estende o CVRP impondo que cada cliente deve ser visitado dentro de uma determinada
janela de tempo.
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Problema do Caminho Elementar Minimo com Restricio de Capacidade (ESPPCC —
Elementary Shortest Path Problem with a Capacity Constraint).

Devido ao ESPPCC ser um problema fortemente A/ P-Dificil (veja Kohl [34]),
geralmente resolve-se uma relaxac@o deste subproblema na geracdo de colunas. Ao invés
de se encontrar uma rota elementar de custo minimo, procura-se por uma rota de menor
custo que satisfaca a restricdo de capacidade dos veiculos, porém esta s6 pode conter
ciclos com uma quantidade de arestas superior a um pardmetro d, Irnich e Villeneuve
[27]. Como um cliente pode ser visitado mais de uma vez nesta versao relaxada, a cada
visita toda a sua demanda deve ser atendida. Embora resolver uma tal relaxacio seja
mais rapido que resolver o problema em si, os limites obtidos com a eliminagao de d-
ciclos para valores pequenos de & em geral sdo de qualidade inferior. Um dos mais bem
sucedidos algoritmos propostos para o CVRP, Fukasawa et al. [23], resolve o subproblema
de geracdo de colunas baseando-se na resolug¢do do SPPRC apresentada em [27], onde o-
ciclos sdo eliminados para a obtenc¢do de melhores limites.

O objetivo principal desta dissertagdo € explorar o uso de rotas elementares
na geracdo de colunas do CVRP. Os algoritmos finais propostos para o CVRP sdo
modificacdes daquele apresentado por Fukasawa et al. [23]. Agora, o subproblema de
geracdo de colunas resume-se a um ESPPCC, o qual é resolvido com os recentes
algoritmos propostos por Feillet et al. [20] e por Righini e Salani [49, 50]. A fim de
acelerar a etapa de geracdo de colunas destes novos algoritmos para o CVRP, uma
heuristica para o ESPPCC é proposta. Assim, a versdo exata para o ESPPCC s6 ¢
executada quando esta heuristica falha em encontrar rotas elementares (colunas) de custo
reduzido negativo. Para testar estes novos algoritmos foram usadas algumas instancias
do CVRP conhecidas na literatura. Os resultados obtidos (limites inferiores, tempo de
processamento e nimero de nds gerados) sdo comparados com a versdo original de
Fukasawa et al. [23], quando apenas 0-ciclos sdo eliminados, parad =3¢ 0 = 4.

Rotas elementares também sdo exploradas em um contexto de enumeragdo, que
pode ser vista como uma alternativa ao tradicional particionamento (branching) do espago
de solucdes vidveis em algoritmos Branch-and-Bound. Em geral, quando algoritmos
Branch-and-Price (ou mesmo algoritmos BCP) sao aplicados em VRPs, em cada n6 de
uma arvore Branch-and-Bound uma relaxagdo linear da reformulacdo de cobertura de
conjuntos (veja a reformulagdo VRP-SCP) do problema € resolvida via geragc@o de colunas
(e cortes, no caso dos BCPs). Se uma solucdo fraciondria (menor que a melhor solugao
inteira conhecida) € obtida ao final da geracdo de colunas, o espago de solucdes do néd
corrente deve ser particionado em dois ou mais n6s filhos.

E razodvel supor que o algoritmo Branch-and-Price tenha melhor desempenho
se alguns de seus nds puderem ser resolvidos a otimalidade (rapidamente) sem o partici-

onamento do espago de solugdes (o qual d4 origem a novos nds). A observacdo seguinte
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permite o descarte de alguns nés sem a realizacdo de tal particionamento (branching).
Suponha que o gap de integralidade, isto €, a diferenca entre o custo da melhor solugdo
vidvel conhecida e o valor da relaxacdo linear para o né corrente seja suficientemente pe-
queno. Entdo, pode ser pratico enumerar todas as rotas elementares que possuem alguma
chance de pertencer a uma solug¢do 6tima. Se este nimero de rotas ndo for tdo grande
(na faixa de dezenas de milhares), pode-se resolver, alternativamente, um problema (re-
duzido) de particionamento de conjuntos contendo apenas tais rotas (veja a reformulacdo
VRP-SPP). Caso uma solucao 6tima seja encontrada, entdo nio € necessdrio particionar
o espaco de solucdes do n6 em questdo (veja, por exemplo, Baldacci, Bodin, e Mingozzi
[2]).

Esta dissertacdo estd organizada da seguinte forma: o Capitulo 2 define o CVRP
formalmente, apresenta a formulagdo e as principais partes (geragdo de colunas e cortes,
regra de branching, entre outras) do algoritmo BCP robusto proposto por Fukasawa et
al. [23]. O Capitulo 3 define o problema ESPPRC (e os conceitos de rétulos, extensao
e dominancia), descreve o algoritmo de programacdo dindmica bdsico para a sua resolu-
¢do, o qual foi proposto por Feillet et al. [20], e propde uma adaptagdo deste algoritmo
para o caso particular ESPPCC, além da heuristica supramencionada. O final deste capi-
tulo apresenta resultados computacionais obtidos quando o algoritmo e a heuristica para
0 ESPPCC sao usados, conjuntamente, na geragao de colunas do algoritmo de Fukasawa
et al. [23], substituindo o mecanismo original. O Capitulo 4 propde algoritmos aprimo-
rados para o ESPPCC, os quais sdo adaptacdes dos recentes algoritmos de programacao
dinamica propostos por Righini e Salani [49, 50] para o ESPPRC, que fazem uso de
técnicas avancadas, tais como as técnicas de programacao dinamica bidirecional e relaxa-
cdo decrescente do espago de estados (DSSR — Decremental State Space Relaxation). De
forma anéloga ao capitulo anterior, estes novos algoritmos para o ESPPCC sao testados
na geragdo de colunas do algoritmo de Fukasawa et al. [23] conjuntamente com a refe-
rida heuristica. O Capitulo 5 descreve um enumerador de rotas elementares, baseado em
programacdo dindmica bidirecional, e apresenta resultados computacionais quando este é
usado no mecanismo de enumeracdo de um novo algoritmo para o CVRP, o qual segue
a reformulacdo e as técnicas propostas por Pessoa, Poggi de Aragdao e Uchoa [46] para
a construcdo de algoritmos BCP robustos para VRPs. Finalmente, o Capitulo 6 apresenta

conclusdes e considera possiveis trabalhos futuros.



CAPITULO 2

O Problema de Roteamento de Veiculo com

Restricao de Capacidade

O Problema de Roteamento de Veiculos com Restricado de Capacidade (CVRP
— Capacitated Vehicle Routing Problem) refere-se a determinacdo de um conjunto de
rotas Otimas para uma frota de veiculos, a fim de atender as demandas de um conjunto
de clientes. As restricdes do problema sdo: todos os veiculos t€ém a mesma capacidade
de carga e inicialmente estdo posicionados em um mesmo depdsito central; todas as
demandas sdo do mesmo tipo (todas de coleta ou todas de entrega); cada rota deve
comecar e terminar no depdsito; a demanda de cada cliente deve ser integralmente
atendida por apenas uma rota e a soma das demandas atendidas por uma rota deve
ser inferior a capacidade do veiculo que a percorre. O objetivo é determinar rotas que
atendam essas restricoes e tais que o custo total para se percorrer todas elas seja minimo.
Este problema, proposto por Dantzig e Ramser [15], pertence a classe A P-Dificil
de problemas de Otimizagdo Combinatdria, ji que generaliza o Problema do Caixeiro
Viajante (TSP — Traveling Salesman Problem), que por sua vez também pertence a classe
AN P-Dificil, Garey e Johnson [24].

Um algoritmo exato para o CVRP considerado um marco foi o proposto por
Christofides, Mingozzi e Toth [11] em 1981. Este algoritmo usa um limite Lagrangeano
obtido a partir da solu¢do do problema das g-rotas minimas. Uma g-rota € um caminho
que inicia no depdsito, percorre uma sequéncia de clientes, limitando a demanda acu-
mulada a um dado valor médximo, e retorna ao depdsito. Este caminho ndo precisa ser,
necessariamente, um caminho simples, isto é, um mesmo cliente pode ser visitado mais
de uma vez e a cada vez toda a sua demanda é contabilizada. Portanto, o conjunto de
rotas vélidas para o CVRP esta estritamente contido no conjunto de g-rotas. Este mesmo
trabalho descreve outro limite inferior, baseado em arvores geradoras, em que o depdsito
tem grau K < k < 2K e sdo utilizadas 2K — k arestas de menor custo possivel, onde K
€ o numero de veiculos. O algoritmo Branch-and-Bound resultante foi capaz de resolver
instancias com até 25 clientes, um tamanho respeitavel para a época.

A importancia pratica do CVRP justifica o esforco envolvido no desenvolvimento
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de algoritmos heuristicos (veja Laporte e Semet [38] e Gendreau, Laporte e Potvin [26]).
Algoritmos exatos sdo revisados nos trabalhos de Laporte [36] e Ficher [22]. Os capitulos
de Toth e Vigo [54], Naddef e Rinaldi [44] e Bramel e Simchi-Levi [8] do livro editado
por Toth e Vigo [55], revisam os melhores métodos exatos propostos na literatura até
2002. Uma revisao recente sobre algoritmos exatos € heuristicos para o CVRP pode ser
encontrada no capitulo de Cordeau et al. [13] do livro editado por Barnhart e Laporte [4].

Os melhores métodos exatos atualmente disponiveis para o CVRP sdo os pro-
postos por Fukasawa et al. [23] e Baldacci, Christofides e Mingozzi [3]. Fukasawa et al.
propuseram um algoritmo BCP robusto que combina o algoritmo Branch-and-Cut de Lys-
gaard, Letchford e Eglese [41] com a abordagem de particionamento de conjuntos (SPP —
Set Partitioning Problem), onde as colunas do SPP correspondem ao conjunto de g-rotas,
o qual contém o conjunto de rotas vélidas para CVRP. Os experimentos computacionais
mostraram que este algoritmo conseguiu resolver, de forma consistente, todas as instan-
cias entdo disponiveis na literatura com até 135 clientes.

Baldacci, Christofides e Mingozzi propuseram um algoritmo BCP ndo-robusto
que usa uma formulacdo de particionamento de conjuntos para o CVRP com cortes
adicionais (clique e capacidade), expressos em termos das varidveis do problema mestre,
para reforcar sua relaxacdo linear. O método de solucdo proposto por estes autores
consiste, primeiramente, em eliminar um grande numero de varidveis, usando um critério
baseado em custo reduzido, antes de resolver o modelo resultante (um SPP que contém
somente as rotas elementares cujo custo reduzido é menor que a diferenca entre um
limite superior e inferior alcan¢ados) com um solucionador de problemas de programacao
inteira'. A aplicacdo deste critério requer a computagio de uma solucio para o dual da
relaxagdo linear da formulacdo SPP. Para fazer isso, eles usam um procedimento para o
calculo de um limite inferior para o CVRP que resolve (por geragdo de colunas), na sua
dltima etapa, a relaxagdo linear de um modelo SPP modificado. Baseado na observagao
de que os valores duais das desigualdades de clique sdo nao-positivos, o subproblema de
geracdo de colunas € resolvido por um esquema de enumeracdo exaustiva, baseada em
programacdo dinamica, que desconsidera esses valores duais mas garante que todas as
colunas de custo reduzido negativo podem ser encontradas.

O uso de tais elementos (cortes sobre a formulagdo SPP e geracdao de rotas
elementares)? permitiu Baldacci, Christofides e Mingozzi [3] resolverem quase todas
as instancias entdao disponiveis na literatura com até 135 clientes em um tempo abaixo
daqueles apresentados em [23]. Contudo, alguns autores (veja Pessoa, Poggi de Aragio e

Uchoa [46]) argumentam que este procedimento parece pouco escaldvel, pois o esquema

!CPLEX versdo 9.0.
2Um algoritmo BCP nio-robusto com geragio de rotas elementares (subproblema) e separagio de cortes
de clique (sobre o problema mestre) ja havia sido proposto para o VRPTW por Jepsen et al. [31].
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enumerativo funciona bem para instancias pequenas, mas tende a falhar quando a maior
rota na solucdo 6tima obtida contém muitos clientes (tipicamente, mais de 12 clientes).
Este capitulo descreve detalhadamente o algoritmo para o CVRP proposto por
Fukasawa et al. [23], o qual foi a base para a constru¢ao dos novos algoritmos apresenta-
dos nos capitulos 3 e 4, que diferem do original apenas quanto ao mecanismo de geracdo
de colunas. Assim, este capitulo esta organizado conforme a seguir: a Secao 2.1 apresenta
a formulacdo para o CVRP sobre a qual o algoritmo de Fukasawa et al. foi construido e a
Secdo 2.2 apresenta cada uma das partes que o compdem, tais como a geracao de colunas

e cortes, a regra de branching, a selecdo de nds, entre outras.

2.1 Formulacao do CVRP

O CVRP ¢ definido em um grafo ndo orientado G = (V,A), onde V =
{vo,vi,...,va} € A = {(vi,v)) | vi,v; € V, i < j}. O vértice vy representa o depdsito e
os demais representam os clientes (V' = {vy,...,v,}). O dep6sito € a base de uma frota
de K € N* veiculos de idéntica capacidade C € N*. A cada aresta (v;,v;) € A associa-se
um custo ¢;; > 0 de percorré-la e a cada vértice v; € VT associa-se uma demanda d; > 0
(para o depésito vy, tem-se dy = 0). O objetivo € encontrar um conjunto de K rotas com

custo minimo e tais que:

e cada vértice v; € V't deve ser visitado exatamente uma vez € o veiculo que o visita
deve atender toda a sua demanda;

e todos os K veiculos devem ser usados e cada veiculo estar associado a uma tnica
rota;

e arota desenvolvida por um veiculo deve iniciar e terminar no depdsito v, passando
por pelo menos um vértice v; €V ;e

e a demanda total atendida por cada veiculo ndo deve exceder a sua capacidade C.

Uma formulagao cldssica para o CVRP € aquela de Laporte e Norbert [37], a qual
representa por x, o nimero de vezes que a aresta e = (v;,v;) € A ¢ visitada por um veiculo.
Seja d(S) a soma das demandas de todos os vértices em S, onde S C VT, e 3(S) o conjunto
de arestas que possuem exatamente um extremo dentro do conjunto S. Define-se, entdo, o

politopo P; em R
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Y x. = 2 Vvevt (1)
ecd({vi})
xe = 2K (2)
e€d({vo})
P = Y x. > 2.k(S) VYSCVT (3)
e5(S)
X, < VeecA\d({v}) (4)
Xe < 2 Veed({v})
Xe 2> VecA .

\

As restri¢des (3) especificam que todo subconjunto de vértices S deve ser servido
por uma quantidade suficiente de veiculos (isto é, k(S) veiculos) e sdo os conhecidos
cortes de capacidade (capacity cuts). A quantidade k(S) é o custo de uma solugo Gtima
para uma instancia do Bin-Packing Problem e, portanto, encontrar k(S) é um problema
AP-Dificil®. Porém, na pritica, é usado o limite inferior dado por [d(S)/C], pois este é
simples de ser calculado. As demais restri¢des especificam que: (1) cada vértice (cliente)
¢ visitado por um tnico veiculo; (2) K veiculos deixam e retornam ao depésito; (4)
as arestas ndo incidentes ao depdsito podem ser percorridas no maximo uma vez, ja as
incidentes no maximo duas (isto €, rotas com apenas um vértice sdo permitidas). Todas
as solucdes vidveis para o CVRP sdo definidas no conjunto F; = {x € P }. Logo, uma

solucdo 6tima, um vetor inteiro x € Py, para o CVRP € dada pelo valor:

Li=min ) c..x.. 2-1)
xeP; ecA

A formulagdo 2-1 tem um nimero polinomial de varidveis (O(|A|)) e exponencial
de restri¢des, devido as desigualdades do tipo (3). Portanto, é necessdrio um algoritmo
que gere iterativamente tais desigualdades para calcular a estimativa L, isto €, um
algoritmo de planos de cortes.

Uma formulacao alternativa, com um nimero exponencial de varidveis (colunas),
pode ser obtida definindo-se varidveis A correspondentes a g-rotas* que satisfazem a
restri¢do de capacidade dos veiculos. Embora exista um grande nimero de possiveis g-
rotas, uma de menor custo pode ser encontrada usando-se um algoritmo de complexidade
pseudo-polinomial (O(|V|?C) — veja a Secdo .), ou seja, o subproblema de geracio de
colunas, o qual consiste em encontrar colunas (g-rotas) de custo reduzido negativo (ou

provar que tais colunas ndo existem), em geral, pode ser resolvido rapidamente.

30 valor k(S) é o nimero minimo de compartimentos (bins) de volume igual a C necessério para
empacotar os |S| elementos de volumes d;, V v; € S.
40 conceito de g-rota estd definido no inicio deste capitulo.
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Assim, seja p o nimero de g-rotas distintas e suponha que elas estejam enume-
radas de 1...p. Seja A; a varidvel associada a j-ésima g-rota dessa enumeragio e seja Q
uma matriz |A| X p, onde as colunas sdo vetores de incidéncia das arestas em cada uma
das g-rotas. Além disso, seja qj. o coeficiente associado com a aresta ¢ € A na j-ésima
coluna de Q. Agora, considere o seguinte politopo P, em R, definido como a projecao

de um politopo em RP 1Al

f’l qshj — x = 0 VecA (5)
j=
YA - K (6)
j=1
. Y x. = 2 VvyevT (1)
P, = proj, e€d({vi})
7\‘1' > 0 VjG{l,...,p}
xe < 1 VeeA\d({w}) (4)
Xe < 2 Veed{w})
x» > 0 VecA.

\

As restri¢des (5) definem a relagdo entre as varidveis x e A. A restri¢do (6) define
o numero de veiculos a ser utilizado. Pode-se demonstrar que o conjunto de vetores
inteiros em P> também define todas as solugdes vidveis para o CVRP. Como o nimero
de varidveis A é exponencial, o limite inferior L,, definido a seguir, pode ser calculado

utilizando, por exemplo, geracdo de colunas ou relaxacdo Lagrangeana:

L» = min X, . 2-2
> xelpzegcexe (2-2)

Essa descricdo de poliedros em termos de dois conjuntos de varidveis, A € x,
associado a geracdo de colunas ou relaxacdo Lagrangeana ¢ chamada de Mestre Explicita
por Poggi de Aragdo e Uchoa [47]. A formulacdo Mestre Explicita para o CVRP,
proposta por Fukasawa et al. [23], combina a formulacdo por geracdo de colunas (2-
2) com a formulagdo de varidveis por arestas 2-1, obtendo uma formulagdo com um
nimero exponencial de varidveis e restricdes. Essa formulagdo utiliza o politopo P;
(que corresponde a interse¢do dos politopos P; e P»), cuja descrigdo no formato Mestre

Explicita é dada a seguir:
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( Y x = 2 Vv, eVt (1)
e€d({vi})
Y x. = 2K (2)
e€d({vo})
Y x. > 2k(S) VSCvt (3)
e€d(S)
X <1 VecA\3({w})  (4)
P3 = proj, X < 2 Veecd{v})
xe > 0 VecA
p
Zq;]\,j — xe = 0 VecA (5)
j=1
p
XA = K (6)
j=1
L Aj > 0 Vjie{l,....,p} .

A restri¢do (6) pode ser descartada, pois ela é implicada pelas restri¢des (2) e

(5). O cdlculo do limite inferior L3, dado pelo valor

Ly=min Y ce.xe, (2-3)

xehs ecA

requer a resolucdo do programa linear definido a seguir (e referido como ME-CVRP), o

qual contém um nimero exponencial de varidveis e restri¢des:

([ Min Y cex.
ecA
sujeito a
Y x = 2 VATNS 748 (1)
e€d({vi})
A Y x. > 2K (2)
& e€d({vo})
5 Y x. > 2k(S) VSCv* (3)
! e€5(S)
= Xe < 1 VeecA\d({w}) (4)
Xe < 2 Veed{v})
Xe > 0 VecA
P
Y g5k — Xe =0 VecA (5)
j=1
\ Aj > 0 vjie{l,....,p} .

Pode-se obter um programa linear mais compacto substituindo cada ocorréncia

da varidvel x, em ME-CVRP por sua representagdo equivalente, dada pelas restri¢cdes (5).
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O programa linear resultante € referido como o problema Dantzig-Wolfe Mestre para o
CVRP (DWM-CVRP):

(
L3 = min {: ) Ce.qi.xj
j=lecA
sujeito a
p
J=1ecd({vi})
p
£ /:1265({%})
3 Y L q5h > 2k(S) ¥SCV* )
= J=1ecd(s)
A p
'21 a5hi <1 VeecA\d({w}) (10)
]:
P
Lk < 2 Veed({v})
Jj=
2
j=1
\ Ao 00 Yjef{l..p}.

As desigualdades (9) (capacity cuts) ndo sdo as Unicas que podem aparecer em

DWM-CVRP. De fato, um corte genérico ) ,csdex. > b pode ser incluido como
2?21 (Xeea aeQ;)-}"j > b.

2.2 Um algoritmo BCP robusto para o CVRP

O algoritmo BCP robusto proposto por Fukasawa et al. [23], o qual se baseia na
formulacdo DWM-CVRP, é detalhado nesta Secdo. Antes da descri¢do de suas principais
partes, pode-se resumir o procedimento aplicado em cada n6 da drvore Branch-and-Bound

conforme o pseudocddigo a seguir:

1. Resolver o programa linear DWM-CVRP com um pequeno subconjunto do niimero
total de colunas (referido como DWM-CVRP restrito).

2. Resolver o subproblema de geragcdo de colunas obtendo colunas de custo reduzido

negativo.
3. Adicionar as colunas obtidas em 2 ao DWM-CVRP restrito.
4. Se alguma coluna foi adicionada em 3, retornar para 1.

5. Aplicar os algoritmos de separacdo a solucao obtendo as desigualdades violadas.
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6. Adicionar as desigualdades encontradas em 5 ao DWM-CVRP.

7. Se algum corte foi adicionado em 6, retornar para 1. Caso contrdrio, parar.

2.2.1 Geracao de colunas

O custo reduzido de uma coluna (varidvel A) é a soma dos custos reduzidos das
arestas pertencentes a g-rota correspondente. Sejam u, v, T, € ® os multiplicadores duais
associados as restricoes (7), (8), (9) e (10), respectivamente, de DWM-CVRP. O custo

reduzido ¢, de uma aresta é dado por:

Ce—Mi—Mj— Z s — @, Se€:{vi,Vj}€A\8({Vo})
Z, = S18(S)ze (2-4)

Ce_v_‘uj_S|5(XS:)BenS se e = {vo,vj} € 0({vo}).
Um corte genérico adicional Z§:1 (Xeca de-q5)-Aj = b em DWM-CVRP, com multiplica-
dor dual a, contribui com o valor —a,.o no calculo de ¢,.
O subproblema de geracao de colunas consiste em encontrar g-rotas (colunas) de
custo reduzido negativo e pode ser resolvido por um algoritmo de complexidade pseudo-

polinomial (O(|V|>C)), conforme descrito a seguir.

O algoritmo basico

A estrutura de dados basica utilizada no algoritmo é uma matriz M de dimensao
C x |[V*|. Cada entrada M(d,i) desta matriz representa um caminho mais curto (g-
rota parcial) que parte do depdsito vy e termina no vértice v; € V', tendo consumido
uma demanda d, d; < d < C. Cada entrada contém um rétulo que registra as seguintes
informagdes: o custo do caminho (denotado por ¢(M(d,i))), o vértice v;, e um apontador
para o rétulo que representa um caminho mais curto até o vértice anterior. Estas duas
ultimas informacdes sdo utilizadas para construir uma solug¢do 6tima, isto é, para obter
a ordem em que os vértices sao visitados nesta solugdo. Inicialmente, o unico rétulo
conhecido representa um caminho vazio e tem custo zero (entrada M(0,0)); todas as
outras entradas da matriz M sdo inicializadas com rétulos que representam caminhos
vazios com custos infinitos. Entdo, a matriz M € preenchida por programacdo dindmica,
comecando com d = 1 e indo até d = C. Para cada entrada M(d,i), i # 0, o algoritmo
percorre cada vizinho v; de v; e avalia o custo do caminho representado por M(d — d;, j),
d—d; >0, até v;. Se ¢(M(d —d;, j))+¢. < c(M(d,i)) (e = (vi,vj)), entdo ¢(M(d,i)) é
atualizado.

Para armazenar os resultados, usa-se um vetor B de tamanho V', onde a entrada

B(i), para cada vértice v; € VT, representa um caminho mais curto que parte do depésito
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vo e alcanga o vértice v;, tendo consumido uma demanda total dentro do intervalo [d;,C].
Para se obter uma g-rota 6tima, basta estender os rétulos em B até o vértice vo e tomar a
de menor custo. Como existem |V |.C entradas na matriz M e cada uma € processada em

tempo O(|V|), a complexidade do algoritmo é O(|V|*C).

Eliminacao de ciclos

Uma forma natural de obter melhores limites inferiores na geracdo de colunas,
sem um aumento substancial de complexidade, é obter g-rotas que ndao contenham -
ciclos, isto é, ciclos com & ou menos arestas, para valores pequenos de o (veja Irnich e
Villeneuve [27]).

O algoritmo funciona como descrito anteriormente, usando programagao dina-

mica para preencher uma matriz M, de dimensdo C x |V |, com caminhos parciais. Os
rétulos possuem o mesmo significado de antes, mas agora cada entrada M (d, i) desta ma-
triz contém um repositério de rétulos, e ndo um tnico rétulo. Assim, o repositorio M (d, i)
nao representa apenas o caminho mais curto sem 0-ciclos que parte do depdsito vg e al-
canca o vértice v;, tendo consumido uma demanda d, d; < d < C, mas também caminhos
alternativos que garantem que todas as possiveis extensdes de v; com exatamente O vérti-
ces sdo consideradas.

Esta nogdo é formalizada com o conceito de domindncia. Um rétulo £ é -
dominado por um conjunto de rétulos L se ndo existir um rétulo em £ com custo superior
ao de ¢ e se cada caminho que estende ¢ legalmente (isto €, sem que esta extensao crie um
d-ciclo) também estende algum rétulo em L.

Como o algoritmo procura por uma g-rota sem d-ciclos de menor custo, somente
rétulos que podem representar um segmento das (isto €, somente rétulos nao-dominados)
g-rotas Otimas precisam ser considerados. Para simplificar a apresentacio, assume-se que
existe apenas uma g-rota 6tima, e denota-se esta por X. Assim, o algoritmo requer a
existéncia, para cada rétulo dominado ¢, de uma g-rota (sem d-ciclos) de menor custo
que ndo contenha ¢, conforme a argumentagcdo seguinte. Suponha que a g-rota Gtima
contivesse um rétulo ¢ dominado por um conjunto L. O rétulo ¢ representa uma g-rota
parcial sem d-ciclos que parte do depésito vy e alcanga algum vértice v;; seja 'V o restante
desta g-rota 6tima. A definicdo de dominancia implica que existe pelo menos um rétulo
ler que, ao ser concatenado com v, cria uma g-rota il(f de custo menor que X_(observe-
se que, por definicdo, ambos os rétulos ¢ e v ndo contém §-ciclos; dominancia apenas
garante que ndo se forma d-ciclos na jungdo destes rétulos).

Inicialmente, todos os repositérios da matriz M estdo vazios. Uma vez que um
rétulo existente € estendido (em um processo idéntico ao algoritmo bdsico), um novo
rétulo € criado, e o algoritmo tenta inseri-lo no repositério apropriado. Se o rétulo é

dominado por outros rétulos no repositorio, ele é descartado; do contrério, ele € inserido
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(se outros rétulos neste repositorio tornarem-se dominados apds esta inserc¢do, entdo eles
sao descartados).

Isso significa que a parte complicada do algoritmo é a verificagdo eficiente
de dominéncia. Christofides, Mingozzi and Toth [11] mostraram que para & = 2 é
necessdario manter apenas os dois rétulos de menor custo, pois dados quaisquer trés
rotulos pertencentes a um mesmo repositorio, aquele com maior custo serd dominado
pelos outros dois. Para 8 > 3, decidir quais rétulos manter é significativamente mais
complicado, conforme mostrado por Irnich e Villeneuve [27]. No algoritmo BCP proposto
por Fukasawa et al. [23], apenas g-rotas sem o-ciclos (colunas) sdo consideradas na
geracdo de colunas, usando uma abordagem semelhante a apresentada em [27], a qual
requer repositorios capazes de armazenar, pelo menos, 8! rétulos. Por esta razio, apenas
valores de 8 € {2,3,4} sdo testados em [23].

Aceleracao heuristica

Em geral, algoritmos baseados na técnica de geracdo de colunas devem gerar co-
lunas favoraveis (isto é, colunas de custo reduzido negativo) iterativamente, até minimizar
o valor da func¢do objetivo da relaxacdo linear do problema mestre (supondo que a fung¢do
objetivo seja de minimizac¢do). Nesses algoritmos, tais colunas sio obtidas resolvendo-se
subproblemas em cada iteracdo. Para que todo o mecanismo de geracdo de colunas fun-
cione eficientemente, € interessante usar heuristicas capazes de obter colunas de custo
reduzido negativo rapidamente, e somente usar o algoritmo exato quando tais heuristicas
falham em encontrar colunas favordveis. Esse mecanismo, geralmente, reduz a quantidade
de chamadas ao algoritmo exato, permitindo acelerar o procedimento como um todo.

Para este fim, Fukasawa et al. [23] usam trés heuristicas, que encontram apenas g-
rotas negativas (isto €, g-rotas nas quais a soma dos custos das arestas € de valor negativo)
e sem O-ciclos. Observe-se que tais heuristicas ndo geram, necessariamente, g-rotas de
custo minimo. Assim, quando nenhuma g-rota negativa é encontrada pelas heuristicas, o
algoritmo exato deve ser executado para encontra-las ou atestar a inexisténcia das mesmas
(este ultimo caso € a condicao de término da etapa de geracao de colunas).

A primeira técnica de aceleragcdo usada € a de redugdo de granularidade, a qual
considera g > 1 unidades de demanda de cada vez. O algoritmo exato é executado com
uma demanda modificada d; = [d;/g], para todo vértice v;, e uma capacidade modificada
c = [C/g| para os veiculos. O tempo de processamento serd em fungdo de C' em vez de
C, e as solucdes encontradas ainda permanecerdo validas na configuracdo original.

A segunda técnica usada é conhecida como esparcificagdo. Intuitivamente, ares-
tas de baixo custo no grafo original ttm maior probabilidade de aparecerem na solu-
cdo. Levando isso em conta, um conjunto de cinco florestas geradoras disjuntas € pré-

computado, usando uma extensdo do algoritmo de Kruskal similar a heuristica gulosa
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descrita em [58]. Ao considerar apenas arestas dessas drvores e arestas incidentes ao de-
posito, o algoritmo de programagdo dindmica beneficia-se de um conjunto restrito de vi-
zinhos quando cada vértice € processado (consequentemente, menos rétulos sao gerados).

A terceira aceleracdo é a poda de repositérios, a qual consiste em armazenar
somente O (ao invés de d!) rétulos por repositério. Para diminuir o nimero de extensdes
validas bloqueadas, ao se decidir quais rétulos serdo mantidos, leva-se em conta nao
apenas os custos dos mesmos, mas também a diversidade entre eles.

O algoritmo comeca utilizando todas as trés heuristicas descritas. Quando falha
em encontrar g-rotas negativas usando uma ou mais heuristicas, uma delas é desativada.
Por outro lado, se uma g-rota negativa for encontrada usando-se apenas um subconjunto
de heuristicas, entdo outras heuristicas sio novamente ativadas. Eventualmente, o algo-
ritmo ird falhar sem nenhuma aceleragdo, caso em que se pode seguramente afirmar que

nenhuma g-rota negativa existe (e que a geracao de colunas convergiu).

2.2.2 Geracao de cortes

Inicialmente, a formulagdio DWM-CVRP inclui somente restricdes de grau; ou-
tras desigualdades violadas sdo adicionadas durante a execugdo do algoritmo. Além dos
cortes de capacidade (9) e dos cortes de limite (10) da formulagaio DWM-CVRP, o algo-
ritmo BCP de Fukasawa et al. [23] inclui os cortes utilizados por Lysgaard, Letchford e
Eglese [41] (mantendo-se os nomes originais, conforme [41]): framed capacity, strengthe-
ned comb, multistar, partial multistar, generalized multistar e hypotour cuts. Estes cortes
sdo definidos sobre as varidveis x, portanto deve-se converter uma solucdo 6tima A* de
DWM-CVRP em uma correspondente x*. Se esta solucdo em x* € fraciondria, entdo ela
é passada como pardmetro de entrada para o pacote CVRPSEP? [40]. As desigualdades
violadas encontradas sdo traduzidas em varidveis A para serem adicionadas ao programa

linear.

2.2.3 Representacao de variaveis e restricoes

Ao se implementar um algoritmo Branch-and-Cut-and-Price € preciso ter uma
diferenciagdo clara entre varidveis e colunas, e também entre restricdes e linhas. Cada va-
ridvel A € associada a uma g-rota, que é armazenada em um repositdrio de varidveis. Toda
vez que um novo corte € adicionado, deve-se acessar todas as g-rotas correspondentes as
colunas do programa linear corrente para calcular os coeficientes da linha a ser inserida.

Similarmente, cada restri¢do expressa em termos de varidveis x é armazenada em um re-

30 pacote CVRPSEP implementa os algoritmos de separagio utilizados no algoritmo Branch-and-Cut
de Lysgaard, Letchford e Eglese [41].
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positério de restricdes. Toda vez que uma varidvel é gerada, deve-se acessar cada linha
do programa linear corrente para determinar as restricdes correspondentes e calcular os
coeficientes da coluna a ser inserida.

Como muitas operagdes siao executadas toda vez que uma nova coluna ou linha
¢ adicionada, torna-se imprescindivel o uso de estruturas de dados apropriadas para tratd-
las eficientemente. Os repositorios de varidveis e restricdes implementados no algoritmo
BCP de Fukasawa et al. [23] sdo indexados utilizando tabelas auxiliares. Dada uma aresta
e, pode-se determinar rapidamente quais as colunas do programa linear estdo associados
a g-rotas contendo e e quais as linhas estdo associadas as restricdes com coeficiente nao-

nulo em x,.

2.2.4 Regra de branching

Em cada né da arvore Brach-and-Bound, o algoritmo comec¢a adicionando
colunas ao programa linear até ndo ser possivel encontrar alguma de custo reduzido
negativo. Entdo, o algoritmo procura por todos os cortes violados. Esses passos sdo
repetidos até que a geracdo de colunas e cortes falhem em encontrar colunas e cortes.
Se nesse ponto o né ndo puder ser descartado da drvore de busca®, entdo o algoritmo faz
uma divisdo do espacgo de solugdes (branching).

A regra de branching usada no algoritmo BCP de Fukasawa et al. [23] € uma
adaptacdo da regra usada em [41]: escolhe-se conjuntos candidatos S tais que 2 <
x*(8(S)) < 4 e faz-se branching impondo a disjungdo (x(3(S)) =2)V (x(8(S)) >4). Esses
conjuntos sao escolhidos utilizando-se um procedimento disponivel no pacote CVRPSEP
[40], o qual retorna os conjuntos que satisfazem 2 < x*(8(S)) < 4.

Dados os conjuntos candidatos retornados, usa-se a técnica strong branching
para selecionar aquele sobre o qual se fard branching. Como o cdlculo exato do limite
inferior para cada né filho pode ser demorado, estima-se este valor executando um
pequeno nimero de iteragdes de geracdo de colunas. Para limitar o tempo gasto fazendo-
se strong branching, principalmente quando a profundidade f do n6 avaliado € grande,
somente r conjuntos candidados sdo considerados, onde 5 < r < max{10 — f;5}. Na
escolha dos conjuntos, dd-se prioridade aqueles com menores valores de |x*(8(S)) —
2.7|/d(S). Fukasawa et al. [23] usam o valor 2.7 porque a restricao x(8(S)) = 2 tende
a ter um impacto maior na relaxagio do programa linear que x(8(S)) > 4, podendo levar a
um desbalanceamento na arvore Branch-and-Bound. Valores mais proximos de 2 que de

4 aumentam o impacto de impor a desigualdade (x(3(S)) > 4).

0 né da drvore Brach-and-Bound pode ser descartado da busca se o valor de sua solucdo for inteiro ou
superior ao valor do melhor limite superior conhecido.
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2.2.5 Seleciao de nos e limites superiores

Fukasawa et al. [23] utiliza a busca em profundidade como estratégia de sele¢ao
de nos na arvore Branch-and-Bound, pois esta requer uma menor quantidade de memoria
se comparada com outras estratégias, tal como a busca em largura, por exemplo.

Nao usam-se heuristicas para encontrar limites superiores (solucdes vidveis) para

o CVRP. O limite primal utilizado € o valor da melhor solu¢do conhecida para a instancia.



CAPITULO 3

O algoritmo basico para o ESPPCC

O Problema do Caminho Elementar Minimo com Restricdo de Capacidade
(ESPPCC — Elementary Shortest Path Problem with a Capacity Constraint) consiste em
encontrar, em um grafo vértice-valorado, um caminho elementar (isto €, um caminho
simples), entre um vértice origem e um vértice destino, tal que a soma dos valores
associados aos vértices visitados ao longo deste caminho ndo supere um dado limite
superior.

O ESPPCC € um caso especial do Problema do Caminho Elementar Minimo
com Restri¢des de Recursos (ESPPRC — Elementary Shortest Path Problem with Resource
Constraints). O caréter fortemente A P-Dificil do ESPPRC e do ESPPCC foi provado,
respectivamente, por Dror [18] e Kohl [34].

O primeiro método exato para a resolu¢do do ESPPRC foi um método baseado
em Relaxacdo Lagrangeana, proposto por Beasley e Christofides [6]. Recentemente,
Carlyle, Royset e Wood [9] usaram uma abordagem parecida e obtiveram bons resultados
para o caso em que os custos das arestas sao ndo negativos.

Um algoritmo de correcao de rétulos foi proposto por Dumitrescu [19] e Feillet
et al. [20]. Baseando-se na ideia do algoritmo bidirecional de Dijkstra para o célculo de
um caminho mais curto [1], Righini e Salani [49] aprimoraram o algoritmo de correcao
de rétulos. Estes autores propuseram expandir um caminho em ambas dire¢des, progres-
sivamente (partindo do vértice origem) e regressivamente (partindo do vértice destino), e
conectd-los no meio, potencialmente reduzindo o tempo de execucdo e o uso de memoria.
Além disso, Boland, Dethridge e Dumitrescu [7] e, independentemente, Righini e Salani
[50] propuseram um algoritmo de correcdo de rétulos para o ESPPRC resolvendo, itera-
tivamente, a sua versiao nao elementar (SPPRC — Shortest Path Problem with Resource
Constraints), a qual admite algoritmos psedo-polinomiais (veja Christofides, Mingozzi e
Toth [11]). A técnica usada foi o aumento gradual, ao longo de sucessivas iteracdes, do
numero de vértices que ndo podem ser visitados mais de uma vez. Righini e Salani [50]
também propuseram um algoritmo para o ESPPRC que resolve a sua versao SPPRC e
explora os limites inferiores obtidos em um algoritmo Branch-and-Bound.

Recentemente, Jepsen, Petersen e Spoorendonk [29] apresentaram um modelo
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PLI e desigualdades vélidas para o ESPPCC que os permitiram desenvolver um algoritmo
de geracdo de cortes (Branch-and-Cut) para o mesmo. Resultados numéricos apresenta-
dos em [29] sugerem que algoritmos Branch-and-Cut podem ser consideravelmente me-
lhores que algoritmos de corre¢do de rétulos, em especial quando a instancia do ESPPCC
considerada contém muitas arestas com custo negativo.

O presente capitulo apresenta um algoritmo exato e uma heuristica para o
ESPPCC, ambos baseados em programacao dindmica, além de resultados computacionais
obtidos para o CVRP, quando o mesmo € resolvido por uma abordagem de geracdo de
colunas em que o ESPPCC € o subproblema a ser resolvido para a geragdo de novas
colunas. Este capitulo estd organizado da seguinte forma: a Se¢do 3.1 define o ESPPRC
(o qual refere-se ao caso geral de caminhos mais curtos com restricdes de recursos)
formalmente, considera alguns conceitos relativos a algoritmos de correcao de rétulos,
para entdo apresentar uma revisao do algoritmo para o ESPPRC proposto por Feillet et al.
[20]. A Secdo 3.2 apresenta um algoritmo exato para o ESPPCC, adaptando o algoritmo
de Feillet et al. para o caso em que a Unica restri¢cdo de recurso € a de capacidade. Uma
heuristica para o ESPPCC também € proposta nesta secdo. Ja a Secdo 3.3 apresenta
resultados computacionais obtidos para o CVRP quando o algoritmo exato e a heuristica
para o ESPPCC sido usados, conjuntamente, em substituicdo ao mecanismo original de
geracdo de colunas do algoritmo Branch-and-Cut-and-Price de Fukasawa et al. [23] (veja
Capitulo 2).

3.1 O ESPPRC

O ESPPRC pode ser definido em um grafo H = (N, E), onde E é o conjunto de
arestas e N = {vy,...,v,} é o conjunto de vértices, incluindo um vértice origem s e um
vértice destino ¢. Cada aresta (v;,vj) € E tem um custo ¢;; € R e uma quantidade dfj >0,
referente ao consumo do recurso ¢ € {1,...,L}, associados ao percurso da aresta. L é
o total de recursos disponiveis. Assume-se que os valores dfj satisfazem a desigualdade
triangular para cada recurso ¢, ou seja, dfj < dfk + d,f i Vvi,vj,vi € N. Para cada vértice
v; € N e cada recurso ¢, associam-se dois valores ndo negativos af e bf , tal que o consumo
do recurso ¢ ao longo de um caminho de s para v; deve pertencer ao intervalo [a!,b!].
O objetivo € encontrar um caminho elementar, de custo minimo, do vértice origem s ao
vértice destino ¢ que satisfaca todas as restricdes de recursos ao longo de seu trajeto.

Quando a restricao de elementaridade € retirada (isto €, quando permite-se cami-
nhos com ciclos) tem-se o Problema do Caminho Minimo com Restri¢des de Recursos,
ou SPPRC (veja Irnich e Desaulniers [28] para um levantamento recente sobre modelos e

algoritmos para o SPPRC).
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A secdo 3.1.2 descreve o algoritmo proposto por Feillet et al. [20] para o
ESPPRC, o qual € um algoritmo de programacdo dinidmica que considera somente
rétulos ndo dominados. Antes da descri¢ao desse algoritmo para o ESPPRC propriamente,

algumas definicdes e teoremas sdo apresentados na secao 3.1.1.

3.1.1 Notacao e principios da correcao de roétulos

Definicao 3.1 R; = (Tl-l, e, TiL, Vl-l, ..., VI C;) é um rotulo associado a um caminho Xj;
do vértice origem s ao vértice v;. R; é composto da quantidade de cada recurso Tie,
1 <V <L, usado ao longo do caminho, do vetor de visitacdo Vl-k, 1 <k<n (Vl.k =1

se o caminho visita o vértice v, 0 caso contrdrio)', e de um custo C;.

Esta defini¢do de rétulos € uma redefini¢cdo daquela apresentada por Desrochers
[17] para o SPPRC e apenas acrescenta um vetor que registra os vértices ja visitados pelo
rétulo. A idéia de se considerar um tal vetor foi originalmente proposta por Beasley e
Christofides [6], que sugeriram adicionar um recurso bindrio extra a cada vértice v; € N
que € consumido quando o vértice € visitado.

A partir desta definicdo de rétulos, definem-se, respectivamente, os conceitos de

extensdo vidvel e domindncia entre rétulos:

Defini¢do 3.2 A extensdo de um rétulo R; para um vértice v; é uma extensdo vidvel
se Vij =0e Tf —l—dfj < bi:, para { = 1,...,L e, se realizada, dd origem ao novo rétulo

Rj=(T'+d},....TF+df, V.. V] =1, V' Ci+cij).

n

Definicao 3.3 Dados Xsll- e

dos R; e R;/, respectivamente, diz-se que o rétulo R; domina o rotulo R;/ se, e somente se,
/ /! lg //g o lk //k o / 1!

R, #R,, T,"<T “,paral=1,....L, V"<V parak=1,...,n,eC; <C;.

» dois caminhos distintos de s para v; com rotulos associa-

A extensdo vidvel de um rétulo R; para um vértice v; dd origem a um novo
rétulo R, o qual deve ser descartado caso seja dominado por algum rétulo le conhecido.
Portanto, todos os rétulos nao dominados s@o extensdes de algum rétulo ndo dominado.
De fato, a extensio de um rétulo dominado R; ao vértice v; resulta em um rétulo R; que €
dominado por algum rétulo R/]., obtido pela extensdo de um rétulo R;, que domina R;, ao
vértice v;.

Quando o consumo de algum recurso € nao negativo e obedece a desigualdade
triangular, a regra de dominéncia entre rétulos pode ser refor¢ada, conforme observado

por Feillet et al. [20]. Além dos vértices ja visitados por um dado rétulo, pode-se

Observe-se que um rétulo registra apenas os vértices ja visitados e, portanto, niio guarda nenhuma
informagdo da ordem em que estes vértices foram visitados.
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identificar aqueles que ndo podem ser visitados em qualquer extensdo vidvel deste
rétulo, devido aos limites impostos ao consumo de recursos. Estes vértices sdo chamados

inacessiveis:

Defini¢ao 3.4 Um vértice vj € N ¢é inacessivel para um dado rotulo R; se este rotulo jd

tiver visitado o vértice v; ou se Tf + dfj > bi-, para algum £ € {1,...,L}.
Este conceito leva a redefini¢do do conceito de rétulos:

Defini¢do 3.5 R, = (T!,...,TL, V!, ... ,VI',C;) é um rétulo associado a um caminho Xj;
do vértice origem s ao vértice v;. R; é composto da quantidade de cada recurso Tl-é,
1 < /¢ <L, usado ao longo do caminho, do vetor de vértices inacessiveis Vik, 1<k<n

( Vik = 1 se o vértice v é inacessivel, 0 caso contrdrio)?, e de um custo C;.

Esta nova defini¢do de rétulos, que considera ndo apenas os vértices ja visitados
mas todos os vértices inacessiveis para um dado rétulo, potencialmente reduz o tempo de
processamento do Algoritmo 3.1 (apresentado na se¢do 3.1.2), pois permite identificar um
nimero maior de rétulos dominados, os quais podem ser descartados durante a execugao

do algoritmo, conforme o Lema 3.6 (cuja prova deve-se a Feillet et al. [20]).

Lema 3.6 Apenas rotulos ndo dominados precisam ser considerados em algoritmos de

corregdo de rotulos.

Prova. Considere os rotulos R; e R;/, que representam caminhos parciais do vértice origem
s ao vértice v;, tal que R; domina R;,. Seja le/- o rétulo obtido a partir da extensao vidvel
do rétulo R;-/ ao vértice vj. A argumentacdo a seguir mostra que a extensdo do rétulo R;
ao vértice v; € uma extensdo vidvel e que o rétulo le, resultante desta extensao, domina o
rotulo R,],..

O primeiro passo € mostrar que o rétulo R; pode ser estendido ao vértice v;.
Tem-se que Ti/f < Ti”f e T;E < bﬁ., para ¢ =1,...,L. Visto que TJ{Z = max{aﬁ-,Ti% —I—dfj}
e T;g = max{aﬁ., Ti”Z +dfj}, entio TJTZ < T;E < bﬁ., para ¢ =1,...,L. Também tem-se que
Vl-'k < Vl-”k, parak=1,...,n,¢e Vl-”j = 0, entao Vl./j = 0. Logo, a extensao do rétulo R; ao
vértice v; € uma extensdo vidvel.

O segundo passo € mostrar que o rétulo R/j domina o rétulo R,],-. J& sabe-se que
T]% < T]{/é, para £ = 1,...,L. A defini¢do do vetor de vértices inacessiveis implica que
V;j = V;j = 1. Também ¢é 6bvio que C;. = C; +¢ij < C;/ +cij = C;. Deste modo, resta
apenas verificar se V}k < Vj/-/k para todos os vértices v # v;. Suponha que v; # v; seja um
vértice inacessivel para o rétulo R/j. Pela definicao de vértices inacessiveis, vy foi visitado

! ; ¢4 L 4 .
por R ou existe um recurso £ € {1,...,L}, tal que T;"+d > by. Mas:

2A informacido da quantidade de vértices inacessiveis p; = Yioi Vl-k pode ser mantida em cada rétulo
para a verificagdo eficiente de dominancia.
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. / . . ~ / .. / . / "
1 Se R; visitou vy, entdo R; visitou vy e V% = 1. Sabe-se também que V.¥ < V. ¥ e que

Vl-”k < V;k. Isto permite concluir que Vj/-/k =1.

ii Se existe um recurso ¢ € {1,...,L}, tal que T;K +d§k > bl entdo T;g +d§k > bt pois
TJ% < TJ%, paral=1,... L.

. , . s , , / 7z i
Assim, se um vértice vx # v; € inacessivel para o rétulo R It ele também € ina-

, L /o, L ! " L . .
cessivel para o rétulo R 2 1st0 €, ij < Vj k para todo vértice vx # v;. Portanto, conclui-se

que o rétulo R domina o rétulo R 0

3.1.2 Um algoritmo de correcio de rétulos para o ESPPRC

Em algoritmos de correcdo de rétulos, tais como aqueles de Desrochers [17]

e Feillet et al. [20], rétulos sdo explorados de acordo com os vértices que eles estdo

associados. Todos os vértices sdo ciclicamente visitados e, para cada vértice, o algoritmo

estende todos os rétulos que ainda nao foram estendidos, gerando novos rétulos. Esta
operacdo ¢ repetida até que todos os possiveis rétulos tenham sido estendidos em todas as
formas vidveis. Nesse processo, somente rétulos ndo dominados sdo mantidos. Observe-
se que rotulos associados a um mesmo vértice podem ser classificados de acordo com
um critério secunddrio como, por exemplo, de acordo com o custo ou com 0 consumo
de um certo recurso. Classificar rétulos dessa forma € util para a verificagdo eficiente de
dominancia.

O Algoritmo 3.1, proposto por Feillet et al. [20] e revisto a seguir, determina

todos os rétulos nao-dominados que representam caminhos que iniciam no vértice s e

alcancam todos os vértices do grafo (um caminho s ~~ ¢t 6timo € dado por um rétulo R, de

custo minimo). A nota¢do usada no algoritmo é:

I'; : Conjunto de rétulos associados ao vértice v;;
A; : Conjunto de vértices sucessores do vértice v;;
Y : Conjunto de vértices ainda ndo tratados;

Estende(R;,v;) : Procedimento que retorna o rétulo R; resultante da extensdo do rétulo
R; € I'; ao vértice v, caso esta extensdo seja vidvel. Esse procedimento
também reconhece e registra os vértices inacessiveis ao novo rétulo
gerado; e

RND(T';,R;) : Procedimento que insere o rétulo R; no conjunto I'; aplicando as regras

de dominancia entre rétulos.
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Algoritmo 3.1: Espprc(H,L,s,t)— DP
Entrada: Instancia do ESPPRC.

Saida: Todos os rétulos ndo-dominados.

/* Inicializacdo. */
Iy < {(0,0,0)};
para cadav; € N\ {s} faca
| [« 0;

Y« {s};
repita
/* Explorando os sucessores de um vértice. */
Vi VEeY;
paracadaR; = (T!,...,TF, V! ... V" C) €T, faca
para cada v; € A, faca
se Vij = 0 entao

R; < Estende(R;,v;);

F’j T

T, RND(T;,R));

se (I'; #1";) entdo

| Y« YU{v;}

/* Reducdo de Y. */
Y <Y\ {vi};
até Y =0 ;

retornal;

O Algoritmo 3.1 foi originalmente apresentado em [20], porém uma andlise de
complexidade precisa para este algoritmo ndo foi feita no referido trabalho. Contudo,
Feillet et al. ressaltam que esta complexidade é fortemente dependente da instancia do
ESPPRC que se pretende resolver, isto €, do nimero de vértices, da estrutura do grafo
e das restricdes de recursos associadas a esta instancia. Observou-se, nos experimentos
descritos na Secdo 3.3, que algoritmos de correcdo de rétulos sdo sensiveis aos custos
associados as arestas do grafo subjacente, em particular, quando tal grafo contém uma

significativa quantidade de arestas com custo negativo associado.

3.2 OESPPCC

O ESPPCC pode ser definido por um grafo nao orientado H = (N,E), onde E

¢ o conjunto de arestas e N = {vy,...,v,} é o conjunto de vértices, incluindo um vértice
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origem s e um vértice destino ¢. Cada aresta (v;,v;) € E tem um custo ¢;; € R associado
e cada vértice v; € N*, onde N = N\{s,7}, tem associado uma demanda d;, d; € N*
(define-se dy = d; = 0). O objetivo € encontrar um caminho elementar de custo minimo,
do vértice origem s ao vértice destino ¢, tal que a soma das demandas dos vértices visitados
ao longo deste caminho ndo supere um limite superior Q, Q € N*, dado’.

Suponha que uma instincia do ESPPCC seja definida em um grafo H = (N, E)
tal como descrito. E fécil notar que a instincia do ESPPRC correspondente pode ser
definida sobre um grafo H = (N/,El) idéntico ao grafo H. Neste caso, esta instancia do
ESPPRC possui uma unica restri¢do de recurso, que pode ser representada definindo-
se intervalos [d;, Q] em cada vértice v; € N.A quantidade de demanda consumida ao
se percorrer a aresta (v;,v;) € E' ¢é a demanda d ; associada ao vértice v; € N. Note-se
que sdo consumidas dj + d; unidades de demanda ao se percorrer as arestas (v;,vx) € E
e (v,v)) € E em sequéncia. Portanto, a desigualdade triangular € satisfeita para este
recurso, pois dj < dy +dj, ja que dy > 0, Vv € NT.

Sendo o ESPPCC um caso especial do ESPPRC, a Defini¢do 3.5 pode ser

adaptada de acordo:

Definicdo 3.7 R; = (D, Vl-1 voory VILCi) € um rotulo associado a um caminho Xy do
vértice origem s ao vértice v;. R; é composto da quantidade de demanda D; consumida ao
longo do caminho, do vetor de vértices inacessiveis Vl-k, 1<k<n( Vl.k =1 se o vértice vy

é inacessivel, 0 caso contrdrio), e de um custo C;.

Entdo, os conceitos de extensdo vidvel e dominéncia entre rétulos podem ser

reescritos:

Defini¢do 3.8 A extensdo de um rétulo R; para um vértice vj é uma extensdo vidvel
se ViJ =0e Di+d; < Q e se realizada, dd origem ao novo rétulo R; = (D; +d;,
Vi V=1, V'.Ci+cy).

o~ / " . . . . , .

Definicao 3.9 Dados X ; e dois caminhos distintos de s para v; com rétulos associa-
/ 1 . . . / . . 1

dos R; e R;, respectivamente, diz-se que o rétulo R; domina o rétulo R; se, e somente se’,

R.#R,, D, <D;, V;*<V'* parak=1,....n, e C, <C;.

i

Uma formulacao PLI para o ESPPCC

Embora algoritmos de correcdio de rétulos® sejam o método de solugio exato

dominante para o ESPPCC, ¢ interessante considerar o recente modelo PLI, proposto

3Quando a restricdo de elementaridade é retirada, tem-se um SPPCC — Shortest Path Problem with a
Capacity Constraint.

4Observe-se que € suficiente verificar se Vl-,k < Vi”k, parak=1,...,n,e C; < C;'.

>Todos os algoritmos apresentados para o ESPPCC nesta dissertacio sio algoritmos de corre¢io de
rétulos baseados em programagao dindmica.
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por Jepsen, Petersen e Spoorendonk [29], sobre o qual um algoritmo Branch-and-Cut foi
desenvolvido para o mesmo.

Na formulacdo seguinte para o ESPPCC, as varidveis y; € x, indicam, respec-
tivamente, o uso do vértice v; € N e da aresta e = (v;,v;), e € E. Para um conjunto de

vértices S C N e para um conjunto de arestas 7 C E, sejam y(S) = Y. yiex(T) = Y x..
v;ES ecT
Além disso, seja 6(S) o conjunto de arestas que possuem exatamente um extremo dentro

do conjunto S, isto €, 8(S) = {(v;,v;) : vi € SAv; € N\S} e A(S) o conjunto de arestas que
possuem ambos os extremos dentro do conjunto S, isto é, A(S) = {(v;,v;) : v € SAv; € S}.

Define-se, ento, o politopo P em ZIFI+IN=2.

;

x(8(s)) = 1 (1)
x(8()) = 1 (2)

Y xe = 2y Vv eNT (3)
e€d(vi)
P = Y dyi < Q (4)
vieEN
x(MS)) < y(S)—yi VveSVSCN,S|>2 (5)
x. € {0,1} VecE (6)
yvi € {0,1} Vv,eN (7)

\

As restrigdes (1) e (2) garantem que o caminho inicia no vértice s e termina no
vértice . As restrigdes (3) interligam as varidveis x e y. A restri¢do (4) impde a restri¢cdo
de capacidade. As restri¢des (5) s@o as restri¢oes de eliminag@o de subrotas generalizada.
As restri¢des (3), juntamente com as restri¢des (5), impdem conectividade ao caminho.
Finalmente, as restri¢des (6) e (7) indicam o uso de arestas e vértices. Logo, uma solucdo

6tima para o ESPPCC ¢ dada pelo valor:

« .
C* = min Z CeXe .

xepP ecE

3.2.1 Um algoritmo exato para o ESPPCC

O primeiro algoritmo proposto para a resolucdo exata do ESPPCC € uma
adaptagao do Algoritmo 3.1, o qual resolve o problema geral de caminhos mais curtos com
restri¢des de recursos. Este algoritmo foi adaptado para o caso em que a tnica restricao de
recurso € a de capacidade. Esta adaptacio faz uso de uma acelerac¢do que elimina rétulos
sub-6timos, isto €, rétulos ndo dominados que se sabe nao fazer parte de uma solucdo
Stima.

A estrutura de dados principal utilizada no algoritmo € uma matriz M de dimen-
sdo (Q+ 1) x (n—2). Cada entrada M(d,i) desta matriz contém um repositério que ar-

mazena todos os possiveis rétulos nado dominados dos caminhos elementares parciais que
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partem de s e terminam no vértice v; € N™, tendo consumido uma demanda d, d; < d < Q.
Cada rétulo do repositério M(d,i) mantém um vetor que registra quais vértices sdo ina-
cessiveis e o custo do caminho parcial que ele representa. Além disso, o rétulo contém
agora duas informacdes adicionais: o vértice v; ao qual ele estd associado e um apontador
para o rétulo que ele estendeu. Estas duas novas informagdes sdo utilizadas para construir
uma solucio 6tima obtida pelo algoritmo, isto €, para obter a ordem em que os vértices
sao visitados nesta solu¢do de menor custo.

A matriz M € preenchida, linha a linha, comecando com d = 0 e indo até d = Q.
Para cada rétulo R;, da entrada M(d, i), o algoritmo percorre cada vizinho v; € N* de v;
e avalia a extensdo do rétulo R; ao vértice v;. Se a extensdo do rétulo R; ao vértice v; for
uma extensdo viavel (isto é, se Vij =0ed+d; < Q) eseonovo rétulo R, resultante da
extensdo de R; ao vértice v}, ndo for dominado por nenhum rétulo pertencente a qualquer
um dos repositorios M(d,, j),M(d;+1,j),...,M(d+dj, j), a extensdo ¢ realizada e o
novo rétulo R; é guardado no repositério M(d +d;, j) (neste caso, o vetor de vértices
inacessiveis V; deve ser atualizado). E possivel que o rétulo R  domine algum rétulo le
presente no repositério M(d +d;, j). Caso isto ocorra, le deve ser descartado.

Quando a matrix M esté preenchida, todos os rétulos® obtidos devem ser esten-
didos até o vértice destino ¢ para se obter caminhos completos s ~ . Uma solug@o 6tima
pode ser obtida por um rétulo R; de menor custo.

Para facilitar o entendimento de como extensdes de rétulos sdo realizadas,

considere os seguintes exemplos:

i Sejam os rétulos R;, armazenado no repositério M(d +d;, j), e R;, armazenado no
repositério M(d, i), que representam os caminhos Xsj:s—up —vi—uy—>u3 —>v;
e Xsi s — uz — u; — up — v;, respectivamente. Suponha que deseja-se estender o
rétulo R; ao vértice v;, criando o novo rétulo le para representar 0 novo caminho
X; jUS U3 U = Uy Vi =V O vetor de vértices inacessiveis deste novo rétulo
R.
so serd feita se C; + ¢;; < C; e entdo o novo rétulo R/j substituird o rétulo R; no

j serd idéntico ao vetor de vértices inacessiveis do rotulo R;. Portanto, essa extensdo
repositorio M (d +d, j).

ii Seja o rétulo R;, armazenado no repositério M(d, i), que representa o caminho Xj; :
S — Uy — Up — U3 — Ug — Us — Ug — U7 — v; € suponha que deseja-se estender R; ao
vértice v, criando o0 novo rétulo le, a ser armazenado no repositério M (d +d I J), para
representar o novo caminho Xs,j DS UL = U = U3 —> U4 —> U5 —> Ug —> U7 —> Vi —> V.
Porém, suponha que ja exista um rétulo R, que representa o caminho Xj; : s — ug —

up — u3 — v, armazenado no repositorio M(q, j), onde g = d, +dy, +d,, +d;. Neste

®Lembre-se que tais rétulos representam caminhos elementares parciais que partem de s e terminam no
vértice v; € N, tendo consumido uma demanda d, d; < d < Q.
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caso, todos os vértices visitados pelo rétulo R; também terdo sido visitados pelo novo
rétulo R/J- (isso implicard que todos os vértices inacessiveis para R; também serdo
inacessiveis para R/j). Portanto, essa extensdo so serd feita se C; +¢;; < C; e entdo o
novo rétulo R’j serd armazenado no repositério M(d +d;, j) (o rétulo R; serd mantido
no repositério M(q, j) pois ndo havera relacdo de dominéncia entre ambos os rétulos
RjeR)).

A aceleracao

Suponha que a extensdo de um rétulo ndo dominado R; a um vértice v; € N seja
vidvel e resulta em um rétulo ndo dominado R;. Sabe-se que uma solugdo 6tima s6 pode
ser obtida a partir de extensdes de rétulos ndo dominados (veja o Lema 3.6). Portanto, o
rétulo R; deve ser considerado, a menos que fosse possivel garantir que 0 mesmo nao faz
parte de uma solucdo procurada. Porém, suponha que uma demanda d, d; < d < Q, tenha
sido consumida ao longo do caminho Xj;, representado pelo rétulo R;, e que se conheca
um limite inferior C_J, para o custo de um caminho elementar 6timo que inicia no vértice
v; e termina no vértice ¢, consumindo uma demanda total dentro do intervalo [d;, Q —d|.
Além disso, suponha que se conheca um limite superior U para o custo de uma solucdo
6tima’. Entdo, R; s6 serd estendido ao vértice v jse Ci+cij +C_j, <U.

Os limites inferiores podem ser obtidos por um algoritmo que retorna, para cada
vértice v; € N e para cada demandad = d;, ..., Q, o custo de um caminho 6timo que parte
do vértice v; e alcanca o vértice 7, tendo consumido uma demanda dentro do intervalo
[d;,d]. S6 que agora permite-se caminhos com ciclos, isto €, um vértice pode ser visitado
mais de uma vez e cada vez toda a sua demanda é novamente consumida® (observe-se
que a permissao de caminhos com ciclos € uma relaxacido do problema em estudo, onde
somente caminhos elementares sdo permitidos). Uma forma natural de obter bons limites
inferiores é encontrar caminhos sem &-ciclos, isto é, caminhos que ndo possuem ciclos
com uma quantidade de arestas menor ou igual a 8. O caso geral da eliminagdo de d-
ciclos é descrito por Irnich e Villeneuve [27]. Nesta dissertacdo optou-se por eliminar

apenas 2-ciclos.

"Quando o algoritmo para o ESPPCC é usado como um gerador de caminhos elementares s ~ ¢
(colunas) em um algoritmo de geracdo de colunas, em geral apenas colunas de custo reduzido negativo
precisam ser consideradas. Neste contexto, define-se U = 0.

8Este problema pode ser resolvido em tempo pseudo-polinomial se todas as demandas forem inteiras
(veja Christofides, Mingozzi e Toth [11]).
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3.2.2 Uma heuristica para o ESPPCC

Novamente, usa-se uma matriz M, de dimenséo (Q+ 1) x (n—2), em que cada
entrada M(d,i) contém um repositério limitado, isto é, um repositrio que armazena
apenas uma quantidade fixa de rétulos de caminhos elementares parciais que partem de
s e terminam no vértice v; € NT, tendo consumido uma demanda igual ad, d; < d < Q.
A matriz M € preenchida, linha a linha, comecando com d = 0 e indo até d = Q. Para
cada entrada M (d +d;, j), escolhe-se rétulos pertencentes a qualquer um dos repositérios
M(d,i) que podem ser estendidos até v;. Esses rétulos escolhidos devem ser os rétulos
que, quando estendidos até v;, resultem nos rétulos R; de menor custo, dentre todos os
rétulos que podem ser estendidos até v;. Conforme descrito anteriormente, um rétulo
R; pertencente ao repositorio M(d,i) s6 pode ser estendido até um vértice v; se esta
extensdo for viavel (isto é, se Vij =0ed+d;j < Q) e se orétulo Rj, resultante desta
extensao, ndo for dominado por nenhum rétulo pertencente a qualquer um dos repositérios
M(d;,j),M(d;j+1,j),...,M(d+d;, j) (na verdade, considerou-se o teste de dominancia
somente para o repositério M(d +d;, j)). Note-se que pode haver perda de rétulos
durante a execug¢@o do algoritmo pois cada entrada M (d, i) armazena apenas uma pequena
quantidade de rétulos.

E intuitiva a ideia de se escolher os rétulos de menor custo, dentre um conjunto
de rétulos que podem ser estendidos até v;, pois supde-se que a probabilidade de um
desses rétulos fazer parte de uma solucao 6tima no final do processo € maior que a dos
demais rétulos de custo superior descartados. Um vetor B de tamanho (n—2) é usado para
armazenar os melhores resultados obtidos até o momento. No final, o elemento B(i), para
cada vértice v; € N™, armazena o rétulo que representa o caminho mais curto, encontrado
pelo algoritmo, que parte de s e alcanca o vértice v;, tendo consumido uma demanda
total dentro do intervalo [d;,Q]. Para se obter os caminhos completos s ~ ¢, todos os
rétulos em B sdo estendidos até o vértice ¢ (note-se que todas as solucdes encontradas pela
heuristica proposta sdo vidveis, isto €, apenas caminhos elementares s ~~ f que consomem,
no maximo, uma demanda total igual a Q, sdo obtidos). Na prética, verificou-se que este
algoritmo obtém boas solugdes e que 0 mesmo executa em um tempo razoavelmente baixo
quando apenas uma pequena quantidade de rétulos (tal quantidade pode ser passada como
pardmetro de entrada para a heuristica) é armazenada em cada entrada M(d,i) da matriz

M (testou-se para quantidades menores ou iguais a 25).

3.3 Testes computacionais

Quando um algoritmo exato para o ESPPCC ¢ usado como um gerador de

colunas (rotas elementares) em um algoritmo Branch-and-Price (ou em um algoritmo
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Branch-and-Cut-and-Price), o mesmo, geralmente, necessita ser executado repetidas
vezes. Como o ESPPCC é um problema fortemente A P-Dificil (veja Kohl [34]), é
importante, por razdes de desempenho, que o algoritmo exato seja executado poucas
vezes durante o processo iterativo da geracdo de colunas (ndo hd necessidade de se
resolver o ESPPCC a otimalidade nas primeiras iteracdes da geracdo de colunas). Uma
estratégia para diminuir o nimero de execugdes do algoritmo exato € usar heuristicas que
conseguem obter colunas de custo reduzido negativo rapidamente. Neste caso, o algoritmo
exato s6 € executado quando a heuristica falha em encontrar tais colunas.

Assim, o algoritmo exato e a heuristica’ propostos para o ESPPCC nas Secdes
3.2.1 e 3.2.2, respectivamente, foram usados, conjuntamente, para a geracao de colunas
no algoritmo Branch-and-Cut-and-Price de Fukasawa et al. [23]. Os resultados obtidos
(para algumas instancias do CVRP, das séries A, B, E e P, disponiveis em [48]) por esse
novo algoritmo BCP sdo fornecidos na Tabela A.1 e comparados com os obtidos pelo
algoritmo BCP robusto original, onde rotas ndo elementares sem d-ciclos (para d =3 e
0 = 4) sdo usados na geragdo de colunas.

As colunas L1, Nj e T apresentam, respectivamente, os limites inferiores obtidos
no noé raiz, o ndimero total de nés explorados na arvore Branch-and-Bound, e o tempo
total (em segundos) para resolver a instancia a otimalidade com o algoritmo BCP que
implementa o subproblema de geragdo de colunas como um ESPPCC. J4 as colunas Ly,
Ny e Ty mostram os valores dos limites inferiores, o nimero de nds, e o tempo gasto para
resolver a instancia com o algoritmo BCP que implementa o subproblema de geracdo de
colunas como um SPPCC, quando 3-ciclos sdo eliminados. Analogamente, as colunas Ls,
Ns e Ts, fornecem os valores quando 4-ciclos nao sao permitidos. Ja a coluna C* apresenta
o valor 6timo das instancias.

Os limites inferiores obtidos no no raiz na versao que considera o subproblema
de geracdo de colunas como um ESPPCC, em geral, sdo razoavelmente melhores que os
obtidos pela versao relaxada. Tome-se, por exemplo, a instancia A-n37-k6, onde chega a
5.287 unidades a diferenca entre os limites obtidos com a geracdo de rotas elementares
e com a eliminacao de 4-ciclos. Neste caso o gap € reduzido em 37%. De fato, os gaps
entre os primeiros limites e os valores das solugdes 6timas sdo sempre inferiores (ou
iguais) aqueles calculados com os limites obtidos com o algoritmo original. Além disso,
em alguns casos uma solu¢do 6tima € encontrada no né raiz apenas na nova versao,
como ocorre para as instancias B-n45-k5, B-n45-k6, B-n50-k7, B-n57-k7 e P-n40-k5.
Contudo, ressalte-se que algumas instancias de grau de dificuldade moderado, tais como
as instancias E-n76-k8, E-n76-k10, E-n76-k14 e P-n70-k10, a reducao do gap com o uso

“Lembre-se que a quantidade de rétulos tratados pela heuristica proposta na Se¢do 3.2.2 pode ser
adaptada dinamicamente, tornando-a, progressivamente, mais eficaz na tarefa de encontrar colunas de custo
reduzido negativo.
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de rotas elementares € inferior a 6% (com relacdo a eliminagdo de 4-ciclos).

Com relacdo ao tempo de processamento para encontrar uma solucdo Gtima,
algumas instancias obtiveram uma redugdo significativa quando rotas elementares sao
usadas na geracdo de colunas, destacando-se as instancias A-n60-k9, A-n63-k10, A-n69-
k9, B-n50-k8, E-n76-k14, E-n101-k14 e P-n70-k10. Isso se deve, em parte, a0 aumento
obtido no limite inferior e a consequente reducdo do nimero de nds explorados na
arvore Branch-and-Bound. Note-se que ao usar rotas elementares, os ganhos nos limites
inferiores refletem-se ndo apenas no né raiz, mas em todos os nds, pois para se obter
um limite inferior védlido, o novo algoritmo BCP deve usar somente rotas elementares na
geracdo de colunas de cada n6 da arvore (isso ndo €, necessariamente, uma vantagem, ja
que um subproblema fortemente A’ P-Dificil deve ser resolvido a otimalidade pelo menos
uma vez em cada nd e, se 0 mesmo tornar-se intratavel, o novo algoritmo BCP como um
todo pode falhar). Em contrapartida, para algumas instancias (em especial, as instancias
A-n62-k8, B-n56-k7, B-n67-k10, e B-n78-k10), o ganho obtido no limite inferior com o

uso de rotas elementares ndo compensa o aumento no tempo da geracio de colunas.



CAPiTULO 4

Algoritmos aprimorados para o ESPPCC

O algoritmo de programacao dinamica para o ESPPRC proposto por Feillet et
al. [20] (veja Capitulo 3) gera uma quantidade de rétulos (representacdo de caminhos
parciais) que aumenta rapidamente com o tamanho da instancia do problema em questao.
Cada rétulo pode gerar uma quantidade de novos rétulos tdo grande quanto a quantidade
de sucessores do vértice ao qual ele estd associado. Portanto, no pior caso, o nimero de
rétulos cresce exponencialmente com o nimero de arestas no caminho (somente rétulos
dominados sao descartados).

Visando melhorar o desempenho do algoritmo de Feillet et al., Righini e Salani
[49] propuseram um algoritmo de programac¢do dinamica que combina uma busca bidi-
recional com as restri¢coes de recursos do ESPPRC (os autores chamaram esta técnica de
BBDP — Bounded Bi-directional Dynamic Programming). Programacao dinamica bidi-
recional mostrou ser uma técnica capaz de acelerar o algoritmo de Dijkstra, no calculo
de um caminho mais curto, entre um par de vértices de um grafo direcionado com ar-
cos de custo ndo negativo [1]. No caso do ESPPRC, os caminhos sdo estendidos tanto
progressivamente, a partir do vértice origem, quanto regressivamente, a partir do vértice
destino. Para evitar que um mesmo caminho seja gerado duas vezes, procura-se limitar o
tamanho dos caminhos em ambas dire¢Oes (progressiva e regressiva). Para tanto, elege-se
um dado recurso, cujo consumo ¢ monotonico ao longo das extensdes, € caminhos que ja
tenham consumido pelo menos a metade deste recurso ndo sdo mais estendidos. Ao final,
combinam-se 0s caminhos parciais para se obter caminhos completos. Como o nimero de
rétulos cresce exponencialmente com o tamanho dos caminhos, reduzir o tamanho destes
pela metade faz com que o ndmero de rétulos gerados caia, potencialmente, por um fator
exponencial.

Recentemente, Righini e Salani [50] aprimoraram ainda mais os resultados para
0o ESPPRC propondo um algoritmo iterativo que procura diminuir o espaco de relaxacdo
para o SPPRC aumentando, ao longo das iteragdes, o nimero de vértices que ndo podem
ser visitados mais de uma vez. Em uma dada iteracdo, uma solucio 6tima para o SPPRC

ndo incluird ciclos e serd, portanto, uma solucdo 6tima para o ESPPRC (os autores
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chamaram esta técnica de DSSR — Decremental State Space Relaxation)'. Como a versio
ndo elementar tem complexidade pseudo-polinomial, esta técnica mostrou-se satisfatoria
quando um caminho elementar pode ser encontrado restringindo-se multiplas visitas para
apenas uma pequena percentagem da quantidade de vértices da instancia do ESPPRC.

Este capitulo apresenta recentes algoritmos de corre¢do de rétulos propostos para
0 ESPPRC e os adaptam para resolver o ESPPCC, no qual hd uma unica restricdo de
recurso, a restri¢ao de capacidade. Esses novos algoritmos para o ESPPCC siao embutidos
em um mecanismo de geracdo de colunas de um algoritmo Branch-and-Cut-and-Price
(BCP) para o CVRP, tal como no Capitulo 3. A organizacio deste capitulo da-se conforme
a seguir: a Secdo 4.1 apresenta um algoritmo para o ESPPRC baseado em programacgao
dinamica bidirecional. A Sec¢do 4.2 discorre sobre a técnica de relaxacdo decrescente do
espaco de estados e mostra como esta pode ser empregada na constru¢cdo de um algoritmo
para o ESPPRC. J4 a se¢do 4.3 apresenta novos algoritmos de programacao dinamica para
0 ESPPCC, os quais sao adaptacdes dos algoritmos apresentados nas se¢des anteriores.
Finalmente, a Secdo 4.4 apresenta resultados obtidos quando os novos algoritmos para o
ESPPCC sao usados para a geracao de colunas do algoritmo BCP de Fukasawa et al. [23]
(veja Capitulo 2), substituindo o mecanismo original.

O presente capitulo segue as mesmas defini¢des usados no Capitulo 3. Mais es-
pecificamente, rétulos seguem a Definicdo 3.5, extensdo vidvel a Defini¢do 3.2, dominan-
cia entre rétulos a Definicdo 3.3 e vértices inacessiveis a Defini¢ao 3.4. Além disso, o
ESPPRC segue a definicdo dada na Secdo 3.1 e o ESPPCC a dada na Secao 3.2.

4.1 Programacao dinamica bidirecional

Em programacgdo dinadmica bidirecional, rétulos sdo estendidos tanto progressi-
vamente, do vértice origem s para seus sucessores, quanto regressivamente, do vértice
destino ¢ para seus predecessores (uma aplicacao desta ideia para o TSP com restrigdes
pode ser encontrada em [43]). No ESPPRC, para cada caminho X;; do vértice origem s
para o vértice v; associa-se um rétulo R;D ¢ assim como para cada caminho Xj; do vértice
v; para o vértice destino ¢ associa-se um rétulo R;g . Um caminho de s para r é obtido cada
vez que a unido entre um rétulo progressivo R}* e um rétulo regressivo R7* for uma unido
vidvel, isto €, quando o conjunto de vértices visitados por Rf’ ¢ for disjunto ao conjunto de
vértices visitados por R;-g e o consumo total de cada recurso ao longo do caminho com-

pleto s ~~ t, resultante desta unido, nao exceder a quantidade disponivel para este recurso.

IRighini e Salani [50] mostram que as técnicas de programagio dinimica bidirecional e relaxacio
decrescente do espago de estados podem ser aplicadas, conjuntamente, em um algoritmo para o ESPPRC.
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Como rétulos progressivos e regressivos gerados por um algoritmo de progra-
macao dindmica bidirecional sdo temporariamente unidos (a fim de se obter caminhos
completos s ~~ t), € crucial reduzir o nimero de unides destes rétulos o quanto possivel
(sem essa limitagdo, o algoritmo bidirecional produziria o dobro de rétulos se comparado
a um algoritmo mono-direcional, tal como o de Feillet et al. [20]). A ideia é que pode-
se parar de estender um caminho em uma dire¢do, quando tem-se a garantia de que a
parte restante deste caminho serd gerada na dire¢do oposta e, portanto, nenhuma solucao
Otima serd perdida. Para este propdsito, Righini e Salani [49] sugerem a escolha de um
recurso critico, cujo consumo ao longo de caminhos é monotonico, e entio rétulos ndao
sao estendidos se pelo menos metade da quantidade disponivel deste recurso ja tiver sido
consumida (o critério de parada requer que um consumo positivo do recurso critico esteja
associado a cada aresta). Isto permite reduzir drasticamente o nimero de rétulos gerados

e ainda garante que uma solucao 6tima serd encontrada.

4.1.1 Um algoritmo de programacao dinamica bidirecional

O Algoritmo 4.1, proposto por Righini e Salani [49] para o ESPPRC e revisto
a seguir, ¢ um algoritmo de corre¢do de rétulos, tal como o Algoritmo 3.1, mas agora
ambos os rétulos progressivos e regressivos associados a um dado vértice sdo estendidos
quando o mesmo é examinado. Novamente, todos os vértices sao ciclicamente visitados
e, para cada vértice, o algoritmo estende todos os rétulos que ainda ndo foram estendidos.
Esta operagdo € repetida até que todos os possiveis rotulos tenham sido estendidos em
todas as formas vidveis. Porém, para reduzir o nimero de extensdes (e, portanto, a
quantidade de rétulos gerados), antes do algoritmo iniciar a propagacdo de rétulos, um
recurso critico € escolhido e rétulos nao sdo estendidos se metade deste recurso tiver
sido consumido. No final, os rétulos obtidos sdo unidos um-a-um, permitindo-se obter
caminhos completos s ~~ ¢t. Durante a execucdo do algoritmo, somente os rétulos nao-

dominados sdo considerados. A nota¢cdo usada no algoritmo é:

Ff’ 8 eI® : Conjunto de rétulos progressivos e regressivos associados ao vértice v;;
A?’ e A; : Conjunto de vértices sucessores e predecessores do vértice v;.
Y : Conjunto de vértices ainda ndo tratados;
Estende(R;,v;) : Procedimento que retorna o rétulo R; resultante da extensdo do rétulo
R; € I'; ao vértice v}, caso esta extensdo seja vidvel (fambém reconhece
e registra os vértices inacessiveis ao novo rétulo gerado);
RND(T;,R;) : Procedimento que insere o rétulo R; no conjunto I'; aplicando as regras
de dominancia entre rétulos;
Viavel(R;,R;) : Procedimento que verifica se a unido entre o rétulo R; e o rétulo R; é
uma uniao viavel; e
Salva(R;,R;) : Procedimento que registra a solugdo obtida ao unir os rétulos R; e R .
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Algoritmo 4.1: Espprc(H,L,s,t)— BBDP

/* Inicializacdo. */
1 T8« T8« {(0,0,0)};
2 paracadav; € N\ {s} faca
3 t Ff’g<—(0;
4 paracadav; € N\ {r} faca
5 t Fl-rg 0
Y+ {s,t};

=)

2

repita

8 Vi VEY;

/* Extensdo progressiva. */

9 para cada R; = (T, V;,C;) € I'?® faca

10 para cadav; € A faca

11 se Vij = 0 entao

12 Rj < Estende(R;,v;);
13 % < RND(T%,R));
14 se I mudou entdo
15 t Y —YU{v;};

/* Extensdo regressiva. */
16 | paracadaR; = (T;,V;,C;) T faca

17 para cada v, € A faca

18 se V¥ =0 entdo

19 Ry < Estende(R;,v);
20 ¥ <~ RND(I}®, Ri);
21 se I',* mudou entéo
2 t Y« YU{w};

23 Y+ Y\ {vi};
24 atéY =0 ;

/* Unido de rétulos. */

25 para cadav; € N faca

2 | paracadaR; €'V faca

27 para cadav; € N faca

28 para cada R; € I'f faca
29 se Viavel(R;,R ;) entdo
30 t Salva(R;,R;);
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Nas linhas de 1 a 6 t€ém-se a inicializacdo dos conjuntos de rétulos associdados
a cada um dos vértices v; € N; somente os vértices origem e destino sdo declarados como
ndo tratados. Enquanto houver vértices a serem tratados (lago que vai da linha 7 a linha
24), escolhe-se um vértice qualquer v; € Y e estende-se todos os rétulos (progressivos e
regressivos) a ele associados (extensdes progressivas, linhas 9 a 15, e regressivas, linhas
16 a 22, sdo anélogas) para entdo declard-lo como tratado (linha 23). Extensoes de rétulos
criam novos rétulos, os quais devem ser inseridos no conjunto apropriado. Se um novo
rétulo gerado (linhas 12 e 19) for um rétulo ndo dominado, o vértice ao qual ele estd
associado deve entrar na lista de vértices ndo tratados (linhas 15 e 22). Apds a fase
de extensao de rétulos, tem-se a fase de unido (linhas 25 a 30), onde todos os rétulos
progressivos sdo unidos (de forma vidvel) a todos os rétulos regressivos, a fim de se obter
caminhos s ~~ t. Uma solugdo 6tima € dada por um caminho s ~ ¢ de menor custo.

Resultados computacionais apresentados em [49] sugerem que este novo algo-
ritmo para o ESPPRC melhora significativamente o desempenho do algoritmo basico pro-

posto por Feillet et al. [20].

4.2 Relaxacao decrescente do espaco de estados

A técnica de relaxagdo do espaco de estados foi proposta por Christofides,
Mingozzi e Toth [12] no contexto de problemas de roteamento. Para este fim, o espaco
de estados S, explorado pelo algoritmo de programacdo dindmica, € projetado em um
espago 7, de dimensdo inferior, tal que cada estado em 7 mantém o custo minimo entre
aqueles de seus estados correspondentes em S (assumindo que a funcdo objetivo € de
minimizacao). Dessa forma, o nimero de estados que devem ser explorados € reduzido
drasticamente; a desvantagem € que algum estado original, correspondente a uma solucao
ndo vidvel em §, pode ser projetado em um estado correspondente a uma solugdo vidvel
em ‘7. Consequentemente, a busca em 7 ndo garante encontrar uma solugio 6tima em S,
e sim um limite inferior para o custo desta solucao.

Baseando-se nessa técnica, Righini e Salani [50] propuseram identificar alguns
vértices como criticos, de acordo com a estrutura da solugdo 6tima para o SPPRC, obtida
com a relaxagdo do espacgo de estados. Seja ® o conjunto de vértices criticos da iteracdo
atual. Na iteracdo subsequente, o algoritmo de programacgdo dinamica previne multiplas
visitas aos vértices em ©, mas ainda permite multiplas visitas aos demais vértices. Para
este efeito, o vetor de vértices inacessiveis da Definicao 3.5 deve ser reduzido aos vértices
em ®. Se Vg denota este vetor reduzido, entdo o tamanho de Vg € igual a quantidade atual
de vértices criticos. Como o tamanho do conjunto ® aumenta ao longo das iteragdes,
Righini e Salani [50] chamaram esta técnica de Relaxacdo Decrescente do Espaco de
Estados (DSSR — Decremental State Space Relaxation).
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Algoritmo 4.2: Espprc(H,L,s,t)— DSSR

/* Inicializacdo. */
Y+ 0+ 0;

repita
O+ 0OUY,;

I8 < I < {(0,0,0)};
para cadav; € N\ {s} faca
| I8« 0;
paracadav; € N\ {r} faca
| T« 0;

Y {s,1};

repita

/* Extensdo progressiva. */

Vi VEY;

para cada R; = (T;,Ve,,C;) € I'?® faca

para cadav; € A faca

sev; ¢ ®ouV/ =0 entdo
R; < Estende(R;,v;);
I < RND(T%,R;);
se I'"® mudou entdo

| Y<YU{v;}

/* Extensdo regressiva. */

para cada R; = (T;,Ve,,C;) € I'* faca

para cada v, € A; faca

se v, ¢ © ou VF =0 entdo
Ry < Estende(R;,v);
I <~ RND(L}%, Ry);
se I'¥ mudou entdo

L Y < YU{w};
Y«Y \ {V,‘};
até Y =0 ;

/* Unido entre rdétulos. */

para cada v; € N faca
para cada R; € I'’® faca
para cadav; € N faca
para cada R; € '} faca
se Viavel(R;,R ;) entdo
L | Salva(R;,R;);
Y «+ VisitasMultiplas();
atée ¥ =0 ;
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O Algoritmo 4.2, originalmente apresentado por Righini e Salani [50], apresenta
o pseudo-codigo para o DSSR, onde Vg € o vetor de vértices inacessiveis associado
aos vértices criticos; o procedimento VisitasMultiplas retorna o conjunto ¥ de vértices
visitados mais de uma vez no caminho s ~~ ¢ 6timo atual. O algoritmo ¢é iterativo: toda
vez que ele produz uma solucdo com ciclos, os vértices visitados mais de uma vez sdo
marcados como criticos e o algoritmo recomeca. Se ¥ ndo € vazio, entdo outra iteracao
¢ executada com um conjunto de vértices criticos igual a ® =PU®. Assim, 0 conjunto
de vértices criticos cresce em cada iterag@o e, eventualmente, o algoritmo DSSR encontra

uma solugdo 6tima para o ESPPRC.

4.3 Novos algoritmos para o ESPPCC

Baseando-se nas técnicas apresentadas nas Secoes 4.1 e 4.2, dois novos algorit-
mos exatos sdo propostos para o ESPPCC?. Primeiramente, um algoritmo de programa-
¢do dinamica bidirecional € visto na Secdo 4.3.1. Entdo, mostra-se como esse algoritmo
pode ser facilmente adaptado para fazer uso da técnica de relaxacdo decrescente do es-
paco de estados (Secdo 4.3.2). Ressalte-se que ambos os algoritmos apresentados nesta

secdo usam a aceleracdo heuristica descrita na Secao 3.2.1.

4.3.1 Programacao dinamica bidirecional

O algoritmo de programacdo dindmica bidirecional implementado para o
ESPPCC divide-se em duas partes distintas. A primeira é uma etapa onde extensdes pro-
gressivas e regressivas sao realizadas, ja a segunda € uma etapa de unido de rétulos que
permite obter caminhos completos s ~~ ¢.

Antes da descri¢do do algoritmo propriamente, ressalte-se um detalhe fundamen-
tal para a sua corretude: extensdes progressivas (ou regressivas) devem ser autorizadas a
ir além de Q/2 em, pelo menos, uma extensdo adicional (isto é, um dnico passo). As-
suma, por exemplo, que a instincia do ESPPCC ¢ constituida pelos vértices vy, va € v3,
com demandas €, Q/2 e €, respectivamente, onde € denota um valor arbitrariamente pe-
queno, porém superior a zero. Idealmente, espera-se que um algoritmo de programacao
dinamica bidirecional produza caminhos progressivos e regressivos tao curtos quanto pos-
sivel (pois a quantidade de rétulos € exponencial no tamanho dos caminhos), preservando
a garantia de que uma solucdo 6tima serd encontrada. Agora, suponha que o caminho

§ — Vi — vy — v3 — ¢t represente a Unica soluc@o 6tima para a instancia em questdo. Para

Lembre-se que este capitulo segue a notacio usada para o ESPPCC dada na Secfio 3.2.1.
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que esta solucdo seja obtida pelo algoritmo bidirecional, é suficiente que uma das duas

condic¢des a seguir seja satisfeita:

1. O subcaminho s — v; — vy, gerado com extensdes progressivas, seja unido ao

subcaminho v3 — ¢, gerado com extensdes regressivas.

2. O subcaminho s — vy, gerado com extensdes progressivas, seja unido ao subcami-

nho v, — v3 — 1, gerado com extensdes regressivas.

Isto é, extensdes progressivas (ou regressivas) devem ir além de Q/2 em, pelo
menos, uma extensdo adicional, para que o algoritmo garantidamente encontre uma
solucdo 6tima.

Assim, no algoritmo de programacao dindmica bidirecional implementado, rétu-
los progressivos sdo estendidos a menos que metade do recurso de capacidade disponivel
para este rétulo ja tenha sido consumido, enquanto rétulos regressivos sio estendidos so-

mente se o rétulo resultante dessa extensdo ndo exceder metade do recurso de capacidade.

A etapa de extensao de rétulos

Para as extensdes progressivas, usa-se uma matriz M, de dimensdo (Q+ 1) x
(n—2) (permite-se uma extensdo adicional além de [Q/2], o que justifica a dimenséo
de tal matriz). Cada entrada M,¢(d, i) desta matriz contém um repositério que armazena
rétulos progressivos nao dominados dos caminhos parciais que partem de s e terminam no
vértice v; € NT, tendo consumido uma demanda d, d; < d < Q. Cada rétulo do repositério
Mp,e(d,i) mantém um vetor que registra quais vértices sdo inacessiveis e o custo do
caminho parcial que ele representa. Além disso, o rétulo contém outras duas informagdes
adicionais: o vértice v; ao qual ele esta associado e um apontador para o rétulo que ele
estendeu (estas duas informagdes s@o utilizadas para reconstruir o subcaminho s ~~ v;,
caso este faca parte de uma solucdo 6tima).

A matriz M), € preenchida, linha a linha, come¢ando com d = 0 e indo até
d = [Q/2]. Para cada rétulo R;, da entrada M,(d,i), o algoritmo percorre cada vizinho
v; € NT de v; e avalia a extensdo do rétulo R; ao vértice v;. Se a extensdo do rétulo
R; ao vértice v; for uma extensio vidvel (isto €, se Vl.j =0ed+d; < Q) e seonovo
rétulo R;, resultante da extensdo® de R; ao vértice v;, ndo for dominado por nenhum
rétulo pertencente a qualquer um dos repositorios M,g(1, j),Mpe(2,j),...,.Mye(d+d;, j),
a extensdo ¢ realizada e o novo rétulo R; é guardado no repositério Mp,(d +d;, j) (neste

caso, o vetor de vértices inacessiveis V; deve ser atualizado). E possivel que o rétulo R;

3Observe-se que d < [Q/2], mas d +d; pode ser maior que [Q/2]. Isto permite que a extensdo adicional
seja realizada.
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domine algum rétulo R/j presente no repositério M, (d +d;, j). Caso isto ocorra, le deve
ser descartado.

As extensoOes regressivas diferenciam-se das progressivas por usarem uma matriz
M,, de dimensdo (|Q/2|+ 1) x (n—2) (isto é, as extensdes regressivas nio vao além
de |Q/2]). Além disso, cada entrada M,,(d,i) dessa matriz contém um repositorio que
armazena rotulos regressivos nao dominados dos caminhos parciais que partem de v; € N™
e terminam no vértice 7, tendo consumido uma demanda d, d; < d < |Q/2|. Novamente,
cada rétulo guarda as informagdes adicionais necessdrias para a reconstru¢do de uma
solucdo (uteis para obter o subcaminho v; ~~ ¢, caso o mesmo faga parte de uma solugdo
Gtima).

De forma andloga as extensdes progressivas, a matriz M,, € preenchida, linha
a linha, comegando com d = 0 e indo até d = |Q/2]. Porém, ao avaliar a extensdo
de um rétulo R; (do repositério M,g(d ,i)) ao vértice v j» verifica-se, adicionalmente, se
d+d; <|Q/2] (isto é, rétulos regressivos consomem no maximo |Q/2] de demanda) e

realiza-se a extensao somente em caso afirmativo.

A etapa de juncao de rétulos

Esta etapa toma todos os pares de rétulos progressivos e regressivos, gerados
na etapa anterior, e verifica se os mesmos podem ser unidos* para formar caminhos
completos s ~» ¢ (observe-se que todos os rétulos progressivos devem, inclusive, ser
estendidos até o vértice destino 7). Um rétulo progressivo Rf ¢, pertencente ao repositério
Mpe(d,i), s6 pode ser unido a um rétulo regressivo R;g, pertencente ao repositorio
Mrg(q,i), sed+qg<Qese Vl-k+V]1‘ < 1,1 <k <n (isto é, o caminho completo s ~ ,
resultante da unido dos rétulos Rf’ $e R;.g , deve ser um caminho elementar que consome

uma demanda total maxima igual a Q).

4.3.2 Relaxacao decrescente do espaco de estados

O algoritmo de programacao dindmica bidirecional descrito na Se¢do 4.3.1 pode
ser facilmente modificado para fazer uso da técnica de relaxacdo decrescente do espago de
estados. Para tanto, usa-se um vetor S, de tamanho n, tal que S(i) = 1 se o vértice v; € N
¢ um vértice critico, e S(i) = 0 caso contrdrio (inicialmente, S(i) = 0, para todo vértice
v;i €N).

O novo algoritmo € iterativo, sendo que cada iteracdo corresponde a uma exe-

cucdo do algoritmo descrito na Secdo 4.3.1, na qual o vetor V de vértices inacessiveis

*Lembre-se que um rétulo progressivo R s6 pode ser unido a um rétulo regressivo R’ se esta for uma
unido vidvel, de acordo com a defini¢do dada na Se¢ao 4.1.
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(originalmente definido sobre todo vértice v; € N, de acordo com a Defini¢ado 3.5) é rede-
finido para apenas os vértices v; € N tais que S(i) = 1 (note-se que isso reduz o espaco
de rétulos para apenas tais vértices). Portanto, nesta execucao, permite-se ciclos, tanto na
etapa de extensdo quanto na etapa de juncdo de rétulos, desde que tais ciclos ocorram
sobre vértices v; € N tais que S(i) = 0. Ao final da iterac@o, toma-se um caminho s ~~  de
menor custo e verifica-se quais vértices foram visitados mais de uma vez neste caminho,
para que entdo o vetor S seja atualizado para a préxima iteragdo. Caso ndo haja ciclos
neste caminho s ~~ ¢, tem-se uma solucdo 6tima para o ESPPCC.

Observe-se que no pior caso tem-se uma ultima iteracdo onde todos os vértices
v; € N estdo definidos como criticos (isto é, S(i) = 1). Uma tal iteracdo equivalente a

execucdo do algoritmo descrito na Secdo 4.3.1.

4.4 Testes computacionais

De forma andloga ao descrito no Capitulo 3, os novos algoritmos para o ESPPCC
(apresentados na Se¢do 4.3) foram usados para a geracdo de colunas (rotas elementares)
do algoritmo Branch-and-Cut-and-Price de Fukasawa et al. [23]. Para acelerar o me-
canismo de geracdo de colunas, os dois novos algoritmos BCPs também fazem uso da
heuristica descrita na Secdo 3.2.2, isto é, em ambos os algoritmos o subproblema de gera-
¢do de colunas é resolvido com exatiddo apenas quando esta heuristica falha em encontrar
colunas de custo reduzido negativo. Os algoritmos BCPs foram testados utilizando-se o
mesmo conjunto de instancias do CVRP usado nos experimentos computacionais da Se-
¢do 3.3.

Os experimentos apresentados nesta secao tiveram como objetivo principal com-
parar os desempenhos dos trés algoritmos de programacdo dinamica descritos nesta dis-
sertacdo (Segoes 3.2.1, 4.3.1 e 4.3.2), quando os mesmos sdao usados para a geragdo de
colunas do algoritmo BCP. Os novos resultados para o CVRP sdo apresentados na Tabela
A.1. As colunas L,, N, e T, apresentam, respectivamente, os limites inferiores obtidos
no no raiz, o numero total de nés explorados na arvore Branch-and-Bound, e o tempo
total (em segundos) para se resolver a instancia a otimalidade com o algoritmo BCP que
resolve o subproblema usando o algoritmo descrito na Se¢ao 4.3.1. Analogamente, as co-
lunas Lz, N3 e T3 fornecem os valores quando o algoritmo BCP resolve o subproblema
usando o algoritmo descrito na Secdo 4.3.2. Ja a coluna M, apresenta o comprimento da

maior rota na solugio 6tima obtida pelo algoritmo de rotas elementares”.

>Optou-se por apresentar apenas os comprimentos obtidos com o algoritmo de rotas elementares descrito
na Secdo 4.3.1
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Esta secdo também apresenta, adicionalmente, resultados para o CVRP quando
os algoritmos para rotas elementares sdo aplicados em instancias dificeis. Cada instancia
do CVRP na Tabela A.2 contém o melhor resultado obtido com o uso dos trés algoritmos
para rotas elementares implementados nesta dissertacdo (isto €, os dois algoritmos deste
capitulo e o algoritmo de programacdo dinadmica “mono-direcional” descrito na Se¢do
3.2.1). As colunas L, Ty4i; € Tiprq apresentam, respectivamente, os limites inferiores
obtidos no né raiz, o tempo total (em segundos) para se resolver o no raiz, e o tempo total
(também em segundos) para se resolver a instancia a otimalidade. Entradas com hifen na
Tabela A.2 indicam que a instincia correspondente ndo pode ser resolvida (a otimalidade
ou até mesmo no nd raiz) com nenhum dos algoritmos para rotas elementares (obteve-se,
em geral, problemas de memdria na resolucdo de tais instancias).

Note-se que ndo se obteve sempre os mesmos limites inferiores (L1, L, e L3z) com
a geracao de rotas elementares. Por exemplo, nas instancias A-n54-k7 e B-n50-k8, os trés
limites obtidos diferem-se uns dos outros. J4 a instdncia B-n64-k9 foi resolvida no né raiz
somente com o uso do algoritmo descrito na Secdo 4.3.1. Isso deve-se, provavelmente,
a separacdo de cortes do algoritmo BCP. Lembre-se que no algoritmo de Fukasawa et
al. [23], apds se resolver a relaxacdo linear do problema mestre restrito, aplica-se os
algoritmos de separagdo a solucdo, a fim de se obter as desigualdades violadas. Contudo,
ressalte-se que podem existir vdrias solucdes Otimas (diferentes algoritmos aplicados ao
subproblema podem obter diferentes solucdes), as quais nao violam, necessariamente, as
mesmas desigualdades.

Com relacdo ao tempo de processamento, o algoritmo de programagio dinamica
bidirecional, descrito na Se¢do 4.3.1, apresentou, de uma forma geral, os melhores re-
sultados, sendo seguido pelo algoritmo de programagdo dindmica (“mono-direcional”),
descrito na Secdo 3.2.1. Isso contraria, em parte, os resultados computacionais apresenta-
dos para o ESPPCC por Righini e Salani [50], os quais sugerem que a técnica de relaxacdo
decrescente do espaco de estados melhora significativamente o algoritmo de programa-
¢do dinamica. Os resultados apresentados nesta se¢do mostram que o algoritmo descrito
na Sec¢do 4.3.2 (quando usado para a geracao de colunas do algoritmo BCP) melhorou os
tempos para poucas instancias, destacando-se as instancias A-n62-k8, B-n45-k6, B-n66-
k9, B-n67-k10 e B-n78-k10.

Observou-se que o algoritmo descrito na Se¢do 4.3.2 apresentou problemas
de convergéncia em muitos casos, isto €, uma solucdo 6tima (para o subproblema da
geracdo de colunas) s6 pode ser obtida depois de vdrias iteracdes® deste algoritmo. Por

consequéncia, o conjunto de vértices criticos aumentava gradualmente. Isso € indesejavel,

®Note-se que nio se refere a iteragdes da geragio de colunas, e sim iteracdes do algoritmo descrito na
Secdo 4.3.2.
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pois quanto maior este conjunto, maior a quantidade de rétulos a serem tratados, o
que torna as iteragdes progressivamente mais lentas. Lembre-se que no pior caso do
algoritmo da Secao 4.3.2 tem-se uma ultima iteragdo com um conjunto de vértices criticos
correspondente a todos os vértices do grafo (executar uma tal iterag@o € tdo complicado
quanto executar o algoritmo descrito na Secao 4.3.1).

Note-se que o tempo total (isto €, o tempo necessdrio para se resolver todas
as instancias a otimalidade) obtido com o algoritmo de programagdo dinamica basico
(“mono-direcional’), descrito na Se¢do 3.2.1, ndo € tdo superior ao obtido com o algo-
ritmo de programacdo dinamica bidirecional (Secdo 4.3.1). De fato, a técnica de bidire-
cionalidade potencialmente reduz a quantidade de caminhos parciais (gerados nas exten-
sOes progressivas e nas regressivas) por um fator exponencial (quando comparado com a
quantidade de caminhos parciais gerados pelo algoritmo mono-direcional). Contudo, ao
unir-se tais caminhos no algoritmo bidirecional (o que € custoso, pois os mesmos devem
ser unidos um-a-um e, nesta unido, deve-se verificar a ocorréncia de ciclos), obtém-se, no
final, uma quantidade de caminhos completos tao grande quanto a obtida com o algoritmo

mono-direcional.



CAPITULO 5

Enumeracao de rotas elementares

Enumeracao € uma técnica que pode ser vista como uma alternativa ao tradici-
onal particionamento do espacgo de solucdes vidveis (referido como branching) em algo-
ritmos Branch-and-Bound. No caso dos VRPs, se é usada uma reformula¢do de cobertura
de conjuntos (tal como a descri¢do dada na Secdo 1.1), onde as varidveis da reformulacdo
correspondem a rotas (elementares ou ndo), e se o gap de integralidade, isto é, a diferenca
entre a melhor solugdo vidvel conhecida e o limite inferior corrente for suficientemente
pequeno, pode ser pratico enumerar todas as rotas elementares relevantes, isto €, todas as
rotas que possuem alguma chance de fazer parte de uma solucao 6tima. Uma rota pode ser

considerada ndo-relevante se pelo menos uma das duas condi¢des dadas a seguir ocorrer:

1 Seu custo reduzido (com relacio aos valores atuais de ¢; na equagdo 1-1) for maior

que o gap de integralidade, ou

i1 Se houver outra rota visitando o mesmo conjunto de clientes com um custo menor

(com relacdo aos custos originais dos arcos — valor ¢ na equagdo 1-1).

Se o numero de rotas relevantes ndo for muito grande (na ordem de poucos mi-
lhares), entdo todo o problema pode ser resolvido como um problema de particionamento
de conjuntos contendo apenas tais rotas (usando-se, por exemplo, um solucionador de
problemas de programacao inteira genérico). Se este problema de particionamento puder
ser resolvido, uma solucao 6tima serd encontrada e ndo serd necessdrio particionar o es-
paco de solugdes (branching). Algumas vezes isso acelera o algoritmo Branch-and-Bound
consideravelmente, quando comparado com estratégias tradicionais de particionamento,
J& que muitos nds da arvore podem ser resolvidos sem a gerac@o de novos nds. Entretanto,
deve-se notar que tal enumeracado de rotas € um processo inerentemente exponencial. Seu
desempenho prético depende crucialmente do valor do gap de integralidade e das caracte-
risticas da instancia do VRP a ser resolvida. Ndao h4d nenhuma garantia que uma explosao
combinatorial ndo ocorrerd, mesmo para instancias de tamanho pequeno.

Este capitulo descreve um algoritmo para a enumeragdo de rotas elementares,

baseado em programacao dinamica bidirecional, e apresenta resultados computacionais de
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seu uso no mecanismo de enumeracao de um novo algoritmo para o CVRP, o qual segue
a reformulacdo e as técnicas propostas por Pessoa, Poggi de Aragdo e Uchoa [46] para
a construcdo de algoritmos BCP robustos para Problemas de Roteamento de Veiculos.
Portanto, o enunciado do problema de enumeragdo acompanha a referida reformulacao.
Este capitulo esta organizado da seguinte forma: a Secdo 5.1 define um problema de
enumeracdo de caminhos. A Se¢do 5.2 discorre sobre conceitos e principios utilizados
pelo algoritmo de enumeracdo. A Secdo 5.3 apresenta o enumerador, propriamente. Ja a
Secdo 5.4 apresenta resultados computacionais obtidos para o CVRP quando o algoritmo

BCP utiliza o enumerador proposto.

5.1 Um problema de enumeracao de caminhos

Seja H = (N,E) um grafo orientado, onde E é o conjunto de arcos e N =
{vi,...,vs} é 0 conjunto de vértices, incluindo um vértice origem s ¢ um vértice destino
t. Cada arco (v;,v;) € E tem um custo ¢;; € R’ associado e cada vértice v; € NT, onde
Nt = N\{s,t}, tem associado uma demanda d;, d; € N* (define-se dy = d; = 0). Seja Q,
Q € N*, um valor dado, tal que Q > max{d,}.

A partir do grafo H, define-se um multigrafo orientado Hyp = (N,Ep), onde Ey
contém arcos (v;,v;)¢, paracada (v;,v;) €EE,v; #t,d =1,...,0—d;, e arcos (v;,1), para
cada (v;,1) € E. Cada arco (v;,v;)? € Eg tem um custo c_ldj € R associado.

Define-se um caminho elementar s ~~ ¢ vidvel no multigrafo Hyp como uma
sequéncia de arcos “capacitados” conforme a seguir. A sequéncia inicia com o arco
(s,vk)D (para algum valor D, D € N*, tal que min{d;} < D < Q), onde v; é o primeiro
vértice visitado' depois de se partir do vértice origem s. Entdo, cada arco (v;,v j)d é
seguido pelo arco (v j,Vg)d‘df, onde vy € o vértice visitado imediatamente depois de v;.
A sequéncia termina necessariamente com o arco (v,,,¢)°, onde v,, é o tltimo vértice
visitado antes de se chegar ao vértice destino 7.

Tome-se, por exemplo, a situacdo em que D = 18 e os vértices vy, v, v3 € v4 t€m
demandas associadas d; = 5, d» = 3, d3 = 6 e d4 = 4. O caminho elementar s ~> ¢t vidvel
que visita os vértices vo, v4, V3 € V1, nesta ordem (denotado por s — vy — v4 — vz —v] —
1), corresponderia a sequéncia de arcos ((s,v2)'3, (v2,v4)">, (v4,v3)'L, (v3,v1)°, (v1,1)°).

O problema de enumeragdo consiste em listar todos os caminhos elementares
s ~» t vidveis e relevantes do multigrafo Hp, que partem do vértice origem s com
capacidade de saida D = min{d,}, ..., Q. Um caminho elementar s ~~ t é ndo-relevante se

pelo menos uma das seguintes condi¢des ocorrer:

i Seu custo no multigrafo Hyp for maior que um dado intervalo A € R* , ou

10 valor D é referido como capacidade de saida do caminho s ~ ¢ e 0 arco (s, v )P como arco de saida.
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it Se houver outro caminho visitando o mesmo conjunto de vértices com um custo

menor (em relacdo ao custo no grafo H).

5.2 Conceitos e principios para a enumeracao

Defini¢do 5.1 R; = (D;,V!,..., V' .Ci,C;) é um rétulo associado a um caminho elemen-
tar vidvel X do vértice origem s ao vértice vi (ou Xj; do vértice v; ao vértice destino t)
no multigrafo Hgp. R; é composto da quantidade de demanda D; consumida ao longo do
caminho (a demanda d; é contabilizada), do vetor de vértices visitados Vl.k, 1<k<n
( Vik =1 se o vértice vy foi visitado, 0 caso contrdrio), de um custo C;, correspondente
a soma dos custos c;j da sequéncia de arcos do caminho no grafo H e, finalmente, de
um custo C;, correspondente a soma dos custos Efj da sequéncia de arcos do caminho no

multigrafo Hp.

Em particular, se um rétulo representa um caminho Xj;, entdo tem-se um rétulo
progressivo RY®. Analogamente, se um rétulo representa um caminho Xj;, entdo tem-se um
rétulo regressivo ng . A partir desta defini¢do de rétulos, definem-se a seguir os conceitos

de extensdo vidvel, unido vidvel e domindncia entre rétulos, respectivamente.

Definicao 5.2 A extensdo de um rétulo progressivo Rf ¢ para um vértice v i €N é uma
extensdo vidvel se Vi] =0e D;+dj <D e, se realizada, dd origem ao novo rétulo

Rﬁ-)g = (D,’—i—dj, Vl-l,...,Vj = 1,...,Vin,Ci—l—Cij,a—i—EiDjiD").

1

Observe-se que a extensdo de um rétulo progressivo RY® para um vértice v; € N
se da pelo arco (v;,v j)D ~bi ¢ Ep, onde o valor D representa a capacidade de saida do

caminho Xj; representado por este rotulo Rf g,

Definiciio 5.3 A extensdo de um rétulo regressivo R para um vértice v; € N é uma

1

extensdo vidvel se V! =0 e D;+d i < Q e, se realizada, dd origem ao novo rétulo
. —
R;-g = (Di—f—dj, Vil,...,Vij = 1,...,Vl~n,Cl'+Cji,Ci+le~ )

De forma andloga as extensdes de rétulos progressivos, note-se que a extensao

de um rétulo regressivo R;g para um vértice v; € N se dd pelo arco (v;, v)Pi € Egp.

Definicao 5.4 A unido de um rotulo progressivo Rf & a um rotulo regressivo R;g é uma
unido vidvel se, e somente se, Vik—l—VJk <1,1<k<n eDi+Dj=D(onde D é a
capacidade de saida do caminho Xi; representado pelo rotulo Rf 8) e, se realizada, dd
origem ao novo rotulo R; = (Di+Dj, Vi1 +VJ-1,. LV +VJ’.7,C,~+CU +Cj,C_‘,~—|— ES’ —|—C_'j).
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Portanto, ao unir um rétulo progressivo R} a um rétulo regressivo R, nenhum
ciclo pode ser obtido para o caminho resultante s ~» ¢ (representado pelo rétulo R;), isto
€, o conjunto de vértices visitados pelo rétulo progressivo deve ser disjunto ao conjunto
de vértice visitado pelo rétulo regressivo. Além da restricao de elementaridade, note-se

também que o caminho s ~~ ¢ obtido deve ser um caminho vidvel.

Definicao 5.5 Dados dois rotulos (progressivos ou regressivos) R; e R;/, diz-se que o

. / . . " / " / /"
rétulo R; domina o rétulo R; se, e somente se, Vik =V k parak=1,....n,eC; <C;.

7z 7z / . 7z /" . 7z !
Isto €, o rétulo R; domina o rétulo R; se o caminho representado pelo rétulo R,

. . . Ve . . z /!
visitar 0 mesmo conjunto de vértices que o caminho representado pelo rétulo R; , com um

custo menor (em relacdo ao custo no grafo H).

5.3 Um enumerador de caminhos

O algoritmo para a enumeragao de caminhos proposto nesta se¢do é baseado
em programac¢do dindmica bidirecional. O algoritmo € semenhante ao descrito na Se¢do
4.3.1 e difere daquele basicamente em dois pontos. Primeiramente, o problema de
enumeracao de caminhos ndo € um problema de otimizagao tradicional onde, em geral,
pretende-se encontrar uma unica solucdo vidvel, de custo 6timo, dentre um conjunto
de solugdes vidveis (tal como o problema de caminho mais curto tratado na referida
secdo). No problema de enumeragdo, pretende-se encontrar um conjunto de solugcdes
cujos custos associados estejam dentro de uma determinada faixa de valores. Em segundo,
os caminhos explorados pelo enumerador sao definidos sobre um multigrafo direcionado
(nesse multigrafo, nem todo caminho elementar € viavel, tal como definido na Se¢do 5.1),
enquanto na Secdo 4.3.1 os caminhos sao definidos sobre um grafo nio orientado.

Para acelerar a execucdo do enumerador, assume-se a existéncia de limites
inferiores pré-computados para se evitar subcaminhos de caminhos ndo relevantes (veja

2

a Sec¢ao 3.2.1). Assim, suponha que a extensdo de um rétulo progressivo” ndo dominado

RP® a um vértice v; € N seja vidvel e resulta em um rétulo ndo dominado R?g . Suponha
também que se conheca um limite inferior CT, para o custo de um caminho elementar
vidvel 6timo que inicia no vértice v; € termina no vértice ¢, consumindo uma demanda
total igual a D — D; (incluindo o consumo da demanda d;). Entéo, R 6 serd estendido ao
vértice v; se Ci+ El.Dj_Di —I—C_j, < A. Agora, suponha que a extensdo de um rétulo regressivo’

~ . '8 , . . ., , ~ .
niao dominado Rig a um vértice v; € N seja vidvel e resulta em um rétulo ndo dominado

’Lembre-se que esta extensdo se dd pelo arco (v,-,v(,')D —Di g Eg, onde D € a capacidade de saida do
caminho elementar vidvel s ~ v; representado pelo rétulo RYS.
3Lembre-se que esta extensdo se dd pelo arco (v;,v;)Pi € Eg.
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R;g . Suponha ainda que se conhega um limite inferior Cy; para o custo de um caminho
elementar vidvel 6timo que inicia no vértice s € termina no vértice v;, consumindo uma
demanda total dentro do intervalo* [d ;0 — D;]. Entdo, R® s6 serd estendido ao vértice v;
se Cyj+ 5 +C <A

De forma andloga ao descrito na Se¢do 4.3.1, para o correto uso de programagao
dindmica bidirecional, observa-se que uma extensdo adicional deve ser feita nas extensoes
progressivas ou nas regressivas. Por conveniéncia, optou-se por considera-la nas extensoes
regressivas (as extensdes progressivas devem considerar todas as capacidades de saida
possiveis).

Para as extensoes regressivas, usa-se uma matriz M,, de dimensdo (Q + 1) x
(n—2) (permite-se uma extensdo adicional além de [Q/2], o que justifica a dimensao
de tal matriz). Cada entrada M,¢(d,i) desta matriz contém um repositério que armazena
rétulos regressivos nao dominados dos caminhos elementares (vidveis) parciais que
partem de v; € N e terminam no vértice ¢, tendo consumido uma demanda d, d; < d < Q.
Cada rétulo do repositério M,,(d,i) mantém um vetor que registra quais vértices foram
visitados e o custo do caminho parcial no grafo H (e no multigrafo Hp) que ele representa.
Além disso, o rétulo contém outras duas informacdes adicionais: o vértice v; ao qual ele
estd associado e um apontador para o rétulo que ele estendeu (estas duas informagdes sdo
utilizadas para reconstruir o subcaminho v; ~~ f).

A matriz M,, € preenchida, linha a linha, comegando com d = 0 e indo até
d = [Q/2]. Para cada rétulo R;, da entrada M,¢(d, i), o algoritmo percorre cada vizinho
Vi EN * de v; (isto é, cada arco (v j,vi) € E) e avalia a extensdo do rétulo R; ao vértice
vj. Se a extensdo do rétulo R; ao vértice v; for uma extensdo vidvel (isto €, se Vij =0
e d+d; < Q) e se 0 novo rétulo R;, resultante da extensdo” de R; ao vértice v j» NA0
for dominado por nenhum rétulo pertencente ao repositorio M,¢(d +d;, j), a extensdo é
realizada e o novo rétulo R; é guardado no repositério M,q(d +d;, j). E possivel que o
rétulo R; domine algum rétulo le presente no repositorio M, (d +d;, j). Caso isto ocorra,
R/j deve ser descartado.

As extensOes regressivas garantem, por si sO, a enumeracao de todos os caminhos
elementares vidveis (e relevantes) que possuem demanda total D, min{d;} < D < [Q/2]
(para se obter tais caminhos, basta estender todos os rétulos regressivos obtidos ao vértice
origem s). Contudo, ainda resta obter os caminhos elementares vidveis que possuem
demanda total D, [Q/2]+1 <D < Q.

Para enumerar tais caminhos, procede-se com as extensdes progressivas, con-

40 cdlculo do limite inferior para a decisio da extensdo do rétulo regressivo R¥ ao vértice v; deve
considerar todas as capacidades de saida possiveis D, D; +d; < D < Q, dos caminhos elementares s ~ v ;.

3Conforme no algoritmo bidirecional da Secdo 4.3.1, observe-se que d < [Q/2], mas d +d ;i pode ser
maior que [Q/2]. Isto permite que a extensdo adicional seja realizada.
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forme a seguir. Para cada valor de capacidade de saida D, [Q/2]+ 1 < D < Q, toma-se
uma matriz M, de dimensdo (D — [Q/2] + 1) x (n—2) (observe-se que as extensoes
progressivas nao vao além de D — [Q/2]). Cada entrada M,(d,i) desta matriz contém
um repositério que armazena rétulos progressivos nao dominados dos caminhos elemen-
tares (vidveis) parciais que partem® de s e terminam no vértice v; € N*, tendo consumido
uma demanda d, d; < d < D —[Q/2]. Cada rétulo guarda as informac¢des mencionadas
anteriormente, inclusive aquelas necessdrias para a reconstru¢ao do subcaminho s ~~ v;.
De forma semelhante as extensdes regressivas, nas progressivas a matriz M,
¢ preenchida, linha a linha, comegando com d = 0 e indo até d = D — [Q/2]. Porém,
ao avaliar a extensdo de um rétulo R; (do repositério M,e(d,i)) ao vértice v;, verifica-
se, adicionalmente, se d +d; < D — [Q/2] (isto &, rétulos progressivos consomem no
mdximo D — [Q/2] de demanda) e realiza-se a extensdo somente em caso afirmativo.
Quando a matriz M), estd preenchida para o valor de capacidade D corrente,
todos os rétulos progressivos da matriz M), sdo unidos a todos os rétulos regressivos da
matriz M,, a fim de se obter todos os caminhos elementares s ~~ ¢ vidveis (e relevantes)

que possuem demanda total igual a D.

5.4 'Testes computacionais

O algoritmo descrito na Secdo 5.3 foi utilizado na enumeragdo de rotas em
um algoritmo para o CVRP, o qual segue a reformulagcdo e as técnicas propostas por
Pessoa, Poggi de Aragdo e Uchoa [46] para a constru¢cdo de algoritmos BCP robustos
para Problemas de Roteamento de Veiculos. Uma dessas técnicas inspira-se naquela
descrita por Baldacci, Bodin, e Mingozzi [2], que consiste na combinacao do tradicional
particionamento do espago de solugdes vidveis (branching) com a enumeracdo de rotas
elementares. Nessa estratégia de particionamento hibrida, a enumeracao de rotas se dd em
cada n6 da arvore Branch-and-Bound, ap6s o mesmo ser resolvido via geracdo de cortes e
colunas’. Contudo, a fim de se obter um conjunto de rotas relevantes® de tamanho razodvel
(sobre o qual € pratico resolver um problema de particionamento de conjuntos com um
solucionador de problemas de programagdo linear inteira), Pessoa, Poggi de Aragdo e
Uchoa [46] atentam-se em abortar o procedimento caso os nimeros de rotas relevantes ou
estados (representacao de subcaminhos relevantes) atualmente mantidos pelo enumerador

sejam suficientemente elevados.

6Tais caminhos partem do vértice origem s por algum arco de saida (s,v j)D € Ep.

"Lembre-se que quando algoritmos BCP robustos sio aplicados em VRPs, geralmente, em cada n6
de uma arvore Branch-and-Bound, uma relaxacdo linear da reformulacido de cobertura de conjuntos do
problema € resolvida via gerag@o de cortes e colunas.

8 A introdugdo deste capitulo discorre sobre o conceito de rotas elementares relevantes.
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Seguindo as ideias em [46], configurou-se o referido algoritmo BCP para abortar
a enumeracao de rotas caso o nimero de rétulos ndo dominados gerados pelo algoritmo
de program¢ao dinamica (descrito na Secdo 5.3) seja maior que 120.000. Se este limite
ndo for alcancado, um problema de particionamento de conjuntos (veja a reformulacdo
VRP-SPP apresentada na Se¢do 1.1) contendo todas as rotas relevantes geradas € passado
para um solucionador de PLIs. Depois do problema de particionamento ser resolvido,
o no corrente € declarado como resolvido e, portanto, o seu espago de solucdes vidveis
ndo precisard ser particionado. Caso contrdrio, se a enumeragao falhar (isto €, se mais de
120.000 rétulos tiverem sido gerados), entdo o espaco de solugdes do no6 € particionado em
dois novos nds (e essa estratégia hibrida repete-se nos noés filhos). Naturalmente, nés com
profundidade elevada terdo gaps menores, entdo espera-se que a enumeracao funcione em
algum momento.

O algoritmo BCP usado nos testes também utiliza a enumeragdo de rotas como
uma heuristica no né raiz, seguindo a técnica descrita em [46]. Se o gap g atual deste
n6 ainda for muito grande e mais de 120.000 rétulos ja tiverem sido gerados pelo
enumerador, entdo tenta-se a enumeracdo com um gap g/ = g/2. Se ainda ndo for
suficiente, tenta-se com g/ = g/4 e assim por diante. Se agora a enumeragao tiver sucesso,
tenta-se com um gap g = (g/2+g/4)/2. Em suma, realiza-se uma pesquisa bindria para
determinar um valor para o gap que ird produzir um problema de particionamento de
conjuntos de tamanho razodvel. Observe-se que esta técnica heuristica pode acelerar o
algoritmo BCP, pois evita-se a enumeragdo naqueles nds cujos gaps sao maiores que g/.

A fim de avaliar a eficiéncia da técnica de enumeracdo, testou-se o algoritmo
BCP com algumas instancias do CVRP, das séries A e E, disponiveis em [48]. Os
resultados obtidos estdo sumarizados na Tabela A.3, onde as colunas N; e 77 apresentam,
respectivamente, o nimero total de nés explorados na arvore Branch-and-Bound, € o
tempo total (em segundos) gasto para se resolver a instancia a otimalidade com o
algoritmo BCP que realiza apenas o tradicional particionamento do espago de solugdes.
Analogamente, as colunas N, e 7>, fornecem os valores quando o algoritmo BCP faz uso
da estratégia hibrida supramencionada.

Note-se a significativa redu¢cdo da arvore Branch-and-Bound (e, consequente-
mente, do tempo total de processamento) obtido com o uso da estratégia de particiona-
mento hibrida. De fato, com a enumeragao de rotas elementares, todas as instancias da
classe A testadas (além da instancia E-n76-k14) puderam ser resolvidas a otimalidade no
no raiz, gastando-se um tempo total menor que 10% daquele requerido pelo algoritmo
BCP que ndo se utiliza da técnica de enumeragdo. Embora as outras instancias testadas
ndo puderam ser resolvidas no né raiz com o uso da estratégia hibrida, em geral, a quanti-
dade de n6s explorados foi inferior a 15% se comparado com a versdo que utiliza apenas

uma estratégia de particionamento (branching) tradicional.
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J4 na segunda etapa de testes computacionais, teve-se o intuito de avaliar a
eficiéncia do algoritmo de programacdo dindmica descrito na Se¢do 5.3. Para tanto,
configurou-se o algoritmo BCP para abortar a enumeragao de rotas se mais de 15.000.000
rétulos ja tiverem sido gerados. Obviamente, ¢ impraticavel resolver um problema de
particionamento de conjuntos (utilizando-se apenas um solucionador de PLIs) com uma
quantidade rotas nesta ordem de grandeza. Contudo, ressalte-se a importincia de se ter
um algoritmo capaz de enumerar rotas rapidamente, pois 0 mesmo pode ser executado
em cada n6 da drvore Branch-and-Bound.

As colunas G, Gy, R € T da Tabela A.4 apresentam, respectivamente, o gap
de integraliade (diferenca entre o valor de uma solucdo 6tima e o limite inferior obtido
pelo algoritmo BCP ao resolver o n6 raiz), o gap maximo obtido para a enumeracao (isto
é, o gap g/ retornado pela heuristica supramencionada), o nimero de rotas elementares
relevantes enumeradas no nd raiz dentro deste gap maximo, e o tempo (em segundos)
total gasto nesta enumeracao. Os resultados mostram que o enumerador de rotas proposto
na Secdo 5.3 € capaz de enumerar uma grande quantidade de rotas em um tempo
relativamente pequeno. Para todas as instancias testadas, excetuando-se a instancia E-
nl01-k8, pdde-se enumerar todas as rotas relevantes dentro do gap de integralidade,
gastando-se poucos segundos. Em particular, na instancia E-n101-k8, mais de 10.000.000

de rotas puderam ser enumeradas consumindo-se menos de 250 segundos.



CAPITULO 6

Conclusoes

A principal contribui¢io desta dissertacao foi a descricao do uso de algoritmos
para o ESPPCC, como geradores de rotas elementares (subproblema de geracdo de
colunas), em um algoritmo BCP robusto para o CVRP. Os resultados obtidos, para
algumas instancias de teste do CVRP, foram comparados aos obtidos na versao original
desse algoritmo BCP, que utiliza rotas sem 3-ciclos ou 4-ciclos. Até entdo, devia-se
ao recente trabalho de Baldacci, Christofides e Mingozzi [3] o tnico na literatura! a
usar rotas elementares na geracdo de colunas para o CVRP. Contudo, esta dissertacdo
apresentou um experimento comparativo entre ganhos (limites inferiores) e perdas (tempo
de processamento) com um algoritmo BCP para o CVRP utilizando rotas elementares que
nao haviam sido relatados na literatura. Os resutados obtidos ddo uma clara dimensdo do
quanto o uso de rotas elementares na geracdao de colunas pode acrescentar em termos de
limites inferiores para o CVRP. Ressalte-se ainda que tais resultados sdo incipientes e que
outros trabalhos recentemente propostos para o ESPPCC podem estender, naturalmente,
o trabalho aqui apresentado, conforme discutido adiante.

Outra contribui¢do relevante desta dissertacdo foi a implementacdo de um enu-
merador de rotas elementares capaz de enumerar rapidamente uma grande quantidade de
rotas (cujo custo reduzido encontra-se dentro de um pequeno intervalo), além de apresen-
tar resultados que atestam que a técnica de enumeracao pode melhorar o desempenho do
algoritmo para o CVRP.

O primeiro desses algoritmos para o ESPPCC, apresentado no Capitulo 3, € uma
adaptagao do algoritmo de programacao dinamica bésico (“mono-direcional”) de Feillet
et al. [20], o qual resolve o caso geral de caminhos mais curtos com restricdes de recursos
(ESPPRC), para o caso em que a Unica restricdo de recurso € a de capacidade. Este
algoritmo para o ESPPCC foi usado para a resolucdo exata do subproblema de geragcao

de colunas do algoritmo BCP de Fukasawa et al. [23], substituindo o mecanismo original,

IEsses autores propuseram um algoritmo BCP complexo onde o subproblema de geragdo de colunas
¢ resolvido por um esquema de enumeracdo exaustiva, baseada em programacgdo dinimica, que garante
encontrar todas as colunas de custo reduzido negativo.
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onde uma relaxa¢do do ESPPCC é resolvida com exatiddo. Os resultados computacionais,
apresentados no final do Capitulo 3, mostram que a redu¢do do gap (com relagdo a
eliminacdo de 4-ciclos) para algumas instancias com mais de 70 vértices nao foi tdo
expressiva (abaixo de 10%). Por outro lado, obteve-se considerdvel reducdo no tempo
gasto para se resolver algumas instincias de grau de dificuldade moderado, tais como as
instancias B-n50-k8, E-n76-k14 e E-n101-k14.

Outros dois novos algoritmos para o ESPPCC, apresentados no Capitulo 4,
também foram utilizados para a resolucao exata do subproblema de geragdo de colunas
do algoritmo de Fukasawa et al. [23]. Estes novos algoritmos, que sdo adaptagdes
dos algoritmos de programagao dindmica aprimorados propostos para o ESPPRC por
Righini e Salani [49, 50], se baseiam em técnicas avancadas, tais como as técnicas
de programacio dindmica bidirecional e relaxacdo decrescente do espaco de estados.
Os resultados apresentados no final do referido capitulo mostram que o algoritmo de
programacdo dindmica bidirecional obteve melhor desempenho para a geracao de colunas
do algoritmo BCP, seguido pelo algoritmo de programacdo dindmica bdsico (mono-
direcional), apresentado no Capitulo 3. Tais resultados contrariam, em parte, aqueles
apresentados por Righini e Salani [50], os quais sugerem que a técnica de relaxacdo
decrescente do espaco de estados sobrepde-se a estas duas anteriores.

Diferentemente dos dois capitulos anteriores, nos quais as rotas elementares sao
exploradas no mecanismo de geracdo de colunas de um algoritmo BCP, o Capitulo 5
apresentou o uso de rotas elementares em um contexto de enumeracdo. Os resultados
computacionais mostram que o enumerador de rotas proposto, o qual é baseado em
programacdo dindmica bidirecional, é capaz de enumerar alguns milhdes de rotas em
poucos minutos. Além disso, os resultados atestam que a enumeragdo é uma técnica capaz
de acelerar o algoritmo Branch-and-Bound para o CVRP, pois quando o niimero de rotas
relevantes (isto €, rotas que possuem alguma chance de pertencer a uma solu¢ao 6tima)
no no corrente ndo € tao grande (tipicamente, menor que 80.000 rotas), em geral, € mais
rapido resolver um problema de particionamento de conjunto contendo tais rotas”, a fim
de se encontrar uma solug¢do inteira 6tima para este nd, que particionar (branching) o seu
espaco de solucdes com estratégias tradicionais.

Todos os algoritmos apresentados para o ESPPCC nesta dissertagdo sdo algorit-
mos de correcdo de rétulos baseados em programacao dindmica. Optou-se, no inicio deste
trabalho, pelo estudo e implementacdo de tais algoritmos pelo fato deles constituirem o
método de solug@o exato dominante na literatura para o ESPPRC. Contudo, observou-se
que a aplicagdo de algoritmos de correcdo de rétulos para o ESPPCC tendem a apresentar

falhas quando:

2Usando-se, por exemplo, um solucionador de problemas de programacio inteira tal como o CPLEX.
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e O grafo subjacente apresenta muitas arestas com custo negativo e, possivelmente,
ciclos de custo negativo. Neste ultimo caso, pode-se provar ser o ESPPCC um
problema fortemente A P-Dificil, Kohl [34].

Lembre-se que no algoritmo BCP robusto de Fukasawa et al. [23], ao final
de cada iteracdo da geracdo de colunas, aquelas de custo reduzido negativo obtidas
sdo adicionadas a relaxagdo linear do problema mestre restrito, € entdo resolve-se essa
relaxacdo com as novas colunas adicionadas. Esse processo iterativo repete-se até se
provar que ndo existem mais colunas a serem adicionadas (esta prova s6 pode ser
assegurada com a resolucdo exata do subproblema de geragdo de colunas). Apds a geragao
de colunas, inicia-se a geracdo de cortes: os algoritmos de separacdo s@o aplicados a
solucdo fraciondria corrente, e as desigualdades obtidas sdo adicionadas a relaxagdo linear
do problema mestre. Novamente, o processo inteiro se repete (isto €, a geracdo de colunas
€ novamente ativada e, apds esta, a geracdo de cortes). Quando ambas as fases de geracao
de colunas e cortes falham (isto €, quando nao ha mais colunas de custo reduzido negativo
e nem desigualdades violadas conhecidas) e a solucao para o né corrente € fraciondria (e
inferior ao melhor limite superior conhecido), divide-se o espaco de solucdo deste né
(branching) em dois novos nos filhos e repete-se todo o processo em cada um destes nds
filhos.

Portanto, durante a resolu¢cdo de uma instincia do CVRP com o algoritmo BCP
robusto, os valores das varidveis duais sdo constantemente alterados e, por consequéncia,
algumas arestas tornam-se mais atrativas (isto €, com um custo reduzido negativo asso-
ciado a si). Logo, embora tenha-se um tipo de informacdo estatica (estrutura do grafo e
demandas), tem-se, por outro lado, uma informag¢ao dinamica (os valores dos custos re-
duzidos associados as arestas do grafo). Nesse contexto dinamico (geragdo de cortes e
colunas e branching de nés), torna-se delicado o uso de rotas elementares na geracao de
colunas, especialmente se 0 ESPPCC for resolvido por algoritmos de correcdo de rétulos,
pois estes s@o sensiveis aos custos associados as arestas do grafo subjacente. Como, em
geral, o subproblema de gerac@o de colunas deve ser resolvido a otimalidade pelo menos
uma vez em cada n6 da arvore Branch-and-Bound de um algoritmo BCP robusto, a fim de
se obter um limite valido, se o subproblema tornar-se intratavel, o algoritmo BCP como
um todo pode falhar.

Observou-se que, para algumas instancias de teste do CVRP, embora a solucio
para o no raiz tenha sido obtida rapidamente, ao fazer-se branching em nds, o tempo gasto
na geragdo de colunas dos nds filhos aumentava consideravelmente (para algumas dessas
instancias, este aumento tornou invidvel a resolu¢do das mesmas).

Uma outra possibilidade de falha de algoritmos de corre¢do de rétulos para o
ESPPCC ocorre quando:
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e A solucdo pode incluir caminhos longos no nimero de vértices visitados (ja que a

quantidade de rétulos gerada € exponencial no tamanho dos caminhos).

Em geral, algoritmos de correcdo de rétulos apresentam problemas quando é
possivel produzir caminhos longos no nimero de néds visitados, por exemplo, quando as
restricdes de recurso ndo sdo tdo restritivas. Isso normalmente resulta em uma grande
quantidade de rétulos (representacdo de caminhos parciais) a ser processada, o que pode
demandar tempo. De fato, o subproblema de geracdo de colunas ndo pdde ser resolvido
a otimalidade uma tnica vez para vdrias instancias de teste do CVRP com pouco mais de
100 vértices. Isso € indesejavel, pois o custo 6timo para algumas dessas instincias j4 é
conhecido.

Uma abordagem alternativa (a de corre¢do de rétulos) recentemente apresentada
por Jepsen, Petersen e Spoorendonk [29] descreve um algoritmo Branch-and-Cut para o
ESPPCC, o qual se baseia no modelo PLI revisado na Secao 3.2. Os resultados nimericos
apresentados no referido trabalho sugerem que algoritmos Branch-and-Cut podem ser
consideravelmente melhores que algoritmos de correcao de rétulos, especialmente quando
a instancia do ESPPCC em questdo contém muitas arestas com custo negativo (os
resultados em [29] mostram que o algoritmo Branch-and-Cut proposto é capaz de resolver
vdrias instancias do ESPPCC em apenas uma fragdo do tempo requerido por um algoritmo
de correcdo de rétulos). Além disso, instancias de teste para o ESPPCC com mais de 250
vértices puderam ser resolvidas a otimalidade em poucas dezenas de segundos com o0 novo
algoritmo. Ressalte-se que vérias dessas instancias de teste foram derivadas de instancias
do CVRP conhecidas na literatura. Tais instancias correspondem a uma certa iteracao da
geracdo de colunas de um simples algoritmo para o CVRP. Contudo, Jepsen, Petersen e
Spoorendonk [29] ndo incluiram resultados para o CVRP.

Portanto, um possivel trabalho imediato ao desta dissertacdo consiste na imple-
mentagdo de algoritmos Branch-and-Cut (como, por exemplo, o proposto em [29]) para
0 ESPPCC e utilizagdo dos mesmos para a geracao de colunas no algoritmo de Fukasawa
et al. [23], tal como feito com algoritmos de corre¢do de rétulos nos Capitulos 3 e 4.

Os resultados apresentados nesta dissertacdo mostram que o ganho em termos
de limites inferiores, quando apenas rotas elementares sao usadas na geracdo de colunas
do algoritmo BCP robusto, ndo € tao significativo para algumas das instancias testadas.
Portanto, a fim de se alcangar resultados verdadeiramente competitivos para o CVRP, tais
como os recentes resultados (limites inferiores e tempo de processamento) reportados
por Baldacci, Christofides e Mingozzi [3], sugere-se um algoritmo BCP complexo que

explore, em determinados momentos, elementos tais como:

e Cortes “fortes” (ou cortes ndo-robustos, conforme a definicdo dada na Secao 1.1),

isto €, cortes expressos em termos das varidveis do problema mestre. Geralmente,
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tais cortes aumentam a complexidade do subproblema de geracdo de colunas. No
entanto, um trabalho recente esclarece como tratar os custos adicionais (novas
varidveis e restrigdes) no subproblema (veja capitulo 6 de Spoorendonk [53]).

e Colunas “fortes”, isto €, rotas elementares. Isto requer a investigacao de novas abor-
dagens exatas para a resolucido do ESPPCC, além das exploradas nesta dissertagcao
como, por exemplo, o uso de algoritmos Branch-and-Cut (tal como em [29]).

e Enumeracio de rotas elementares, tal como apresentado no Capitulo 5.
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APENDICE A

Resultados Computacionais

Todos os experimentos computacionais realizados nesta dissertacdo foram exe-
cutados em um Intel Core 2 Duo, 2.8 GHz, com 4 GB de RAM, usando-se Windows XP.
Usou-se CPLEX 9.0 para a resolug@o de programas lineares nos testes descritos nos Capi-
tulos 3 e 4. Ja no Capitulo 5, usou-se CPLEX 10.1 para a resolu¢do de programas lineares
e problemas de particionamento de conjuntos.

Ressalte-se que ao testar a implementagdo original do algoritmo de Fukasawa et
al. [23] para a eliminacdo de 4-ciclos na geragcdo de colunas, obteve-se um mesmo erro
para algumas das instancias, o qual indica que o limite inferior obtido para um né filho
€ menor que o obtido para seu nd pai (entradas com hifen na Tabela A.1 indicam que a
instancia correspondente ndo pdde ser resolvida devido a ocorréncia desse erro).

Para cada instancia do CVRP testada nos Capitulos 3 e 4, usou-se um limite
superior (passado como parametro de entrada para o algoritmo BCP) igual a uma unidade
acima do valor da melhor solug@o conhecida. J4 nos testes realizados no Capitulo 5, usou-
se um limite superior igual ao valor da melhor solu¢do conhecida.

A descri¢ado dos resutados apresentados na Tabela A.1 encontra-se na Se¢ao 3.3
e na Sec¢do 4.4 (esta ultima se¢do também descreve as entradas para a Tabela A.2). J4 a

Secdo 5.4 discorre sobre os resultados das Tabelas A.3 e A.4.
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Tabela A.2: Geragdo de rotas elementares para o CVRP

Instancia L Traiz Tioral C*
A-n64-k9 1390.016 | 14.62 | 18677.80 | 1401
A-n80-k10 | 1756.692 | 149.03 | 580628.00 | 1763
B-n63-k10 | 1487.425 | 12.54 | 39391.40 | 1496
B-n68-k9 | 1263.919 | 59.37 - | 1272
E-n76-k7 671.937 | 97.73 | 208187.13 | 682
E-n101-k8 804.988 | 210.73 -| 815
M-n121-k7 - - - | 1034

Tabela A.3: Branching com enumeragdo de rotas

Instancia N T N, b

A-n63-k10 | 565 | 6608 1 463
A-n69-k9 651 | 9470 1 578
A-n64-k9 773 | 10786 1 631
A-n80-k10 | 101 | 2732 1 683
B-n50-k8 | 1839 | 11750 | 131 | 2103
E-n76-k7 | 3883 | 91930 | 605 | 24947
E-n76-k8 483 | 7744 | 39| 1528
E-n76-k10 | 4399 | 65487 | 73 | 3475
E-n76-k14 | 7405 | 65019 1 211

Tabela A.4: Enumeracdo de rotas elementares

Instancia G Giax R T

B-n50-k8 7.722 | 7.722 330682 | 22
B-n68-k9 5.854 | 5.854 287139 | 16
E-n76-k7 9.271 | 9.271 | 4315884 | 125
E-n76-k8 5.532 | 5.532 216091 9
E-n76-k10 | 9.017 | 9.017 200258 7
E-n101-k8 | 7.149 | 5.361 | 10690286 | 231
E-n101-k14 | 9.160 | 9.160 961018 | 24
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