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Resumo

Henrique Salazar do Amaral, José. Convergéncia do Método do Ponto Prox-
imal para Funcoes que Satisfazem a Desigualdade de ¥L.ojasiewicz. Goiania,
2012. 53p. Dissertacdo de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica, Uni-
versidade Federal de Goiés.

Neste trabalho € feita uma anédlise de convergéncia do Método do Ponto Proximal para

fun¢des ndo necessariamente convexas que satisfazem a desigualdade de Lojasiewicz.
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Abstract

Henrique Salazar do Amaral, José. Convergence of the Proximal Point Method
for functions that satisfy the inequality of Lojasiewicz. Goiania, 2012. 53p.
MSec. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade Federal
de Goiés.

This paper presents an analysis of convergence of the proximal point method for functions

that satisfy the inequality of Lojasiewicz.
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Introducao

Considere o seguinte problema de otimizagao

min f(z)

0-1
t.q. r € R", D

onde f: R"™ — RU{+e0} é uma fungao prépria semicontinua inferior. O método do ponto
proximal, introduzido por Martinet [8] e Rockafellar [11] na década de 70, € um método
iterativo utilizado para resolver o problema (0-1). O método do ponto proximal gera uma

sequéncia {z*} C R™ como segue: dado 2° € R",

1
P41 € argmin, e { £(0) + 53— a2 0-2)
k

onde {\;} é uma sequéncia limitada de ndimeros positivos e o conjunto que aparece em
(0-2) representa o conjunto dos minimizadores irrestritos da funcio f+ (1/2\;)]]. —z*|*.
No caso que a funcdo f é convexa a sequéncia {z*} é unicamente determinada e sua
convergéncia, a uma solucdo do problema (0-1), se baseia na chamada Fejér convergéncia
ao conjunto solu¢do, quando este € ndo vazio; veja, por exemplo, [4].

Neste trabalho, baseado em [1], apresentamos uma andlise de convergéncia da
sequéncia gerada pelo Método do Ponto Proximal (0-2) para funcdes ndo convexas e
ndo diferencidveis que satisfazem a desigualdade de f.ojasiewicz. Uma funcio f : R" —
R U {400} prépria, semicontinua inferior € dita ter a propriedade de Lojasiewicz se:

Para qualquer ponto critico generalizado de f, ver Secdo 1.2, existe C, e >0 e

6 €10,1) tal que
[f@)— @) <Clla*|,  x€B(de), 2" €0f(x).
Assumindo que f(%) = 0 e levando em conta que se f € C'! entdo,

0f (x) = {Vf(x)},



13

(3-7) se reduz a seguinte desigualdade
IVF@) = Clf (@), x€B0,e).

Podemos pensar na relacio entre as funcdes que satisfazem a condi¢do de Lojasiewicz e
as funcdes que sdo convexas. Se essas condi¢des fossem equivalentes, isto €, se o conjunto
das funcdes que sdo convexas fosse igual ao conjunto das fungdes que tem a propriedade
de Lojasiewicz, entdo ndo estaria sendo ampliado a classe de fungdes sobre as quais o
método do proximal gera uma sequéncia convergente. Contudo, podemos ver em f.o-
jasiewicz [7] que fungdes reais analiticas satisfazem a propriedade de L.ojasiewicz. Assim,
existem diversas funcdes ndo convexas que satisfazem a desigualdade de Lojasiewicz;
por exemplo, fungdes da forma f(x) = 2P, p impar. Em Kurdyka [6, capitulo 4, se¢do
4.3] é feita a construgdo de uma funcdio C? convexa que ndo satisfaz a propriedade de
Lojasiewicz.

Este trabalho estd organizado como segue. No Capitulo 1, apresentamos uma
revisdo de alguns topicos de andlise convexa e andlise ndo diferencidvel. No Capitulo
2, estudamos o Método do Ponto Proximal no caso que a func¢do objetivo é convexa e
provamos sua convergéncia usando o conceito de Féjer Convergéncia. Finalmente, no
Capitulo 3, apresentamos uma prova de convergéncia da sequéncia gerada pelo Método
do Ponto Proximal para fun¢des ndo diferencidveis que satisfazem a desigualdade de

Lojasiewicz.



CAPiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢Ges e resultados basicos de anélise
convexa alguns dos quais podem ser encontrados, por exemplo, em [5, 9]. Além disso, ap-
resentaremos alguns elementos de andlise ndo diferencidvel que podem ser encontrados,
por exemplo, em [10].

Denotamos o produto interno e a norma (proveniente do produto interno) em R",

respectivamente, por (; ) e . ||.

1.1 Topicos de Analise Convexa

Nesta secao, introduziremos algumas propriedades fundamentais de andlise con-
vexa que serdo tteis posteriormente neste trabalho. Estes resultados podem ser encontra-
dosem [5,9, 12].

Salvo meng¢do explicita em contrdrio, ao longo desta secdo, f denotord uma
funcdo f: R" — R.

Definicao 1.1 Um conjunto D C R" é um conjunto convexo se, para quaisquer x,y € D

e a€0,1], tem-se ax+ (1 —a)y € D.

Definicdo 1.2 Dados x° € D, o; € [0,1], i = 1,...,p, tais que Zle a; = 1, o ponto

P_, aix" é chamado a combinagdo convexa dos pontos ' € D.

Definicao 1.3 Seja D C R"™ um conjunto convexo. Uma funcdo f: D — R é dita ser

convexa em D quando, para quaisquer x,y € D e o € [0, 1], tem-se

flaz+(1—a)y) <af(z)+(1—a)f(y).

Se a desigualdade estrita ocorre para v # y e a € (0,1), entdo f é dita ser estritamente

convexa.

Proposicao 1.4 Se f é uma funcdo convexa e h : R" — R é uma fungdo estritamente

convexa, entdo, f +h:R"™ — R é uma funcdo estritamente convexa.
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Prova Segue imediatamente da tltima defini¢do.

Proposicao 1.5 Seja f uma funcdo estritamente convexa. Se f possui um minimizador,

ele ¢ tinico.

Prova Suponhamos que f admita dois minimizadores x,2’ € R", x # 2/, com f(x) =

f(z") = . Visto que f é estritamente convexa, para o € (0,1), temos que
flaz+(1-a)a’) <af(x)+(1—a)f(a") = v,

que € um absurdo. Logo, o resultado segue.

Definicao 1.6 O epigrafo de f ¢ o conjunto ndo vazio
epif ={(z,r) e R" xR;r > f(x)}.

O préximo teorema € um resultado cldssico que serd admitido sem demonstra¢do, mas

que serd de grande utilidade nesta secdao. A prova pode ser encontrada em [5, pag.76].

Teorema 1.7 Uma funcdo f é convexa em R™ se, e somente se, o epigrafo de f é um
¢ Plg

conjunto convexo em R"™ x R.

Definicao 1.8 Seja D C R™ um conjunto qualquer. A envoltoria convexa de D, denotado

por conv D, é o conjunto de todas as combinagcoes convexas de pontos de D.

Teorema 1.9 (Desigualdade de Jensen) Se f é uma funcdo convexa, entdo para todo

m
meN, z;ER"e\; >0,1=1,...,m, tais que Z)\i =1, tem-se

=1

f (f, )\iJ/’i) < f,/\if(xz‘)- (1-1)
i1 i1

Prova Note que se ©+ = 1, entdo A\ = 1 e a desigualdade (1-1) ocorre trivialmente.
Suponhamos agora que (1-1) ocorre para m = k, k € N. Provaremos que (1-1) ocorre
param = k-+ 1. Note que se A\ = 1,entdo \; =0, <=1,...,k e, neste caso € imediato
que (1-1) com m = k+ 1. Suponhamos A\;; < 1. Assim, temos

k+1 k /\CL’Z
i

FE ) = (=N (B

i=1

A k+1 )
1_)\k+1> + Aer127)



1.1 Tépicos de Andlise Convexa 16

Visto que f é convexa e, ZkH \ix! = ZZ 1T 3\\k+1 + Ag11 =1, segue que

k+1 k
Z Aiz') < (1= A1) (Z >+)\k+1f(l'k+l)- (1-2)
= )\k:+1
Agora, como 1= > Oe Zz_ 17 ik = 1, por hipétese de inducdo, obtemos que
k k
Azt Ai -
7 )<Y 5 f).
Z’ll—)\kﬂ i:le—AkH

Logo, combinando a tltima desigualdade com (1-2), segue o resultado desejado.

Definicao 1.10 Dizemos que f é localmente Lipschitz em z € R", com constante K, se

existe algum € > 0 tal que
[f@) = fWI<Kllz—yl,  zyeB(ze).
Teorema 1.11 Se f uma fungdo convexa, entdo f é localmente Lipschitz.

Prova Tome u € R" arbitrério (fixado). Afirmamos que f € limitada em uma vizinhanca

de u. De fato, seja € > 0 e considere a caixa

S={yeR":—e<y;—u;<e,i=1,...,n},

com vértices u!,...,u™. E conhecido que m = 2" e S = conv({u',...,u™}) (envoltdria

convexa de {ul,. m}) ver [5, pag. 129] Entdo, para cada y € S existem \; > 0,

i1=1,...,m, com Z)\Z =1, tal que y = ZAlul. Denote por M o maximo de f em

i=1 =1
m

{u!,...,u™}. Visto que f é convexa e Z i = 1, do Teorema 1.9 segue que
i=1

i

P’Js

M,

zf(f/\iui) ZAfUz <M
i=1

Il
—_

7

o que prova que f € limitada superiormente por M quando restrita ao conjunto S. Por
outro lado, para qualquer y € S, existe x € S'tal que u = %x + %y Assim, pela convexidade
de f, temos que f(u) < %f(:)s) + %f(y), de onde obtemos que

fy) =2 2f(u) = f(z).
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Agora, visto que x € S'e f € limitada superiormente por M quando restrita ao conjunto .5,
da ultima desigualdade podemos concluir que f é limitada inferiormente por 2 f (u) — M
quando restrita ao conjunto .S e a afirmagao estd provada.

Consideremos a bola B(u,20) onde f é limitada e sejam « e 3 tais que
a< f(z) <0, z € B(u,20). (1-3)

Dados y,y’ € B(u,0),y # vy é fcil ver que

/_
y' = y'+5% € B(u,29).

lly" =yl

/
2 . / —
Além disso, v/ = 6'+‘|y|y,ﬂ”

Y+ 5 +|I5’—y|\y' Assim, visto que f é convexa, obtemos

J

/ Hy/_yH "
fW) < w5 [y )+—(5+Hy’—y|\f

< S+ =l (@).

Subtraindo f(y) de ambos os lados da dltima desigualdade, segue que

N ||y'—y|| m o _
) f(y)§—5+||y,_y||[f(y) )] (1-4)

Agora, visto que y,y’ € B(u,26), de (1-3), temos que f(y") < fe —f(y) < —ace,

consequentemente,

||y,_y|| " ||y/_y||
m[f(y )= )] < (B-a).

Assim, combinando ultima desigualdade com (1-4), concluimos que

£ - 1) < W=V ),

Procedendo de modo andlogo, é possivel mostrar que

fo) - 1) < W50,

Portanto,
7))~ 1)l < P22yl

e o resultado segue.

O Préximo resultado é uma consequéncia imediata do Teorema 1.11.

Corolario 1.12 Se f é uma funcdo convexa entdo f é continua.
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Seja C' C R™ um conjunto ndo vazio e € R™. Uma projecdo de = sobre C, é

uma solug@o do problema de minimizacao

minyec [ly — . (1-5)

Afirmamos que o problema 1-5 sempre tem solu¢do quando o conjunto C' é fechado. De

fato, fixemos y € R" arbitrario e consideremos a fungao
[iR" =Ry, f(z)=llz—yl.
Note que, f € continua em R" e
CNBly,a]l={zeC: f(z) <a}, (1-6)

¢ compacto (pois C' é fechado e Bly,a] = {z € R"; f(x) < a} é compacto). Além
disso, tomando « suficiente grande, se necessario, podemos admitir que C'N B[y, a] # 0.
Portanto, pelo Teorema de Weiestrass f restrita a C'N B[y, o] possui um minimizador x*.
Tome z € C'\ C'N B[y, a]. Note que f(x) > a > f(2*). Mas isto nos diz que z* também

€ solucdo de 1-5.

Teorema 1.13 (Teorema da Projecdo) Seja C C R"™ um conjunto ndo vazio, convexo e
fechado. Entdo, para todo x© € R"™, a projecdo de x sobre C, denotada por Pco(x), existe

e é tinica. Além disso, T = Pco(x) se, e somente se,
zelC, (z—T,y—7)<0 yel. (1-7)

Prova Tome = € R” fixado e seja T uma solugdo do problema minycc ||y — z||. Como

7 € C e C é convexo,
(I—a)T+ay=z(a)eC, yeC «aec(0,1].
Assim, segue que ||z —Z|| < ||z — z(«)|| e, consequentemente,
0> [lo—7|* — |z —x(a)|?,  ae(0,1].
Da ultima desigualdade, temos que

0>2(x—7,z(a) —T) — ||z(a) —T|?, a € (0,1].
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e,a partir da defini¢do de x(«), obtemos:
0> 20z —T,y—7) — |y — 7%, a e (0,1].

Dividindo os dois lados da ultima desigualdade acima por 2a > 0 e tomando o limite
quando o — 0™, obtemos (1-7).

Suponhamos agora que um certo 7 satisfaz (1-7). Visto que

o1 _ _
(w=7,y-7) = 5 (lz =2+ ly 7>~ = - yI?),
de (1-7), obtemos
1 _
S(lz=7P = lle—yl?) <0, yec.
Assim,
le-7) <lle—yll,  yeC,

Portanto, Z € uma projecdo de x sobre C'. Provaremos agora que a projec¢do € tnica. Seja
£ uma outra possivel solu¢do do problema min,cc ||y — z||. Usando (1-7) para  com
y==2€Ceparaicomy=7 € C, temos

(x—7,2—-7) <0, (z—2,7—2)<0.

Somando as duas ultimas desigualdades acima, adquirimos
0> (x—T—(x—2),2—7) = |2 -7

de onde segue que & =T7.

Teorema 1.14 Seja C' C R™ um conjunto ndo vazio, convexo e fechado, e x ¢ C'. Entdo,

existe v € R" tal que
<U,I> > Sup{(“ay> 'y € C} (1'8)

Prova Defina v = x — Po(x) # 0. Dessa forma, temos

1%, yecC.

{0,y =2 +0v) = (v,y) = (v,2) + v

Combinando a tltima igualdade acima com (1-7) segue que

v, y)+v]* < (v,2),  yeC,
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e (1-8) ocorre para v =z — Po(x).

Definicao 1.15 (Hiperplano Suporte) Dado um conjunto C' C R™ com fronteira 0C # 0,
considere o hiperplano H,, = {y € R";(v,y) = (v,z0)} para v € R"\ {0} e 9 € 0C

ambos fixados. Dizemos que H,, . é suporte ao conjunto C em ¢ se vale a desigualdade
<”U,l’> < <’U,.Z'0>, reCl.

Lema 1.16 Seja C' C R" um conjunto ndo vazio, convexo e fechado. Entdo, dado x € 0C,

existe um hiperplano suporte a C em .

Prova Como C, o fecho de C' e os complementos de C' e do fecho de C' possuem a mesma

k

fronteira, uma sequéncia pode ser encontrada tal que x” ndo pertenca ao fecho de C, para

k € N e limj,_,.. ¥ = . Para cada k temos, pelo Teorema 1.14, que existe algum s* com
|s*|| = 1, tal que

(s¥. b —y) >0,  yeC. (1-9)

Visto que {s*} é limitada, podemos assumir, sem perda de generalidade, que {s*}

converge a s # 0. Tomando o limite em (1-9) com k£ — 4o de onde obtemos que
<S7 Yy— l’> Z 07

Hs,={y €R": (s,y) = (s,z)} é suporte ao conjunto C' no ponto .

Definicao 1.17 Seja f uma funcdo convexa e & um vetor em R". Dizemos que & é um

subgradiente de f em x se

fly) > flx)+{&y—1), y € R™.

O conjunto dos subgradientes de [ em x é chamado subdiferencial de [ em x, e é
denotado por
Ocf(x) ={& € R" : € é subgradiente de f em x}.

Proposicao 1.18 Seja f uma funcdo convexa e x € R". Entdo, x € R" é minimizador de

f se, e somente se, 0 € O.f(x).

Prova A prova segue imediatamente da definicdo de minimizador irrestrito combinada

com a defini¢do de subdiferencial de f em .
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Vejamos agora alguns exemplos.

Exemplo 1.19 Considere a funcdo real f(x) = |x|. Decorre diretamente da definigcdo de

subdiferencial para fungées convexas que O.f(0) = [—1,1].

Teorema 1.20 Seja x € R" um ponto onde f ¢é diferencidvel. Se f é uma func¢do convexa,

entdo O.f (x) = {V f(z)}.
Prova Visto que f é convexa e diferencidavel em x € R", temos
f(2) = f(a) +(Vf(z),z2—x),  z€R"
Portanto, V f(z) € 0.f(x). Tome v € O.f(z). Assim, para todo h € R"
f(@)+ (v, h) < f(z+h).

A desigualdade acima combinada com a diferenciabilidade da fun¢do f no ponto x nos

mostra que
(v=V[f(x),h) <o(|h]).

Em particular, temos que
(v =V f(x),h") < o(|n*|) (1-10)

para qualquer sequéncia {h"*} tal que h* — 0. Considerando a sequéncia {h*}, com

vV f(zx
Wt = Wf}(ﬁ)“, de (1-10) obtemos que:
-V
LEL/CTI

de onde segue o resultado desejado.

Quando temos duas fungdes f e g diferencidveis, entao

V(f+9)()=Vi()+Vg().

Agora provaremos que esta propriedade também vale no caso dos subdiferenciais para
fungdes convexas, isto €, O.(f + ¢)(.) = O.f(.) + Ocg(.). Para provar este resultado

estudaremos uma série de fatos que seguem abaixo.

Definicao 1.21 Dizemos que uma funcdo f é positivamente homogénea se

fAz)=Af(z), AeR, zeR™
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Definicao 1.22 Dizemos que uma fungdo [ é subaditiva se

fle+y) < f(x)+ fy), x,y €R™.

Definicao 1.23 Sejam x e d um ponto e uma direcdo em R", respectivamente. A derivada

direcional de uma fungdo f em x na direcdo v é definida por

(o= i TEHDZID)

Proposicao 1.24 Seja f uma funcdo convexa e x € R™. Entdo,

i) a derivada direcional em cada direcdo v € R" existe e satisfaz

fla+t) = f(2),

! = inf

ii) afuncdov— f'(x;v) é positivamente homogénea e subaditiva em R" e, além disso,

se K é a constante de Lipschitz para f em x,
[ (@v) < Klfof|,  xeR™

Prova (i)Tome v € R" e definamos ¢ : R — R dada por

[z +tv) - f(x)
p .

p(t) =
Seja € > 0 e tome constantes £y, %, tais que 0 < | < to < €. Note que

oltn) -l = L= 1S 0) o)

que, depois de algumas manipulagdes algébricas, fornece

p(t2) —p(t1) = % [(1=t1/t2) f(z) +t1/ta f (x+ tav) = fz+t10)].

Agora, visto que 0 < t1/ty < 1 e f é convexa, da dltima igualdade, obtemos

p(t2) = p(t1) = % F((A=t1/t2)x 411 /ta2(z +t20)) = f(z+410)] 2 0,

de onde concluimos que ¢ decresce quando ¢ tende a zero por valores positivos.

Considere agora 0 <t < e. Temos que

fla+t)+3f(@)+Lf(x—§0)+ (1 =5 f(z) - 2f ()
12

[ —

p(t) —p(=¢/2) =
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Usando que f € convexa, a dltima igualdade nos fornece

[z +t/20)+ f(z—t/20) = 2f(x)
t/2 ’

p(t) —p(=€/2) 2

de onde obtemos

1/2f(x+t/20)+1/2f(x —t/2v) — f(x)
t/4 '

p(t) —p(—€/2) =
Usando novamente a convexidade de f no segundo membro da ultima desigualdade,

o(0)=pl-e/ 2 I o

o que implica que f € limitada inferiormente para 0 < ¢ < € e o resultado da proposi¢do

temos

segue.
(ii) Seja A > 0. Entdo,

[z + (N)v) = f(x)

"x; = li R™,
fi(z;\v) Jim " , vE
Dessa forma,
f'(z; ) = X lim flt () = f(x)’ veR™

t—0t At

Mas, da dltima igualdade, segue que
(e, ) =Af(z;0), teR, veR™

Portanto, f’(z;.) € positivamente homogénea. Provaremos agora que f’' é subaditiva.

Sejam v, w € R™. Assim,

f'(z;v+w) ;== lim flattlv+w)) - fz)

1-11
Jim ; (1-11)

Note que, pela convexidade da funcdo f, temos

1 1 1 1
f(z(x+2tv)+§(x+2tw)) < 5f($+2tv)+§f(x+2tw)7 teR. (1-12)

Dessa forma, segue de (1-12), que

. 7 (3 t200) + S+ 200) ) f (@) i JEE2O) S @) (e 20w) — )
t—0t t t—0T 2t t—07* 2t
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Agora, levando em conta que 3 (z +2tv) + 4 (z +2tw) = x +t(v+w), segue, de (1-11)
combinada coma a dltima desigualdade, que

f(zv+w) < fl(a;0)+ f(zw), z,0,weR™

Pelo item (i) temos que

f(a:—l—tv)—f(x)'

!/ — 1
f(e0) = fim =
Assim, temos
: +tv) — f(@)]
/ _ Jim L@ . 1-13
|f (@, v)| = lim ; (1-13)
Note que, pela condi¢do de Lipschitz temos
tv) — K tv—
Agora, de (1-13) combinada com (1-14), segue que
. Kl|z+tvo—x
"(z0) < 1 t e R.
flav) < et t ’ <
Portanto, da dltima desigualdade, temos
f'(z;v) < K|l veR"™
O]

Exemplo 1.25 Assuma que f : [a,b] :— R é uma fungdo convexa. Dessa forma em um
ponto ¢ € [a,b], temos O.f(c) = [f(c), fi.(c)], onde f'(c) e f'(c), sdo as derivadas

laterais da fungdo f no ponto c.

Definicao 1.26 Seja S um conjunto ndo vazio em R". A fungdo og : R" — RU {+eo},
definida por
os(x) = sup{(s,z):s €S},

é chamada fungdo suporte de S.

Proposicao 1.27 Sejam A, B C R" conjuntos ndo vazios, convexos e compatos. Entdo,

AC B se esomentese, oc4<0RB.
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Prova Veja, por exemplo, [2].
O
Usaremos a préxima defini¢do e o Teorema de Hahn-Banach para provar a parte (i) do

Teorema 1.30.

Definicao 1.28 Dizemos que f é uma fungcdo positivamente homogénea se f(Ax) =
Af(z) para todo \ > 0 e subaditiva se f(x+y) < f(x)+ f(y) para todo x e y em R".

Teorema 1.29 (Hahn-Banach) Seja X um espaco vetorial real e Y C X um subespaco
linear. Se p: X — R é um funcional subaditivo e positivamente homogéneo e f : Y — R
um funcional linear tal que f(y) < p(y) para todo y € Y, entdo existe um funcional linear
F: X —Rtal que

Fly)=fly), yeY

Prova Veja, por exemplo, [3].

Teorema 1.30 Seja f uma funcdo convexa e x € R™. Entdo,

i) Oc.f(x) é um conjunto ndo vazio, convexo e compacto tal que O.f(x) C B(0; L),
onde L é uma constante de Lipschitz de | em x;
i) f'(z,v) =max{¢ €R": & € d.f(x)}, para todo v € R™
iii) O.f(x) ={£ e R™: f(z;v) > (,,v), veR"}
Prova (i) Visto que f é convexa, Teorema 1.7 nos assegura que epi f = {(z,r) e R" xR :
r > f(x)} é um subconjunto convexo de R" x R. Além disso, pelo Coroldrio 1.12, temos
que f € continua, o que nos permite concluir que epi f € também fechado. Dado z € R" e

(x,f(x)) € d(epi f), podemos tomar, pelo Lema 1.16, um hiperplano suporte ao epi f em
(x, f(x)). Mas isto nos diz que, existe (v, ) € R” x R ndo nulo tal que

(v.y) +ar <(v,z)+af(x),  (y,r)cepif. (1-15)
Suponhamos que o« = 0. Assim, da dltima desigualdade, temos que
(v,y—z) <0,  yeR",

de onde segue que v = 0. Mas isto contradiz o fato de (v, «) # 0. Portanto, temos « # 0.

Afirmamos que o < 0. De fato, tome ¢ > 0 e note que (z, f(z) + J) € epi f. Visto que a
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desigualdade em (1-15) ocorre para todo (y,r) € epi f, em particular, temos

a(f(x)+9) < of (z).

Assim, se o > 0, entdo § < 0, o que é uma contradi¢do. Isto nos permite concluir que
a < 0.
Dividindo ambos os membros de (1-15) por «, obtemos:

r=f@) -y —a), () Cepif.

Em particular, como (y, f(y)) € epi f, segue que

v
e segue da definicéo de subdiferencial que 0, f(x) é ndo vazio.

Vamos agora provar a convexidade do conjunto J.f(x). Tome z,w € O.f(x) e
t € [0,1]. Entdo,

(I=0f () = f(z) = (wy—x)] +t[f(y) = f2) = (zy—2)] =0,  yeR"

Assim,

donde segue que tz + (1 —t)w € O.f(x). Logo, da arbitrariedade de z,w € 0.f(x) e

t € [0, 1], concluimos que O, f(x) é um conjunto convexo.

k

Para provar que O,.f(z) é fechado, tome {s*} C 0.f(z) com s* — s. Dessa

forma, segue que
fy) = f@)+ (" y—x),  yeR™

k _ s, tomando o limite na dltima desigualdade, obtemos

Visto que s

fly) > f(z)+(s,y — ).

Mas isto nos diz que s € 0. f(z). Portanto, J. f (x) é fechado.

Tomando & € 0. f(x), pelo item i), temos

I1€]1* = (£,€) < |f/(z:9)]-

Mas ultima desigualdade combinada com i7) da Proposicdo 1.24 segue que

lel® < K€l €€ 0ef(a).
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Logo,
€I <K, £€0.f(x).

0 que completa a prova do item 7).
(ii) Pela defini¢do de subdiferencial, deduzimos que para cada v € R"

o) JEE) =) ()

t t

£ € 0cf(x). (1-16)

Entao,

f(2;0) > max{(£,v);€ € O.f(x)}.

Por outro lado, se existe v; € R" tal que f'(z,v;) > max{({{,v1);§ € 0.f(x)}, pelo
Teorema de Hahn-Banach temos que existe £; € R" tal que

flav) > (&), e flav)= (L), veR™ (1-17)
Combinando (1-16) com a Proposicao 1.24 segue que
flx+tv)— f(x) =tp(t) > tf (z:v), t>0,0eR"
Consequentemente, a partir da desigualdade em (1-17), obtemos
flz+tv)— f(x) > (&, tv), t>0,0€eR",
de onde segue que & € O.f () e, em particular, que

f(wsv1) > max{(&,v1);€ € O f(x)} > (&1,01) = [ (w;01),

o que € um absurdo. Portanto,

(@) = max{(¢,v):£ € Def ()},

e o item ii) estd provado.
(iii) Sejam V ={£ € R": f'(z;v) > (£,v), v € R"} e £ € V um elemento

arbitrdrio. Entdo, segue do item i), que

(&) < fl(zsy), y € R". (1-18)
Por outro lado,

Plasg) =i DI OOt =f0) oy
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Mas a dltima igualdade combinada com a convexidade da fun¢do f segue que

1—0 ; =f(z+y)—f(z), t<1. (1-19)

Combinando (1-18) com (1-19) segue que

o) <fla+y)—flx), yeR™
Fazendo y = z — z na tltima desigualdade obtemos que

f(z)> fz)+ (& 2z—x), z e R™

Portanto, pela defini¢do de 0. f(x), & € O.f ().
Agora, se € 0.f(x) temos

flx+ty) = f(x) >+ r+ty—2x), yeR", t<1

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por ¢ segue que

flatty) - f@)  Ertty—o)

— R™.
, , &y), ye

Tomando o limite com ¢ — 0 da dltima desigualdade temos

foy) > (Ey), yeR,

o que nos diz que £ € V. Assim, V =0, f(x).

Corolario 1.31 Para qualquer v € R", temos

f(@30) = 09, 1(2) (V).

Prova Segue imediatamente da definicdo de fun¢do suporte combinada com o Teorema
1.30.
OJ

Teorema 1.32 Sejam f, g funcoes convexas. Entdo, para cada x € R",

08, (2)+0e9(2) (V) = Ta,1(2) (V) + Tg,9(2) (V) veR™
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Prova Tome v € R". Visto que f e g sdo convexas, pelo item (iii) do Teorema 1.30

podemos concluir que existem 31 € J.f(x) e 5, € J.g(x) tal que
0o, f(x) (V) = (31,0), 09,g(z) (V) = (52,0). (1-20)
Além disso, da Defini¢do 1.26 segue que
0o f (1) +0eg(x) (V) = (S1H82,0), 81 €0:f(x), s2€ Deg(w).

Assim, de (1-20), obtemos que

00 f(2)+0eg(2) (V) = 00, f(2) (V) + 0, g(z) (V) (1-21)
Por outro lado,

09, f(x)(V) +0a.g(x) (V) = (s1+52,v),  s1€0f(x), s2€0eg(x),

o que implica que

90.1(@) (V) + T0g(2) (V) Z 00,1 (0)+009(2) (V)-

Portanto, o resultado segue da tltima desigualdade combinada com a desigualdade (1-21).
O

Teorema 1.33 Sejam f,g funcoes convexas e x € R". Entdo,

Oc(f +9)(x) = Ocf () + Oeg().

Prova Tome v € R™. Visto que f e g sdo convexas, pelo Teorema 1.30, segue que J.f(x)

e 0.g(z) sdo conjuntos ndo vazios, convexos e compactos tais que

Oof@) = I (x,0),  0gg@v =49 (z,0). (1-22)

Em particular, . f(x) + d.g(x) é um conjuno ndo vazio, convexo e compacto e, pelo

Teorema 1.32,

T, f(2)+0.9(x)V = 00.f(z)V T Td,.g(z) V- (1-23)

Por outro lado, visto que (f + g)'(z,v) = f'(z,v) + ¢'(x,v), usando o item (i) do

Teorema 1.30 junto com (1-22), obtemos

T0.(f+9) @)V = 0. f(2)V T Td.g(x) V-
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Combinando ultima igualdade com (1-23) junto com a arbitrariedade de v, o resultado
segue da Proposicao 1.27.
O

1.2 Subdiferencial de Fréchet e Subdiferencial Limite

Na presente se¢do, estudaremos um pouco sobre o Subdiferencial limite e o Sub-
diferencial de Fréchet. Essas defini¢des s@o interessantes pois permitem a caracteriza¢ao
dos pontos criticos, quando a funcao objetivo € ndo necessariamente convexa. O subdifer-
encial limite € empregado neste contexto, uma vez que, o mesmo possui grifico fechado. E
o fato do subdiferencial limite possuir grafico fechado é fundamental neste trabalho. Além
disso, temos provado também propriedades operacionais que sdo essenciais na prova do
principal resultado do trabalho. Apds a leitura dessa secao é possivel concluir que o sub-
diferencial limite e o subdiferencial de Fréchet sdo extensOes naturais do conceito de

gradiente para fungdes diferencidveis, veja os Teoremas 1.38 e 1.39.

Definicao 1.34 Seja [ uma fungdo propria semicontinua inferior. O subdiferencial de

Fréchet de f em x, denotado por d f(z), é definido como segue

ey | 1 SR Jimin e (£(0) = )= (a".9 =) 2 0}, sex € dom.

0, se x ¢ domf.
Em outras palavras, x* € Df (z) se, e somente se,

fy) = f(@)+ &y —z) +o([ly— =),

onde 2lu=2)
Ty=al

O subdiferencial limite de f em x € R", denotado por Of(x), é definido como

— 0 quando y — x.

segue

Of (z) = {z* e R™3zy, — z, f(xn) — f(x),27 € Of (zp); 27 — x*}.

Observacio 1.35 Note que Of(x) C df(z) (esta inclusdo pode ser propria; veja Exem-
plo 1.40) e D f (x) é convexo. Além disso, O f () é fechado. De fato, seja {27} C Of(x) tal
que 20 — 2. Visto que 20 € Of(x), entdo existem sequéncias {z"} C R™ e {z"} C Of(x)

tais que x™ — x com f(2") — f(z) e 2" — 27, j = 1,2,.... Para cada j € N, escolha



1.2 Subdiferencial de Fréchet e Subdiferencial Limite 31

zy) € Of(a™) tal que

S
|2y — 27| < % (1-24)

Por outro lado, visto que 2 — 2, existe N € N tal que

, 1
|27 — 2| <3 j>N. (1-25)

De (1-24) e (1-25) segue que
|zs” = 2|| < [l = 27|+ |27 = 2| <5 j=>N.

Mas isto nos diz que existe uma sequéncia {xfj }C of (x"9) tal que

nj
Ty — 2.

Como z"i — x com f(x") — f(x), segue que z € O f (z), o que conclui a prova.

Observacao 1.36 Uma condicdo necessdria para x € R" ser um minimizador local de f

2

e

0€df(x). (1-26)

A menos que f seja convexa a condi¢do acima ndo é suficiente (ver Exemplo 1.40).

Um ponto = € R" que satisfaz a inclusdo (1-26) é chamado ponto critico de f.
Denotamos o conjunto dos pontos criticos de f por crit f.

A seguir provamos algumas propriedades dos subdiferenciais de Fréchet e limite,
que sdo essenciais na prova do resultado principal deste trabalho. Para isso, usaremos o

lema abaixo.

Lema 1.37 Seja p(z) = (w, ﬁ), z € R"\ {0}. Se p(z) > o(l=1) para qualquer z ndo

nulo, entdo w = Q.

Prova Suponha por contradi¢do que w seja ndo nulo. Suponha ainda que, C' C R™\ {0} é

um conjunto compacto. Como a fun¢do ¢ é continua, existe zg € C' tal que

0(20) <p(2), zeC.

o(ll=1)

Note que ¢(zp9) < 0. Assim, visto que lim ——= =0, existe § > 0 tal que, para z €

=0 2]
B(0,0)\ {0}, temos que

ot < S
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Mas a ultima desigualdade contraria a hipotese do lema

o(2) > 0<H”j””>, vz e R™ {0).

Portanto, segue o resultado.
U
O préximo teorema nos diz que se uma funcio f € diferencidvel em um ponto x € R"

entdo o subdiferencial de Fréchet no ponto z é um conjunto que contém somente o vetor

Teorema 1.38 Se f ¢ diferencidvel em um ponto = € R™, entdo O f(x) = {Vf(x)}.
Prova Sendo f é diferenciavel em x temos que
fle+h) = f(x)+(Vf(x),h)+o(]|h]). (1-27)

Assim, pela definicdo de O f(z) segue-se que V f(z) € Of(x). Tome v € O f () arbitrario.
Pela definicdo de O f (x),

fl@+h) = f(x)+ (0, h) +o*(|]).
Combinando a tltima desigualdade com (1-27) adquirimos
(Vf(@),h) +o(|[h]]) = (v,h) +o*([[R]]),  h#0.

Mas, isto nos diz que

ey el _
VIO = T (29

E o resultado desejado segue do Lema 1.37 com w =V f(z) — v.

Teorema 1.39 Se f ¢ uma funcdo continuamente diferencidvel em uma vizinhanga de x,

entdo
Of(x) ={Vf(x)}.

Prova Pela Observagdo 1.35 temos que V f (x) € Of (x). Tome v € Of(x). Entdo, existem
sequéncias {xz"} C R"™ e {a"} C Of(x™) tais que x" — x com f(z") — f(z) e 2 — v.
Seja B(x,€) uma vizinhan¢a de x onde f é continuamente diferencidvel. Visto que

x" — x, entdo existe um indice N suficientemente grande tal que

" € B(z,¢), n>N.
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Ultima inclusdo combinada com Teorema 1.38, implica que
2" = V(")

Logo, visto que Vf é continuo em B(x,¢), segue que x' — V f(x) de onde segue o
resultado desejado.
OJ

O exemplo abaixo nos mostra que a hipotese de continuidade do campo grandi-

ente V f, assumida no ultimo teorema, é realmente necessdria.

Exemplo 1.40 Consideremos a funcdo f abaixo

f(:c)z{ wsin(l/z), 2 #0, (1-29)

0, xr=0.

Afirmarmos que Of(0) = {0} e f(0) = [—1,1]. A primeira afirmacdo desse exemplo
segue do Teorema 1.38.
Como f(0) C Of(0), temos 0 € Df(0). Seja = € [—1,1]\ {0}. Entdo, z = cos .

Note que se
1

- a+2mn’

Tn

temos x, — 0 e f(x,) — 0. Por outro lado,

fl(xn)

= sin (a+27mn) —cos (a+27mn).
Mas isto nos diz que f'(x,) — —cosa = —z € [—1,1]\ {0}. Portanto, [—1,1]\ {0} C
af1(0).

Agora tome z ¢ [—1,1] e assuma que z € 0f(0). Entdo, existem sequéncias
{z,} CRe {2} C Of(xy) tal que x,, — 0 e & — z. Agora, pelo Teorema 1.38, temos
que

xy =2xpsin(1/x,) —cos(1/xy,), n e N.

Mas isto nos diz que

T no-r_
z—ngrilmx*e[ 1,1],

que é um absurdo. Logo, 0f(0) = [—1,1].

Teorema 1.41 Sejam f,g:R" — RU{+}, p=f+gex domf.Se f é continuamente
diferencidvel em uma vizinhanca de x, entdo

A

i) Op(x) C Og(x)+{Vf(x)}
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ii) Op(x) C dg(z) +{V[f(x)}.
Prova Seja z* € Dyp(x). Entdo,
e(y) = e(z) + (% y —z) +o(|ly — ),

que, combinado com a defini¢do da fungdo ¢, implica que

fW)+g) > f(x) +g(x)+ (=" y —2) +0(|ly — =|).

Sendo f diferencidvel em z, temos que

fy) = f@)+(Vf(z),y =)+ 0 ([ly—z[).

Combinando ultima igualdade com ultima desigualdade, obtemos

(Vi(@),y—2)+9(y)+ o (ly —xl) = 9(x) + (z",y —2) +o(|ly — =),

€, consequentemente,

9(y) = 9(x) + (2" = V[ (z),y —x) +ollly — z|),

como(|ly—z||) =0(||ly —x||) — o*(||y — z||)- Logo, da dltima desigualdade, x* — V f(x) €
dg(x) de onde segue o item i).

Agora, tome z* € Jp(z). Entdo, pela definicdo de subdiferencial limite temos
que existem sequéncias {z"} C R" e {7} C Jp(2™) tais que 2™ — x com @(z") — @ ()

e ' — x*. Como f € continua em x, temos que

f(@") — f(x)

quando n — 4-oo. Além disso, visto que g = ¢ — f, temos que

lim g(a") = lim p(a") — lim f(a") = p(z) ~ f(2) = g(x).

n—oo n—oo

Por outro lado, visto que

xy € 0p(a™), n e N,

do item i), temos que existe v" € dg(z™) tal que

xy =v"+Vf(x"), neN. (1-30)
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Tomando o limite em (1-30), obtemos que v" — x* — V f(x). Logo, pela defini¢do de

subdiferencial limite de g em x, concluimos que
z" =V f(x) € dg(x),

de onde segue o item ii) e a prova estd finalizada.



CAPITULO 2

Método do Ponto Proximal

Nesse capitulo estudamos o Método do Ponto Proximal no caso que a fung¢do
objetivo € convexa. A fun¢do objetivo agora podera ser diferencidvel ou ndo. Esse

resultado de convergéncia € baseado no conceito de Féjer Convergéncia.

2.1 Aplicacao Proximal

Definicao 2.1 Seja f uma funcdo e A > 0. O operador Py : R" — R", dada por

, A
Py(w) = argmingcan{ f(2) + 5l —w]},
é chamada aplicagdo proximal.

Definicao 2.2 Seja f uma funcdo continua. Diz-se que [ é 1 — coerciva se

/(=)

el —+e ||z

Teorema 2.3 Seja [ uma funcdo continua. Se f é 1-coerciva, entdo [ possui pelo menos

um minimo global.

Prova Visto que f € 1-coerciva, temos que lim|;|— e % = —+oo. Consequentemente,

dado M > 00 existe um niimero r > 0 tal que, para ||z|| > r tem-se

% >0M < f(x) > M||z|| > Mr.

Mas isto nos diz que
Li(Mr):={xcR": f(x) <Mr} C B(0,r) :={zcR":||z|| <r}.

Visto que f é convexa, do Corolario (1.12), temos que f é continua e consequentemente,

Ly(Mr) é fechado. Portanto, da tdltima inclusdo, Ly(Mr) é um conjunto compacto.
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Assim, pelo Teorema de Weierstrass, f possui pelo menos um minimo quando restrita
a Ly(Mr). Sejay € R” um minimizador de f restrita a L¢(Mr). Afirmamos que y € um
minimizador irrestrito de f. De fato, visto que y € um minimizador de f quando restrita
ao conjunto L (Mr), temos que f(y) < f(x), para todo x € L¢(Mr). Por outro lado,
para todo = ¢ L;(Mr),

f(x) > Mr > f(y),

e o resultado segue.

Proposicao 2.4 O operador aplicacdo proximal estd bem definido e satisfaz
| Py(w1) — Py(ws)||* < (w1 —wa, Py(w1) — Px(w2)),  wi,wy € R 2-1)
Prova Tome w € R". Da Definicdo 2.1 temos que
P(w) = argming e £(2) + 5 o —wl}.
Visto que f é convexa, pelo item (i7) do Teorema 1.30, segue que existe s € R"” tal que
f(@) = f(w) + (s, 7 —w),
e, consequentemente,
Pl S e —wl? > )+ (5.2~ w) + 5l — ]

Dividindo ambos os membros da dltima por ||z — w/||, obtemos

/(=)

[l —wl

f(w) r—w

+ (s,
z—wl| [l —w]|
e pela desigualdade de Cauchy Schwarz, esta dltima desigualdade se reduz a

f(x) f(w)

2wl >
————+ |z —w| >
le—w] 2 lo—w]

A
+olle—wl = H )+ Allw =],

= llsll +Aljw =]

Sendo f(w) e ||w|| constantes e A > 0, fazendo ||z — w|| ir a +-oc em ambos os membros da
tltima desigualdade, segue que f(z)+ % |z —w||? é 1-coerciva. Assim, como f é convexa
e A|w —z|*> (A > 0) é estritamente convexa, a primeira parte da proposi¢io segue do

Teorema 2.3 combinado com as Proposi¢des 1.4 e 1.5. Para provar a segunda parte, note
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que, pela defini¢cao do operador Py e da Proposi¢ao 1.18,
A 2 n
0€0(f()+5 ] —uwlP)(Pr(w),  weR"

Usando Teorema 1.33 com g = %H —w||? junto com Teorema 1.20 (g é diferencidvel), da

dltima inclusdo, obtemos
Aw = Px(w)) € O f(Px(w)). (2-2)
Assim, dados wy,w> € R", temos que
Awi = Py(w1)) € Oef (Pa(w1)) e A(wa— P(w2)) € 9ef (Pr(w2)),
de onde obtemos a seguinte desigualdade
0 < (A(wi = Pa(wr)) = A(wz — Pa(w2)), Pa(wi) — Pa(w2)).

Levando em conta que A > 0, a segunda parte da proposi¢cdo segue de simples manipu-
lagdes algébricas efetuadas na dltima desigualdade.
O

Observacao 2.5 Em termos do operador aplicacdo proximal, a iterada de ordem k + 1

do método de ponto proximal (0-2) pode ser reescrita como segue
2R = Py, (a:k) = Pk(a:k) (2-3)

De agora em diante o conjunto X* denotara o conjunto solu¢do do problema
(0-1).

Lema 2.6 Suponha que X* é ndo vazio. Entdo, w € X* se, e somente se, P\(w) = w.

Prova A prova segue imediatamente da definicdo de P, combinada (2-2).

Observacao 2.7 Note que a desigualdade (2-1) é equivalente a

| P(w1) = Py(w2) > < [lwy —wa||* = [[(I = Py)(wy) — (I — Py) (w2)||*.
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2.2 Analise de Convergéncia

Apresentaremos agora uma prova de convergéncia da sequéncia definida em
(0-2) no caso que a fungdo f é convexa mas ndo necessariamente diferencidvel. Em
particular teremos a convergéncia da sequéncia gerada por (0-2) para o caso em que a

fungdo f é convexa e continuamente diferencidvel.

Definicao 2.8 Dizemos que uma sequéncia {yk } C R"™ é Féjer convergente a um conjunto

U C R", com respeito a norma Euclidiana, se

Iy =l <lly*—ull,  wel

Proposicdo 2.9 Se {y*} é Féjer convergente a um conjunto U # 0, entdo {y"*} ¢ limitada.

Se um ponto de acumulacéo y de {y*} pertence a U, entdo iy = limy,_.,y".

Prova Sendo {yk} reN Féjer convergente ao conjunto U temos que
k 0
1y —ull < ly” —ul

pra todo k € N e todo u € U. Mas isto é equivalente a dizer que y* € B(u, ||y° —u||), onde
B(u, ||y® — u||) é a bola de centro u e raio ||y — u)|. Portanto, {3*}cn é limitada. Seja
y € U um ponto de acumulacio da sequéncia {y*} e, e {1+ } subsequéncia de {y/*} ren
tal que limy,_,..y’* = 7. Da definicio de Féjer Convergéncia temos que a sequéncia

k+1

{lly**! —y||} é decrescente e nio negativa. Assim, {||y**! —y||} é monétona limitada

e possui uma subsequéncia ({||y’**! —y||}) que converge a 0. Assim é imediato que

|%1 —y|| — 0. Portanto, limj,_.,y/* = .

O

O préximo teorema desse capitulo, estabelece condi¢des suficientes para que a
sequéncia gerada por (0-2) convirja a um minimizador da fung¢do objetivo f. Para tal

prova, usaremos a proposi¢ao abaixo.

Proposicdo 2.10 Seja {x*},cn a sequéncia gerada por (2-3) e assuma que X* # 0.

Entdo, valem as seguintes afirmagoes:

i) {2¥}ren € Féjer convergente ao conjunto X*;
ii) {2*)1en € limitada;
iii) limj_ oo (¥ —2F) = 0.

Prova Da segunda parte da Proposicdo 2.4 combinada com a Observacao 2.7, temos que

1Py(wi) = Pe(w2)[* < [lwr —wa|* = [[(1 = Pi) (wr) — (I = Py) (w2) |-
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Fazendo w; = z*, wy = 2%, P,(2*) = 2**! e usando que Py(z*) = z* (ver Lema 2.6),

obtemos que
||3L’k+1 _x*HZ < ||3L’k—:L‘*H2—HJZk—ZL‘k+]H2. (2_4)

De (2-4) segue i). E de ¢) combinada com a Proposi¢do 2.9 segue 7). Note também que,
a partir de (2-4), {||z* —*||} é uma sequéncia decrescente e nio negativa. Em particular,
temos que {|z¥ — 2*||} é uma sequéncia convergente. Portanto, usando novamente a
desigualdade (2-4), obtemos o item #ii) o que conclui a prova da proposi¢ao.

0

Teorema 2.11 Se f ¢ uma funcdo convexa ndo necessariamente diferencidvel e X* # 0,

entdo a sequéncia gerada por (2-3) converge a um ponto x* € X*.
Prova Pela definicdo de Py,(2¥) em (2-3), segue de (2-2) com w = z¥ e A = \;, que
2\ (zF — 2F 1) € 9. f (P, (2-5)

Agora, visto que X* # 0, pela Proposicio 2.10, segue que a sequéncia {z*},.cx tem pelo
menos um ponto de acumulagdo. Seja ™ um ponto de acumulagdo de {xk} keN € 27k uma

subsequéncia de {2*} ey tal que limy_., 2% = 2*. Entdo, de (2-5) obtemos que
2\, (27k — 29Ty € . f (2%,
Pela definicdo de subdiferencial para funcdes convexas temos,
f(x) — flalk) > N\, (@fk — Ikt g — ety z eR",

e o resultado desejado segue por combinando os seguintes fatos: {\;} é limitada, {z*}
converge a ¥ e f é continua (f é convexa).
O

O préximo resultado € uma consequéncia imediata do tltimo teorema.

Corolario 2.12 Se f é uma funcdo convexa continuamente diferencidvel e X* # 0, entdo

a sequéncia gerada por (2-3) converge a um ponto x* € X*.



CAPITULO 3

Convergéncia do Método do Ponto Proximal
para Funcoes que satisfazem a Desigualdade de

F.ojasiewicz

Neste capitulo apresentamos a desigualdade de Lojasiewicz que, neste trabalho,
representa uma condi¢do suficiente sobre a fung@o objetivo para que a sequéncia gerada
pelo método Proximal seja convergente. Uma prova de convergéncia da sequéncia ger-
ada pelo Método do Ponto Proximal para fungdes ndo diferencidveis que satisfazem a

desigualdade de Lojasiewicz é apresentada.

3.1 Resultados Auxiliares

Em todo o trabalho, a menos que seja mencionado o contrério explicitamente, f
representa uma fungio f : R"™ — RU{+eo}. O conjunto dos pontos onde f assume valor
finito é chamado dominio efetivo de f e o denotamos por dom f. Quando dom f # 0, entdo

f € dita ser prépria. Dado ¢ € R, denotamos por
Lye) = {w e R"|f(2) < e},
o conjunto de nivel de f associado a c.

Definicao 3.1 Seja x € domf. Uma funcdo [ é dita ser semicontinua inferior em x se,

para toda sequéncia {a:k} que converge a x, tem-se

liminf f(z*) > :
iminf f(z") > f(z)

O Préximo Teorema é uma adaptacdo do Teorema 2.3 do capitulo 3. Este
resultado serd usado para garantir a boa definicdo da sequéncia gerada pelo Método do

Ponto Proximal no contexto deste capitulo.
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Teorema 3.2 Se f é uma funcdo propria semicontinua inferior e I-coerciva, entdo f

possui pelo menos um minimo global.

Prova A prova deste resultado € andloga a prova do Teorema 2.3.
OJ
Seja f uma funcio prépria semicontinua inferior, considere a sequéncia {2*} gerada pelo

Meétodo de Ponto Proximal (0-2) e assuma que f € limitada inferiormente. Neste caso,
fio = f A (120)]] =22,

€ semicontinua inferior e 1-coerciva e, consequentemente, a partir do Teorema 3.2, temos
que a sequéncia {:ck} estd bem definida. Visto que f é propria, sem perda de generalidade,
podemos assumir que a sequéncia inteira {a:k } C domf. Além disso, pela defini¢do da
sequéncia {2*}, segue imediatamente da Observacio 1.36 combinada com Teoremas 1.41
e 1.39, que

$k+1 ::Uk—)\kgk+1, (3_1)

onde ¢g"*! € 9f (2*+1). Note que, da tiltima igualdade, se a sequéncia {z*} é finita, entdo
ela para em um ponto critico da fun¢do f. De agora em diante assumimos que f € propria,
semicontinua e limitada inferiormente, a sequéncia {2} representa a sequéncia gerada
pelo Método de Ponto Proximal (0-2) com 2° € domf, {z*} é infinita e A\ € (A_,\})
paratodo k£ € N, onde A_ e A sdo pardmetros positivos fixados com A\_ < A < 4o,

Hipotese H1. A fungdo f restrita ao seu dominio efetivo é uma funcédo continua.

O seguinte resultado reune alguns fatos elementares relacionados a sequéncia
{2*} gerada por (0-2).

Proposiciio 3.3 Seja w(x°) o conjunto dos pontos limites da sequéncia {x*}. Entdo,

i) A sequéncia {f(x")} é decrescente;
ii) LT ot = b2 < oo
iii) Se f satisfaz H1, entdo w(z) C critf.

Se, em adicdo, a sequéncia {xk} é limitada, entdo

iv) w(xo) é ndo vazio, conexo, compacto, e
d(z*,w(z®) =0, quando k — +oo.

v) Se f satisfaz H1, entdo f ¢ finita e constante em w(x).

Prova (i) Note que pela defini¢do de z**! temos

Fr(@® ) < fr(2F).
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Mas isto € equivalente a dizer que

FEM 4 — (2" — 2R < ). (3-2)

2\

Logo segue da tltima desigualdade que f(z**1) < f(2*), e o item 7) estd provado.

(ii) Agora note que de (3-2) obtem-se que
o =212 < 20 (F) — F ).

Da ultima desigualdade somando ambos os lados com k variando de 0 até Ny temos
No No
Y llaF =2 <Y 20 (f (") - FeM).
k=0 k=0

Mas a dltima desigualdade combinada com a limita¢do superior da sequéncia {\;} nos

diz que
No
Yo ll2F =2 <2, (f(20) - f(2)).
k=0
Como a func¢do f € limitada inferiormente temos que
No
Y lle* —aF 2 <200 (f(20) — inf f(x)) < +e.
=0 zeR”
Tomando o limite com Ny — oo, ii) estd provado.

(iii)Para provar o item iii), assuma que w(2") # 0 (quando w(x") = 0 é imediato

que w(z°) C eritf). Como w(x®) # 0 podemos tomar x € w(z). Entdo, existe uma

subsequéncia {z*/} de {2} tal que ¥ — z. Por outro lado, de (3-1) temos que
1
k

Combinando #7) e a limitacdo superior de {\;} com (3-3) segue que {g"} converge a
0. Podemos ver que (z,0) é ponto de acumulacdo da sequéncia {(z*/,¢"))}. Portanto,
visto que gréfico de df é fechado, segue que (x,0) € grafdf e, consequentemente, que
0€0f(x),istoé, x € crit f.

(iv) E imediato que w(z®) # 0 pois toda sequéncia limitada possui ponto de
acumulacdo. Seja 7 um ponto de acumulagio de w(z?), e {y/} C w(2”) um sequéncia
com yj — 7. Agora, para cada j € N, existe 2%i | tal que

1

2% =7 < =
J
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Assim
2% =g < [|2% — 7| + [y —7]l. (3-4)

Observe que para j suficientemente grande temos

: 1
Fi—yl|| < — 3-5
[z =y || < 2 (3-5)
© 1
J_gll < —. 3-6
Iy =9Il < 2 (3-6)
Logo, combinando as desigualdades (3-5) e (3-6) com (3-4) e tomando j suficientemente
grande
o 1
=% -7 < -
J

A tiltima desigualdade acima nos diz que {z*i} é uma subsequéncia de {z*} que converge
a 7. Portanto 7 € w(a?), isto é, w(z?) é fechado. Suponha por contradigio que w(z?) seja

ilimitado, entdo existe 3/ € w(z%) com lim;_y’ = . Note que
2%+ 1% — o7 || = 17|

Mas isto nos diz que lim;_... ||z%i|| = +oc0, 0 que contraria o fato de {z*} ser limitada.
Logo, é absurdo supor que w(x") é ilimitado. Portanto w(2") é compacto.

A prova da conexidade do conjunto w(z?) serd feita por contradi¢io. Suponha
que w(2®) = AU B onde A e B sio conjuntos compactos, disjuntos, e nio vazios. Sejam
¢ = dist(A, B) e defina e = § > 0. Sejam

U={zeR"dist(z,A) <e}

V ={x € R";dist(z, B) < €}.

Defina os seguintes subconjuntos de N abaixo
Ny={keN;z*eU} e Ny={keNaFeV}

Em outras palavras Ny e Ny formam respectivamente o conjuntos dos indices das
subsequéncias de {2*}.cn que convergem para algum ponto de A e o conjunto dos indices
das subsequéncias de {mk’ }ren que convergem para algum ponto de B. Estes conjuntos
sa0 ambos infinitos, disjuntos, limitados inferiormente e N = Ny U Ny,. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que minNy < minNy . Afirmamos que, sempre existird um

indice 7 € Ny tal que 57+ 1 € Ny, uma vez que, caso ndo exista tal indice, o conjunto



3.1 Resultados Auxiliares 45

Ny seria vazio. Agora a partir do indice j + 1 € Ny existird um indice j,,, > 7+ 1 tal que
Jm + 1 € Ny, pois caso ndo exista, N7 seria finito. Dessa forma existe uma subsequéncia
de {z*}ren, {2%9} | tal que para algum jo, 2% € U e zF0 ™! € V. Mas isto nos diz que

Fiotl — gkio|| > .

@
. k . N k
Considere {z" } > kj,+1- Novamente existe uma subsequéncia {z"m }; - j+1 tal que para
algum jp, *neVedntl e, Logo,

kjl-H —xkjl H > e

2
Repetindo esse processo infinitas vezes, obtemos uma infinidade de termos {x*im} C
{2*} tais que

kjm-i-l o

|| aFim || > e, m=0,1...,

onde
kjo < kjy < ... <kj, <..,

com k;, € N. Formando assim uma subsequéncia de {|z**! —2*||} que ndo tende a 0. O

k+1_ k|| — 0 (item i7)) obriga todas as suas subsequéncias

que ¢ absurdo uma vez que ||x
tenderem para 0.

Vamos supor que exista uma subsequéncia {z*} de {z¥} tal que
dist(z%i,w(z%)) — I > 0 quando j — co. Mas isto nos diz que existem infinitos in-
dices da sequéncia {2*} que estio a uma distancia positiva do conjunto w(z). Estes
termos {z"/}, quando agrupados, formam uma subsequéncia de {z*}, que é limitada.
Portanto {2*i} possui um ponto de acumulacio (ponto de acumulacio de {z*}) que
ndo pertence a w(2"), o que é uma contradi¢do. Portanto dist(z*,w(2")) — 0 quando
k — oo

(v) Assumindo que {z*} é limitada, obtemos que w(z°) # 0. Tome z* € w(z°)
arbitrario e {2*1} uma subsequéncia de {z*} que converge a x*. Visto que f satisfaz a

hipétese H1 temos que
fah) = f(a),

como {f(z*)} é decrescente (isto segue do item 7), a tiltima desigualdade implica que

lim f(z") = f(a*).
k—>—|—oo
Assim, dado que 2° € domf e {f(z*)} é monétona, da tltima desigualdade obtemos que
f(x*) < +eo, 0 que prova a primeira parte do item v). Agora, assumindo que f satisfaz
a hipétese H1, e levando em conta que {z*} C domf e 2* € domf, a segunda parte do

item v) segue.
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3.2 Desigualdade de f.ojasiewicz

Assuma que f satisfaz a hipétese H1. Dizemos que a fungdo f satisfaz a
propriedade de Lojasiewicz se:

Para qualquer ponto 7 € critf, existe C, e >0e f € [0,1) tal que

1f(z) = f@)° <Cla*|,  x€B(d,e), z"€df(a) (3-7)

Observacao 3.4 Assumindo que f(Z) =0 e levando em conta que se f é continuamente

diferencidvel entdo
Of (x) ={Vf(x)},

(3-7) se reduz a seguinte desigualdade
IVf(@)| = Clf@)’,  xeB0:).

Observacio 3.5 Quando 0 = 0 usamos a convengdo 0° = 0. Neste caso, se |f(x) —

f(2)]° =0, entdo f(x) = f(Z).

A seguir apresentamos alguns exemplos de classes de fun¢des que satisfazem a

desigualdade de Lojasiewicz.

3.3 Exemplos de funcoes que satisfazem a desigualdade

de Lojasiewicz

Exemplo 3.6 As funcgées reais analiticas tem a propriedade de tojasiewicz, veja [7].
Faremos aqui uma demonstracdo deste fato para o n =1, isto é, f : R — R. Considere
uma fungdo real f analitica em uma vizinhanca, B(T,0), de um ponto critico T. Entdo
temos

A

o) -r@=y S0 w22
k=po :

(o) (T)
po!

#0, z¢€B(7,0).
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E pela vltima igualdade acima, derivando em ambos os lados obtemos

oo (k) (= (po) (%
= Y Dampr e L ;0,("”5) £0, 1€ B(T,0).
k=po : ’

Dessa forma, temos que existe 0 < 6 < min{J, 1} suficientemente pequeno tal que

(po) (7 ~
@ - 1@~ Do, e s@d), G-9)
‘ ()
o) (7 ~
F@l =D |, seb@d) (9
Agora, de (3-8) e (3-9), segue que
(@) = f@)° _ |o -zl ot _
A B(Zz,0).
@) ol PO
Tome 6 € R tal que
1— i <0 <1
Pbo

Note que (pof —po+ 1) € (0,1). Assim, temos

@) — @)
O

Mas isto nos diz que
[f(@) = @) <[f ().

E a propriedade de tojasiewicz é verificada tomando C' = 1.

Exemplo 3.7 Uma outra ampla classe de funcoes que satisfazem a desigualdade de
Lojasiewicz é dada pelas funcoes de Morse (fungcoes cujos pontos criticos sdo ndo
degenerados). Note que se f : R" — R é uma fungdo de Morse e T € crit f, entdo V> f(T)

é invertivel. Afirmamos que existe ¢ > 0, tal que
IV2f@)al| = cllzl|,  =eR™

De fato,
|zl = V2 f (@) o V2 F @)l < V2 f (@) IV f(@)].

-1 1
I = w7 @

afirmagdo segue tomando ¢ = ||V? f(Z)||. Em particular, podemos assegurar a existéncia

Combinando a iltima desigualdade acima com a fato de |V f(T)
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de c > 0 tal que
IV f@) (@ -D)| > cle—F], zeR™

Sendo f uma funcdo de Morse existe uma vizinhanca de T, B(T,6), tal que B(T,0) N

crit f = {T}. Consideremos os desenvolvimentos em série de Taylor de f e de V f abaixo

f@) = f(@) = (V*f(@)(x —7), 2 =)+ 0" (o —7|*), (3-10)

e
V()= V3 f(@)(x—7)+0(|la—7), (3-11)
onde lim,_.z &ﬁlx_—;ﬁﬂz) =0elim;_z % = 0. Dessa forma, dados c1 >0 e e = % ,

existem 01 > 0 e 0o > 0 tais que

o' (|l —7|*) <e||lz—7|>, xe BT ) (3-12)

e
o(le—7ll) < Sle =7,  =eB@.0). (3-13)

Sejam § = min{0,01,6,} e x € B(%,5). Assim, da igualdade (3-10) combinada com a
desigualdade (3-12), segue que

[f@) = f@| < Kle—z|?  K=|Vf@)|+e, zeB@d). (G-14)
Agora, de (3-11), temos que
Vi@ 2 IV f@) (e —2)| ~o(lz~z]),  z€B(3),
e, da ultima desigualdade acima combinada com (3-13), segue que
IV@)l = Sl =l (3-15)
Assim, de (3-14) e (3-15) obtemos
[f(@)=f@ <CIVf@), e B(9),

onde 0 = % e(C = %E Portanto, da arbitrariedade de T € crit f, concluimos que f tem

a propriedade de Ltojasiewicz.

Lema 3.8 Suponhamos que [ satisfaz a propriedade de Lojasiewicz.

i) Se K é um conjunto compacto, entdo existe C,e >0 e 0 € [0,1) tal que para todo
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x € R" com d(z, K) < ¢, temos que
f(x) = f(@)° <Clla*[|, =" €df(x). (3-16)

ii) Se K é um subconjunto conexo do conjunto dos pontos criticos de f, entdo [ é

constante em K.

Prova Visto que K é compacto, entdo existe um conjunto finito de indices I = {1,...,p}
talque ' € K e K C UleBi, i € I, onde B; representa a bola aberta B(z', <) com centro
em 2’ e raio ¢;. Sem perda de generalidade podemos assumir que os ehs s@o tais que a
desigualdade de Lojasiewicz ocorre com constantes C;,6;, para ¢ € I, isto é, para cada
1€1ex € B;, temos

[f@) = f@)" < Cill2*], 2" €df(@).

Em particular, temos que f € localmente constante (continua) no conjunto conexo K e,

portanto, constante. Agora, escolhendo £ > 0 suficientemente pequeno, obtemos que
{z e R"|d(2,K) < e} C UL_ B(z',&;),
e o item 1) segue tomando C' = max;c; C; e § = max;c ;. O item 7) é uma consequéncia

imediata do item 7).
U

3.4 Resultado de Convergéncia

Lema 3.9 Seja {ay} uma sequéncia de niimeros positivos tal que
o0 5
Z ak/ak_l < o0,
k=1

Entdo, Z;:] ap < oo,

Prova Seja j € N fixado. Entdo temos pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz

ak_1>l/2.

J I L ad 12
ap = ap—1 <
Lo L= (Ban)
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Assim somando em ambos os lados ag, vem que

j+1 7 2 1/2 7+1 1/2
a

ZakfISCLO‘*’(Z k) (Zak71> :

k=1 =1 %k—1 k=1

, 1/2
O resultado segue dividindo ambos os lados da ultima desigualdade por ( *,7;11 ak_1>

e lembrando que
ag

(Zi:l CLk—l)

7 <V

Assim segue que
Jj+1

1/2 J 1/2
(Fo) v (52"
k=1 k=1
Desta ultima desigualdade temos que a finitude do somatério da esquerda depende apenas

. 2
da finitude de ( —

k=1 ap_;

2
k
-1

a
ay

1/2
) , que € finito por hipétese.
O

Teorema 3.10 Assuma que [ satisfaz a hipotese H1 e a propriedade de Lojasiewicz. Se

a sequéncia {x*} é limitada, entdo
~+o0
Y (25— 2| < e (3-17)
k=0

Em particular, a sequéncia {xk} converge a algum ponto critico de f.

Prova Podemos assumir, sem perda de generalizade, que {f(2"*)} converge para 0
(basta considerar f — inf,<q f(2¥) como sendo a fungdo f). Assim, pelo item 7) da
Proposicio 3.3, temos que a sequéncia { f(z*)} é positiva e descresce estritamente para
0.

Consideremos a fungdo 3 : R, — R dada por 3(s) = —s'~%. Claramente 3 é

uma fun¢do convexa. Assim, temos que

B ")) =B D) < FUENFEN = FED), k=0,
o que implica que

F)' 0= fE0 < (1= 0) f(F) O (f ) - f(H), k20
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Agora, pela defini¢do da sequéncia {xk} temos que

1
f@) =@ 2 2™ =t k0.

Assim, combinando as duas ultimas desigualdades, obtemos

f) = fH =0 —9)f(:v’“)92LMHw’““ —at|P G8)
Tome & € w(z?). Visto que f satisfaz a hiptese H1, e levando em conta que {2*} C
domf, temos que a sequéncia {f(z*)} converge a f(Z) = 0. Por outro lado, do item
iii) da Proposi¢do 3.3, w(z) C critf. Portanto, dos itens iii) e iv) da Proposi¢do 3.3 e
Lema 3.8 (tomando K = w(2")) podemos garantir que existe Ng € N, C' >0e 6 € [0,1)
tal que, para todo k > Ny,

C _
1f@M)? <Clg| = A_k”“"k —5N Feafh), (3-19)

onde a ultima igualdade segue de (3-1). Das desigualdades (3-18) e (3-19) segue, imedi-

atamente, que

B k+1 k|2
U T R
2C  ||ok — 2k

f(xk:)l—H —f($k+1)1_9 >

Tomando M = (lzfce) > 0, da dltima desigualdade, segue imediatamente que

k+1 _mkHZ

K’LW <M= DT, k>N (3-20)

Assim, para todo n > Ny, temos que

n ||1’k+1—xk||2 B
- < M f(aNo)! =,
ke, Nz =25

o que implica que . ek
~ [l — 2

< oo
izo v =2+

B+l _ 2F||. A tltima parte segue de

Logo, (3-17) segue do Lema 3.9 fazendo aj = ||x
(3-17) combinado com item i) da Proposi¢do 3.3.

O
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3.5 Conclusao

Apresetamos uma andlise de convergéncia da sequéncia gerada pelo Método
de Ponto Proximal para fun¢des ndo necessariamente convexas e nao diferencidveis que

satisfazem a desigualdade de Lojasiewicz.
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