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Resumo

A busca por solucoes de equagoes nao-lineares nos espacos Euclidianos é objeto de interesse
em varias areas da ciéncia e das engenharias. Devido a sua velocidade de convergéncia
e eficiéncia computacional, o método de Newton inexato e suas variagoes tém sido bas-
tante utilizados para o propésito de obter solugoes dessas equagoes. Nesta dissertacao
apresentamos uma analise de convergéncia local do método de Newton inexato e algumas
de suas variagoes, mais especificamente, o método quase-Newton inexato e o método de
Newton modificado inexato. Esta andlise tem a desvantagem de exigir o conhecimento
prévio de um zero do operador em consideracao e hipoteses sobre o comportamento do
operador nesse zero, mas por outro lado ela fornece informacoes sobre a taxa e o raio de
convergencia.



Abstract

The search for solutions of nonlinear equations in the Euclidean spaces is object of interest
in some areas of science and engineerings. Due the speed of convergence and computa-
tional efficiency, the inexact Newton method and its variations have been sufficiently used
to obtain solutions of these equations. In this dissertation we present a local analysis of
convergence of the inexact Newton method and some of its variations, more specifically,
the inexact Newton-like method and the inexact modified Newton method. This analy-
sis has the disadvantage to demand the previous knowledge of a zero of the operator in
consideration and the hypotheses on the behavior of the operator at this zero, but on the
other hand it supplies to information on the convergence rate and convergence radius.



Capitulo 1

Introducao

Resolver um sistema de equacgoes nao-lineares é encontrar um ponto que satisfaga todas
as equagoes simultaneamente. Existem varios métodos para resolver um sistema nao-
linear, mas o método de Newton e suas variagoes sao os mais eficientes. Neste trabalho,

analisaremos a convergencia do método de Newton inexato e algumas de suas variagoes.

Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e F' : 2 — R™ uma funcao continuamente di-

ferenciavel. Considere o sistema de equacoes nao-lineares
F(z) =0. (1.1)

Os processos iterativos cldssicos usados para resolver (1.1) sdo formalmente descritos como:

dado xy € 2 defina
Tpy1 = Tk + Sk, Bysy = —F(zg), k=0,1,.. (1.2)

Em particular, o processo acima é o método de Newton se By, = F'(zy,), é o método Newton
modificado se By, = F'(xg) ou é o método quase-Newton se By é uma aproximagao de
F'(x1). Uma perspectiva histérica recente das aplica¢oes do método de Newton pode ser
encontrada em [11]. E bem conhecido que, sob certas condig¢oes, o método de Newton tem
convergéncia local quadratica para uma solucao de (1.1), veja por exemplo, [1], [2] e [5].
No entanto, resolver em cada passo o sistema linear (1.2) pode ser computacionalmente
muito “caro”se o numero de incégnitas for muito grande, e isto nao se justifica quando
a iterada corrente estd longe da solucao. Uma alternativa é resolver aproximadamente o

sistema linear, o que da origem a uma nova classe de processos iterativos, os quais sao



conhecidos como métodos inexatos. Os métodos ineratos usados para resolver (1.1) sdo

formalmente descritos como: dado xg € €2 defina
Tht1 :xk+sk, Bksk = —F(lEk)—f-Tk, ||T‘k|| S QkHF(l‘k)H, kZO,l,..., (13)

onde a seqiiéncia de nimeros reais {6, } é dada. A seqiiéncia {6} é usualmente chamada de
sequiencia “forcing”e é tomada uniformemente limitada por 1. Em particular, o processo
acima é o método de Newton inexato se By, = F'(xy), é o método Newton modificado
inexato se By = F'(xg) ou é o método quase-Newton inexato se By é uma aproximacao
de F'(z1). Observe que se anularmos a seqiiéncia“forcing”, isto é, , = 0 para todo k, o
método de Newton inexato e suas variacoes se reduzem aos métodos classicos de Newton

e suas variacoes.

Para o método de Newton inexato e suas variacoes a convergéncia local pode ser
medida em termos da seqiiéncia“forcing” 0. Seja ||.|| qualquer norma em R" subordinada
a uma norma de matriz R"*". Em [3] é mostrado que sob a hipétese usual, ou seja, 0y
uniformemente limitada por 1, o método de Newton inexato define uma seqiiéncia {zy}
linearmente convergente na norma ||y||. = ||F’(x.)y|| para uma solucdo x, de (1.1). Vérios
autores (veja [4]-[7]) tém proposto diferentes aplicagoes para o método de Newton inexato
no campo da analise numérica e tém ressaltado a dificil aplicacao do resultado obtido em
[3]. De fato, tais resultados sdo dependentes da norma ||.||., que por sua vez depende da
solucao e assim nao pode ser calculada a priori. Entao, eles focalizam a andlise no controle

do critério de parada ||| < Ok||F(zk)|| e seu efeito nas propriedades de convergéncia.

Morini (veja [8]) considerou o método inexato, onde um controle residual relativo
escalado é feito em cada iteracao. O método é formalmente descrito como: dado zg € 2
defina

Tpy1 = Tk + Sg, Bysy = —F(zp) + i, || Perel] < Oel|PeF(2r)]|, k=0,1,..., (1.4)

onde as seqiiencias {0y} e { P}, respectivamente de nimeros reais e de matrizes n x n
invertiveis, sao dadas. Observamos que se P, = I para todo k, entao (1.4) se reduz ao
caso (1.3). A vantagem de se introduzir a matriz Py é que, se o sistema linear em (1.4)
for mal condicionado, esta matriz faz uma correcao. Por outro lado, o resultado obtido

em [8] nao torna claro qual o maior raio de convergéncia da seqiiéncia.



Nosso objetivo neste trabalho ¢ determinar condigoes, usando o principio majorante
de Kantorovich (veja [12]), que garantam a convergéncia linear do método de Newton
inexato e suas variagoes, onde o controle residual relativo escalado é considerado em cada
iteragdo da mesma maneira proposta por Morini (veja [8]). Esta nova abordagem deixa
claro a relagao entre a funcao majorante com o operador nao-linear em consideracao, o
que nao esta explicito nas provas anteriores, veja [3], [8] e [10]. Com isso, os resultados
apresentados aqui torna a prova mais simples e mais didatica. Uma outro objetivo é fazer
um estudo completo da fun¢ao majorante, onde quase todos os resultados necessarios para
a convergéncia dos métodos de Newton e suas variagoes sao demonstrados, deixando o

texto “auto-contido”.

Em particular, os resultados alcangados da uma idéia do maior raio de convergéncia
da seqiiéncia. Vale mencionar que, esta andlise inclui o método de Newton inexato e suas
variagoes como apresentadas em (1.3), bem como, o método classico de Newton e suas
variacoes apresentadas em (1.2). Além disso, mostramos nas consideragoes finais que as
condicoes para a convergéncia obtidas aqui estao de acordo com as teorias apresentadas
em [9] e [10].

Esta dissertacao esta organizada da seguinte forma.

No capitulo 2, revisamos alguns topicos de topologia, andlise e norma nos espacos
euclidianos e estudamos conceitos basicos de analise convexa. Acreditamos obter um

bom embasamento tedrico para a compreensao dos demais capitulos.

No capitulo 3, provamos as principais relagoes entre a funcao majorante e o operador
nao-linear. Iniciamos com uma andlise de uma determinada funcao escalar e o moédulo
da iteracao de Newton associada a ela, a qual dara resultados importantes para o estudo
das fungoes majorante radial e central. Os resultados obtidos aqui sao os principais
instrumentos utilizados no estudo da convergéncia linear para o método de Newton inexato

e suas variacoes.

No capitulo 4, concentra-se a discussao sobre os métodos inexatos. Mostramos que sob
certas condigoes, a seqiiéncia gerada pelo método de Newton inexato esta bem definida e
converge para uma solugao de (1.1) com taxa de convergéncia linear. Por fim, aplicamos

os resultados obtidos para a condicao radial Lipschitz.

No capitulo 5, mostramos que sob certas condicoes, a seqiiéncia gerada pelo método



quase-Newton inexato estd bem definida e converge para uma solugao de (1.1) com taxa
de convergeéncia linear. Por fim, aplicamos os resultados obtidos para a condicao radial

Lipschitz.

No capitulo 6, mostramos que sob certas condigoes, a seqiiéncia gerada pelo método
de Newton modificado inexato estd bem definida e converge para uma solucao de (1.1)
com taxa de convergeéncia linear. Por fim, aplicamos os resultados obtidos para a condicao

central Lipschitz.

Finalmente, encerramos esta dissertacao expondo algumas consideragoes finais e apre-
sentando um exemplo, onde anulando a seqiiéncia “forcing”o raio de convergéncia para o

método de Newton inexato obtido é o maior possivel.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Nosso objetivo neste capitulo é revisar alguns tépicos dos espagos euclidianos e analise con-
vexa, incluindo alguns resultados de caracterizacao das fungoes convexas diferenciaveis de
variavel real. Estes assuntos serao necessarios ao desenvolvimento dos capitulos seguintes,

dando um fundamento tedrico para uma boa compreensao do texto.

2.1 Nocoes Topoldgicas no Espaco Euclidiano

Nesta secao definiremos alguns conjuntos importante do espaco euclidiano R", seqliencias
no R" e taxa de convergéncia. Provaremos um resultado sobre convergéncia de seqiiéncias

que serd necessario posteriormente. Iniciaremos definindo bola aberta e fechada.

Sejam dados o ponto a € R™ e o niimero real § > 0. A bola aberta de centro a e raio

0 é o conjunto
B(a,6) = {z € R"; |l — al| <4},

isto é, o conjunto dos pontos x € R™ cuja a distancia ao ponto a é menor do que 9.

Analogamente a bola fechada de centro a e raio ¢ é o conjunto

Bla, 0] = {z € R"; ||z —a]| < 0}.

Um conjunto U C R™ é aberto quando todos os seus pontos sao interiores, ou seja,
para cada a € U existe § > 0 tal que B(a,0) C U. O conjunto dos pontos interiores de

U serd representado pela notacao int(U). Similarmente um conjunto U C R" é fechado



quando contém todos os seus pontos de aderéncia, ou seja, para todo ponto a € R™ onde
qualquer vizinhanca de a contém algum elemento de U, entao a € U. O conjunto dos

pontos de aderéncia de U serd representado pela notacio U.

Seja U C R™. Um ponto a € R™ diz-se ponto de acumulacao do conjunto U quando
toda bola de centro a contém algum ponto do conjunto U diferente do ponto a, ou seja,
para todo € > 0, deve existir z € U tal que 0 < ||z — a]| < €. O conjunto dos pontos de

acumulacao serd representado pela notacao U .

Uma seqiiéncia {x} C R™ é uma aplicagdo z: N — R"  que associa a cada nimero
k € N um vetor z; € R". Diz-se que a seqiiéncia {z;} é limitada quando o conjunto
dos seus termos ¢ limitado em R", ou seja, quando existe um nimero real ¢ > 0 tal que

|zk|| < ¢ para todo k € N,

Uma seqiiéncia {z;} de nimeros reais diz-se mondtona ndao-decrescente quando se tem
rr < xry1 para todo k € N e diz-se mondtona nao-crescente quando se tem i1 < xg
para todo k € N.

Defini¢ao 2.1. Diz-se que uma seqiiéncia {xy} converge para x, € R™ se dado € > 0
existe ng tal que

||z — || <€, V Kk =mno.

Uma seqiiéncia {x,} € chamada seqiiéncia de Cauchy se dado € > 0 existe ng tal que

l|Tm — x|l <€, ¥V m,k = ny.

Tem-se limz, = 2, < lim||zx — x| = 0. Isto reduz a convergéncia em R"™ & con-
vergéncia de nimeros reais > 0. Um resultado bem conhecido e cuja demonstragao pode
ser encontrada na pagina 18 em [14], e que toda seqiiéncia {z;} em R™ é de Cauchy se, e

somente se, é convergente.

Proposicao 2.2. Seja {zy} uma seqiiéncia em R™. Se existe um nimero real o < 1 tal
que
[2hi1 = 2ol < eflzi — 2, VK, (2.1)

entao {x} converge para x,.



Demonstracio. E facil ver de (2.1), que
0 < [l — @]l < @Fflzo — |-

Fazendo k — oo na desigualdade acima, temos limy ., ||zx — z4|| = 0. Assim, tém-se

TR} converge para T,. ]
{an} ge p

Defini¢ao 2.3. Seja a seqiiéncia {xy} C R™ convergente para ., entao

i) Diz-se que {xy} converge linearmente se existe ¢ € [0, 1), tal que

HZ‘];;+1 - x*“ < Cka - x*HJ V k.

it) Diz-se que {x} converge quadraticamente se existe ¢ > 0, tal que

i — 2l < cllow —2®, Yk

2.1.1 Nocoes de Analise no Espaco Euclidiano

Nossa meta nesta secao é obter algumas defini¢oes e proposicoes da analise dos espagos
euclidianos que auxiliarao na demonstracao de resultados futuros nessa dissertagao. Por
tratarem de resultados basicos as demonstracoes serao omitidas e poderao ser encontradas

nas referéncias [13] e [14]. Iniciaremos definindo fungoes continuas.

Definicao 2.4. Seja ®: U — R" uma aplicagdo definida no conjunto U C R™. Diz-se
que O € continua no ponto a € U quando, para qualquer € > 0 dado, se pode obter 6 > 0
tal que ||x — al| < 0 implica |P(z) — P(a)] < €. Se P: U — R™ é continua em todos os

pontos do conjunto U, diz-se simplesmente que ® € uma funcao continua.

Definicao 2.5. Seja ®: U — R™ uma aplicacao definida no conjunto aberto U C R™.
Diz-se que ® ¢é diferencidvel no ponto x € U quando existe uma transformagao linear
®: R™ — R" tal que

s(h)

O(x + h) = P(x) + ' (x)h + s(h), onde }lLir% 0 =

Se &: U — R" € diferencidvel em todos os pontos do conjunto U, diz-se simplesmente que

® ¢ uma funcao diferencidvel.



A aplicacao ®'(x) diz-se a derivada de ® no ponto x. Por outro lado, a igualdade
O(x + h) = (x) + P’ (x)h + s(h) é simplesmente a definicdo do “resto”s(h) € R™. A
diferenciabilidade de ® no ponto x nos diz que o resto é um “infinitésimo de ordem

superior a s”, isto é, lim,_os(h)/||h|| = 0.

Consideremos o conjunto L£(R™ R™) dos operadores lineares de R”™ em R".

Definicao 2.6. Seja &: U — R™ uma aplicacao definida no conjunto aberto U C R™.
Diz-se que ® é continuamente diferencidvel em U, ou que ® € de classe C*, e escreveremos
¢ € C', quando ® for diferencidvel e, além disso, ®': U — L(R™ R™) for continua.

Proposicao 2.7. (Teorema Fundamental do Cdlculo) Seja U C R™ um conjunto aberto.
Dada ® : U — R" de classe C*, suponha que o segmento de reta [x,x + h] esteja em U.
Entao

(ID(x+h)—<I>(:)s):/01Q>’(x+th)-hdt

Proposicao 2.8. (Teorema da Permanéncia do Sinal) Sejam U C R, & : U — R e
acU. Selim,.,(x) =L ea<L < coma,B €R, entio existe § > 0 tal que para
todox €U e0 < |z —al <9, temos a < O(z) < [.

Proposigao 2.9. (Teorema do Valor Médio) Seja ¢ : [a,b] — R uma aplicagdo continua
e diferencidvel no intervalo aberto (a,b). Entao existe ¢ € (a,b) para o qual

o(b) - 6(a)

#le) = 20—

2.1.2 Nocoes de Norma de Operador no Espaco Euclidiano

Nesta secao estudaremos algumas propriedades da norma de operadores definido no espaco
euclidiano R™. Demonstraremos o conhecido Lema de Banach. Encerraremos definindo
os importantes conceitos de operador nao-singular e condicionamento de operador. Ini-

ciaremos definindo norma de um operador em R".

Consideremos o conjunto L(R™ R™) dos operadores lineares de R" em R"™. Defina a

norma de operadores ||.|| como

T
I7) = sup 122

| (2.2)
lzl#o ||l




E f4cil ver, que a aplicacdo T — |IT'|| cumpre todas as condigoes exigidas para uma
norma, isto é, dados 7, S € L(R™, R"), temos:
N1. T#0=|T| > 0;
N2. ||[aT|| < |ef||T|| para todo « € R;
N3 [T+ S| < T+ [IS]]

A condicao N3 é conhecida como desigualdade triangular. Além disso, a aplicacao

norma goza das seguintes propriedades.

Lema 2.10. Dados T,S € L(R",R™) e x € R", entdo sao vdlidas as sequintes pro-
priedades:

i) |T2]l < Tzl

i) |TS|| < TS

13) || T%| < ||T||* para todo k = 0,1,2,.. ..

Demonstragao. i) Se z é o vetor nulo segue imediato de (2.2). Se x nao é o vetor nulo,
considere o vetor y = z/[|z|| e usando (2.2) temos
1

1T = [Tyl =
]

[T

Portanto ||Tz|| < ||T||]|=]|-

ii) E facil ver de (2.2), item i e propriedades do supremo que

TS| TS|
ITS[| = sup < = 1751l
lef20 |l lef0 ||
iii) E conseqiiéncia imediato do item ii. O

Lema 2.11. (Lema de Banach) Sejam B € L(R™,R™) um operador linear e I o operador
identidade de R". Se |B — I|| < 1, entao B € nao-singular e vale

. 1
IB7HI < 5 _‘ (2.3)

|B—1I|I
Demonstragao. Primeiro, vamos mostrar que se 7' € L(R", R") é tal que ||T|| < 1, entao
I — T ¢é inversivel e vale

I =) < —
1|7
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Para isso, considere as seguintes seqiiéncias {Si} e {tx} definidas respectivamente por:
Sp=I+T+T"+--+T"  tpy=1+|T|+|TI>+--+|T|"
Primeiro, note que
[Skir = Sell = [T+ T4+ + T = (£ T oo+ TR < T = by — b,

Agora, como ||T|| < 1, temos que {t;} ¢ uma seqiiéncia mondtona crescente e convergente,
com limite t, = 1/(1 — ||T]]). Portanto, deste fato e da equagdo acima, {Sx} é uma

seqiiéncia de Cauchy em L£(R"™,R") e assim existe lim, ., S,. Agora, observe que
S -T)=U+T+-+THI-T)=1-T"" (2.4)
Por outro lado, temos que limy,_.o I — T% = I, pois
|1— (=T =T < TIt, lm ) =0,
Assim, pela dltima equacgao e (2.4), concluimos que kll_{gO Si = (I —T)~*. Note ainda que
I =7) = | Jim Sill < Jim (1] + [T+ + [74]) < Jim 6 = 1/(1 — |17,

Agora, tomando T' = I — B e observando a hipétese ||B — I|| < 1, temos que (I —T) = B

é inversivel e vale a estimativa dada em (2.3) para a norma da inversa B~!. ]

Um operador T € L(R™,R") é ndo-singular se seu determinante ¢ nao-nulo. Um
resultado bem conhecido, cuja demonstracao pode ser encontrada na pagina 76 em [15],

é que todo operador nao-singular tem inverso.

Um problema é dito mal condicionado quando um pequeno arredondamento num dado

de entrada muda muito os dados de saida.

Defini¢ao 2.12. O niamero de condicionamento do operador T € L(R™ R"™), denotado

cond(T), é o nimero real
cond(T) = T[T

Note que, cond(T) = |T7|||IT]| > ||Z|| = 1. Quanto maior o ntimero de condiciona-

mento pior serd o condicionamento do operador 7.
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2.2 Nocoes de Analise Convexa

Destinamos esta se¢ao a um estudo dos conceitos relacionados aos conjuntos convexos e
as fungoes convexas. Caracterizaremos as funcoes convexas diferenciaveis de uma variavel
real. Para tornar este trabalho “auto-contido”, demonstraremos a grande maioria dos
resultados. Para mais informagoes sobre anélise convexa veja [16], [17] e [18] . Iniciaremos

definindo conjunto convexo.

Definicao 2.13. Um conjunto D C R™ € dito convezo, se

M+ (1=NyeD, Vx,ye D, Xe][0,1].

Geometricamente, esta definicao nos diz que o segmento de reta
[z, y ={ A+ (1—-Ny:0< A< 1}
esta inteiramente contido em D, sempre que os pontos extremos x e y estao em D.

Exemplo 2.14. O espago euclidiano R", o espago euclidiano nao-negativo R’} e a bola

aberta de centro a € R™ e raio 6 B(a,d) sao exemplos de conjuntos convexo.

Definicao 2.15. Seja I C R um intervalo. Uma funcdao ¢ : I — R € dita convera quando,
para todo z,y € I e todo X\ € [0,1]

Az + (1= N)y) < Ap(x) + (1= Np(y), (2.5)
e € estritamente conveza se (2.5) € estrita para todo x,y € I com x # y e todo A € (0,1).

Proposicao 2.16. Sejam [ C R um intervalo e ¢ : I — R uma func¢do convera. Entdao

dados a, b ece I, coma <b<c, temos

¢(b) — p(a) _ plc) —pla) _ w(c) — ¢(b)
b—a = c—a = c—b (2:6)

Se ¢ € estritamente convexa, as desigualdades (2.6) sdo estritas.

Demonstragao. Visto que a < b < ¢, obtemos apds algumas manipulagoes algébricas que

s b—
b="""a+ ac, (2.7)

cC—a cC—a
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onde (¢ —b)/(c—a) <1le(b—a)/(c—a) < 1. Como ¢ ¢é convexa, segue de (2.7) e alguns

calculos que

o) = @) < (E20 1) pla) + =2 ot (28)
que é equivalente a
p(b) = wla) _ ple) = pla)
b—a ~— c—a

o que prova a primeira desigualdade em (2.6). A segunda desigualdade em (2.6) é feita de
modo andlogo. Agora, se ¢ é estrita para todo a,b € I, entao (2.8) vale para desigualdade

estrita e segue-se o resultado. O]

Corolario 2.17. Sejam ¢ > 0 e 7 € [0,1]. Se a funcgdo ¢ : [0,¢) — R € conveza, entdo a
fungao 1 : (0,e) — R definida por

¢ nao-decrescente. Se ¢ € estritamente convexa e T # 1, entao | é crescente.

Demonstra¢ao. Dados x,y € (0,¢) com 0 < z < y.

Para 7 = 1 é trivial. Para 7 = 0 a prova segue como conseqiiéncia da primeira

desigualdade na Proposicao 2.16 com a =0, b=z e c=y.

Agora, supondo que 7 € (0,1), entdo 7x < = < y e da primeira desigualdade na

Proposicao 2.16, temos

pz) —e(rz) _ ely) — elre) (2.9)
T —TT y—TT
Novamente, como 7 € (0, 1), também vale que 7z < 7y < y. Assim, da segunda desigual-

dade da Proposicao 2.16, segue que

oly) —o(rz) _ ply) — elry) (2.10)

y—T1x y—Ty

Combinando (2.9) e (2.10), temos que [ é nao-decrescente. Agora, se ¢ é estritamente
convexa as desigualdades na Proposicao 2.16 valem para desigualdades estritas e analoga-

mente concluimos que [ é crescente. O

A seguir apresentaremos a caracterizacao de funcoes convexas de uma variavel real.
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Proposicao 2.18. Sejam [ C R um intervalo e ¢ : I — R uma fungao diferencidvel.

Entao ¢ € convexa se, e somente se,

oy) > (@) + ¢ (@)(y —z), Vyel, zeint(l). (2.11)

Se (2.11) € estrita para todo y € I e x € int(l), entdo p € estritamente conveza.

Demonstrag¢ao. Dados y € I e x € int([), temos por hipdtese que

(A + (1= Nz) < Xo(y) + (1= V().
Apoés algumas manipulacoes algébricas segue-se que

(p(x + Ay j\m)) — #(2) < o(y) — ¢(z),

para todo A € [0,1]. Fazendo A — 0 na tltima desigualdade, temos

¢ (@)(y — ) + o(x) < p(y),
que prova a primeira parte.

Reciprocamente, dados z,y € I. Com A = 0 e A\ = 1, a convexidade é imediata.
Agora, supondo que A € (0,1) tome z = Az + (1 — \)y € int(]), entdo da equacao (2.11)
segue que

¢ (A + (1= Ny) (1 =Nz —y) + ez + (1= Ny) < p(z) (2.12)

¢ (A + (1= Ny) Ay —2) + oAz + (1= Ny) < ¢(y). (2.13)
Multiplicando (2.12) por A e (2.13) por (1 — A) e adicionando o resultado obtemos que
Az + (1= Ny) < Ap(x) + (1= Ne(y).

Portanto ¢ é convexa. Agora, se (2.11) é estrita para todo =,y € I, entdo (2.12) e
(2.13) valem para desigualdade estrita e analogamente concluimos que ¢ é estritamente

convexa. O]

Proposicao 2.19. Sejam I C R um intervalo e ¢ : I — R uma funcdao diferencidvel.

Entao ¢ é convexa se, e somente se,

(¢ (@) - W)(x—y) >0,  Va,yeint(]). (2.14)

Se (2.14) € estrita para todo x,y € int(I), entdo ¢ € estritamente convera.
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Demonstragao. Tome x,y € int(I), como ¢ é convexa em [ temos pela Proposigao 2.18

que
@)y —x)+ (@) <ely) e W) —y)+ely) <o), (2.15)

para todo x,y no interior de I. Entao, segue-se de (2.15) que

o) + @' (x)(y —2) < py) < plx) + ' (y)(y — o),

isto implica que (go’(x) —go’(y)) (x—y) > 0, para todo x, y no int(I), o que prova a primeira
parte.
Reciprocamente, é claro que o resultado é vélido para x = y. Agora, dados z,y € [

com z # y e X € [0,1], temos pelo Teorema do Valor Médio que, para todo a € (z,v),

existem ¢ e ¢’ com ¢ € (x,a) e ¢’ € (a,y) tais que

pla) —p(z) = ¢ ()a—x) e @ly) —ela) = (") y —a).

Multiplicando a primeira igualdade por —\, a segunda por 1—\, tomando a = Ax+(1—\)y

e adicionando o resultado obtemos a seguinte igualdade

Ap(@)+(1=Np(y)—p (A +(1-N)y) = ¢'(¢") 1=V Ay—2)—¢'()AM1-N)(y—2). (2.16)

Note que existe k& > 0 tal que ¢’ — ¢ = k(y — z), ou seja, y —z = (¢" — ) /k. Assim a

igualdade anterior se reduz a

(1— M)A

Ap(x) + (1= Nep(y) —e(Az 4+ (1= Ny) = T(w’(d’) — ()" =€) (217)

Como k > 0 e X € [0,1] segue da igualdade anterior e desigualdade (2.14) que

oAz + (1= Ny) < Ap(z) + (1= Ne(y),

e portanto ¢ é convexa. Agora, se (2.14) é estrita para todo x,y € int(l) e como k >0 e
A € (0, 1) na equagao (2.16), entao (2.17) vale para desigualdade estrita e ¢ é estritamente

convexa. OJ

No préximo capitulo, estaremos interessados em analisar algumas func¢oes em particu-
lar e obter equacoes que serao utilizadas na prova da convergéncia do método de Newton

inexato e suas variagoes.



Capitulo 3

A Funcao Majorante

Para provarmos a convergencia local do método de Newton inexato e suas variagoes usa-
remos o principio majorante de Kantorovich, veja [12]. Neste capitulo, mostraremos as
principais relagoes entre a fun¢ao majorante e o operador nao-linear. Iniciaremos com uma
analise de uma determinada funcao escalar e o médulo da iteracao de Newton associada
a ela, a qual dara resultados importantes para o estudo das fungoes majorantes definidas
nas secoes 3.2 e 3.3. Os resultados obtidos aqui sao os principais instrumentos utilizados

no estudo da convergéncia linear.

3.1 Analise de uma Fungao Escalar (f)

Nesta se¢ao nosso objetivo é analisar o comportamento de uma determinada funcao escalar

e o médulo da iteracao de Newton associada a ela.

Inicialmente, seja R > 0 e uma funcgao escalar continuamente diferenciavel f : [0, R) —

R satisfazendo as seguintes condigoes:

h1) f(0) =0e f(0) = =1;
h2) f’ é convexa e crescente.

Observacao 3.1. Para uniformizar as notagoes sempre que usarmos f para uma fun¢ao

nesta dissertagao, estaremos referindo a funcgao escalar definida acima.
A seguir faremos uma analise da fungao f.

15
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Proposicao 3.2. Seja v := sup{t € [0,R) : f'(t) < 0}. Entao valem as sequintes

afirmacoes:
i) v € positivo;
ii) f'(t) <0, Vtel0,v);
iii) A funcao [0, v) >t 1/|f'(t)| € crescente;
iv) t— f(t)/f'(t) <0, Vte(0,v).

Demonstra¢ao. Como f'(0) = —1 e f’ é continua em [0, R), existe § > 0 tal que f'(t) <0
para todo t € [0, §). Assim, v > 0. Isto prova o item i.

Para provar do item ii, note que de h2 temos que f’ é crescente em [0, R), isto junto
com o item i implica que ' < 0 em [0, v).

Para provar o item iii, note novamente que de h2 temos que f’ é crescente em [0, R),
isto junto com o item ii implica que a funcao [0, v) 3 ¢t — 1/|f'(t)| é crescente.

Prova do item iv. De h2 temos que f’ é crescente em [0, R), entao pela Proposic¢ao 2.19
temos que f é estritamente convexa em [0, R). Assim, usando a Proposi¢ao 2.18 com

o= f,y=0exz =1 obtemos que
F0) > F) —tf(1),  Vie (o R).

Lembrando que f(0) =0e f' <0 em (0, ), a desigualdade do item iv segue facilmente

da desigualdade acima. O

Proposicao 3.3. A func¢do ¢ : (0, v) — R definida por

vy = 1O+

€ nao-decrescente.

Demonstracao. Sejam 0 < t; < ty < v. Fazendo algumas manipulagoes algébricas, segue-

se de h1 e do Teorema Fundamental do Céalculo que

f(ta)  f(t1)

to t

P(ta) —Y(ty) = :/0 (f'(rts) — f'(t1)) dr.
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Agora, de h2 temos que f’ é crescente. Portanto, a equacgao anterior implica que ¥(ts) —
Y(t1) > 0. Isto prova o resultado. O

Seja ny a funcao iteracao de Newton associada a fungao escalar f, definida por
(3.1)

Da Proposi¢ao 3.2, temos que f' < 0 em [0, v). Assim, a fungdo iteracao de Newton

associada a funcao escalar f estd bem definida em [0, v).

Proposigao 3.4. A funcgao (0, v) 3t — |ns(t)]|/t* € nao-decrescente.

Demonstra¢ao. Usando o item iv da Proposicao 3.2, o Teorema Fundamental do Calculo

e h1 obtemos apds algumas manipulagoes algébricas que

]' ! ! /!
ins(t)| = TZ0] [tf (1) —/0 f (Tt)td7:| , Vtelo, v).

Segue imediatamente que

Ins (1) = |/ fit f/ ") 4r Vie (o ). (3.2)

12
Agora, segue de h2 que f’ é crescente e como 7 € [0, 1] temos que a aplicagao

f'@t) = f'(rt)

0,v)3t— ; :

(3.3)

é nao-negativa, também de h2 temos que f’ é convexa e assim pelo Coroldrio 2.17 com
f'= ¢, e =vex =tsegue que a aplicagdo (3.3) é nao-decrescente. Por outro lado, a

Proposi¢ao 3.2 implica que a fungao

(0, v) 2t 1/|f (1), (3.4)

é positiva e crescente. Portanto, como as fungoes definidas em (3.3) e (3.4) sdo nao-
decrescentes e nao-negativas, segue de (3.2) que a fungao (0, v) 3 t — |ns(¢)|/t* é nao-

decrescente. O

Corolario 3.5. A fungio (0, v) 3t |ns(t)|/t € nao-decrescente.
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Demonstracio. E imediato, basta notar que |ng(t)|/t = (|ng(t)|/t*)t, que é o produto de

fungoes nao-decrescentes e nao-negativas. O
Proposicao 3.6. Dado 0 < v < 1. Defina a constante

p:=sup{t e (0,v): (L+0)[f(t)/(tf(t) —1]+v<1}.
Entao, p € positiva e vale a sequinte desigualdade

(1+2)|ns(t)|/t+0v <1, Vite (0, p).

Demonstrag¢ao. Usando a definigdo em (3.1) e Proposic¢ao 3.2, temos que

0< fO)/tf' (1) —1=(fO)/(f' (1) —t)/t =ns(W)|/t, Vit (0, v). (3.5)
Assim sendo,

lim [n(t)| /t = lim(|ns (£)]/2%) £ = 0, (3.6)

pois a Proposi¢ao 3.4 implica que |ny(t)|/t* é limitada préximo de zero. Portanto, como

(1 -v)/(1+v) >0, usando o Teorema da Permanéncia do Sinal, temos de (3.5) e (3.6)
que existe § > 0 tal que

0<(fO/tf 1) -1) <(1-0)/(1+v),  Vte(0,0),
que pode ser escrita equivalentemente da seguinte maneira
0<(1+9)[f@)/f'(t) —1]+0v <1, Vte(0,0). (3.7)
Dai segue que p ¢é positivo.

Finalmente, pelo Corolario 3.5 temos que a funcéo (0, v) 3 t +— |ny(t)|/t é nao-
decrescente. Em vista disso, para concluir a prova basta combinar (3.5) e (3.7) com a

definicao de p. ]

Proposicao 3.7. Dadas as constantes nao-negativas v, wy e ws Satisfazendo v < 1 e

w10 + wy < 1. Defina
p=sup{t € (0,v) rwi(1+0)[f(t)/(tf (1) — 1] + w1l +ws < 1}.
Entao a constante p € positiva e vale a sequinte desigualdade

w1(1+6)\nf(t)|/t+w117+w2<1, VtE(O, ﬁ)
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Demonstragao. Usando a definigao (3.1) e Proposicao 3.2, temos que

0<fO)/Ef'(®) —1=(f@)/(f' () —t)/t=Ins®)/t, Ve (0,v). (3.8)

Assim sendo,

ing ()] /2 = By 0112 £ = 0, 39
pois pela Proposi¢ao 3.4 implica que |ng(t)|/t* é limitada préximo de zero. Portanto,
como 1 — (w10 4 ws)/wi(1 + 0) > 0, usando o Teorema da Permanéncia do Sinal, temos
de (3.8) e (3.9) que existe § > 0 tal que

0< (F(B)/(tf' (1) =1) < 1= (@il +w)fwr(147), Ve (0,0),
que pode ser escrita equivalentemente da seguinte maneira
0<w(T+D)[fA)/tf (1) =1 +wb+w, <1,  Yte(0,9). (3.10)

Dai segue que p é positivo.

Finalmente, pelo Corolario 3.5 temos que a funcao (0, v) > t +— |n(t)|/t é nao-
decrescente. Em visto disso, para concluir a prova basta combinar (3.8) e (3.10) com a

definicao de p. ]
Proposigao 3.8. Dado 0 < v < 1. Defina a constante

pi=sup{t € (0,v): —(14+0)(f(t)+2t)/tf'(t) —1 < 1}.
Entao, a constante p € positiva e vale a sequinte desigualdade

(1+0)(f@t)+20)/t|lf' ()| —1<1, Vite(0,p).

Demonstracao. Primeiro, note que

: (O f(t) 2 : (@)1 2 A
lim —(1 + 0) (%—i—f,—@))—l:%l_r)%—(l—kv)( " f’(t)+f’(t))_1zv’

pois de hl temos f'(0) = —1 e f(0) = 0. Agora, como © < 1 usando o Teorema da

Permanéncia do Sinal, temos que existe 6 >0 tal que

~

0<—-QA+0)[f()/Ef'(®)+2/f ()] -1<1,  Vte(0,0),



20

que pode ser escrita equivalentemente da seguinte maneira

A

0<—(140)(f(t)+2)/tf'(t)—1<1, Vte(0,0). (3.11)
Dai segue que p é positivo.

Finalmente, pelas Proposicao 3.2 e Proposicao 3.3 temos respectivamente que as
funcoes (0, v) > t — 1/|f(t)] e (0,v) > t — f(t) + 2t/t sdo ndo-decrescente. Em

vista disso, para concluir a prova basta combinar (3.11) com a definigao de p. ]

3.2 A Funcao Majorante Radial (f,)

Nesta se¢ao definiremos o conceito de funcao majorante radial. Apresentaremos a relagao
entre a funcao majorante radial e o operador nao linear, obtendo as equacoes que auxilia-

rao nos Capitulos 4 e Capitulos 5.

Definigao 3.9. Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e F' : 0 — R™ continuamente di-
ferencidvel em Q. Tome x, € Q, R > 0 e seja k := sup{t € [0,R) : B(xz.,t) C Q}.
Suponha que F'(x,) seja ndo-singular e F(x,) = 0. Dizemos que a fun¢ao continuamente
diferenciavel f. : [0, R) — R, é uma fungdo majorante radial para o operador F se

satisfaz as hipoteses hl, h2 e a condicao
[F' (@) [F' () = Fl(z +7(x =2 ))]|| < filllz —2d) = £ (rlle —2),  (3.12)
para T € [0,1], x € B(xy, k), ||x — x| < R.

Observacgao 3.10. Para uniformizar as notag¢oes sempre que usarmos f, para uma funcao
nesta dissertacao, estaremos referindo a funcao majorante radial definida acima, isto é€,
satisfazendo as hipdteses hl, h2 e a condigdo (3.12). Portanto, a Se¢do 3.1 serd usada

aqui, inclusive as notagoes.

A seguir, apresentaremos as relagoes entre o operador nao-linear F' e a funcao majo-

rante radial f,.
Lema 3.11. Seja x € Q. Se || — x,|| < min{v, k}, entdo F'(x) € nao-singular e
1F (@) F' ()l < 11 (le = 2.

Em particular, se ||z — x| < 0 < min{v,k}, entdo F' € nao-singular em B(z,,0).
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Demonstracao. Seja x € Q tal que || — .|| < min{v, k}. Portanto f/(||lx — z.||) <0, o

que junto com (3.12) e hl, implica
|F' () F () = I|| = [|[F' () 7 [F' (@) = F'(@ ][] < fi(lle = .]]) = £(0) < = f(0) = 1.

Considerando a inequagao anterior e o Lema de Banach, temos que F’(z,) ' F’(z) é nao-
singular. Como F”(x,)~! é nao-singular, podemos concluir que F’(x) é nao-singular. Além
disso, ainda pelo Lema de Banach

1

IE ) e < Ty e =1

Por outro lado, usamos (3.12), hl e que f, < 0 em [0, v), temos
1 - 1 B 1
L= [[F ()" F(2) = I = 1= (fillle = zl)) = £200)) - [fi(lle — 2D

Portanto, o resultado segue combinando as duas equagoes acima. A ultima parte do lema

é imediata. O

A iteracao de Newton produz um ponto que é o zero da linearizacao de F', tal ponto,
também é a primeira-ordem da expansao de Taylor para F. Assim, estudaremos o erro

linear para cada ponto em )

Ep(z,y) = F(y) = [F(z) + F(z)(y —2)],  xz,ye (3.13)
Iremos limitar este erro pelo erro da linearizagao da funcao majorante radial f,

er.(tu) = fr(u) = [p(t) + fi(O(w—=1)],  t,uec0,R). (3.14)

Lema 3.12. Se ||z, — z|| < K, entdo vale ||F'(x,) ' Er(z,z.)| < e, (|Jx — 2., 0).

Demonstragao. Como B(z,, k) é um conjunto convexo, segue z, + 7(x — z,) € B(z4, k),
para 0 < 7 < 1. Entao, da definigao (3.13) e usando o Teorema Fundamental do Célculo

e propriedades da norma, temos
1" (2.) " Bp (2, 2.) | = | F'(2) 7 (F2) = [F(2) + F'(2) (2. — 2)] )|

= [|[F'(2) " [F(2) (2 — 2.) — /0 F'(ze + 7(x — 2,))dr(z — z.)]|

< /O | F'(2.) 7 [F'(2) — F'( + 7(z — 2))]|| |z — 2] dr.
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Agora, considerando a inequacao anterior, (3.12) e o Teorema Fundamental do Célculo,

obtemos que
1
|F' () Ep(z, 2| < /0 [ (le = 2l) = fr(Tllz — 2] | — 2. dr

1
= filllz =z )llz — .| - /O fTllz =zl — 2. dr
= [:(0) = frlllz — o)) + il — zDlle — 2]l

Portanto, combinando a tltima desigualdade com a definigao (3.14) segue a desigualdade

desejada. Il

Denominamos como o passo de Newton para a funcao F' e f, as igualdades

Sp(z) = F(x)7'Fx),  s5,(t) = fi(t) (1), (3.15)
respectivamente.

Lema 3.13. Se ||z — z.|| < min{v, k}, entao vale ||Sp(z)| < sy, (||l — z.]]).

Demonstra¢ao. Usando que F'(x,) = 0 juntamente com algumas manipulagoes algébricas,

segue das propriedades da norma e de (3.13) que

1F" (@) F@)]| = || = F'(2) " (F(a.) = [F(2) + F'(z) (2. — 2)]) + (2, — )
< 1F'(@) " F @) ||1F' ()7 (F(2) = [F@) + F'(@) (@, — 2)])]] + [l — 2]
= |F'(2) " F' ()| F'(2.) " Bz, 2] + |z — ..

Considerando a tltima inequagao, Lema 3.11 e Lema 3.12, temos

es, ([l = ], 0)
[l = 2]
Como ||z — x,]| < min{y,k} e f. < 0 em [0, v), segue da tultima desigualdade, defini¢ao

em (3.14) e h1, que

1F" () F )] < + |z — 2.l

ot 1(0) = (e = ) + £l = 2Dl = .
|F'(2) P ()] < ey
_ Lz =)

Al = l)

Portanto, esta desigualdade junto com (3.15) implica a desigualdade desejada. [

+z = .
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3.3 A Funcao Majorante Central (f,)

Nesta secao definiremos o conceito de fungao majorante central. Apresentaremos a relagao
entre a funcao majorante central e o operador nao linear, obtendo as equacoes que auxilia-

rao no Capitulo 6.

Definicao 3.14. Sejam Q) C R™ um conjunto aberto e F' : 2 — R"™ continuamente di-
ferencidvel em 2. Tome x, € Q, R > 0 e seja k := sup{t € [0,R) : B(z.,t) C Q}.
Suponha que F'(x,) seja nao-singular e F(x,) = 0. Dizemos que a fun¢ao continuamente
diferencidvel f. : [0, R) — R, é uma fun¢do majorante central para o operador F se

satisfaz as hipoteses hl, h2 e a condigcao
[F' ()7 ' (2 + 7@ = 2)) = F'(a)]|| < fo(rlle = a)) = f2(0), (3.16)
para T € [0,1], x € B(z., k), ||z — x| < R.

Observacgao 3.15. Para uniformizar as notacoes sempre que usarmos f. para uma fun¢ao
nesta dissertacao, estaremos referindo a funcao majorante central definida acima, isto €,
satisfazendo as hipoteses hl, h2 e a condi¢io (3.16). Portanto, a Se¢do 3.1 serd usada

aqui, inclusive as notacoes.

A seguir, apresentaremos as relagoes entre o operador nao-linear F' e a funcao majo-

rante central f..
Lema 3.16. Seja x € Q. Se ||z — z.|| < min{v, k}, entdo F'(x) € nao-singular e
1" (2) " F ()| < 11 fe(llz = 2]

Em particular, se ||z — z.|| < o < min{y, k}, entao F' é nao-singular em B(z,,0).

Demonstragao. Seja x € Q) tal que ||z — x,| < min{v, k}. Portanto f/(||jz — z.||) <0, o

que junto com (3.16) e hl, implica
[F" (2.) 7 F (2) = I|| = [|[F' () 7 [E' (2) = F'(@)]]| < follle = @) = f2(0) < —£2(0) = 1.

Considerando a inequagao anterior e o Lema Banach temos que F'(z,) 'F'(x) é nao-

~1 ¢ nao-singular, concluimos que F’(x) também é nao-

singular. Assim, como F'(zx,)
singular. Além disso, ainda pelo Lema de Banach
1

1—[|F(z.) " F(z) = I|I°

1F" () F ()] <
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Por outro lado, usamos (3.16), hl e que f. < 0 em [0, v), temos

1 _ 1 _ 1
1= [[F(z) 7 F (@) = I = 1= (fillle = zal)) = £20))  [fellle =zl

Portanto, o resultado segue combinando as duas equacoes acima. A ultima parte do lema

é imediata. O

Lema 3.17. Se z,y € B(x., k), entdo vale
1
/0 1F/(2.) 7 F (@ + 7(x = 24)) = F'()]lll|lz — | dr
< felllz = 2.l)) + 20z — .l + fillly = 2. ) llz — ..

Demonstragao. Usando propriedades da norma, a desigualdade (3.16) e h1, obtemos ap6s

simples manipulacao algébrica, que

/0 1F" () " E (2 + 7(2 — 2.)) = F'()]lll2 — 2.ldr
S/O (1F" () " E (2 + 7(2 = 22) = F'(@ )]z — 2.]|dr

+/0 IIF’(x*)‘l[F’(l‘*)—F’(y)]llllx—x*HdTS/O fe(rllz = zdDlle =zl + [l — 2.} d7

+ fellly = zalDllz — 2.l + |z — ]|

Agora, considerando a ultima desigualdade e o Teorema Fundamental do Célculo,

segue de hl que
1
/0 1F/ ()7 F (@ + 7(x = 24)) = F'()]llllz — .| dr
< felllz = z.])) + 20z — 2l + filly = zlDlle — ],
o que prova a desigualdade. Il

Lema 3.18. Se ||z — z.|| < min{v, k} e ||y — z.|| < min{v, K}, entdo vale

1" ()" F (@)l < (felllz = 2D + 2llz — 2./ £2ly — 2.])]-
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Demonstragao. Usando F'(x,) = 0, propriedades da norma e o Teorema Fundamental do

Calculo, obtemos ap6s simples manipulagoes algébricas que

1F" ()" F ()| = [1F" ()" F (@)1 F" ()~ (F(2) = F(z.)l

= F'() " F'@)IlF' (@) | F'(@+ (@ —20)(z — 2.)dr]|

o

< [1F'(y)" F'(.)l /O 1F" () 7 (B (@ + 7(@ = 2.)) = F'(@) |l — . ldr

+IF ()" F (@) [l — ]l

Agora, combinando a tltima desigualdade com (3.16) segue do Lema 3.16 e de h1l que

o e = wdle = - O~ e
”Fw)lww”gl Fly =] Ty = )]

L irlls = )lls — o) 2o — .
< d _—
—A R AT )]

E facil ver que da tultima desigualdade junto com o Teorema Fundamental do Célculo,

segue de hl que
fellz — a.]]) + 2|z — 2.

[felly = @) ’

0 que prova o lema. Il

1F" ()" F ()] =

Agora com os resultados obtidos neste capitulo, estamos aptos a provar a convergéncia

do método de Newton inexato e suas variacoes.



Capitulo 4

Método de Newton Inexato

Neste capitulo é feita uma discussao sobre os métodos inexatos para resolver sistemas de
equacoes nao-lineares. Comprovaremos que sob certas condigoes a sequiéncia gerada pelo
método de Newton Inexato estd bem definida e converge linearmente para uma solugao do
sistema em consideragao. Encerraremos aplicando os resultados obtidos em uma situacao

particular.

Inicialmente, sejam 2 C R™ um conjunto aberto e uma fungao F': 2 — R" continua-

mente diferencidvel em (2. Considere o sistema de equacoes nao-lineares
F(z)=0. (4.1)

Os métodos inexatos com controle residual relativo escalado usados para resolver (4.1) séo

formalmente descritos como: dado zg € €2 defina
Tpp1 = Tk + Sk, Bysy = —F(zy) + i, [ Berwll < Ol|PLF (2|, k=0,1,..., (42)

onde as seqiiéncias {0} e {Py}, respectivamente de nimeros reais e de matrizes n X n
invertiveis, sao dadas. A seqiiéncias {6} é usualmente chamada de seqiiéncia“forcing” e
é tomada uniformemente limitada por 1. Em particular, o processo acima é o método de
Newton inexato se By, = F'(xy,), é o método de Newton inexato modificado se By, = F'(zy)

ou é o método quase-Newton inexato se By, é uma aproximacao de F'(xy).

Primeiro, examinaremos o método de Newton inexato, depois examinaremos os métodos

inexatos quase-Newton e Newton modificado nos capitulos 5 e 6, respectivamente.
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4.1 Convergeéncia do Método de Newton Inexato

Nesta se¢ao provaremos a convergencia para o método de Newton inexato. Admitindo que
o sistema nao-linear (4.1) tem solug¢do, mostraremos que, tomando o ponto inicial xg numa
vizinhanga apropriada da solucao, a seqiiéncia gerada pelo método de Newton inexato
estd bem definida e converge linearmente para uma solucao de (4.1). Esta afirmagao é o

teorema:

Teorema 4.1. Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e F' : Q@ — R™ continuamente dife-
rencidvel em 2. Tome x, € Q, R > 0 e seja k :=sup{t € [0, R) : B(xz,,t) C Q}. Suponha
que F'(x,) seja nao-singular, F(x.) = 0 e existe uma func¢ao continuamente diferencidvel
fr [0, R) — R tal que

[F/(2.) 7 [F'(2) = F'aw + 7( = 2| < (e = 2l) = fL(7lle =2, (4.3)

para T € [0,1], x € B(xs, k), ||z — .|| < R, onde

h1) £,(0) =0 e £1(0) = —1;

h2) fI € conveza e crescente.

Dado 0 < v < 1. Sejam as sequintes constantes positivas v := sup{t € [0, R) : f/(t) < 0},
p:=sup{t € (0,v): (L4+0)[f-(t)/(tfl(t)) — 1] + v < 1}, o :=min{k, p}.

Dadas as seqiiéncias {0} e {Py}, de nimeros reais e de matrizes invertiveis, respectiva-

mente, considere a seqiiéncia {x}, definida por
Tpo1 = ap — F'(2) " F () + F'(z) 'y, k=0,1,..., (4.4)

onde o vetor erro ry satisfaz a sequinte condicdo
| Pariel| < Okl| PeF ()] (4.5)

Seja vy, == Opcond(PpF'(xy)). Se vy, < 0, para todo k =0,1,.... Entdo, a seqiéncia (4.4)
gerada pelo método de Newton inexato com controle residual relativo escalado e com ponto
inicial xoy € B(x.,0)/{x.} estd bem definida, estd contida na B(x.,0), converge para x,
e vale

(E— [<1+@>( felllzo = . )

[0 = lLf7 ([0 — 2]

)—1) +@] lop—z.], Yk=01,.... (46)
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Observacgao 4.2. Combinando a desigualdade (4.6), a defini¢ao de o e a Proposi¢ao 3.6,

obtemos que {x} converge linearmente para x..

Para provar o Teorema 4.1 precisaremos de alguns resultados. Para isso, assumimos

que as hipéteses do Teorema 4.1 sao validas.

Observamos que todas as afirmacoes que faremos nesta secao envolvendo a func¢ao
magorante radial f,, o médulo da iteracao de Newton associada a ela ny, e as suas relagoes

com operador nao-linear considerado foram provadas nas Secoes 3.1 e 3.2, respectivamente.

Primeiramente, como €2 é aberto é imediato concluir que x > 0. Agora, segue das
Proposicao 3.2 com f = f,. e Proposicao 3.6 que as constantes v e p sao positivas. Con-

sequentemente, o > 0.

Para facilitar a demonstracao do Teorema 4.1 apresentamos o seguinte resultado auxi-

liar.

Lema 4.3. Seja a seqiiéncia {xy} como definida no Teorema 4.1. Se xy € B(xy,0)/{x.},
entao
ng, (lze — 2. )]

+ 0| ||xe — x| < ||z — 2] (4.7)
|2k — 2|

[eer1 — 2l < (1 +0)
Como consequéncia, a sequéncia {xy} estd bem definida e {xy} C B(x,,0).
Demonstracao. Como zy € B(x4,0)/{x.} segue do Lema 3.11 que F'(zy) é nao-singular.

Assim, xj1 estd bem definida. J4 que F'(z,) = 0, usando a defini¢do em (3.13) obtemos,

apos simples calculos, que

Tpa1 — To = T — Ty — F'(2) " HF(2) — F(x,)) + F'(21) 'y,
= F'(xg) " (F(x.) = [F(x) + F' () (w0 — 2)]) + F'(21) "'
= F/(l’k)ilEF<l’k, .T}*) + F/<5L’k)711”k.

Reunindo a tltima igualdade com algumas propriedades da norma, obtemos apds simples

manipulacoes algébrica que
k1 = @all < F" () " F (@) [H1F (@) 7 B (o, w) |+ [1F (20) =" Py I Perell-
Agora, considerando a desigualdade acima junto com (4.5) é facil ver que

oy — 2l < IF () 7 F (@) | F' ()7 B (i, )| + Okl F () ™ P P F ()]
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Sendo vy, = O||(PLF (zx)) || PeF (zx)|| < © < 1, para k = 0,1,. .., segue da defini¢ao
em (3.15) que

Ol F" ()" B N P F (i) || < Oull (PF () TP () || S (i) [} < 0l S ()]
Assim, obtemos imediatamente das duas ultimas equacoes que
wrsr = 2l < NF () T F (@) [[|1F (22) 7 B (g, 22| + 0] Sk ()|

Combinando a desigualdade anterior com o Lema 3.11, Lema 3.12 e Lema 3.13, obtemos

er, (lex — ], 0)
[frler = )]

Por outro lado, usando as definigdes em (3.14), (3.1) e (3.15), segue de hl que

|z — 2l < +osp((lok — z.]).

ef'r( |$k; B x*H?O)
| fr (e — 2.])]

Portanto, usando a desigualdade acima e as duas ultimas igualdades concluimos que

= [ng(lex =Dl sp (e = 2a]l) = [ng (loe = 2Dl + lzr — 2]

[2kr1 = 2| < (L4 0) g, (lzx — 2 )] + 0|z, — ],

que é obviamente equivalente a primeira desigualdade do lema. Agora, pelas hipoteses
do Teorema 4.1 temos que 0 < p e vy < v < 1. Assim pelas Proposicao 3.6 obtemos a
seguinte desigualdade (1 + 0)|ny, (||xx — x«]])|/||zx — 24| + © < 1. Diante disso, segue da

primeira desigualdade em (4.7) que
[pr1 — @l < flze — 2],

concluindo a primeira parte.

Para concluir a prova, note que por hipétese xy € B(x.,0)/{z.}. Suponhamos por
inducao que zy, € B(z,0)/{x.}. Como ji observamos F'(x)) é ndo-singular e assim
estd bem definido. Agora, desde que ||z — z.|| < o segue da tltima desigualdade do lema

que ||Tgr1 — x| < 0, isto é, xgy1 € B(xy,0)/{x.} 0 que conclui a prova. O

4.1.1 Prova do Teorema 4.1

Facamos agora a demonstracao do Teorema 4.1.
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Demonstragao. Primeiro, note que estamos sob as hipéteses 0 < p < v, zg € B(x,,0) e
v, = Orcond(PLF' (2)) <0 < 1, Vk=0,1,....

Usando o Lema 4.3 podemos concluir que {z;} ¢ bem definida e esta contida em B(z,, o).

Ainda pelo Lema 4.3 concluimos que a seqiiéncia {||zx — z.||} é decrescente, isto é,
|Tri1 — | < ||z — 2] VE=0,1,.... (4.8)

Agora, iremos provar a convergéncia de {z;}. Visto que, o Coroldrio 3.5 implica, em par-
ticular, que a aplicagdo (0, o) 3 ¢ — |ny, (t)|/t é ndo-decrescente, segue das desigualdades

(4.8) e da primeira desigualdade em (4.7) que

g, (o — . [])]
[0 — .||

|Zre1 — 2] < |(1 4 ) + 0| lzg —z.ll, VE=0,1,.... (4.9)

Ja que, pela Proposigao 3.6 temos que (1 + 0)|ny, (||zo — @.||)|/llzo — || + 0 < 1, a
desigualdade (4.9) junto com a Proposicao 2.2 implica que a seqiiéncia {zy} converge
para ..

Finalmente, usando a definigao (3.1) na inequagao (4.9), obtemos ap6s simples célculos que

Srllzo = 2.])

|z — 2| f1 (|0 — 2|

|ere1 — | < [(1+17)(| )—1) —i—@} |z — x| YE=0,1,...,

concluindo a prova. O

4.2 Convergeéencia para Condicao Radial Lipschitz

Em nosso estudo para o método de Newton inexato, assumimos a hipdtese (4.3) que relaxa
a hipdtese da derivada ser radial Lipschitz, que por sua vez, relaxa a hipotese tradicional,
a saber, da derivada ser Lipschitz. Nesta secao, aplicaremos os resultados para a condicao

radial Lipschitz.

Corolario 4.4. Sejam Q2 C R™ um conjunto aberto e F' : Q — R"™ continuamente di-
ferencidvel em Q. Tome z, € Q e seja k := sup{t > 0 : B(x,,t) C Q}. Suponha que
F'(z,) seja nao-singular, F(x,) =0 e existe K > 0 tal que

[F/ ()7 [F'(2) = F'(z + 7(2 — )] < (1= 7) K|z — 2.,
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para T € [0,1], x € B(x,, k), ||[x — .| < R.

Dado 0 < v < 1. Seja
o:=min{k, 2(1—-0)/(K(3—-10)}).

Dadas as seqiéncias {0} e { Py}, de nimeros reais e de matrizes invertiveis, respectiva-

mente, considere a sequéncia {xy}, definida por
Tpy1 = 2 — F' () " F (1) + F'(2) g, k=0,1,.... (4.10)
onde o vetor erro ry satisfaz a sequinte condicdo
[ Perill < Okl P F () ||

Seja vy, = Ogcond(PyF'(xy)). Se vy <0, para todo k =0,1,.... Entao, a seqiéncia (4.10)
gerada pelo método de Newton inexato com controle residual relativo escalado e com ponto
inicial xg € B(x,,0)/{x.} estd bem definida, estd contida em B(x., o), converge para x,

e vale -
K||lxg — x.||(1 + v)

2(1 = Kllzo — .])

|Zr1 — x| < |0+ |lzr — ]|, k=0,1,....

Demonstragio. E imediato que h : [0, k) — R, definida por h(t) = Kt2/2 — t, satisfaz as
condigoes hl e h2 no Teorema 4.1. Também, note que para t < 1/K
p'(t) = Kt —1<0.
Além disso, para t < 2(1 —v)/K(3 — 0) temos
(1+0)[h(t)/(th'(t)) — 1] +v < 1.
Portanto, as constantes p e v definidas no Teorema 4.1 sao
p=2(1-0)/(KB3—-1)) <v=1/K.

Assim, tomando f, = h, temos F, o, h e xy satisfazendo todas as hipoteses do Teorema
4.1. Portanto, todas afirmacoes deste teorema estao provadas como conseqiiéncia do
Teorema 4.1. [

No préximo capitulo, estaremos interessados em provar a convergéncia do método

quase-Newton inexato. Utilizaremos raciocinio andlogo ao deste capitulo.



Capitulo 5

Método Quase-Newton Inexato

Neste capitulo provaremos a convergéncia do método quase-Newton inexato para resolver
sistemas de equagoes nao-lineares. Comprovaremos que sob certas condi¢oes a seqiiéncia
gerada pelo método esta bem definida e converge linearmente para uma solucao do sis-
tema em consideracao. Encerraremos, aplicando os resultados obtidos em uma situagao

particular.

5.1 Convergéncia do Método Quase-Newton Inexato

Nesta secao provaremos a convergéncia para o método quase-Newton inexato.

Inicialmente, sejam 2 C R™ um conjunto aberto e uma fungao F': 2 — R" continua-

mente diferencidvel em (2. Considere o sistema de equacoes nao-lineares

F(z) = 0. (5.1)

O método quase-Newton inexato usado para resolver (5.1) é o caso onde admitimos

que By seja uma aproximagao de F'(xy) em (4.2).

Supondo que o sistema nao-linear (5.1) tem solu¢do, mostraremos que, tomando o
ponto inicial o numa vizinhanca apropriada da solucao, a seqiiéncia gerada pelo método
quase-Newton inexato estd bem definida e converge linearmente para uma solucao de

(5.1). Esté afirmagao é o teorema:
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Teorema 5.1. Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e F' : 2 — R" continuamente di-
ferencidvel em Q2. Tome x, € Q, R > 0 e seja k := sup{t € [0,R) : B(z,,t) C Q}.
Suponha que F'(x.) seja nao-singular, F(x,) = 0 e eziste uma fungdo continuamente
diferenciqvel f, : [0, R) — R tal que

[F' ()7 [F'(2) = Fl(aa + (@ =z )| < £ (e —al) = (e =), (52)

para T € [0,1], x € B(xs, k), ||z — .|| < R, onde

h1) f.(0) =0 e f1(0) = —1;

h2) f/ é conveza e crescente.

Dada as constantes nao-negativas v, wy e wo satisfazendo v < 1 e w10 +wy < 1, considere

as constante positivas v := sup{t € [0, k) : f/.(t) < 0},
pi=supf{t € (0,v) : wi(1+0)[f(t)/(f;(t)) = 1] + w10 +wp <1}, o :=min{k, p}.

Dadas as seqiiéncias {0y} e {P}, de nimeros reais e de matrizes invertiveis respectiva-

mente, considere B(xy) uma aprozimacao para F'(xy), onde B(xy) € invertivel e satisfaz
| B(zr) ' F(2p)]| < wi,  ||B(ar) 7 F (wg) — 1| < wo, VEkE=0,1,.... (5.3)
Considere a sequéncia
Tpp1 = 2 — B(xy) ' F(xy) + Blzy) 'y, Vk=0,1,..., (5.4)
onde o vetor erro ry satisfaz a sequinte condi¢do
[ Perill < Okl| PoF ()] (5.5)

Seja vy = Oxcond (P F'(xy)). Se vy < 0, para todo k = 0,1,.... Entao, a seqiéncia (5.4)
gerada pelo método quase-Newton inexato com controle residual relativo escalado e com
ponto inicial xg € B(z.,0)/{x.} estd bem definida, estd contida na B(x.,0), converge

para x, € vale

frlllzo — )

[0 = lLf7 ([0 — ]

|ere1 — 2| < [u}l(l + ) ( 7 1> + w1+ u&} |z — x|, (5.6)

para todo k =0,1,....
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Observacgao 5.2. Combinando a desigualdade (5.6), a defini¢cao de o e a Proposi¢ao 3.7,

obtemos que {x} converge linearmente para x..

Para provar o Teorema 5.1 precisaremos de alguns resultados. Para isso, assumimos

que as hipdteses do Teorema 5.1 sao validas.

Observamos que todas as afirmacoes que faremos nesta secao envolvendo a funcdo
magjorante radial f,, o médulo da iteragao de Newton associada a ela ny, e as suas relacoes

com operador nao-linear considerado foram provadas nas Secoes 3.1 e 3.2, respectivamente.

Primeiramente, como €2 é aberto é imediato concluir que x > 0. Agora, segue das
Proposigao 3.2 com f = f,. e Proposicao 3.7 que as constantes v e p sao positivas. Con-

sequentemente, o > 0.

Para facilitar a demonstracao do Teorema 5.1 apresentamos o seguinte resultado auxi-

liar.

Lema 5.3. Seja a seqiiéncia {x} como definida no Teorema 5.1. Se xy € B(xy,0)/{x.},

entao

[y (lle = .]])]
lzx = ]

[0 = 2] < Jen(1+9) twid+wa o — | < llog =2l (5.7)

Como consequéncia, a sequéncia {xy} estd bem definida e {xy} C B(xy,0).

Demonstragao. Como zy € B(xy,0)/{x.} segue do Lema 3.11 que F'(zy) é nao-singular.
Assim, xy1 estd bem definida. Ja que F'(z,) = 0, usando a defini¢do em (3.13), obtemos

apés simples calculos que
Tpa1 — Ty = T — Ty — B(ap) " HF(xy) — F(x,)) + B(xy) ',
= Blap) " (F(.) = [F(ze) + F'(ap) (@ — 2p)]) + (Blaw) ™ F(ax) — 1) (2. — o)
+ B(xk)flrk
= B(xy) 'Er(zg, 2,) + (Blay) ' F'(2) — (2, — 21) + B~ (2p) 7.
Reunindo a tltima igualdade com algumas propriedades da norma, obtemos apds simples
manipulacoes algébricas que
k1 = @ull < 1B (@) ™ F (@) |1 F' () 7 F (@) || F'(22) ™ Er(zp, 2. |
+ 1 B(ae) T F () = Il — @l + 1B i) ™ F (@) [H1F () = P || Perel|-
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Considerando a desigualdade acima junto com as hipéteses (5.3) e (5.5) é facil ver, que

k1 = 2l < wrl | ' (2) " F @) |1F(2.) 7 B (zx, 2.0 |
+wallzr — @l + w0l F' () 7 P[P F () -

Sendo vy = O||(PLF (x)) | P F'(z1)]| < © < 1, para k = 0,1, ..., segue da defini¢ao
em (3.15) que

W1Ok| " (1) " B 1P F ()| < w0l |(PeF () PR (i) 1S e ()] < wid|| Se () -
Assim, obtemos imediatamente das duas ultimas equagoes que
[wrsr = @l < Wi F' () 7 F () 11 (20) 7 Ep (g, @) || + wollon — ] + w1 0] Se ().

Combinando a ultima desigualdade com o Lemas 3.11, Lema 3.12 e Lema 3.13, obtemos

er, ||z — .]],0)

| (llx = ]
Por outro lado, usando as definigdes em (3.14), (3.1) e (3.15), segue de hl que

[ = 2] < wn +wslley = x| +widsp([|zr = @.])-

es. (lzx — ], 0)
[fr (e = )]

Portanto, usando a desigualdade acima e as duas tltimas igualdades concluimos que

= [np(llee =2 Dl spllen = 2ll) = [ng (lee = 2D+ lze = 2.

o = 2l < wr(X+0)|ng (llox = 2| + walleg — 2| + wro]Jag — 2.,

que é obviamente equivalente a primeira desigualdade do lema. Agora, pelas hipdteses do
Teorema 5.1 temos que 0 < p, v < 0 < 1 e w10+ wy < 1. Assim pela Proposigao 3.7
obtemos a seguinte desigualdade wi(1 + 0)|ny, (||zx — ||/ |2k — Tul] + w10 + w2 < 1.

Diante disso, segue da primeira desigualdade em (5.7) que
[Zr41 — @]l <l — 2]l

concluindo a primeira parte.

Para concluir a prova, note que por hipétese xy € B(z.,0)/{z.}. Suponhamos por
inducao que zy, € B(z4,0)/{x.}. Como ja observamos F'(x)) é ndo-singular e assim
estd bem definido. Agora, desde que ||z — z.|| < o segue da tltima desigualdade do lema

que ||Tg41 — x| < o, isto é, xpy1 € B(xy,0)/{x.} 0 que conclui a prova. O
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5.1.1 Prova do Teorema 5.1
Fagamos agora a demonstragao do Teorema 5.1.

Demonstracao. Primeiro, note que estamos sob as hipdteses que 0 < p < v, w; +wy <1,

xg € B(xy,0) e
v, = Opcond(PF'(x1)) <0 < 1 VE=0,1,....

Usando o Lema 5.3 podemos concluir que {z;} é bem definida e esta contida em B(z,, o).

Ainda pelo Lema 5.3 concluimos que a seqiiéncia {||zx — z.||} é decrescente, isto é,
|k — x| < ||z — 24|, VkE=0,1,.... (5.8)

Agora, iremos provar a convergéncia de {xy}. Visto que, o Corolario 3.5 implica, em
particular, que a aplicagdo (0, o) 3 t +— |ny,(t)|/t é ndo-decrescente, segue da desigualdade

(5.8) e da primeira desigualdade em (4.7) que

[, (o — . [])]
[0 — .||

|zhr1 — 2| < Jwi(1 4 0) F w0+ wa| [|lzp—2., YE=0,1,.... (5.9)

Ja que, pela Proposigao 3.7 temos que wq (1 +0)|ny, (||zo — x||)| /|20 — 24| + w10+ w2 < 1,
a desigualdade (5.9) junto com a Proposigao 2.2 implica que a seqiiéncia {x;} converge
para .

Finalmente, usando a definicao 3.1 na equagao 5.9, obtemos apos simples célculos que

fr(lzwo — .])

[0 = @[ £ (70 — 2.l

s =zl < [wlu ) ( - 1) +ww+w2] T

para todo k£ =0, 1,..., concluindo a prova. Il

5.2 Resultados para Condicao Radial Lipschitz

Em nosso estudo para o método quase-Newton inexato, assumimos a hipé6tese (5.2) que
relaxa a hipotese da derivada ser radial Lipschitz, que por sua vez, relaxa a hipdtese
tradicional, a saber, da derivada ser Lipschitz. Nesta secao, aplicaremos os resultados

para a condicao radial Lipschitz.
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Corolario 5.4. Sejam Q C R™ um conjunto aberto e F' : Q — R"™ continuamente di-
ferencidvel em Q. Tome z, € Q e seja k := sup{t > 0 : B(x,,t) C Q}. Suponha que
F'(z,) seja nao-singular, F(x,) =0 e existe K > 0 tal que

[F/(2.) 7 [F'(2) = F(z+ 7(z —2))]| < (1= 1)Kz — 2],

para T € [0,1], x € B(x,, k), ||x — .| < R.

Dadas as constantes nao-negativas v, wi e wy satisfazendo v < 1 e wiV4wq < 1, considere
o :=min{k, 2(1 — dw; —wsy)/ (K (24 w; — dw1 — 2ws))}.

Dadas as seqiiéncias {0y} e {Py}, de nimeros reais e de matrizes invertiveis respectiva-

mente, considere B(xy) uma aprozimacao para F'(xy), onde B(xy) é invertivel e
| B(zp) " F(zp)|| < wi, || B(ag) " EF (x) = I)| <ws, VEk=0,1,....
Considere a seqiiéncia
Trp1 = Tx — B(xp) " F(xy) + B(xy) 'y, Vk=0,1,..., (5.10)
onde o vetor erro ry satisfaz a sequinte condi¢ao
[ Perill < Okl PeF (1) ||

Seja vy, = Opcond(PyF'(x1)). Se vy <0, para todo k =0,1,.... Entao, a seqiéncia (5.10)
gerada pelo método quase-Newton inexato com controle residual relativo escalado e com
ponto inicial xy € B(x.,0)/{x.} estd bem definida, estd contida na B(x.,0c), converge

para x, € vale

, Kllzo —lln(1 +5)
< —z., Yk=0,1,....
S T T R

||xk+1—m*

Demonstracio. E imediato que h : [0, k) — R, definida por h(t) = Kt*/2 — t, satisfaz as
condigoes hl e h2 no Teorema 5.4. Também, note que para t < 1/K

h'(t) = Kt —1 <.
Além disso, para t < 2(1 — dw; — wy)/K (2 + w; — dw; — 2wsy) temos

wi(1 4+ 9)[h(E) /(R (1)) — 1] + +w1 + ws < 1.



38

Portanto, as constantes p e v definidos no Teorema 5.1 sao
p=2(1—-tw; —wy)/ (K24 w —w; —2wy)) <v=1/K,

Assim, tomando f,. = h, temos F, o, h e xy satisfazendo todas as hipoteses do Teorema
5.1. Portanto, todas afirmagoes deste teorema estao provadas como conseqiiéncia do
Teorema 5.1. N

No proximo capitulo, estaremos interessados em provar a convergéncia do método de
Newton modificado inexato. Para isso, trocaremos a fungao majorante radial pela funcao

majorante central e utilizaremos raciocinio analogo ao deste capitulo.



Capitulo 6

Método de Newton Modificado
Inexato

Neste capitulo provaremos a convergéncia do método de Newton modificado inexato para
resolver sistemas de equacOes nao-lineares. Comprovaremos que sob certas condicoes a
sequiencia gerada pelo método estd bem definida e converge linearmente para uma solugao
do sistema em consideragao. Encerraremos, aplicando os resultados obtidos em uma

situacao particular.

6.1 Convergéncia do método de Newton modificado
inexato

Nesta secao provaremos a convergéncia para o método de Newton modificado inexato.

Inicialmente, sejam 2 C R™ um conjunto aberto e uma funcao F': 2 — R" continua-

mente diferencidvel em (2. Considere o sistema de equacoes nao-lineares

F(z) = 0. (6.1)

O método de Newton modificado inexato usado para resolver (6.1) é o caso onde ad-

mitimos que By = F'(zo) em (4.2).

Supondo que o sistema nao-linear (6.1) tem solugdo, mostraremos que tomando o

ponto inicial o numa vizinhanca apropriada da solucao, a seqiiéncia gerada pelo método

39
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de Newton modificado inexato esta bem definida e converge linearmente para uma solugao

de (6.1). Estd afirmacao é o teorema:

Teorema 6.1. Sejam 2 C R™ um conjunto aberto e F' : 2 — R" continuamente di-
ferencidvel em Q. Tome x, € Q, R > 0 e seja k = sup{t € [0,R) : B(x,,t) C Q}.
Suponha que F'(x.) seja nao-singular, F(x,) = 0 e eziste uma fun¢do continuamente
diferenciavel f.: [0, R) — R tal que

[F' () F (2 + 72 = 2.)) = F'(@)]]| < fo(rlle = 2.])) = £2(0), (6.2)

[

para T € [0,1], x € B(xs, k), ||z — .|| < R, onde

h1) £.(0) =0 e f1(0) = —1;

h2) f! é convexa e crescente.

Dado 0 < 0 < 1, considere as constantes positivas v := sup{t € [0, k) : fi(t) < 0},

pi=suplt € (0,0) 1 —(1+0)(fu(t) +28)/ (tf1(1)) — 1 <1}, o :=min {x, p}.

Dadas as seqiiéncias {0y} e {P}, de nimeros reais e de matrizes invertiveis respectiva-

mente, considere a seqiiéncia
Tpy1 = 2 — F'(20) " Fxg) + F'(20) 114, k=0,1,..., (6.3)
onde o vetor erro ry satisfaz a sequinte condicdao
| Piri|| < k|| P F (z1)]|, E=0,1,.... (6.4)

Seja vy, = Opcond(PpF'(z0)). Se vy < 0, para todo k = 0,1,.... Entdo, a seqiéncia (6.3)
gerada pelo método de Newton modificado inexato com controle residual relativo escalado
e com ponto inicial g € B(x.,0)/{x.} estd bem definida, estd contida em B(z., o),

CONverge para Ty € vale

Hmﬂ—xms[—u+m(ﬂwm‘%m+m““”“5—4Mm—wm, (6.5)

[0 = @[ fi([z0 — 2.])

para todo k =0,1,....
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Observacgao 6.2. Combinando a desigualdade (6.5), a defini¢cao de o e a Proposi¢ao 3.8,

obtemos que {x} converge linearmente para x..

Para provar o Teorema 6.1 precisaremos de alguns resultados. Para isso, assumimos

que as hipdteses do Teorema 6.1 sao validas.

Observamos que todas as afirmacoes que faremos nesta secao envolvendo a func¢ao
magjorante central f., o médulo da iteragao de Newton associada a ela ny, e as suas relagoes

com operador nao-linear considerado foram provadas nas Secoes 3.1 e 3.3, respectivamente.

Primeiramente, como 2 é aberto é imediato concluir que x > 0. Agora, segue das
Proposicao 3.2 com f = f. e Proposicao 3.8 que as constantes v e p sao positivas. Con-

sequientemente, o > 0.
Para facilitar a demonstracao do Teorema 6.1 apresentamos o seguinte resultado auxi-

liar.

Lema 6.3. Seja a seqiiéncia {xy} como definida no Teorema 6.1. Se xy, € B(xy,0)/{x.},

entao

c T 2 4
fellzi = .]) + 2] xll)_l] s — ..

[z = | fa(llwo — .]])]

o -2l < [(1+9) (

Demonstragao. Como xy € B(x.,7)/{z.} segue do Lema 3.16 que F'(x)) é nao-singular.
Assim, xpy1 estd bem definida. Usando F(z,) = 0 e o Teorema Fundamental do calculo

obtemos, apds algumas manipulacoes algébrica que
Tpa1 — To = T — Ty — F'(20) 7 (F(p) — F(2,)) + F'(20) 1y
1
=TI — Ty — F’(mo)l/ F(z, + 7(2p — 2,)) (28 — 2)dT + F'(30) "1y,
0
1
= —F'(x)7" / (F' (24 + 7(z1 — 7)) — F'(20)) (21 — 22)dT + F'(20) "' Py ' Pyt
0

Reunindo a tltima igualdade com algumas propriedades da norma, obtemos apds simples

calculos que

ey — 2l < 1F (o)™ F' ()| /0 1F" () = (F (s + (20 — @) — F' (o))l d7 [ — .|

+ {1 F" (w0) B 1P|
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Agora, considerando a desigualdade acima junto com (6.4) é facil ver que
1
k1 = wol| < [1F"(20) ™" F () | / 1/ ()7 (F (s + 7 (2p — 20)) = F' (o)) ]|, — @]
0
+ Ol F" (o) = B 1 P F ()]

Por outro lado, como vy = O||(PLF(z0)) || PeF" (z0)|| < & < 1, para k = 0,1,...,

obtemos apods simples manipulagoes algébricas que

Okl F" (20) = By 1P F () | < Okl (PE (o)) U P (o) NI F (o)~ F ()|
< 0| F (o) " F ()|

Assim, obtemos imediatamente das duas ultimas equagoes que
1
s = @ell < NEF" (o) ™" F ()| / 1F () (" (2 + T(2n — ) = F'(@0))l|dr]|zn — 2.
0
+ 0| F" (o) T F ().

Combinando a ultima desigualdade, com o Lemas 3.16, Lema 3.17 e Lema 3.18, obtemos

fellzk = 2]) + 2l|lzx — 2l + felllzmo — 2. )% — 2.

[z — 2l <

1[0 — 2.]))|
Folllon — ) + 2lar — 2.
T Rl ==

Como f'(||zg — z«]|) <0 em (0,0), a desigualdade acima corresponde a

. e — zwl]) + 2|z — 24
Hmﬂ—st<rmo(f“k D 2z ”)—Hm—ww,

| fe(llzo — 2]

que é equivalente a desigualdade desejada. ]

6.1.1 Prova do Teorema 6.1

Facamos agora a demonstragao do Teorema 6.1.

Demonstrag¢ao. Note que estamos sob as hipdteses que 0 < p < v, xg € B(z,0) e

v, = Opcond(PF'(z0)) < 0 < 1, Vk=0,1,....
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Primeiro, mostraremos por inducao que a seqiiencia {||zy — x.||} é decrescente, isto é,
|Trs1 — 2| < ||z — 24|, k=0,1,.... (6.6)

Como x( esté contida na B(z,, o), obtemos do Lema 6.3 que

o=l < ) (B Sl 2 20 =) gy -,

2o = @[l fe(llzo — 2]])]

Por outro lado, como xy estd contida na B(z,,0) segue da Proposigao 3.8 a seguinte

desigualdade

[(1+ 0)(fellwo — @) + 2llwo — .||/ (lzo — 2 [l| fo(llwo — 2D 1] < 1. (6.7)
Dai, combinando as duas tltimas desigualdades concluimos que ||z1 — z.|| < ||zo — x4]|.
Agora, suponha que (6.6) seja vélido para k, isto é, que ||z — x.|| < ||[z0 — .|| < 0.
Visto que, a Proposi¢ao 3.3 implica, em particular, que a aplicacao (0, o) 3t — f(t)+2t/t
¢ nao-decrescente, segue do Lema 6.3 e da hipdtese de indugao que

o~ < (14 o) (= m D A =El) o o

lzo = @[ fellzo = 2]

Assim, da equagao anterior e (6.7) concluimos que (6.6) é valida, isto é, {||z; — z.||} ¢

decrescente.

Agora, como {||zx — x.||} é decrescente obtemos do Lema 3.16 que {zy} estd bem

definida e do Lema 6.3 que {z} estd contida na B(xz,,0).
Por outro lado, obtemos das desigualdades (6.7) e (6.8) junto com a Proposigao 2.2
que a seqiiéncia {zy} converge para ..

Finalmente, usando que f’ < 0 em (0, 0) a desigualdade (6.8) é equivalente a desigual-

dade do teorema. O

6.2 Resultados para Condicao Central Lipschitz

Em nosso estudo para o método de Newton modificado inexato, assumimos a hipdtese
(6.2) que relaxa a hipdtese da derivada ser radial Lipschitz, que por sua vez, relaxa a
hipdtese tradicional, a saber, da derivada ser Lipschitz. Nesta secao, aplicaremos os

resultados para a condicao radial Lipschitz.
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Corolario 6.4. Sejam Q C R™ um conjunto aberto e F' : Q — R"™ continuamente di-
ferencidvel em Q. Tome z, € Q e seja k := sup{t > 0 : B(x,,t) C Q}. Suponha que
F'(z,) seja nao-singular, F(x,) =0 e existe K > 0 tal que

|F/ () [F (@ + 7o —2.) — F'@))|| < 7K]|e — ]

para T € [0,1], x € B(x,, k), ||x — .| < R.
Dado 0 < v < 1, considere

o :=min{k, 2(1—-2)/(K(b+10))}.

Dadas as seqiiéncias {0y} e {Py}, de nimeros reais e de matrizes invertiveis respectiva-

mente, considere a seqiéncia
Tpp1 = T — F'(20) ' F(x1) + F'(20) 'rr, k=0,1,..., (6.9)
onde o vetor erro ry satisfaz a sequinte condicdo
[ Perill < Okl PuF (1) ||

Seja vy = Ocond(PLF'(x0)). Se vy < 0, para todo k =0,1,.... Entdo, a seqiiéncia (6.9)
gerada pelo método de Newton modificado inexato com controle residual relativo escalado
e com ponto inicial g € B(xy,0)/{x.} estd bem definida, estd contida em B(z.,o),
converge para T, e vale

(1+0)(2 + Kllzo — 2.])
2(1 = Kl[zo — a.])

|zpar — x| < =1 flzr =z, YEk=0,1,....

Demonstragio. E imediato que h : [0, k) — R, definida por h(t) = Kt2/2 — t, satisfaz as
condigoes hl e h2 no Teorema 6.1. Também, note que para t < 1/K
h'(t) = Kt —1 <.
Além disso, para t < 2(1 —0)/K(5 + 0) temos
(1+0)[—h(t)/(th'(t)) — 2/ (t)] — 1 < 1.
Portanto, as constantes p e v definidas no Teorema 6.1 sao

p=201—9)/K(B+9) <v=1/K.
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Assim, tomando f. = h, temos F, o, h e x( satisfazendo todas as hipoteses do Teorema
6.1. Portanto, todas afirmacoes deste teorema estao provadas como conseqiiéncia do
Teorema 6.1. 0

Desta forma, com este capitulo encerramos nossa analise da convergéncia linear do
método de Newton inexato e suas variacgoes, sob o ponto de vista do principio majorante

de Kantorovich.



Consideracoes Finais

Neste trabalho, estudamos e demonstramos resultados acerca de convergéncia local do

método de Newton inexato e suas variagoes.

A convergéncia do método de Newton inexato e suas variagoes foram estudadas nas
referéncias [3], [8] e [10]. A demonstracao feita em [3] é trabalhosa e seus resultados sao
de dificeis aplicagoes. Enquanto que em [8] e [10] as provas sao um pouco mais simples,
porém, as condigoes para que ocorra a convergéncia nao estao claras. Especificamente,
nesta ultima, as hipdteses de convergéencia diferem das adotadas nesta dissertacao com

respeito a:
e 1o, lugar da seguinte condicao que utilizamos nos Teoremas 4.1 e 5.1
[F' () [F'(2) = F'(a + 7(@ = 2))][| < £l (lo = 2ull) = f (7lle = 2.]),
onde f, é a funcao majorante radial, é utilizada a condigao radial Lipschitz relaxada
lz—z.||
| F'(z) " [F(2) = F'(z 4 7(2 — 3,))]|| < / L(u)du, o<7T<1, (6.10)
onde L é uma funcao escalar nao-decrescente.
e no, lugar da seguinte condi¢ao que utilizamos no Teorema 6.1
[F' ()7 [F (2 + 72 — 22)) = F'(@)]|| < fo(rlle —a.) = £2(0),
onde f. é a funcao majorante central, é utilizada a condicao central Lipschitz relaxada
7lle—z.|

| F'(z)  [F' (@) = F'(zs + 7(z — 2,))]|| < /0 L(u)du, o<7t<1, (6.11)
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onde L é uma funcao escalar nao-decrescente.

Entretanto, note que as condig¢oes (6.10) e (6.11) podem ser vistas como um caso
particular da funcao majorante radial e central, respectivamente. Para verificarmos esta

afirmacao, basta escolhermos as funcoes majorantes radial e central da seguinte forma:

£ = £ = [ L)t = u)au—t.

Temos que as fungoes f,(t) e f.(t) definidas acima satisfazem as hip6teses hl e h2. Além

disso, também temos que

Assim, obtemos apds alguns calculos que

[l —2. | Tl|e—z.]|
F(le—al) - fl(rlle—a) = / L(w)du, (rllz—z.])— £1(0) = / L(u)du,

Tllz—z

o0 que prova nossa afirmacao. De fato, podemos mostrar que as condig¢oes da funcao
majorante radial e central, sdo equivalentes as condigoes (6.10) e (6.11) respectivamente.
Mas, como adotadas aqui sao mais naturais e deixam claro as suas relagoes com o operador

nao-linear, refletindo de maneira simétrica em todos os resultados.

Nossa contribuicao foi reformular os teoremas de convergéncia para o método de New-
ton e suas variagoes usando o principio majorante de Kantorovich. Esta nova abordagem
deixou claro a relagao entre a funcao majorante com o operador nao-linear em conside-
racao, o que nao estava explicito nas outras demonstracoes. Com isso, os resultados

apresentados aqui tornaram a prova mais simples e mais didatica.

Uma outra contribuicao foi fazer um estudo completo da funcao majorante, onde
quase todos os resultados necesséarios para a convergéencia dos métodos de Newton e suas

variacoes foram demonstrados, deixando o texto “auto-contido”.

Os Teoremas 4.1, 5.1 e 6.1 com seus respectivos Corolarios 4.4, 5.4 e 6.4 dao uma
estimativa para o raio de convergéncia dos métodos de Newton inexatos e suas variagoes.
Até aqui sabemos que, tomando o ponto inicial zy em B(z,,0) a seqliiéncia gerada por
estes métodos converge linearmente para uma solucao do sistema nao-linear. Note que,

em cada caso, o depende de v, ¥ e 0. Agora, para v, ¥ e v fixos podemos fazer a seguinte
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pergunta: Qual serd o maior raio de convergéncia? No proximo exemplo, mostraremos
que se considerarmos o caso em que anulamos a seqiiéncia “forcing,” o raio de convergeéncia

dado pelo Corolario 4.4 é o maior possivel.

Exemplo 6.5. Considere a fungao

—z+ 122 0<x<2;
F(x)—{ r+grs, 0<z <2

| -2t —2<2<0.

Entao,
o 143z, 0<z<2;
F(x)_{—l—gx’ —2<x<0.

Obviamente, x, = 0 é um zero de F' e F'(x) satisfaz
2
|/ () () = (ot vz =)l = 50—l — ],

Dai, usando os métodos inexatos de Newton e suas variagoes, obtemos através dos Coroldrios
4.4, 5.4 e 6.4 para cada v, v e U, respectivamente, uma estimativa para o raio de con-

vergencia.

Além disso, se para a funcao acima escolhermos v = 0, o raio 0 = 1 dado pelo
Corolario 4.4 € o maior possivel, pois tomando xg = 1, a seqiiéncia gerada pelo método

de Newton inezato diverge. De fato, se xg =1 e v = 0, nds temos

1 1
1 =x0— F'(29) ' F(20) = v9g — ———— | —x0 + =22 | = 29 — 220 = —1,
1 = 0 — F(a0) " Flag) = 20 _H%%( ot 373 ) = m — 2u
1N —1 1 1,
To=x1— Fl() F(o1) =201 — ——— | —21 — z27 | =21 — 227 = L.
—1—51'1 3
Repetindo o processo, obtemos, x, = (—1)", n=1,2,..., que por sua vez € uma seqiéncia

divergente.

Portanto, se o for tomado na fronteira da B(z,, o) a seqiiéncia gerada pelo método de
Newton inexato diverge. Conseqlientemente, neste caso ¢ é o maior raio de convergencia

possivel.
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