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Resumo

Lee, Fang Chou. Par de Curvas no Plano: Geometria da Bicicleta.. Goiania,
2011. 85p. Dissertacdao de Mestrado. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goiés.

O principal objetivo deste trabalho é estudar as curvas geradas pelas rodas traseira e
dianteira de uma bicicleta do ponto de vista da Geometria diferencial.

Palavras—chave
Par de curvas no plano; Curvatura; Singularidades; Bicicleta



Abstract

Lee, Fang Chou. Pair of curves in the plane: Geometry of the bicycle..
Goiania, 2011. 85p. MSc. Dissertation. Instituto de Matematica e Estatistica,
Universidade Federal de Goiés.

The main objective is to study the curves generated by the front and rear wheels of a
bicycle from the standpoint of differential geometry.

Keywords
Pair of curves in the plan; curvature; singularities; bicycle
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Introducéo

No primeiro capitulo estudamos a relacdo entre a curva da roda dianteira,
denotada por I, e a a curva da roda traseira, denotada por vy, de uma bicicleta, considerando
também o angulo o entre (T',y). Definimos a singularidade de Whitney e demonstramos
que mesmo que a curvay possua tal singularidade a curva I" é suave. Consideremos a curva
I" fechada, convexa e suave, satisfazendo as seguintes propriedades: num par de pontos
(x,y), pode percorrer I tal que a distancia entre x e y ao longo da curva no plano ndo mude.
Tais curvas sé@o denominadas de curvas de uma bicicleta. A motivagao para este estudo
vem do problema de como determinar a diregdo do movimento de uma bicicleta por faixas
de pneus de suas rodas. As curvas ambiguas de uma bicicleta surgem na situacdo em que
ndo se pode determinar o caminho, i.e., a dire¢cdo em que a bicicleta percorreu.

Nos discutimos a existéncia e a ndo-existéncia de curvas de uma bicicleta, além
dos circulos concéntricos. Em particular, obtemos as restricGes sobre as curvas fechadas
de bicicleta tais como a relagcdo entre 0 comprimento do arco xy e o comprimento do
perimetro de T, 0o nimero e a localizagdo de seus vértices, etc. Construimos as curvas
fechadas de bicicleta com a razao rotacional igual a % Estudamos também a deformacéo
infinitesimal nos seguintes casos: nos circulos, nos poligonos regulares e nas curvas
fechadas de bicicleta com razéo rotacionl % No final do capitulo desenvolvemos um
método para construir curvas com cuspide de Whitney. Veja na referéncia ([TA]).

No capitulo 2 estudamos (n,k) — gonais equilateros e convexos, cujas
k — diagonais tem 0s mesmos comprimentos, analogos as curvas de bicicleta. Para
alguns valores de n e k, provamos que com a rigidez (n,k) — gonal terémos um poligono
regular, e para alguns valores construimos poligonos flexiveis de bicicleta. \eja na refer-
éncia ([TA]).

No capitulo 3 classificamos as curvas fechadas da roda dianteira de bicicleta, tais
como hiperbdlica, parabdlica e eliptica. Além disso, definimos o comprimento algebrico
da curva da roda traseira. Desenvolvemos um método de sé tracar uma faixa do rastro dos
pneus da bicicleta e discutimos a quantidade de pontos criticos e de pontos de intersecdo
com o eixo x das curvas (I",y) em cada intervalo determinado. Veja na referéncia ([LT]).
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No capitulo 4 estendemos a nogéo da bicicleta & esfera S2. Redefinimos a relagéo
entre a roda traseira e a roda dianteira e estabelecemos o analogo do primeiro Lema no
capitulo 1.



CAPiITULO 1

Par de curvas no plano

1.1 Par de curvas relacionadas

Seja uma bicicleta andando num plano. Eventualmente aparecem duas curvas
no chdo, sendo uma delas o caminho da roda dianteira e a outra o caminho da traseira.
Considera-se 0 ponto A da roda traseira e B da dianteira como na figura (1.1), onde
aparentemente a roda traseira sempre descreve um movimento com vetor tangente di-
recionado para a curva dianteira tracada.

Iremos considerar movimentos de avanco e recuo (ré) do par de curvas.

Agora consideremos y(t) e I'(t) as trajetdrias das rodas traseira e dianteira da
bicicleta e T (t) denota o vetor tangente unitario a curva y a qual supomos regular. Entdo
0 modelo matematico para este movimento € descrito pela equacéo abaixo.

[(t) =7y(t)+LT (1), (1-1)

onde L € R ¢ a distancia entre a roda dianteira e a traseira.

Se vy ndo é parametrizada pelo comprimento de arco, entdo naturalmente para
manter a mesma distancia L entre ye I podemos definir a curva da roda dianteira como

Y(t)
F<t>_y<t)+|—|\((t)\' (1-2)

Seja .0 angulo entre (Y, T”). Se o percurso do primeiro vetor até o segundo vetor
for no sentido anti-horario entdo o é positivo pela convencdo, caso contrario, negativo.
Intuitivamente,

0>0k>0,0<0<k<0ea=0<k=0, (1-3)

onde k é a curvatura de .

Um par de curvas y(t) e I'(t) é chamado de ambiguo se pode servir como
trajetdrias das rodas traseira e dianteira quando percorrido em duas direcdes opostas.
Assim néo se pode determinar a partir deste par de curvas o caminho (orientado) que



1.1 Par de curvas relacionadas 14

Figura 1.2: Um par de curvas ambiguas

a bicicleta percorreu. Um exemplo natural de curvas ambiguas € um par de circulos
concéntricos cujos raios r e R satisfazem R2 —r?> = L2 . Se (y, ") é um par ambiguo
e um segmento de comprimento 2L é tangente a y em seu ponto médio, entdo ambos 0s
pontos finais do segmento estdo em I', veja a Figura (1.2).

Existem dois conceitos classicos da geometria diferencial que valem a pena a
serem citados agora:

A) Sejay: [0,1] — R uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, plana e
fechada por y(s) = (x(s),y(s)), com o vetor tangente t(s) = (x'(s),y'(s)) unitario. Convém
introduzir a indicatriz tangente t : [0,1] — R dada por t(s) = (X'(s),y’(s)), onde esta é
uma curva cujo traco esta contido em circulo de raio 1. Observe que o vetor velocidade
da indicatriz % =t'(s) = (X"(s),y"(s)) = Y'(s) = kn, onde n é o vetor normal e k é a
curvatura de . Seja 6(s), 0 < 6(s) < 2w, o angulo que t(s) faz com o eixo x, isto é,
X'(s) = cos8(s), Y'(s) = send(s), assim 8(s) = arctgijgg. O angulo 6 esta bem definido
localmente e % = %(cose,sene) = 0'(—senB,cosb) = O'n, isto significa que 6 =k e
sugere a definicdo de uma fungdo global 6 : [0,1] — R dada por 6(s) = [;k(s)ds e
o' =k=xy'—x"y = (arctgi—:)’. Esta funcéo global coincide, a menos de constantes, com
a funcéo local 6 definida previamente. Intuitivamente, 6(s) mede a rotacéo total do vetor
tangente, isto é, o angulo total descrito pelo vetor t(s) da indicatriz tangente a medida que
percorremos a curva y de 0 as. Como v é fechada, este angulo &€ um multiplo inteiro | de

2T, OU seja, f(; k(s)ds =6(l) —6(0) = 2=l, onde este numero inteiro | é chamado indice
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de rotacdo da curvay.

B) Teorema fundamental das curvas planas:
1) Dada uma funcéo diferenciavel k(s), s € I C R, existe uma curva regular o(s),
parametrizada pelo comprimento de arco s, cuja curvatura é k(s).
2) A curva o(s) acima é Unica quando fixamos a.(sp) e o/ (Sp) = Vo, onde vp é um vetor
unitario de R?.
3) Se duas curvas o(s) e B(s) ttm a mesma curvatura, entdo diferem por sua posi¢do no
plano por uma isometria, isto é, existe uma rotacdo L e uma translacdo T em R?, tal que

o(s) = (Lo T)(B(s))-

1.2 Relacdo entre as curvaturas das Rodas Dianteira e
Traseira

Considere duas curvas suaves ye I de classe CK e Ck~1, k > 3, relacionadas como
em (1-1) e sejam t e x 0s parametros de comprimento de arco de ye I, respectivamente.
A correspondéncia entre as duas curvas é dada por

T(x(t)) = v(t) + Lr(b). (1-4)

Sejam k e K as curvaturas de ye T, e seja também o.(t) o &ngulo entre os vetores
tangentes das curvas y e I" nos pontos t e x(t).

Lema 1.1 Existem as relacdes

—T dx 1 tgo
= t i - 2=
2 <0L()<2’dt cosou(t) ’ L’
° d
senoe  do
K=——+—. 1-5
L + dx (1-9)

Prova: Como t é o pardmetro pelo comprimento de arco de v, entdo |y| € |K| e it €
ortogonal a ;. Derivando (1-4) encontramos

It =m%+Lw. (1-6)
Esta Gltima equacéo implica |Tt| = ||+ L|vit| > |vt]. Isto quer dizer que a velocidade da

roda dianteira é maior ou igual a da traseira. Também (v, T%) = (v, %) + L(ve, 1) = 1.
Portanto (I't, 1) =1 e (T, %) = |Tt||w|cosa(t). Logo cosc(t) > 0O, para todo t.
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Consequentemente =F < ol(t) < 7 e 1 = |T|cosat).

Assim )
cosa Tt = v1+L2k2, (1-7)
pois,
Ty = (% + Ly, y + Lytt) /2

= [(nt) + L2 (yentt) ]/

= 1+L%2

Pela equaco (1-7) —— = 14 L2k?. Logo sec?o.— 1 = L2k? = tg?o.. Por tudo L|k| = [tga|

cos2o

e segue da equacdo (1-3) que Lk =tgo.

Como Iy = I %, temos

dx
T = ==
050, | x||dt|,

&
o dt”

O mddulo da equacéo significa que se existe uma reparametrizagdo x(t), tal que, dx/dt =
1/cosa, entdo existe uma outra reparametrizacéo x(t) = x(—t), tal que, dx/dt = —1/cosa.
Analogamente, se existir uma reparametrizagdo x(t), tal que, dx/dt = —1/cosa., entéo
existe uma outra reparametrizacéo x(t) = x(—t) tal que dx/dt = 1/coso. Sendo assim
sempre podemos escolher uma reparametrizacdo x(t), tal que, dx/dt = 1/cosc.

Além disso a curvatura é dada por

B I x Ty B —x”y’ +x’y”

K= = . 1-8
Ty |3 (X2 _|_y/2>% (1-8)

Como t é o pardmetro pelo comprimento de arco em v, temos, Yt = (ki /K) it —
k2.
De fato, pela formula de Frenet, T’ = kn, logo, TT' = Y—If =ne T’ =1 = kn entdo temos

e = k'n-+kn’
Kyt

= T +k(—kT —Tb)

= (ke/K)mt — k.
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Derivando (1-6), encontramos,

It = Y% +L(%),
= oo+ L[(Ke/K) 7 — K],
= e+ L(ke/K)yee — LKyt

Substituindo em (1-8) e usando y; x 1t = k, obtemos,

K — It x Tt o k+th+L2k3
T (1+L2k2)5

(1-9)

e ainda,

Tex Ty k+ Lk +L2k3
G arizke)d
k(1+L2k?) Lkt
(1+L2K2)2 i (1+1L2K2)

2 .
L(1+L2k2)3

= K(1+L%2)"2 + cosPa- sec2ou(t) oy (1),

1 N s +cos (t)
= ———Coso o o
L cosa te

sena. dt

[ a_
L + tdx’
_ senoc+a
= .

3
2

Lema 1.2 Se yé de classe CK, k > 1, entdo I, é de classe Ck—1 para todo L > 0.

Prova: Seja y uma fungdo parametrizada pelo comprimento de arco em s. Pela defini¢éo
temos que I'(s) = y(s) + LY (s) e 7 é de classe CK, implicando que Y e " é de Ck—1.,
Observacéao 1: Se y € uma curva periédica com periodo P, entdo I" também € uma curva
fechada. De fato, I'(x+ P) = y(x+P) + v (x+P) = y(x) + Y (x) = I'(x). Sejam ye I" as
curvas fechadas das rodas traseira e dianteira de bicicleta, isto &, curvas suaves e fechadas
relacionadas por (1-4). O Lema 1.1 implica que a trajetéria da roda traseira € sempre mais
curta que a da roda dianteira. De fato, |Tt| > [vt| = [ [Tt| > [ |nl-

Observagéo 2: O Lema 1.1 revela informac@es importantes. Se temos ci(t) encontramos
k(t) e pelo Teorema fundametal das curvas planas encontramos y(t), e ainda pela equagao
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(1-1), determinamos I'(t). Se temos k(t) entdo o.(t) = arctg(Lk), e repetindo o mesmo
processo, encontramos I'(t). Se temos o.(x), encontramos I'(x) e, dai,, surge a pergunta,
sera que conseguimos encontrar y(x)?

Se temos K(x), pelo teorema de Existéncia e Unicidade da solucde para EDO’s, encon-
tramos o(x), assim voltamos a mesma questdo anterior, e precisamos dos dois lemas a
seguir para respondé-la.

Lema 1.3 Considere as fungdes k(x) e f(x) > 0, onde k continua e f de classe C'. Ent&o
existe uma curva vy de classe C? no plano, tal que, k é a curvatura de ye |Y| = f(x).

Prova: Seja Y = f(x)(cosO(x),sen0(x)) e dai |Y| = f(x), entdo

Y' = f'(cosO(x),send(x)) + f(x)0'(x)(—send(x),cosO(x)).

Como k(x) = V‘ = X\/yxz—iyyz — 1 entdo 0/(x) = k(x) f (x).

Por integracéo direta de y encontramos y(x) = (X (x),Y (x)),onde

X(x) = [ f(x)[cos(8p + [ k(t) f(t)dt)]dxe

Y (x) = [§ f(x)[sen(8g + J3 k(t) f(t)dt)]dx.

Como k é continua e f de classe C1, entdio ' é continua e segue que 6 € C1 e yé C2.

Lema 1.4 SejaT'(x) =y(x)+ Lﬁ, onde x é o par@metro do comprimento de arco T, e
1

seja também, k(x) a curvatura de y. Entdo |y (x)| = TR

Prova: Observamos que

(Y )/ 1Y ()1 = k)Y () In(x). (1-10)

De fato, seja A(x) =Y (x)/|Y ()|, entdo A’(x) = (Y (x)/]Y(x)]))’. Seja s o parametro do
comprimento de v, assim As = Y/(s), pois, |Y(s)| =1 e dx/ds=1/(ds/dx) = 1/|Y(X)],
consequentemente, As = Axdx/ds. Portanto Y’(s) = Ax/|Y(x)| e ainda, k(x)n(x)|Y(x)| =
Ay.
Além disso, I"(x) = ¥ + L(Y(x)/[Y(x)])’ implica 1 = [y + L*k*(x)[Y|* e Y (x)| =
1/4/1+4L2Kk3(x).

Ou seja, se temos o.(x), tem-se k(x), pelo Lema 1.4 e 1.3 conseguimos recuperar
acurvay.

Ao considerar y de classe CK, parametrizada pelo comprimento de arco , onde
k > 3, temos que ndo aparecem singularidades na curva v, ou seja, Y # 0. Agora con-
sideremos a classe mais abrangente de curvas y que admitem singularidades, mais
especificamente pontos de cuspides. Veja na Figura 1.12.

Antes disso, definimos a cuspide.
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Definicdo 1.5 Seja y(t) uma curva reparametrizada de classe CX, onde k > 3. O ponto
v(t) é chamado um ponto de clspide de Whitney se ¥ (t) = v(t) =0, Y'(t) = a(t) # 0,
a/(t) # 0, e além disso (a(t),a’(t)) sdo linearmente independentes.

Vamos estudar as curvas que possuem uma funcgéo suporte P real no plano. Para
mais informacdes, veja na referéncia ([Hi]) { pg.188 — 191}.

Dada uma reta no plano, sempre podemos escrever cos(t) x+sen(t) y = p(t) tal
que (cos(t),sen(t)) é o vetor normal da reta, t 0 &ngulo do vetor normal com o eixo x. A
distancia da origem a reta serd p(t). Derivando a equacdo temos, —sen(t) X+ cos(t) y =
p’(t), e resolvemos x e y, assim

X(t) = —sen(t)p'(t)+cos(t)p(t),
y{t) = cos(t)p(t) +sen(t)p(t).

Definicdo 1.6 Uma curva y(t) = (x(t),y(t)) no R? é uma curva com fungéo suporte p se
existe uma funcéo p: R — R, tal que,

x(t) = —sen(t)p’(t)+cos(t)p(t), (1-11)
y(t) = cos(t)p'(t)+sen(t)p(t). (1-12)

X'(t) = —sen(t)(p"(t)+p(t))

y(t) = cos(t)(p"(t) +p(t))

x"(t) = —cos(t)(p+p”)—sen(t)(p'+p”)

y'(t) = —sen(t)(p+p”)+cos(t)(p'+p")

X"(t) = sen(t)(p+p") —2cos(t)(p'+ p"”) —sen(t)(p" +p")
y"(t) = —cos(t)(p+p”) —2sen(t)(p’+p") +cos(t)(p”+ p")
k) — X"y +Xy"  (p+p")? 1

x21+y?):  [p+pF [p+p]

Como k é sempre positivo, entdo, y percorre no sentido anti-horéario em R?. Consideremos
uma curva pela parametrizacao,

x(t) = —sen(—t)p’(t)+cos(—t)p(t), (1-13)
y(t) = cos(—t)p'(t) +sen(—t)p(t). (1-14)

—L _ Consequentemente, v percorre no sentido horario.

Entdo k(t) = U
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Considere y uma curva como acima e substitua na equacao (1-2). Entéo,

Para simplificar definimos

E ainda,

K(t)

= (X(t),Y(1))
B !/ y/
= MO YO )
= () L= gy SO+
p+p" 7 [P+ p”|
= (X(t)+Lsen(t),y(t) — Lcos(t))
= (x(t) —Lsen(t),y(t) 4+ Lcos(t)).
' = (x(t)—Lsen(t),y(t)+Lcos(t)), (1-15)
I = (x(t)+Lsen(t),y(t) —Lcos(t)).
X (t) — L cos(t),
y'(t) — Lsen(t),
X" (t) +Lsen(t),
”(t) Lcos(t),
(t) 4 L%cos?(t) +y% — 2Ly’sen(t) + L2sen?(t)
2L[-

—sen(t)cos(t)(p+ p”) +sen(t)cos(t)(p+ p”)] +L?

Tix Ty XY XY
|Ft|3 o (X2 +Y’2)%

(—x"—Lsen(t))(y' — Lsen(t)) + (x'— Lcos(t)) (y" — Lcos(t))
[(p+p")? + L7

X"y + Lx"sen(t) + L2sen?(t) + x'y" — Ly"cos(t) + L2cos2(t)
[(p+p")?+L2%2

—X"y' +x'y" 412 + L(X"sen(t) —y"cos(t))

(p+p")2+ L2372
(p+p"2+L2-L(p' +p")*?
(p+p")?+L2 '

Como I'(t) =vy(t)+ le_l e pelaequagao (1-10) temos, I (t) =/ (t) + Lk(t)n(t)|Y/|



1.2 Relacéo entre as curvaturas das Rodas Dianteira e Traseira 21

eainda, |T"| = |Y|+LIK||Y| > |Y], ou seja, a velocidade da roda dianteira é maior ou igual
que a velocidade da roda traseira.

Definimos, como no Lema 1.1, a(t) o angulo entre TV e ¥, e como
(C'(1), Y (1)) = [T (1)|I¥ (t)|cosox(t), entdo (p+p”)? = \/(p+p")2+L2|p+ p”|cosou(t),

logo %;LLZ — cosau(t), que implica, (p+ p”)? = (p+ p”)?cos?(t) + L%cos?(t) e,
(p-+p”)%sen?(t) = L2cos?(t), mais uma vez, 0‘() = (p+1p,,) — K2, e enfim, k(t) = 94U,

Encontramos uma relacéo trlgonometrlca, veja na figura (1.3). Como k = W’

(p+ p//)2+|_2
L
(t)
lp+p"|
Figura 1.3:
0 1 _ P+ e L
entdo, ¢ = p+p”, k = (p+p,,)2 e tgo. = Lk = 557, que implica g Cow = V14 L2k?,

assim:

K(t) =

(R L2 L ket Lk + L2
(}2+12)2  (1+12%K2)3
k(1+L%k?) N LKk
(1+12k2)2  (1+4L2k2)2

= ke
_ tgot) senot) 1
L Cosa(t)Jrcosoc(t)cos%c(t)
seno(t)

= o (t)senou(t).

sec®ou(t) oy (t)cosia(t)

o (t)cosSou(t)

Observagdo 3: Nota-se que p+ p” = 0 implica em k = 4 e v(t) = (—sen(t) (p +
p”),cos(t) (p+ p”)) = 0. Se adicionamos a condicdo p’ + p” # 0, entdo, a(t) =
(—sen(t)(p”" + p’),cos(t)(p” + p’)) # 0 e, além disso, (a(t),a'(t)) sdo LI, ou seja,
0 caso cuspide implica k = 4-eo; porém ndo € verdade que se k # +e- entdo o0 ponto ndo é
caspide.

Vamos ver alguns exemplos que y possua singularidades do tipo Whitney e
também singularidades mais degeneradas, ndo Whitney.
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Exemplo 1.7 Sejay(t) = (t2,t%), se —oo <t <0, ey(t) = (—t2,0), onde 0 <t < oo, Assim,
na Figura (1.4) aparece uma singularidade, porém ndo é uma cuspide de Whitney.

100 -
80 -
60 -
40

20

Figura 1.4: Singularidade n&do-Whitney

Exemplo 1.8 Seja y(t) = (cos3(t),sen3(t)) definida no intervalo [0, 2x]. A curva y possui
4 cuspides de Whitney. E também consideramos I'(t) com L = 2, veja na Figura (1.5).

Lema 1.9 Seja y uma curva parametrizada com funcéo suporte p de classe CK, k > 3 e
I" é dada como em ( 1-15 ). Quando y(t(s)) possuir cuspide de Whitney a curva T" sera
suave.

Prova: Pela Observacéo 3, se K # 0, entdo, ndo aparecera a cuspide na curva T
De fato, K(t) = [(p+p”)2+ L2 —L(p'+ p")]/[(p+ p")2 + L2]3/2 + +eo, pois 0 denomi-
nador nunca seré nulo.

A singularidade do tipo cuspide de Whitney é indispensavel ao lema anterior.
\eja 0 exemplo seguinte.

Exemplo 1.10 Seja y(t) = (t2,t%) no intervalo [—1,1]. Na Figura (1.6) notamos que
aparece uma singularidade na origem, entdo I'(t) = (t2 + —2 5+

L ) no
V/4t24-25t8

) A+ 2518
' _ _ (12 __ & 5_ 5t :
intervalo [—1,0],e I'(t) = (t T ot \/4t2+25t8) no intervalo [0,1].

Pelo trago da curva I', notamos que no tempo t = 0, aparece uma singularidade,
veja Figura (1.7). Pelo Lema 1.9 a singularidade da curva y ndo é clspide de Whitney.
De fato, ¥ (0) = (0,0), y’(0) = (2,0) e ¥"'(0) = (0,0), ou seja, (Y’,y") ndo séo LI.



1.2 Relacéo entre as curvaturas das Rodas Dianteira e Traseira 23

Figura 1.5: A curva y possui 4 singularidades de Whitney e a curva
I" é suave.

Definicdo 1.11 Tractriz é a curva que descreve 0 movimento de um ponto P a distancia
L do ponto I', quando Q desloca em linha reta.

Em particular, a Tractriz é o traco da roda traseira da bicicleta, pois P’ direciona a
Q. Sendo P = y(t), Q =T'(t) e oux(t)) o angulo entre as curvas I" e v, veja Figura
(1.8). Intuitivamente quando I" anda a direita, diminuira o angulo o, que estudamos
analiticamente no caso seguinnte.

Exemplo 1.12 Seja uma bicicleta com a roda dianteira andando na reta e a traseira fora
da reta, como mostra a figura (1.8). Como I'(t) é uma reta, K = 0. Pelo lema 1.1 temos

que:
do  —sena

dx L
Sendo, inicialmente, 0 < a(x) < 7, entdo por (1-16) ‘é—g < 0, e isso implica que
o(x) tende a zero.
Se oF < a(x) <0, entdo ?j—f(‘ > 0, e isso implica que o.(x) tende a zero de novo.

(1-16)

Se 7 < a(x) <=, a(x) tende a zero, assim o(x) passa pelo angulo 7 uma vez.
Mais adiante, demonstraremos que cada vez que o(x) passa pelo angulo %, encontra-se
uma cuspide. Agora vamos calcular o exemplo explicitamente. Como K = 0 e suponhamos
mais ainda que L = 1, entao

d_oc
dx

X d(X. X
d—xcosecoc(x)dx:/ —1dx,

coseco(x) = —1, temos /
0 0
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0.5

-0.54

Figura 1.6: A curva y= (t2,t°)

1A

0.54

-0.59

-1

Figura 1.7: A curva I" possui singularidade

como,
/coseca(x)dx: In|coseco.(x) +cotgou(x)|, temos In|coseco(x) +cotgou(x)| —In|c| = —X,
isto &,

1 cosou(X)
seno(x)  senou(x)

=ce ¥ < /1 —sen?q(x) = seno(x)e * —1,

— 1—seno,(x) = sen®o,(x)e” 2 — 2senoi(x)e X + 1,

2 —X
= 0 = seno(x)[senau(x) (e~ +1) — 2e %] «=> senai(x) = e_;ﬁ.
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Figura 1.8:

Portanto,

cosou(x) = \/m e 2em Xl —dem X o2 _1
R N e~ X +2e X +1 T e 1
Entdo, pelo Lema 1.3 y(x) = (X(x),Y(x)), onde,

X(x) — /Oxf(x)[cos Go+/xktft)dt)]dx,
Y(x) = /Oxf()[sen eo+/ K(t)f (t)dt)]dx.

E também,

e, mais ainda,

e—4x e—2x +1

\/1+L2k2 \/e—4x+2e—zx+1

Agora vamos demonstrar que se o.(t) = /2 entéo, y(t) tem clspide de Whitney.

Y ()| = f(x) =

Lema 1.13 Considere a equago diferencial da tractriz, $ = ——-—. Entdo 7 tera
dx /12 y2
cuspide quando Y é perpendicular a I".
2 2 .
Prova: Dadaaequagao diferencial da tractriz: d—y —\/L_temos(d—y) :%e, mais
d _12 y2_|_2

Tome = q, entfo, y?q? = y? — L2. Derivando em relagéo a t, temos, 2yy'q? +y?2qq’ =
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—2yy’, que implica, y'q? +yqq’ = —y’. Escolha y’ = 1, entdo, ¢’ = _1q;q2. Como, 3’% =
dx

ay =9e y =1, implica que, X' = . Para que ¢’ ndo seja uma expressdo fracionaria tome
y' = qy, entdo temos 3 equacOes diferenciais:

q=-1-0¢ y=ay, X =0,
onde as condi¢0es inicias sao,
q(0) =0, x(0)=xp, y(0)=L.

Entéo, imediatamente x'(0) = y'(0) = 0, ou seja, v(0) =0 e g'(0) = —1, e além disso,
x"(0) = 2qq'y +0?(qy) = 0 &, ¥’(0) = g’y +qy’ = —L, ou seja, a(0) ¢ paralelo ao eixo
y. Entdo para que y(0) seja cUspide de Whitney, basta que x”’(0) ndo seja zero. De fato,
X"'(0) = 2(q” +qq")y +2qq'y' +3°q’y + %y’ = 2L.

Depois de definir a relacdo entre as rodas traseira e dianteira, vamos demonstrar
que o comprimento percorrido pela roda dianteira € maior que o da roda traseira.

Corolario 1.14
0 < compr.(I") —compr.(y) < L/|k|dt,
Y

onde "compr."é comprimento. Em particular, se y for convexa, entdo
compr.(T") —compr.(y) < 2m.L

Prova: Tem-se,

|Ft| = l—I—L2k2

vl =1.
Pelo Corolario (1.14), (V1 +L2k2 —1)? = 14 L%k? — 2¢/1 +L2k2 > 0. Ainda temos que,

V1+L2k2 > 1
= (V10122 —1)% <LK
= T|— | = V1+L2K2 —1 < L|K].

Integrando a equacéo, consegue-se o resultado. Se a curva y for convexa entdo, a curvatura
k sempre mantém o mesmo sinal, por exemplo, k > 0, e além disso, fkat representa
0 angulo total percorrido pela curva convexa vy, que seria 2w, assim segue o segundo
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resultado.

A diferenca entre o comprimento das rodas dianteira e traseira pode ser arbi-
trariamente pequeno em curvas convexas. Se y € o circulo de raio R, entdo compr.(T") —
compr.(y) = 2n(v/R2+ L2 —R), e assim, quanto maior R, menor a diferenca.

Figura 1.9:

Agora consideremos a curva T’ = y— Ly, e seja B(r) o angulo entre o vetor
tangente de y e T nos pontos respectivos. Consideremos a inversdo da orientacdo de r
e a trajetoria da roda dianteira quando a traseira y percorre em direcdo oposta,veja na
Figura (1.9).

Lema 1.15 Nas condicdes acima temos |T| = T3] e |B(t)| = |oi(t)|. A curvatura de T é
dada pela férmula,
K — Sina _ do
L dx’
onde x é o parametro pelo comprimento de arco de T.

Prova: Refazendo o Lema 1.1 com —L em vez de L, temos T'(x(t)) = y(t) — Ly (t), e
também pela Equacéo (1-7), temos |1_“t| =1+ L2k? = |T|. Agora,

Tt =% Ly = (To. %) = (1) — L) = 1,

entdo, cosP = cosa. Pela Figura (1.9) observa-se que o angulo entre (y,Tt) é oft)
positivo, e o percurso de (y;,T) esta no sentido anti-horario. Ent&o o,(t) = —B(t), e para

calcular a curvatura K de T, tomemos a férmula, K = % + ?j—f(‘ Substituindo o por e L
por —L, chegamos ao resultado.

Observacéo 4: Sem considerar a orientacdo, podemos dizer que o.(t) = B(t).
Agora, seja (y,I") um par de curvas ambiguas, entdo os tracos de I"e T coincidem.
Sejax =y—Ly ey =y+ Ly, entdo vamos demonstrar o seguinte corolario.

Corolario 1.16 O comprimento do percurso de I' limitado pelo segmento Xy, sempre
mantém-se constante.
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Prova: Como |T;| = |T¢|, entdo conseguimos o mesmo comprimento ao integrar os dois
lados. Se as duas curvas andam na mesma dire¢éo, entdo quando um lado aumenta certa
unidade de comprimento, o outro lado também percorre a mesma para compensa-la, veja
na Figura (1.10).

X1 V2

X2

Figura 1.10: o arco X1Y 1 é igual ao arco X2Y 2

Denotamos xy por 2L, que representa a distanciade I' a T.

Definicdo 1.17 Sejam y uma curva fechada da roda trasiera da bicicleta, I" a curva da
roda dianteira e T, tal que, T'(x(t)) = y(t) — Ly (t). Definimos a raz&o rotacional, p, como
a razao entre o comprimento do arco limitado pelo segmento 2L e o perimetro da curva
I

Seja agora I'(x) uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, fechada,
suave e convexa. Entdo o comprimento do arco limitado pelo segmento xy denotado por
Xy e o perimetro de I" sdo contantes. Supondo que o perimetro de I" é igual a 2w, entdo
p= % ou sejaxy = Zn% = 2np = 2w, onde, w = tp. Consequentemente, I'(X)"(X+2w)
é um segmento que toca y(t) no seu ponto médio. Sejam B(x) e o(x) os angulos entre o
segmento T'(X)I"(x +2w) e a curva I" nos pontos I'(x) e T'(x + 2w), respectivamente; 0s

angulos sao iguais com sinal trocado pelo Lema 1.15.
Teorema 1.18 Para qualquer x € [0, 2r] tem-se
senoi(X +w) —senou(X —w) = L(o/ (X +w) + o' (x —w)). (1-17)

Prova: Pelo Lema 1.1 e 1.15 as curvaturas nos pontos I'(x) e T'(x 4 2w) s&o, respectiva-
mente,

K(x) = 00 = al (), K (x+2w) = w ol (x). (1-18)



1.3 A construgdo das curvas de bicicleta com a razéo rotacional p = % 29

Substituindo as varidveis x = X+w e X = X — W para a primeira e segunda equacgao
respectivamente, conseguimos,

K(x+w) = w—a’(xjtw),
K(x+w) = W+a’(x—w).

Subtraindo o segundo termo do primeiro, temos,

sen(x+w) —sen(x —w) = Lo/ (X + W) + o (X —w)]

Vamos demonstrar de outra maneira. Seja o(s) 0 angulo entre o segmento
['(x)T'(x+2w) e a curva T, entdo o &ngulo percorrido de T'(x) até T'(x + 2w) é 2c.(x). Por
outro lado, temos K (x) = %X _ da ¢ que implica, [X ™" K (t)dt =& [X"?¥sen(t)dt -

o(X+2w) + o (X) = 20.(X), entdo,

X+2W
L(oux+2w) + o)) :/X sen(t)dt.

Tomando x = x —w e derivando em relagéo a x obtemos o resultado.

1.3 A construcdo das curvas de bicicleta com a razao
rotacional p = 3

Relembremos que a razdo rotacional p é a razéo entre o comprimento do
arco limitado pelo segmento 2L e o perimetro da curva I'. Consideremos um segmento
orientado com o comprimento 2L no plano euclidiano, caracterizado por seu ponto médio
X e 0 vetor tangente unitario v ao longo do segmento. Sejam x(t) e v(t) as fungdes suaves
descrevendo o movimento do segmento. Nestas condi¢Bes temos o Lema seguinte:

Lema 1.19 Os pontos finais do segmento de comprimento 2L tem a mesma velocidade
se, e s6 se, (x',v') =0. No caso plano (x',v') =0 se, e s6 se, V. =0 ou X’ é colinear com v.
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Prova: Os pontos finais sdo os vetores x &= Lv e suas velocidades sdo x’ & LV/, entdo,

X +LV| = |X-LV|
s X+ = ¥ -Lv)?
s LV X+LV) = X —-LV X -LV)
s XV = 0.

Entéo, os pontos finais tem a mesma velocidade se, e so6 se, (xX',v') = 0. Como v é um
vetor unitario, temos (V/,v) = 0, e ainda que, x" e v sdo perpendiculares a v'. Se x' # 0,
entdo, no caso plano, x’ e v sdo colineares.

Pela demonstracéo anterior, podemos dizer que se um segmento de comprimento
2L com seu ponto médio x tagente a trajetoria y e percorrendo-a, entdo seus pontos finais
tem a mesma velocidade. Veja na Figura (1.11).

X2

X1

Figura 1.11: x; e xo tem a mesma velocidade.

Corolario 1.20 Se um segmento de comprimento fixado estd movimentando-se no plano
com velocidade angular ndo nula, tal que seus pontos finais tenham a mesma velocidade,
entdo, 0 segmento é tangente a trajetoria do seu ponto médio.

Prova: Como a velocidade angular ndo é zero, implica v/ £ 0, entdo X’ e v sdo colineares.

Definigdo 1.21 Uma curva y(t) de classe C¥, onde k > 3, é denominada de frente de onda
se todas as suas singularidades sdo de Whitney e tem pelo menos uma singularidade.

\oltamos as curvas de bicicleta ambiguas 7, Fel. A trajetria do seu ponto
médio pode ter cuspide de Whitney denominada de frente de onda. Agora, estamos
prontos para construir uma curva de bicicleta I" convexa, suave, fechada e plana com
a razdo rotacional p = % e relembremos que o segmento de I" que bissecta o perimentro
vai ter um comprimento fixo e uma frente de onda y. Em termos do problema de bicicleta,
I'" é o rastro da roda dianteira e y € o rastro da roda traseira.
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Figura 1.12:

Teorema 1.22 Sejayuma frente de onda plana e fechada, com nimero impar de cuspides
de Whitney, com rotacdo total i, sem inflexdes, e seja também o ponto médio do segmento
2L que passa por v, tal que, o segmento seja sempre tangente a . Entéo, os pontos finais
do segmento percorre a curva de bicicleta I" que € convexa para L suficientemente grande.

Prova: Pelo Lema 1.19, se os pontos extremos do segmento 2L movimentam com a
mesma velocidade, entdo, o segmento bissecta o perimetro da curva I'. Pelo Lema 1.9,
essas duas metades se ligam suavemente para ter a curva I" fechada. Vamos provar que
para L suficientemente grande, I" serd convexa. Basta provar que a curvatura K da roda

. . , - . ~ . . 213
dianteira € positiva. Seja y ndo parametrizada pelo comprimento de arco, K = %
(14L2k2)2

com (1+L2k?)% sempre positivo. Se L for suficentemente grande, Lk; -+ L2k® determina

. , ~ _ vy I\ ! , , , .
o sinal da curvatura, e como y(t) € C3, entdo k = X;’i*:% é C1, k; é continua, por isso
(X2+y%)2
limitadas. Além disso, y ndo tem inflexdes, ento, k # 0. Assim, comparando Lk; e L2k3,

com L suficientemente grande, temos que L2k® determina o sinal.

Agora vamos tirar algumas restri¢cdes para demonstrar outra verséo. Antes disso,
vamos definir convexidade local de uma curva

Definicdo 1.23 Seja ¢ : | — R? uma curva parametrizada regular. Dizemos que a curva
¢ € localmente convexa se, e somente se, restri¢do do traco de ¢ digamos, Cgp, @ imagem
de ¢ restrita a um pequeno intervalo (sop —€,50 +¢€) em torno de um dado ponto sp, estéa
contido de um lado de sua reta tangente em sg
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Teorema 1.24 Seja y uma frente de onda plana e fechada sem inflexdes, seja também o
ponto medio de segmento 2L que passa por v, tal que, 0 segmento mantém-se tangente a
v. Entéo, para L suficientemente grande, os pontos finais do segmento percorre a curva
de bicicleta I', que é localmente convexa.

Prova: Com as condigdes acima, I" ndo sera mais uma curva fechada so de rotagdo 2m,
veja na Figura (1.13). O resto da demonstracao € analogo.

Figura 1.13:

Exemplo 1.25 Seja y(t) = (t,t%) definida no intervalo [-0,5.0,5], entAo,

L 3. 3Lt2
VI+otd V14 0ot?

_X//y/ + X/y//
- lxlz +y/2

Como 7(t) ndo é parametrizada pelo comprimento de arco, ent&o,

I(t) = (t+ ),

k(t) — 4t(14-9t4 732,

_ k+thk+L2k34
(1+12k2)2
[(4t+L)(149t%)~3/2) — 216t4(1 4 9t*) 53] (4t + L?) (1 +9t*)~3/%)3
(1+L2[4t(149t4)~3/2]2)3/2 '
Tome L = 1, veja na Figura (1.14) de K usando softwares graficos, ou seja, a curvatura

ainda troca de sinal. Se tomamos L = 10, o gréfico estd acima do eixo x; veja na Figura
(1.15).

K(t)
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T
-0.4

Figura 1.14: Ovalorde K comL =1
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40

T T T T
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t

Figura 1.15: O valor de K com L =10

Observagdo 5: O angulo o = o(x) entre 0 segmento 2L e T", correspondendo as curvas
do Teorema (1.22) satisfaz ou(x —/2) +o(x+m/2) = m. De fato, suponha que I" percorre
no sentido anti-horério, e seja A = o(x — t/2), de acordo com o Lema 1.15, A=B e
C =o(x+m/2). Entdo, ou(x —m/2) + ou(x +7/2) = m, veja na Figura (1.16).

1.4 RestricOes sobre a quantidade de veértices e a razao
rotacional

Definicdo 1.26 Um vértice de uma curva regular de classe C", r>2, o.: [a,b] — R? é
um pontot € [a,b], onde k’(t) =0

Para entender resultados importantes sobre vértices e razao rotacional, vamos demonstrar
0 Teorema de "Vogt" e citar o Teorema de "Fabricius-Bjerre”. Outras informac6es na
referéncia ([HG]) {pg49}.
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Figura 1.16:

Teorema 1.27 (Mogt) Sejam A e B os pontos finais de uma curva, tal que, a curvatura ndo
decresce de A a B. Ent&o o angulo 3 do vetor tangente da curva em B com o segmento AB
ndo é menor que o angulo o do vetor tangente da curva em A com AB. Além disso, o = 3
se, e SO se, a curvatura é constante.

Figura 1.17:

Prova: Sem perda de generalidade, seja L(s) = (X(S),Yy(s)) uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco, onde L(0) = A e L(I) = B, tal que, y(s) <0, 0 <s < I, veja na
Figura (1.17). Vamos mostrar que 6(l) = > oo = 6(0), ou seja, cos(6(l)) < cos6(0). Por
hipotese K(sj+1) — k(si) > 0, assim temos,

c0s(6(0)) — cos(8(1)) = /e ?;;)senede _ /0 V(s)k(s)ds = — /0 'y(s)K(s)ds > 0.

Enfim, a igualdade pode ser mantida se, e s0 se, k é constante.

Teorema 1.28 (Fabricius-Bjerre) Seja AB uma curva convexa, tal que, um circulo S é o
circulo da curvatura tanto em A quanto em B. Se S é tangente nos pontos da curva por
fora, entdo a curva possui no minimo 3 vértices; e se S é tangente nos pontos da curva por
dentro, entdo a curva possui no minimo 4 vértices, veja na Figura (1.18) e na referéncia

([HG]) (pg54).

Suponha que T" é uma curva suave, fechada, convexa e plana. O préximo
resultado mostra que se T" ndo é um circulo, entdo, a razdo rotacional p ndo pode ser
pequena. Continuaremos a usar a mesma notagdo como a anterior, em particular w = mp.
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Y2
S S

Figura 1.18: y; e v, possuem no minimo 3 e 4 vértices respectiva-
mente.

Teorema 1.29 Para cada arco de I" de comprimento 2w tem-se no minimo um vértice.

Prova: Como I" ndo € circulo, entdo a curvatura K ndo é constante. Suponha por absurdo
que T" ndo possui Vvértices, ou seja, K’'(s) # 0, entdo K é estritamennte crescente ou
decrescente. Suponha que K é estritamente crescente, entdo, pelo Teorema de Vogt, o
angulo o formado pelo segmento I'(x —w)I"(x+w) com a curva I" no ponto I'(x —w) é
diferente do angulo B no ponto I'(x+ w), que contraria 0 Lema 1.15 pelo qual, oo = 3.

Observacdo 6: Segue do Teorema anterior que 2w é maior do que a maior distancia

entre dois vértices consecutivos. Por isso, dizemos que a razdo rotacional p ndo pode ser
pequena. Aqui ha outra restricao sobre a curva I em termos de vértices.

[(x+2w) /o L L or

Figura 1.19:

Teorema 1.30 Seja I'(x) uma curva da roda dianteira , suave, fechada, convexa e seja
também um segmento de comprimeto 2L com os pontos finais percorrendo a curva T
Entéo I" possui no minimo 6 veértices.

Prova: Como T" ndo é um circulo, o(x) ndo é constante, e mais ainda, I" é uma curva
fechada, entdo o(x) ndo é estritamente crescente, assim existe um ponto X tal que
o/(x) = 0. Pela Equacgdo (1-18), as curvaturas nos pontos I'(x) e T'(x+ 2w) séo iguais.
Além disso, X = ﬁ que é justamente o valor inverso de K, veja a Figura (1.19). Ou
seja, 0s centros de curvaturas nos pontos I'(x) e T'(x 4+ 2w) coincidem. Como I" é uma
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curva fechada, entdo, existem dois arcos limitados pelo segmento I'(x)I"(x + 2w), tal que,
uma tem comprimento 2w e a outra 2t — 2w. Pelo Teorema de Fabricius-Bjerre, cada arco
possui no minimo 3 vértices, e enfim, I" possui no minimo 6 vértices.

Teorema 1.31 Se a razdo rotacional é igual a % entdo I" é um circulo.

Prova: Assumimos que o perimetro é igual a 2r, entdo para cada x € [0,2m] o tridn-
gulo com vértices T(x), T'(x + &) e T(x + 4F) é equilatero, por isso, A+B+C =mr
e A=B =C = /3, veja na Figura (1.20). Seja o(x), a(Xx+ 2n/3) e ox = 4n/3)
o0s angulos entre cada segmento e a curva I'. Temos 2(o(x) 4+ a(X + 2m/3) + a(X +
41/3)) +A+B+C = 3m, que implica, 2(o(x) + a(x+21/3) + o(x+ 41 /3)) = 2m, entdo,
o(X) + (X + 21/3) + aX + 4n/3) = m. Por outro lado, o(x) + a(x + 2n/3) = 2m/3,
pois ou(X) + (x4 2m/3) 4+ m/3 = m. Analogamente, a.(x +2rn/3) + X +4n/3) = 2n/3

C

axr2n73) / Tcan/3)

Figura 1.20:

e oX) + o(x 4 4r/3) = 2r/3, entdo o(X) = /3 para todo x. Pela Equacéo (1-5), a
curvatura de T é constante, entdo € um circulo.

Teorema 1.32 Se a razdo rotacional é igual a }1, entdo I" é um circulo.

Prova: Para cada x, o quadrilatero I'(x)I"(x +nt/2)I"(x+ =)I"(x + 3n/2) é um losango e
A+B+C + D = 2m, veja Figura 1.21. Sejam o(X), a(X+1/2), ou(Xx + 1) e ouX+3n/2)
0s respectivos angulos entre os segmentos e a curva I'. Consequentemente, temos,

2(ouX) +o(x+m/2) +o(x+m) +ox+3n/2)) + A+B+C+D =4n,

e mais ainda,
o(X) +a(x+m/2)+o(x+m) +a(x+3n/2) =m.
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%+ 3n/2)
A D
x) ONRT)
B C
+2n/2)
Figura 1.21:

Como os angulos opostos do losango sao iguais, entéo,
o(X) +ou(X+1/2) = a(X+ 1) +o(x+31/2).

Segue-se,
oa(X) +o(x+7n/2)=7/2, e o/(X)+0o/(x+7/2) =0.
Consequentemente, B = wt/2. E, analogamente, A=B =C = D == /2. Entdo, 0

losango é um quadrado e sabe-se também que,

seno(x +w) —senou(x —w) = L(o/ (x+w) + o (x —w)) =0,

= sena(x) —seno(x +1/2) = L(o/(x) + o (x+7/2)) =0,

= senou(X) = sena(x+m/2) — oX) = /2.

De acordo com a Equacdo (1-5), a curvatura de I" é constante, entdo é um circulo.

1.5 Deformacéo infinitesimal do circulo

Definigéo 1.33 Seja I'p(x) uma curva e v(x) um campo de vetores ao longo da T'g(x),
e considere a deformagéo I'(x) = T'o(X) + ev(X), entdo dizemos que a deformacéo é
infinitesimal se, e somente se, & (|T%|)[e—o = O.

Pela definicdo concluimos que a deformacdo é infinitesimal se, e somente se,
(V/,I'y) =0.
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Definicdo 1.34 Seja p uma funcgdo diferenciavel, dizemos que a fungéo é ortogonal aos
primeiros harmdnicos se,

2n 2n
/0 p(x)cos(x)dx:/0 p(x)sen(x)dx = 0.

Seja H = [cos(x),sen(x)] W o espago de fungdes periddicas integraveis, sendo
W o subespacgo das fungdes ortogonais aos primeiros harmonicos. E qualquer funcédo
diferenciavel pode ser representada por, f(x) = a;cos(x) +azsen(x) + p(x), onde p(x) €
W; além disso, f”(x) = —ajcos(x) —azsen(x) + p”(x), e mais ainda, f(x)+ f”(x) =
p(x) + p”(x), tal que, a soma pertence aW.
Seja uma funcdo g € W entdo, existe uma funcdo f, tal que, g = f + f”. De fato, tome,
f(x) = Cq1 sen(x) +C; cos(x) + [/ cos(x)g(x)dx]sen(x) — [ [ sen(x)g(x)dx|cos(x), derive
duas vezes e some com f.

Consideramos agora, uma curva de bicicleta obtida do circulo por uma defor-
mcao infinitesimal.

Teorema 1.35 O circulo admite deformacao infinitesimal n&o trivial a uma curva de
bicicleta suave e fechada com perimetro 2r e a razo rotacional p se, e somente se, p
é a raiz da equacao,

n tg(np) = tg(nmp),

ou,

Ltgn(np) = cotg(nmp),

onde,ne N, n>2

Prova: Seja I'o(X) = (cos(x),sen(x)) um circulo unitario e v(x) um campo de vetores
ao longo da T'p. Considere a deformacédo infinitesimal T'¢(x) = I'o(X) + ev(x) e, seja
também, parametrizada pelo comprimento de arco. Como (I'y(x),V'(x)) = 0, entéo,
((—sen(x),cos(x)),V/(x)) = 0. Isto implica que, V' (x) = g(x)(cos(x),sen(x)), para alguma
funcdo g. Note que,

2n
/ VvV (x)dx =0,
0

pois, v(x) e o campo vetorial sobre I'y fechada, ou seja, v(x) = v(x + 2r), € periddica,
entdo, v(2rt) = v(0), e isto implica que,

2n o
/o g(X)Cos(X)dX:/O g(x)sen(x)dx = 0,

ou seja, g(x) é ortogonal aos primeiros harmonicos. Entdo, g(x) = f(x) + f”(x), para
alguma funcdo f. Como v é periddico, implica que g também o é. De fato, v(x) = v(x +
2m). Portanto, f(x) também é periddico. De fato, sejam, E(x) = [ cos(x)g(x)dx e F(x) =
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[sen(x)g(x)dx, entdo, E(x) = E(0) + 3 cos(t)g(t )dt e F(x) =
implica que, E(x+2m) —E(x) = X+2"cos(t)g(t): 5 cos(t)g(t
F(x+2mn)—F(x) =0.

Note também que, f(x) é ortogonal aos primeiros harménicos. De fato,

F(0)+ g sen(t)g(t)dt,
) =0, e, analogamente,

0 = Ozng( X)sen(x)dx

_ /Zn(f(x)+f”(x))sen(x)dx

0275 2n
= /O f (x)sen(x)dx + f'(x)sen(x)|3 —/ f/(x)cos(x)dx
= /an(x)sen(x)dx—f X)COS(X +/ x)sen(x

0

= 2/021t f(x)sen(x)dx

Também temos, .
v(X) :/0 (f(s)+ f"(s))(cos(s),sen(s))ds.

Fazendo as integracGes por partes, duas vezes, obtemos,

/Ox(f(x)-l—f”(s))cos(s)ds = f(s)sen(s)|§— /Xsen(s)ds—i—f’(s)cos(s)]é
+ / f'(s)sen(s)ds
= f(s)sen(s) + f'(s)cos(s) +c1,
/Ox(f(x)Jrf”(s))sen(s)ds = —f(s)cos(s |o+/ cos(s)ds+ f'(s)sen(s)[§

—/f s)cos(s)ds

= (s)cos(s) + f'(s)sen(s) + ca.
Escolhendo ¢; = ¢y = 0, entdo,
v(s) = (f(s)sen(s) + f'(s)cos(s), — f(s)cos(s) + f'(s)sen(s)). (1-19)

Note que, se f € uma constante k, entdo, a deformacéo correspondente v é uma rotacao do
circulo. Sem perder a generalidade, suponhamos que f ndo seja constante.

No circulo com raio igual a 1 o angulo central 2w vai formar com um arco delimitado pelo
segmento de comprimento 2L, veja Figura (1.22). Assim, aplicando a lei dos cossenos,
e, encontramos L = sen(w), e 0 comprimento do arco limitado por 2L, também é de 2w.
Pela deformacéo infinitesimal, seja 2L = 2(sen(w) + &c), entdo:

IT(x+w) —T(x—w)| =2(sen(w) +€c),
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2w
2L
1 1
2w
Figura 1.22:

e |T(x+w) —T(x—w)|? = [To(Xx+W) — To(x —W)|? 42 < To(x+W) — To(X — W), V(X +
W) — V(X —W) > +€?|v(x +w) —Vv(x —W)|? = 4(sen?(w) + 2&ecsen(w) +€%c?). Logo,

(To(x+w) —To(Xx—w),v(X+wW) —v(x —w)) = 4csen(w).

Tome a Equacédo 1-19 e I'p(x) = (cos(x),sen(x)) e substitua na equacédo anterior:

(To(X+W) — To(X — W), V(X +W) — V(X —w))
= (f(x+w)—f(x—w))[sen(x —w)cos(x+w)]
—(f(x+w)— f(x—w))[sen(x+w)cos(x —w)]
—(f'(x+w) — f'(x—w
(
(

( [cOS(S +W)CoS(X —W)]
—(f'(x+w)—f'(x—w
(

)
))[sen(s+w)sen(x —w)]
+(f'(x+w) — f'(x—w))

= (f(x+w)—f(x—w))sen(—2w) + (f'(x+w) — f'(x —w))[1 — cos(2w)].
Assim, temos,
[f/(x+w) — f/(x—w)]2sen?(w) — [f (x+w) — f(x —w)]2sen(w)cos(w) = 4csen(w),

ou,
[f/(x+w) — f'(x —w)]sen(w) — [f(x+w) — f(x —w)]cos(w) = 2¢ (1-20)

Como f também é periddica no intervalo [0, 2r], entéo,

/oznf(x)dx:/oznf(erw)dx:/Oznf(x—w)dx,

/()Zch’(x+w)+ f'(x—w)dx = f(2n+w) — f(w) + f(2r —w) — f(—w) = 0.
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Entdo, a integral da Equac&o, (1-20) no intervalo [0,2xr], € 0, 0 que implicac = 0.
Logo,
(f'(x+w)+ f'(x—w))sen(x) = (f(x+w) — f(x—w))cos(w).

Seja,
f(9) = z ane(inq)); an = a_n,

n|>2

a expansdo de Fourier de f. Temos que |n| > 2, pois, f é periddico, f021t f(x)dx=0, e além
disso, f(x) é ortogonal ao primeiro harménico . Aplicando na Equacéo (1-20), temos,

Y an[—n sen(nx)cos(nw) + in cos(nx)cos(nw)]sen(w) =

Y an[—sen(nx)sen(nw) + i sen(nw)cos(nx)]cos(w),

ainda temos,
0 =" an(n cos(nw)sen(w) — cos(w)sen(nw))sen(nw)-+

i > an(n cos(nw)sen(w) — cos(w)sen(nw))cos(nx).

Isto implica que,
an(n cos(nw)sen(w) — cos(w)sen(nw)) =0, (1-21)

para todo n > 2. O coeficiente de Fourier a, € ndo nulo se, e s0 se,
cos(nw)sen(w) = cos(w)sen(nw),
a qual é equivalente a equacao,
n tg(np) = tg(nmp),

ou,

%(np) = cotg(nmp).

Inversamente, se, n tg(mp) = tg(nmp), ou, <29 — cotg(nnp), para algum n > 2, entdo
podemos escolher f(x) como sendo o n-ésimo harménico, por exemplo, sen(nx). Entéo,
a deformacao infinitesimal do circulo unitario dada pela Equacao (1-19), € uma curva de
bicicleta.
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1.6 Deformacéo infinitesimal das curvas de bicicleta com
raz&o rotacional 1/2

Considere a solugdo da Equagdo (1-17) satisfazendo o(x + ) = m — o(x). Tal
solucdo corresponde as curvas de bicicleta do Teorema (1.22), com a razdo rotacional
p =1/2. Seja, a(x) = /2 + B(x), e seja, também, B uma funcéo impar. Nesta secéo,
vamos estudar as deformagdes infinitesimais de tais solugdes.

Facamos a mudanga na razéo rotacional. Seja p = 1/2 — e/ como a razéo
rotacional deformada, entdow = p = n(1/2—¢/mn) =7n/2 —¢. SejaouX) = /2 +PB(X) +
ef(x), 0 novo angulo deformado entre os vetores (y,T"). Supomos que f é uma funcéo par
satisfazendo, f(x—%) = f(x+ 7). Seja L + ¢l o novo comprimento deformado entre a
roda dianteira e a roda traseira.

Teorema 1.36 Existe uma deformacao infinitesimal como acima se, e s6 se, a funcao,
ef 7senE(s)ds’

f(x) =C(x)

onde, C(x) = f(ﬁ/(x)sen(ﬁl_(x))ﬂy(x) effsen(B(s))ds>dX'

Prova: Seja x + /2 trocado por x... Como a/(x) = 1t/2 + B(x) +&f(x), entdo, ou(X +w) =
n/2+B(x; —¢€)+ef(xy —e), implica que, sen(ou(x+w)) = cos(B(x; —€) +ef (xL —€)).
Analogamente, sen(o(x —w)) = cos(B(x_ +¢) +ef(x_ +¢)). Entdo a Equacéo (1-17)
pode ser reescrita como,

cos(B(xy —¢) +ef(xy —€)) —cos(B(x— +¢€)+ef(x_+¢)) (1-22)
= (L+el)(B'(x+ —&) +ef'(xs —&) +p'(x- +&) +&f'(x_+¢)).

Calculemos a série de Taylor médulo €2. Entéo,

cos(B(x. —€) +ef(x. —€) = cos(B(x)—eB () +e(f(x) —ef'(x,))
— cos(B/(xy) —e(B(x;) — F(x1)))
— cos(B(x;)) + (B (x+) — f(xs))sen(B(x,)).

E, analogamente,

cos(B(x_+€)+ef(x_+€) = cos(B(x.)) —e(B(x) + F(x_))sen(B(x_)).

Também, tem-se,

B/(x: —€) = Bxs) —€B"(xs), B/0x+€) = B/x ) +ep’(x),
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f'(x; —e)=f'(x;) —ef’(xy), f(x_+¢e)=f(x_)+ef’(x_).

Como B é uma funcéo impar, entdo B(x_) = —B(x4). De fato, como o(x) =
Z+B(x) e a(x+F)+o(x—F) =m, implica que, B(x+ %) +B(x— %) =0, e além disso,
B(x+ %) = —B(—x+ %), pois, B é impar. Enfim, B(x — 5) = —B(—x+3) = —B(x+3).E
lembramos também que f(x_) = f(x4).

Substituindo todos os resultados na Equacdo (1-22), obtemos,

(B'(x) = f(x))sen(B(x)) = L(F'(x) = B"(x)), (1-23)

onde x; € substituido por x. Resolvendo a equagdo diferencial, temos, Lf’(x) +
f(x)senB(x) = B’'(x)senB(x) +B”(x). Resolvemos primeiro L f'(x) + f (x)senB(x) =0, im-
plica que,

—senp(s)ds
f(x) = C(x)e/ — T |
en(B(s))ds
L

(x) = 7_SQ”EB(X>>f(x)+C’<x)ef”(,
Lf'(x)+ f(x)sen(B(x)) = LC'(x)e/sen(B(s)ds,

Ou seja, LC'(x)e/ sen(B(s))ds — g/ (x)senB(x) + B”(x). Enfim, temos,

C(x) = /(B/(X)Sen(ﬁix)) + B/(X)e—fsen([}(s))dS)dX‘

1.7 A construcéo das curvas com cuspides

Sempre consideramos as curvas traseiras da roda traseira de bicicleta com
clspides, porém, como conseguimos curvas com cuspides?
A seguir, vamos desenvolver um método de construir tais curvas.

Vamos considerar curvas regulares o. : | — R? parametrizadas pelo compri-
mento de arco, tais que, sua curvatura k ndo se anule em I. Nesse caso, para cadat € I,
esta bem definido o centro de curvatura de oo em t, dado por,

onde N é o campo normal e unitario de a. A aplicacdo que a cada t € | associa B(t),
define uma curva diferenciavel em R?, e é chamada evoluta da curva o. \Vamos estudar a
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regularidade de B.

B/(t) _ ()L/+N/k_1+N(k_1)/

= of + (—k)o'k T =Nk
_k/
e

Temos, portanto, que B(t) é regular se, e somente se,

ke (t) # 0.

Entdo, se k; = 0, implica que, B’ = 0. Para achar as demais condi¢es de cUspides,
continuamos derivar sobre t,

K —K
B’ = (7)/N+(k—2)N/
—K'  2k? —K
= (k—2+F)N+<k—2)(_ka/)
—K" 2k/2 Kk’
= G N
—K" 2k/2 —K 2k/2 Kk’ Kk’
mo R ey A YA PP DMy ™
—Kk"  2k'K 4AK'K 6k/3 k" 2k/2 k" k/2 ,

Z —K N+ (— — o

K KTk R
2k// 3k/2 )
kK k—2)°"

e e T T
—Kk"  6K'K 6k/3
= (e te e O

Consequentemente, 0 ponto B(t) é clspide de Whitney, se e somente se, k'(t) =0 e

K"(t) # 0.

Exemplo 1.37 Seja a(t) = (2cos(t),sen(t)), entéo,

~ Lcos(t)(—3cos’(t) +4)%2
2 \/4sen?(t)+cos?(t)

_sen(t)(—3cos?(t) +4)%?

B(t) = (2 cos(t) \/4sen?(t) + cos?(t)

en(t)

veja na Figura (1.23).

1.8 Alguns exemplos interessantes

Ao pensar as relacdes entre as curvas dianteira e traseira, surgiram muitos
exemplos interessantes, vamos apresenta-los nesta secao.

Exemplo 1.38 Seja x(t) um mdvel com a velocidade x'(t) = v(t) e a aceleragdo x”(t) =
a(t). No mundo fisico, em geral, quando um mdvel estd movimentando com velocidade
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w
— 1

5

Figura 1.23: Evoluta da elipse

crescente, a aceleracdo do movel esta limitada, ou seja, existem duas constantes ki e ko,
tal que 0 < k; < a(t) < ko, entdo a curvatura tende a 0, ou seja, a curva do mével tende
a reta retilinea. De fato,

K= | — X"y +y"X| - kaly'| +ka|X'| o 2Zkvt) 2k
2y22 T P T R vt

E a tltima equacao tende a 0 quando a velocidade tende ao infinito.

Exemplo 1.39 Seja T uma bicicleta de 3 rodas, y(t), T(t) e T(t), tal que T'(t) =
Y(t) + L1y (t) e T(t) = I(t) + Lz%, ou seja, um modelo simplificado de caminhé(_)
"Bitrem"com 7y parametrizada pelo comprimento de arco. Qual sera a trajetoria da I
quando v e T estdo percorrendo dois circulos concéntricos onde C; e C, séo, respectiva-
mente, tracadas pelasye I'?

A) Sabe-se que a velocidade da I" é maior que a da v, entdo C, é maior que
C:. E, além disso, sabe-se que se a roda traseira percorre em um circulo, entdo, a roda
dianteira também anda em um circulo, por isso, como I" é a roda traseira em relagéo a
T, implica que T percorre o terceiro circulo concéntrico Cs.

B) Sabe-se k = tE—f‘ onde k é a curvatura da y e o € 0 angulo entre os vetores

(v,T), ou seja, se aumentar Cq, diminuira o valor absoluto do angulo o.

C) Sejam Ry, Ry e Rz 0s raios dos circulos Cy1, C, e Cs3, respectivamente, entéo,
arctg(gt) = o, earctg(g2) =B, onde pé o anguloentre T e T

Exemplo 1.40 Tome um semi-circulo S, e sejam A e D dois pontos nas extremidades.
Marque dois pontos B e C, de modo que AB = BC = CD, em seguida dobre o arco AB no
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R1

Figura 1.24:

sentido horario e o arco CD no sentido anti-horario de modo que A se encontra com B,
conforme a Figura (1.25).

B

A D B C

Figura 1.25: Uma curva fechada com 3 singularidades

As 3 cuspides sdo de Whitney? Para responder isso, construiremos a curva
dianteira desta curva, e notamos que a curva dianteira também possui uma singularidade
(bico) no meio, o que contraria o Lema 1.9, ou seja, 0s 3 “bicos** ndo séo cuspides de
Whitney.

Um exemplo natural de curvas ambiguas é um par de circulos concéntricos, cujos
raios r e R satisfazem R? — r? = .2 . \Vamos ver um exemplo de (y,T") que no seja um par
ambiguo.

Exemplo 1.41 Seja y(t) = (t2,t%) no intervalo [—1,1], e no ponto (0,0) aparece uma

singularidade. Se definimos I'(t) = (t2 + ¢4t§t+9t4,t3+ ¢4t32ti9t4) no intervalo [—1,0],

X 42 & 3. 3 ; ; ;
entéo, I'(t) __(t - \/m,t \/m) no mter\{alo [0,~1] veja na I?gura §t1.27).38e
mud?rmos a direcdo da bicicleta com a mesma traseira, entdo I'(t) = (t© — ‘/W;t —
3t ; _ ) — (12 2t 3 3t
\/TW) no intervalo [—1,0], consequentemente, T'(t) = (t“ + Tl T \/W)’

veja na Figura (1.28).
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Figura 1.26: As curvas dianteira e traseira com cuspides

14

0.59

T T )
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)

Figura 1.27:
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r T T T
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-0.54

Figura 1.28:

Exemplo 1.42 Sejam o cicldide y(t) = (t —sen(t),1 —cos(t)) a curva da roda traseira
no intervalo [0,10xw], com 0 eixo L =2 e I'(t) a curva da roda traseira, tal que,

— (t— 5(1—cos(t)) 4 _ 5sen(t) .
I'(t) = (t—sen(t) + 2—2cos(t)’(1 cczs)gt) + 72_2(:05(0), no(s)lntervalos 0,2m], [4m,6m],
= (t— Sd=cos(t)) 1 _ _Seen(t) :
[8m,10m] e I'(t) = (t —sen(t) + asost) - cos(t) + 2_Zcos(t)),noslntervalos 21, 4|

e [6m,8n], veja na figura (1.29).
Agora, imaginamos de outra maneira. Tome I'(t) como a curva da roda traseira

esejal(t) =T(t) + 5%. Construimos I'(t) e veja na figura (1.30).
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Figura 1.29: cicloide como a curva da roda traseira e a curva da
sua roda dianteira.

o

4'} ; %/ \\

Figura 1.30:



CAPITULO 2

Bicicleta Poligonal

2.1 Bicicleta Poligonal

Consideramos, neste capitulo, as curvas de bicicleta na versao poligonal.

Seja P um poligono simples no plano, e sejam V1,Va,...,V, 0s vértices consec-
utivos. Os vértices sdo tomados ciclicamente, ou seja Vn1i = Vi, etc. A k-diagonal é o
segmento V;Vi .k, para algum i = 1,....,n, onde 2 < k < n/2. Chama-se P uma bicicleta
(n,k) — gonal, se ela é equilateral, isto é , todos os lados s&o iguais, e todas as suas k-
diagonais também séo iguais; um exemplo de bicicleta (k, k) —gonal é o poligono regular.
A razéo k/n é denominada de raz&o rotacional.

Figura 2.1: (5,2) —gonal, (6,3) —gonal e (7,3) — gonal

Lema 2.1 Seja P uma bicicleta planar (n,k) — gonal. Para cada i, os vetores Vi i —
Vi e Vijki1 — Vigk s@o iguais e implica que o quadrilatero ViVii1Vi kViiki1 € um
paralelogramo ou é um trapézio isosceles com os lados paralelos ViVi k.1 € Viy1Viik.
Se P é convexo entao somente o Gltimo caso é possivel.

Prova: Consideremos que os triangulos V;Vi;+1Viik, Vit1ViikViike1, ViVis1 € ViekViike1
sdo congruentes, pois, sdo os lados do poligono, e ViViik € Vj+1Viikr1 também sdo
congruentes, pois, sdo k-diagonais, e além disso, Vi 1Vi k € um lado em comum aos dois,
entdo os dois triangulos sdo congruentes. Se os segmentos ViViik € Vit1Viik+1 N@0 se
intersectam, entdo, tem-se o primeiro caso do lema. Se intersectam-se, entdo, tem-se 0
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segundo caso, veja na Figura (2.2). E bem claro que se o poligono é convexo, entdo tem-
se somente 0 segundo caso.

Viik
Vitks1
Vi1
Vi1
Vi
Vi Vitki1
Figura 2.2:

Teorema 2.2 A bicicleta (n,k) — gonal convexa é um poligono regular nos seguintes
casos:

(1) n arbitrarioe k = 2;

(2) nimpar ek = 3;

(3) k arbitrarioe n = 2k + 1;

(4) k arbitrario e n = 3k.

Prova: Se k = 2, entdo, os tridngulos V;Vj.1Vji2 sdo congruentes para qualquer i, pois,
ViVi. 2 sdo k-gonais, e além disso, V;Vj.1 e Vi1Vi.2 sdo lados congruentes de poligonos.
Entéo, todos os angulos do poligono P sdo iguais, implica que P é regular.

Seja k = 3. Considere 5 vertices consecutivos de P. Pelo Lema 2.1,
ViVii1ViaViis e Vie1ViioViisViea sdo trapézios isosceles, o que implica que,
ViVii1ViiaViisViig possua um eixo de simetria que passa pelo vértice V.2, veja na
Figura (2.3). Segue-se que o0s angulos nos vértices V.1 e Vj. 3 sdo iguais parai=1,...,n.
Se n for impar, isto implica que todos os angulos séo iguais, entdo, P é regular.

Sejan =2k 1. Entdo os triangulos Vj_1V;V; .k sdo congruentes para todo i, pois,
dois dos lados séo k-diagonais, e a base é o lado do poligono P. Seja o 0 &ngulo na base
do tridngulo. Os vértices Vi_1, Vi, Vit1, Vi € Viiks1 geram 3 tais tridngulos, e o angulo
Vi_1ViVii1 é igual a 4o — m, veja na Figura (2.4). Entdo, todos os angulos de P sdo iguais
e P é regular.

Finalmente, consideremos o caso de n = 3k, e precisamos do seguinte lema.
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Vi

Visg

Figura 2.3:

Vi

Vit Vi1

Visk irkrl

Figura 2.4:

Lema 2.3 Dados dois triangulos equilateros congruentes, tais que, a distancia entre os
vértices correspondentes sdo iguais, entdo, um € obtido pelo outro, ou pela translagéo
paralela ou pela rotacéo sobre seu centro.

Prova: Identificando o plano R? com o plano complexo C e, assumindo também, sem
perder a generalidade, que o primeiro tridngulo ¢ (1,q,g?), onde q é a raiz cubica de 1. A
aplicacéo que leva o primeiro triangulo ao segundo é dado por z — uz+v, onde |u| =1,
e como as distancias entre os vértices correspondentes sdo iguais, entao,

ul+v—1] = |ug+v—g| = |ug® +v—¢?],

implica que,
(L—u)—v|=|(1-u)g—v|=|(L-u)g®~V]|.

Também sabe-se que |g| = 1, |q%| = 1 e g° = 1. Entdo,

[(1—u)g—v|=|(1—u)g—V[|g’| = |(1—u) — g,

(1—u)g® —v| = |(1 —u)a® —v||g] = |(1 —u) —qv].
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Ou seja,
(=) =v[=[(1-u)—av| = |(1-u) - V.

E notamos que (1 — u) é equidistante dos pontos v, qv, g°v. Suponha que |v| = ¢, entéo,
lgv| =c e |g?v| =c. Se ¢ # 0, implica (1 —u) = 0, por isso, a aplicagio é uma translac&o
paralela. Se |1 —u| # 0, implica c = 0, ou seja, v =0, por isso, a aplicacdo é uma rotagao
sobre a origem.

Agora, vamos aplicar o Lema 2.3 para a bicicleta P de 3k — gonal. Cada triangulo
ViVikViiok € equilétero, pois, cada lado é k — gonal. Considere também o triangulo
Vi+1Viik+1Viioke1. Pelo Lema 2.3 e a convexidade do poligono P, o segundo triangulo
é obtido pelo primeiro pela rotagdo sobre o seu centro. Para cada i, essas rotaces tem o
mesmo centro e angulos iguais, pois, os lados de P sdo iguais, isto é, P € um poligono
regular.

Sem considerar a condicao de convexidade sobre P o resultado do Teorema (2.2)
n&o é verdadeiro. Por exemplo, considere um n-gonal fechado, com lados unitarios e todos
angulos retos. Claramente, é um (n,2) — gonal e as 2-diagonais possuem o comprimento
v/2 e ndo é um poligono regular. Veja na Figura (2.5).

Figura 2.5:

Teorema 2.4 Para k impar e n par, existe uma familia a um parametro das bicicletas
(n,k) —gonal ndo-congruentes.

Prova: Comegamos com n/2 —gonal, e anexamos 0s mesmos tridngulos isosceles a todos
os lados para obter um n — gonal de todos os lados iguais; a altura do triangulo é o
pardmetro da construcédo. Para cada k < n/2 impar, o poligono resultante é uma bicicleta
(n,k) — gonal desde que todas as k-diagonais sejam congruentes pela simetria do original
n/2 —gonal regular, veja nas Figuras (2.6).
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Figura 2.6: (6,3)gonal e (8,3)gonal

2.2 Deformacao infinitesimal dos poligonos regulares

E conveniente notar o angulo ©t/n por ¢. Consideremos um poligono regular P
de n lados cujos vértices sdo,

V; = (cos(2id),sen(2id)), i=0,....n—1.

Uma deformacéo do poligono P é dada por uma colecao dos vetores Uj tal que os vértices
do poligono deformado P; sdo Vi+ €U;. Como sempre, todos célculos sao feitos médulo
€2, e os indices sdo entendidos ciclicamente. Sem perder a generalidade, o poligono P;
tem os lados unitérios,

Vi1 —Vi+e(Uip1 —Ui)| = 1,

paratodoi=0,....,n—1.

Definicdo 2.5 Seja P um poligono regular com os vértices V;j, e considere a deformagao
P: com os veértices V; 4+ €Uj, entao dizemos que a deformacdo € infinitesimal se, e S0 se,

d

&(Wiﬂ —Vi+¢€(Uit1—Ui)|)|e=0 = 0.

Pela definicdo temos o seguinte resultado imediato,
(Vit1—Vi,Uiz1 —Uj) =0. (2-1)

Defini¢do 2.6 Chamamos matriz de Vandermonde, ou das poténcias, toda matriz de
ordem n > 2, do tipo,

1 1 1 - 1
al ar as s dn
2 2 2 2
a; &

n—1 n-1 n—1 n—1
al 8.2 33 A an
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Isto é, as colunas de M séo formadas por poténcias de mesma base, com expoente inteiro,
variando desde 0 até n— 1. Os elementos da segunda linha séo chamados elementos
caracteristicos da matriz. Indiqguemos o determinante de uma matriz de Vandermonde
por,

V(al,ag,ag, ...,an).

O lema seguinte é facil de demonstrar com a inducdo matematica.

Lema 2.7 O determinante V (a1,a2,as,...,an) € igual ao produto de todas as diferenca
possiveis entre os elementos caracteristicos tal que, o minuendo tenha indice maior que
o0 subtraendo. Isto &,

V(a1,az,8s,...,an) = [ (ai — aj),

i>j

ondel <i,j<n.

Lema 2.8 1

- , k k—1

j;)sen(ochZJB) _ sen( B)Segnoég)( )B>, (2-2)
€,

Z cos(aL-+2jB) = sen(kB)cos(oe+ (k—1)B) (2-3)

sen(P) ’
onde as Equacges (2-2) e (2-3) séo iguais a ksen(o) e kcos(a), respectivamente, se

sen(f) =0.

Prova: S6 demonstraremos a primeira identidade por inducdo matematica. Quando k =1,
a equacdo (2-2) obedece a regra. Suponhamos que a Equacdo (2-2) é certa, entdo,
precisamos demonstrar que,

k o sen(kB)sen(o+ (k—1)B) = sen(B)sen(o+2kB)
2 seno+2B) = sen(p) T sen(d)
sen((k+1)B)sen(o+kP)

sen(P) '
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De fato,

sen(kPB)sen(o.+ (k — 1)) +sen(PB)sen(o + 2kP)

= sen(kPB){sen(a)cos((k—1)B)+sen((k—1)B)cos(c)} +
sen(B){sen(a)cos(2kP) + sen(2kB)cos(a) }

= sen(o)sen(kpB)[cos(kB)cos(B) +sen(kPB)sen(B)] +
sen(ot)sen(B[cos?(kB) —sen?(kB)]) +
sen(kpB)cos(ov)[sen(kB)cos(B) —sen(B)cos(kP)] +
sen(PB)cos(at)[2sen(kB)cos(kP)]

= sen(o)sen(kB)cos(kB)cos(B) -+ sen(ar)sen(B)cos?(kP) +
sen?(kB)cos(at)cos(B) + sen(B)sen(kpB)cos(o:)cos(kp).

Além disso,

sen((k+1)B)sen(o+kp)

= [sen(kPB)cos(B) +sen(B)cos(kB)][sen(ov)cos(kB) + sen(kP)cos(ar)]
= sen(o)sen(kB)cos(kB)cos(B) + sen(ar)sen(B)cos?(kP) +
sen? (kB)cos(or)cos(B) + sen(B)sen(kpP)cos(ar)cos(kB).

Se sen(P) =0, entdo B = 2nm, onde n € Z. Além disso, cos(2jB) = Lesen(2jB) =0, onde
j € Z. Enfim, %_;sen(a+2jB) = X¥_gsen(a)cos(2jB) + sen(2jB)cos(a) = ksen(a).

Vamos considerar as deformac@es infinitesimais dos poligonos regulares na
classe de bicicletas poligonais. E o principal resultado est4 formulado no seguinte teo-
rema.

Teorema 2.9 Um poligono regular de n lados admite uma deformac&o infinitesimal nao
trivial a bicicleta (n,k) — gonal se, e s6 se,

T T
g(kr {6 ) tg(k-)tg(r), (2-4)
paraalgum2 <r <n-2.

Prova: Como cosa — cosh = —2sen@2sen?-P e sena —senb = 2sen?52cos 252, entdo,

Vit1 —Vi = 2send(—sen((2i+1)¢),cos((2i+1)d)).
Pela Equacéo (2-1) temos,

Uit1 —Ui =ti(cos((2i +1)¢),sen((2i +1)¢))
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para algun t; real. Seja,

Wi = cos((2i + 1)), sen((2i +1)0)),

entao,
Ui = Up+ (U1 —Up)+ (Uz—Uq)+...+ (Ui—Ui_1)
= Ug+toWp +t1W1 +...ti_1Wi_1, 1=0,....n—1, (2-5)
e,
n-1
z tiW; = 0. (2-6)
i—0

De fato, 0 = Up —Up = Up —Up = X1 Uit 1 — Ui = X tiW;. Note que, se adicionar o
mesmo vetor a todo Uj, equivale a uma translacéo paralela do poligono P.. Entdo, podemos
eliminar a translagéo paralela e assumirmos que Up = 0.

Podemos também tirar as rotagdes sobre a origem. Para esta finalidade, notamos
que se for uma rotacdo infinitesimal, entdo, o vetor U; é perpendicular ao V;, assim temos,

Ui = c(—sen(2id),cos(2i0)),
onde ¢ é uma constante, e portanto,
Uiy1—Ui =C(cos((2i+1)0),sen((2i+1)¢)),

onde C é outra constante. Entdo, as rotagdes correspondem tg =t; = ... = ty_1. Para

eliminar as rotacdes, basta que exista um tj que seja diferente dos demais. Assim, seja
n-1

k — (Zo ti)

~=0_—- e substraimos k de todo tj que so tiramos uma rotagdo, entdo, 2{‘;01t_i =0.

Assim, sem perder a generalidade podemos assumir diretamente,

n—1

Y ti=0. (2-7)

i=0
A seguir, consideremos as condigdes para que todas as k — diagonais do poligono
P: sejam iguais. Ou seja,

Visk —Vi| = ¢ = Vigk —Vi+e(Visk — Vi) | = cf.

Maddulo €2, temos,
((Vigk —Vi), (Ui —Ui)) =c, (2-8)

onde ¢, sdo constantes, e também,
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(Wi, (Vi —Vi)) =
= ((cos(2j+1)d,sen(2j+1)d)(cos2(i+k)d — cos2id,sen2(i+k)dsen2io))
= 2sen(ko)[sen((2] +1)¢)cos(2(i+k)¢) —cos((2]+1)o)sen(2(i+k)o)]
= 2sen(kd)sen((2j+1—2i—k)9).

Além disso, pela Equacdo (2-5) a Equacéo (2-8) pode ser escrita como,

k—1 k—1
Y 2sen(ko)tiyjsen((2j+1—k)o) =co = > tipjsen((2j+1—k)$p) =C
=0 j=0
n—1k—1 k—1n-1
= >, D tipjsen((2j+1-K)o) =nC = 3 > tiyjsen((2j+1-k)¢)=nC.
i=0 j=0 j=0i=0

E, além disso, 3" 1tj = 0, entdo C = 0. Assim, temos,
k-1
Y tipjsen((2j+1-k)¢)=0i=0,...,n—1. (2-9)
j=0

Portanto, temos um sistema (2-9) linear de n equacg®es e n incognitas

ag a1 -+ ap—1 (¥ 0

an-1 ap - A2 tit2 10
. - )

ap az -+ Qo Gk 0

onde A € uma matriz com elementos aj =sen((2j+1—Kk)¢), para j=0,....k—1eaj=0
caso contrario.

Para estudar o sistema, seja & = exp(20+/—1) a raiz n-ésima da unidade, e seja
também,

n1
= ai¢l", r=0,...,n—1.
=0

Seja B a matriz bjj = £'0~% onde 1 < i, j < n entfo,
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1 &t g2 . gn-1
bi1 bip -+ by
bz bz . bin 1 82 (g2 ... (g1
B= =11 & (§3)2 (&3)n—1
bpi bn2 - bm ]_ gn (én)Z (&n*n—l)

Note que a matriz B é uma matriz de Vandermonde e é invertivel pelo Lema 2.7.
Lembramos que " = 1.

Lema 2.10 Pelas condicdes acima, temos,
A=B"!DB,

onde D = Diag(6n_1,6n-2,-..,60).

Prova: Basta provar BA = DB. Sejam c;j 0s elementos da matriz DB e cjj 0s elementos da
matriz BA. Entéo,

o n—1 - 1 |
Cij = enfiﬁ'(kl) — Z aSEJS(nfl)gl(jfl) _ z asg'Hﬂfl)
s=0 s=0

= aO&,,i(j_l) + alai(j—Z) +...+ aj_lﬁ_,o + a,-&‘i +

aj 188 4. 4 ag o8I g i)

E,
Gij = (1€, (€)% . (8)" ™), (aj-1,aj2,...,80,81,..-,4]))
= U V48024 ya; 1&4a8 +
aj+1§72i 4.+ an,zii(*”ﬂ*l) + an,lﬁ_,i(*”*j),
Assim, BA = DB.
Agora, precisamos do seguinte resultado.
Lema 2.11

sen(k(r+1)p) sen(k(r—1)o) T
Zer - ( Sen((r+1)¢) - Sen((r— 1)¢) )eXp(I(E - (k_ 1)r¢)) (2_10)

onde, parar =1er =n-— 1, temos, respectivamente,

sen(k(r ~1)0) _,  sen(k(r+19) _
sen((r—1)o) sen((r+1)o)
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Prova:

20, = ZZSen (2j+1—Kk)d)[cos(2jro) +isen(2jro)].
j=0

Desenvolvendo a equacéo, as partes real e imaginaria de 26, obtemos as seguintes somas:

k—1 k—1

Y sen((2j+1—k—2jr)o)+ Y sen((2j+1—k+2jr)o), (2-11)
i=0 j=0

el
k—1 k—1
D cos((2j+1—k—2jr)o) — Y cos((2j+1—k+2jr)o). (2-12)
j=0 j=0

Aplicando as Equagdes (2-2) e (2-3) nas Equagdes (2-11) e (2-12) com escolhas o e B
adequadas, a Equacdo (2-11) é igual a,

I(ilsen((Zj+l—k—2jr)q))Jrkilsen((Zj+1—k+2jr)q))
i=0 j=0
= kzlsen((l—k)q>+2j(1—r)q))+kzlsen((1—k)¢+2j(r+1)¢)
j=0 j=0
sen(k(L—r)dp)sen((1—Kk)o+ (k—1)(1—r)o)
sen(l—r)o +
sen(k(r+1)¢)sen((1—k)op+ (k—1)(r+1)¢)
sen(r+1)o
sen(k(L—r)p)sen((1—k)r¢  sen(k(r+21)d)sen((k—1)ro)
sen(l—r)o sen(r+1)¢
sen(k(r+1)¢) sen(k(r—1)0)
sen((r+1)p) _ sen((r—1)g) Sonik=Dre).

Analogamente, a Equacéo (2-12) ¢ igual a,

=

sen(k(r+1)o) sen(k(r—1)¢)

sen((r+1)0) _ sen((r—1)0) Jeos((k—1)ro).

(

Também que,

exp(i (— —(k—=1)r¢)) =sen((k—1)rd)+icos((k—1)rp).

Por isso,

20, = ZZSen ((2j+1—K)0)[cos(2]jro) +isen(2jro)].
j=0
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Agora, vamos demonstrar que se r = 1, entéo sfe':]((k((%llﬁd’)) =Kk.

De fato, como 26, € uma funcao continua, entéo,

sen(k(1—1)0) . sen(k(r—1)o) . sen’(k(r—1)¢)
sen((1-1)0) A sen((r Do) " sem((r—1)g) ©

Assim demonstramos o lema.

Agora vamos completar a demontracdo do teorema. Estamos interessados em
resolver o sistema linear (B~'DB)t = 0, onde t = (to,...,tn_1) € C" satisfazendo as
Equagdes (2-6) e (2-7). Essas duas condigdes sdo equivalentes a,

t(1,6,62,....e" Y =0, t(1,1,...,1) =0.

Ou seja, sdo as condicBes para anular o primeiro e o Gltimo componente do sistema Bt.
Entdo, a dimensédo do espaco das solucbes do sistema é igual ao nimero das raizes entre
0s nimeros 01,0, ...,0n_».

Pelo Lema 2.11, isto é igual ao nUmerode r = 1,2,....n— 2, tais que,

sen(k(r+1)¢) sen(k(r—1)¢)
sen((r+1)0)  sen((r—1)¢)

(2-13)

Se r =1, entdo a Equacéo (2-13) torna-se sen(2kd) = ksen(2¢) que ndo tera solucéo.
Vamos citar o lema seguinte (JAC]) a prova-lo.

Lema 2.12 Seja k > 2 um namero inteiro. Entao,
sen’ (k@) < k?sen?(),
que vale a igualdade se e s6 se 6 = mrn para algum m inteiro.

Como ¢ = T, entdo 2% nédo € multiplo de w. Assim sen(2k¢) = ksen(2¢) néo tem solucéo.
Com os resultados da trigonometria elementar, parar =2, ...,n—2, a Equacao (2-13) pode
ser escrita como,

sen(k(r+1)¢)  sen(k(r—1)¢)
sen((r+1)0)  sen((r—1)¢)
sen(kr)cos(ko) +sen(ko)cos(krgp)  sen(kro)cos(kd) —sen(kd)cos(krd)

sen(rd)cos(d) +sen(dp)cos(rd)  sen(rd)cos(d) —sen(d)cos(rd)
<= 2sen(kd)sen(ro)cos(krd)cos(d) = 2sen(krd)sen(d)cos(kd)cos(ro)

= 1tg(kro)tg(¢) = tg(ko)tg(ro)
—tgrotg(5) = tgkotg(rs).
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Agora, vamos demonstrar a aplicacéo inversa.

Se,

tg(krtg(%) = tg(k)tg(r).

sen(k(r+1)¢) __ sen(k(r—1)¢)
sen((r+1)6) — sen((r—1)0)
Pelo Lema 2.11 existe pelo menos uma constante r tal que 6, = 0. Consequentemente, a

dimens&o do conjunto t ¢ maior que 1. Assim, a demonstracéo esta completa.

Notamos que, se forem n par, k impar e n = 2r, entdo a Equacdo (2-4) é
verdadeira. De fato, tg(krT) =tg(ry) = oo e, mais ainda, tg(%) e tg(kT) tem o mesmo
sinal. Analogamente, se forem k e r impares, n = 2k, a Equacéo (2-4) sera verdadeira.

para algum 2 <r < n-—2, entdo

, paraalgum 2 <r <n-2.



CAPITULO 3

Monodromia entre par de curvas

3.1 Monodromia no Circulo

No capitulo 1, desde que temos uma curva, a da roda traseira y, encontramos uma
expressdo T'(x(t)) = y(t) + Ly (t) para a roda dianteira, e assim provamos que existe uma
restricéo ao angulo o(t) entre (y,I") tal que =F < a(t) < 7, onde t e x sdo 0s parametros
do comprimento de arco das curvas y e I'. Neste capitulo vamos fazer o contrario, seja
I'(x) uma curva fechada, entéo a curvatura K(x) da I' é periddica, e seja P periodo da
curva I'. Ou seja, a roda dianteira, ap6s uma volta, voltara ao mesmo ponto e recomeca
a mesma trajetoria a cada P unidades de comprimento que percorre. Suponhamos ainda
que a distancia L entre a roda dianteira e traseira seja 1. Ou seja, considere o circulo I'y de
raio 1 centrado no ponto I'(0) = I'(P). Portanto, se y(0) € T'o temos que y(P) € I'y. Veja
na figura (3.1).

Sabe-se que, K = % 1 4% ¢ tome também tg(%) = u, ou seja, tg(w) =
u(x, uo), tal que, tg(%) = uo, implica que, sen(§) = \/1‘17 e cos(3) = \/117 Também

para que a funcéo tangente seja um difeomorfismo, damos restricdo a fungéo o, tal que,
—n < o, < 7. Entéo,

/ SNV 2,0 o ! l o I 1
= — = — — :2 — :2 _ -1
u (tg(z)) sec (2) > € u cos(z) u1+u2, (3-1)
e ainda,
o o u
=2 = —)=2 : 3-2
sen(o) sen(z)cos(z) T (3-2)
Substituindo na equacéo o/ + m = K, obtemos,
1 u K u K
2u’ 2 =K = Syl -
T TS T A N (3-3)

que é uma equacao de Riccati.
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Definicdo 3.1 Uma equacéo diferencial do tipo,
X' = r(t)x* +a(t)x+b(t),
chama-se equacao de Riccati.
Definigédo 3.2 Seja uj,1 <i <4, 4 nUmeros complexos, entdo, a razdo cruzada desses 4

ndmeros € ,
(Up —Uuz) (U3 — Ug)

(up —ug)(uz —uz)

Para mais informacdes veja na referéncia ([St]).{pg. 36-39}

Teorema 3.3 Sejam uj,1 < i < 4, 4 solugbes de Riccati, entdo, existe um costante C, tal
que, o valor da razdo cruzada das solucdes é C.

Teorema 3.4 Umafuncdo T : C — C mantém a raz&o cruzada, ou seja,

(T(u1) =T (u2))(T(us) — T(ua))  (us—Up)(us—us)

(T(up) =T (ug))(T(uz) =T (uz))  (up—ug)(us—uz)

se, € somente se,
_ax+ b

Coox4d’

T(x)

Seja m: {x = 0} — {x = P} uma transformacéo de Poincaré, tal que,
n(o(0,00)) = (o) = (P, 0p), entdo, a fungdo m descreve a posigdo inicial e final da
roda traseira depois de uma volta da roda dianteira ao longo da trajetoria fechada, veja na
Figura (3.1). Analogamente, também definimos uma fungdo T : {x =0} — {x =P}, tal
que, T (u(0,up)) =T (up) = u(P,up).

T(x())

Figura 3.1:
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Como a Equacdo (3-3) é uma equacdo de Riccati, e pelo Teorema 3.3 temos

(T(u1) =T (uz))(T(uz) =T (us))  (u(P,ug) —u(P,uz))(u(P,uz) —u(P,us))
u(P,us) —u(P,us))(u(P,uz) — u(P,uz))
(U —u2)(uz —Us)
(Uup —ug)(uz —uz)

—
—
~
<
iy
~
|
—
—~
<
N
~—
N—
—~
—
—~
<
w
N—
|
—
~~
<
N
N—
~—
—~

Entdo, pelo Teorema 3.4, T (u) = 2 tal que, {a,b,c,d} € C.

Sabe-se que o conjunto das funcbes que mantém a razdo cruzada € um grupo,
denominado de "grupo de transformacéo de Moebius".

Agora, vamos focar sobre os pontos fixos das transformagdes de Moebius, ou
seja, T(x) = 3;‘13 = X, entdo, cx? 4 (d —a)x +b = 0, assim existem 3 possibilidades de
solugoes, por isso definimos

Definicdo 3.5 Seja T uma tranformagéo de Moebius, entdo temos:

1) Se T possui 2 raizes reais e distintas, T é hiperbdlica.
2) Se T possui somente 1 raiz real, T é parabdlica.

3) Se T ndo possui raiz real, T é eliptica.

No caso de T ser hiperbdlica, T possui dois pontos (up,uz) fixos, quer dizer,
existem dois angulos o, o tais que tg% = uj, e além disso,

o(0,04)
2

o(P, )
2 9

tg =u(0,uj) =T (uj) = u(P,uj) =tg

entdo, existem dois pontos da roda traseira que fecham a trajetoria depois de uma volta da
roda dianteira, ou seja o(P, o) = o(0,04) = 04 .

Analogamente, no caso parabolico s6 existe um ponto fixo que fecha a trajetéria da roda
traseira; e no caso eliptico, como as solugdes sdo complexas, entdo ndo existe nenhuma
posicao traseira que fecha a trajetoria.

Assim definimos:

Definicdo 3.6 Sejam I' a curva da roda dianteira e T a tranformacdo de Moebius
correspondente de T, entdo

(1) T é hiperbodlica se T é hiperbolica.

(2) T é parabdlica se T € parabdlica.

(3) T éelipticase T € eliptica.
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No caso hiperbdlico, vamos provar que T'(u1) T'(u2) = 1, ou seja,
S(P,u1) #2(P,uy) = 1. De fato,

a) T (u) = &8 'implica que T'(u) = (‘E‘S;g;z

b) T'(un)T'(u) = 1 & ((if'l;%c)z ((ij;téc)z =1 & (cup +d)?(cup + d)? =

(ad — bc)?.
¢) Como cu? + (d —a)u+b = 0, implica que, u = &9= égfa)zﬁbc, ent#o,
a—d)++/(d—a)2+4bc , (a—d)—+/(d—a)2+4bc
(cup +d)%(cup+d)? = (( ) éc ) )2(( ) éc ) )2
B [((a—d)+ (d—a)2+4bc)((a—d)— (d—a)2+4bc)]2
N 2C 2c
B [(a+d)2_(d—a2+4bc)]2
B 4 4
= (ad —hc)?.

Além disso, T'(on) T'(0r2) = 1, ou seja, aa “(Poy) €% (P,o;2) = 1. De fato,

xoc.)

Q)|
Q‘%

0

derivando tg—=—- alxo) u(x,tg%) em o, entdo sec? oc(onc.) 9o (p

Soz (Pooi) = Au. M (P,ui)sec® %, e
mais ainda, oc(P, i) = o, entdo 7' (o) = aa(oz;a.) = a“gtou') =T'(uj).

Observa-se que, T'(u1) # T/(up) implica, |t'(ou)| # |7/(0R)|, e
I (01)] |7 (0r2)] = 1. Ou seja, se |’ (o)| > 1, entdo, |n'(op)| < 1. Consequentemente,
se um é atrator entdo o outro é repulsor. Assim, demonstraremos um teorema no caso T
hiperbdlica:

Teorema 3.7 Seja vy a trajetoria fechada hiperbolica da roda traseira, entéo a trajetoria
de roda dianteira I" também é fechada, e existe uma Unica curva fechada y* com a mesma
roda dianteira T', tal que, a correspondéncia y < y* € uma bijecdo, com a orientacgao fixa
de I". Uma das curvas, y e v*, € estavel e a outra é instavel.

Prova: y é uma curva fechada da roda traseira, e como estamos considerando também que
T é hiperbolica, entdo, existe uma outra curva traseira y*. Além disso, se |'(ai1)| > 1,
entdo, |t'(02)| < 1. Consequentemente, se uma é atratora, entéo, a outra € repulsora.

Exemplo 3.8 Seja uma bicicleta com a roda dianteira num circulo cujo raio seja 1, como
mostrado na Figura (3.3), entédo K = 1, o que implica & doo —q_ e,
i) Caso elitico: Se L > 1, f'j?(‘ é positivo, |mpI|ca que ai(t) é crescente, assim a

curva traseira vai passar infinitas vezes por multiplos do angulo m/2; posteriormente
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Figura 3.2:

vamos provar que sao cuspides de Whitney.

i) Caso hiperbolico: Se L < 1, existem 2 angulos 0 < x; < 5 < X2 <, tal que,
‘(’j—‘j(‘ = 0. Neste caso, os dois &ngulos sdo simétricos em rela¢do a m/2, ou seja, as duas
curvas fechadas y e y séo dois circulos coincidentes.
Caso 0 < a(t) < x1, ou(t) tende a x1, e pela convencao do sinal do &ngulo, a roda traseira

r

I(t)

Figura 3.3:

vai entrar no circulo da T e tende a um circulo menor .
d . -
Caso x; < at) < %, §r <0, implica que o(t) tende a x;.
Caso 5 < a(t) < x, at) tende a xy, e a traseira faz uma clspide e tende a um circulo.

Caso x2 < ot) < x1 + 2w, o(t) cresce e tende a x1 + 2mw, e a traseira tende ao mesmo
circulo menor.

iii) Caso parabolico: Se L =1, ‘(’j—ﬁ(‘ = 1—sena, a(t) tende a /2, ou seja, a
traseira tende ao centro.
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Agora, vamos demonstrar que se o passa por +%, entdo, y(t) é um ponto de

clspide de Whitney.

Sejam T'(t) = (x(t),y(t)) e y(t) = (u(t),v(t)), e também considere a tractrix

circular (u,v), definida implicitamente pelo sistema das equacdes diferenciais,
2 2_ 12 dv
X“+y“=1 (X—u)<+({y-v) =L y-v= ﬁ(x—u).
Substituindo a terceira equagao na segunda, obtemos,

(x—u)2+(ﬂ)2<x—u)2:L2, logo (x—u)z((%zﬂ):ﬂ

du du
Suponhaquex >0, e y>0,entdo,
X = L +u e xX*= L +u?+2u L
(§0)2+1 (§0)2 (§0)2+1

_dv 2_ AV 22 o dv
y_du(x u)+vey_(du) (X —=u)“4v° +2v(x u)du.

2y =12 e x2+(ﬂ)z(x—u)2+v2+2v(x_u)d_v:1 logo.
du du
@{{%“uzu\/(%ﬁgﬂg—bzﬁwﬂzv% (3—‘5%21
— L2t —1= %(—ZU—ZVS—Z)
= (LU +vi-1)" = dezziiliszu —ZVS—ZV

d
— (L2 4+ 02 +v2 —1)%du® + (L% 4+ u? +v2 — 1)%dv? = L2du?(2u + ZVﬁ)Z
dv? d
&V 8uv Yy — 4u2L2du? + 412v2dv2 + 8L2uvdudv
du? du

— du?(L2 4+ u? +v? —1—2uL) (L% +u? +v? — 1+ 2uL) — 8L2uvdudv

L2du®(4u? + 4v?

+dV? (L2 4+ u?+v2 —1—2vL) (L2 +u? +v2 —142vL) =0
— [(U?+ (v—L)% —1)(u?® + (v+ L)% — 1)]dv? — 8L.2uvdudv

+[((U=L)?+v? = 1)((u+L)?4+v? —1)]du® = 0.
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Enfim, temos a equacao diferencial,

2 2 2 2 40V 2 dv 2 .2 2 .2
U+ (v—L)*—1][u“+(v+L) —1]W:8L uv@—[(u—L) +ve—=1][(u+L)*+v-—1].

Tome g—x = (| e reorganize a Ultima equacdo, assim,

U2 V2 4+ L2 — 1 —2vL][u? + v — 1+ 2vL]g?
= 8L%uvq— [P +V2+ 12 —1—2uL][u?+v? —1+2ul],

e ainda,
(U2 +V2 + 12 —1)? — 4v2L%)g? = 8L2uvq — [(U? + V2 + L% —1)? — 4u?L?].

Derivando a equacgédo em relagéo at,

2(u? +v2 + 12 —1)(2uu’ 4+ 2w') — 8W/L?]g? + [(u? 4+ V2 + L2 —1)2 — 4v2L%)2qq =
—2(U? 4+ V2 + L% —1)(2uu’ +2w') + 8uu’L? +8L2 (u'v+uv')q + 8L2uve

temos,
{[(U? V2 + 12 —1)2 — 4%L2)q— 4L%uv}q

= [— (U2 +Vv2 + L2 —1)(2uu’ 4 2wW') +4w'L%]g?
+ ALV W) — (U VP 4L — 1) (2ud’ 4-2w) + 4uu’L?,

Dividindo por u/,

{[(U? +Vv? +L? —1)% — 4v°L?)q — 4L%uv}

u’ a

= [—(U? 4 V2 + L% — 1) (2u 4 2vq) + 4vqL?]g?
+  4L2(v4uq)q — (U2 + V2 + L2 —1)(2u+2vq) + 4uL?.

Entdo, temos,

{[(u2 +Vv? + L% —1)2 — 42L%)q — 4L%uv}

u’ a

= [—2v(UP VP + L2 = 1) + 4L + [—2u(u? + V2 + L% — 1) +4uL?|g*+
[—2v(u? +v2 + 12 — 1) +4vL2]q + [2u(u? 4+ V2 + L2 — 1) +4uL?].
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Tome U’ = [(U? +Vv? 4+ L2 —1)? — 4v?L%]q — 4L%uv, e,

q = [-2v(’+v* -L*-1)]g° +
[—2u(u? Vv — L2 —1)]g® +
[—2v(u? +v2 - L% —1)]g+
[—2u(u?+vZ —L2—1)].

Como s6 queremos estudar o caso oo = +Z%, entdo, por enquanto consideramos o caso,

y

Xo

Yo

Figura 3.4:

o = %, entdo u(0) = (L —1)cos6, v(0) = (L — 1)send e q(0) = tge, veja na Figura (3.4).

= [(L—1)2+L%2—1)>—4L%(L— l)zsenze]% —41%(L—1)2senBcoso

= 0.

U(0) = [(UP+v2+L%—1)2—4v°L%q—4L%uv
(

V'(0) = u'(0)q(0) = 0 = (u'(0),v'(0)) = (0,0).

q(0) = q3(4vL)+q(4vL) +q?(4uL) + (4uL)

1
= 4vL qulL———
qc0329Jr c0s20
sen?®  cos%0
= AL(L—1) (e —
( >(cos3e cos36)
1
= 4L(L—1)——

cos36’
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70

Notamos que, a(0) = st

U///(O) —

= 22 +vi+L%—1)(2ud +2w') —8wW'L?|q
+(U2 4+ V212 —1)2 — 4212 + 4L%(U'v+ V)

1

_ 200 _1\2 a1 2,2 B

= [ALAL-1)7 - AL - 1) o

1
= 16L3(1-1)3—
6L( )cose
1
= [16L3(I—1)3m]cose.
V//(o) — u/q/+u//q’
1 sen6
= 16L3(L—1) — ="
6L )cosecose
_ 301 1\3
= [16L°(L—1) COSZG]sene.
! O

Moi =1g0.

q"(0) = [-2v(u®+Vv*—L*-1)]30°q" +
[—2u(u?4Vv? — L2 —1)]2qq' +
[—2v(u? +v2 - L2 —1)]

= 3q%q/(4Lv) +2qq’(4Lu) +q' (4Lv)
B 2,1 142 5€n6
= 48LA(L-1) .

2(u?+v2 + L% —1)(2uu” +2w") — 8w L%]q +
[(UZ —|—V2 + L2 _ 1)2 _ 4V2L2]q// o 4L2(U”V—|— UV//)
45€N%0.send

cosze] cosO
, Seno

cos°0

[—8L16L3(1—1)* +8L216L3(L—1)

c0s20

AL2[(L—1)2— (L—1)%sen?0]48L2 (L —1)

4sen9cose] )
4 Send

c0s20
64LH(L—1) %6 +128L°%(L—1)%(

4L%[16L3(L —1)

sen30  send
cos30  cosO

).
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V///(o) — u///q+2u//q/+u/q//
sen0  send..send

- [64L4(L - 1)4 T 128"5(" B 1)4(c0339 B cose)] coso
1
32L3(L— 1)3003329 4 2
— ALY(L— l)“csssr:;e —128L°(L~ 1)4(% - %) -
1
128L4(L — 1)4m.

Notamos que, se L =1 e o= £7, 0 ponto néo é clspide. Se L # 1 e oo = £, aparecem
pontos de cuspide.

Agora, vamos introduzir um novo conceito chamado "comprimento algébrico".

dy _ dydx s dy; istg @ i 4 i
Sabe-se que § = gy gt» entdo, || = [cosay, isto €, o comprimento da y é igual a

Jr Y (X)|dx = Jr-|cosa(x)|dx. E conveniente introduzir a seguinte convengdo, o sinal do
comprimento troca em cada cuspide, pois, pela observacgéo, coso. troca de sinal quando
passa pelo angulo oo = £7, por isso, definimos que,

Definicdo 3.9 No intervalo [-%,7] se |o| < 7, entdo, 0 comprimento € positivo; se
lo| > 7, entdo, o comprimento € negativo. Assim o comprimento algebrico da y é:

compri.(y) = / cos ai(x)dx,
r
onde compri.(y) é o comprimento algébrico da vy

Teorema 3.10 Seja T hiperbolica ou parabdlica e sejaya curva fechada da roda traseira
correspondendo a ponto fixo oy, entéo,

TC/(OLo) _ efcompr.(y) ,

onde "compr."é o comprimento algébrico de y apds I' percorrer uma volta de compri-
mento de P.

Prova: Considere as equacdes

seno(x) | do
L dx’

0((0) = 0.

Como K(x) é periédica de periodo P > 0, no caso hiperbdlico ou parabdlico existira
solucdo periddica 0. Derivando a equagdo com respeito a o, temos,
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i(d(x(x,ocl)) cosou(x, g ) dor(x, 0) _0
onde §%(0,a) = 1, logo,
d(doa/xdotl) _ COSQ(x, 0p) N P %dx _ /P_cosoc(x,oco)dx |
do/doy L o do/day 0 ’
do B P cos(x, 0p)
:>In]d—al(P,oco)]_—/O SO0
do P cosai(x, o)
/ = |— fry —_ 7,
=1 (o) = |doc1(P’a0)| exp| /0 - Jdx.

E mais ainda, temos g—)t( = cosoX) e k(x) = % portanto, tem-se,

1 —compr(y)
! = ex —/ —dt] = exp[——F—].
m(00) =expl— | pdt] = exp[— —]
Coroléario 3.11 Se I é hiperbolico e ye y* séo duas curvas fechadas das rodas traseiras,
entdo, y e y* tem o0 mesmo comprimento algébrico.

Prova: Sejam oy e op 0s pontos fixos de v e ¥*, (o) n'(op) =1 = e =
e~ COmPr.(v) g—COmP(Y) logo, compr.(y) + compr.(y*) = 0, ou seja, a soma do compri-
mento algébrico de y e y* € 0, entdo o comprimento de y e y* sdo iguais, porém, com
sinais diferentes.

Teorema 3.12 A aplicacdo & é parabolica se, e somente se, o comprimento algébrico
total de vy é zero.

Prova: No caso parabdlico 7'(0p) = 1, com o ponto fixo. De fato, T'(up) = (31%1?)2
com up = &8 e (d —a)2 +4bc = 0, implica que, (d +a)? = 4ad — 4bc entéo,

/ __ad—bc __ ad—bc __ ad—hc
T (U )— (a+d)2 = (a+d)2 — ad—bc

=1=m'(aw), assim, exp[—compr(yo)] = 1 e, conclui-

mos que, compr(yo) = 0.

Coroléario 3.13 No caso parabdlico, a curva y possui cuspide.

Prova: Como a soma algébrica de comprimento é 0, entdo no ponto que muda o sinal,
aparece cuspide, e como y é fechada, podemos dizer que no minimo existem duas
caspides.
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3.2 Oscilagdo do monociclo

Imagina-se uma situacdo, se uma bicicleta anda em linha reta, entdo naturalmente
no chdo vai deixar um so rastro de curva, pois o trago da curva y coincide com a curva I'.

Sera que além do deslocamento em linha reta existe outra maneira de andar de
bicicleta e deixar um unico rastro no chdo?

Consideramos uma curva "semente™y, : [0,Lo] — R? de C*, tal que y(t) =
(x(t),y(t)), parametrizada pelo comprimento de arco, de modo que as derivadas de
qualquer ordem % = 0 nos pontos y(0) = (0,0) e yo(Lo) = (1,0). Essa curva é uma
trajetoria inicial da roda traseira. Defina-se y1(t) = yo + 1, como a roda dianteira, dai a
unido dos tracos de Yo e y1 vao ser uma curva continua, pois, y1(0) = y0(0) +v;(0) =
(0,0)+ (1,0) = y0(1). Alem disso, ndo aparecerdo singularidades na conexdo das duas
curvas , pois, v;(0) é paralelo ao vetor y;(Lo), ou seja, definimos uma funcéo T(y;) =
Yi+7 /Y| = Yi+1 no intervalo [0,Lo], tal que, i seja da traseira, € yi+1 seja da dianteira.
Repetindo 0 mesmo procedimento, assim construimos uma curva 7 monociclo de uma
bicicleta com um Unico rastro no ch&o. No caso em que yp néo esteja parametrizada pelo
comprimento de arco definimos, que y1 = Yo+ 7,/ |1o|- Agora, vamos construir uma curva
semente.

Exemplo 3.14 Seja uma funcdo a: R — R, a(t) = (t,exp(—1/t)) set >0ea(t) =0
set <0, seja b(t) =a(l—t) e y(t) = a(t)b(t), tirando o parémetro, implica que
y(x) = 1000exp(1/x(1—Xx)). Observamos que a derivada de qualquer ordem com relacéo
a x sempre é 0, veja a Figura (3.5) feita pelo Maple.

4+ T

3

Figura 3.5:

Lema 3.15 O comprimento de I" € igual a,

/OL,/1+k2(t)dt>|_

onde k(t) = |y’(t)| é a curvatura de y
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Prova: Temos:
T'(t) =Y () +Y'(0), T’ =1+ [y ()2

entdo, o comprimento de I" é,

/OL\r’(t)\dt:/OL,/1+|<2(t>dt > /OLdt ~L.

Proposicdo 3.16 Consideremos o numero de pontos de intersecdo da curva y(t), t €
(0,L), com o eixo x denotado por Z(7y) e assumimos que Z(y) é finito. Entdo Z(T") > Z(y).

Prova: Sem considerar os pontos de interse¢cdo nos momentos tp e L, nota-se que I" =
y+7, implicae'T" = (y+7v)e! = (e'y)’ e, ainda que,

I(t) = e~ (e'y(t))". (3-4)

SejaZ(y)=nesejamty=0<t; < .. <ty <ty;1 =L 0s momentos consecutivos de
intersecOes de y(t) com o eixo X. Entdo, tj também sdo os momentos consecutivos de
intersecBes da curva A(t) := e'y(t) com o eixo x. Pelo Teorema de Rolle, para cada
i=0,1,...,n, existe t € (tj,ti+1), tal que, a curva A(t) tem o vetor tangente horizontal,
isto é, o vetor A’(t) é horizontal no minimo i+ 1 instantes. Entdo com a Equacéo 3-4, T'(t)
interceptam nos mesmos instantes. Assim Z(T") > Z().

Corolario 3.17 Seja I'(x) = (x,y(x)) uma curva cujas derivadas de todas as ordens em
y se anulam nos pontos extremos x; e X2 no qual [x2 —x1| =1 e y(x1) = y(X2) = 0.
Suponha que T intercepte o eixo x n vezes. Entdo, ndo existe uma curva y(x) = (X,y(x))
cujas derivadas de todas as ordens de y se anulam nos pontos extremos X3 e X4 no qual
Ixg —X4| =1 eT(x3) =T(x4) =0, tal que, T"1(y) =T.

Prova: Se existe uma curva v, tal que, T"*1(y) =T, pela proposicao anterior, Z(y) < —1,
absurdo.
Existe uma outra propriedade da oscilacéo da curva 7 .

Proposicao 3.18 Seja E(y) a quantidade total finita dos pontos méximos locais e mini-
mos locais da curva y em relacdo ao eixo x, e sejatambém I' =T (). Entéo, E(T") > E(y).

Prova: Em um ponto maximo local de v, a curva I" tem a dire¢do para baixo, e em um
ponto minimo local de v, a curva I" tem a dire¢do para cima, veja na Figura (3.6), isto
quer dizer que, entre um méaximo local e minimo local consecutivos da vy, temos um
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minimo local da I', e entre um minimo local e maximo local consecutivos da vy, temos um
méaximo local da I'. Considerando os pontos finais da y como os pontos locais extremos,
conseguimos o resultado.

Figura 3.6:

Seja yp uma curva "semente” parametrizada pelo comprimento de arco, e tome
um p qualquer onde 0 < p < Lo. Seja yo(p) = X0 € T"(y0(p)) = X, onde x, € R?, assim
encontramos um conjunto X = (Xg,X2,X3, ...) € além disso,

Xi —Xxs1| =1

De fato, |xi —xi+1| = 1i(P) ~W+1(P)] = i(P) — (%(p) + o) = 1.
Denotamos por v;j 0 vetor unitario xjXj;1 € por o; 0 angulo entre vi—1 e vj. Se tj é a
velocidade de xj, entéo,

tj = 1j+1COSQl+1.

De fato, ti =y, etiy1 =7, =V + (%)’, como |¥—'| é sempre unitério, entdo sua derivada

é perpendicular a ¥}, e 01 € 0 &ngulo entre t; e tj; 1, entdo, ti = ti; 1 COSCi 1.

A construcdo do rastro de uma bicicleta como o monociclo pode ser inter-
pretado como o seguinte; seja & um conjunto com cada elemento X € # tal que
X = (X0,X1,X2,...) onde x; seja um ponto no R? e |x; — Xj.1| = 1 para cada i. Denota-se
por v; 0 vetor unitario xjXj.1 e por o 0 angulo entre vi_1 e vj. Seja 4o um subconjunto
aberto do 4 dado pela condicdo o # +m/2 para cada i.

Considere que a velocidade do ponto x; seja proporcional a v;. Se tj é a velocidade
no ponto x;, entdo,
tj = tjjCOSQjj,

para todo i. Em a/¢, onde cosa; # 0, todas as velocidades s&o bem definidas e tg = 1.
Se 0 = /2 para algum i, entdo a velocidade de todo xj com j < i € zero, isto implica
que to = 0, que contraria a hipdtese. O absurdo acontece pois pelo Lema 1.9 ndo deve
acontecer a cuspide.

Seja 7 o0 conjunto dos jatos das curvas sementes no ponto xo = y(p), onde p
esta no dominio da funcéo, entdo definimos uma fungdo @ : 7 (y(p)) — Mo e acabamos
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de demonstrar que a funcdo € injetora. Sera que a funcdo € uma bijecdo? Ou seja, dado
um ponto X = (Xo,X1,X2,X3...), SErd que conseguimos o jato (rg,rg,ry ,...)? Antes de
demontrar o Teorema, vamos calcular numericamente.

Pelos vetores (XpX1,X1X2, X2X3, ...), €ncontramos (c1, Cz, Cs...), onde ¢; = cosa;. Como yp €
parametrizada pelo comprimento de arco, entéo, ty = 1, to = tycosoy, implica que t; = %

assim, ty = T c , além disso,
i=1

Xn+l =Y+l =Y+ 7 X 1:"/ 1= 'Y,
|YH n1 = et = |YH

e ainda,
Yo = Xo,
o = X = (X1 —X2)to = (X1 —Xo),
Yio= Xi=Y+Y =tle—x),
b = t1(X2—X1) (X1 —Xo),
Bo= = () o )
_ M %
B bt MJ\m3%“

’Y,Z = 'YE)+VO W1|_"Y1‘3 %)7 (YS,%’)Jr(%, 0”>)

Como (Yp,7g) = 0, implica que (v5,75)" = (Y5.75) + (Y0.7g') = 0, entéo

b = hHh+ %+W—%E%m;&

) = %mwuwﬁwf%%”“&m_

ty
(Y0:Y0) + (¥0:Y0) o
tl 07
v/ <%’%>_<%’%>_’%‘2(1+%+{1§)
<’Y0= O> = . 7 i

b

Tomemos a Ultima equacdo e substituimos na equagéo de Y, = to(X3 — x2), entdo encon-
traremos o termo ;. Repetindo 0 mesmo procedimento, encontramos o jato de .

Defini¢do 3.19 O polinomial Laurent com coeficiente no corpo F € uma expressédo da
forma,

P=PXk, PkEF.
K
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Teorema 3.20 Sejam 7 (y(p)) 0 conjunto do jato da curva semente y no ponto xo =
v(p) e Mo um conjunto tal que cada elemento X = (Xg,X1,X2,...) possui as seguintes
propriedades:

A)xieR?e |xi —Xit1| =1,

B) o angulo o entre xiXj1 € Xj+1Xiy2 € diferente de £7.

Ent&o, existe uma bijecdo entre 7 (y(p)) e Mo.

Prova: Seja @ : 7(y(p)) — Mo. As observacBes acima ja mostraram que ¢ é injetora.
Agora vamos demonstrar a bijecdo. Construimos a aplicacéo inversa ¥ : Mo — 7 (y(p)).
Seja X = (Xp,X1,...) € Mo € 0 conjunto C; = cosa;j # 0. Entdo,

to=1, k= k;
ITi-, Ci

Usamos a indugéo para demonstrar que xgr) = Fjr(xi,Ci), onde F € um polinomial em x;
e polinomial Laurent em C;, onde i = 0,1, ....

No caso r = 1, temos x| = tj(Xj+1 —Xj) = ¢ (Xj41 —X;).

Suponha que x%r) — Fj r(xi,Ci) entdo,

aF
r+| Xi Jr /
Z N ~Ci

Se conseguirmos demonstrar que C{ também é polinomial em x; e C;, entdo fechamos a
demonstracéo. De fato, Cj = ((Xj — Xj—1), (Xi+1 — Xj)), assim,

Ci = ((ti(xip2 —Xi) —tica(i—Xi-1)), (Xip2 —Xi)+

((Xi —Xi—1), (tix1(Xit2 —Xip1) — ti(Xip1 —Xi)))-

Em particular, X determina todas as derivadas y")(p), isto &, o jato infinito da
curva no ponto Xp.



CAPiITULO 4

Curvas de bicicleta em S?

Nos capitulos 1 e 2 estudamos as trajetdrias de bicicleta em R? e neste capitulo
vamos reconstruir a nocao de bicicleta na esfera de raio 1.

4.1 Par de curvas na esfera S?

I(s)

Figura4.1:

Podemos definir o mesmo conceito de bicicleta no S%. Seja y € S? uma curva
de classe CX, onde k > 3, parametrizada pelo comprimento de arco s como trajetéria da
roda traseira, e seja também p o comprimento Euclidiano do eixo da bicicleta entre a roda
traseira e a roda dianteira. Para que a curva da dianteira esteja na esfera podemos definir,

I(x(s)) = J%pzw LpY(9)). (4-1)

Veja a Figura (4.1), onde x e s sdo 0s parametros de comprimento de arco, respectiva-

mente, de T" e de . Assim podemos definir o triedro de Darboux {vy,y,y x Y }. Para mais
informacdes veja ([St]).

Seja N(p) o vetor normal a esfera S? no ponto p e supomos que y(s) = N(s).
Agora, derivando Y (s) em relagdo a s, em termos do triedro de Darboux temos,

Y'(8) = y(9)¥(s) x ¥ +2(s)¥(s) +x()Y (5),
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onde y(s), z(t) e x(t) sdo coordenadas em relagdo a base. Consequentemente, x(t) =
0, pois (¥.,7") = 0; z(t) = (Y'(s),N(5)) = kn = —1 & k()] = [Y'(s)[? = [y(s)|? + 1,
que implica que y(s) = kg, onde kn e kg sdo, respectivamente, as curvaturas normal e
geodésica.

Assim, temos,

Vo= kgyxy -,
Vo= kv ¥ +kgyxy =¥

= yxy’ k2+1y’
= gyxy_kzyl7

Y xy" = ¥ x(kgyxy —KY)
= k’y

Consideremos também a torcdo t da curva T,

(Y (s) x¥"(s),¥"(s))
[Y(s) x¥'(s)[?
_ké B _[(kZ_ )1/2]/
k2 k2
_ks
kvkz—1'

Entre os vetores (y,I') sempre existe um angulo fixo 6, e assim, temos

_ __p 2,82 _ 5
cosO = \/W =\, senf = A Eel +E =1 Pela n_otagao de Frennet {t,n,b},
onde t = Y(s), " = —kt, b =t x n, e sejam também 1 e t as tor¢des da y e T, en-
tdo, I'(x(s)) = 11+p2 (y(s) +pt) = Ay(s) + &Y (s), e isso implica que T" =AY + &Y', e

mais ainda, que (I",yY) = A = |I”|cosa.(s). Como A > 0 entéo, cosal(s) > 0, e enfim,
T

—5<a(s) < 3.
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AssIim,

A = /2 E2K2
cosas) [T = W28,

7»2

— }LZ 2k2
cos 02(s) B
M(sec’(s)—1) = &N,
xztg a(s) = &%
gltgo&(s)l = k
. _ ltoas)
p
No caso o > 0, k = t%‘* = ;fg‘sz implica que, ks = %, e no caso o < 0,
imoli _ _ftga _ _ semp _ 2o-of doo _ dad =
implica que, k = —=% = —5 € ks = —S“%. Como & = ¥, entdo,

8% = o/(s) /1 + pZcos os).

Sabe-se que, T's = rtds e pelo mesmo raciocinio do Lema 1.1 temos —2— =

coso.(s)
dx 1 ads_ 5
ds ™\ /1+p2cosas)’ € o MCOSOL(S)-

Agora, vamos caracterizar a curva I". Temos,

I'(s) = A/(s) +EY"(s) = A+ Ekn,
I"(s) = Akn+E&k'n+d(—k’t —ktb)
= (—EK®)t+ (Ak +EK)n 4 (—EkT)b,
I"(s) = AK'n+Ak(—kt —1b) +EK"n+EK' (—kt — 1h)
4+ E(—2kk't —k3n —k'th — kt'b — kt°n)
(—Ak? — dkk’ — 2dkk')t + (K’ +EK” — EkT? — EK®)n
+  (—Akt —Ekt' — 2EK'T)b,
(

TP = (/A2 +E%2)°,

E, também,

I'(s) xT7(s) = [M+(EK)N] x [(—k%E)t + (Ak +EK )N+ (—EkT)b]
= (—k%tE2)t + (KTAE)n+ (K3E2 +- kA2 + K'AE )b
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Por isso, a curvatura K da curva T é,

[T'(s) x T(s)|
T'(s)P?
[(—k?1E2)2 + (kTAg)® + (K3E? + KA + K'Ag) /2
[(k2+§2k2)3]3/2
_ \/@[k412p4+k212p2+(k3p2+pks+k)2]l/2

K

(1_|_p2k2)3/2
2|2 21,2
AT (R0 4 pk 4
- p (1—|—p2k2)3/2

24,2 3.2 2
/ pk (k°p”+pks +K)%.1/2
= 1497 K21 11 222 T (11 p2k2)3 ¥
p p
(et (L) (K4 pks +K)
(k% —1)(1+ p2k?)? (1+p%k?)
_ {(l+p2)p20032a-a2 sec?oL- Ot Py
(1—|—p2k2)3/2

§ 2 2,2 -1/2
senza pzcoszoc + (142 k(L4 p2k2) Y2 4
{1= c052 1+p +\/1+ —+\/1+pzcosoc o] 2112
2/ do\2
_ P ./ o Sena dO‘ 1/2
= [1_($)2 +(y/1+p o +dx)] :

dx

Assim, demonstramos o lema.

Lema 4.1 Seja y: R — R3 uma curva de classe CK, onde k > 3, parametrizada pelo
comprimento de arco e I'(s) = —=—(Y(s) + pY/(s)), entdo,

V1+p?
T n  dx 1 ltga
s <) <5, o= , k=——
2 Q 2" ds /14 p2cosol(s) p
€,
p (d_a)z yseno douio.g )
K= [71 (G )2+(\/1+p e +dx)] .

No caso do plano R?, capitulo 1, sempre temos que |I”| > |7/|. Sera que 0 mesmo
acontece no caso esférico? De fato,
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()] > W(s)l &
1
r/ — + !
Pl = oY)
1
= TRz =1e
Y2+p2y > \/1+p2e
,Y12+p2,\//2 Z 1+PZ@
1+p%K% > 1+pe
k > 1.

Como k? = ké +k2 e ky = 1, entdo, k > 1, ou seja, [T”| > |y|. Consequentemente, se a
traseira percorre um circulo maior, entdo a dianteira também percorre o circulo maior .
Agora, vamos considerar outra questdo: Se a roda traseira percorre um circulo
que ndo seja um circulo méximo, o que acontecera com a roda dianteira?
Seja  y(s) = (x(s),y(s),z(s)) = (sen(tp)cos(s),sen(tg)sen(s),cos(ty)) =
(pocos(s), posen(s),do), onde po > 0 e gg > 0, entdo

I(s) = (X(s8),Y(s),Z(s))
= M(s)+&Y(s)/IY(9)]
= A(pocos(s), posen(s),do) + Xi(—sen(s),cos(s),0).

Como Z(s) = Ado < o e (X(s),Y(s)) é um circulo, entdo concluimos que I" percorre
outro circulo de comprimento maior que o circulo de Y.

Lema4.2 Sevédeclasse CK, k > 1, entdo I' é de classe Ck~1 para todo p > 0.

Prova: Seja y uma funcdo parametrizada pelo comprimento de arco em s. Como

I'(s) = \/11+7(y(s) +pY(s)) e y é de classe CK, entdo y é de classe CX! e T é de

classe Cx1,

Agora, vamos considerar y de classe CX, onde k > 3, ndo parametrizada pelo
comprimento de arco, entdo,

T=ay+E(7/ Y.

Seja to € R, tal que, Y(to) = 0 e definimos T' = Ay+E(Y/|Y]) se t € [to —¢&,tp); €
=y —&(Y/IY]) se (to,to +¢].

Vamos apresentar exemplos de pontos singulares dos tipos cuspides e ndo
caspides.
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Exemplo 4.3 Seja y a unido de arcos de circulos na esfera S? definida por: y(t) =
(Lcos(t), %3sen(t), 1), se 0 <t <m/2, e y(t) = (—icos(t), 2, Isen(t)), sem/2 <t <.

Figura 4.2:

Notamos que y é continua no ponto y(r/2) = (0,/3/2,1/2), e aparece uma singularidade
no ponto y(m/2), porém ndo é cuspide de Whitney, pois Y(n/2) ndo é nula e ndo é
continua, veja Figura (4.2).

Para entender melhor esta singularidade, consideramos uma reparametrizacéo de
Y. tal que, Y(6(to)) = v(1t/2).

Seja Y(0(t)) = (cos(B(1)), Psen(6(1)),3) = ya(t) se ~1 <t <0, e y(t) =
(—Lcos((t)), %2, 1sen(B(t))) = 2(t) se 0 <t < 1. Tome Y (t) e derivamos,

Y({t) = (—6'send(t),0'cosd(t),0),
Y'(t) = (—6"2coso(t)—6"send(t), —6'%send(t) +6"cosb(t),0),
Y'(t) = (0"sen6d(t) —30'6"cosO(t) —6"'send(t)

— 6"3cosO(t) —30'0"sen6(t) + 6"'coso(t),0).

Para que y tenha cUspide de Whitney em y(0), precisamos primeiro que Y (0) =
0, implicando que 6’(0) = 0. Porém, y’(0) = (—6"sen6(0),6"”cos6(0),0) e y"(0) =
(—6"'sen6(0),08"cosB(0),0), ou seja, Y/(0) e yY(0) sdo linearmente dependentes, ent&o,
ndo existe fungdo O para que vy possua cuspide de Whitney.

Exemplo 4.4 Seja y(t) = (cos3(t),sen3(t), /1 —cosb(t) —senb(t)), Figura (4.3).
Aparentemente, pela figura, encontramos um exemplo de 4 singularidades de Whit-
ney.
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Figura 4.3: A curva v que tem 4 singularidades

Quandot = 0,mt/2,1t,3m/2, os pontos poderiam ser de Whitney, e vamos verificar o que
ocorre.
Temos que,

V/3sen(t)cos(t)(—1+2cos?(t))
sen?(t)cos?(t)

Y (t) = (—3sen(t)cos?(t), 3sen?(t)cos(t), ).

Assim, ¥ é descontinua nos pontos t = 0,7t/2,m,31/2; ou seja, 0s pontos citados ndo sao
cuspides de Whitney.

Exemplo 4.5 Seja y(t) = (t2,t3,v/1 —t4 —t®). O ponto 0 ¢ um exemplo de clspide, pois,
Y(0) = (0,0,0,),Y'(0) = (2,0,0) e Y""(0) = (0,6,0), veja na figura (4.4).
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Figura 4.4: A curva y possui singularidade do tipo cUspide de
Whitney
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